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ROCNIK XXV, TRIDA 1I. CIsLO 54.

O rozvojich platnych pro funkci analytickou
v daném oboru.

(Cast druha.)

Napsal
MILOS KOSSLER.

(Ptedlozeno dne 11. listopadu 1916.)

V prvé &asti tohoto pojedndnil) zabyval jsem se vyhledavanim
rozvojll platnych pro funkce analytické uvniti nebo vné ruznych kiivek
specidlnich, hlavné pak racionalnych a odivodnil jsem i obecn&jsi vétu,
vztahujici se k regularnim ktivkam.

Obsah druhé &asti tvofi Gvahy zcela obecné, zaloZené na presné
definici ohranidujici kiivky. Hlavni vysledky shrnuty jsou ve vétich I.
aZ VI. a v dusledcich I. aZz III. ptipojenych k vété posledni.

Zvlasté vytykdm obecnou rozvojovou vélu I. Podkladem jejim jest
obecné zobrazeni okoli kfivky na okoli dané jednotkové kruZnice, které ne-
musi byti ani vz4jemné jednozna&né ani v¥ude konformn{. Takové zobrazeni
vyplyva na pt. z kaZdé parametrické rovnice dané kiivky. UZijeme-li
tohoto zobrazeni v Cauchy-ové€ integralu, dospéjeme ke &yFem rozvopim
I. v&ty. Mezi nimi dva se vztahuji k vnitfku a dva k vn&jgku ktivky.
Existuje tedy vzijemna souvislost mezi vnitinim a vné&j&im problémem
rozvojovym.

Podobného postupu pouzil poprvé G. Faber ve dvou pojedninich
,,O polynomickych rozvojich** uvetejnénych v Mathem. Ann. 1903, p. 389
a 1907 p. 116. UvaZuje v8ak jen o problému wvmiténim a to pro zcela spe-
cidlni pfipad zobrazujici funkce jal: jest to blize vyloZeno v odd. II., § 2
na¥eho pojedndni. Ve vété VI. a v dusledcich k ni ptipojenych objevuji
se nullové rozvofe polynomické v zcela novém svétle, &ehoZ piifina spoiva
pravé v tom, Ze uvaZujeme soufasné o problému vnitinim i vné&j§im.

1) Rozpravy C. A. II ti., roé. XXIV,, &s. 41
Rozpravy: Rol. XXV. TE 1L C. 54. 1
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Véty IV. a V. jednaji o rozditeni oboru konvergence odvozenych
fad; maji snad vyznam pro theorii analytického pokrafovani. Véc ta
bude vyzZadovati hlubiitho propracovani.

V celém piedloZeném pojednini mame na mysli jen obory jednoduse
souvislé. Jednoduchym obratem, na ktery jsem upozornil jiz v prvé &asti
p. 33, daji se viechny vysledky pfenésti na obory mnohonasobné& souvislé ;
z toho dtvodu se jimi zde vibec nezabyvam.

I. Obecny rozvoj.
§ 1. Definice hranic a odvozeni rozvojd.

Rovina komplexni proménné z budiz rozdélena uzavienou anebo do
nekone&na sahajici kfivkou C na dva jednoduse souvislé obory K; a K,.
Aspoii jeden z téchto oboru obsahuje pak bod nekonedny. Pismenou %
budeme oznalovati kazdy kone&ny a uzavieny obor, ktery lezi cely v oboru
K, a jehoz hranice se nikde nedotykaji hranic oboru K.

Kftivku C definujme nasledujicim zptsobem.

Necht ma jednoznalna funkce

analytickd v celém mezikruzi
1>7< 7| <R>1

a také v okoli kazdého bodu na jeho hranici?) nasledujici vlastnosti.
1. Probiha-li ¥ body jednotkové kruZnice, to jest, je-li

t=¢7 0Zl¢9<2nx,

necht probihd z ve své roviné bud jeden nebo postupné nékolik regu-
larnich obloukdi Jordanovych, které ve svém uhrnu utvoii kiivku C.
Pfi tom mohou se &sti anebo i celé oblouky upln& pokryvati, takze
dvéma anebo i vice bodim na jednotkové kruZnici v roving ¢ mizZe odpo-
vidati jediny bod ktivky C. Body, v nichZ spolu hrani¢i jednotlivé oblouky
Jordanovy, rozdéli celou ktivku C na nékolik Ausi.

2. Obé&hne-li z jednotkovou kruZnici ve sméru kladném, necht
obéhne z k-ty kus ktivky C my-krate ve sméru kladném vzhledem k oboru
K, a (m—1)-nou ve sméru ziporném. Integrace podél viech oblouku
Jordanovych jest potom ekvivalentni s jednoduchou integraci podél celé
kfivky C v kladném sméru.

Jest patrno, Ze polet obloukt Jordanovych bude od jedné riizny

1) Z toho vyplyva, ze R a ¥ mus{ byti zvoleno mensf respektive vits{ nez pH-
sludné poloméry kcnvergence pro Laurentovu fadu g (r).
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jen tenkréte, kdyZ aspori pro jeden bod kruZnice jednotkové s, bude splnéna
rovnice })
g'(x) =90
V takovém bod& budou pak hranititi dva oblouky, o nich%Z pied-
pokladame dale, Ze kaZdy ma tam svou tangentu. Kdyby totiZ bylo viude
na jednotkové kruZnici
g (x) | >80,

predstavovala by rovnice (1) podle definice kiivek Jordanovych jediny
oblouk regularni kiivky Jordanovy.

Tato definice ktivky C rovnici (1) jest velmi v¥eobecni. Tak
na pf. kazda regularni ktivka ma takovych rovnic neomezeny podet
(viz II., § 1). RovnéZ viechny specidlni ktivky, které jsme zkoumali
v prvé &asti tohoto pojedndni — tak na pi. viechny ktivky racionilof —
jsou zahrnuty v definici privé uvedené.

Opirajice se o Cauchyuv integrdl dokdZeme nyni nasledujici vSe-
obecnou vétu rozvojovou.

Véta I. Necht znali y jednotkovou kruznici v roving ¢ a 4 (z) libovolnou
funkci, ktera jest od nully riznou a analytickou v okolf kazdého bodu na kruznici p.
Integral

1 h(t).g (tr). v (k+1) _
21”'5 g{r) —z 47 = bh(2)

y
definuje funkci by (2) analytickou pro vSechna z lezicf v oboru K, hranice vyjimaje.

Tyz integral definuje jinou funkci
1 S h(®) g (). v (k+D)
- d
2nd g(r) —z
4

T =ck (2)

analytickou pro vSechna z v oboru K, hranice vyjimaje.
1. Kazda funkce F; (z) analyticka v celém oboru K, ?) i v okolf kazdého bodu na

kiivce C dava vznik dvéma rozvojum
+ a0

I F, (z) = ZA’ b (2),
k= -Q0 ~
+
II. 0="9% Axrck(2),
k.zw

Ap = 1 SFl[g(:)]zhdc.

2w h (%)
7

1) Z toho vyplyva, ze zobrazeni dané rovnici
z=¢g(7)

nemus{ byti vSude konformnf{ a vzdjemn& jednozna&né.
?) Obsahuje-li K, bod nekonefny, musf byti

lim z . F, (¢) = kone&né konstant&.
| 8]-®
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Rozvoj I. jest absolutnd a stejnomé&mné konvergentni v kazdém oboru #,;
rozvoj II. jest absolutn® a stejnomérnd konvergentni v kazdém oboru Z,.

2. Kazd4 funkce F, (2) analyticka v celém oboru K, i v okoll kazdého bodu na
kfivce C ddva vznik rozvojuim

+ @

I11. F, (z) = EB}; ok (2),
k-
+ o

IV. 0= EB,, bals), o oottt (2a)
k= -0

Br = ——L_ SFa[f.’(f-]f"df
P ) h(7) :
4

Rozvoj III. jest absolutng a stejnom&mg konvergentnim v kazdém oboru %,
rozvoj 1V. v kazdém oboru £k,.

Funkce by (2) a ¢ (2), podle nichz jsou rozvoje provedeny, nezavisi na tvaru
funkce F, (2) po piipadé F, (z); na t&chto funkcich jsou zavislé jedin& koeficienty
A}, a Bk.-

Ditkaz. Predstavme si nejprve kiivku C v koneénu a uzavienou;
vnitiek jeji pokladejme za obor K,.
Podle Cauchyovy véty integrilni jest pak

_ 1 FoHat 1 File®]h(x)g (x)dz
Fl(")—2m§ t—2z _21”5 h(z).[g (z) —z]

..(3)

Funkce g (z) jest analyticka a tedy spojitd v okoli jednotkové kruz-

nice. Z toho plyne, Ze rovnice

z =g (2

zobrazuje blizké okoli této kruZnice na blizké okoli kiivky C v roving z.1)
Mysleme si na pt. v roviné z uzké mezikruii 8 se sttedem v po&tku,
které jest tak poloZeno, Ze celd jednotkova kruZnice v ném probiha.
Zobrazime-li toto mezikruzi pomoci funkce g (8) na rovinu z, obdrZime
patrné v této roviné jisty obor d, ktery jest tak poloZen, Ze celd kiivka C
v ném probiha.

U%ime-li nyni stile mezikruzi & tak, %e jeho hranice se z obou stran
blizi jednotkové kruZnici y, bude se patrné Gziti také obor d. V limité&
splynou ob& hranice mezikruzi & s kruinici  a tedy hranice oboru d
s ktivkou C. ‘

Vytknéme si nyni uvnit ktivky C libovolny obor #,. Podle ptedc-
§lého mizeme vidy zvoliti mezikruzi ¢ tak 1zké, Ze obraz jeho v ro-
viné z — to jest obor 4 — nedotkne se nikde hranic oboru %,, takZe pro
viechny body mezikruzi & a pro viechna z v oboru k, bude splnéna ne-
rovnina

1) Zobrazeni to nemusf byti oviem ani vzijemné jednoznaéné ani vSude kon-
formni.
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lg@®)—z]>0.

Znadi-li dale A (v) libovolnou funkci analytickou v oboru 4, de-
finuje zlomek
h(z) g (v)
gr)—z
analytickou funkci promé&nné z v celém mezikruzi 4. Jest tedy moZno
utvotiti Laurentiv rozvoj platn}’r v oboru @ a pro viechna z oboru 4,

ut—z ZMz)#

N LT L

T 2ms g®)—z v

Rozvoj tento jest jak znamo stejnomérné konvergentni pro viechna
z leZici na jednotkové kruznici y, pokud oviem z poklddime za konstantu.
Z toho vyplyva, %e smime jej dosaditi do integralu (3) a integrovati ¢len za
&lenem. Je-li dale jinak libovolna funkce 4 () tak volena, Ze se od nully
rizni pro viechna z na kruZnici , obdrZime rozvoj (2) I. Rozvoj ten plati
pro ka?dé z naSeho oboru %,. Obor tento miZeme si mysliti omezeny jistou
ktivkou, ktera se z vnitfku libovoln& ptibliZuje ke kfivce C. Jest tedy
rozvoj (2) I. platny pro vSechna z oboru K, hranice vyjimaje.

Podle své definice integralem (4) jest funkce s (2) analytickou v oboru
K,. Integral onen muZeme totiZ schematisovati na tvar

h@={SEade........ PR (5,)

Funkce S (7,2) jest spojitou funkci obou neodvisle proménnych
T a z, zUstdva-li oviem 7 stdle na kruZnici  a z stile v oboru 2. Mimo to
jest patrn& S (¢, z) pro pevné % na kruZnici p, povaZovano jsouc za funkci
jenom proménné z, funkci analytickou v oboru k,. Z toho vyplyva, Ze
b (2) jest funkci analytickou v oboru %,.Y) Z rovnic (4) jest také zfetelné
vidéti, Ze rozvojové funkce by (2) jsou zavislé jediné na tvaru kiivky C a na
volbé funkce A (z), nikterak v3ak na tvaru funkce F, (2).

Téméi doslovné stejn€ utviti se dikaz rozvoje (2) II. Zvolime-li
totiz bod z v oboru K, to jest vné kiivky C, obdrZime misto rovnice (3)

__! (hkErHEE ,,
2mi) g(r).[g(r) —2]
4

Dalsi dikaz zustiva zcela nezmé&nén, jenom Ze misto rozvoje (4)
nastoupi

1) Viz na pt. Osgood: Lehrbuch der Funkdonentheorie I. B. II. Aufl. p. 307,
7. Satz.

LIV.



e )
W —z Z°
1 (®) g’ () .vB+0 g ¢
2zi5 gl®)—z
y

Ca (Z) = ’
a misto oboru %, v¥ude obor %, pro veli¢inu z.

Na prvni pohled se zd4, Ze funkce & (2) a cx (2) jsou identické, protozc
jsou definovany zdéanlivé totoZnym zpisobem. Tomu v¥ak neni tak,
protozZe ve vzorci (4) znadi z bod v oboru K, a ve vzorci (4a) bod v oboru
K,. Abychom si onu rtznost objasnili, zvolme co nejjednoduseji

hizy =1, g =-=.
Kiivka C definovana zde rovnici (1)
=17

jest patrn& jednotkova kruznice roviny z. Obor K, jest jeji vnittek, obor K,
jeji vnéjsek.
Funkce bi (2) jsou definoviny rozvojem (4)

T—2

=zbh(z)1k, lzI|<|=®],
k=-2

1 1 z 22
==+t +...

T—2 T 73

a tedy
by (2) =0, b (2) =0.

ba(z) =2*1, (B=1,2,3,...).
Funkce ¢ (2) definuje rozvoj

- Z D, lz2]>]%]|

1 1 T 72
t—z  z &
Tedy
1 1
"o(z)—_-——z: ck(z):—z,,T,

cx(2y=0, (£=1,2,3,...).

Tim jest zieteln® ukazina ruznost funkci b (2) a ca (2).

Dosud jsme ptedpoklidali, Ze kiivka C jest uzaviena a celd v koneénu.
BudiZ nyni neuzavfen4, to jest sahajici na obou svych koncich do neko-
ne&na. V tom pifpadé myslime si obor K, omezeny jednak kiivkou C a za

LIV.



druhé kruhovym obloukem % o velmi velikém poloméru se stfedem na pf.
v polatku. Tak si sjednime obor uzavieny. Funkce F, (z) necht spliiuje
v tom pifpadé podminku

Uim z. F, (z) = kone&né konstanté,
| 8]=2

Pak nastoupi misto rovnice (3)
1 F.t)dt 1 F (t)d
Fy(2) = S 1042, S 10t

Qw1 t—z 2x1 t—z
c A

Prvni integral vztahuje se k ptisluiné &asti kiivky C a druhy integral
k oblouku k. Pfi nekoneéné rostoucim poloméru tohoto oblouku vypadne
druhy integral, protoZe konverguje k nulle. Prvni integral vztahuje se
pak k celé ktivce C.

Zustavaji tedy v platnosti rovnice (3) a také rozvoje (2) I. IL

Obdobné si podinidme, je li sice kfivka C uzavieni a celd v koneénu,
av¥ak hledame-li rozvoje (2a) pro funkci F, (z) analytickou v oboru K,, to
jest véude vné ktivky C. Kruhovy oblouk % nahradime zde celou velmi
velikou kruznici. S rostoucim polomérem této kruZnice konverguje Cau-
chytiv integral podél ni k nulle, takZe misto rovnice (3) zde obdriime

1 SFz(t)dt .

T 2w t—z

F, (2) =

Zaporné znaménko pfi integralu odivodnéno jest takto. Chceme-li
obihati obor K, ve sméru kladném, musime po ktfivce C postupovati
v opatném sméru, nezli se to dilo pfi kladném obé&hu oboru K,. Tato
zména znaménkova plati ov§em pro obor K, i tenkrate, kdyz ktivka C jest
neuzaviena.

K dplnému dtkazu véty 1. zbyva jesté dokazati absolutni a stejno-
mérnou konvergenci rozvoji (2) a (2a).

Mysleme si v oboru K, uzavieny mensi obor %,; hranice obou oboru
necht se nikde nedotykaji. Pfi odvozovani rozvoje (4) jsme dokazali, Ze
da se vidy sestrojiti v roviné = mezikruZi & tak, Ze jest v ném zlomek

h (v) ¢’ (x)
g(v) —z
analytickou funkci proménné z, at jest z zvoleno kdekoliv v oboru &,

Jedna z kruZnic, jimiZ jest omezeno mezikruZi 4, ma patrné polomér vétsi
ne% 1 a druh4 mensi neZ 1.

Zvolme si nyni nové mezikruZ{ 8;, které jest poloZeno #ipiné i se svym
hranicemi v oboru &. Definujme je takto

1<A2 |z 2p<1.

LIV,



V tomto mezikruZi i v kaZdém bodé& jeho hranic konverguje jak zndmo
absolutné Laurentova fada (4), jestliZe z jest pevné zvoleno v oboru k.

Podle Cauchyova kriteria konvergence jsou tedy od ur¢itého ko-
ne¢ného a kladného # po&inaje splnény nerovniny

IECE I ESY

Vo1

7T 1.

A

Spojime-li tento vysledek s ptedchazejici nerovninou pro (z),
obdrZime

Ono kone&né a kladné &islo »#, od néhoZ poéinaje splnény jsou tyto
nerovniny, jest patrné zavislé na volbé bodu z v oboru %;. Probéhne-li
z postupné viechny body oboru %, prodéld ono # rizné zmény; bude
viak vidy koneiné. Oznaime-li tedy pismenou N koneénou a kladnou
horni mez té&chto hodnot, budou nerovniny (5) splnény pro kazdé » spliu-

jici nerovninu
n>N

a pro ka?dé z oboru k. Cisla 4, p a N jsou pak na poloze bodu z ne-
zavisla,
Podobné uvaZujme o funkci

. F{g (@]
h (x)

ktera jest analytickou v okoli kaZdého bodu na jednotkové kruznici v ro-
viné #. D4 se tedy zvoliti vidy mezikruzi

1]z ]z 2m<],

takZe v n&ém i na jeho hranicich konverguje absolutné Laurenttiv rozvoj

F, [g (7))
= h[zg)t) ZE T,

1 SF,[g(r)]t”‘dt
2m1 ) h (r) )

Ey=

Zcela obdobné jako pfi nerovnindch (5) dokazeme zde

» 1
\/IE'-1§7<1
VIEa|Em< 1

LIV.
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Nerovniny tyto plat{ op&t od jistého kone&ného a kladného # = N,
poéinaje. Porovndme-li integrilni{ vyraz pro Ej s rozvojem (2), vidime
Ze )

E.x = A;.
Jest tedy
T 1
Vidal <5 <1
S Y (5a)
Vidal<m<1
Kombinaci nerovnin téchto s (5) ziskime
V14t () [<m <1 [
e, (6)

V4t | < <1 [

To plati pro v8echna z oboru %, a pro viechna #, kterd jsou vétsi
neZli jest vétsi z &sel N a N,. Pfi tom jsou /, m, N a N, konstanty na
z nezavislé.

Porovname-li tedy &leny absolutné konvergentni fady

se stejnolehlymi ¢&leny fady

i Ai b (2),

k=m0
vidime, Ze od jistého kone&ného # polinaje jest stile
| An by (2) | < it
Podobné vyplyva z porovnani fad
- o &
k§1Ak o) kz--ll '
%e od jistého kone&ného # jest stile

[ Ao b (2) | <;—”.

Tim jsou splnény podminky Weierstrassova kriteria pro stejno-
mérnou a absolutni konvergenci?) rady

o0

Z As by (2)

ke 0
v oboru k,.

1) Viz na pf. Osgood 1. c. p. 96.
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Uvahou téméf doslovné stejnou dokdZe se absolutni a stejnoméma
konvergence ostatnich fad ve vzorcich (2) a (2a). Véta I. jest tim v celém
rozsahu dokéizana.

Funkce b (2) a ca (2), podle nichZ rozvoje jsou provedeny, definovali
jsme ve vété I. kfivkovymi integraly. V mnohych piipadech podaii se
nam nalézti jinym zptsobem ) Laurentv rozvoj pro funkci

h(z) g’ (z)
gr) —z
platny v celém okoli jednotkové kruZnice y; pak muzZeme oviem defi-
novati ony funkce jako prisluiné koeficienty tad (4) ncbo (4a). Tento
postup uzili jsme také v prvé &asti tohoto pojednani pti rozvojich platnych
pro kifivky racionalné.
Véta prvni di se nasledovné obratiti:

Véta I1. Spliuje-li fada jinak libovolnych konstant 4 nerovniny

kY Y a—

Vi <1, Vids st
pro vSechny kladné indexy % pod&inaje od jistého kone¢ného % = N, konverguji
absolutné a stejnomé&rn& fady

[ o] a0

Ar br (2) Ak cx (2),
X Y

a to prvni v kazdém oboru &, a druha v kazdém oboru k,. Prvni fada definuje funkci
analytickou v oboru K;, druhd funkci analytickou v oboru K, vidy hranice vyjimaje.

Podminky tyto jsou postalujici pro stejnomérnou a absolutni konvergenci
fad, nejsou vSak nutné.

Ditkaz. Podle nerovnin predpokladanych pro konstanty A4; a podle
nerovnin (5) jest totiz

| Ay by (2) | <~

S
| Aonbon (9) | < 7,

od jistého kone&ného a kladného » poéinaje nezdvisle na poloze bodu
z v oboru %,. Pii tom jest 4 a g jednak nezivislé na z a za druhé

A>1, ap<l.

Z toho vyplyva podle Weierstrassova kriteria stejnomé&rna konver-

gence tady
o

Z A by (2)

koo

1) Viz déle oddfl II. § 2.
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v oboru %, ktera tedy definuje v oboru tom funkci analytickou. ProtoZe
pak obor %, jest libovoln& zvolen voboru K, tak, Ze hranice se nedotykaji,
jest funkce fadou definovand analytickou v celém oboru K, hranice
vyjimaje,.
Zcela obdobn& se dokidze véta ona pro fadu podle funkci cx (2).
Podminky pro konstanty As uvedené ve vété€ II. nejsou nutné.
Stadilo by patrné misto nich zvoliti

» ® 1
\/|Ah|<l', lA-kl<7, AMLZA u>p.

V tomto ptipadé konverguje absclutné a stejnomérné fada

(e 2]
Z Ak bk (Z)
h=-o
v onom ur&itém oboru k,;, k némuz prislu§i konstanty 4, g, nemusi v8ak jiz
konvergovati v celém oboru K,.
Uké4Zeme na specielnim piikladé, jak jednotlivé Jordanovy oblouky,
jimiZ ktivka C jest definovina, mohou se piekryvati.
Definujme ktivku C v roviné z rovnici

1—z'tg-‘§(cosq>—{—%)
X +iy= N 0<op<2=% ..... (Ta)
l—l—itg%(cosq) +T)
Klademe-li zde

&y =1,
obdrzime po jednoduché redukci

. 24374572 —217°
x—l—zy_z__2_|_5"'__|_372+213 ............. )

To jest zobrazujici funkce typu (1), nebot jednotkové kruZnici v ro-
viné z odpovida ktivka C v roviné z. Tato ktivka se skldd4 patrné& ze samych
kruhovych obloukid o poloméru rovném jedné se stfedem v poditku
roviny z, nebot

[#+iy| =1,
pokud = = ¢to.
Jednotlivé Jordanovy oblouky kiivky C stanovime takto. Rovnice
_ g =0
ma zde &tyfi kofeny
14£0V8 3+ V5
The= g TaaT g -

Prvni dva leZi na jednotkové kruZnici . Tém odpovidaji sty&né
body Jordanovych oblouktl v rovin&€ z. Patrné& jest

LIV,
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T bri

T, =¢38 gy=—¢ 38 .

Parametrické rovnice jednotlivych obloukii wvzniknou separaci
readlné a imaginarné &asti v (7a). Nechdme-li v t&chto rovnicich ¢ pro-
bihati intervall

0

IN
IN

@ 4
3 ’

shleddme, Ze z opisuje ve své roviné€ &ast jednotkové kruznice stile tymz
smérem. Prejdeme-li déle k intervallu

]

2 cop<w— =
5 <9< w—arccos -,
uvidime, Ze smér pohybu se obrati. Podrobnym rozborem jesté dalsich
tif intervallt

) 1 l 3¢ e
(n — arccos— , m -+ arccos i) (n: + arccos —, o ) (—o z , 24!)
4 + T 3 3

shledame toto. Prvni a posledni z naSich pétiintervalla definuji dohromady
jediny regularni oblouk jednotkové kruZnice v roviné z; druhy a pied-
posledni intervall definuji #y% oblouk v roviné z probihany v opaéném
sméru; tieti intervall pak definuje cely oblouk jednotkové kruznice
v rovin& z probihany ve sméru kladném. Integrace podél vech téchto
obloukti s ohledem na jich smér jest tedy ekvivalentni s jednoduchou
kladnou integraci podél jednotkové kruznice v roviné z.

Pomoci zobrazujici funkce (7) obdrZeli bychom tedy rozvoje (2)
a (2a) pro funkce F, (2) analytické uvnitt jednotkové kruZnice v roviné z
po piipad& pro funkce F, (2) analytické vné& této kruznice. K skutednému
provedeni rozvoju uZije se methoda podrobné vyloZena v prvé &asti tohoto
pojednani na str. 3—8 pii kiivkidch raciondlnych; proto od ného zde
upoustime.

§ 2. Rozvoje hlavni a rozvoje nullové.

Rozvineme-li funkci f(z) analytickou v okoli bodu z =a v fadu
Taylorovu

a plati-li soudasné né&jakym jinym zpisobem ziskany rozvoj
W‘
1@ =Y Diz—at,
k=0
vime, Ze musi byti pro vechny indexy %
Dk == Clz .

LIV.
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Zcela jinak jest tomu pii rozvojich (2) a (2a). Funkce F, (2) ana-
lytickd v oboru K, mi vidy rozvoj tvaru (2) I., ktery nazveme hlavnim
rozvojem piislusnym k funkci g (¥) a 4 (v). Jeho koeficienty Aa jsou jedno-
znatné& uréeny ktivkovym integrily ve vzorci (2).

Zvolme si nyni libovolnou funkci F, (2) a sestrojme z nf rozvoj (2a) IV.,
konvergentni v oboru K,. Seéteme-li tento rozvoj nasobeny libovolnou
konstantou % s hlavnim rozvojem funkce F, (z), obdrZime

F, (2) ZZ (Ar +2B)be (2) vvvvviiiinn, (8)

k=

Rozvoj tento nazveme vedlef$im rozvojem funkce F, (z). Jest patrno,
Ze rozvoj hlavni i vedlej$i jsou provedeny podle ¢ych# funkci b (2), Ze se
v8ak li§i svymi koeficienty. Vedlejich rozvoju jest patrné neomezeny
podet.

Analogicky bychom obdrZeli pro pevné zvolenou funkci F, (z) rozvoj
hlavni tvaru (2a) III. a rozvoje vedlejsi

F, (2) =Z (Be FAAR) e (2) ovvennnnan, (8a)
) Yy

Vidime tedy, Ze plati véta nasledujici.
Véta I111. Kdykoliv se da sestrojiti aspoii jeden rozvoj pro nullu
Q0
0= Br by (2),
k_zm ()
ktery nemd viechny &leny identicky rovné nulle, pak ma kazda funkce F, (z) vedie
hlavnfho rozvoje tvaru (2) I. neomezeny podet rozvoju vedlejsich typu (8).

Taz véta plati mutatis mutandis pro kazdou funkci F, (2).

Existence rozvoji vedlejsich jest tedy zavisld na jsoucnosti aspon
jednoho nullového rozvoje tvaru (2a) IV. Takovy rozvoj neni v£dy moZnym ;
v uréitych ptipadech jsou totiZ vZechny piisluiné koeficienty Bs nebo
zase rozvojové funkce & (2) identicky rovny nulle, takZe rozvoj nullovy
*se redukuje na pouhou identitu 0 = 0. Pfipad ten nastdv4 na pf. pfi
Taylorové fadé anebo obecné&ji pti urditych polynomickych rozvojich
Faberovych (viz dale II., § 3).

V§imnéme si zde dvou zvlastnich piipadia, v nichZ nulové rozvoje
daji se vskutku odvoditi.

1. Prvni takovy piipad nastava, kdyZ #édnd z funkci by (2) pro kladny
nebo ziporny index % neni identicky rovna nulle. K libovolné funkci F, (2)
ptisludi pak vidy nullovy rozvoj (2a) IV.

®
@ =Y Bib(2),

ktery neni pouhou identitou 8 = 9.

LIV.
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Koeficienty tohoto rozvoje jsou totiz podle své definice kiivkovym
integralem identické s koeficienty Laurentova rozvoje

T. F[g ZBk

Pii pevné zvolené funkci 4 (¢) da se pak vidy zvolili F, (3) tak, Ze
rozvoj Laurentiv méa aspoii né&kolik koeficientt od nully raznych.

2. Druhy specilni ptipad, v némz da se nullovy rozvoj piimo z funkci
b (2) odvoditi jest nasledujici.

Volme libovolnou funkci 4 (z) = 1. Budiz déle a pevny bod v obory
K,. Funkce

jest pak analytickou v celém oboru K, i na jeho hranici. Pfislu¥ny nullovy
rozvoj (2a) IV. mi koeficienty B; uréeny vzorcem

_ k
By = — 21”SF [g(@)]z*dz.

Tytéz koeficienty, nehledé k znaménku, ma patrné Laurentova
fada

—_— k
v Falg ()] = oo ZBn
Derivaci této stejnomérné kouvergentni fady podle = obdrzime

1 g ey
fw —a [ﬂ)—d2 ZkB“

k=-00

Znasobime-li obé strany &islem z obdrzime z poslednich dvourovnic

[?t(:)g_—(tl_]izzk—l Bagtt i (9)

Pro levou stranu této rovnice dovedeme si v8ak sjednati Laurentuv
rozvoj jesté jinym zpisobem.
Funkce b, (2) jsou totiZ definoviny rozvojem
’ (=]
)
k=- oo

Jednoducha tivaha opiend o nerovniny (5) ukazuje, Ze tato fada jest
stejnomérné& konvergentni v kazdém oboru k,, pokud = jest pevné zvoleno
v mezikrui 4,, Smime tedy iadu tuto derivovati podle z. Tak obdrZime:

LIV,
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T = NN @

K=o

gili

2 o &
U

- 0

] Porovname-li nyni tuto rovnici s rozvojem (9), ziskdme pro koefi-
cienty vztah

| Y
By = — P V.o (@), BRF—1.
Pro £ = — 1 musime po¢itati ptimo
. 1 S dz .
Ba=— 23:1', z[g(x) —al]’

Hledany nullovy rozpoj jest tedy

v 1
O =—B.1.ba(2) + L1 b’-(’H-z) (a) . ba(2), ....... (10)
2
Carka u soucétového znaménka zna&i, Ze ma se vypustiti index
k= —1. Rozvoj (10) existuje vidy, jsou-li derivace aspoii jednoho paru
funkci

by (2), b-en (2)
od nully ruzné.

Odvodili jsme fadu vét tykajicich se rozvoju typu (2) a (2a). Dalsi
otazka, kterd by vyZzadovala fefeni jest nasledujici.

Za jakych okolnosti konverguje #ada (2) © mimo obor K, anebo aspori
na jeho hranicich?

Pii pokusech o rozbor této otazky narazime na piekazky tézko
prekonatelné, jichZ pii€ina spotiva v piekryvani se oblouki jednotlivych
kfivek Jordanovych. Proto omezime se v dal§im na specidlni piipad,
v némz toto prekryvani odpada.

I1. Rozvoje prisluiné k zobrazeni vzidjemnd jednoznainému
a konformnimu.

§ 1. Definice kfivky a prisluiné rozvoje.
Budiz ktivka C dina jedinym jednoduchym hladkym a uzavienym
obloukem Jordanovym. Vnitiek jeji budiz obor K, a vné&jSek obor K,.

Pak jest vidy moZno definovati kiivku C nésledujicim zpusobem:
Necht rovnice
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zobrazuje vnitfek a ob& hranice mezikruif & v roviné =
1>r<|z|<R>1

vzajemné jednozna¥né&, spojité a nehledé k nékolika bodim na hranicich

také konformn& na okoli kiivky C v rovin& z. Pfi tom necht odpovidaji

body jednotkové kruZnice y v rovin& ¥ bodam kiivky C v roviné z.
V ka?dém bod& mezikruZi & bude

g () *0

vyjimaje ony body hranice, v nichZ zobrazeni neni konformni.

Ka?dé kruZnici v roviné z se stfedem v polatku a s polomérem

@» spliiujicim nerovninu

r<e<R
odpovidad v roviné z jista kiivka Cs. Polomér @s nazveme parametrem této
ktivky. Tak na pi. ma kiivka C parametr 1. Kiivky Cp maji nasledujici
vlastnosti, které vyplyvaji z té okolnosti, Ze zobrazeni jest vzajemné
jednoznaéné, spojité a konformni.

1. Kazda ktivka C, jest jedinym hladkym a uzavienym obloukem,
ktery se nikde neprotind. Navzijem se kfivky Ci rovnéZ neprotinaji.

2. Mezné krivky, odpovidajici parametraim R, » mohou miti rohy
v onéch bodech, v nichZ jest

g (z)=4.

3. Parametrim mensim neZ jedna odpovidaji kfivky v jednom
oboru na pf. K, a parametrim vét$im nez jedna kiivky v druhém oboru K,.

Pro kazdou ktivku definovanou prvnimi dv&ma fadky tohoto para-
grafu di se vidy sestrojiti rovnice (11). Pro jednu a touZ kfivku C jest
dokonce mozno sestrojiti rovnic takovych neomezeny poéet. To vyplyva
z theorie konformniho zobrazovani takto:

Mysleme si v roviné z vedle ktivky C Ilibovolnow regularni kiivku
uzavienou L, ktera jest poloZena celd bud uvnitf nebo vné kiivky C. Takto
vznikly prstencovy obor v roviné z di se vidy konformné& zobraziti na
prstenec kruhovy v roviné z, ktery jest uvniti omezen jednotkovou kruz-
nici  a vné jistou s ni soustiednou kruZnici,-jejiz polomér jest uréitym
zpusobem zavisly na kiivce L. Pfi tom odpovidaji body jednotkové
kruZnice ¥ bodim kiivky C a body vnéj&i kruZnice bodum kiivky L. Pii-
slu¥n4 zobrazujici funkce ma tvar (11). Zvolime li podruhé ktivku L
jiného tvaru, obdrzime pro kiivku C jinou zobrazujici funkci tvaru (11).
M4 tedy kaZzda kiivka C zobrazujicich funkci tvaru (11) neomezeny
podet.

Méjme nyni na mysli stile jen jednu pevné zvolenou zobrazujici
funkci tvaru (11).

ProtoZe tato zobrazujici funkce jest specidlnim pi{padem rovnice
(1), podrzuji véty 1., I1. a II1. svou platnost i pro ktivku C. Hledme nyni
odpovédéti na otazku vyi€enou na konci pfedeslého paragrafu.

LIvV.
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Predeviim musime zjistiti, zda-li funkce b, (z) a cs (2) maji vyznam
také mimo obor K, po piipadé K,. K vili zjednodudeni pfedpoklidejme
nejprve, Ze libovolni funkce 4 (%) jest analytickou v celém oboru ¢ i na
jeho hranicich a Ze v #4dném bodé& oboru toho nerovni se nulle.

Mysleme si vedenu ktivku Cy piislu¥nou k parametru ga

R>0k>7.

Vnittek této uzaviené kfivky nazveme oborem K. Zvolime-li
nyni bod z pevné v oboru tomto a ¥ omezime na mezikruzi &

R>[7|=2es
sezname, Ze rozdil
g @) —z
nemuze se pro 24dné takové = stati roven nulle. Obraz mezikruii sy padne
totiz v rovin& z vné oboru K,®,
Plati tedy rozvoj Laurentuv
g () .h(r
gr) —z E b (2
n=-go

“ v oboru &, nebot zlomek na levé strané definuje funkci analytickou v mezi-
kruzi ;. Funkce b, (2) jest Ppri tom urena ktivkovym integralem

g (@ . h(x.vEDd ¢

(2)
bn 21m g(®) —z ’

x znali libovolnou kruZnici se stredem v potatku, kterd celd probfihi
v oboru &. MuzZe to byti také meznid kruZnice o poloméru g nebo R.

Necht tedy znadi % tuto kruznici o poloméru R a oznaéme k tomuto
maximalnimu parametru piislu§nou kiivku Cy. Integril hotejdi definuje
pak podle vzorce (5;) funkci proménné z analytickou nejen v oboru K,®,
ale i v celém oboru K,™ omezeném touto nejvétsi kiivkou Cy bez ohledu
na to, jak jsme zvolili parametr @s. Jsou tedy rozvojové funkce bs (2)
piislu¥né ke kiivce Ci definovany také mimo obor K,® to jest v celém
vétsim oboru K,™,

O funkci % (z) jsme dosud ptedpokliadals, Ze jest analytickou a od nully
riznou v celém oboru 6. JestliZe si nyni myslime co nejobecnéji 4 (r) analy-
tické a od nully razné ve viech bodech jiného mezikruzi

1<R1;|',.£’1< lr

zlstanou vegkeré vyvody o funkcich b, (z) v platnosti s tim rozdilem, Ze
ulohu nejvétitho parametru pievezme nyni mensi z hodnot R a R,, kdeito
tlohu nejmensgiho parametru vé¢§i z hodnot 7 a »,. Také mezikruZi & bude
zde omezeno t&mito novymi hodnotami. V3ude v dal$im budeme tedy
oznafovati pismeny bez indexu R, 7, 8 tyto pozmén&né pojmy. Tak na pi.

pismenou R mensi z hodnot R a R, a t. d.
Rozpravy: Rot XXV. Tt IL, Cia. b4, 2
LIV,
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Budiz nyni F,® (z) funkce analytick4 v oboru Kl(") i v okoli kazdého
bodu na ktivce Ci. Funkce tato vyjadti se Cauchyovym integrilem
1 (FP@dt _ 1 (F¥e@®] gEh@ds

PEY t—z  2mi ' —
wis z xi o h (x) g(r) —z

P (3) =

Pravou stranu rozvineme jiZ zndmym zpuisobem v fadu

Fi® (1) = Y] 4u b (2),
=L [EOLEledr

T 2w % (%)
[

Podobnou tvahu miZeme provésti o rozvojovych funkcich c, (2).
které budou urdeny integralem
-(n+1) g
e (2) = l.jgl(‘t)h(t)t dz.
2mi ¢ gl®) —=z

Misto maximilniho parametru R, prisluiné kiivky C, s oborem
K,® nastoupi zde ov8em minimalni parametr r s piislu¥nou kfivkou C;
a oborem K,®. Jinak zustiva vie nezménéno.

Tak dokizali jsme vétu nasledujici.

Véa IV. Kiivka C; piislusnd k parametru g, rozdéluje rovinu proménné na z
obory K,® a K,®.

Kazda funkce F,® (z) analytickd v oboru K,® i v okolf kadého bodu na
ktivce Cy dava vznik dvéma rozvojum

Q0
I. F,®B) (2) = An tn (2) ,
) "-Z-(b
aD
IL 0= ZA" on (2) e (12)
n= - Q0
4oL CEM@Imds
"T omi S & (%)
ok

Kazda funkce F,® (z) analyticki v celém oboru K, i v okoli kazdého
bodu na kiivce Ci dava vznik rovnéz dvéma rozvoiam
Q0
1L F,® (z) = ZB,, o (2)
N - QB

[« 2]
Iv. 0= ZB,. ba (2),
=~ OO

e e .. .(120)

B — —1 FM®[g(s)]lmdr
"= 2niS A (%) .
oA

LIV.
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Funkce b,, (2) a ¢, (2), podle nichz jsou rozv0]e provedeny zistivajf pro viechny
kiivky Cp nezménény.

Jinak platf o rozvojich (12) a (12a) vie, co jest fedeno ve v&té I. o rozvojich
(2) a (24) s tou zmé&nou, Ze misto oborii K, a K, nastoupf zde abory K,™ a KA.

Podstatny rozdil mezi vétou touto a vétou I. jest tento:

Ve vété I. byly rozvojové funkce & (2) a cx (2) piislu¥né k jediné
ktivee C, ve vété IV. pifslugi tyto funkce celé skupiné kiivek C.

Jasnou odpovéd na otdzku vyslovenou ku konci ptedelého para-
grafu podd rdm véta nasledujici:

Véta V. 1. Spliuje-li fada jinak libovolnych konstant A4, nerovniny

Vidsl<r,  YTdmi<or

pro vsechny kladné indexy #» poéinaje od jistého koneéného » = N, konverguje

absolutné a stejnomérné fada
®

Z An b (2)
n=-a®
v kazdém uzavieném a konetném oboru k,, ktery jest tipln& obsa.zen v oboru K,(¥)
tak, ze hranice obou oborid se nikde nestykaji.
2. Spliiuje-li fada jinak libovolnych konstant B, nerovniny

— 1
ViBsl<e, \IBal<7

pro vsechny kladné indexy # po&inaje od kone¢ného n = N, konverguje absolutn&

a stejnomérng fada
QD

Bu cn (2)
n= - @
v kazdém uzavieném a koneéném oboru k, ktery jest Gplng obsazen v oboru K,®*)

tak, ze hranice obou nikde se nestykaji.
3. Splhuje-li fada konstant D, nerovniny

Vm<ek, VID_-nI<%

opét od jistého kone&ného a kladného # potinaje, konvergujf stejnomérné a absolutn&
obé fady

an Q0
'E?mm. ”ggmm.

prvni v kazdém oboru %, a druhd v kazdém oboru k,.
Podminky pro absolutni a stejnomérnou konvergenci v této v&té uvedené jsou

postadujicf, nejsou vsak nutné.

Ditkaz. Ktivka C, piislund k parametru @ tvoii rozhrani oboru
K® a K. V prvém z t&hto oborti zvolme si uzavieny kone&ny obor 4,
jehoZ hranice se nikde nestykaji s kitvkou Ci. Omezime-li z na obor 4,

budou rozvojové funkce &, () definoviny Laurentovou fadou
2e
L1V.
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gi®) —z Zb,,(z

kterd konverguje absolutn& v celém mezikruZi s,

R>|z|Z e

Rada :[r =
zb,.(z).z”
n=0

konverguje tedy absolutné uvnitf a na obvodu kruhu
[z | <R

Z toho vyplyva podle Cauchyova kriteria konvergence, Ze musi
byti od jistého kone¢ného » = N, poéinaje splnéna nerovnina

RIS

a tedy
V1@ [ S oo (13)
Rada .
. Z by (2) . "

konverguje, absolutn& pokud
lz] = e

Podle téhoZ kriteria jest tedy

VI8 [S0r oo, (13)

po&inaje od jistého kone¢ného a kladného n = N,

Cisla N, a N, mohou byti zavisla na poloze bodu z v oboru %,; pii
tom v¥ak jsou obé ta &isla koneénd. DA se tedy nalézti vidy kone&na horni
hranice vSech hodnot, které nabyvaji postupné &isla N, a N,, kdy% z pro-
bihd postupné vSechny body oboru %,. Tuto horni hranici ozna&me pi-
smenem N,

Nerovniny (13) a (13a) jsou tedy splnény pro kazdé

n 2 Ny
a pro kaZdé z oboru &,.
Zkoumejme nyni konvergenci fady

@

Yab@ (14)

Reme gp

Postatujici podminkou pro absolutnf konvergenci fady této jsou
podle Cauchyova kriteria nerovniny

LIV.
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Videtad 1<l Y01 4wba@d <L ooonnnn. (15)

které musi byti splnény od jistého kone&ného a kladného » = N poéinaje.
Toto &slo N mteme s1 vidy mysliti v&tsi neli &islo N,

Porovname-li nyni nerovniny posledni se vzorci (13) a (13a), vidime,
ze (15) bude vidy splnéno, plati-li od # = N potinaje

V4. | <R '\'/]A.,,l<—k— ............. (16)

Z toho vyplyva dale

. » nT 1

lim su A, ] =A.R, li A | =8.—,

1 P\ | | m sup \/ | | =un o
kdez 4, p jsou ¢&isla kladnd a mensi neZ jedna.

Jest tedy patrné opét podle (13) a (13a)Y)
| Anba (2) | <A, | Anba (2) | S .

Rada (14) konverguje tedy nejen absolutn&, nybrZ i stejnomémné
v celém oboru %,.
Obrafme se nyni k fadé postupujici podle funkci ¢, (2). V oboru
K,® zvolme opét uzavieny a konefny obor %, jehoZ hranice se nikde
nedotvkaji hranice oboru prvého. Omezime-li z na obor &,, budou rozvo-
jové funkce ¢, (2) definovany Laurentovou fadou
g (z).h(r) %

LORE ).,

g —z &
kterd konverguje absolutné v celém mezikruzi
4 =<= T é Ok

Podobné jako jsme obdrZeli (13) a (13a) sestrojime zde nerovniny

n 1 1]
Vi@ <o Vien@d <o, 17

Rada
Z Buocw () o (17a)
n=-00
konverguje jisté absolutng, je-li
ViBicadd <1, \1Bawew(d | <1
Spojime-li nerovniny tyto se (17), obdrZime podminky
w—— n 1
VIBal <ox | Bow | <— i .(18)

1) Viz obdobny dikaz pti vzorcich (6).
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Obdobné jako pfi (16) vyplyva zde z podminek (18) absolutni a stejno-
mérnd konvergence fady (17a) v oboru k,.
Koneéné& z nerovnin (16) a (18) jest patrno, Ze jisté soucasné kon-

verguji fady
®
E D, b, (Z), Z D, Cn ,

== Q0 f=e QO

prvni v oboru %, a druhd v oboru £, jsou-li splnény ncrovniny

VIiD.I<e.w \ID ,,|<% ............. (19)

od jistého kone€ného # pocinaje.

Podminky (16), (18 a (19) jsou, jak jsme dokazali, postatujici pro
stejnomérnou konvergenci ph’sluénych fad; nejsou vSak nuiné, nebot
nerovniny (15), z nichZ jsme pii diukazu vysh nejsou nutnym1 podmin-
kami pro absolutni konvergenci fady (14).

Tim jest véta V. uplné dokazana.

Z ni vidime, Ze obor konvergence fad

i Ay ba (2), 2 B, cu (2)

n=-qo

uréen jest nékterou z kfivek Cy ; ktera z téchto kiivck to jest, o tom roz-
hoduji koeficienty A, po ptipadé B, prostfednictvim nerovnin uvedenych
ve vété V.

Analogie s tadami potendnimi jest patrna. Obor konvergence po-
tenéni fady ohranifuje totiz kruZnice z4visla na jediném parametru, to
jest na poloméru konvergence; obor konvergence nasich fad urduje kiivka
Cy z4visla rovnéZ na jediném parametru g.

§ 2. Polynomické rozvoje Faberovy.

Nejjednodusdi tvar, ktery miize nabyti rovnice ktivky C vznikne
tenkrate, kdyz vztah (11) zobrazuje konformné cely wvméjsek kivky C
v roviné& z na cely vnéjSek jednotkové kruznice v roviné z anebo cely vnitiek
kiivky C na wvnitiek jednotkové kruznice. V pripad-ch téchto daji s~ roz-
vojové funkce b, (2) a ¢ (2) vyjadriti explicitné bez uziti kiivkového
integrélu.

Piihlédnéme nejdiive k prvému piipadu.

Podle pravidel konformniho zobrazovani jest zde zobrazujici funkce

g (¥) dana tvarem

z=a.z+P(%) .................... (20)

Potenéni fada

LIV.



23

P(%) =ay+ a4 a,v2 +...

konverguje pti tom absolutn& a stejnomérné pro

[z >1—n,

kdez 9 jest jisté malé kladné &islo. Nekone¢ny bod v roviné ¥ odpovida
nekoneénému bodu v roviné z. KruZnici

[zl =>1

bude patrné odpovidati kfivka Cp vé&tsi nez kiivka C.

Zvolme nejdiive libovolnou funkci % () =1. Rozvojové funkce
by (2) jsou zde podle véty IV. stejné pro viechny kfivky C, a jsou uréeny
Laurentovou tadou

w PR E &
g (gf)—z = a't—f-P(;)—z =,,-.Zwb" @ .. (21)

Pti odvozovéani musime oviem omeziti z na vnitiek né&které z kfivek
C» a T na obvod a vnéjSek kruZnice o poloméru gz. V tom piipadé& jest
z rovnice (21) patrno, Ze
bim &l _ 0.
= (7)) —%
M4 tedy Laurentova fada na pravé strané rovnice (21) jenom &leny
se zdpornouw mocninou veli¢iny %. Z toho vyplyvi

ba()==0, (8=10,1,2,3,..) verevrrrrrnnn (224)

Znéasobime-li nyni rovnici (22) po obou stranach jmenovatelem levé
strany a porovname-li koeficienty stejnych mocnin z, obdrZime rekurrentni
formule:

b.1(z) =1, eab: (2) =Z—a,,
@. b (2) =bonsr(2). (2—g) —ay bonse (2) — @y bonss (2) — .. -.](22)
— ap.3.b.2(2) — (n—1) ap.s

Z vzorcu téch jest patrno, Ze b., (2) jest polynom (n — 1)vého stupné

veli¢iny z——aﬂ’-, jehoZ prvni ¢len jest

(52

Tak jsme si sjednali pro kaZdou funkci F,® (2) analytickou uvnitf
a na obvodu ktivky Ci rozvoj tvaru (12) I.
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-0
FM () =Y 4bs (03 oooiininnnnnnn. (23)
fnm=-1
Tento polynomicky rozvoj jest — jak jednoducha tdvaha ukazuje —
identicky s rozvojem, ktery odvolil G. Faber 1) vychazeje z konformniho
zobrazeni vné&jsku kiivky C na vnitiek jednotkové kruZnice. Z toho vy-
plyva, %e Faberovy polynomické rozvoje jsou zcela specielnim piipadem
nasich rozvoju (12) a tedy tim spi¥e rozvoju (2). V druhém citovaném
pojednéni dokazuje G. Faber existenci jistych rozvoju pro nullu. Odvodime
v daldim ‘vieobecnou vétu, kterd obsahuje nutné a postatujici podminky
pro existenci takovych rozvoju.?)
Zvolili jsme libovolnou funkci 4 (z) = 1.
PoloZme co nejobecnéji

Zde budiZz m koneiné nebo nekoneéné &islo kladné anebo koneln?
¢&islo zdporné. Funkce 4 (r) budiz pfi tom analytickou v oboru

A |z | <x%x>1.

Ptislu§né rozvojové funkce oznatme znakem

Bn (2).
Z rovnice definitorické
h(r) g (@ _ w«
_g(?)_—(T = Eﬁn " .. (24a)
n=-

a z rovnice (21) nalezime vztah

iﬁ” (2) .e* =h (%) 2 by (2) T

n=-Qqo n=-1

Néisobenim ' na pravé strané a porovnanim koeficientti obdrzime pro
konetné m

Bm(z) =0; Pmsr(z) =0;
Bm-r (2) = Gn bt (2) + Gmer bopsr (2) + oo Bmenars 07 (2)
k=123,.... ). .5)
Pro nekoneéné m jest

Bu(2) = Y, duvs  b.a (2)

k=1

1) M. A. 1903, p. 389, 1907 p. 116.
?) Viz dale § 3 tohoto oddflu.
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Pro kone&né m jest patrné funkce fs (z) polynomem veli¢iny z;aa_

stupné (m — 1 — n)-tého.
Fuakce F,® (z) analytickd uvnitf a na obvodé& jisté kiivky Cy mi
tedy rozvoj tvaru (12) I

n=m-1

F,® () = Z An Bu (2),
K (26)
PR Ll L L
" S wi h (z) '

[+

Parametr ¢ jest pii tom omezen jednak nerovninou ze vzorce (20).

o >1-—1q

a za druhé oviem také oborem, v némz 4 (z) jest definovéno, coz vyjadti
se nerovninou
i Ok i x.

KruZnice o poloméru g, nesmi oviem prochazeti nullovym bodem
funkce A (z), aby A4, neztratilo vyznam.

Uvazme nyni, co nastane, ma-li {funkce % (z) ve svém oboru jediny
aullovy bod %, omezeay nerovninou

o< x| < =

Rovnice (25) a (26) zustanou patrné v platnosti, pokud % (¥) omezime
na obor
Az <%l

a tedy parametr @ zvolime tak, Ze
i _S_ o < ] L l .
Kdybychom v8ak kladli
O = l X [,

nemizeme vidy podrZeti rozvoj (26), protoZe kfivkovy integral, jimz
koeficienty A, jsou definovany, muzZe pro & () = @ ztratiti vyznam.
Av¥ak funkce % (z) jest také definoviana v oboru

fe [ < |z

a vyhovuje v ném vSem podminkam, které omezuji platnost rozvoje (26).
Tento rozvoj miZeme tedy utvotiti pro ktivku Ca, jejiZ parametr @
zUstavi v mezich

[ ] < ox <

Rozumi se samo sebou, Ze rozvojové funkce jsou stile definoviny
vzorci (25), nebot funkce Ba (2) nejsou nijak z4vislé na nullovém bodé funkce
h (z) nybri jediné na konvergen&nich polomérech Laurentovy fady (24).
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V8imné&me si nyn{ bliZe rozvoje pro né&jakou funkci F, (z) analytickou
uvnitt a na obvod& kfivky C,, kterd ptislusi k parametru g,

| % | <0< %

Tato funkce jest patrné také analytickou viude uvniti a na obvodé
ktivky C,, kterd ptislusi k parametru ¢,

l nl | > 01 > l’t
nebot ktivka C, lezi zcela uvniti kiivky C,.
Pro vnittek kiivky C, ma tedy funkce F, (2) rozvoj (26) s koeficienty
4 — 1 SFl[g('r)]t”dt
"= 2w 7 (z) '

kdeZto pro vnitiek kiivky C, mé tdZz funkce opét rozvoj (26) s koefi-
cienty

, 1 Filg®]rdse
An =2ni5 h (z) '

Koeficienty A, a 4,’ se stejnym indexem # jsou jist& od sebe rtzné,
protoZe pii prvém ma 4 (r) uvniti integra&niho oboru nullovy bod, &emuZ
tak neni pfi integralu druhém.

Prvni rozvoj s koeficienty A, bude plataym uvnitt C, a tedy tak¢
uvniti C,; druhy rozvoj pro touZ funkci F, (2) plati jen uvnitf kiivky C,.
Rozdil obou rozvoju jest tedy konvergentnim uvnitf kiivky C; a pied-
stavuje tam platny rozvoj nullovy

2 An— A,') Bn (2).

O nullovych rozvojich promluvime podrobaé&ji v aasledujicim pa-
ragrafu.

Druhy jednoduchy tvar zobrazujici fuukce (11) dan jest konformnim
zobrazeaim wvnitFku jednotkové kruZnice na wmitiek ktivky C.

Rovnice (11) ma pak tvar

Pl ) (27)

potendni fada
P(r)=ay+ a1t 4+ a2 +...,

koaverguje absolutné a stejoomérné v kruhu
lz| <1+m,

kdez g jest jisté malé kladné& &islo. Bod ¢ = 0leZi uvnitf kruZaice jednotkov¢
a tedy odpovidd mu v roviné z bod z = a,, lezici uvnit# kiivky C. Body
jednotkové kruZ.aice v rovia& ¢ odpovidaji bodum ktivky C v rovin& z.
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Zvolme opét nejdiive & (r) =1. Pro rozvojové funkce ¢, (2) ob-
drZime rovnici

Pl
P () (t_) i Z (@ (28)

fHme= 0

ProtoZe z znadi zde bod leZici vné kiivky C, jest zlomek na levé strang
analytickou funkci veli¢iny z uvnitf a na obvod€ jednotkové kruZmice
v roviné z. Laurentova fada na pravé strané zméni se tedy na pouhou
fadu Taylorovu. Z toho plyne pfedevsim

(=0, m=—1,—2,—3,..).......... .. (29q)

Nésobime-li v (28) obé strany jmenovatelem levé strany a porovaa-
me-li pak koeficienty, shleddme
@

Co (2) = ao—z;

cnlz) . (@qg—2)Fcna1(R).a,+...4¢co(2).an = + 1) Gps

(29)

Z téchto rekurrentnich vzorcu vysvitd, Ze c, (2) jest manohoélenem

veliéiny a—al_z stupné (# + 1)-ho, jehoZ prvai &lea jest
S — )

( a, )n+1
zZ— ao )

Podle vzorct (12a) obdrizime tedy pro kaidou funkci F,® (z) ana-
lytickou v¥ude vné a na obvodu kiivky C; rozvoj ve tvaru

0

F® (z) = E Buca(2) . (30)

nm=0
Tento polynomicky rozvoj pro funkce analytické wvné ktivky C,
tvoti prot&sek k Faberovu rozvoji (23).
Zvolme nyni co nejobecné&ji libovolaou funkci % (z) ve tvaru

h (‘t) =”=2°°d” T

n=-m

tislo m budiz kone&né kladné nebo zaporné anebo nekonedné kladné; fada
na pravé straaé budiz absolutné a stejnomérné koavergemtni v mezi-
kruzi

I>AZ |z | Z=

Misto rozvojovych fuakci ¢y (2) obdrzime funkce p, (z) definované
vztahem

POLE 0 o :

f) —z feme QO
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Pomoci (28) a (29a) ptejde tato rovnice v movou

Yr@ e =ne. ic,, (2) . 2.
ntx #=0

Dosadime za A (v) prisludny rozvoj, roznisobime a porovnidme ko-
eficienty. Z toho jde pro koneiné m

Yom(2)=0; 7.m-n(2) =0;
Y-min (Z) =d.mcC, (2) 4+ d.m+1 cCu-1 (Z) + ...+ d.m+” .Gy (Z) ;

n=1, 2,...). (31)
Pro nekoneiné m jest

s (2) = Zdn-k . Cx (2).

k=0

Pii tom jsou funkce ¢, (2) definoviny formulemi (29).
Pro funkci F,® (z) analytickou vSude vné a na obvodé ktivky Ci
dostavame tedy rozvoj (12a4) III.
o 2]
F® () = ¥, Bua 2)

P. — — 1 F?U’)[g(t"]tndt l ...........

2mq h (%)

ok

KruZnice o poloméru ¢; nesmi pifi tom prochazeti nullovym bodem
funkce # (z).

Ma-li funkce A (¥) v oboru své definice nullovy bod, plati mutatis
mutandis uvahy ptipojené k vzorci (26).

§ 3. Stejnomérné konvergentni rozvoje podie polynomia g, (s) nebo y.(s)
a rozvoje nullové.

BudiZz ddna fada libovolnych konstant A, a sestrojea k nim zcela
formalng rozvoj

m-1
Ya.8.0 (33)
nm - O
Otazka konvergence i oboru jejiho byla uZ rozie$ena vétou V. Pri-
pomindm pouze, Ze jest nutno tam klasti R=o0, 4, =0, (n=m,
m—4+1,...... ).
Polozme si problem jiny, ktery pro nullové rozvoje ma vyznam fua-
damentalni. "
Necht jsou konstanty rozvoje (33) takové, Ze rozvoj oaen konverguje
stejnomérn& a absolutné& uvniti kiivky C i v okoli kazdého bodu na této
ktivce. To miZeme vyloZiti také tak, Ze kenvergence jest zachovana také
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v tzkém prouzku lemujicim wvné kfivku Cs. Rozvoj (33) definuje tedy
jistou funkci F; (2) analytickou v oboru K, ohrani¢eném kiivkou Cy.

Funkce 4 (¥) dand vzorcem (24) necht ma m kometné. 1) Obor kon-
vergence Laurentovy fady (24) si stanovme nerovninou

v ] 24

-Cislo 4 jest jistA konstanta o n&co v&t$i neZ polom&r konvergence.
Kiivku Cy musime piirozen& omeziti tak, Ze parametr jeji @4 vyhovuje
podmince @z > 4, nebof jenom tenkrate jsou rozvojové funkce B, (2) defi-
novany vzorcem (24a) a tedy i vzorci (25).

Konstanty A, jsou zcela libovolné ; musi jenom vyhovéti pfislu¥nym
nerovnindm z véty V. Jest otazkou, zda tyto libovolné konstanty daji se
vidy vyjaditi spoleénym vzorcem

1 Glgw)ledr
An = P ‘Y B e 134)
Qe

¢i neni-li to mozno.
Podle nerovniny (13a) jest

VIBn@ [ Son connnnnnnn. e, (35)

poéinaje od jistého kone¢ného a na z mezdvislého # pro vSechnma z lezici
v oboru %,. Tento obor %, musi byti obsaZen tiplné wvnit# oboru K, ¢&ili
uvniti k¥ivky Cy.

Uzijeme-li Cauchyova kriteria konvergence na fadu (33), obdrzime
nutnou podminku

VI4uB. @ <1;
to vespojeni s (35) dava

n— 1
Vidnl < s

Tuto nerovninu musi nutné spliiovati konstanty A,, ma-li rada (33)
absolutné konvergovati.
Definujme nyni funkci f (¢) nasledujici Laurentovou fadou

....................... (36)

m-1

t.f(r) = z doT™ (37)

Nnme o0

Postatujici podminkou pro absolutai konvergenci této fady jest
lz1>0, \[du| <L

Vzhledem k (36) obdrZime tedy postadujici podminku

1) Totéz koneiné m vystupuje v fad& (33).
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Rl I N (38)

V tomto mezikruZi jest analytickou funkce = . f (¥) a tedy také funkce
f (¢) sama. O funkci % (¢) jsme fekli, Ze jest analytickou, pokud

le |24
Z toho vyplyva, Ze souéin
f(z) . h(2)
jest fuakci analytickou v mezikruzi
A< 7| < on.
Definujme nyni funkci G (z) vztahem
Gle@®]=/f®) . A@®. coeeereiieenni . (39)
a provedme transformaci pomoci rovnice (20)
2 =g (v)
kterd ma podle své definice jednoznaénou inveresni funkci
T=9(2 i (40)

Funkce y (2) jest pfi tom analytickou v celém oboru své definice
a tedy i v okoli kterékoliv kiivky C;.
Znadi-li tedy @. parametr hovici nerovnin&

l < ot < ri
bude ki.vka C, probihati celd uvaitt kfivky Cp a funkce
G =fr@]. 2@ (41)

bude analytickou v okoli kazdého bodu na kfivce Cj.
Z rovaic (37) a (38) vyplyva dale

1
A, 22_”1-5 f(‘t)‘l dz

a tedy podle (39)
Glg( t’)] tdr

A, = 2 o A AR

Jest samoziejmo. Ze kI‘lea C. miZe byti zvolena libovolné blizko
u kiivky Ci; o fadé (33) muZeme tedy tvrditi, Ze konverguje absolutné
a stejnomérné uvniti ktivky C, a v okoli kazdého bodu na této ktivce.

Viimneme-li si dile rovnicc (42) a fady (33), vidime, Zc

ZA”p”(Z)_Azan[g ] L Zp” U

=00
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a tedy podle (24a)

m-1
1 Glglv)] hiz).g (v
”_ZmA»ﬂn(z)— Ex7 ) Thi 2 —z dv
1 (G@dt
B 27¢ic t—z2

e

Tak jsme dokizali nasledujici vétu.

Véta VI. Konverguje-li fada

n=m-1

Z An B (2)
ao

absolutné a stejnomérn& uvniti kiivky C,i v okolf kazdého bodu na této ktivce, da

se vzdy sestrojiti funkce
nam-1

G@) = hly@] Y 4n. 1 (2)

= - O
analytickd v okoli kazdého bodu na kiivce C, tak, Ze plati
An — 1 Glginlmde
"7 omi 7t 1) '
Qc

Pti tom jest y (z) inversni funkci k rovnici (20)

z=¢(z)
a soulet fady da se pro vnitfek kfivky C, vyjadtiti Cauchyovym integradlem
n=m-1
EA,. Bn (2) = Z:‘iIS Gt(ﬁ‘i_‘ .
fm- ®© Ce

Cislo m v fad& této, vyskytujici se také v definici (24) funkce 4 (¥), musi byti
koneciné.

Z této véty vyplyvaji tii dulezité dusledky pro nullové a vedlejsi
rozvoje.

Duisledek I. Existuje-li vabec né&jaky nullovy rozvoj

. 0=”21Anﬁn (2),

= - on

ktery konverguje absolutng a stejnomérné uvniti ktivky C, a v okolf kazdého bodu na
této kfivce, dajf se jeho koeficienty vidy vyjadfiti spolenym vzorcem

An = 1 Glg()]lmds
"= 21:1'S h () ’
Qe
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pfi tom jest G (2) funkce analytickd v3ude vné ktivky C, a v okolf kazdého bodu na
této kfivce.

Dikaz. Podle véty VI. jest integralni vyraz pro koeficienty A, di-
sledkem stejnomérné konvergence rozvoje. Podle téZze véty jest funkce
G (2) analytickd v okoli kaZdého bodu na kiivce C, Zbyva nam tedy
dokazati, Ze G (2) jest analytické viude vné ktivdy C,. Tu okolnost, Ze
G (2) jest analytickd v okoli kaZdého bodu na ktivce C,, miZeme vyjadtiti
také takto: Funkce G (2) jest analyticka v jistém po piipadé velmi tzkém
prstencovém oboru, ktery jest omezen vné jistou kiivkou L, a uvniti
jinou ktivkou L,; kfivka C, probihd v tomto oboru 7adné z kiivek L,
nebo L, se nedotykajic.

Podle véty Laureatovy 1) da se tedy funkce G (2) rozitépiti na dva
s¢itance

G(2) =Gy (2) + Gy (2)

tak, ze G, (2) znad&i funkci analytickou viude wwnit? kiivky L, a G, (2)
_funkci analytickou vSude vné kiivky L, s vlastnosti lim z . G, (z) = ko-

5=
neéné konstanté. "
Znadi-li tedy z bod uvn'ti kiivky C., bude
1 S'G(t)dz__ G (ndt . G, (t)dt
2x; 1 t—z 2ar ) t—2z 21” t—z

e

Protoze z lezi uvnitt kiivky C,a G, (¢) jest tam i na ktivce C, analy-
tické, jest prvni integral na pravé strané roven G, (2), kdezto druhy integral
jest roven nulle, protoZze G, (z) jest analytické v§ude vné kiivky C,?)

Jest tedy

1 G@dt
2mi g t—z

e

=G, (2)

a podle konce véty VI. a prvai rovnice v dusledku I. musime usoudit

2 :2A,.ﬁ,,(z)=0

fme g0

1) Viz na pf. Osgood 1. c. p. 346.

%) Mysleme si obor ohranileny kfivkou C, uvnitf a nekoneinou kruznici ¥ vné.
Protoze G, (2) jest analytické v tomto oboru, bude

—1 G,y(t)dte 1 Gy (t)dt
Zzzc‘ t—2z Zuzk t—z

G,y (2) =

pokud v integralech znadf z bod vné kfivky C,. Jestlize vsak zvolime z mimo tento
obor, tedy uvnité ktivky C,, bude na levé strané misto G, (z) nulla. Druhy integral

na pravé strané vypadne, protoze lim z G, (z) = kone&né konstanté.
=
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a tedy
G (2) = G, (2).

Tim jest dikaz dusledku I. ipln& proveden.

Dalsi dusledek vztahuje se k oném funkcim B, (z), podle nich% sc
nedaji sestrojiti nullové rozvoje.

Disledek 11. Z polynomu (22) a (25) pti honecném m neda se utvotiti zadny
rozvoj pro nullu, ktery by absolutné a stejnomérn& konvergoval uvnitt kfivky C,
a v okoli kazdého bodu na této ktivce, pokud funkce % (z) nemd vné kruznice o polo-
méru | 7 | = g, nullového bodu.

Kazdy rozvoj z polynomi jmenovanych v oboru tom absolutné a stejnomé&rné
konvergentn{ jest ilavnim rozvojem pro néjakou od nully riiznou funkci analytickou
v onom oboru. Vedlej$i rozvoje neexistujf.

Didkaz. Vezméme v tvahu ihned polyaomy (25). Kdyby existoval
néjaky nullovy rozvoj z nich sestrojeny pii koneéném m, byly by koefi-
cienty jeho urleny podle disledku I. kfivkovym integralem

1 Glg(®)]r.dv
A”_zzz’S h (r) '

Jeito G (2) jest funkce analytickd v¥ude vné i na obvodé& kfivky C,
teho druhu, Ze

lim z . G (z) = koneéné konstanté,
= 0
bude podle (20) G g (¢)] funkce analytickA v8ude vné a na obvodu
kruZnice
lz] =0
toho druhu, Ze
lim G (g (v)] . * = kone&né konstanté&.

T= 20

Plati tedy Laurentiiv rozvoj

Pii kone€&ném m muZeme psiti pro funkci 4 (r) misto (24) rovnici

-
hg) =1". Y dpsr.t%, | dm| >0

Podle predpokladi nema Laurentova fada na pravé stran& rovaice
vné a na obvodu kruznice | z | = ¢. nullového bodu, takZe pfevratna hod-
nota této iady jest v témz oboru analytickou a plati tedy rozvoj

h(z) 1:’" Z““ 2] 2e.

Rozpravy: rot. XXV, THda II Cis, 54. 3
LIV.
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Podle tohoto rozvoje a rovaice (43) jest tedy

Glg(m] 1 )
*‘Tm—“—t—m-Zf,.z*.

Koeficient A4, piislu¥ného nullového rozvoje jest tedy urden vy-
razem

1 [e2]

ve
Protoze fada za intcgratnim znaménkem jest v integradnim in-

tervallu stejnomérné konvergentni, miizeme integrovati &len za Elenem.
Vzhledem k rovnicim

2;”. St".d::O, p—1
Qs
1 S dzt
P T 1
. Qe
muZeme tedy psati
An == fn-m+1 .
Tento vyraz jest od nully rizny jea tenkrate, kdyZ
n—m4+1>1,
¢l
n=>m,
kdeito pro
n<m
jest
An = 0.

Uvazime-li dale, Ze podle (25) jest pro kone&né m

Br(2) =0, n>m,
vidime, Ze souéin
An . Bx (2)

jest pro kaZdy index = identicky roven nulle a Ze tedy nullovy rozvoj

redukuje se na pouhou identitu # = 4,
.TotéZ plati pro rozvojové polynomy (22), které vyplyvaji z (25)
poloZenim
m =0, do= 1, d;,=0, (k*O)

LIV
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Dokézali jsme tak, Ze nullové rozvoje podle polynomu (22) nebo (25)
neexistuji. PiHimym dusledkem toho jest memoZnost rozvoju vedlej$ich.
Kazdy rozvoj

m-1
Y 4.8.09,

ktery uvnitf a na obvodé krivky C, absolutné a stejnomérné konverguje
a nemd vechny &leny identicky rovay nulle, jest tedy hlavnim rozvojem
pro jistou funkci v tom oboru analytickou a od nully rizaou.

Tim jest dusledek II. dokéazén.

Nullové rozvoje podle funkci (25) mohou tedy existovatijen v téchto
dvou ptipadech.

1. Cislo m jest konetné a funkce k (v) md vn& kruZoice [z | <.
nullovy bod.

Cislo m jest nekonetné a kladns.

DokaZeme si:

Disledek 11I. V obou prdv& jmenovanych pifpadech existuji vidy nullové
rozvoje podle funkci (25).

Ditkaz rozdélime také na dva piipady.
1. Necht ma funkce .

h (®) = ﬁ O T,

n=r0o
kterd jest pti komeéném m definovana v oboru
e =4
nullovy bod s nejmensi absolutni hodnotou v misté z = x.
[#]>42
a vedme podle pfedpokladt kiuZnici o poloméru ¢, tak, Ze
A<e<|=].
Pievratni hodnota fuakce % (v) jest pak analytickou v oboru
i<z <|[x].

V tomto oboru plati tedy Laurentova fada o nekoneném poiltu
¢lent s kladnym indexem

1
— 2: &
h (t) . we;. LT

Kdyby totiZ tato fada méla jen komneény polet &lent kladaym in-
dexem, koavergovala by také pro

3.
LIV,
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le > 1x],
coZz by odporOValo té okolnosti, Ze k (r) ma v bodé z - x» nullovy bod

a tedy T pol.

( )
Oznadime-li nynf zaakem G () opét funkci analytickou vSude vné

kiivky C, a v okoli kazdého bodu na této kiivce té vlastnosti, ze
lim z . G (2) = konetné konstantg,

2= oo
bude platiti pro tuto funkci opét rovnice (43) viude vné kruznice |z | = g.
i v-okoli kaZdého bodu na této kruinici. Z této rovnice a z piedchazejictho
1
rozvoje pro ——— vyplyva, Ze zlomek

h (%)
Gl (0]
h ()

jest funkci analytickou v mezikruzi
vl [ < [#*];

pfi tom jest ¥ o néco menii neZ @, V tomto oboru plati tedy Laurentiiv

TOZVOj
7)) -
- = Z o t® (44)
k=-00

o neomezeném poétu od nully riznych €lent skladnym indexem, jestliZe
jen funkce G (2) jest tak volena, Ze (itatel zlomku na levé strané rovnice
(44) nemd v misté = = x nullového bodu. V tom ptipadé totiZ ma zlomek
onen v bodé * = x pol.

K funkci G (2) prislusi nullovy rozvoj (12a) IV.

= mlen B» (2),

n=oo
5 G[g(t]z”dz ......... (44a)
B”—__ "
um

Uzijeme-li zdelrozvoje (44) vidime,
Bn = - f-n-l—

Z toho vyplyva ptedng, Ze od nully riznych koeficientti B, se zd-
pornym indexem jest neomezcny podet. Za druhé seznime snadno z formuli
(25), Ze Zadny polynom B, (z) pro zdporné m < m neni identicky roven
nulle; polynom ten obsahuje totiZ jen jediny &len stupné (m — » — 1i-ho

dm(z—-a men-1
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ktery tedy memuiZe vypadnouti.

Z obojiho usuzujeme, Ze od jistého kladného % poéinaje bude neome-

zeny polet soudini
B.y . Bx(2)
od nully razny.

Existuje tedy aullovy rozvoj (44a).

Dtikaz tento jest je$té nutno doplniti v tom sméru, Ze funkce G (2)
dé se vzdy tak voliti, aby G [g(z)] nemé&lo v mist& = = % nullového bodu;
tento predpoklad jsme totiZz udé&lali pfi odvozeni fady (44). Postali dokézati,
Ze existuje aspoli jedna takova funkce G (z). Znali-li @ bod leZici uvniti
ktivky C, dosti daleko od okraje. jest takovou funkci

G(z) =

z-—a’

Rozdil g (%) -—a jest pak od nully riznym pro viechna & leZici vné
ancbo na obvodu kruZnice

Iz ] =e..

Nekoneéné hodnoty nabude tento rozdil jen pro bod == @. Z toho
vyplyva, Ze
_
g —a
ma v oboru jmenovaném jediny nullovy bod # = a. Nema tedy nullového

bodu = = %.
2. Mame dokazat1 existenci nullového rozvoje v tom piipadé, Ze
funkce % (z) definovana jest Laurentovou fadou

[o o]
bz =Y dur"
n=-@

o nekoncéné velkém poétu od nully ruznych ¢€lent s kladnym indexem #
‘Nechf konverguje absolutné a stejnomérné v oboru

As|z[==x>1

Glg(x)] =

a m4 v ném po piipadé i nullové body, ccZ v3ak neni nutnc.
Rozvojové funkce jsou zde dany rovaici (25)

Bule) = Y dusn - ba(d) Lot (45)

Rada na pravé strané této rovmice memiZe miti za scudet nullu,
nebot to by odporovalo dusledku II., v kterém jsme dokazali, Ze takovy
nullovy rozvoj jest jen tenkrate moiny, kdyz v3echna dy.s jsou rovna
nulle. Neni tedy Zddné B, (z) identicky rovno nulle.

Jestlize nyni kruZnice o poloméru ¢,

LIV.
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A< e =x
neproch4zi zi4dnym nullovym bodem funkce % (z), bude zlomek

Gig @]
h (r)

analytickou funkci promé&nné ¢ v okoli kazdého bodu na kruznici g, Pt
tom myslime si pod G (z) opét libovolnou funkci analytickou vSude vné
i v okoli kazdého bodu ktivky C,. Pro zlomek hofej$i bude tedy platiti
rozvoj (44) stejnomérné konvergentni pro viechna z na kruZnici o polo-
méru @, a majici aspoii nékolik od nully rtiznych &lend. .

Nullovy rozvoj (12a) IV. bude tedy miti aspoii nékolik koeficientt
od nully rtznych. To vyplyva z tvahy ptipojcné k rovnici (44a). Je-li
jeden z té&chto kocficientt By, jest, podle toho, co jsme shora fekli o funk-
cich B, (z), soucin

By . i (2)

od nully rizny. Existuje tedy nullovy rozvoj (12a) IV. uréité.

Pri dikazu jsme ptredpoklddali, Ze rozvoj (44) ma aspon nékolik
¢lent od nully riznych. Kdyby rozvoj ten mél jen jediny ¢len — oznaéme
jej fr.®* — bylo by

e 9

GCle@l=h(m . .o =/s. Y doerth,

n=-00
coZ jest v odporu s rovnici (43).

Dusledek III. jest tedy dokazan.

Dusledek II. a III. vyjadiuji nutné a postatujici podminky pro
existenci nullovych rozvofi podle polynomu (22) a (25).

V paragrafu tomto zabyvali jsme se dosud rozvoji podle funkci B, (2).
Vegkeré tyto ivahy daji se po vyméné piislugnych pojmi opakovati i pro
rozvoje podle funkci g, (2). Dosli bychom tak k tplné obdobé& véty VI
a vdech dusledkd I., I1. a III.

* ProtoZe tim k #4dnému vécné novému poznatku nedosp&jeme, upou-
§time od podrobného provedeni. Piisluiné véty a dusledky rovnéz vypi-
sovati nebudeme, protoZe vzniknou z pravé citovanych pouhou zdménou
slov ,,vnitiek kiivky Cs‘ za ,,vnéjsek kiivky C,* a dale funkci ,,Bs (2)*
za funkce , y» (2)‘.
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