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§ 1. Dvé piimky profaté prickou.

" Vite, Ze body znac¢ime velkymi pismeny. Kdyz jsme si v néjakém
,obrazci chtéli vyznaciti body pismeny, délali jsme to dosud tak, Ze
jsme uzili pro kazdy bod jiného pismene. Ale muzZeme také uziti jed-
noho pismene k vyznaceni nékolika bodi. K rozliseni téch bodi pak
uzijeme indexu. Indexy jsou ¢islice, které piseme dole vpravo.
Na p¥. 4,, Ay, Ay, Ay v obr. 1. (Cteme A jedna, A dvé atd.) Indexy
piSeme malické, ale zretelné! '

Ay Ao Ay A

Obr. 1.

Vite, ze body na dané piimce muzeme sledovati ve dvojim
poradku. Rozhodneme-li se pro uréity poradek, muzeme si to znazor-
niti Sipkou jako v obr. 1. Zalezi na tom, na kterém misté primky
je 8ipka vyznacCena? Na ¢em zdleZi?

Zvolme si v obr. 1 tfeba bod A4, Primka se jim rozdéli na dvé
polopfimky. Jedna z nich, totiz polopfimka 4,44, odpovida pofadku
vyznaéenému Sipkou; druhé z nich, totiz poloptimka A4,4,, odpovida
druhému moznému poiadku bodi na nasi ptimce. O dvou polopfim-
kach na dané primce fikame, Ze maji (mezi sebou) stejny smysl,
kdyz odpovidaji obé stejnému pofadku boda na pitimece; Fikdme, Ze
maji (mezi sebou) opaény smysl, kdyz kazda odpovida jinému po-
fadku. Tak na pt.maji vobr. 1 polopfimka 4,4, a 4,4, stejny smysl,
odpovidajici vyznatenému poridku. Také polopiimky Az4, a 4,4,
maji stejny smysl, tentokrat neodpovidajici zvolenému poradku.
Naproti tomu maji polopfimky 4,4, a 4,4, opa¢ny smysl (prvni
odpovida vyznacenému poradku, druhd mu neodpovidd).



V obr. 2 vidime tfi primky. Jedna
z nich je oznaCena p, ostatni dvé jsou ozna-
teny ¢, a g,. Piimky p a ¢, se protnou v bo-
dé, ktery je oznacen V. Piimky p a g, se
protnou v bodé, ktery je oznacten V,. (Piimky
¢, & ¢, by se v nasem piipadé také protaly,
kdybychom si obrazec prodlouzili. Ale na
tom nezalezi; primky ¢, a ¢, v takovém
obrazci by také mohly byti rovnobéZné.)
Obr. 2. Méame-li takovy obrazec, rikame piimce p
piicka; ¢, a ¢, nazveme protaté piimky.

Cely obrazec se tedy jmenuje: dvé primky profaté prickou.

Pi#i vrcholu V; mame ¢tyti uhly, které jsou v obrazci oznaceny
%15 Bis Y15 0. Také pii vrcholu ¥V, mame ¢tyti ahly, v obrazei oznacené
&3, B2y Vo, 03. Celkem méame v obrazci osm hla; kazdy z nich mé jedno
rameno v priéce a druhé rameno v jedné z obou protatych primek.

7 téchto osmi thld si miZeme mnoha zpisoby vybrati dva. Tak
dostaneme rozmanité dvojice thlu. Nékteré z téch dvojic maji
uréitd jména, kterd si musite zapamatovat. Jestlize oba tihly v dvojici
maji stejny vrchol (at uZ je to vrchol V; ¢i vrchol V,), je to budto
dvojice vedlejsich thla nebo dvojice vrcholovych tthlia. Oba ty
nazvy uz znate.

S novymi jmény se tedy setkame pouze u téch dvojic, kde jeden
thel ma vrchol V; a druhy vrchol V,. Dilezité jsou predevsim tyto
¢tyti dvojice:

&y 3 P Pas Y1 Ve Oy, O
Rikédme, Ze to jsou dvojice souhlasnych hli. U souhlasnych thla
maji ramena leZici v pFiéee stejny smysl; ramena lezici v protatych
ptimkach lezi obé na stejné strané od pricky.

Dale jsou dulezité tyto ¢tyri dvojice:

&1y Y23 Puo O Y1, X3 O, P
Rikdme, ze to jsou dvojice stfidavyeh uhli. U stiidavych ahld maji
ramena leZici v pFicce opadny smysl; ramena lezici v protatych
primkach lezi kazdé na jiné strané od pricky.

7 ostatnich dvojic si pojmenujeme jesté pouze dvojice:

X1, 52; /31’ V-
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Rikédme, Ze to jsou dvojice pFilehlyeh vihli. U ptilehlych thld ramena
lezici v pii¢ce obsahuji tsecku V,V,; ramena lezici v protatych
piimkach lezi obé na stejné strané od piicky.

Casto se vyskytuji obrazce, ve kterych jsou dvé primky, o kterych
je nam znamo, Ze jsou rovnobézZné. Abychom méli tu rovno-
béZnost dobfe na paméti, déldme si na obou rovnobé&zkach 3ipky
(viz obr. 3 a jiné). Na jedné z nich si zvolime Sipku libovolné, ale
na druhé pirimce udélame sipku tak, aby obé Sipky vyznacdovaly
souhlasny poiadek. Takovy souhlasny poiadek dostaneme, pred-
stavime-li si, Ze se dva body pohybuji soudasné, kazdy pc jedné z obou
rovnobézek, a to tak, Ze jsou stale stejné od sebe vzdaleny.

V obrazcich, které sami rysujete, muzete si rovnobéZnost vy-
znadit vyraznéji, uzijete-li barevné tuzky. (Obé §ipky stejnou barvou!)
Nékdy se vyskytuji v témz obrazci dva pary rovnobézek. Tak je tomu
na pi. v obr. 16; jeden par rovnobéZek je vyznafen jednoduchymi
gipkami, druhy par dvojitymi. Ve vlastnim obrazci muzete uziti dvou
riznych barev.

V obr. 3 vidite, stejné jako v obr. 2,
dvé primky protaté prickou; ale tentokrat jsou
protaté piimky mezi sebou rovnobézné. Budeme 4

. « o L
nyni obr. 3 zkoumat a to tak, Ze si pokazdé < § / \“fj‘\
viimneme jedné dvojice uhlia. Vysledkem toho * Y B c
zkoumani budou poznatky, které si musite do- Obr. 3.

bie vStipiti v pamét, protoze, jak uvidite na pti-
kladech, da se jich uzit k feSeni rozmanitych tloh. Takovym ddleZitym
poznatkim fikdme poucky. Nékteré poucky jiz znite. Uvedme si
dvé takové znamé poucky.

Vreholové thly jsou si rovny. (Na pf. w = ¢ v obr. 3.)

Vedlejsi tihly jsou vyplikové. (Na pi. ¢ + = 2R v obr. 3.)

Vsimnéme si nyni v obr. 3 dvojice souhlasnych whla e, y.
Posouvame-li thel ¢ podél pricky ¢ tak daleko, az vrchol prejde
z polohy A do polohy B, piejde thel ¢ na konec v thel y. Protoze pfti
posouvani zlstava velikost Ghlu nezménéna, je ¢ = ».

Souhlasné thly mezi rovnobézkami jsou si rovny.

Nyni si v8imnéme v obr. 3 dvojice stridavych ubla w, y. Jest
w = ¢ (vrcholové tuhly), ale také v = ¢ (souhlasné Ghly mezi rovno-
bézkami; proto je w = .



St¥idavé dhly mezi rovnob&Zkami jsou si rovny.

Déale si v&imnéme v obr. 3 dvojice prilehlych Ghla ¢, e. Jest
v + ¢ = 2R (vedlejsi thly); ale ¢ = v (souhlasné ahly mezi rovno-
bézkami); proto je ¢ + & = 2R.

Prilehlé dhly mezi rovnob&Zkami jsou vyplikové.

Priklad. V obr. 4a je o« = 32°, y = 41°. Urcete f.

Jako mnohé jiné geometrické tlohy, roziesi se i tato tloha snadno,
provedeme-li napied pomocnou konstrukei. To znamend, Zze do
daného obrazce prirysujeme jednu novou &iru nebo nékolik novych
¢ar, volenych tak, aby se FeSeni tlohy ulehéilo. V nasem piipadé je
vhodné vésti k obéma danym rovnobézkam tfeti rovnobézku vrcholem

pad

e

Obr. 4a. Obr. 4b.

thlu B (viz obr. 4b). Uhel f se nam rozdéli na dva uhly g, a f,.
Jest f;, = « (stiidavé Ghly mezi rovnobézkami), dale f, = y (z téhoz
davodu); tedy f, = 32°, B, = 41°, B = B, + (. = 73°. Pomocn4 &ara
byla v obr. 4b ¢arkovana, aby bylo patrné, Zze nepatii k ptivodnimu
obrazci.

Vsimnéme si znovu obrazce 3! V tomto obrazci jsou ¢ a y sou-
hlasné thly mezi rovnobézkami a proto je ¢ = w. Nyni si mysleme nas
obrazec ponékud zménén. Piimky a a ¢ at zGstanou stale v puvodni
poloze, ale ptimku b si mysleme z ptvodni polohy pooto¢enu (kolem
sttedu B). Co se stane se souhlasnymi thly ¢ a ? Uhel ¢ zistane
beze zmény, ale velikost dhlu y se jisté zméni. Proto uz nebude
¢ = . Kdezto souhlasné thly mezi rovnobézkami jsou stejné, vidite,
ze souhlasné Ghly mezi riznobézkami stejné byti nemohou. Proto kdyz
o dvou souhlasnych tihlech vime, Ze jsou stejné, mizeme z toho soudit,
Ze jsou mezi rovnobézkami. Rikdme, Ze poucka o rovnosti souhlasnych
ahld mezi rovnobézkami se da obratit. Pavodni poucka rikd, Ze
kdyz vime, Ze protaté pfimky jsou rovnobézné, miuzZeme usoudit, Ze
souhlasné tihly jsou si rovny. Obracena poucka Fika, Ze kdyZz vime, Ze
dva souhlasné dhly jsou si rovny, mizeme usoudit, Ze protaté primky
jsou rovnobézné.
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Kazdd poucka se obratit neda. Na pr. ,,Kdyz dva thly jsou
vrcholové, jsou si rovné‘ je spravna poucka. Obraceni by znélo ,,Kdyz
dva tuhly jsou si rovny, jsou to thly vrcholové, ale to neni spravné.

Vyslovme si jesté jednou obracenou poucku o souhlasnych thlech:

Jsou-li dva souhlasné ihly sob& rovny, jsou profaté pfimky rovno-
b&Zné.

Nyni se snadno presvédéime, ze také poucka o stiidavych thlech
se da obratit:

Jsou-li dva st¥idavé tihly sobé rovny, jsou profaté pfimky rovno-
béZné.

Abychom se o spravnosti této poucky presvédcili, podivejme se
znovu na obr. 3. V ném jsou w a p dva stiidavé ahly. Vime, ze
o = p a mame se piesvéddit, Ze a || b. Vezmeme si na pomoc thel ¢.

~Jest w = ¢ (vrcholové uhly). Proto je také ¢ = v, ale ¢ a y jsou
souhlasné uhly, takze a | b. '

Také obracend poucka o piilehlych thlech je spravna:

Jsou-li dva pFilehlé 1ihly vypliikové, jsou profaté piimky rovno-
h&Zné. ‘

O spravnosti se presvéd¢ime zase podle obr. 3. Vime, Ze

¢ +¢e=2R
a mame se presveédcit, Ze a || b. Vezmeme na pomoc thel p. Jest
v+ e =2R

(vedlej&i thly). Proto je ¢ = v, ale ¢ a y jsou souhlasné uhly, takZze
a | b.

Vratme se jesté jednou k obr. 3! Protaté primky a,b jsou
rovnobézné a jest ¢ + ¢ = 2R. Zase si mysleme, Ze piimky a a ¢
zistanou kazdd ve své poloze, ale Ze se primka b pooto¢i kolem
stfedu B. Pooto¢end piimka b bude s pfimkou @ rtiznobézna a proto ji
protne. Pooto¢eni piimky & mulZeme provésti dvojim zptsobem.
Predné muzeme piimku b otocit tak, zZe se Gthel ¢ zmens#i, takZe bude
@ + ¢ < 2R. V tomto piipadé se protnou ramena thli ¢ a & lezici
v protatych priimkach. Za druhé mizeme piimku b otocit tak, Ze
se thel ¢ zvétsi, takze bude ¢ + ¢ > 2R. Ted se ramena uhli ¢ a ¢
(lezici v pfimkach @ a b) neprotnou, protoze prusetik piimek a a b
bude ted na druhé strané od pricky.



Maji-li dva pfilehlé dhly soufet mensi neZ 2R, pak se ramena
leZici v profatych pfimkach protnou.

Cviceni k § 1.

1. Co mitZete Fici o smyslu dvou polopfimek, vite-li, Ze jedna je ¢astf
druhé?

2. Na dané piimce si zvolime dvé poloptimky opaéného smyslu. Které
body jsou ob&ma polopiimkdm spoleéné? (Jsou tii mo¥né piipady.)

3. Mohou dv8 polopiimky stejného smyslu dohromady vyplniti celou
primku?

4, Musi dvé polopfimky opa¢ného smyslu dohromady vyphiti celou
pifmku?

5. Jmenujte viecky dvojice vedlejsich thla v obr. 2 (str. 4)!

6. Jmenujte vSecky dvojice vrcholovych tihla v obr. 2!

7. V obr. 5 udejte nazev dvojice uhli:

/a,’7/ /"5/\

AN ,z
\Vi

Obr. 5. Obr. 6.
a) «, f. b) &, w. c¢) w,p.
d) B,y. e) . f) B g
8. Narysujte si od ruky obrazec podobny obr. 6.
01, &g & Xq, &g jsou dvé dvojice souhlasnych uhla.
a) Ve svém obrazci si oznaéte f,, y;, 6, ostatni tii uhly, které maji ty%
vrchol jako thel «;. Podobné pro uhly «, a .
b) Vypiste podle svého obrazce vSecky dvojice souhlasnych ihla!
¢) Vypiste viecky dvojice st¥ davych ahli!
d) Vypiste vSecky dvojice ptilehlych dhla!
9. Sestrojte si od ruky obrazec podobny obr. 7. Vpiste do svého
obrazce velikosti vSech uhla! (Celkem méate 16 thla.)
10. Opakujte s obr. 8. (Celkem mate 24 uhly.)

M IS

Obr. 7. Obr. 8.




Také ve cvidenich 11 a% 18 pokazdé si narysujte vlastni obrazec od ruky.
11. V obr. 9 jest ¢ = 73°, 9 = 114°. Uréete «, f, y, 6. Udévejte divody!
12. V obr. 10 jest « = 127°, § = 87°. Urlete ¢, y, w. Udavejte davody!
Také ve cvitenich 13 az 18 udavejte davody!

é J @ W/

Obr. 10. Obr. 11. Obr. 12.

2x & 7
S\ B
Obr. 13. Obr. 14. Obr. 15. Obr. 16.
13. Nésledujici ulohy se tykaji obr. 11, ktery neni presné rysovan.
a) Jest f = 172° urlete w. d) Jest ¢ = 82°; urcete y.
b) Jest p = 106°; urcete «. e) Jest o = 2¢; urcete ¢.
c) Jest d = 63°; urcete e. f) Jest y — w = 72°; urcete w.

14. V obr. 12 jest ¢ = 65°, o = 114°. Urlete « a f.

15. V obr. 13 jest f = 107°, y = 354°. Urcete e.

16. V obr. 14 urdete «. )

17. V obr. 15 je & = 51°, y = 2f. Urcete f a y.

18. V obr. 16 je f = 79%°. Urdete d, ¢ a y.

Ve cvicenich 19 a% 24 rysujte vlastni obrazce od ruky! Pomocné &ary
éarkujte! Udavejte divody!

19. V obr. 17 jest o = 42°, B = 176° Urcete y.

Obr. 17. Obr. 18. Obr. 19. Obr. 20.
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20. V obr. 18 jest ¢ = 132°, y = 154°. Urlete w.
21. V obr. 19 jest y = 112°, § = 58°. Urlete e. K
22, V obr. 20 jest « = 21°, 6 = 57°. Urdete ¢.
23. V obr. 21 jest ¢ = 25°, w = 121°. Urlete y.
24, V obr. 22 jest f = 63° &= 36° Urlete «.

\a b (a)
20
d. 15
i
Obr. 22. Obr. 23. Obr. 24. Obr. 25.

25. D4 se nasledujici poutka obratit?
a) KdyZ thel ¢ je ostry, je menii ne% jeho vedlejsi tihel.
b) KdyZ trojihelnik mé jeden tihel pravy, ma dva thly ostré.
Ke cvi€, 26 aZ 28 rysujte vlastni obrazce od ruky! Udavejte diavody!
26. V obr. 23, ktqry neni pfesnd rysovan, zkoumejte podle danych &isel-
nych udaji, je-li a || b. Neni-li, fekndte, zda se piimky a a b protnou nalevo &
napravo od piimky ec.
a) f=60° ¢ = 70° c)
b) B = 55°, & = 125°. d) B =

I

—
_
[
- o
™
I

65°.
= 60°.

I
[=2]
53
- o
I

70°
107

Obr. 26. Obr. 27. Obr. 28.

27. a) Zkoumejte, je-li v obr. 24 n&jaky par rovnobd&zek!
b) Opakujte s obr. 25!
¢) Opakujte s obr. 26! (Pomocné konstrukce: Bodem C vedte rovno-
bézku s primkou AB.)
d) Opakujte s obr. 27! (Zase pomocné konstrukce.)
28. Hledejte pary rovnobézek v obr. 28!
29. Které nové geometrické vyrazy jste poznali v tomto paragrafu?
ZapisSte si je!

80. Zapiste si vSecky poulky, které jste poznali v tomto paragrafu.



§ 2. Uhly mnohotihelnika.

Soucet uhli trojihelnika je 2. Tuto dulezitou poucku uz znéte.
Mizeme si ji dokazatitakto (viz obr. 29). Vrcholem C si vedeme
piimku ECD rovnobéznou s piimkou AB. Podle obrazce jest

% + B+ v = 2R.
Avsak o{1 = « (stfidavé thly mezi rovnobézkami) a B, = f (z téhoz
divodu). Tedy

x+ B+ y=2R

Obr. 29.

Pii ditkkaze pravé provedeném jsme vedli pomocnou ¢aru vrecho-
lem C. Misto toho jsme mohli vésti pomocnou éaru vrcholem 4 nebo
vrcholem B. Provedte to!

Vnéjsi tdhel trojihelnika se rovna souttu obou protéjSich ihlia
vnitinich. Také tato poucka je vam uZz znama. MuZeme si ji do-
kazati takto (viz obr. 30). Mame dokazati, Ze w = x 4 y.
Vrcholem B si vedeme pfimku BE rovnobéznou s ptimkou AC. Podle
obrazce jest o = &; + y;. Aviak «; = « (pro¢?), y; = y (proc?), takze
je opravdu o = « + y.

Vnéjsi thel pfi vrcholu B jsme si mohli také opatriti prodlouzenim
strany BC za vrchol B (misto prodlouzeni strany A4 B). Provedte dikaz
s touto zménou.

Provedte diikaz také pro vnéjsi thel pii vrcholu O!

Poucku o vnéjsim thlu odvodte z poucky o souctu uhla!

Poucku o souétu thla odvodte z poucky o vnéjsim thlu!

U pravouhlého trojuhelnika je jeden tihel roven R, tedy soudet
obou ostrych thli pravothlého trojihelnika je R.



Pfiklad (viz obr. 31). V trojuhelniku ABC uhel pti vrcholu A
méri 60°, thel pii vreholu B 70°. AE je osa uhlu <t BAC. D je pata
kolmice spusténé s bodu 4 na primku BC.

C Vypoététe <x DAE.
[Polopiimka A K rozdéli <t BAC na dva
stejné thly. Abychom to méli na mysli, jsou
E_ oba thly v obrazci vyznaceny malymi ob-
loucky, které jsou preruseny malym krouz-
kem. Ve svém obrazci muzete uzit barev-
nych oblou¢ku (oba stejné barvy). Vsimnéte
si také obou malych ¢tvereckt u bodu D. Ty
Obr. 31. nam pripominaji, Ze oba uhly s vrcholem D
jsou pravé. Zase muzete ve svém obrazci

p-
UJZ’]
)

dociliti vyraznosti barvou.]
ProtoZze AE je osa Ghlu <t BAC, rovného 60°, je
X BAE = 30°, < BEAC = 30°.
Vsimnéme si pravouhlého trojihelnika ABD. Vime, Ze jeho thel pti
vrcholu B méii 70°. Proto si mizeme vypocitat jeho thel pti vrcholu 4.
Najdeme
<X BAD = 20°.

N4am bézi o thel <¢ DAE. Ten dostaneme, kdyz od thlu <t BAE ube-
reme Ghel <¢ BAD. Protoze 30 — 20 = 10, jest <t DAE = 10°.

Priklad. V obr. 4a (str. 6) je o = 32°, 9 = 41°. Urcete p.

Tuto tlohu jsme uz Fefili tak, Ze jsme provedli pomocnou kon-
strukei (viz obr. 4b). Nyni si ji rozieSime bez pomocné konstrukce.
Obrazec mame narysovan znovu (viz obr. 32). Vidime dva trojihelni-

ky: ABD a CBE. Kterykoli z nich ndm po-

A \a- D/ slouzi. V trojahelniku 48D méame piivrcholu
B><B A thel « a thel pii vrcholu D se rovna y

A (stiidavé thly mezi rovnobézkami). Protoze
c— E g je vnéjsi thel, vyjde f =« + y, tedy
Obr. 32. B = 73°. V trojihelniku CBE mame pii vr-

cholu C thel y a thel pii vrcholu E se rovna
« (stiidavé uhly mezirovnobézkami). Protoze f je vnéjsi tihel, vyjde
zase f = & + .
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Narysujte si libovolny pétithelnik
ABCDE. Jeho vnitini thly (nebo kratce
uhly) jsou «, f, v, 6, ¢ (viz obr. 33). Bu-
deme hledati, ¢emu se rovna soudet vSech
péti thla. Za tim dcelem si zvolme uvnitt
pétiuhelnika bod H. Spojime-li jej se vSemi
vrcholy, rozdéli se pétitthelnik na pét troj-
uhelniki. Soucet vsech uhld vsech téch
trojuhelniktt je 5 X (2R) neboli 10R. Ale Obr. 33.
tento soudet se sklada

ze dvou ahla s vrcholem A4, které dohromady daji thel «,

ze dvou hla s vrcholem B, které dohromady daji uhel g,

ze dvou hli s vrcholem O, které dohromady daji thel y,

ze dvou uhli s vrcholem D, které dohromady daji ahel 4,

ze dvou thla s vrcholem E, které dohromady daji thel &
a jesté z péti ahli s vrcholem H, které dohromady daji 4R neboli
2 X (2R). Tedy

x+p+y+d+et2x (2B) =5x% (2R),
takze x+pf+y+ 06+ e=3x (2R) = 540°.

Stejnou cestou uréete soucet thla
a) u ¢tyrahelnika, b) u osmithelnika, ¢) u dvacetithelnika.

Pii uréovani souctu ahli jsme nemusili bod H voliti uvnit¥, mohli
jsme jej také voliti na obvodé, a to budto v nékterém vrcholu nebo
také v jiné poloze. Provedte to

a) pro pétithelnik, b) pro osmidhelnik, ¢) pro dvacetithelnik.

Vysledek: Soutet viech tihli mnohouhelnika je (n —2) x 2R,
kde n znaéi polet stran (neboli podet Ghli).

N

ne stejné jako u trojuhelnika. Na pt. u
pétithelnika ABCDE v obr. 34 vnéjsi thel p
privrcholu 4 je <t BAP, nebo také <X EAQ.
Tyto dva thly jsou stejné (pro¢?), takze ry-
sujeme zpravidla jen jeden, jak je to v obr.
34 provedeno pro vrcholy B, C, D, H. Ze-
jména, kdyz ur¢ujeme soucet vSech vnéjsich
Ghla, bereme u kazdého vrcholu jen jeden vnéjsi thel.

Obr. 34.

9D M



U kazdého vrcholu pétithelnika mame tedy jeden vnitini thel
a jeden vnéjsi Ghel, a ty dva thly daji dohromady 2R (proé?). Tedy,
kdyz seéteme dohromady vSech pét thla vnitinich i vSech pét Ghla
vnéjsich, dostaneme 5 X (2R). Ale my vime, Ze soucet vnitinich Ghla
je 3 X (2R). Tedy vnéjsi uhly daji dohromady 2 X (2R) neboli 4R.

Stejnou cestou uréete soucet vnéjsich ahli

a) u trojuhelnika, b) u c¢tyrthelnika, c¢) u patnactiihelnika.

Vysledek: Soufet vSech vnéjSich 1ihli mnohothelnika je 4R
neboli 360°. L

O spravnosti této poucky se muzeme presvédéiti z nazoru. Pro-
vedme si to tieba pro pétithelnik. Na podlaze se narysuje velky péti-
thelnik A BCDE. Nyni se postavme do vrcholu  tak, abychom hledéli
k bodu 4 (viz obr. 34). Potom obejdéme cely pétithelnik kolem
dokola (nejprve jdeme do A). Pfi tom se musime v kazdém z vrcholt
A, B, C, D poototit, a to pravé o vnéjsi thel pii tomto vrcholu. Kdyz
se vratime do vrcholu , hledime smérem k bodu P;. Proto se také ve
vrcholu ¥ jesté pootodime o vnéjsi thel pii tomto vrcholu a pak jsme
obraceni pravé tymz smérem jako na zacatku. Celkem jsme se otocili
pétkrat, a to dohromady pravé o plny thel, neboli o 4R. Proto soucet
viech vnéjsich uhla pétithelnika je 4R.

Pojem pravidelného mnohothelnika je vam jiz znam. Vite,
ze pravidelny mnohothelnik je vepsan do kruznice k a Ze jeho vrcholy
rozdéli kruznici £ na stejné dily. Oznac¢me S stied kruznice k. Jsou-li
P a @ kterékoli dva vrcholy pravidelného mnohothelnika, piejde
vhodnym otodenim kolem stiedu S vrchol P ve vrchol €. Timto oto-
¢enim prejde vnitini thel pfi vreholu P ve vnitini thel pii vrcholu ¢
a také vnéjsi uhel pii vrcholu P piejde ve vnéjsi uhel pii vrcholu Q.
Proto v$ecky vnitini Ghly pravidelného mnohothelnika
jsousirovny a také viecky vnéjsi thly pravidelného mnoho-
thelnika jsousirovny. Ostatné se stejnym zplisobem presvédcime,
ze také délky vSech stran pravidelného mnohothelnika jsou
si rovny.

Velikost vnitiniho thlu pravidelného mnohothelnika se oviem
dostane, kdyz se soucet vSech ahli déli jejich poétem. Stejné muzZeme
pocitat velikost vnéjsiho thlu; ta tedy je

360° déleno poctem stran.
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Nejlepsi je vypocist napied velikost vnéjsiho uhlu. Potom uréime
vnitini Ghel z toho, Ze je vyplikovy k vnéjsimu ahlu.

Mnohothelniky, které jsme dosud jediné méli na mysli, jsou t. zv.
mnohothelniky vypuklé. Maji tu vlastnost, ze kdyz si kteroukoli
stranou prolozime piimku, lezi cely mnohouhelnik na jedné strané
od této piimky. V8ecky wvnitini Ghly vypuklého mnohothelnika jsou
duté. Ale jsou také mnohothelniky jiného tvaru, na pi. pétithelnik
ABCDE v obr. 35 nebo sedmithelnik KLMNOPQ v obr. 36. Prvni
z nich mé jen ¢tyti Ghly duté, druhy jen pét ze sedmi.

Q P

0

K N

Obr. 35. Obr. 36.

Soucet vnitinich ahla pétidhelnika ABCDE z obr. 35 muzeme
nalézti pravé tak jako u stejné oznaceného pétithelnika z obr. 33. Ale
tam jsme si mohli bod H zvolit uvniti pétithelnika libovolné,
kdezto nyni si musime bod H zvolit uvnitt pétithelnika vhodné;
neslo by na pi. zvoliti si misto H bod, ktery je v obr. 35 oznacen K.
U sedmithelnika z obr. 36 pak dokonce viibec neni mozné, zvolit si
uvnitt bod H tak, aby se soucet Ghli dal pocitat tvahou naznacenou
v obr. 33 a 35. Presto poucka o sou¢tu vnitinich Ghla je spravna
i pro mnohothelniky, které nejsou vypuklé. Ale nebudeme si to obecné
dokazovat; spokojime se tim, Ze se o tom presvéd¢ime na prikladé
sedmithelnika z obr. 36. Usecky L@ a MP rozdéli na¥ sedmitihelnik
na trojihelnik KLQ a na vypuklé &tyrahelniky LMPQ a MNOP.
Z obrazce je vidét, Ze soucet hlt naseho sedmithelnika dostaneme,
kdyz secteme vSecky tuhly trojahelnika i obou étyrahelniki. Dostane-
me soucet uhla

2R + 2 x (2R) + 2 X (2R) = 5 X (2R),
tedy stejny soucet thla jako u vypuklych sedmitihelnikii.

Vypuklé mnohothelniky jsou mnohem dilezitéjsi nez ostatni.
V této uebnici budeme se jen jimi zabyvati a budeme jim kratce
fikat mnohothelniky.
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V kazdém z obrazcu 37, 38, 39 mame étyrahelnik.

Ui

Al

B,
Obr. 37. Obr. 38. Obr. 39.

Dva vrcholy ¢tyrahelnika jsou budto sousedni nebo protéjsi:
spojnice sousednich vrcholii je strana, spojnice protéjsich vrchola
je uhlopficka. Pii dvou sousednich vrcholech mame dva sousedni
uhly; pfi dvou protéjsich vrcholech mame dva protéjsi ahly. Dvé
strany ¢tyrahelnika jsou sousedni, vychazeji-li obé z téhoz vrcholu;
jinak jsou protéjsi.

U ¢tyrahelnika A4,B,0,D, (obr. 37) jsou protéjsi strany A,B,
a €D, rznobézné a také protéjsi strany 4,D; a B,C jsou riznobézné;
takovy ¢tyrahelnik se jmenuje riznobéznik.

U étyrahelnika 4,B,C,D, (obr. 38) jsou protéjsi strany A,B,
a C,D, rovnobézné, ale protéjsi strany A4,D, a B,C, jsou raznobéiné;
takovy &tyrahelnik se jmenuje lichob&Znik. Strany A4,B, a C,D,
jsou zékladny lichobé&inika A,B,C,D, z obr. 38; strany A,D, a B,C,
jsou jeho ramena.

U étyrahelnika A,B,C3D; (obr. 39) jsou protéjsi strany A,B,
a C3D, rovnobézné a také protéjsi strany A;Dy a ByCs jsou rovnobézné;
takovy CGtyrthelnik se jmenuje rovnobéznik.

Uhly ay a 0, v obr. 38 jsou dva tahly prilehlé: protaté ptimky jsou
A,B, a D,0,, ptitka je A,D,. Protoze A,B, || CyD,, jest ay + 6, = 2R,
t. j. ahly oy a d, jsou vyplinkové. Také thly f, a y, v obr. 38 jsou vy-
phikové, nebot zase to jsou prilehlé tthly mezi rovnobézkami. «, a 4,
jsou thly pfi ramenu A4,D, lichobéZnika 4,B,C,D,; f, a y, jsou thly
pti ramenu B,C,.

Uhly p¥i ramenu lichobtZnika jsou vyplitkové.

V&imneme-li si u rovnobéznika A,;B,0;D,; (obr. 39) kterého-
koli paru sousednich uhlid, shleddme pokazdé, Ze to jsou prilehlé
uhly mezi rovnobézkami. Presvédcte se o tom ve vSech pripadech!
Vysledek: Dva sousedni thly rovnobéZnika jsou vidy vyplikové.
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voevy

V8imnéme si jednoho paru protéjsich ahli naseho rovnobéZnika,
na pf. paru oy a y,. 'Jest og + f3 = 2R a také jest y3 + f3 = 2R, proto

wewr

je o3 = y5. Dva prot&jsi wihly rovnob&Znika jsou si rovny.

Cviceni k § 2.

31. Uhly «, f, 7, ® maji takovy vyznam jako v obr. 30. Mimoto zna-
mend ¢ vnéjsi ahel trojuhelnika ABC pii vrcholu 4, y vnéjsi thel pii vreholu C.
(Vyznacte si vSech Sest uhla ve vlastnim obrazci!) Vypoctéte velikost vSech ahla
podle téchto adaji:

a) o = 36°51"47", B = 57°48" 43";

b) ¢ = 112° 217197, y = 53° 42" 26”;

c) p = 134° 26" 2", w = 156° 58’ 17",

Ve cvi¢enich 32 aZ 36 dojdete k cili, budete-li hledat pravouhlé troj-
thelniky, ve kterych znate jeden ostry uho.l.

I
f

32, Sestrojte si trojuhelnik F'GH s pravym thlem pii vrecholu F. Spustte
s bodu £ kolmici na ptimku GH a jeji patu oznaéte K. Je v obrazei néjaky thel
rovny thlu ¢ HFK? Udejte diavod!

33. Sestrojte si ostrouhly trojuhelnik RST'. Spustte s vrcholu B kolmici
na piimku S7T" a patu oznacte P. Spustte s vrcholu S kolmici na piimku RT
a patu oznacte . Dokazte, Ze

<X PRT = < QST.
(MuaZete to provésti dvojim zptsobem.)

34. V trojihelniku HKL méii Ghel pti vrcholu K 110°, thel pii vrcholu L
50°. N je pata kolmice spusténé s bodu H na piimku K L. Dokazte, Ze

< LHK = <. KHN.

35. Uvnitit ostrého uhlu ¢ BAC leZf polopiimka AD. S bodu B spustte
kolmice na primky AC a AD; patu prvni oznaéte H, patu druhé F. DokaZte, Ze
X EBF = < CAD.

36. Opakujte ulohu 35 s tim rozdilem, Ze thel < BAC bude tupy;
tuhly < BAD, <t DAC budou ostré.

Ve cvidenich 37 az 41 se opirejte o poucky o sou¢tu thlia a o vnéjsim uhlu.

37. Ve étyrahelniku FGHK thlopiitka FH ptli jak tGhel pfi vrcholu F
tak také thel pii vrcholu H. Dokazte, Ze

< FGH = < FKH.

38. V obr. 40 jest «; = oy Dokaite, Ze f = y. [Vyznaéte si e = XADB.]

Cvic¢eni 39 az 41 se vztahuji k obr. 41, ve kterém YS je osa thlu
< XYZ a ZR je osa thlu ¢ XZY. Vyéarkované ptimka a body U, V ptijdou
jen ve cvié. 41.

39. Jest <x YXZ = 81° 23" 18", <t XYZ = 32° 54’ 58”. Najdéte < YTZ.

40. Jest <t XYZ = 43° 43" 34", & YTZ = 125° 38’ 26”. Najdéte xYSZ.

Cech: Geometrie pro T1. t¥. stf. kol 2



18

41. Jest L YXZ = 65° 12’ 8", ¢ XZY = 73° 8 56”. S bodu X spustte
kolmici & na piimku YZ. Uréete thly trojuhelnika TUV.

X

Obr. 40.

42. Reste znovu, ale bez pomocné konstrukce
a) cvié. 19; b) cvié. 20; c¢) cvid. 21;
d) cvié. 22; e) cvié. 23; f) cvid. 24.
43. Vypoctéte étvrty vnitini ahel ctyruhelmka, kdy#Z ti'i vnitfni ahly mé&ii
a) 76° 347, 96° 42’, 112° 56’.
b) 118° 367, 72° 51/, 48° 38’.
c) 89° 42’ 327, 123° 45’ 20”7, 86° 50’ 28”.
44. Jeden vnitini Ghel étyrahelnika méti 113° 8’ 54”. VSecky tii ostatni
jsou si rovr;y. Uréete jejich velikost!
45. Ze sesti uhlu Sestiihelnika je p&t sob& rovnych. Zbyvajici thel je
o 71° 13 mensi. Uréete velikost vSech uhli!
46. Tri uhly pétithelnika jsou si rovny a kazdy méri 156° 52’ 48”. Zbyva-
jici dva thly jsou si rovny. Urdete jejich velikost!
47. Uhly pétithelnika mdii (ve stupnich)
2x, 3z, 4z, bz, 6x.
Uréete .
48. Soucet vnitinich thld mnohothelnika je 1080°. Kolik m4 stran?
49, Které mnohothelniky maji soucet uhlti mezi sedmi a osmi tisici
stupna? .
50. Urcete nejprve vnéjsi thel, potom vnitini tihel pravidelného
a) 12ahelnika, b) 15uhelnika, ¢) 18uhelnika, d) 30thelnika.
51. Muze pravidelny mnohouhelnik miti vné&jsi thel
a) 15°? b) 7°? ¢) 11°? d) 6°? e) 5°? f) 4°?
Muze-li, udejte podet stran.
52. Muze pravidelny mnohothelnik miti vnitfni hel
a) 108°? b) 120°? ¢) 130°? d) 144°? e) 60°? f) 170°?
Muze-li, udejte polet stran.
53. ABCDE je pravidelny pétithelnik. Primky 4B a OD se protnou
v bod& X. Urdete ihel <x AXD.
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54. Rozdélte devitithelnik z obr. 42 na vypuklé mnohothelniky a pre-
svédcte se, Ze souet vSech thlu je 14R.

55. U d&tyruhelnika z obr. 37 jmenujte vSecky
pary a) sousednich vrcholt, b) prot&jsich vrchola.
56. U ¢étyrahelnika z obr. 38 jmenujte vSecky

pary a) sousednich uhli, b) protéjsich uhla.
57. U ¢&tyrahelnika z obr. 39 jmenujte vSecky
pary a) sousednich stran, b) prot&jsich stran. Obr. 42.
58. Vypoctéte ostatni uhly lichob&Znika 4,B,C,D, (viz obr. 38), vite-li, Ze
a) oy = 72°13"47", B, = 43° 52" 36".

b) ay = 69° 24’ 15", y, = 145° 23’ 56”.
¢) By = 46°12' 38", 5, = 110° 36’ 28".
d) y, = 138° 57° 267, 6, = 112° 53’ 7.

D4 se podobny vypocet provést, je-li znama velikost jiného paru uhla?
59. Vypocététe ostatni uhly rovnobéznika A4,B,C,D, (viz obr. 39),
vite-li, Ze
a) oy = 98° 12 47", b) B, = 82° 44’ 55".
c) vy = 102° 28’ 35”. d) d; = 78°577 3.
60. Dokaizte, Ze ¢tyruhelnik, o kterém vime, %e m4 dva sousedni thly
vyplitkové, je budto lichobéZnik nebo rovnobéinik.
61. ABCD je lichobd%nik (AB | OD); osa thlu < BAD a osa uhlu
<X CDA se protnou v bodé X. DokaZte, Ze

< AXD = R.
62. Které nové geometrické vyrazy jste poznali v tomto paragrafu?
Zapiste si je!
63. Zapiste si vSecky poulky, které jste poznali v tomto paragrafu.
Zopakujte si jejich dukazy.

§ 3. Shodné trojihelniky.

U trojuhelniki se uziva velmi dasto takového oznadeni jako
v obr. 43. Vrcholy jsou oznaceny velkymi pismeny 4, B, C. Délky
stran jsou oznaCeny malymi pismeny a, b,
¢ a to tak, Ze strana je vidy oznadena
pismenem stejného jména jako protéjsi
vrchol. Uhly jsou oznadeny feckymi pismeny
o, B,y a to tak, ze Ghel « lezi pti vrcholu 4
a proti strané a atd. Toto zdkladni ozna-
¢eni vam musi byti dobfe zndmo, ale pfesto
musite také umét fedit Glohy pii jakém-
koli oznadeni.

Rikdme, %e thly o a f jsou piilehlé ke strand c. To je v sou-

2%

Obr. 43.
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hlase s nazvem prilehlych thla zavedenym na str. 5. (Povazujeme
AB za pricku, AC a BC za protaté primky.) Podobné jsou « a y
uhly prilehlé ke strané b, f a y jsou uhly prilehlé ke strané a.

U trojuhelnika mérime celkem Sest hodnot: tii délky a, b, c
a tii Ghly «, f, 7. Shodné trojahelniky, t. j. takové, které lze po-
lozit jeden na druhy tak, Ze se navzajem kryji, maji stejné dlouhé
strany a stejné velké tuhly.

Je vam jiz znamo, Ze trojihelnik muZeme sestrojit, jakmile
zname délky vSech tii stran. Tedy staci, kdyz ze Sesti hodnot a, b, ¢,
o, B,y zname tii, totiz a, b, c. Pak je uz mozné trojahelnik sestrojit;
zbyvajici t¥i hodnoty «,f,y mlZeme potom zméiit thlomérem.
Rikédme, ze

trojihelnik je uréen, zname-li délky vSech tif stran.

Slovo ,,uréen‘ ovSem neznamend, zZe by existoval jen jediny
takovy trojuhelnik, nybrz zZe se dva takové trojuhelniky od sebe lisi
pouze umisténim, t. j. Ze jsou shodné. Tedy

dva trojihelniky jsou shodné, shoduji-li se ve vSech tFech stranach
(t. j. jsou-li strany prvého stejné dlouhé jako strany druhého).

Je vam také zndmo, Ze nesmime libovolné zvolit viecky tii délky
a, b, c. MuZeme si zvolit na pr. @ a b Gplné libovolné, ale ¢ musi byti
menii nez soudet a vétii nez rozdil prvych dvou stran.

Ale ze Sesti hodnot a, b, ¢, , #, y mizeme vybrati k uréeni troj-
thelnika také jiné t¥i nezli pravé a, b, c. Na pi. plati:

trojihelnik je urcen, znime-li délky dvou stran a velikost tihlu
jimi sevieného (t. j. uhlu, jehoZ ramena obsahuji ty strany). I tuto
poutku mizeme vysloviti ve druhém znéni:

dva trojihelniky jsou shodné, shoduji-li se ve dvou stranich
a v thlu jimi sevieném.

O spravnosti této poucky se snadno pre-
svédéime. V obr. 44 mame trojihelnik se
stejnym oznacenim jako u trojahelnika
z obr. 43 az na ten rozdil, Ze v obr. 44 je
viude jesté index 1. Dejme tomu, Ze vime,
7e by = b, ¢, =c¢, x; = «. Mame se presvédéit,
ze je mozné trojahelnik 4,B,C; premistit tak,
Obr. 44. aby se kryl s trojahelnikem A BC. To je velmi
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jednoduché. Protoze thel x, = < B;A4,C] se rovna thlu o = < BAC,
muzeme trojihelnik 4,B,C, pFemistiti tak, ze vrchol 4, thlu «; se bude
kryti s vrcholem A ahlu o, rameno A, B, thlu &, s ramenem 4B Ghlu «,
rameno A,C; Ghlu &; s ramenem AC Ghlu o. Tedy v nové poloze bude B,
lezet na polopiimce AB ve vzdilenosti ¢, = A,B, od bodu A. Ale

vzdalenost ¢, je rovna vzdalenosti ¢ = AB, takze nové poloha bodu B,
se kryje s bodem B. Podobné se nova poloha bodu ) musi kryt
s bodem C. Tedy se budou kryt vSecky tfi vrcholy obou trojuhelniki
a proto jsou ty trojuhelniky shodné.

Konstrukee trojahelnika 4 BC ze stran b, ¢ a thlu o jimi sevieného
je velmi jednoduchd. MuZeme napied thlomérem sestrojit thel «
a vrchol oznaciti A. Potom naneseme na jedno rameno délku AB = c,
na druhé délku AC = b, spojime BC a jsme hotovi. Mazeme vSak pti
konstrukci misto daného thlu zadit také jednou z danych stran.
Popiste sami konstrukei, pti které se zacne stranou b!

Dale plati, ze

trojihelnik je uréen, znime-li délku jedné¢ stlany a velikost obou
uhlt prilehlyeh. Druhé znéni poucky:

dva trojihelniky jsou shodné, shoduji-li se v jedné strané a v obou
thlech prilehlych.

O spravnosti poucky se zase snadno presvédcéime. Dejme tomu, Ze
vime (viz obr. 43 a 44), Ze ¢, = ¢, & = «, f; = p. Protoze délka
¢, = A,B, se rovna délce ¢ = AB, mizeme premistit ~ trojihelnik
A,B,C, tak, Ze v nové poloze se bod 4, bude kryt s bodem A4 a bod B,
s bodem B. To se dd jesté provésti dvojim zptusobem. Volime takovy
zptisob, aby nova poloha bodu C; byla od primky 4B na tu stranu,
na které je bod C. Po premisténi se kryje jedno rameno 4,8, thlu «,
8 jednim ramenem AZB Ghlu «. Protoze je o; = « a protoze jsou oba
uhly « a oy na stejné strané od primky 4B, musi se kryti také druhd
ramena, t. j. poloptimka A,C; se po premisténi kryje s polopiimkou
AC. Z toho vychazi, Ze nova poloha bodu € je nékde na primce AC.
Vsimneme-li si nyni Ghlu g, vyjde nam podobné, Ze nova poloha bodu
C, je nékde na ptimce BC'. Tedy nové poloha bodu C) je v priseéiku
piimky AC' s primkou BC, t. j. v bodé C. Tedy po premisténi se kryje
nejen vrchol A, s vrcholem A4 a vrchol B; s vrcholem B, nybrz také
vrchol O s vrecholem (' a proto jsou trojihelniky A BC' a 4,B,C; shodné.
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Konstrukce trojahelnika ABC ze strany ¢ a z obou prilehlych
Ghli «, # je zase snadnd, ale aby byla moznd, musi byti o + f < 180°.
(Pro¢?) Sestrojime si napied tsecku AB dané délky c. Potom si se-
strojime oba thly «, f, pii ¢emz thel « ma vrchol A a jedno rameno
v polopiimce A B, thel f ma vrchol B a jedno rameno v polopiimce
BA, a oba thly lezi na stejné strané od primky AB. ProtoZe je « 4
+ B < 180°, musi se druha ramena nasich thla protnout. (Podle které
poucky ?) Jejich prisecik C je treti vrchol trojuhelnika A BC.

Probrali jsme si tfi zakladni pouc¢ky o uréenosti (nebo
oshodnosti) trojahelnikd. Tyto t¥i poucky jsou velmi dulezité,
protoe vétdina ostatnich poudek se di odvoditi z nich (a z poudek
o dvou piimkéach protatych pfickou). Proto je nutné, abyste ty poucky
znali opravdu dokonale. Aby se vam to ulehdcilo, zavedeme si pro né
velmi pohodIné znacky.

I. Oznac¢ime sus (strana, thel, strana) poucku

trojuhelnik je urcen, zname-li dvé strany a uhel jimi
sevieny neboli

dva trojthelniky jsou shodné, shoduji-li se ve dvou
strandch a v Gthlu jimi sevieném.

II. Oznadime usu (Ghel, strana, (hel) poucku

trojahelnik je ur¢en, zname-li jednu stranu a oba Ghly
prilehlé neboli '

dva trojahelniky jsou shodné, shoduji-li se v jedné
strané a v obou prilehlych thlech.

III. Oznacime sss (strana, strana, strana) poucku

trojahelnik je uréen, zname-1i délky vSech tii stran
neboli

dva trojuhelniky jsou shodné, shoduji-li se ve v8ech
tfech stranach.

Co by znamenalo uuu? To by nebyla spravna poucka. Ke troj-
uhelniku ABC si muzeme opatiit trojihelnik A4,B,C; dvakrat (nebo
tteba desetkrat) tak veliky; oba trojihelniky budou miti vSecky thly
stejné, ale shodné nebudou. Tfemi Gthly neni trojahelnik urcen.
To neprekvapuje, nebot znati t¥i uhly trojahelnika neni o nic vétsi
znalost nezli znati dva 1hly, protoZe ze dvou thld umime vypocitati
treti podle vztahu X+ B+ y = 180°,

ktery dobfe zname.
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Za to vedle usu také suu nebo uus je spravnd poucka: Dva
trojuhelniky jsou shodné, shoduji-li se v jedné strang,
v ihlu proti ni a vjesté jednom uhlu. Na pt. jsou trojahelniky
ABC a A,B,C, (viz obr. 43 a 44) shodné, je-lic,=c¢, yy =7y, & = .
Nebot podle poutky o sou¢tu uhli je potom také p, = f, takZe je
€ =¢, & = &, i = B, t. j. trojihelniky ABC a A,B,C; jsou shodné
podle usu.

Mame-li sestrojiti trojihelnik ABC znajice délku ¢ a thly
x a y, vypocéteme si napted f = 180° — (x + y) a potom sestroju-
jeme podle usu. Aby byla konstrukce moZné, musi byti o ++ y < 180°.

Dilezité je, Ze ssu nebo uss neni spravnd poudka! Trojahelnik
nemusi byti uréen, zname-li délky dvou stran a velikost thlu proti
jedné z nich. Necht je na pf. o« = 57°, ¢ = 25 mm a mimoto necht
je zndma délka a. Jest @ = 35 mm v obr. 45, @ = 22 mm v obr. 46,
a = 16 mm v obr. 47. Sestrojime si pokazdé napied thel o = 57°

B A B A B
Obr. 45. Obr. 46. Obr. 47.

- 8 vrcholem A, potom naneseme na jedno rameno délku AB = ¢ =
= 25 mm; druhé rameno si oznac¢ime p. Mame uz dva vrcholy 4, B
zadaného trojuhelnika A BC a zbyva urciti polohu tretiho vrcholu C.
Protoze zname délku a = E—C’—, musi bod (' leZeti na kruZnici & o sttedu
B a poloméru a. Mimoto musi C oviem lezeti na polopiimce p. V kaz-
dém z nasich tif piipad@ dopadne véc jinak: v obr. 45 kruznice k
protne polopiimku p v jediném bodé U, v obr. 46 ve dvou bodech
C, a C,, v obr. 47 se p a k vibec neprotnou. Tedy pro ¢ = 35 mm
méme jediny trojuhelnik ABC vyhovujici podminkim, pro a =
= 16 mm neni zadny takovy trojuhelnik, ale pro ¢ = 22 mm vyho-
vuji podminkdm dva trojihelniky ABC;, a ABC,, které nejsou
shodné. Proto ssu neboli uss-neni spravna poucka.
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"Znagka shodnosti je =. Da-li se trojtahelnik 4,B8,C; poloziti na
trojuhelnik ABC tak, ze vrchol A4, se kryje s vrcholem 4, vrchol B,
s vrcholem B, vrchol (] s vrcholem C, zapiseme shodnost takto:
ABC ~ A,B,C,.
Misto toho muzeme také napsati tieba
BAC ~ B,A,C;, nebo CAB ~ C,A,B,,

t. j. vrcholy jednoho z obou trojuhelnikd mitizeme napsati v libo-
volném potadku. Ale jakmile se rozhodneme pro urcity poradek
vrcholt jednoho trojtahelnika, je tim uz rozhodnuto o poradku vrcholu
druhého, protoze zapis musi byti proveden tak, aby z ného bylo pa-
trné, ktery vrchol s kterym se bude po premisténi kryt. Na pr. u troj-
thelnikt z obr. 43 a 44 nemuzZeme napsati BOA ~ A,0,B;, ackoli
jsou ty trojthelniky shodné; nebot to by znamenalo, ze Ize premistiti
trojahelnik 4,B,C] tak, aby se vrchol 4; kryl s vrcholem B, vrchol ('
s vrcholem C, vrchol B; s vrcholem A; to jisté nelze, protoze strana
A0, je mnohem kratsi nezli strana BC.

Ze spravného zapisu shodnosti je patrné, ktere jsou pary stejnych
stran a pii kterych vrcholech jsou pary stejnych thli.

Kdyz na shodnost trojihelnikt soudime z nékteré zakladni po-
u¢ky, mizeme si za zapis shodnosti poznamenati znacku poudky.
Kdyz na pr u tro]uhelmku z obr. 43 a 44 zjistime métfenim, zZe AC =
= A, Cl, BC = B, Cl, X ACB = < A,C,B,, muZeme zapsati

ABC ~ A,B,C; (sus),

nebot shodnost je zarucena pouckou sus.

Cviceni k § 3

64. Sestrojte trojahelnik ABC podle danych tGdaju. PokaZzdé zméite
x, f a y.

a)a= 4cm, b= 5Hcm, ¢= 6cm.
b) a = 8cm, b= 6cm, ¢ = 54mm.
c)a= 9cm, b= 58mm, ¢ = 46 mm.
d) ¢ =37Tmm, b = T7cm, ¢= 54mm.

65. Sestrojte trojuhelnik ABC podle danych adaji.

a) b = 57 mm, ¢ = 48 mm, x = 42°. Zmdite a, f, y.
b) @ = 85 mm, ¢ = 52 mm, f = 113°. Zmdéite b, «, y.
¢c) @ = 36 mm, b = 66 mm, y = 147°. Zméite c¢, «, f.
d) @ = 73mm, b = 43 mm, y = 25°. Zméite ¢, «, /f}



66. Sestrojte trojuhelnik ABC podle danych udaja.

a) ¢ = 72 mm, « 43°, B = 59°. Zmdite a, b, y.

. b)a 35 mm, f = 126°, y = 34°. Zméite b, ¢,
¢) b =43 mm, o = 27° y = 132°. Zmédite a, c, .
d) a = 69mm, = 83° y= 42° Zmédite b, ¢, x

67. Sestrojte trojuhelnik ABC podle danych udaji. Pokazdé zméite ¢
~a vsecky uhly.

a) @ = 58 mm, & = 47°, f = 53°.
b) b = 92 mm, x = 23°, f = 138°.
¢c) a = 42mm, x = 16°, y = 154°.

68. Sestrojte, je-li to moZno, trojihelnik ABC podle danych udaja.
Neni-li feSeni, napiSte ,,nemozné‘‘. Jsou-li dva takové trojuhelniky, sestrojte je
oba. Pokazdé zméite viecky strany a dhly. -

a) @ = 83 mm, b = 57 mm, x = 153°.

b) b = 64mm, ¢ = 42mm, f = 37°.
¢) b= T7em, c¢=556mm, y= 35°
d) b= 8cem, ¢= Tcm, f= 35°

69. Jest ABC ~ HKG. Ktery uhel se rovna < CAB? Kterd strana se
rovng strané GH?

V nésledujicich cvidenich 70 aZ 73 mate pokazdé hledati v obrazei.dva
shodné trojuhelniky. Shodnost spravné zapiSte a pokazdé udejte také znacku
poutky, podle které na shodnost usuzujete. Narysujte si od ruky vlastni obrazce
a ‘do nich zapiste velikost vSech stran a uhla. V tiSténych obrazcich je jed-
notka 1 cm.

70. Viz obr. 48. 71. Viz obr. 49.
72. Viz obr. 50. 73. Viz obr. 51.
R H
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Obr. 52. Obr. 53. Obr. 54.

Obr. 55. Obr. 56. Obr. 57.

Ve cvidenich 74 az 79 mate najiti v obrazci dva shodné trojuhelniky,
zapsati spravng shodnost a zapsati také davod. V tiSténych obrazcich je jed-
notka 1 cm.

74. Viz obr. 52. 75. Viz obr. 53.
76. Viz obr. 54. 77. Viz obr. 55.
78. Viz obr. 56. 79. Viz obr. 57.

Cviceni 80 aZ 88 se vztahuji k -obr. 58, ktery pouze vysvétluje oznaceni,
Pokazdé si narysujte vlastni obrazec od ruky a v ném si vyznacte pomoci part
stejnych znadek, co je dano. Je-li na p¥. dano, Ze dvé tiseCky jsou stejné dlouhé,
pietrhn&te si je obé touZ barevnou tuzkou. Potom rozhodnéte, zdali oba troj-
thelniky musi byti shodné. Kdy#Z ano, zapiSte spravné shodnost a zapiste také
jeji davod.
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So.ﬁ(:ﬁ H‘];*AIT_T 0= . T

81. HK = RS, (5—(p,s—1p L S
82. HL = RT, HK = RS y =y

83. HK = ST 6—1p,y—<p

84. KL RT HL RS HK — ST. R
S5. 6—(;0, =y =9
86. HIL — KL RT — ST y = . H K

87. HL = ST, KL = RS, Yy = .
88, HK = HL, RS = RT, 6 = o.
Cviceni 89 az 101 se Fesi tak, Ze si pokazdé najdete v obrazci dva troj-
uhelniky, které podle nékteré zdkladni poucky musi byti shodné. I k tém tlo-
hém, ke kterym je obrazec v uéebnici, rysujte si obrazce vlastni.
89. Ve stiedu S tsecky AB vztyéte kolmici k ke ptimce AB. Zvolte si
bod 7' na piimce k. Dokazte, Ze AT — BT.
90. Na ose uhlu ¢ XYZ si zvolte bod K. Spustte s bodu K kolmice na
obé ramena thlu a jejich paty oznacte P, @. Dokazte, Ze KP = KqQ.
91. V obr. 59 je S stied kruZnice k. DokaZte:
a) Je-li LM = RT, je < LSM = < RST.
b) Je-li & LSM = < RST, je LM = RT.

C D

Obr. 58.

X

A
1
Obr. 59. Obr. 60. Obr. 61.

92, V trojahelniku ABK je AK = BK. H Jje stied strany AB. DokaZte,
Ze HK | AB. (Je-li uhel rovny tihlu Vedle_]sunu je pravy.)

93. V trojuhelniku XYZ j 25 XY = XZ. Oznagte S stied strany XY a T
stted strany XZ. Dokazte, %e SZ = TY.

94. V obr. 60 Je L stred obou usetek AD a BC. DokaZte:

a) AB = CD. b) AB| CD.
95. V obr. 60 je AE — ED a AB || CD. Dokazte, Ze BE = EC.
96. V obr. 60 Je AB = CD AB [[ CD. Dokaizte:
a) AE = ED. b) AC = BD. c) AC || BD.
97. V obr. 61 je S stted obou kruznic. DokaZte, e UX — VY.



98. Vecky strany étyrdahelnika HKLM jsou si rovny. DokaZte, Ze thel
pti vrcholu H je pualen thloptickou HL. :

Cviceni 99 az 101 jsou trochu tézsi.

99. ABC je ostrouhly trojuhelnik. Vné trojuhelnika jsou ¢tverce ABQR
ACST. Dokaite, 76 CR = BT.

100. FGH je ostrouhly trojihelnik. Vné trojuhel-
nika FGH jsou rovnostranné trojuhelniky FKG, FLH.
Dokaite, zo GL — HK.

101. 'V obr. 62 je ABC ~ ADE. Dokazte, ze
CD = BE.

102. Které geometrické vyrazy se vyskytovaly
v tomto paragrafu? Zapiste si je!

103. Zapiste si poucky, které jste poznali v tomto
paragrafu. Zapiste také jejich znacky.

§ 4. Grafické uréovani vzdalenosti a vysek.

V minulém paragrafu jsme poznali, Ze ke konstrukei t'rojﬁhelnika
ABC stadi, kdyz ze Sesti hodnot a, b, ¢, x, 5, v znime vhodné tit hod-
noty. Pak uz muzeme trojuhelnik 4 BC sestrojit a ostatni tii hodnoty
zméiit. To mé velky prakticky vyznam. Casto se stava, Ze je tieba
urcit néjakou délku, ktera je pfimému meéreni nepiistupna. Tu si po-
mahame z nesnaze tim, ze provedeme jind méteni, kterd se daji pro-
vadét sndze a z nichz se da urcit ta hodnota, o kterou se vlastné zaji-
mame. Dejme tomu na priklad, ze bychom chtéli uréit vzdalenost
mista A4, které lezi u bfehu feky, od mista B, které lezi u druhého
bfehu feky. Piimému méreni vadi feka. PomiZeme si takto. Zvolime
si vhodné treti misto ¢' na témz biehu, na kterém je A, zmérime vzda-
lenost AC' a zméiime si jesté dva thly, totiz <t BAC a < BCA.
Vsecka tfi méfeni se daji provést na té strané od reky, na které je
misto 4. Trojuhelnik ABC je provedenymi méfenimi Gplné urcen
(podle poucky usu), takze také zadanou vzdalenost AB muizZeme na
zdkladé provedenych méfeni stanovit. To stanoveni by se dalo pro-
vésti tim, Ze bychom si sestrojili na zakladé namérenych tdaju troj-
uhelnik shodny s trojthelnikem ABC. Ale takovy trojahelnik by byl
prilis veliky; proto si jej sestrojime ve zmenseném méritku. Oby-
¢ejné sestrojujeme obrazce dva; napied maly obrazec od ruky, potom
vétsi obrazec presny. V naSem pripadé naméiime tieba AC = 6 m,
< BAC = 86°, <t BCA = 68°. Tyto tdaje si poznamename do obraz-
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ce od ruky, ktery muze byti skutetnému trojuhelniku ABC jen velmi
zhruba podobny. Potom rozhodneme, v jakém méritku budeme ryso-
‘vati piesny obrazec. To méiitko musi byti voleno tak, aby se nim cely
obrazec vesSel. Za druhé je volime tak, abychom dostali pokud mezno
veliky obrazec, protoze z malého obrazce bychom hledanou vzdalenost
dostali velmi nepiesné. Konec¢né volime méritko tak, aby souvislost
mezi skuteénymi a zmenSenymi vzdalenostmi byla co nejjednodussi.
Obyéejné volime métitko tak, aby 1 em znamenal 1 m, 10 m, 100 m, ...
nebo 2 m, 20 m, 200 m, ... nebo 0,5 m, 5 m, 50 m atd. V nasem pripadé

vV,

volime méFitko tak, %e 1 cm znamend 2 m. Proto si sestrojime (co
nejpresnéji!) trojihelnik A BC, ve kterém AC = 3 cm, <L BAC = 86°,
< BCA = 68°. Pak si zmdérime AB a najdeme AB = 6,3 cm. Protoze
1 em nakresu znamend 2 m ve skuteCnosti, skuteéna vzdalenost AB
méri asi 12,6 m. (,,Asi” proto, Ze ani méreni v ptirodé, ani rysovani
na papife nemohlo byti dokonale presné.)

Trojuhelniky, kterych jsme uzivali v dloze pravé feSené, lezely -
ve vodorovné roviné. Ke stanoveni vysek uzivame trojuhelnika ve
svislé roving. Pii tom mé&iime tihly ve svislé roving, které Sikmy smér
tvori se smérem vodorovnym. Pozorujeme-li se stanoviska S predmét P
poloZeny vyse nez S, pak svisly thel polopiimky SP s vodorovnou
poloptimkou se jmenuje vy$kovy thel pfedmétu P se stanoviska S;

“lezi-li P niZe nezli S, mluvime o hloubkovém thlu.

Cviéeni k § 4.
104. Pismena U, V, W znamenaji tfi kostelni véZe. U je na sever od V ve
vzdalenosti 6 km. W je na severovychod od V ve vzdalenosti 12 km.
a) Jak daleko je W od U?
b) V jakém sméru od U je W?
105. Pismena A, B, C znamenaji tfi mésta. A lezi 30 km severné od B
a 50 km zépadné od C.
a) Urlete vzdalenost od B k C.
b) V jakém sméru od mésta B lezi mésto C?
106. Tii cesty tvoii trojthelnik LMN. Jest LM = 600 m, MN = 450 m,
NL = 350 m. Jak daleko od cesty LM je kiizovatka N?
107. Domek C lezi nalevo od silnice mezi dvéma body A4, B silnice. Smér
AC je od silnice odchylen o tihel 32°, smér BC o thel 65°. Jest AB = 250 m.

a) Urdete vzddlenost AC.
b) Urdete nejkratsi vzdalenost od domku k silnici.
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108. Nalevo od rovné cesty HKX jsou dva kopce 4, B. Jest HK =1 km,
X XHA = 25°, & XHB = 40°, & XKA = 63°, & XKB = 140°. Urcete,
a) jak daleko od sebe jsou ty kopce; :
b) jak daleko od cesty je kopec 4;
c) jak daleko od cesty je kopec B.

109. Zelezniéni trat smétuje od zapadu k vychodu. 4 a B jsou dvé mista
na trati vzdalend 300 m od sebe. Véz V leZi od mista A ve sméru 48° od severu
. k vychodu, od mista B ve sméru 28° od severu k zapadu. Urcete
a) vzddalenost véze od mista A;

b) vzdalenost véze od mista B;
c) vzdalenost véze od trati.

110. Lod pluje k severovychodu rychlosti 10 uzla. [To znamena, Ze urazi
za hodinu 10 ndmoinich mil; jedna namoini mile je asi 1850 m.] Majak je v jedné
chvili ptesné na sever od lodi a za ¢tvrt hodiny je ve sméru 76° od jihu k zapadu.
Uréete nejkratsi vzdalenost od lodi k majaku.

111. Na krajich pristavu jsou dva majaky 4, B. A je zapadné od B ve
vzdélenosti 500 m. Lod pluje k pristavu smérem J 30° Z (t. j. smérem, ktery je
mezi jihem a zdpadem a tvori thel 30° se smérem jiZznim). Pozorovatel na lodi
vidi majak B ve sméru J 10° Z, majak 4 ve sméru J 40° Z. Jak daleko bude
lod od 4 a od B, aZ se dostane mezi oba majaky?

112. Vyskovy thel vrcholu véZe se stanoviska vzdaleného 40 m od paty
véZe je 35°. Najdéte vysku véze.

113. Détsky drak je na provaze dlouhém 230 m, ktery tvori thel 65°
s vodorovnym smérem. V jaké vysi je drak?

114. Urdete vyskovy uhel slunce v dobg, kdy svisla tyé dlouha 4 m vrha
stin délky 5 m! .

115. Pod jakym hloubkovym thlem je vidéti s vrcholu véZe vysoké 42 m
predmét, leZici na zemi ve vzdalenosti 60 m od véZe?

116. Zebiik dlouhy 5 m je opten o svislou sténu. Pata Zebiiku je 2,4 m
od stény.

a) O jaky uahel je Zebiik odchylen od vodorovné polohy ?
b) Jak vysoko nad zemi je vrchol Zebiiku?

117. S vrcholu pahorku, ktery je 75 m nad hladinou vodni, je vidéti presné
za sebou dvé lodky. Hloubkovy thel prvé je 64°, hloubkovy thel druhé je 48°.
Uréete vzdalenost lodék.

118. Vyskovy thel vrcholu véZe z mista vzdaleného 150 m od paty je 28°.
Jaky je vyskovy thel z mista vzdaleného 100 m?

© 119. Pozorovatel z balonu ve vySce 1 km vidi kostel pod hloubkovym
thlem 35°. Po dvaceti minutéch stoupéni jej vidi pod hloubkovym thlem 554°.
Uréete rychlost stoupéni v kilometrech za hodinu.

120. MuZ na vrcholu kopce pozoruje rovnou cestu v udoli pfimo od ného
se vzdalujici. Dva sousedni kilometrové kameny vidi pod hloubkovymi thly
30° a 13°. Jak vysoko nad udolim je vrchol kopce?

121. Aeroplan leti k vychodu ve vysi 800 m. Pozorovatel vidi plynojem
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smérem k jihu pod hloubkovym thlem 29°; o 15 vtetin pozdéji vidi tyZ plynojem
smérem k jihozédpadu. Uréete rychlost aeroplanu v metrech za vtefinu.

122, Tram AB dlouhy 3 m je upevnén dvéma provazy AC, BD. Oba
body C, D jsou stejné vysoko nad zemfi. Tram je naklonén o 10° od vodorovné
polohy, bod B je niZ%e neZ A, oba provazy jsou naklonény o 20° od svislé polohy.

Jest AC = 4,8 dm. Urcéete BD.

§ 5. Pokracovani o trojihelniku.

Je vam jiz znamo, Zze u rovnoramenného trojuhelnika oba
ahly pri zadkladné jsou si rovny. TyZ poznatek se da vysloviti
také takto: V trojihelniku leZi proti rovnym strandm rovné thly.

Miuzeme si tuto poucku velmi jednoduse odvoditi z jedné poucky
o shodnosti trojahelniki. Kdyz v obr. 63 je AC = BC, méme doké-
zati, Ze o = f. AvSak

ABC ~ BAC (sss),
takze <L BAC = <x ABC, t. j. o« = f. C

Také obricend poucka je spravna. Muzeme
ji vysloviti takto: Trojihelnik, ktery ma dva 1ihly
sobé rovné, je rovnoramenny. Nebo také takto:

V trojihelniku leZi proti rovnym thlim rovné

strany. Dikaz je zase velice jednoduchy. Kdyz

v trojuhelniku ABC (obr. 63) je « = B, jest A B
ABC ~ BAC (usu), Obr. 63.

takze BO = AC.

V obr. 30 je w vnéjsi thel trojahelnika ABC; protéjsi thly
vnitini jsou «-a y. Vime, Ze jest o = o + p. Z toho nasleduje, Ze w je
vétsi nez « a také veétsi nez . Vnéjsi thel trojihelnika je vétsi neZ
kterykoli z protéjSich tihla vnitfnich. Tento poznatek je pies svoji
jednoduchost uziteény, jak nyni uvidime.

V trojihelniku leZi proti vétSi stran& vétsi dhel. V trojuihelniku
leZi proti mensSi strané mensi ihel. To jsou oviem dvé znéni téze po-
ucky. Dokazeme si ji snadno. Necht v trojahelniku A BC je AC > BC;
mame dokdzati, Ze je f > y. Protoze strana AC je deldi nezli
strana BC, miZeme (viz obr. 64) urc¢iti bod D na strané AC tak,
Ze AD = AB. V trojthelniku ABD lezi proti strandim AB a AD

fihly 6, a 8,; protoze AB = AD, je 6, = 8,. V trojihelniku BOD je 4,
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thel vnéjsi a y je jeden z protéjsich Ghla vnitinich; tedy je y mensi
nez ¢;. Mimoto je patrné z obrazce, ze ( je vétsi nez d,. Celkem tedy je
y < 8y, B> 0y 0, = 0,; z toho nasleduje, ze y < f a to jsme méli
dokazati.

Pouctka, kterou jsme si pravé odvodili, d4 se obratit: V troj-
thelniku lezi proti vétSimu Ghlu vétSi strana. V trojihelniku leZi proti
men§imu ihlu mensi strana. To je zase dvoji znéni téze poucky. Doka-
Zeme si ji takto. Dejme tomu, Ze v trojihelniku 4BC (viz obr. 43)
je & << y. Mame dokézati, Ze je @ << ¢. Rozhodné nastane jeden z téchto
© tif pripadu:

[Mla=c; [2]a>c; [3]a<ec.

Ale podle poutek ndm uz znamych je: v piipadé [1] « = y; v ptipadé
[2] x > p; v ptipadé [3] « < y. ProtoZe v nasem trojihelniku je o > y,
musi u ného nastati pripad [2] a to jsme méli dokazati.

Obr. 64. Obr. 65.

Nisledujici poucka je vam jiz zndma. Soulet dvou stran troj-
ihelnika je vét3i nezli strana tieti. MaZeme si ji dokdzati takto. Doka-
zujme tieba, Ze b -+ ¢ > a. Prodluzme stranu AB za vrchol 4 a na
prodlouzem si uréeme bod D tak, #e AD = b (v1/ obr. 65). Protoze
BA = ¢, AD = b, ]e BD = b + ¢; mimoto je BC = a. Tedy mame
dokazati, e BD > BC. V trojahelniku ACD je AC = AD (proc¢?);
v témz trojahelniku leZi Ghel §; proti strané AC a Ghel J, proti stra-
né AD. Proto je 6, = d,. V trojuhelniku BCD lezi proti strané BD
Gthel y + &, a proti strané BC Ghel 6;. ProtoZe 6, = dy, je y + 6, > 6,
Tedy v trojthelniku BCD lezi protl strané BD vétsi thel nezli proti
strané BC. Proto je BD vétsi ne# BC a to jsme pravé chtéli dokazat.
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Rozdil dvou stran trojihelnika je mensi neZ strana tieti. Také
tato poutka je vam jiz zndma. Nepravi vlastné uz nic nového.
Dejme tomu, ze je tfeba a > b; mame dokazat, ze a — b < c. Vime, Ze

a<b-+ec
Proto, kdyz od @ ubereme b, zbude méné, nezli kdyz od b + ¢ ube-
reme b; tedy
o a—b < (b+c)—0b.
Protoze (b + ¢) — b je totéz jako ¢, jsme hotovi.

Chceme-li se presvédcit, zda tii délky a, b, ¢ mohou bytl délkami
stran trojuhelnika, stac¢i se presvédéit, Ze soucet kterychkoli dvou
z nich je vétsi nezli tieti: nebot jsme pravé nahlédli, Ze potom také
rozdil kterychkoli dvou z nich bude mensi nez tieti a vime, Ze to uz
potom stacéi. Dokonce sta¢i se presvédcit, ze nejvétsi z délek a, b, ¢
je mensi nez soucet ostatnich dvou; nebot tim spise bude kterakoli jind
mensi nez soucet zbyvajicich dvou.

U pravothlého trojuhelnika zakladni

oznaceni je takové, jaké vidite v obr. 66; a, b o4
jsou odvésny, ¢ je prepona C je vrchol pravého
thlu. ) a

Nejdelsi strana pravothlého troj-
thelnika je pfepona. Nebot prepona lezi
proti pravému thlu a odvésna proti ostrému A4 b ¢
uhlu, ktery Je mensi. Obr. 66.

Nejdelsi strana tupouhleho troj-
thelnikalezi proti tupému thlu. Nebot ostatni strany lezi proti
ostrym thlim, které jsou mensi.

Nejkratsi vzdalenost od bodu 4 k pfimce ¢ je vzdédle-

nost AP, kde P znamend patu kolmice spudténé s bodu 4
na piimku c. Nebot je-li X kterykoli jiny bod pt¥imky ¢, pak APX
je pravouhly trojthelnik, AP je odvésna, AX je piepona, tedy
AX > AP.

MiuZeme si snadno dokazati jesté vice! Bod P rozdéli piimku ¢
na dvé poloptimky. Pohybuje-li se bod po jedné z téchto polopiimek,
pocinajic polohou P, pak jeho vzdalenost od bodu A stale
vzriustd. Nebot v trojihelniku AXX, (viz obr. 67) lezi strana AX,
proti tupému thlu, takze je delsi nezli strana AX.

Cech: Geometrie pro 11. tk. stf. &kol 3
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V paragrafu 3 jsme si zjistili, Ze poucka ssu neni vzdycky sprav-
néa (viz obr. 45 az 47). Spravna je tato poucka:

Trojihelnik je uréen, zname-li dvé strany a tihel proti vétsi z nich.

Druhé znéni: Dva trojihelniky jsou shodné, shoduji-li se ve dvou
stranach a v thlu proti vétsi z nich.

Dejme tomu, Ze jsou diny délky a, ¢, pii ¢em# je a vétii nez c,
a mimoto je dan Ghel «. Sestrojime si tthel & s vrcholem 4 a na jedno
rameno naneseme délku AB = ¢; druhé rameno si oznadime p. [Stejné
to bylo v obrazcich 45 az 47.] BéZ o to, Ze na polopiimce p lezi
pouze jediny bod C takovy, Ze vzdalenost BC je rovna dané délce a.
Rozeznavejme tii pripady podle toho, zda thel « je pravy, ostry
¢i tupy.

Obr. 67. Obr. 68. Obr. 69.

Pripad prvy: x=R (viz obr. 68). Zde A je pata kolmice spus-
téné s bodu B na piimku, jejiz ¢asti je polopiimka p. Pohybuje-li se
bod X po polopiimee p, po¢inajic polohou A, vime, Ze vzdalenost BX
stale vzristda. Po¢ina nejmensi hodnotou BA =¢; protoze a > c,
nabude vzdalenost BX hodnoty a pro jedinou polohu C bodu X.

Pripaddruhy: « < R (viz obr. 69). Je-li P pata kolmice spusté-
né s bodu B na piimku, jejiz ¢asti je poloprimka p, tu v nasem ptipadé
padne bod P do polopiimky p. Vzdalenost AB =c¢ je vétsi nezli BP;
protoze a > ¢, je tim spise a vétsi nezli BP. Z bodu P vychazi polo-
piimka p, (v obrazci nevyznacena), ktera je ¢asti poloptimky p. Pohy-
buje-li se bod X po poloptimee p,, po¢inajic polohou P, vime, zZe vzda-
lenost BX stale vzrtstd. Poding nejmensi hodnotou BP; protoze
a > BP, nabude vzdilenost BX hodnoty @ pro jedinou polohu C
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bodu X na poloprimce p,. OvSem poloprimka p, je pouze ¢asti polo-
ptimky p, kterda se sklada jednak z polopiimky p,, jednak jesté
z usecky PA. Ale pohybuje-li se bod X po usecce PA, pocinajic po-
lohou P, tu vzdalenost BX stéle vzristd a kondi nejvétsi hodnotou
BA = ¢; protoZe i tato nejvétsi hodnota je mensi nezli @, nenabude
vzdalenost BX hodnoty a pro Zadnou polohu bodu X na tseéce PA.

Pripad treti: o« > R (viz obr. 70). Je-li
zase P pata kolmice spus$téné s bodu B na
piimku, jejiz éasti je polopiimka p, tu v nasem
piipadé padne bod P mimo polopiimku p. Polo-
piimka p je nyni c¢asti poloptimky PA. Pohy-
buje-li se bod X po polopiimce PA, pocinajic

polohou P, vime, Ze vzdalenost BX stale vzrui-
std. Kdyz bod X prijde do polohy 4, nabude
vzdalenost BX hodnoty ¢; potom prejde bod X

Obr. 70.

na polopiimku p a vzdélenost BX vzristd dale; dané hodnoty a > ¢
nabude vzdalenost BX pro jedinou polohu ' bodu X.

Cviceni k § 5.

123. Rovnoramenny trojihelnik mé pii zakladn& thel
a) 25° 48’ 56”. b) 36° 54" 12”. c) 54° 27 46”.
d) 58° 58" 58”. e) 64° 57", f) 73° 33’ 38”.
Vypoététe thel proti zékladné.
124. Rovnoramenny trojuihelnik ma proti zakladné uhel
a) 12° 15”427, b) 23°45" 6”. c) 34° 56" 54”.
d) 82°16” 36”. e) 112° 52" 28", f) 148° 36" 48”.
Vypoététe thel pii zdkladné.
125. Jeden thel rovnoramenného trojuhelnika méif 74°. Vypod&tste
ostatni uhly. (Dvoje feSeni!)
126. Uhel pii zikladnd rovnoramenného trojihelnika &
jedvojnasobek uhlu proti zakladné. Vypoététe vSecky uhly.
127. Uhel proti zékladnd rovnoramenného trojihel-
nika je trojnasobek uhlu pii zakladnd. Vypoététe vsecky
uhly. B
128. V obr. 71 je AC = AD, BD = OD, x = 34°.
Vypoététe < ADB. c D
129. V obr. 72 je ¢ = 42°, y = 66°. S je stied kruz-
nice. Vypoététe uhly trojuhelnika HKL. Obr. 71.
3‘
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130, Vobr. 783 je XZ = VZ,f = 52°,y = 84°, ¢ = 32°, w = 96°. Dokaite:
a) XV || YZ. (Bod U, tsedka UZ a thel y jsou v této ¢asti zbytecéné.)
b) XY || UZ. '
131. V obr. 74 je PQ = PN, 6, = 32°, d, = 80°. Najdéte < QPR.
132. ABCDE je pravidelny pétiahelnik. Piimky AD a BE se protnou
v bod& F. Uréete uhly trojihelnika ABF.

‘ Y 4
s,

Obr. 72. Obr. 73. Obr. 74.

183. V obr. 75 jo EF — EH, ¢ — 37°, y = 148°. Dokaiite, te FG = FH.
134. V obr. 76 je o — 67°, f = 75° y = 104°. Dokaite, %o EP = RS.
185. Uvnitt étverce ABCD je rovnostranny trojtihelnik 4BK. Urete
< CKB. -
186. V obr. 77 je &, = &y, f; = Py Dokaite, Ze ZX = ZV.
137. Na ose tthlu & EFG loZi bod H. Jest EH.|| FG. Dokaite, % EF=EH.
138. V trojahelniku ABC je b = ¢, f = 62°. Co je v&tsi, @ nebo b?
189. V trojahelniku ABC méif vngjsi dhel pri
vrcholu A 126°, pti vrcholu B 118°. Osa uhlu 8 a osa Z
uhlu y se protnou v bodé S. Co je vétsi, BS nebo oSt

R S
H S

|
3 F 6 B B
Obr. 75. Obr. 76. Obr. 77.

140. V trojuhelniku ABC je ﬁ_: ﬂ)_", » = 56°. Osa thlu « protne stranu
BC v bodé X. Ktera ze tii délek AX, BX, CX je nejvétsi? Kterd je nejmensi?
141. Bod U lezi uvniti trojihelnika ABC. Dokazte, Ze
X AUB > < ACB.
[Piimka AU protne stranu BC v bodé T'. Porovnejte oba tihly s thlem <t ATB.]
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142. Bod U lezi uvnitt trojuhelnika 4 BC. Dokazte, Ze
AU + UB < AC + CB.
[Prlmka, AU protne stranu BC v bodé§ 7. Dokazte napied, Ze AT + TB <

< AC + CB a potom, Ze AU + UB < AT TB.]
143. Rozhodnéte, existuje-li trojihelnik ABO, ve kterém by platilo toto:
a) a = 37,4cm, b = 25,3 cm, obvod = 123 cm;

b) @ = 49,8 cm, b = 12,56 cm, obvod = 1 m;
c) a = 37,3cm, b = 24,9 cm, obvod = 125 cm;
d) @ = 50,1 cm, b = 13,6 cm, obvod = 1 m.

144. Zapiste si vSecky poucky, kterymi jsme se zabyvali v tomto para-
grafu.

§ 6. RovnobéZnik.

Ctyrthelnik ABCD se nazyvé rovnobéznik, kdy# je
AB | CD, AD || BC.
To je ndm jiz znamo z paragrafu 2. Také jiz vime, Ze u rovnobéznika
v obr. 718 jex =y, = 6aaeuhly(x p (nebo «, d nebo B, y nebo y, 6)
jsou vyplitkové.
Obracené, kdyz o ¢tyrthelniku ABCD D

v obr. 78 vime, Ze &« = y a zZe f§ = J, mi- 7 T
zeme souditi, Ze to je rovnobéznik: je-li ¢

u ¢tyrthelnika kazdy thel rovny ahlu

protéjsimu, je to rovnobéznik. Nebot

vime, Ze « + f + v -+ 6 = 4R, neboli 4 i

d) = 4R A B
(5 +7) + (B + 8) = 4B S

V nagem p¥ipadé je « = y, tedy « je polovina z « + y; dale je f = 4,
tedy B je polovina z f + 0; tedy &« + f je polovina ze 4R, t. j. x a
jsou vyplhikové tihly. Protoze f = 4, také « a & jsou vypliikové thly.
Nyni & a f jsou prilehlé uhly (piicka 4B, protaté piimky AD, BC);
protoze « + B = 2R, je AD || BC. Také « a ¢ jsou ptilehlé thly (piicka
AD, protaté ptimky AB, CD); protoze x + 6 = 2R, je AB| CD.
Tedy ABCD je skutetné rovnobé&Znik.

Nyni si vimneme stran rovnobéznika. DvE protéjsi strany rovno-
b&Znika jsou si rovny. V obr. 79 je ABCD rovnobéznik. Chceme doké-
zati, Ze

AB = CD, AD = BC.
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Provedeme pomocnou konstrukei jako v obrazci. Vzniknou ndm troj-
thelniky ACD a ABC, které maji spole¢nou stranu AC; mimoto je
@1 = @, (sttidavé uhly mezi rovnobézkami) a y, = y, (z téhoz diavodu).
¢ Proto je

ACD ~ CAB (usu)

a z toho vychazi AD = CB, CD = AB, cox
jsme méli dokézat.

Provedte tyz dukaz znovu s tou zmé-
nou, %e za pomocnou c¢aru zvolite uhlo-
piicku BD!

Jsou-li u étyrihelnika ABCD protéjsi strany AB a CD rovnobézné
a sob& rovné, je ABCD rovnobéznik. Nyni vime o obr. 79, Ze

AB| CD, AB=CD
a mame dokéazat, Ze je AD || BC. Zase provedeme stejnou pomocnou
konstrukei a opét si v§imneme trojuhelniktt ACD a ABC se spoletnou
stranou AC. Nyni vime, Ze CD = AB; mimoto je v, = vy, (stridavé
uhly mezi rovnobézkami). Proto je

ACD ~ CAB (sus)

a z toho nasleduje <t CAD = < ACB neboli ¢, = @,. Aviak ¢, a @,
jsou stiidavé twhly (ptitka AC, protaté piimky AD, BC); protoze
@1 = @s, je AD || BC a to jsme méli dokazati.

Zase provedte diikaz znovu s tou zménou, Ze za pomocnou ¢dru
zvolite Ghlopticku BD!

Je-li u étyrihelnika kaZda strana rovna strané protéjsi, je to rovno-
béZnik. Nyni vime o obr. 79, Ze

AB = CD, AD = BC,
méme dokézat, Ze AB ||CD, AD | BC. Provedeme-li obvyklou po-
mocnou konstrukei, vyjde ihned
ACD ~ CAB (sss)

a z toho nésleduje <t CAD = < ACB, < ACD = <. CAB neboli
@1 = @, Y, = y,. AvSak @, a @, jsou stiidavé uhly (pficka AC, protaté
piimky A D, BC); protoZe ¢, = ¢,, je AD || BC. Také y, a v, jsou stii-
davé whly (pticka AC, protaté primky AB, CD); protoze v, = ,,
je AB || CD.

Obr. 79.



Opakujte dikaz s obvyklou zménou!

Nyni si véimneme ahlopii¢ek rovnobéznika. Uhlop¥itky rovno-
béZnika se navzajem pili. V obr. 80 je S prusecik thlopricek rovno-
béznika ABCD. Chceme dokizati, Ze °

AS =08, BS=DS.
Vsimneme si trojahelnikd SAD, SBC. Vime,
ze AD = BC (protéjsi strany rovnobéznika);
mimoto je & = &, (stifidavé thly mezi rovno-
bézkami) a w, = w, (z téhoz duvodu. Proto je

SAD ~ SCB :
o (usu) P 3

a z toho vychazi SA — @, SD — S—]—?—, coZ Obr. 80.
jsme méli dokazati.

Provedte diikaz znovu s tou zménou, Ze misto trojihelnikt SAD,
SCB si vimnete trojuhelnika SAB, SCD!

Jestlize se u ¢tyrihelnika tihlopficky navzajem pili, je to rovno-
béznik. Nyni vime o obr. 80, Ze

AS =CS, BS=DS.

Zase si v§imneme trojahelnika SA4D, SBC. Jest <t ASD = <t BSC
(vrcholové uhly). Proto je

SAD ~ SCB (sus)

a z toho soudime, %e AD = CB. Dale si viimnéme trojihelnikt S4B,
SCD. Jest <x ASB = < C8D. Proto je ‘

SAB ~ SCD (sus)

a z toho soudime, %e AB = CD. Nyni uz vime o ¢tyrahelniku A BCD,
ze se kazda strana rovna strané protéjsi. Proto ABCD je rovno-
béznik.

Obdélnik je takovy c¢tyrahelnik, jehoz vSecky uhly
jsou pravé. Obdélnik je rovnobéznik, nebot kazdy jeho tihel se rovna
(kazdému jinému, tedy zejména) jeho thlu protéjsimu, a to, jak vime,
plati jen pro rovnobézniky.

O obdélniku plati zajisté vsecko, co plati- o rovnobéZznicich.
Zejména dvé protéjsi strany obdélnika jsou stejné dlouhé a uhlopricky
obdélnika se navzajem piili.
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0Ob& 1ihlopii¢ky obdélnika jsou si rovny. V obr. 81 je ABCD
obdélnik; chceme dokézati, e AC = BD. Viimneme si trojﬁhelnikﬁ
ABC, BAD. Maji spole¢nou stranu AB; déle je BC = AD a mlmoto
< ABC = <. BAD. Tedy
ABC ~ BAD (sus)

a z toho nasleduje AC = BD. D C

; c 7

Obr. 81. Obr. 82

Opakujte diikaz s tou zménou, Ze uzijete trojihelniki se spole¢nou
stranou AD!

Rovnoh&Znik, jehoZ obé tdhlopFicky jsou si rovny, je obdélnik.
Nyni vime o obr. 81, Ze ABCD je rovnobéinik a Ze AC =
= BD. Mame dokazati, #e na pk. Ghel x BAD ]e pravy Protoze
ABCD je rovnobéznik, musi byti AB = CD, AD = BC. Jelikox je
také AC = BD, je

ABC =~ BAD (sss)
a z toho nasleduje <t BAD = <t ABC. Ale ty dva thly jsou vyplitkové
(sousedni tthly rovnobéZnika); protoze jsou si rovné, musi byti pravé.

Kosodétverec je takovy ¢tyriuhelnik, jehoz viecky stra-
ny jsou si rovny. Kosoétverec je rovnobéinik, nebot kazda jeho
strana se rovna (kazdé jiné, tedy zejména) protéjsi strané, a to, jak
vime, plati jen pro rovnobéiniky. Jako u kazdého rovnobéznika,
uhlopricky koso¢tverce se navzajem puli.

Uhlop¥iky kosodtverce stoji na sob kolmo. V obr. 82 je ABCD
kosoétverec. Checeme dokazati, Ze

BD | AC.
Trojahelniky 4 BS, ADS mayji spolecnou stranu 48; dile je AB = AD

vz Y

(strany koso¢tverce) a mimoto BS = 8D (ahlop¥iky se puli). Proto je
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.

ABS ~ ADS (sss)
a z toho ndsleduje <t ASB = <C ASD. Ale ty dva thly jsou vyplikové
(nebot jsou vedlejsi); protoze jsou si rovné, musi byti pravé.
KaZdy thel kosoltverce je pilen ihlopfickou vyehazejiei z toho
vreholu. Jako pri predeslém dikaze je
ABS ~ ADS
a proto ¢ BAS = < DAS, t. j. thlopricka AC puli Ghel pii vrcholu 4.
Rovnobéznik, jehoZ ihlopFicky stoji na sobé kolmo, je ko-
soétveree. Nyni vime o obr. 82, Ze ABCD je rovnobéznik a Ze
ahly pii vrcholu S jsou pravé. Checeme dokazati, ze vSecky délky
AB, BC,CD, DA ]bou ste]ne Jako u kazdého rovnobéznika vime
izde, 7e AB = CD a 7e BC = AD. Proto potiebujeme pouze ukazati,
%e AB = AD. Vimneme si zase trojuhelniktt A BS, ADS se spoleénoun
stranou A8. Jest BS — DS (ahlopticky se pili) a mimoto < ASB =
= <. ASD. Proto je

ABS ~ ADS (sus)
a z toho nasleduje AB = AD, cor jsme méli dokazati.

W

Je-li thel pii vreholu A rovnob&Znika
ABCD pilen thloptickou AC, je ABCD D
kosoctveree. O obr. 83 vime, ze ABCD je v
rovnobéznik a Ze «; = n,. Mame dokazati, Ze
viecky strany jsou sirovny. Jako u kazdého A
rovnobéinika vime i zde, Ze AB = CD a Ze ) 5

AD = BC. Proto potrebujeme pouze dokazati,
#e AB = BC. Jest oy = ¢ (stiidavé uhly mezi Gloz; i85
rovnobézkami); protoze o, = &y, jest x; = e.
Aviak o, a e jsou thly trojahelnika ABC proti strandm BC
a AB. Protoze ty uhly jsou si rovny, jsou sirovny také protéjsi strany,
t. j. AB = BC.

Ctverecje takovy ¢tyrthelnik, ktery ma i vsecky strany

- stejné i viecky thly pravé neboli ¢tverec je soucasné obdélnikem

i kosoc¢tvercem. Vsecky vlastnosti obdélnika a vsecky vlastnosti koso-
¢tverce musi platit pro c¢tverec. Vyslovte pro ¢tverec ty vlastnosti,
které zde byly dokdzany pro obdélnik nebo pro kosoltverec!



Lezi-li body A4, B, C na kruznici k, pak thel <t ABC se nazyva
obr. 84, ve kterém je vyznacen m. j. obvodovy thel <t A BC nad téti-
vou AC a obvodovy uhel <t BCD nad tétivou BD. Dulezity pripad
nastane, kdyz tétiva prochazi stfedem kruznice neboli je primérem
kruznice. Pak mame obvodovy tthel nad primérem; v obr. 84
jsou vyznaceny dva takové uhly: <t ABD a <t ACD.

Obvodovy tihel nad primérem je pravy. To je proslula Thale-
tova véta. (Recky filosof Thales milétsky #il v 6. stoleti pf. Kr.)
V obr. 85 je AB pramér kruznice k£ a bod C lezi na kruznici k; mame
dokazati, Ze

Obr. 84. Obr. 85.

Vedme prumér CSD kruznice k a v8imnéme si ¢tyrahelnika ACBD.
Usetky AB, OD jsou uhlopiicky &tyrahelnika. Jsou to priméry kruz-
nice k a protinaji se ve stfedu S kruznice k. Z toho vychazi predevsim,
ze obé thlopticky ¢tyrahelnika ACBD se navzajem pili, takze ACBD
je rovnobéznik. Dale v8ak vychazi, Ze obé uhlopricky rovnobéznika
ACBD jsou si rovny. Proto ACBD je obdélnik a <t ACB je pravy, jak
jsme méli dokazati.

Mysleme si nyni misto Ghlu <t ACB thel ¢ ACX, kde X je néjaky
jiny bod kruznice k. Protoze pfimka CB mé s kruZnici spole¢né pouze
body C a B a protoze bod X nasi kruZnice neni ani v poloze C ani
v poloze B, nemuZe piimka CX se kryt s pfimkou CB. A protoze CB
stoji kolmo na CA (podle Thaletovy véty), nemuze CX stati kolmo
na CA. Obvodovy tihel nad tétivou, kterd neni priimérem, neni thel
pravy.



e

43

Cviéeni k § 6.

145. V obr. 86 je EFGH rovnobé&Znik. H je stied kruZznice m. Dokazte, %e
. X GHK = < FGH.
[U kaZdého z obou uhlu si najdéte v obrazei jiny thel, o kterém vite, Ze mu je
rovny.]

146. Obr. 87 vznikl tak, Z%e kaZdym vrcholem trojihelnika ABC byla
vedena rovnobé&zka s protéjsi stranou. DokaZte, Ze body 4, B, C jsou stiedy
stran trojuhelnika PQR.

147. STX je piimka. STUV je rovnob&#nik. Osa thlu < XT'U protne
primku V.S v bodé Y a ptimku VU v bod& Z. DokaZte, Ze

VY = VZ = ST + TU.

Obr. 89. Obr. 90.

148. V obr. 88 jsou ABCD a AECF rovnobéiniky. DokaZte, Ze vSecky
tii ptimky AC, BD, EF se protnou v jediném bod&. Potom dokazte, Ze BE | FD.

149. V obr. 89 je GHKL rovnob¥snik a GN = NH. Dokaite, %6 LG'— @M.

150. ABCD je rovnobéinik. S je stfed strany AB, T je stied protéjsi
strany. DokaZte, Ze BSDT je rovnobé&Znik.

151. V obr. 90 jsou PQYX, PQVU dva rovnobézniky. DokaZte, Ze také
XYVU je rovnob&inik. Je to pravda také tehdy, kdyz rovnobéiniky PQY X,
PQUVU lezi kaidy v jiné roving?
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52. ABUD je rovnobé&inik. S je stfed strany AB, 7' stied strany OD,
E stted strany BC, F stied strany DA. Sestrojte piimky AHE, BT, CF, DS
a dokazte, Ze témi pfimkami je uréen novy rovnobéznik.
153. V obr. 91 jsou GHLK a GHNM dva rovnobézniky. S je stied tsedky
HL. Dokazte, Ze body L a M déli-tsecku KN na tii stejné dily.
154. Zvolte si libovolny ¢tyrahelnik 4 BOD.
H_ L M N Uréete body E a F tak, aby ADCE, BADF
byly rovnobé&zniky. DokaZte, %e piimka EF
prochazi stiedem usecky BC.
S 155. Vedte bodem O tii ptimky. Na prvni
zvolte bod H, na druhé bod K, na tfeti bod L.
Uréete body X, Y a Z tak, aby OKXL, OLYH,
8 H OHZK byly rovnobéiniky. Dokazte, Ze usetky
HX, KY, LZ se navzijem puli.
Obr. 91. 156. Zvolte si trojuhelnik ABC. Zvolte si
bod D na strand 4B a bod E na strand AC.
Dokazte, Ze useCky CD a BE se nemohou navzajem pulit.
157. Vime-li 0 jednom thlu rovnob&znika, %e je pravy, je to jists obdélnik.
(Dokazte!)
158. Ma-li étyruhelnik vSecky uhly stejné, je to obdélnik. (DokaZte!)
159. ABCD je rovnobéinik. S je stfed strany AB, T stied strany CD,
E stted strany BC, I’ stied strany DA. Dokazte:
a) ESFT je rovnobéznik.
b) Kdyz ABCD je obdélnik, ESFT je kosottverec.
¢) Kdyz ABCD je kosoGtverec, ESFT je obdélnik.
d) Kdyz ABCD je ¢tveree, HSFT je ¢tverec.
e) K
f)

dyz ESFT je kosoétverec, ABCD jo obdélnik.
Kdyz ESFT je obdélnik, ABCD je kosoétverec.
g) Kdyz ESFT je étverec, ABCD je &tverec.
160. Které nové geometrické vyrazy se vyskytly v tomto paragrafu?
Zapiste si je!
161. Zapiste si poucky, které jsme dokazali v tomto paragrafu.

§ 7. Konstrukee.

Vite, zZe rikdme euklidovskd konstrukce takové konstrukei, pii
které se uziva pouze dvou zakladnich vykonti: [1] narysovati pfimku,
ktera spojuje dva dané body; [2] narysovati kruznici, kterd mé dany
stfed a dany polomér.

Rada zakladnich euklidovskych konstrukci je vam zndma.
Spravnost kazdé z nich si muzZeme potvrditi pomoci poudek, které
jsme letos probirali.
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V obr. 92 je znizornéno, jak se euklidovsky sestroji stied S
usecky AB a osa CD tsecky AB. Vyloite ustné pribéh konstrukee!
Abychom se presvédiili o jeji spravnosti, mame dokézati, %e A4S = BS
a ze OD | AB. Podle konstrukce je AC = BC = AD = BD, takie
ACBD je kosoctverec. Vime, Ze tthlopticky kosoétverce (]ako kazdého,
Jiného rovnobéZnika) se navzajem puli: proto je AS = BS. Vime, 7e

3%

uhlopricky kosoc¢tverce stoji na sobé kolmo: proto je CD | AB.

Obr. 92. ~Obr. 93.

V obr. 93 je znazornéno, jak se euklidovsky spusti kolmice &
s bodu £ na primku p. Vylozte Gstné prabéh konstrukce! Abychom se
presvédéili, ze opravdu je EH | p, ze tedy < ELF je pravy thel,
viimneme si napred trojuhelniki ZFH a EGH. Podle konstrukce je
EFH ~ EGH (sss)
a z toho plyne < FEH = < GEH neboli x = . Ted si viimneme
trojuhelnikt FEL a GEL. Jest FE = GE, x = B a strana EL je obéma
trojihelniktim spole¢na. Proto je
FEL ~ GEL (sus)
a z toho néasleduje <t ELF = <t ELG. Tedy thel <t ELF se rovna
svému vedlejsimu uhlu, takze <t ELF = R.
V obr. 94 je znazornéno, jak se euklidovsky vztyéi kolmice k
k piimce p v jejim bodé M. Vylozte tstné prubéh konstrukce! Aby-
chom se presvédcili, Ze opravdu <¢ XMZ = R, v8imneme si trojuhel-
nikdt XMZ a YMZ. Podle konstrukce je
XMZ ~YMZ (ss8)

a z toho nasleduje <t XMZ = < YMZ. Tedy thel <t XMZ se rovna
svému vedlejsimu tuhlu, takze ¢ XMZ = R.
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V obr. 95 je znazornén jiny zajimavy zpusob euklidovské kon-
strukce, vztyciti kolmici £ k piimce p v jejim bodé M. Popis: Na
piimee p si zvolime jeté jeden bod N. Kruzitkem si stanovime bod P

tak, aby bylo MP = NP, dile sestrojime spojnici q= NP a na ni si
stanovime kruzitkem bod ¢ tak, aby bylo QP NP. Spojnice QM

je #4dand kolmice k. Odtvodnéni: Jest MP = NP = QP, takie
body M, N a @ lezi na kruznici  se stfedem P. Tedy <t QM N je

Obr. 95. Obr. 96. Obr. 97.

obvodovy thel a protoze QN je primér kruznice 4, je <X QMN = R
podle Thaletovy véty.

Také tloha, spustit na pfimku p kolmici s bodu €, da se euklidov-
sky Fe§it pomoci Thaletovy véty, ale je to konstrukce slozitéjsi nez ta,
kterd je znazornéna v obr. 93. Bodem @ si vedeme libovolnou piimku
¢ (viz zase obr. 95). Je-li N prisecik primek p a ¢, najdeme si stied P
useéky QN, coz umime provésti euklidovsky. Potom si opiSeme se
stfedu P kruZnici & tak, aby prochazela bodem €. Kruznice 2 ma
s pfimkou p vedle bodu N spolecny jesté jeden bod M. Primka QM
je zadana kolmice k. Pro¢?

V obr. 96 je znazornéno, jak se euklidovsky sestrop uhel, ktery
se rovnd danému dhlu & a ma jedno rameno v dané polopiimce DE
(tedy vrchol v bodé D). Vylozte Gstné prubéh konstrukce! Abychom se
presvéddéili, Ze je spravna, mame dokazati, Ze <C GDF = «. Podle
konstrukce je

BHK ~ DGF (sss),
takze o« = <X HBK = < GDF.

V obr. 97 je znazornéno, jak se euklidovsky najde osa o thlu
< RST. Vylozte tstné pribéh konstrukce! Podle ni je SU = 8V =
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= UW = VW, takie SUWV je kosoltverec. Vime, ze Ghlopiicka SW
puli thel < VSU = < RST. Proto o = SW je osa thlu < RST.
Euklidovska konstrukce thlu 60° je zaloZena na poudce, Ze kazdy
Ghel rovnostranného trojihelnika se rovna 60°. Tato poucka
nebyla v této ¢asti u¢ebnice jesté vyslovné uvedena, ale znate poucku,
Ze proti stejnym stranam lezi stejné dhly, a poucku o souétu Ghla.
a 90° a protoze

Z téchto dvou plyne snadno.
Protoze umime euklidovsky sestrojit uhly 60°

umime euklidovsky rozpulit dany thel, dovedeme euklidovsky se-

strojit rozmanité Ghly (viz cvic. 162)
Kdyz velikost thlu je vyjadiena celym poctem stupnu, da se

uhel euklidovsky sestrojit, kdykoli pocet stupnit je nasobek tii (ale
nebudeme se to ucit); da se také dokazat, ze kdyz pocet stupiiti neni

nasobek tii, je euklidovska konstrukce nemozna. Na pt. thel 10° nelze

euklidovsky sestrojit.
V obrazcich 98 a 99 jsou znazornény euklidovské konstrukce

tlohy, vésti bodem A rovnobézku r k piimce p

r %
A \E
I/ 1\

R
O
T
-}

Obr. 98. Obr. 99.

Popis konstrukce z obr. 98: Bodem A si vedeme libovolnou
pfimku ¢ a oznac¢ime B jeji prisecik s pfimkou p. Primky p a ¢ urci
thel «. Sestrojime si euklidovsky thel § rovny dhlu « s jednim rame-
nem v poloptimce AB, ale na druhé strané od piimky ¢ nez je Ghel «.
Druhé rameno thlu g je v Zddané rovnobézce r. Odtvodnéni: Uhly
o a f jsou stridavé (pricka ¢, protaté ptimky p a r); protoze « = B,

jest 7 || p.

Popis konstrukce z obr. 99: Na piimce p si zvolime dva body
C a D. Kruzitkem si opatiime takovy bod E, aby bylo AE = CD,
DE = AC. Primka AE je 7 zddand rovnobéika r. Oduvodnéni:
Protoze AE = CD, DE = AC, je ACDE rovnobéznik, takze A E||CD.
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V tomto paragrafu se nauc¢ime, jak se muze dana tsecka eukli-
dovsky rozdélit na predepsany pocet stejnych dila. Ale napred si
uvedeme dvé poucky. JestlizZe prFimka p rovnobéZna se stranou
BC trojihelnika ABC prochazi stfedem strany AB, pak prochazi
také stiedem strany AC. V obr. 100 je tedy p| BC a S je stied
strany AB. Madme dokazati, Ze T je stied strany AC. Za tim
udelem si vedeme bodem € rovnobézku se stranou AB a oznacime
si U jeji prusec¢ik s primkou p. Protoze SU || BC, SB || UC, je BSUC
rovnobéZnik a z toho nasleduje OU = BS. Protoie také SA = BS, je
CU = SA. Tedy CU || S4, CU =84 a proto CUAS je rovnobéznik.

Obr. 100. Obr. 101. Obr. 102.

Uhlopiitky AC a SU rovnobéznika CUAS se protnou v bodé 7.
Protoze thlopiicky rovnobéznika se puli, je 7' stied usecky A0, coz
- jsme méli dokazati.

Nyni druhou poucéku (viz obr. 101)! Nechf rovnobéiky a,, a,,
a; protnou primku Py bodech P,, P,, P3, a prlmku q Vv bodech

Q1 Q,, Qy; jestlize P1P2 = P,P,, pak také 0102 = 0203 Tu poucku
dokéZzeme, kdyz vedeme pomocnou Garu Py, a uzijeme dvakrat
za sebou predeslé poucky. Poprvé ji uZijeme na trojahelnik PyP;@Q;;
piimka @, je rovnobézna se stranou P,¢), a prochdzi stiedem P,
strany P,P;; proto piimka a, prochazi sttedem S strany P3@;. Podruhé
uzijeme téze poucky na trojuhelnik QP,Qs; piimka a, je rovnobézna
se stranou P,Q, a prochézi sttedem S strany @,Ps; proto piimka a,

prochdzi stiedem strany ,@,. Ale to pravé znamena, ze @, = @@y,
coz jsme méli dokazati.

V obr. 102 je znadzornéno euklidovské feseni ulohy, rozdéliti
tsecku A B na pét stejnych dild. Popis: Bodem A4 si vedeme libovolnou
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piimku 7 a zvolime si na ni libovolny bod C). Kruzitkem si uréime
pos‘oupne dalsi body C,, C’a, Cy, Oy na primce r tak, aby bylo AC =
= 0102 = ;03 = C3C,y = C,C,. Spojime C;B a vedeme rovnobézky
Pss Ps> Pos Py 8 Primkou CyB tak, ze p, prochazi bodem €, p, bodem C,
atd. PHimky p,, Py, Ps, ps protnou piimku AB v bodech, které rozdéli
usecku AB na pét stejnych dila.

Zakladni konstrukce trojuhelnika jsme jiz probirali. Pro
opakovani zde mate jesté cvic. 165.

Znédme-li jeden ostry thel pravouhlého trojahelnika, zndme
viecky tii thly. Proto z pouc¢ky usu nasleduje, Ze pravouhly troj-
uhelnik je uren, zname-li

a) délku jedné odvésny a jeden ostry thel;

b) délku pFepony a jeden ostry iihel.

Ale pravothly trojihelnik je také urcen, zname-li
¢) délku piepony a délku jedné odvésny.
Nebot pfepona je del$i nez odvésna a proti preponé je pravy uhel;
tedy zndme dvé strany a thel proti vétsi z nich. PFi sestrojovani
v piipadé c) zaéneme obycejné tak, Ze si zvolime urc¢itou polohu dané
odvésny; vyloZte sami, jaky je potom pribéh konstrukce! Ale je
zajimavé, Ze si pii této Gloze muZeme také zvoliti ur¢itou polohu
pfepony AB (viz obr. 103): OpiSeme nad primérem 4B polokruz-

—C
il )
TR

Obr. 103. Obr. 104.

nici k; je-li dana na pi. délka AC = b, najdeme si kruzitkem na polo-
kruznici £ ten bod O, jehoz vzdilenost od bodu 4 se rovnd dané
délece b. Ze trojuhelnik ABC Je pravouhly, to plyne z Thaletovy
véty.

Pri konstrukcich lichobéznika casto pomuZe pomocna Cara
(vyctarkovana v obr. 104), ktera lichobéznik rozdéli na rovnobéznik
a na trojahelnik.

Gech: Geometrie pro 1I. t¥. stf. ¥kol. 4
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Kdezto trojihelnik je urcen, zname-li délky vSech stran, u étyr-
uhelnika uz tomu tak neni. V obr. 105 jsou zndzornény étyti dfevéné
latky, spojené v bodech 4, B, C a D tak, zZe se
A __BQ‘ kazda latka muze otaceti. V dané poloze je
ABCD cétverec, muzeme vsak body 4, C' pti-
blizit k soté nebo oddalit od sebe, takZe nam
vzniknou kosoétverce rozmanitych tvara, které
‘ . viecky maji strany tak dlouhé jako ptvodni
Bl C ¢tverec. K uréeni ¢étyrahelnika nestaci
Obr. 105. ¢tyfFi ¢iselné udaje; je jich potfeba pét
(viz cvic. 174).

Cviceni k § 7.

162. Jak byste sestrojili euklidovsky thly
15°, 30°, 45°, 60°, 75°, 90°, 105°, 120°, 135°, 150°, 165°?
Jak uhly 221°, 52%°, 674°?
163. Jak byste sestrojili euklidovsky k dané ptimce p rovnobéiku, jejiz
vzdalenost od primky p je rovné délce dané atsecky ?
164, Narysujte si tusetku AB dlouhou presné 7 cm a rozdélte ji eukli-
dovsky na sedm stejnych dila. Zméite ty dily!
Ve cvié. 165 neuZivejte pii konstrukci dhloméru, nybri sestrojujte
uhly euklidovsky. Ale pii kontrolnich mérenich uZijete ihloméru.
165. Sestrojte trojuhelnik ABC podle danych udaji:
a) @ = 53 mm, b = 81 mm, ¢ = 42 mm. Zméite uhly.
b) @ = 8,5¢cm, b = 8 cm, ¢ = 10,7 cm. Zméite thly.
c) a = "T,bcm, f="1T75° y = 45°. Zméite b, c.
d) b = 75 mm, f = 60°, y = 974°. Zméite a, c.
e) ¢ = 3,2cm, = 824°, y = 30°. Zméite a, b.
f) b 39 mm, ¢ = 55 mm, « = 1124°. Zméite a, f, y.
g) a=12,5cm, ¢ = 8cm, f = 75°. Zméite b, x, y.

166. Pomoci zakladnich poucek o uréeni trojuhelnika dokaZte, Ze rovno-
ramenny trojuhelnik je urcen, zname-li
a) délku zakladny a délku ramene;
b) délku zakladny a thel pii zdkladné;
c) délku zakladny a thel proti zékladné;
d) délku ramene a thel pii zédkladné;
e) délku ramene a uhel proti zakladné.
Také ve cvié. 167 sestrojujte dané thly euklidovsky.
167, Sestrojte rovnoramenny trojuhelnik ABC podle danych uadaja.
Zékladna je AB.
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a) ¢ = 4,7cm, f = 674°; zméite a.
b) ¢ = 72 mm, y = 97}°; zméite a.
¢) b =>5cm, f = 75% zméite c.
168. Sestrojte pravouhly trojihelnik ABC podle danych udaji. (Jest
X ACB = R.)
a) @ = 67 mm, f = 30°; zméite b, c.
b) a = 54 cm, & = 524°; zméite b, c.
c) b = 5cm, x = 75° zméite a, c.
d) b = 6em, f = 674°; zméite a, c.
e) ¢ = 7cm, x = 224°; zméite a, b.
f) @ = 37 mm, b = 51 mm; zméite c, x.
g) a = 4cm, ¢ = 8,5 cm; zméite b, .
V nésledujicich cvidenich 169 a% 174 si pokazdé napted udélejte maly
obrazec od ruky, ktery vam pomiiZe pii piemysleni o postupu prace.
169. SestrOJte euklidovsky &tverec ABCD, je-li dano:
a) AB =1 cm; zméite AC.
b) AC =9 cm; zméite AB.

170. Sestro_]te eukhdovsky obdélnik 4 BCD, _]e -li déno:
a) AB = 4 cm, AC = = 6 cm; zmdite AD.
b) BD = 8 cm, uhlopticky tvori thel < ASB = 374°; zméite strany.

171. Sestrojte rovnobéinik ABCD, je-li dano:
a) E = 4 cm, AD = 5 cm, AC = 6 cm; zméite <¢ BAD.
b) AB = 7 cm, A0 = 10 cm, BD — 8 cm; zméite BC.
c) AC = 8cm, BD = 12 cm, uhlopti¢ky tvori hel <t ASB = 60°;
zméite strany.
172, Sestrojte kosoctverec ABCD, je-li dédno:
a) BD=1 cm, { ABC = 40°; zméite AC.
b) AB =5 cm, AC =6 cm; zméite <¢ BAD.
c) AC = 6 cm, BD =9 cm; zmdéite AB.
) 173. Sestrojte lichob&’nik ABCD podle danych udaju. AB a CD jsou
zékladny.
a) E:Scm, 1?5:4cm, C-_D'=3cm, D-_A_—_3}Zcm; zméite
< BAD.
b) Z_é=5cm, E—C—:Gcm, 6’_5:2cm, D”—A=4cm; zméite
<X BAD.
¢) AB = 8 cm, CD = 5 cm, < BAD = 72°, & ABC = 40°;
zméite BC.
d) AB =4 cm, OD = 7 em, < BAD = 130°, & ABC = 70°;
zméite AD.
4



174. Sestrojte ¢tyrihelnik ABCD podle da-
nych tdaji. Oznaleni stran, thla a uhlopiidek
jako v obr. 106.

a) a =6cm,b=5cm,c =8cm,d = 10cm,

f = 105°; zméite e a f;
b) @ = 82 mm, b = 56 mm, c¢ = 42 mm,
f =93 mm, o= 70°; zmdite d a e.
¢c)c=9cm, d=32cm, f=10,6 cm,
Obr. 106. y = 85°% 0 = 124°; zméite a a b. .

§ 8. Soumérnost osova a soumérnost stiedova.

O soumérnosti o0sové jsme jiz mluvili v prvni tiidé. Tato
soumérnost je urcena primkou o, kterd se jmenuje ¢sa sou-
mérnosti. K danému geometrickému tutvaru dostaneme atvar s nim
soumérnd sdruZeny, preklopime-li pavodni tutvar kolem osy o.
Z tohoto nazorného vytvoreni fitvaru soumérné sdruzeného plyne, Ze
kazdy geometricky ttvar je shodny sttvarem soumérné sdruzenym,
neboli Ze kazdé tsecka je stejné dlouha s tisec¢kou soumérné sdruzenou
a Ze kazdy thel se rovna thlu soumérné sdruzenému.

Je-li A libovolny bod, nazveme pro kratkost obrazem bodu A4
a oznatime A’ (coZz ¢teme A s ¢arkou) bod soumérné sdruzeny s bo-
dem A. LezZi-li bod 4 na ose o, splyne s boedem A’; proto rikdme, Ze
kazdy bod na ose o je bod samodruZzny. Je-li A libovolny bod, pak
obraz A” jeho obrazu A’ splyne s ptivodnim bodem 4.

Je-li 4 libovolny bod a je-li A" jeho ob-

raz, tu je nam znamo, Ze stied S Usetky

T AA’ lezi na ose o a Ze jeo | AA’. Vime-li,

A Ze pii osové soumérnosti se neméni ani délky
usecek ani velikosti Ghli, muzeme si tuto za-

S kladni vlastnost osové soumérnosti odvo--

/" diti takto (viz obr. 107): Zvolme si na ose o li-

A bovolny bod 7. Vznikne nam trojahelnik 447

Obr. 107_ Protoze primka o je soumérné sdruzena sama

Y7 s sebou, protoze mimoto se stranou A7 naseho
trojuhelnika je sdruzena strana 4’7" a protoze pii soumérnosti se ve-
likosti thld neméni, je thel osy o se stranou A7 rovny uhlu osy o se
stranou A'T neboli o puli &C AT A4’. Z toho nasleduje, Ze piimka o ve-
dend vrcholem trojihelnika AA’7T vnikne dovnitt tohoto trojthelnika
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a proto musi protnouti protéjsi stranu, t. j. usecku AA4’. Oznadéme
si S prusecik tsecky AA’ s osou o. S trojuhelnikem AST je sou-
mérné sdruzeny trojahelnik A4'S7, takze
AST ~ A'ST;

z této shodnosti plyne predné, ze AS = A'S, coz je prva z véci, které
jsme méli dokazati; za druhé plyne z téze shodnosti, ze thly < AST
a X A’ST jsou si rovny; protoze to jsou thly vedlejsi, jsou tedy pravé
a to je druha z véci, které jsme méli dokazati.

Vychazejice z vyse vyslovené zakladni vlastnosti osové soumér-
nosti, mizeme snadno dokazati, ze pri osové soumérnosti se délky
useéek neméni. VSimnéme si nejprve takové tusecky AT, jejiz
jeden krajni bod 7' lezi na ose o. Mame zase obr. 107, ve kterém

nyni vime, Ze uhly prl vrcholu 8 ]sou pravé a je AS = A'S; dokézati
mame, Ze AT — A'T. Protoe ST — ST A8 = 'S X AST =
= X A'ST, jest ‘
AST ~ A'ST

a z toho plyne AT = A'T. Vimneme-li si nyni libovolné usecky AB,
rozeznavame tii ptipady. Predné mize tsecka 4B protnouti osu o
v bodé, ktery si oznadime 7' (viz obr. 108); za druhé mize prodlou-
Zeni usetky 4B — tieba za bod B — protnouti osu o v bodé, ktery
zase si oznadime 7' (viz obr. 109); za tfeti muze byti AB | o (viz
obr. 110). V piipadé obr. 108 vime, %e

Obr. 110.

a podobné také

mimoto je



AB = AT + TB,
A'B = AT +TH,
takze musi byti AB = A'B’.
V ptipadé obr. 109 zase je
AT = A'T, BT = B'T;
mimoto je v tomto pripadé
AB = AT —BT; A'B'=A'T—B'T,
takZe zase musi byti AB = A’B’. Koneiné v pripadé obr. 110 si
oznaéme S stied useéky AA’ a T stfed Gsetky BB’. Vime, Ze obé
primky ASA’, BTB’ jsou kolmé na o, takze jsou mezi sebou rovno-
bézné. Tedy je AS || BT; mimoto viak vime, Ze je také AB| ST.
Tedy &tyrahelnik 4 BT'S je rovnobéinik. (Je to dokonce obdélnik, ale

Vv g vevy

na tom nam uz nezalezi.) Vime, Ze u rovnobéznika protéjsi strany jsou
si rovny. Tedy ]e AS = BT. Avsak A’'S = AS, B'T = BT, takie

musi byti také A4'S = BT. Tedy étyrahelnik A'B'T'S ma dvé protéjsi
strany A4'S a B'T sobé rovné; protoze také vime, Ze ty strany jsou
rovnobé&iné, je A’B'TS rovnobéinik stejné jako ABTS. Z rovnobés-
nika ABTS soudime, Ze AB = TS z rovnobéznika A’'B’TS soudime,
te TS = A'B’; proto je AB = A'B’. ' _

Jako jsme dokazali pomoci shodnych trojuhelnikd, Ze pri sou-
mérnosti osové se neméni délky tsedek, podobné také bychom mohli
dokézati, Ze pii soumérnosti osové se neméni ani velikosti tihli. Zase
bychom musili rozeznavati rizné pripady. Ale je jednodussi usuzovati
takto. Budiz dén libovolny thel <¢ ABC. (Zvolili jsme si libovolné
bod 4 na jednom rameni a bod C' na druhém.) Sestrojime si troj-
thelnik 4 BC' i trojthelnik soumérné sdruzeny A’'B’C’. Vime, Ze

AB = A'B’, AC = A'C", BC = BC'.

Proto je
ABC ~ A'B'C" (ss8)

a z toho plyne <t ABC = < A’'B'(’, coz jsme méli dokazati.

0Od osové soumérnosti se lisi soumérnost stfedova.. Tato soumér-
nost je urtena bodem 8, ktery se jmenuje stied soumérnosti. K da-
nému geometrickému Gtvaru dostaneme utvar s nim soumérné sdru-
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Zeny, oto¢ime-li ptivodni Gtvar kolem bodu § o 180°. Z tohoto nazor-
ného vytvoreni Gtvaru soumérné sdruzeného plyne zase, Ze kazdy
geometricky atvar je shodny s Gtvarem soumérné sdruzenym, neboli
Ze kazda Gsecka je stejné dlouhd s tseckou soumérné sdruzenou a Ze
kazdy tuhel se rovna thlu soumérné sdruzenému. Pri stfedové sou-
mérnosti mame zrejmé jen jeding samodruzny bod, ktery?

Je-li 4 libovolny bod a je-li A" jeho obraz (t. j. zase bod soumérné
sdruzeny), jest ¢ ASA’ = 180° a z toho nasleduje, Ze bod S lezi na
tisetoe AA’. Protoze AS = A’S, mame zékladni vlastnost stiedové
soumérnosti: Obraz A’ libovolného bodu 4 dostaneme, prodloumme -li

tisetku AS za bod S a naneseme-li SA4’ — AS.

Vychazejice zase ze zdkladni vlastnosti stfedové soumérnosti,
dokazeme si pomoci poutek ndm znamych, ze dvé Gsecky soumérné
sdruzené jsou ste]ne dlouhé. Pro tsecku 48, jejiz jeden krajni bod je S,

je ziejmé, Ze AS = A’S. Viimnéme si za druhé takové usecky AB,
uvnitt které je bod S (viz obr. 111). Vime, Ze
AS = A4'S, BS=DBS.
Protoze vsak je
AB = AS + BS,
A'B'=4'S + B'S,

Obr. 111. Obr. 112. Obr. 113.

musi byti AB = A'B’. Podobné usuzujeme v tom piipadé, kdyz bod S
lezi na prodlouZeni tsetky AB (viz obr. 112). Provedte tisudek sami!
Zbyva ptipad, kdy bod § nelezi na piimce AB (viz obr. 113). V tomto
pripadé si v8imnéme ¢&tyrahelnika ABA'B’. Bod S je prusecik jeho
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thlopricek. Protoze

AS = A4'S, BS=B'S,
ahlopricky se navzajem puli, takze ABA'B’ je rovnobéznik. Protoze
protéjsi strany rovnobéznika jsou si rovny, jest AB = A'B’, jak
jsme méli dokazati.

Jakmile mame dokézano, ze pii stfedové soumérnosti se neméni
délky tsecek, soudime stejné jako pri soumérnosti osové, ze se neméni
ani velikosti thla.

Z obr. 111 az 113 plyne také jinad dulezita vlastnost stiedové
soumérnosti: Je-li 4B libovolna ptimka, pak piimka A’B’ soumérné
sdruzena budto s ni splyne (samodruzna pfimka) nebo je s ni rovno-
bézné.

Cviéeni k § 8.

175. Zvolte si (nepravidelny) p&titdhelnik A BCDE a sestrojte pétithelnik
soumérné sdruZeny podle zvolené osy. Provedte to tfikrat. Osu soumérnosti
volte poprvé tak, aby leZela celd vné pétitthelnika, podruhé tak, aby obsahovala
jednu stranu, potieti tak, aby protala strany AB a CD.

176. Zvolte si zase (nepravidelny) pétithelnik a sestrojte pétitihelnik sou-
mérng sdruZeny podle zvoleného sttedu. Provedte to zase tiikrat. Stied soumér-
nosti volte poprvé vng pétithelnika, podruhé na obvodé (asi ve tretiné jedné
strany), potieti uvnitt. )

177. Jaky tvar musi miti trojahelnik, aby byl osové soumérny ? Kolik os
soumérnosti mé rovnostranny trojuhelnik? MuzZe byti trojihelnik stiedové
soumeérny ?

178. Jaky tvar musi miti étyrihelnik, aby byl osové soumérny ? Stiedové
soumérny ? (Jsou dva druhy osové soumérnych étyrahelnikia!)

179. Ma-li néjaky geometricky utvar dvé k sobé kolmé osy soumdrnosti,
musi miti také stied soumérnosti. Dokazte!

180. Dokaite, %e pravidelny n-thelnik mé n os soumérnosti. Kudy pro-
chézeji? Zkoumejte napted pripady n = 3, 4, 5, 6, potom se pokuste usuzovati
obecnd. Musite rozeznavati dva piipady podle toho, zda &islo n je liché ¢i sudé.

§ 9. Geometrickd mista.

Pozorujeme-li hrot vtefinové ruc¢icky u hodinek, vidime, zZe jeho
poloha se stile méni; v8ecky tyto polohy dohromady tvori kruznici,
kterou hrot probéhne celou za kazdou minutu. Rikédme, Ze ta kruznice
je geometrické misto hrotu vterinové rucicky. Kdyz fekneme, Ze
néjakd ¢ara je geometrickym mistem bodu, jehoZ poloha je podrobena
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predepsanym podminkdm, rozumime tim, Ze dvé véci jsou splnény
zaroven: '

[1] Kazdy bod na té ¢afe vyhovuje danym podminkam.

[2] Kazdy bod, ktery danym podminkdm vyhovuje, musi leZeti
na té care.

V predchézejicim prikladé geometrickym mistem byla cela kruz-
nice, v nasledujicim prikladé geometrickym mistem je jen ¢ast
kruznice. Dejme tomu, Ze okno se da oteviit do tthlu 110°, ale ne vice.
Jaké je geometrické misto urcitého bodu na okné? Je to ziejmé oblouk
kruznice a poloméry v krajnich bodech toho oblouku sviraji thel 110°.

Tvar geometrického mista se nékdy nejsnaze urci, kdyz si napred
vyznac¢ime nékolik moznych poloh proménného bodu a potom se
- snazime uhodnouti tvar celého geometrického mista. Na konec se
musi dokazat, Ze jsme uhodli spravné; ale nékdy je tézsi objevit, jak
geometrické misto vypada, nez dokazat spravnost vysledku, ktery
jsme uhodli z nazoru.

Piiklad na pokusné urceni geome-
trického mista (viz obr. 114). A a B jsou
dva dané body. Jaké je geometrické misto
vrcholu pravého thlu, jehoz jedno rameno
prochdzi bodem A4 a druhé bodem B?
Umistéte raznymi zpisoby trojahelnikové
pravitko tak, aby jedno rameno pravého
thlu na pravitku prochazelo bodem 4
a druhé bodem B a pokazdé pichnéte
-Spendlikem do papiru na misté, kde je
vrchol pravého thlu. Dostanete Ffadu bodu, z nichz je jasné vidét, ze
geometrické misto je kruznice nad primérem AB. To plati oviem jen
tehdy, kdyz vSecky polohy pravého Ghlu lezi v pevné roviné. Geo-
metrickym mistem bez tohoto omezeni je kulova plocha.

Nékterd geometrickd mista jsou velmi dilezita. Omezime se na
geometrickd mista v roviné. Geometrické misto bodu X, jehoz
vzdalenost od daného bodu 4 se rovna dané délce 7, je kruz-
nice o sttedu 4 a poloméru r. To je oviem samoziejmé.

Geometrické misto bodu X, jehoz vzdalenost od dané
piimky cserovna dané délce v, se sklada ze dvourovnobézek
r, a7y k piimee e. (Viz obr. 115.) Zvolme si urdity bod 4 na p¥imce c

Obr. 114.
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a vztyéme v bodé A kolmici £ k primce ¢. Na piimece & si uréeme body
B,, B, (kazdy na jedné strané od pfimky c), pro které plati

Vedme bodem B; rovnobézku r; a bodem
B, rovnobézku ry k pfimce ¢. Mame doka-
zati, Ze hledané geometrické misto se skla-
dé z obou piimek 7, a r,. Takovy dikaz se
musi sklddati ze dvou ¢asti: predné se
musi ukazati, Ze kdyz bod X lezi na nékteré
Obr. 115. z ptimek 7, a 7y, jeho vzdalenost od primky
¢ je rovnd v; za druhé se musi dokéazati,

ze kdyz obracené bod X ma od piimky ¢ vzdalenost rovnou », musi
X leZeti budto na pifmce 7, nebo na piimce 7,. '
Prva ¢ast diukazu: Budiz X bod, ktery lezi tfeba na pFimce 7,.
Spustme s bodu X kolmici na pfimku ¢ a oznaéme Y patu této kolmice;

mame dokdzati, Ze XY = ». VSimneme si Ctyrthelnika AB,XY.
Protoze piimky AB; a YX jsou ob& kolmé na piimku ¢, jsou mezi
sebou rovnobéiné; také ptimky AY a B, X jsou mezi sebou rovnobéZzné.
Tedy ABIX Y je rovnobéznik a AB,;, XY jsou jeho protéjsi strany.

Proto je XY = AB neboli XY = w.

Druhé é4st dikazu. Budiz X bod takovy, Ze XY = v, kde Y
znamend patu kolmice spusténé s bodu X na piimku ¢. Mdme dokéazati,
ze X lezi budto na p¥imce 7, nebo na pfimce r,. Na té strané od ptimky
¢, na které lezi bod X, lezi jeden z boda B, a B,; budiz to na pi. bod B;.
Dokazeme, %e B;X | ¢; to pravé znamend, ze X lezi na primce 7.
V&imneme si zase ctyruhelmka AB,XY. Protoze AB;, | ¢, YX | ¢,
jest AB, | YX; protoZe AB =uv, YX = v, jest AB — YX. Proto
AB,XY je rovnobéznik a z toho nasleduje B, X || 4Y
neboli B, X | c.

AN Geometrické misto bodu X stejné vzda-
; \ leného od danéhobodu 4 jakood danéhobodu

. Bjekolmicekvztytend k pfimceAB ve stfedu
M\ 8 Gseéky AB (neboli osa usetky AB). (Viz obr.
116.) Dtkaz se sklada zase ze dvou éasti.

Prva ¢ast. Budiz X bod na piimce k. Mdme do-
Obr. 116. kazati, Ze AX = BX. Viimneme si trojahelnikd 4ASX
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a BSX se spole¢nou stranou SX. Protoze S je stied usetky AB, je
AS = BS; mimoto j je X ASX = < BSX (thly pravé). Proto je

ASX ~ BSX (sus)
a z toho nasleduje AX = BX.

Druh4 &4st. Budiz X bod takovy, ze AX = BX.Méme dokazati,
ze bod X lezi na ptimce k£ neboli, ze <t ASX = R. Zase si vS§imneme
trojuhelniki ASX a BSX. Nyni vime, Ze

ASX ~ BSX (sss)

a z toho nasleduje <t ASX = < BSX. Tedy thel ¢ ASX se rovna
svému vedlejsimu ahlu, takze ¢ ASX = R.

V obr. 117 médme dvé riznobézky a, b, které se protinaji v bodé V.
Kazda z téchto dvou pfimek je bodem V rozdélena na dvé poloptimky

P,

%
Obr. 117.

a proto vznikaji ¢ty¥i ahly «, f,y, 0 s vrcholem V.V obr. 117 mame
jesté ctyti polopiimky py, ¢y, Pa, @2 2z nichZ kazdé je osou jednoho
z uhld «, B, v, 6. Uhly « a g jsou vedlejii, takZe « + B = 2R. Proto je

(0.4 /3 o
T =F

ale g— + % je pravé uhel s rameny p, a ¢;; proto je tento uhel pravy.
Jezto také f + vy = 2R, dojdeme stejné k vysledku, Ze thel s rameny
¢, a P, je pravy. Proto uhel s rameny p, a p, je pfimy, takze polo-
piimky p, a p, dohromady vyplni pfimku p. Podobné se dokaze, zZe
poloptimky ¢, a ¢, dohromady vyplni piimku ¢. Jest

plaq
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nebot uz jsme si v8imli, Ze tthel s rameny p, a ¢, je pravy. Obé piimky
p a ¢ nazveme osamirtznobézZek a a b; tyto dvé osy tedy stoji na
sob& kolmo a puli ahly «, g, y, d.

Geometrické misto bodu X, stejné vzdaleného ode
dvourtznobézek a, b, se sklada ze dvou ptimek, totiz z obou
og riznobézek a, b. Dikaz mé zase dvé casti. .

Prva ¢ast. Budiz X bod na jedné z primek p, ¢, tieba na polo-
pfimce p,. Mame dokazati, Ze X—Y1 = XY, kde Y. 1 je pata kolmice
spusténé s bodu X na p¥imku @ a Y, je pata kolmice spu$téné s bodu X
na poloptimku b. V8imneme si trojihelniki VXY, a VXY, se spolec-
nou stranou VX! ProtoZe poloptimka VX je osou thlu«, je <¢ YV, VX =
= X Y,VX; mimoto je < VY, X = < VY,X. Proto je

VXY, >~ VXY, (suu)

a z toho nasleduje X—le X?z

Druhd ¢ast. Budiz X bod stejné vzdaleny od primky a jako
od ptimky b; mame dokazati, Ze X lezi budto na p¥imce p nebo na
piimce ¢. Bod X lezi uvniti nékterého ze ¢tyr thla «, f, v, 6; tieba
uvniti Ghlu «. S bodu X spustime kolmice na piimky @, b a oznacime
Y., Y, jejich paty. V&imneme si trojahelniki VXY, a VXY, se spo-
leénou stranou VX. Protoze X je stejné vzdalen od piimky @ jako od
p¥imky b, je XY, = XY, Mimoto < VY,X = R, & VY,X = R.
Tedy VXY, a VXY, jsou pravouhlé trojihelniky, které se shoduji
v pieponé a v jedné odvésné, tedy ve dvou stranich a v thlu proti
vétsi z nich. Proto je

VXY, =~ VXY,
a z toho ndsleduje £ Y, VX = < Y,V X, takZe X lezi na ose p; thlu «.

Budtez A4, B dva dané body. Geometrické misto bodu X,
pro ktery < AXB je uhel pravy, je kruznice & nad pramé-
rem A4B.

Prva ¢ast. Lezi-li X na kruznici k, je <¢ AXB = R podle Tha-
letovy véty.

Druhd ¢ast. Budiz <t AXB = R. Mame dokazati (viz obr. 118),
ze SX = SA, kde 8 je stied tsecky AB. V bodé A vztyéme kolmici
k ptimce AX a v bodé B vztyéme kolmici k pfimece BX; ty dvé kolmice
se protnou v bodé Y. Ctyrthelnik AXBY mé pii vrcholu A, pii
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vrcholu X a pri vrcholu B pravy thel; protoze soucet thla ¢tyrahel-
nika je 4R, je také zbyvajici thel ¢tyrthelnika AXBY pravy, tedy j jeto

obdélnik. Protoze thlopiicky obdélnika jsou si rovny, je XY = AB.

Obr. 118.

Protoze thlopiicky obdélnika (jako kazdého rovnobéinika) se puli,
prochazi prlmka XY sttedem S uhlopf*iéky AB. Mimoto SX je polo-
vina z X7, SA je polovma z AB; protoze XY = 4B, je SX = SA.

Cvic¢eni k § 9.

Ve cvi¢. 181 az 186 mate popsati tstné geometrické misto, jehoz tvar je
patrny z nézoru. -

181. Maly piedmét, ktery pustite z ruky na zem.

182. Spitka nosu ditéte na houpadce.

183. Stied kola vozu, ktery jede po rovné silnici.

184. Vrchol pravého thlu trojahelnikového pravitka, které otadite kolem
prepony.

185. NejniZzsi bod kyvadla u hodin.

186. Clovék, ktery kradi od uréitého mista k severozapadu.

187. Proménny bod P je stéle ve stejné vzddlenosti od daného bodu 4.
Jaké je geometrické misto bodu P

a) v roviné? b) v prostoru?

188. Proménny bod P je stéle ve stejné vzdéalenosti od dané p¥imky a.
Jaké je geometrické misto bodu P
a) v roviné? b) v prostoru?
189. KruZnice s pevnym polom&rem 7 a s proménnym stiedem S se pohy-
buje tak, %e stale prochézi danym bodem A. Jaké je geometrické misto bodu 8
a) v roving? b) v prostoru?

190. Kus dratu ABC je ohnut do pravého thlu v bod$ B. Poloha bodu 4
je pevna. Jaké je geometrické misto bodu C'?



62

191. Ctyii spojené tycky maji tvar rovnobznika HKLM. Poloha tydky
HK je pevna; tycka HM se muZe otaceti kolem bodu H; ty¢ka KL se muZe
otadeti kolem bodu K. Na tyéce LM je vyznalen uréity bod X. Jaké je geo-
metrické misto bodu X ? [V8imnéte si toho bodu P na strané HK, pro ktery je
PX |HM.] -

192. ABC je dany trojuhelnik; k& je dana kruZnice se stiedem A. BAFG,
CBGH jsou proménné rovnobéiniky. Bod F leZi stale na kruznici k. Jaké je
geometrické misto bodu H?

, 6
£ —
DT c
A B
Obr. 119.

193. Obr. 119 znazornuje dievénou bednu spoéivajici na vodorovné puads.
Z puvodni polohy znézornéné obrazcem, ve které dolni podstavou je ABCD, se
bedna pieklopi podél hrany BC do druhé polohy, ve které dolni podstavou je
BCGPF. Potom se bedna pieklopi znovu, tentokrate podél hrany F@G, do tteti
polohy, ve které je dolni podstavou FGHE. Potom se bedna pteklopi jests
jednou podél hrany EH do kone¢né polohy, ve které dolni podstavou je EHDA.
Narysujte geometrické misto bodu 4.
194. KL je pevné tsecka délky 3 cm. Uréete geometrické misto bodu X,
jehoZ nejkratsi vzdélenost od usecky KL je 1cm:
a) v roviné, b) v prostoru.

§ 10. Tétivy kruZnice.

Narysujte si kruznici k (stted S) a zvolte si na ni dva body 4, B.
Vite, Ze osa o usecky AB je geometrlcke misto toho bodu X, pro ktery
plati AX = BX. Protove j je jisté AS = BS lezi tedy bod S na piim-
ce o. 0sa kaZdé tétivy kruznice k prochizi stfedem kruZnice k. ProtoZe
osa lseCky AB je kolmice vztycend v jejim stfedu na piimku 4B,
muzeme dati pravé vyslovené poutce také jiné tvary:
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Je-li T stfed tétivy AB a je-li S stied kruZnice, pak bud'to oba
body S a T splynou (tétiva je primérem) nebo spojnice ST je kolma
na piimku AB.

Je-li AB tétiva kruZnice, ktera neprochazi stfedem S kruZnice,
pak kolmice spusténa s bodu S na piimku AB puli Gse¢ku AB.

Budtez dany dva body
P, Q) (viz obr.120). Vime,ze
kazdé kruznice k, kterd pro-
chdzi i bodem P i bodem @,
musi miti stfed na ose o
Gsecky P@). Obricené, zvo-
lime-li si na ose o libovolny
bod 8, je PS=@Q8S a proto
kruZnice se stfedem S a po-

lomérem PS8 prochézi (ne-
jen bodem P, nybrz také) Obr. 120.

bodem . Geometrické mi- _

sto stfedu kruZnice, ktera prochazi dvéma danymi body P, Q, je osa
isetky PQ.

Prii mnoha geometrickych tlohach se hleda bod, ktery ma vyho-
vovati zdroveli dvéma podminkdm. Takové tlohy miiZeme FeSiti
pomoci geometrickych mist. Body, které vyhovuji prvni pod-
mince, vyplni jedno geometrické misto (mazeme si je narysovati treba
¢erven¢), body, které vyhovuji druhé podmince, vyplni druhé geo-
metrické misto (mtzeme si je narysovati tieba modie). Zadany bod
musi vyhovovati obéma podminkam a proto bude lezeti tam, kde se
protne ¢ervend c¢ara s modrou. Narysujte si na pf. rovnostranny troj-
thelnik HKL s délkou strany 4 cm; budiz nasi Glohou uréiti bod M
vzdaleny 2 cm od primky HL a stejné vzdaleny od piimky HK jako
od primky KL. Geometrické misto bodu X vzdaleného 2 cm od
primky HL se sklada ze dvou rovnobézek s piimkou HL; narysujte
si je obé cervené. Geometrické misto bodu X vzdaleného od piimky
HK stejné jako od piimky KL se sklada ze dvou k sobé kolmych
primek prochazejicich bodem K a pulicich Ghly tvofené primkami
HK a KL; narysujte si toto nové geometrické misto modie. Zadany
bod M musi leZeti i na éerveném i na modrém geometrickém misté;
vidite, Ze jsou dva takové body M ; oznacte si je M,, M,.
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Narysujte si kruznici & (viz obr.
121) a na ni si zvolte tii body 4, B, C.
Tyto tii body jsou vrcholy trojthel-
nika ABC vepsanéhodo kruZnicek;
tato kruZnice je opsana trojthel-
niku ABC. Protoze kruZnice k pro-
chazi body 4, B, lezi jeji stied S na
ose p usecky AB. Z podobného diavodu
lezi stted § také na ose g usecky AC a
na ose r Usetky BC. Je-li kruZnice k
opsana trojihelniku ABC, protinaji se
osy vSech tfi stran trojihelnika ABC
v jediném bodé, totiZ ve stiedu S kruZnice k.

Obr. 121.

Nyni si obriacené zvolme libovolny trojihelnik ABC. Mime uz
dokazano, Ze se osy vSech tii stran naseho trojuhelnika protnou v je-
diném bodé? Bylo by to dokézéno, kdybychom méli zaruceno, Ze lze
nafemu trojuhelniku opsati kruznici; nebot pak vime, Ze osa kazdé
strany prochézi sttedem té kruznice. Ale snadno provedeme dikaz
i bez predpokladu, ze moznost opsati trojuhelniku kruznici je vam uz
znama. Za tim Gcelem si sestrojime napred pouze osy dvou stran,
tieba osu p strany AB a osu ¢ strany AC. Jest AB | p, AC | g, tedy
ke kazdé z obou piimek mame z bodu 4 jinou kolmici. Proto pfimky
p a g nejsou rovnohézné. Tedy jsou rtiznobézné a maji priseéik, ktery
si oznac¢ime S. Piimka p je geometrické misto toho bodu X, pro ktery
je AX = BX; primka g je geometrické misto toho bodu X, pro ktery
je AX = CX. Protoze bod S le#i na piimce p, je délka BS rovna
délce AS; protoze bod S lezi na pirimce ¢, je také délka C8 rovné
délce AS. Proto je BS = CS a z toho plyne, Ze bod S lezi také na ose r
usecky BC, nebot r je geometrické misto toho bodu X, pro ktery je
BX = CX. Tim je dokazano, Ze osy vSech tii stran trojihelnika A BC
maji spoleény bod S§. Mimoto je dokazano, Ze vSecky tii délky A8,
BS, CS jsou si rovny, takze kruznice k se stifedem S a polomérem A8
prochézi (nejen bodem A, nybrz také) bodem B a bodem C, t. j. k je
kruznice opsand trojuhelniku ABC. Tedy jsme dokazali, Ze lze kazdé-
mu trojthelniku opsati kruZnici a také jsme se naudcili, jak se tato
kruznice sestroji.
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U pravoiihlého trojiihelnika ABC s pFeponou AB leZi st¥ed opsané
kruzZnice na obvedé trojihelnika, a to uprostied pfepony. Abychom si
to odivodnili, oznatme si pismenem % kruZnici nad prtimérem AB
a pismenem S jeji st¥ed, tedy stfed pfepony. Vime, Ze k je geometrické
misto toho bodu X, pro ktery <t AXB = 90°. Protoze <t ACB == 90°,
lezi (vedle bodi 4, B také) bod €' na kruznici £, t. j. k je kruZnice
opsana trojahelniku ABC.

Dé se dokézati, Ze u ostrothlého trojuhelnika lezi stied opsané
kruznice vzdy uvnitt trojahelnika, a u tupouhlého trojihelnika
vzdy vne.

Vobr. 122 mgme troj-
thelnik ABC. S kazdého
vrcholu je spusténa kol-
mice na protéjsi stranu a
paty téchto kolmic jsou
oznaceny pismeny P, R, Q.
Tyto t¥i kolmice AP, BR,
CQ se jmenuji vyskytroj-
ihelnika ABC; urcitéji
pravime, Ze na pt. AP je
vyska prislusnd stra-
né BC; bod P je pata
té vysky.

Obr. 122.

Vobr. 122 viecky tiivysky trojahelnika A BC se protinaji v jediném
bodé H. Dokéazeme si, Ze tomu tak je u kazdého trojahelnika; bod H .
se proto jmenuje priseéik vySek trojuhelnika ABC. Abychom dospéli
k dukazu, vedme si kazdym vrcholem trojuhelnika rovnobézku s pro-
t€j8i stranou. Tyto tfi rovnobézky omezi novy trojihelnik, ktery je
v obr. 122 oznaden XY Z. Protoze AB||YC, BC||AY, je ABCY rovno-
béznik a proto je AY = BC. Protore AC | ZB, BC || ZA, je ACBZ

rovnobéznik a proto je AZ = BC. Tedy AY=AZ,+t. j. bod 4 je stied
strany YZ trojuhelnika XYZ. Protoze AP | BC, ZY || BC, je
AP | ZY. Tedy ptimka AP je osou strany YZ trojuhelnika XYZ,
Stejné se dokéze, ze piimky BR a (@ jsou osami ostatnich stran troj-
thelnika XYZ. ProtoZe vSak osy tif stran trojahelnika maji spoleé¢ny

Cech: Geometrie pro 11, t¥. stf. &kol, 5
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‘bod, musi v8ecky tii ptimky AP, BR, CQ prochizeti jednim bodem,
coz jsme méli dokazati.

U rovnoramenného trojihelnika vySka
piislusnad zékladné pali tuto zakladnu.
Budiz ABC rovnoramenny trojuhelnik se
zakladnou BC (viz obr. 123). Protoze AB=
— AC, mizeme si sestrojiti kruZnici k£ se
stifedem A, ktera prochazi obéma body
B, C. Usetka BC je tétivou kruznice k.
Je-li M jeji stied, je AM | BC podle po-
ucky ze zacatku tohoto paragrafu. To
jsme v8ak méli dokazati.

Cviéeni k § 10.

I. Osa tétivy kruZnice.

195. Narysujte si oblcuk kruZnice treba pomoci korunové mince. Jak mii-
Zete urciti stied kruznice?

196. Uvniti kruznice k si zvolte bod U. Sestrojte tétivu kruznice k piile-
nou bodem U.

197. KruZnice k, se stiedem S, a kruZnice k, se stiedem S, protinaji
se v bodech P,Q. (Viz obr. 124.) a) Dokaite, Ze PQ | S,S,. b) Dokazte, Ze

v obr. 124 je EF = GH.

198. KruZnice k, a k, jsou sou-
stiedné. C,0,D,D, je primka; body
C,, D, leZi na kruznici ky; body C,,
D, lezi na kruZnici k,. Dokaite, Ze
C,0, = D,D,.

199. AB, CD jsou dvé tétivy
kruznice o stiedu S. DokaZte:

a) Jeli AB = CD, jsou obég
ptimky AB, CD stejné vzdaleny od
bodu S. [Je-li L stied usetky AB a
je-li M stied useéky CD, dokaite, Ze
SLA ~ SMC.]

b) Jsou-li obé piimky AB,CD
stejné vzdéleny od bodu S, je AB=CD.
[Zase dokaZte, Ze SLA =~ SMC.]

Obr. 124.

II. Geometrickd mista.

200. Je dana kruznice k. Uréete geometrické misto stfedu tétivy XY,
jejiz délka je pevné déna. [UZijte vysledku cvi¢. 199 a).]

201. Na dané kruZnici k se stfedem S je dan bod 4. Proménnd tétiva 4X
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prochazi stdle bodem A. DokaZte, %e geometrické misto stfedu promeénné
tétivy je kruznice nad priamérem AS.

202. Proménné tétiva dané kruZnice k stike prochézi danym bodem M.
Sestrojte geometrické misto stiedu proménné tétivy. (Provedte dvakrit:
bod M budiz napied uvniti kruznice k, potom vné.)

203. Jsou dany dvé piimky EF | EG. Usetka dané délky se pohybuje
tak, Ze stdle leZi jeden krajni bod na piimce EF, druhy na piimce EG. Dokaite,
ze geometrické misto stfedu proménné tsecky je kruznice se stiedem K.

III. Metoda dvou geometrickych mist. (Viz téz alohy 211 az 213.)

201. Rovnostranny trojihelnik A BC mé stranu 6 cm. Urcete bod P vzdé-
leny 4 cm od vrcholu 4 a 2cem od strany BC. (Dvé feéSeni.) )

205. Rovnostranny trojuhelnik ABC ma stranu 4 cm. Urcete bod K na
primce AB vzdaleny 2 cm od piimky AC. (Dvé feSeni.) ‘

206. Rovnostranny trojuhelnik A BC' mé stranu 4 cm. Uréete bod L vzda-
leny 2cm od piimky AB a 3cm od primky AC. (Ctyfi reSeni.)

207. Sestrojte trojuhelnik 4 BC tak, aby bylo AB = 4cm, AC = 45 mm,
BC = 5 cm. Sestrojte bod M ve vzdélenosti 6 cm od vrcholu B tak, aby M byl
stejng vzdalen od pfimky AC jako od piimky BC. (Ctyti Fefeni.)

IV. KruZnice prochazejici dvéma body. :

208. Zvolte si &¢tyruhelnik EFGH. Sestrojte kruZnici, kterd ma stfed
nékde na obvodé étyrihelnika a ktera prochézi :

a) vrcholy E, F'; b) vrcholy E, Q. .

209. Narysujte si kruZnici k£ a na ni si zvolte dva body C, D. Sestro;te
kruZnici m, kterd mé stfed na kruZnici k a kterd protind kruZnici k v bodech C, D.

210. Zvolte si dva body A, B a primku p. Sestrojte kruznici, kterd pro-
chézi ob&ma danymi body a méa stted na piimee p. Je konstrukee vZdy moZné?

211. Je déna tusetka UV; UV = 5cm. Mate sestrojiti kruZnici s polo-
mérem 32 mm, kterd prochazi bodem U i bodem V. [Prvni podminka pro
stfed S: kruznice prochézi ob&éma body U, V. Druhéd podminka pro stied S:
kruznice s polom&rem 32 mm prochdzi bodem U. KaZdéd podminka uréi jedno
geometrické misto. Kolik reseni ma uloha? Bylo moZné postupovati jinak?]

212. Narysujte si rovnoramenny trojuhelnik PQR; PQ = PR = 3 cm;
QR = 5 cm. Sestrojte kruZnici, kterd prochézi bodem P i bodem @ a jejiz
stfed je tak daleko od primky P jako od piimky QR. (Dvé ieSeni.)

213. Narysujte si znovu trojthelnik PQR takovy jako ve cvi¢. 212. Sestrojte
kruznici, kterd prochézi bodem P i bodem R a jejiZ stfed vyhovu]e podmince
< QSR = 90°. (Dvé feSeni.)

Y. Kruznice opsana trojihelniku a pod.

214. Sestrojte trojuhelnik ABC tak, aby bylo

a) E:Scm,m———ﬁcm, (—7T4—=7crn;
b) AB = 4 cm, BC = 5cm,(TAT=80r.n.

Sestrojte opsanou kruZnici a zméite jeji polomér.

5*



215. Narysujte si étyrihelnik PQRS tak, aby nebylo PQ || RS. Sestrojte

bod H tak, aby bylo
a) HP = HQ, HR = RS;
b) HP = HQ, < RHS = 90°.

216. Na kruZnici si zvolte étyfi body H, F, G, H. DokaZte, Ze osy useéek
EF, EG, EH, FG, FH, GH vsecky se protinaji v jednom bodé.

217, Zvolte si éty¥iruznobéiky tak, aby Zadné ti'i z nich nesly tymz bodem.
Vynechate-li jednu z nich, omezi ostatni tii trojuhelnik. Takové trojihelniky
mate celkem CGtyfi. Opiste kaZdému z nich kruZnici shledate, Ze vSecky ty
étyii kruznice maji spoleény bod. (Neméate nic dokazovat, pouze méte pro-
vésti konstrukei. Velky obrazec!)

VI. Vysky trojihelnika.

218. Kde lezi prusecik vysSek pravouhlého trojuhelnika?

219. U ostrouhlého trojuhelnika leZi prusecik vysek uvniti trojahelnika,
u tupouhlého vné. Pro¢?

220, V trojahelniku ABC je « = 45°, H je priseéik vySek, D je pata
vysky prislusné strané 4 B. Dokazte, Ze BD = DH. (Narysujte si troji obrazec:
poprvé at oba uhly B, y jsou ostré, podruhé at je f tupy, potieti at je y tupy.)

221. Uvniti rovnob&inika PQRS je bod T' v takové poloze, Ze QT | QR,
ST | RS. Doka’te, Ze PT | QS.

222, Je-li D prusecik vySek trojuhelnika A BC, dokaite, %e C' je priseéik
vySek trojuhelnika 4 BD.

§ 11. TeEny ke kruZnici.

Zvolte siptimku p a mimonibod S (viz obr. 125). Spustte s bodu S
kolmici na pfimku p a patu oznaéite P, takze SP je vzdalenost bodu S
od piimky p. Bod P rozdéli ptimku p na dvé polopiimky. Probiha-li
bod X kteroukoli z téch polop¥imek, pocinajic polohou P, tu je vam
znamo, Ze se vzdalenost SX stale zvétsuje. Zvolime-li si nyni libovol-
nou délku 7 véti nez SP, budou na piimce p dva body X takové, Ze

SX =r (*)
(po jednom na kazdé z obou polopiimek); zvolime-li si r = SP, bude
platit (*) pro jediny bod X na piimce p, totiz pro bod P; zvolime-li
si konetné r <SP, nebude (*) platit pro Zadny bod X na ptimce p.
Zvolime-li si tii délky r,, r,, 75 tak, Ze je

rn <8P, r,= 8P, r,> SP

a opifeme-li kolem stfedu S tfi kruZnice k,, ky, ks s poloméry ry,
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Ty, 73, tu piimka p nemd s kruZnici k, Zadny spoleény bod, s kruz-
nici k, mé jediny spole¢ny bod P a s kruznici ks ma spoletné dva
body. Rikdme, ze p¥imka p leii mimo kruZnici k,, je teénou kruznice
ky (a to teénou v bodé P) a je seénou kruznice ks.
Pirimka je se¢nou kruznice,
je-1i jeji vzddlenost od stiedu
mensi nez polomér. Primka je tec-
nou kruznice, je-li jeji vzdale-
nost od stfedu rovna poloméru.
Primka lezi mimo kruznici, je-li
jeji vzdalenost od stiedu vétsi
nez polomér.
Na kruznici k se stiredem S a po-
lomérem 7 si zvolme bod A. Mysleme
si bodem 4 vedeny rozmanité primky.
Nejprve vedme bodem A piimku ¢ Obr
kolmou na ptimku S4; patou kolmice
spusténé s bodu S na primku ¢ je patrné bod A4, takze vzdalenost
primky ¢ od bodu S je rovna poloméru r; proto ¢ je teéna kruZnice k
v bodé 4. Vedeme-li si v8ak bodem 4 kteroukoli jinou p¥imku s,

. 125,

tu vzdalenost bodu 8 od p¥mky s je mendi ne% délka SA, t. j. meni
nez r, takze s je setnou kruZnice k. Kruznice se stfedem S m4
v kazdém svém bodé urc¢itou tefnu; je to kolmice vztyEena
v bodé A ke pFimee SA; kazda jind pfimka vedend bodem 4
je se¢nou kruznice.

Vobr. 126 je narysovana tec¢na ¢ ke kruznici £ vbodé 4 této kruz-
nice. Ackoli pfimka ¢ a kruznice k& maji spoletny pouze jediny bod 4,
prece se zda, jako by ty dvé c¢ary mély spoletnou celou kratkou
usecku. Muzeme si to vysvétliti takto. Zvolme si na kruznici £ bod X
blizko bodu 4. Vedme si primér AB kruznice k. Podle Thaletovy
veéty je <¢ AXDB = 90° a z toho nasleduje, Ze vobr. 125 je « + = 90°.
Podle obrazce je viak také x + w = 90°, takze musi byti = f. Je-li
bod X velmi blizko bodu 4, je ziejmé thel f velmi maly, takze také
thel o je velmi maly. Ackoli tedy piimka AX nesplyne piesné
s tecnou ¢, tvori s ni velmi maly thel, takze piiblizné splyne primka
AX s tecnou t.

Na rozdil od te¢ny rozezname se¢nu od kruznice velmi jasné uz
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v malé blizkosti spoletného bodu. Proto fikdme, %Ze kruZnice a seéna
se protinaji, kdeZto kruznice a te¢na se dotykaji.

Tecnu ¢t k narysované kruznici rovnobéznou s danou piimkou p
(kolik je takovych tefen?) muzZeme sestrojiti docela presné (ale ne
euklidovsky) posouvanim trojuhelnikového pravitka. Ale abychom
presné urcili bod dotyku (t. j. ten bod, ve kterém je ¢ te¢nou) je ne-
zbytné spustiti se stredu kruznice kolmici na p¥imku p.

Obr. 126. Obr. 127.

Narysujte si kruznici k se sttedem S a vné kruznice si zvolte bod 4.
Bodem A4 prochazeji dve teény ¢, ¢, ke kruznici k. MiZeme je sestrojiti
docela piesné (ale ne euklidovsky) pouhym piiloZenim pravitka.
K urceni boda dotyku je vSak tieba spustiti se stiedu S kolmice na
obé tecny. Ale také euklidovskd konstrukce tecen vedenych z bodu 4
je snadna (vizobr.127). Tu si sestrojime napied body dotyku 7', T',.
Postupujeme tak, Ze si nejprve narysujeme pomocnou kruznici m nad
pramérem A4S. (To dovedeme provésti euklidovsky.) Vime, Ze m je
geometrické misto toho bodu X, pro ktery plati <¢ AXS = 90°.
Protoze <t AT\S = 90°, <L AT,S = 90°, lezi oba body 7, T, na
kruznici m. Tedy body dotyku tec¢en vedenych ke kruznici &
z bodu 4 jsou prusec¢iky kruznice k£ s pomocnou kruznici m
nad praimérem A4S, kde S je stfed kruznice k. Teény samy
dostaneme, spojime-li bod 4 se sestrojenymi body dotyku.

Vsimnéme si znovu obr. 127! Mame v ném dva pravouhlé troj-
uhelniky AST,, AST,, které maji spoletnou preponu; mimoto je
8Ty, = 8T, (pro¢?). Tedy oba pravouhlé trojuhelniky se shoduji
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v preponé a v jedné odvésné, takze je
AST, ~ AST,. (*)

Ze vztahu (*) nasleduje A7, = AT,. Bod vnd kruZnice je stejnd
vzdalen od bodi dotyku obou tefen vedenych z ného ke kruZnici.
Mimoto ze vztahu (*) ndsleduje

X SAT, = < SAT,,
t. j. polopifimka AS je osou uhlu < 7 47,.

Zvolte si trojuhelnik ABC (viz
obr. 128). Chceme si oduvodnit, ze
mu lze vzdy vepsat kruznici a také
se chceme naucit, jak se vepsana
kruznice k sestroji. Stied S kruznice
k musi byti nékde wuvniti troj-
uhelnika. Vzdélenosti bodu S od
v8ech tii stran trojuhelnika musiby-
ti stejné; nebot primky AB, AC,
BC maji byti te¢nami kruznice k.
Obréacené, najdeme-li uvnité troj- Obr. 128.
thelnika 4 BC takovy bod §, Ze jeho .
vzdalenosti od stran trojihelnika se viecky tii rovnaji téze délce r, tu
kruznice se sttedem S a polomérem r bude patrné vepsana do troj-
thelnika ABC. Tedy hledame bod S podrobeny dvoji podmince:
pfedné jeho vzdalenost od primky AB ma byti takova jako jeho
vzdélenost od piimky AC, za druhé jeho vzdalenost od pirimky AB
méa byti takova jako jeho vzdalenost od primky BC. Proto bod S
dostaneme jako prusec¢ik dvou geometrickych mist. Sestrojime si
napred poloprimku p, kterd je osou uhlu «. Vite, ze kazdy bod polo-
piimky p je stejné vzdalen od primky 4B jako od primky 4C; polo-
piimka p je ¢asti geometrického mista bodu stejné vzdaleného od
pfimky AB jako od primky AC. Vite, Ze toto geometrické misto se
sklada ze dvou piimek (ze kterych?). Ale je zbytetné rysovati to
geometrické misto celé, nebot hledany bod S ma lezeti uvnitf troj-
uhelnika ABC, kdezto ta Cast geometrického mista, ktera v obr. 128
neni narysovana, jisté je vné trojahelnika. Déle si narysujeme polo-
piimku ¢, ktera je osou uhlu f. Zase kazdy bod polopiimky ¢ je
stejné vzdalen od piimky AB jako od primky BC, a kazdy bod




72

uvnitt trojuhelnika ABC stejné vzdaleny od AB jako od BC
lezi na poloptimee ¢. Je patrné, Ze se poloprimky p a ¢ protnou
v uréitém bodé S uvnité trojahelnika ABC. Protoze bod S lezi

na poloprimce p, je stejné vzda-

¢ len od piimky 4B jako od piim-
\ ky AC; protoze S lezi na polo-
A piimce ¢, je stejné vzdalen od
A i

/

5 primky AB jako od piimky BC.
\ © Tedy bod S je stejné vzdalen od
piimky AC' jako od primky BC';
a protoze lezi uvniti trojuhelnika
ABC, lezi také na ose r thlu y.
Bod 8 je stejné vzdalen od vsech
tii stran trojuhelnika; v obr. 128
jsou spustény s bodu S kolmice
na vsecky tri strany a jejich paty
jsou oznaceny T, Ty, Ty. VSecky
tri usecky S7T,, ST, ST, maji
stejnou délku r. Sestrojime-li si
kruznici k se sttedem § a polomérem 7, je k kruznice vepsand do troj-
uhelnika ABC. Tedy jsme poznali, ze do kazdého trojuhelnika lze
vepsati kruznici, a umime tuto kruzrici narysovat. Mimoto jsme
shledali: Osy vSech tii ihli trojihelnika se protinaji v jednom bodé,
totiZ ve stfedu kruZnice vepsané.

Kruznice vepsand do trojuhelnika ABC neni jedina kruZnice,
kterd se dotyka vsech tii ptimek AB, AC, BC. Jsou jesté t¥i dalsi
takové kruznice, kterym se Fika kruZniee piipsané trojihelniku ABC.
Kazda z nich je pripsana k jedné ze tii stran trojuhelnika. V obr. 129
vidite kruznici pripsanou ke strané AB. Jeji stted S dostaneme,
sestrojime-li si kterékoli dvé ze t¥i polopfimek, jez jsou v obr. 129
oznaceny p, ¢, r. Pri tom je r osa vnitiniho thlu pti vrcholu C, kdezto
P, ¢ jsou osy vnéjsich thli pti vrcholech 4, B. Odtvodnéte sami, pro¢
je bod 8 stejné vzdalen od vSech tii primek 4B, AC, BC.

/ P

Obr. 129.

Cvicéeni k § 11.
I. Teé¢na kruznice v daném bodé.

223. AB je prumér kruznice k. Dokazte, Ze teény kruZnice k v bodech
A, B jsou mezi sebou rovnobézné.

-
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224, Na kru¥nici k s pramérem AB si zvolte bod 0. Sestrojte kruZnici m,
kterd mé stied v bod® A a prochdzi bodem C.
DokaZte, e piimka BC je te¢nou kruZnice
m v bodé C.

225, Narysujte si dvé soustiedné kruz-
nice, mensi si oznalte k; a v&t§i k,. Na
kruZnici k, si zvolte bod E a sestrojte te¢nu ¢
kru¥nice k, v bod$ E. Oznadte F, G prise-
Siky primky ¢ s kruZnici k,. Dokaite, Ze
EF = EG.

226, Na kruZnici k se stfedem S si zvol-
te dva body H, K. Sestrojte teénu ¢ kruz-
nice k& v bodé H. Oznaéte P patu kolmice Obr. 130.
spusténé ‘s bodu K na piimku ¢. Dokaite,

Ze polopiimka KH je osou thlu ¢ SKP. [Oba uhly < SKH, <X HKP porov-
nejte s uhlem < KHS.]

227. V obr. 130§ je stfed kruznice a <t LSM = 90°. Doka#te, Ze MN = MP.
[Spojte SP.]

II. Teény rovnobézné s danou piimkou.

228. Narysujte si kruZnici £ s polomérem 37 mm & zvolte si pfimku p
tteba_mimo kruZnici k. Sestrojte euklidovsky ten bod kruZnice k, ve kterém
je teéna rovnobéiné s piimkou p a sestrojte tu tednu. (Dvé& TeSeni.)

III. Teény vedené z bodu ke kruZnici.

229. Narysujte si kruZnici k& (stfed S, polomér 34 mm). Zvolte si bod H
ve vzdélenosti 56 mm od bodu 8. Sestrojte euklidovsky ob& teény vedené
ke kruZnici k z bodu H. Zméite vzdélenosti bodu H od bodt dotyku.

230. Rovnobéznik je opsén kruZnici. DokaZte, Ze je to kosoltverec, jehoZ
uhlopii¢ky se protnou ve stfedu kruZnice.

231. Ke kruZnici se stiedem S jsou vedeny dvé mezi sebou rovnobéiné
teény a jeSté jedna tefna, kterd protne prvé dvé v bodech @, H. Dokaite,
Ze X GSH = 90°. ‘

1IV. KruZnice vepsani do trojihelnika a pod.

232. a) Sestrojte znovu trojuhelnik ABC podle udaju ze cvié. 214 a). Se-
strojte kruZnici vepsanou a vSecky t¥i kruZnice piipsané.

b) Opakujte s trojuhelnikem ze cvié. 214 b).

233. Narysujte si dvé rovnob&iky p, ¢ a tfeti pfimku 7 s nimi riznob&znou.
Sestrojte kruznici, kterd se dotykd vsSech tii piimek p, g, 7. (Dv8 i'eSeni.)
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