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§1* Základní vlastnosti polohy. 

I. Přímky. Než začneme probírati novou geometrickou látku, 
•zopakujeme si soustavné některé základní poznatky získané v nižších 
třídách. 

Předmětem geometrie je studium prostoru. Prostor se skládá 
•z bodů, které značíme velkými písmeny.4, B, C atd. ř někdy opatřený
mi indexy (dole) nebo čárkami (nahoře), na př. 8l9 S2i K\ K" atd. 

Z částí prostoru jsou v geometrii nejdůležitější přímky. Hlavní 
vlastnost přímek jest: dvěma různými body A, B prochází právě jedna 
přímka, které říkáme přímka AB nebo přímka BA. Přímky, a také 
jiné cáry, značíme často malými písmeny: pro přímky užíváme často 
písmen p, q. 

Připomeňme si také známý pojem roviny. Rovina má tu vlast
nost, že jakmile v ní leží dva různé body A, B, leží v ní celá přímka, 
AB. Ta část geometrie, ve které studujeme jenom útvary, které 
všecky leží v určité rovině, nazývá se planimetrie. V t o m t o r o c e 
se b u d e m e z a b ý v a t i v ý h r a d n ě p l a n í m e t r i í . 

Z hlavní vlastnosti přímek následuje, že dvě různé přímky mají 
nejvýš j e d e n společný bod. Dvě různé přímky _pl9 />2, které mají 
společný bod J , jmenují se různoběžiié přímky, krátce různoběžky; 
bod A je jejich průsečík a říkáme, že pl9 p2 se v něm protínají. Dvě 
různé přímky, které nemají žádný společný bod, jmenují se rovno
běžné přímky, krátce rovnoběžky*); ale ť a k é d v ě s p l ý v a j í c í p ř í m 
ky p o č í t á m e za r o v n o b ě ž k y . Rovnoběžnost přímek p1 ? p2 zapisu
jeme takto: p1 |! p2. 

O rovnoběžkách platí vám známá základní věta: Daným bodem A 
lze věsti k dané přímce p právě jednu rovnoběžku q. Ze základní věty 
o d v o d í m e jednoduchým úsudkem další větu: Jsou-li obě přímky 
Vn lh rovnoběžné s třetí přímkou q9 jsou pl9 p2 také mezi sebou rovno-

*j To platí ovšem jenom tehdy, jestliže obě přímky leží v téže rovině. Dvě 
přímky, které neleží v téže rovině, nemají žádný společný bod; nejsou to však 
rovnoběžky, nýbrž minioběžky. Ale'v planimetrii se rnimoběžky nevyskytují. 



běžné. Budiž tedy px , (/, /A. 7: mánie dokázati. žr /;. p2. To je zřejmé, 
jestliže />,, y>2 splynou. Jsou li vsak přímky /»,, //._, různé, nemohou míti 
žádný spolčeny bod A. protože hodem .-1 nejdou dvé různé rovnoběžky 
Po íki s přímkou 7. 

2. Polopřímky, úsečky, poloroviny. Libovolný hod .1 na dané* 
přímce (viz obr. 1) rozdělí tuto přímku na dvě polopřímky px. /v, 
které jsou navzájem opačné. Bod A je počátek obou polopřímo!;. 

Jsou-Ii .4, B dva různé 
_ . _ _ -+~ _ _ _ body na přímce p (viz obr. 2), 

'^2 pak polopřímka .4 I> je ta, která 
f ) ) ) r* ' • má počátek .4 a prochází bo-

_ _ H — „ . _ — _ .__ _ dein H: jn u iobně polopř ímka 
^ t> r HA má počátek* H a prochází 

Obr. 2. bodem .A. Ty dvě polopřímky 
jsou různé; body oběma spo 

léčné tvoří úsečku Afí neboli úsečku BA, které také říkáme spojnice 
bodů A, B. Tyto dva body jsou krajní body úsečky AB; každý jiný 
bod té úsečky Ježí uvnitř úsečky neboli mezi body A. B: vně úsečky 
AB leží ty body přímky Afí. které nenáležejí do úsečky Afí. Celá 
přímka p se skládá ze tří čas-
ti, jež jsou: .--*"*' ™# 

11] úsečka Afí: n \ 
[2] prodloužení úsečky A H p ^ 

za bod A neboli polopřímka 
opačná k polopřímce Afí: N/f, 

[3] prodloužení úsečky .4 H ()hr 3 

za bod B. 

Každá přímka p rozdělí rovinu na dvě poloroviny a tvoří bránici 
obou polorovin; každý hod ležící mimo /; leží uvnitř jedné z obou 
polorovin. Pravíme, že ty poloroviny jsou vyťaty přímkou p a že jsou 
navzájem opačo'\ Lezí-li bod C uvnitř jedné z obou polorovin, říkáme 
jí polorovina pC nebo také polorovina ABC (nebo BAC), jsou-li A, B 
dva různé body přímky p. 

Dva body //, K ležící mimo přímku p (viz obr. \\) jsou od sebe 
odděleny přímkou p. jsou-!i poloroviny pH, pK různé; splynou-li polo
roviny pil. pK. nejsou H. K od sebe odděleny přímkou p. Abychom 
poznali, který případ nastane, veďme úsečku //, Iv. Jsou-Ii II, Iv od 
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sebe odděleny, protne p úsečku HK. a nejsou-li od sebe odděleny, 
neprotne p úsečku HK. 

Bod může probíhati přímku dv^ojím způsobem, z nichž jeden je 
v obr., 4 vyznačen šipkou; říkáme, že bod může probíhati přímku ve 
dvojím smyslu, z nichž někdy volíme jeden za kladný a druhý za zá
porný. Zejména u vodorovných přímek obyčejně považujeme za 
kladný smysl od leva do pravá, u svislých smysl zdola nahoru. Bez 
ohledu na smysl můžeme říci, že 

B D 
v obr. 4 máme na přímce p čtyři ~Z~ 
body v pořádku ABDC nebo v po
řádku CDBA; každý z obou pořád- Obr. 4. 
kťi odpovídá jedné volbě smyslu. 

Každá polopřímka obsažená v přímce p určuje jeden smysl 
přímky p\ je to ten smysl, při kterém počátek je p ř e d ostatními body 
polopřímky. Dvě polopřímky obsažené v přímce p nazveme souhlasné, 
urřují-li obě týž smysl; jinak jsou nesouhlasné. Na př. v obr. 4 polo
přímky AC, BC nebo polopřímky DA, CA jsou souhlasné, kdežto 
polopřímky BA, DC nebo polopřímky AC\ CA jsou nesouhlasné. 
Opačné polopřímky jsou nesouhlasné polopřímky s týmž počátkem, 
kdežto dvě souhlasné polopřímky s týmž počátkem splynou. 

3. Uhly. Všecky polopřímky s daným počátkem V tvoří svazek 
polopřímck. který se vytvoří, jestliže se polopřímka otáčí kolem svého 
počátku V. Toto otáčení se může díti ve dvojím smyslu; buďto ve 
smyslu kladném, t . j . do leva neboli proti pohybu hodinových ručiček 
nebo ve smyslu záporném, t. j . do pravá. 

Dvě různé polopřímky V A, VB téhož svazku rozdělí svazek na 
dvě části, kterým říkáme tíhly. Bod V je vrchol obou úhlů, polopřímky 
V A, VB jsou jejich ramena; každá jiná polopřímka svazku leží uvnitř 
jednoho z obou úhlů a vně druhého. Leží-li obě ramena v téže přímce p, 
vyplní každý z obou úhlů jednu polorovinu vyťatou přímkou p; 
takové úhly se jmenují úhly přímé. Jestliže však ramena V A, VB 
neleží obě v téže přímce, pak jeden z obou úhlů se jmenuje úhel dutý 
a druhý se jmenuje úhel vypuklý; dutý úhel se skládá z těch polo-
přímek s počátkem V, které protnou úsečku AB, vypuklý úhel obsa
huje mimo jiné polopřímky opačné k polopřímkám V A, VB (viz 
obr. f>). My se budeme zabývati hlavně dutými úhly; proto dutý úhel 
s rameny V A, VB budeme obyčejně nazývati krátce úhel AVB nebo 



ovšem uhel BY A, což píšeme často <£ AVJŠ nebo ~<JiVA. Místo 
<£ AVB můžeme psáti ještě kratceji -•£ F, jestliže poloha ramen je 
zřejmá ze souvislosti nebo z obrazce. Nezřídka značíme také uhly, 
zejména zase duté úhly, řeckými písmeny nejeastěji písmeny ;x, /?. 7, 
<$, O>, někdy opatřenými indexy (a1, a2, (ij atd.). 

Dva úhly se jmenují styčné, jestliže mají jedno rameno V A spo
lečné (tudíž i společný vrchol) a jestliže se vytvoří jeden otáčením 
polopřímky ze základní polohy V A ve smyslu kladném a druhý otá
čením z téže základní polohy ve 
smyslu záporném (viz obr. 6).' 

Obr. 5, 

Dvě různoběžky s průsečíkem F určují (viz obr. 7) čtyři duté 
úhly s vrcholem V. Dva z nich se jmenují úhly vedlejší, mají-li společné 
rameno, a úhly vrcholové, nemají-li společné rameno. K danému duté

mu úhlu máme vždy d v a ú h l y 
k němu vedlejší a j e d i n ý úhel 
s ním vrcholový. Oba úhly vedlejší 
k témuž dutému úhlu jsou navzá
jem vrcholové. Dva vedlejší úhly 
jsou úhly styčné, které dohromady 
tvoří úhel přímý. 

Jestliže přímka p protne přím
ku q} v bodě F r a přímku q2 

v jiném bodě F 2 , vzniknou čtyři 
úhly při vrcholu F x a čtyři úhly při vrcholu F 2 . Vybereme-li z těchto 

Obr. 7. 



osmi úhlů dva, jeden s vrcholem Vt a druhý s vrcholem V2, pak 
ty dva úhly se jmenují 

[1] úhly souhlasné, jestliže ramena ležící v přímce 
ramena jsou "obe v téže 
v obr. 8); 

p jsou dve 
polorovino souhlasné polopřímky a druhá 

vyťaté přímkou p (na př.. L\l9 a. 
[2J úhly přilehlé, jestliže 

ramena ležící v přímce p jsou 
dvě ne souhlasné polopřímky 
a druhá ramena jsou obě v téže 
polorovině vyťaté přímkou p 
(na př. \ly o2 nebo \2. dx 

v obr. 8); 
[3] úhly střídavé, jestliže 

ramena ležící v přímce p jsou 
dvě nesouhlasné polopřímky a 
druhá ramena jsou v různých 
polorovinách vyťatých přím
kou p (na př. ,\u y2 nebo a2, 
yx v obr. 8); 

[4] líhly protilehlé, jestliže ramena ležící v přímce p jsou dvě 
souhlasné polopřímky a druhá ramena jsou v různých polorovinách 
vyťatých přímkou p (na př. ocufi2v °br. 8). 

4. Lomené cáry a mnohoúhelníky. Lomená ěára A^AX... An (viz 
obr. 9 pro n == 4) se skládá z několika úseček 

AQAX, A1A2, . . . , An^.xAn, 

Obr. 8. 

Obr. 9. Obr. 10. 

z nichž dvě sousední mají vždy jeden krajní bod společný, ale neleží 
obě v téže přímce, kdežto dvě nesousední nemají vůbec žádný spo
lečný bod, takže na př. cáru z obr, 10 nepovažujeme za lomenou cáru. 



Body 

jsou vrcholy a. úsečky 
• I,, Au 

Л 0 Л.. Л,Л2, ••;AH ,Л, 

jsou strany lomené čáry A0AX ... An\ body A0, An jsou její krajní body. 
Počet vrcholů lomené cáry je vždy o jedničku větší nežli počet 
stran. Lomená čára A{)AX...AH je ovšem totožná s lomenou čarou 

л,л, ...л0. 
U lomené čáry A{)AX . . . Att jsou body A{).. An od sebe různé. 

Jestliže A0 splyne s Ain přejde lomená čára ve mnohoúhelník (určitěji 
Húhelník) AXA2 ... An. Mnohoúhelník má n vrcholu 

A,, A,,..., A„ 

a týž počet n stran 

A i A 2, A 2 A ^ ..., A n __ iA. n. A n A t. 

Z každého vrcholu -vycházejí dvé strany, které se jmenují sousední; 
každá strana má své krajní body ve dvou vrcholech, které se zase 

OЬг. 11. Obr. 12. 

jmenují sousední. Dvě sousední strany neleží v téže přímce. Dvě ne-
sousední strany nemají žádný společný bod. Úsečka, jejíž krajní body 
jsou dva nesousední vrcholy, jmenuje se úhlopříčka nebo diagonála 
mnohoúhelníka. U trojúhelníka {n = 3, viz obr. 11) jsou každé dva 
vrcholy sousední a úhlopříček není. U čtyrúhelníka (n = 4, viz obr. 
12 a 13) jsou dvě úhlopříčky. Vrcholy mnohoúhelníka píšeme vždy 
v takovém pořádku, že dva vrcholy napsané přímo za sebou jsou 
sousední; první a poslední vrchol jsou potom také sousední. Při tom 
můžeme začíti kterýmkoli vrcholem a na druhé místo dáti jeden nebo 



druhý z obou vrcholu sousedních. Pouze u trojúhelníka můžeme 
zapsati vrcholy v úplně libovolném pořádku za sebou. 

Každý mnohoiihelník rozdělí rovinu na dvě části, z nichž jedna 
se rozprostírá do nekonečna a jmenuje se vnějšek mnohoúhelníka; 
druhá část, která je celá v koneřnu, jmenuje se vnitřek mnohoúhel
níka. Body mnohoúhelníka nepočítáme ani do vnějšku ani do vnitřku. 
Mnohoúhelník se svým vnitřkem dohromady tvoří plochu mnoho
úhelníka. Velmi často se však ploše mnohoúhelníka říká mnohoúhelník; 
čára zde zvaná mnohoúhelník nese potom název obvod mnohoúhelníka. 

Obr. 13. Obr. 14. 

Nejjednodušší a nejdůležitější jsou mnohoúhelníky vypuklé. 
Mnohoúhelník se nazývá vypuklý, jestliže pro k a ž d o u stranu AB 
platí, že všechny vrcholy (a tudíž i celý mnohoúhelník i se svým 
vnitřkem) leží v jediné polorovině vyťaté přímkou AB. K a ž d ý 
t r o j ú h e l n í k je v y p u k l ý . Čtyrúhelník ABCD v obr. 12 je vypuklý, 
ětyrúhelník ABCD v obr. 13 není vypuklý. 

Mnohoúhelník, který není vypuklý, má (viz obr. 14) aspoň jednu 
takovou stranu AB, že některé dva vrcholy, třeba vrcholy C, F, jsou 
od sebe odděleny přímkou AB. Ty dva vrcholy jsou na mnohoúhel
níku spojeny lomenou čarou, jejíž jedna strana, třeba strana EF, má 
krajní body od sebe oddělené přímkou AB, pročež ta strana protne 
přímku AB v bodě P. Tedy mnohoúhelník, který není vypuklý, má 
aspoň jednu takovou stranu AB, že přímka AB obsahuje aspoň jeden 
bod mnohoúhelníka ležící mimo úsečku AB. Naproti p r o k a ž d o u 
s t r a n u AB v y p u k l é h o m n o h o ú h e l n í k a p l a t í , že p ř í m k a AB 
m á s m n o h o ú h e l n í k e m s p o l e č n o u p o u z e ú s e č k u AB. Necht 
naopak (viz zase obr. 14) mnohoúhelník obsahuje bod P ležící třeba 
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na prodloužení úsečky A B za bod A. Vrchol A je krajním bodem strany 
AO a úsečka BP protne přímku AO v bodě A, takže body Bf P mno
hoúhelníka jsou od sebe odděleny přímkou AO. pročež mnohoúhel
ník není vypuklý. 

P ř í m k a p, k t e r á n e o b s a h u j e ž á d n o u s t r a n u v y p u k l é h o 
m n o h o ú h e l n í k a , p r o t n e m n o h o ú h e l n í k n e j v ý š ve d v o u 
b o d e c h . Nechť naopak (viz obr. 15) taková přímka p obsahuje tři 

Obг. 15. Obr. 16. 

různé body A, B, C mnohoúhelníka, při čemž nechť třeba B leží mezi 
i a C . Bod JB náleží určité straně FG mnohoúhelníka, při čemž přímka 
FG je různá od p. Úsečka AC protne přímku FG v bodě J5, takže body 
A, C mnohoúhelníka jsou od sebe odděleny přímkou FG, pročež mno
hoúhelník není vypuklý. 

Vypuklé mnohoúhelníky mají řadu jiných jednoduchých vlast
ností. Na př. k a ž d á ú h l o p ř í č k a v y p u k l é h o m n o h o ú h e l n í k a 
leží c e l á (až na své krajní body) u v n i t ř m n o h o ú h e l n í k a . Dá 
se dokázati, že také každý nevypuklý mnohoúhelník má aspoň jednu 
úhlopříčku, která je celá uvnitř, ale musí také míti aspoň jednu úhlo
příčku, která je celá vně a m ů ž e m í t i také takové úhlopříčky, 
které jsou jen z části uvnitř mnohoúhelníka. 

Také lomenou čáru nazýváme vypuklou, jestliže pro k a ž d o u 
stranu AB platí, že všechny vrcholy (a tudíž i celá lomená čára) leží 
v jediné polorovině vyťaté přímkou AB. Lomená čára v obr. 9 není 
vypuklá. Vynecháme-li jednu stranu vypuMého .mnohoúhelníka,vznik-
ne vypuklá lomená čára. Obráceně z každé vypuklé lomené čáry při-
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pojením spojnice krajních bodů vznikne vypuklý mnohoúhelník. Na
proti tomu u nevypuklé lomené čáry se může státi (viz obr. 16), že 
spojnice krajních bodů lomené čáry tuto čáru protne, takže vůbec 
nevznikne mnohoúhelník, nebo (viz obr. 17) sice mnohoúhelník vznik
ne, ne však vypuklý. 

Budiž V libovolný vrchol mnohoúhelníka a buďtež H, K oba 
vrcholy k němu sousední. Jestliže mnohoúhelník je vypuklý (viz obr. 
18), leží celý v polorovině HVK a také celý v polorovině KVH, takže 

OЪr. 17. Obr. 18. 

leží celý v dutém úhlu <£ HVK; tento dutý úhel se jmenuje vnitřní 
úhel mnohoúhelníka při vrcholu V; také celý vnitřek mnohoúhelníka 
je částí tohoto úhlu. Vnějším úhlem při vrcholu V.vypuklého mnoho
úhelníka rozumíme úhel vedlejší k úhlu vnitřnímu, takže jsou dva 
takové úhly; v obr. 18 to jsou <£ PVH, •<£ QVK. U nevypuklého mno
hoúhelníka nezavádíme pojem vnějšího úhlu a pojem vnitřního úhlu 
musíme zavésti trochu jinak. Vyložme si to pro čtyrůhelník ABCD 
v obr.'13! Vnitřek tohoto čtyrúhelníka je částí dutého úliu <£ BAD, 
který je vnitřním úhlem při vrcholu A. Dutý úhel <£ ABC sice ne
obsahuje celý vnitřek čtyrúhelníka, ale aspoň ta část vnitřku čtyr
úhelníka, která je v blízkosti vrcholu B, je částí toho dutého úhlu, 
který zase je vnitřním úhlem při vrcholu B. Podobně dutý úhel 
<£ ADC je vnitřním úhlem při vrcholu D. Naproti tomu ani ta část 
vnitřku čtyrúhelníka, která je v blízkosti vrcholu C, není částí dutého 
úhlu <£ BCĎ, pročež vnitřním úhlem při vrcholu C nerozumíme tento 
dutý úhel, nýbrž vypuklý úhel s rameny GB, CD. Dá se ukázati, 
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že u každého nevypuklého mnohoúhelníka aspoň tři vnitřní uhly jsou 
duté a aspoň jeden vnitřní úhel je vypuklý. U vypuklého mnohoúhel
níka jsou ovšem všecky vnitřní i vnější úhly duté. 

U čtyrúhelníka ABOD se muže státi (viz obr. 19), že je AB\\ CD, 
AD j | BC; takový čtyrňhelník se jmenuje rovnoběžník. Rovnoběžníky 
se velmi často vyskytují v geometrických úvahách. Může se také 

D/ \C 

\ 
A£. 

Obr. 19. Obr. 20. 

státi (viz obr. 20), že je sice na př. AB \\ CD, ne však AD || BC; takový 
etyrúhelník se jmenuje lichoběžník, strany AB, CD se jmenují základ
ny a strany AD, BC se jmenují ramena. Jestliže konečně není ani 
AB || CD, ani AD \\ BC, pak ABCD je r&znobežník. Každý rovno
běžník a každý lichoběžník je vypuklý; rfiznobcžník může, ale nemusí 
býti vypuklý (viz obr. 12 a 13). 

Cvičení. 

1. Je-li přímka p rňznobežná s přímkou qx a je-li qr j, 72, dokažte, že přímka 
p je různoběžná s přímkou q2\ 

2. Jsou-li dány čtyři růziié přímky, kolik mají celkem průsečíků? (Ně
které přímky mohou býti rovnoběžné, také mohou více než dvě přímky pro
cházeti jednihi bodem. Celkem je osm možných případů. Znázorněte každý 
případ obrazcem od ruky.) 

3. Je dáno n různých přímek; žádné dvě nejsou rovnoběžné; žádné tři 
nejdou jedním bodem. Kolik mají celkem průsečíku? (Kolik průyocíků má 
j e d n a z daných přímek s ostatními? Kolik by to bylo celkem průsečíků? Koli
krát by byl každý průsečík počítán?) 

•4. Nechť A, i*, C, D jsou čtyři různé body na téže přímce. 
a) Jestliže B leží mezi A a C a jestliže C leží mezi A a D, co můžete říci 

o bodech Ay B, D? Co o bodech"/.?, C, D? 
b) Jestliže B leží mezi A a C a jestliže C leží mezi B a D, co můžete říci 

o bodech A, B9 DtCo o bodech A, C, D? 
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c) Jestliže B leží mezi A a C a jestliže H leží také mezi AI a Df co můžete 
říci o bodech B, C, Dl 

5. Jestliže pět různých bodů leží mimo přímku p, kolik úseček spojujících 
dva z nich protne přímku pí (Jsou tři různé možnosti.) 

6. Dutý úhel <£ A VB je společná část dvou polorovin. Kterých ? Vypuklý 
úhel s týmiž rameny se skládá ze dvou polorovin. Ze kterých? 

7. Zapište všecky dvojice vedlejších úhlů v obr. 7! Kolik je jich? Zapište 
také dvojice vrcholových úhlů! Kolik je jich? 

8. V obr. 8 je vyznačeno řeckými písmeny osm úhlů, ze kterých lze sesta
viti 28 dvojic úhlů. Vypište všech 28 dvojic a u každé dvojice zapište příslušný 
název! 

9. Dva styčné duté úhly nemají mimo společné rameno žádnou jinou spo
lečnou polopřímku. Jestliže ze dvou styčných úhlů je jenom jeden dutý, m u s í 
to také platiti? M ů ž e to v tomto případě platiti? Co když žádný z obou styč
ných úhlů není dutý? 

10. Plocha trojúhelníka ABC je společná část tří polorovin. Kterých? 
Podobně u každého vypuklého mnohoúhelníka. 

11. Zapište všemi možnými způsoby správně za sebou vrcholy Čtyřúhel-
níka ABCDX (Je celkem 8 způsobů.) 

12. Kolik úhlopříček má n-úhelník? (Řešte podobné jako cvič. 3.) 
13. Narýsujte si vypuklý pětiúhelník a všech pět jeho úhlopříček. Na 

jaké mnohoúhelníky se jimi rozdělí plocha pětiúhelníka? 
14. Pro polohu úhlopříček nevypuklého pětiúhelníka mohou nastati tyto 

případy: * 
a) čtyři úhlopříčky leží uvnitř a pátá leží vně; 
b) dvě úhlopříčky leží uvnitř a tři leží vně; 
c) tři úhlopříčky leží uvnitř, jedna leží vně, jedna Ježí zčásti uvnitř; 
d) dvě úhlopříčky leží uvnitř, dvě leží vně, jedna leží zčásti uvnitř; 
e) dvě úhlopříčky leží uvnitř, jedna Ježí vně, dvě leží zčásti uvnitř. 

Narýsujte příklad pro každou z uvedených pěti možností! 
15. Zvolte si trojúhelník ABC. Kde musíte 

zvoliti bod D, aby vznikl čtyřúhelník ABCD! (Dvě 
nesousední strany se nesmějí protnout a dvě sou
sední strany nesmějí ležet obě v téže přímce.) Pro 
které polohy bodu D je ten čtyřúhelník vypuklý? 
Kde musíte zvolit bod D, aby budto ABDC nebo 
A DBC byl vypuklý čtyřúhelník ? 

16. Zvolte si vypuklý různoběžník ABCD a 
vyznačte výčárkováním ty části roviny, ve kte
rých musíte zvoliti bod E, aby budto ABCDE nebe» 
ABCED nebo ABECD nebo AEBCD byl vy- Obr. 21. 
puklý pětiúhelník! 

17. Opakujte cvič. 16 s lichoběžníkem ABCD i 
18. Opakujte cvič. 16 s rovnoběžníkem ABCDl 
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19. Zvolte si lomenou čaru asi jako v obr. 21! Vyčárkujte ty části roviny ř 

ve kterých nesmíte zvolit bod E, má-li vám vzniknouti lomená čára ABCDEl 
20. Opakujte cvič. 19 s obr. 22! 
21. Opakujte cvič. 19 s obr. 23! 
22. Je-li ABCD vypuklý čtyrúhelník, pak žádný jiný čtyrúhelník nemá 

vrcholy A, B, C, D. Co když čtyrúhelník ABCD není vypuklý? 

ö ч A 

Obr. 22 Obr. 23. Obr. 24. 

23. Body A, D se dají spojiti jedinou lomenou čarou obsaženou v čáře 
narýsované v obr. 24. Každé jiné dva z bodů A, B, C, D se dají spojiti dvěma 
různými takovými lomenými čarami. Přesvčdčte se o tom! (Úsečky počítáme 
mezi lomené čáry.) 

F, 

a 

OЪľ. 25. 

A Қ Қ D 
Obr. 26. 

24. Pro každé dva body vybrané z pěti bodů A\ B, C, D, E vypište všecky 
je spojující lomené čáry obsažené v čáře narýsované v obr. 25! 

25. V čáře narýsované v obr. 26 lze nalézti 24 různých lomených čar spo
jující body A a B. Vypište aspoň deset těch lomených Čar! 

26. V čáře narýsované v obr. 26 lze nalézti: 
a) 11 čtyrúhelníků, b) 8 šestiúhelníků, c) 8 osmiúhelníků, d) jeden 

dvanáctiúhelník. 
Vypište všecky ty mnohoúhelníky! 

27. Nevypuklý pětiúhelník může míti: 
a) jediný vypuklý vnitřní úhel, 
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b) dva vypuklé vnitřní úhly ve dvou soused nich vrcholech, 
c) dva vypuklé vnitřní úhly ve dvou nesousedních vrcholech. 

Pro každou možnost narýsujte jeden příklad! 
28. Plocha vypuklého čtyrúhelníka se dá dvěma způsoby rozložiti na 

plochy dvou trojúhelníků. Vyložte! Jak je tomu u nevypuklého čtyrúhelníka? 
2 J). Plocha každého vypuklého r ňznoběžníka vznikne d v o j í m z p ů s o b e m 

tak, že od plochy jednoho trojúhelníka se ubere plocha jiného trojúhelníka. Jak 
je tomu u lichoběžníka, u rovnoběžníka a u nevypuklého čtyrúhelníka? 

§ 2. Základní vlastnosti velikosti. 

5. Velikost úseček. Dvě dané úsečky AXBX, A2B2 buďto* mají 
stejnou velikost neboli (lelku, načež pravíme, že jsou si rovny a píšeme 

AXBX = A2B2 nebo AJi2 = AXB1% 

nebo je jedna z nich menší neboli kratší než druhá, která je potom 
vetší neboli delší než prvá. Je-li na př. AXBX menší než A2B2, píšeme 

Aj&i < A2B2 nebo A2B2 > Á^. 

Leží-li bod C mezi body A a B (viz obr. 27), jest 

A C B 
Obr. 27. • -

AC <AB, GB<rÁB\ 

úsečka AB je součet úseček AC, GB, což píšeme 

AC + GB = AB, 

a úsečka GB je rozdíl úseček AB, AC, což píšeme 

AB — AC^- GB; 

podobné je ovšem také AB — GB = AC. Součet a rozdíl dvou úseček 
jsou určeny pouze co do velikosti, nikoli co do polohy. 

Můžeme také sčítati tři nebo více úseček. Zvláště důležitý je 
případ, kdy všichni sčítanci jsou si rovni. Součet CD n liseček rovných 
úsečce AB se jmenuje ?t-násobek úsečky AB a píšeme 

GD^n.AB. 
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Úsečka AB je potom n-íina úsečky CD a píšeme 

ÁB = -1 .07) . 

Obecněji, jsou-Ii w, w, celá kladná čísla, znamená 

n 

že úsečka £7F je m-násobek jedné w-tiny úsečky PQ. 

Obyčejně se volí určitá délka HK za délkovou jednotku: nej-
častěji je to 1 cm. Velikost libovolné úsečky AB je potom tvaru 

AB„ x.HK, \ (1) 

kde x je kladné číslo, které se 
'Í-L . -H 8 jmenuje inčrné říslo úsečky AB. 

H K ^ e~^ délková jednotka známa ze 
1 ' ' ' * souvislosti, můžeme místo (1) psáti 

U U* jednoduše AB = x. Je-li x číslo 
Obr. 28. celé, pak úsečka AB je násobek 

úsečky HK, na př. pro x = 3 je 
AB trojnásobek úsečky HK. Je-li x zlomek, pak jsou obe úsečky 
ABy HK společnými násobky třetí úsečky: na př. pro x •-- f je (viz 
obr. 28) úsečka AB trojnásobek úsečky GD, jejímž čtyřnásobkem je 
úsečka HK. 

Číslo x ve vztahu (1) nemusí však býti ani číslo celé ani zlomek, 
nýbrž to také může býti číslo iracionální. Na př. pro úhlopříčku HL 
čtverce HKTJM se stranou HK plyne ze známé Pythagorovy věty 
vztah 

HL =--- ]'2 . HK. 

kde číslo 
]/2 = 1,4142136,;.. 

je číslo iracionální. Prakticky můžeme iracionální číslo vždycky na
hraditi zlomkem, který se od něho liší tak málo, že na tom nezáleží. 
V našem případě je na př. 

^^HK<HL<^^HK, . 1000000 1000000 
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kde úsečka na levo i úsečka na právo se liší od úsečky HL o úsečku 
kratší než je milióntina úsečky HK. 

Je-li zvolena určitá délková jednotka, pak při sčítání úseček se 
sečtou jejich měrná čísla; podobně je tomu při odčítání a při násobení 
úsečky číslem (celým, lomeným nebo iracionálním). 

Protože úsečka je úplně určena svými krajními body, závisí veli
kost úsečky AB pouze na poloze bodů A, B. Z tohoto důvodu se veli
kost úsečky AB často také nazývá vzdálenost bodů A, B (nebo vzdá
lenost bodu A od bodu B nebo bodu B od bodu -4).*) 

Je-li dán bod S a 
délka r, pak všecky ty 
body, jejichž vzdále
nost od bodu S je rov
na r, vyplní uzavřenou ^** 
čáru k (viz obr. 29), 
která se jmenuje kruž
nice. Délka r se jme
nuje poloměr kružnice. 
Poloměr kružnice k je 
co do vel ikost i jed
noznačně určen; co do 
polohy rozumíme po
loměrem kružnice k 
každou úsečku SX, kde X je libovolný bod na kružnici k, takže 
v tomto smyslu je poloměrů nekonečně mnoho. Kružnice rozdělí ro
vinu na dvě části, vnitřek a vnějšek. Uvnitř kružnice k leží vedle 
bodu S všecky ty body 7, pro něž je SY < r; vně leží ty body Z, 
pro něž je SZ > r. Kružnice se svým vnitřkem tvoří plochu, která 
se jmenuje kruh; kružnice je obvod kruhu. Každá přímka S protne 
kružnici k ve dvou bodech Xl3 X2 a kruh v úsečce XXX2 zvané prů
měr kružnice. Bod S je střed úsečky XXX2, to znamená, že je SXX = SX2. 
Pravíme, že S je střed kružnice k. Co do velikosti je průměr kružnice 
jednoznačně určen a je roven 2r. Kružnicemi se budeme později po
drobně zabývati. 

' * ; - \ 

Obr. 29. 

*) Splynou-li body A9 B9 pak jejich vzdáleností je číslo nula. 

Cech: Geometrie pro IV. tř. stř. škol. 
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<>. Velikost ťililii. Jako úsečky tak i úhly třídíme podle v e l i k o s t i . 
Dva úhly x, fi jsou si zase buďto r o v n y (x = fi), nebo je \ m e n š í 
než fi (\ < fi neboli fi > \) nebo je x v e t š í než fi (\ > fi neboli fi < x). 
V š e c k y p ř í m é ú h l y j s o u si r o v n y . K a ž d ý d u t ý ú h e l je m e n š í 
n e ž ú h e l p ř í m ý a k a ž d ý v y p u k l ý ú h e l je v ě t š í než ú h e l př í
mý. Podobně jako u úseček zavádíme i u úhel pojem s o u č t u x + fi 
(a také pojem souětu více než dvou úhlů), pojem r o z d í l u t\ — /? a po
jem součinu x . a (kde x je kladné ěíslo, celé, lomené nebo iracionální). 

Za ú h l o v o u j e d n o t k u bereme velmi často iihel, jehož velikost 
je rovna polovině úhlu přímého. Takový úhel se jmenuje úhel pravý 
a jeho velikost se obyčejně značí R (z latinského rectus = pravý). 
Velikost přímého iihlu je 2R; pro dutý úhel A máme x < 2R, pro 
vypuklý úhel x máme 2/2 < ^ < 4i?. Je-li x < 2R, f. j . je-li x úhel 
dutý, máme tři možnosti: 

[l] x =•••- R, x je úhel pravý; 
[2] \ < R, x je úhel ostrý; 
[3] R < (x < 2R, x je úhel tupý. 

Pro ostré a tupé úhly se někdy zavádí společný název ú h l y k o s é . 
V praxi se od pradávna užívá úhlové jednotky OOkrát menší než 

úhel pravý, která se jmenuje stupeň (1°); šedesátiňa stupně je úhlová 
minuta (1/), šedesátiňa minuty úhlová vteřina neboli sekunda (1"). 
Příklad: 36° 25'34*. 

Dva úhly x, fi se jmenují doplňkové, je-li x + fi = R neboli 
x 4- fi =-. 90°; oba úhly jsou ovšem ostré. Dva úhly oc, fi se jmenují 

výplňkové, je-li x + fi = 2R neboli x + fi = 
= 180°; takové úhly jsou buďto oba pra
vé nebo je jeden ostrý a jeden tupý. 

Zřejmě vedlejší úhly jsou výplňkové. 
Opak neplatí, protože název výplňkové se 
týká pouze velikosti, ne také polohy. 

Vrcholové úhly jsou si rovny. Neboť 

obr. 30. v o b r - 3 0 i e * + y = 2E> P + y = 2E> 
tedy .x = 2R—y, fi = 2R — y, takže oc = fi. 

Jestliže jeden ze čtyř úhlů tvořených dvěma různoběžnými přím
kami je pravý, jsou všecky čtyři úhly pravé; proč? O takových dvou 
přímkách p, q pravíme, že stojí na sobě kolmo nebo že jedna z nich je 
kolmice ke druhé; označení p j _ q nebo q J_ p. 
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Budiž dán úhel A a polopřímka px s počátkem O. Zvolme si jednu 
z obou polorovin vyťatých přímkou p9 jejíž částí je polopřímka px. 
Pak je v této polorovině právě jedna polopřímka q, která spolu s polo-
přímkou px dává ramena úhlu rovného úhlu x. Je-li zejména a --= R, 
vychází: Bodem O daným na přímce /; lze vésti k této přímce právě 
jednu kolmici q. Pravíme, že g je kolmice vztyřenák přímce p v bode O. 

7. Osová souměrnost; osa úsečky; rovnoramenný trojúhelník. 
Jedním z nejzákladnějších pojmů v geometrii je obecný pojem shod
nosti. Dva geometrické útvary se jmenují shodné, je-li možné jeden 
z nich přemístiti tak, aby se úplné kryl s druhým. P ř i p ř e m í s t ě n í 
se n e m ě n í a n i v e l i k o s t ú s e č e k a n i v e l i k o s t ú h l ů . 

Jeden z nejdůležitějších dru
hů přemístění je osová souměr
nost neboli překlopení roviny ko
lem přímky p, zvané osou sou
měrnosti. Každý bod na ose p 
splyne se svým souměrně sdruže
ným. Leží-li však bod A mimo osu 
p (viz obr. 31), nesplyne bod A se 
souměrně sdruženým bodem A', 
nýbrž body A, A' jsou od sebe 
odděleny přímkou p, která proto 
protne úsečku A A' v určitém bodě C. Budiž B kterýkoli jiný 
bod osy | ) . Jelikož při osové souměrnosti velikost úhlů se nemění, 
je <£ ABC polovina přímého úhlu s rameny CA, CA', kdežto <£ ABC 
je polovina dutého úhlu <X ABA'. Tedy <£ AGB je úhel pravý, 
<£ ABC je úhel ostrý. 

Z toho plyne především: Bodem A daným mimo přímku pize 
vésti ktéto přímce právě jednu kolmici*) AC. Pravíme, že AC je kol
mice spuštěná na přímku p s bodu A a, že bod C je pata této kolmice. 

Jsou-li ql9 q2 dvě kolmice k téže přímce p, je qt || q2. To je zřejmé, 
jestliže přímky ql9 q2 splynou. Jsou-li však přímky ql9 q2 různé,nemo-
hou míti žádný společný bod H, neboť takovým bodem H by prochá
zely dvě různé kolmice ql9 q2 ke přímce p, což je nemožné. Obráceně 
platí: Je-li qx J_ p a je-li qx \\ q2, je také q2 _J_ p. Neboť bodem K libo
volně zvoleným na přímce q2 lze jistě vésti kolmici q'2 ke přímce p. 

Obr. 31. 

.*) O bodech ležících n a p ř í m c e p je nám to již známo (viz konec odst. 6). 
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Pak je qx J_ P> q'% l p a tedy podle předešlé věty je q± || q'2. Ježto také 
9i II ?2> J e ?2 II ?'» a j©žto obe přímky g2, q'2 mají společný bod išT, musí 
splynout, takže q2 stojí kolmo na p. 

Vraťme se k obr. 31! Ježto při osové souměrnosti se nemění veli
kost úseček, je C střed úsečky AA'. Tedy bod A' souměrně sdru
žený s bodem A vzhledem ke přímce p dostaneme, jest l iže 
určíme p a t u C kolmice spuštěné s bodu A na př ímku p a na 
prodloužení úsečky AC za bod C naneseme CA' = AC. 

Budiž dána libovolná úsečka AA' (viz zase obr. 31). Osou úsečky 
A A' rozumíme kolmici p vztyčenou k přímce A A' ve středu C úsečky 
AA'. Podle předešlého jsou body A, A' souměrné vzhledem k přímce 
p, pročež AB = A'B pro každý bod B přímky p. Tedy každý bod na 
ose úsečky A A' je stejně vzdálen od obou bodů A, A'. Že pouze body 
na ose úsečky A A' mají tuto vlastnost, to poznáme za nedlouho. 

Obr. 31 může vzniknouti také tak, že nejprve je dán libovolný 
dutý úhel co s vrcholem B. Zvolíme-li na ramenech úhlu co po jenom 
bodě A, A' tak, že je BA = BA', vznikne A AA'B*), jehož dvě strany 
jsou si rovny. Takový trojúhelník se jmenuje rovnoramenný, obě sobě 
rovné strany BA, BA' jsou jeho ramena a třetí strana AA' je jeho 
základna. Uvnitř základny si můžeme zvolit bod C tak, ze je <£ ABC =--= 
= <£ A'BC. Polopřímka BC tedy půlí úhel co a říkáme jí osa úhlu-co; 
jě částí přímky p, kterou zvolíme za osu souměrnosti. Protože se při 
souměrnosti zachová poloha polopřímky BC a velikost úhlu <£ ABC, 
je k polopřímce BA souměrně sdružena polopřímka BA', a protože se 
při souměrnosti zachová také velikost úsečky BA, je k bodu A 
souměrně sdružen bod A', pročež přímka p je osou úsečky AA'. Tedy 
(jak jsme již ohlásili): každý bod B stejně vzdálený ode dvou bodů A, 
A' leží na ose úsečky AA'. Mimo to jsme poznali, že u rovnoramen-
ného trojúhelníka osa úhlu proti základně prochází středem základny 
a stojí kolmo na základně. Protože při souměrnosti se zachová veli
kost úhlů, je v obr. 31 ještě <£ BAA' = <£ BA'A. Tedy u rovnora-
menného trojúhelníka oba úhly při základně jsou si rovny. 

8. Středová souměrnost; rovnoběžník. Zvolme libovolný bod S 
a veďme jím dvě k sobě kolmé přímky p, q. Jaké přemístění vznikne, 
jestliže překlopíme rovinu nejprve kolem osy p a potom ještě jednou 

*) Značka A zde i v dalším znamená t r o j ú h e l n í k . 
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kolem osy ql Bod S zajisté zůstane na svém místě, ale každý jiný bod 
A přejde do takové polohy A', že body A, S, A' leží na přímce a S je 
střed úsečky AA\ To se nejprve nahlédne velmi snadno pro případ, 
že A leží na jedné z přímek p, q. Jinak (viz obr. 32) nechť při prvém 
překlopení (kolem p) přejde bod A do polohy Ax a při druhém (ko
lem q) bod Ax do polohy A'. Pak je předně 

SA = ŠAt, SAX = SA', tedy SA = SA'. 

Za druhé je v našem obrazci 

« 1 = <*29 Pl = $2> <*2 + Pl = ^ > 

tedy (^ + *2) + (^ -f &) = 2JR, 

takže vznikne přímý úhel s rameny £-4, SA'. Tím je vše dokázáno. 

19 
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Obr. 32. Obr. 33. 

Při středové souměrnosti se středem souměrnosti S splyne bod S 
se svým souměrně sdruženým a ke keždému jinému bodu A dosta
neme souměrně sdružený bod A' tím, že na prodloužení úsečky AS 
za bod S naneseme SA' = AS. Podle předchozího středová souměr
nost je přemístění, takže při s t ředové souměrnost i se nemění 
ani vel ikost úseček ani vel ikost úhlů. 

Dvě s t ředově souměrně sdružené př ímky jsou mezi 
sebou rovnoběžné. Budiž tedy p' přímka souměrně sdružená 
s přímkou p vzhledem ke středu S. Máme dokázati, že je p |] p'. To 
je zřejmé, jestliže p prochází středem S, neboť pak přímky p, p' 
splynou. Jestliže však p neprochází středem S (viz obr. 33), veďme 
bodem S přímku q \\ p. Přímky p, q nemají žádný společný bod; to 
musí platit i po přemístění, t. j . ani souměrně sdružené přímky p', q' 
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nemají žádný společný bod, tedy p' \\ q'. Avšak přímky q, q' splynou, 
takže obě přímky p, p' jsou rovnoběžné s přímkou q a jsou tudíž 
i mezi sebou rovnoběžné. 

Jestliže úhlopříčky etyriíhelníka ABCD se navzájem půlí. je 
ABCD rovnoběžník. Budiž tedy v obr. 34 AS = CŠ, BS = ĎŠ. Vzhle
dem ke středu S jsou body A, C navzájem souměrně sdružené, rovněž 
body B, D, tedy také přímky AB, CD jsou navzájem souměrně sdru
žené a rovněž přímky AD, BC, z čehož plyne AB \\ CD, AD !| BC, 
t. j . ABCD je rovnoběžník. 

.-"S\ 

Obг. 34. 

A B 
Obr. 35. 

Obráceně platí: Úhlopříčky rovnoběžníka ABCD se navzájem 
půlí- V obr. 35 je S střed jedné úhlopříčky BD rovnoběžníka ABCD. 
Máme dokázati, že také druhá úhlopříčka AC prochází bodem S. 
Zvolíme-li 8 za střed souměrnosti, jsou body B, D navzájem souměrně 
sdružené. Přímka souměrně sdružená s přímkou AB musí procházeti 
bodem D souměrně sdruženým s B a musí býti rovnoběžná s AB; je 
to tedy přímka CD; podobně je BC přímka souměrně sdružená s přím
kou AD. Bod A je průsečík přímek AB, AD; bod k němu souměrně 
sdružený je tedy průsečík souměrně sdružených přímek CD, BC. 
Tedy body A, C jsou souměrně sdružené vzhledem ke středu S, takže 
přímka AC prochází bodem S, který je středem úsečky AC. 

Výsledek právě provedených úvah můžeme vysloviti také takto: 
Čtyrúhe ln ík souměrný vzhledem ke* s t ředu S je rovno
běžník a bod S je průsečík jeho úhlopříček. Obráceně rovno
běžník je s t ředově souměrný vzhledem k průsečíku svých 
úhlopříček. 

Jelikož u rovnoběžníka ABCD jsou úsečky AB, CD navzájem 
středově souměrně sdružené, je AB = CD a ž téhož důvodu je také 
AD = BC. Tedy dvě protější strany rovnoběžníka jsou si rovny. 
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Obráceně platí: Jestliže u etyrúhelníka ABCD je AB ij CD, 
AB = ČD, pak ABCD je rovnoběžník. Volme zase (viz obr. 35) 
střed 8 úsečky BD za střed souměrnosti. K bodu B je souměrně sdru
žen bod D. Přímka souměrně sdružená s přímkou BA prochází 
bodem D a je rovnoběžná s BA; je to tedy přímka DC. Zřejmě s pólo-
přímkou BA je souměrně sdružená polopřímka DC a protože souměrně 
sdružené úsečky mají stejnou velikost, je s úsečkou BA souměrně 
sdružena úsečka DC. Čtyrúhelník ABCD je tedy souměrný vzhledem 
ke středu S a proto je to rovnoběžník. 

9. lihly dvou přímek profatýeh příčkou; součet úhlů trojúhelníka; 
úhly etyrúhelníka. V obr. 36 máme dvě rovnoběžky qx, q2 proťaté 
v bodech Vx, V2 příčkou p. Zvolme střed S úsečky VXV2 za střed sou
měrnosti. K bodu Vx je souměrně sdružen bod V2 a k přímce qx 

souměrně sdružená přímka jde bodem V2 rovnoběžně s přímkou qx, 
je to tedy přímka q2. Zvolme na qx bod U1 různý od Vx; bod U2 sou
měrně sdružený k Ul leží potom na q2. K úhlu óx = <£ SVXUX je sou
měrně sdružen úhel j»8 = <£ SV2U2, pročež dx = (i2. Ježto vrcholové 
úhly jsou si rovny, je dx = fíx, ft2 = d2, tedy musí býti 

px = dx = p2=d2. (1) 

Ježto vedlejší úhly jsou výplňkové, jsou úhly <xl9 yx oba rovny 2R — & 
á lihly oc2, y2 jsou oba rovny 2R — /?2. Podle (1) je tedy 

; ^ i = 7 i = ^2 = Y& 

'«i + 4 = Pí + Y* = Yi + ft = *i'+"«2 = 2R> 
ocx + (í2 = fix + oc2 = yx + d2 = dx + y2 = 2R. 

Ze vztahů (1) až (4) plyne, že dva souhlasné 
i dva střídavé úhly jsou si rovny, a že dva 
přilehlé i dva protilehlé úhly jsou výplňkové. 
Jestliže nyní v obr. 36 podržíme polohu pří
mek p a qx, ale přímku q2 pootočíme kolem 
bodu V2 tak, že u | nebude rovnoběžná 
spřímkouq x , zůstanou úhly <%-,, fl1$ yx, dx beze 
změny, ale velikost každého z úhlů o^, /?2, y2, 
62 se změní, takže ani dva souhlasné ani 
dva střídavé úhly nebudou sobě rovny, ani 
dva přilehlé ani dva protilehlé úhly nebudou 
výplňkové. Obr. 36. 

(2) 
(3) 

(4) 



Výsledek: Souhlasné úhly mezi rovnoběžkami jsou si rovny. Stří
davé lihly mezi rovnoběžkami jsou si rovny. Přilehlé úhly mezi rovno
běžkami jsou výplňkové. Protilehlé úhly mezi rovnoběžkami jsou vý
plňkové. Obráceně: Jestliže dvě přímky gl5 q2 jsou proťaty příčkou p7 

a jestliže 
dva souhlasné úhly jsou si rovny, nebo 
dva střídavé úhly jsou si rovny, nebo 
dva přilehlé úhly jsou výplňkové, nebo 
dva protilehlé úhly jsou výplňkové, 

pak proťaté přímky ql9 q2 jsou rovnoběžné. 
V obr. 37 máme A ABC, jehož úhly jsou jako obvykle označeny 

a, f), y. Vedeme-li bodem A rovnoběžku p s přímkou BC, vzniknou 
při vrcholu A další dva úhly f}l9 y± a jest oc + /J-. + yx = 2B. Protože 

Obг. 37. Obr. 38. 

však střídavé úhly mezi rovnoběžkami jsou si rovny, je /S = jíl9 

y = yx. Z toho plyne oc + /?"+ 7 = 2^> tedy součet vnitřních úhlů 
trojúhelníka je roven 2B. Jsou-li si dvě strany rovny, víme. že také 
protější úhly jsou si rovny. Jsou-li si tedy všecky tři strany rovny 
neboli j e l i dán rovnostranný trojúhelník, jsou si rovny všecky tři 
úhly a protože jejich součet je 180°, vychází: Velikost každého vnitřní
ho úhlu rovnostranného trojúhelníka je 60°. 

Ježto oc + /J + y ~ %B, jsou aspoň dva ze tří úhlů oc,- /?, y menší 
než B, neboli k a ž d ý t r o j ú h e l n í k m á a s p o ň d v a ú h l y o s t r é . 
Rozeznáváme proto pravoúhlé trojúhelníky s jedním úhlem pravým 
a dvěma ostrými, ostroúhlé trojúhelníky se třemi ostrými úhly, tupo-
úhlé trojúhelníky s jedním úhlem tupým a dvěma ostrými. U pravo-
íihlého trojúhelníka strana proti pravému úhlu je jeho přepona, druhé 
dvě strany jsou jeho odvěsny. 

Budiž dán dutý <£ HVK = a; s bodu H spusťme kolmici na 
přímku VK a označme P její patu. Je-li -oc == B, pak ovšem P splyne 



s bodem V. Je-li však x úhel kosý, je bod P různý od V a padne (viz 
obr. 38 a 39) bucTto na polopřímku VK nebo na polopřímku opačnou. 
Ježto však A HVP má při vrcholu P úhel pravý, je <£ HVP vždy 
ostrý. Tedy pa ta kolmice spuštěné s bodu u v n i t ř j e d n o h o 
ramene kosého úhlu x na druhé rameno padne d o v n i t ř dru
hého ramene, je-li x úhel ostrý, a padne na jeho prodlou
žení, je-li x úhel tupý. 

к 
Obr. 39. Obr. 40. 

Součet všech úhlů ^-úhelníka je roven (n — 2). 2iř. Ačkoli tato 
věta je správná pro každý ra-úhelník, provedeme si důkaz pouze pro 
n-úhelník vypuklý. Zvolme si libovolný vrchol A (viz obr. 40). Náš 
n-úhelník má n stran, z nichž dvě obsahují vrchol A. Každá ze zbý
vajících n — 2 stran spolu s bodem A určuje trojúhelník a plocha našeho 
^-úhelníka se dá rozložit na plochy těchto n — 2 trojúhelníků. Z toho 
následuje snadno (viz obrazec), že součet všech úhlů našeho w-úhelní-
ka se dostane, sečtou-li se úhly všech těch n — 2 trojúhelníků. Avšak 
součet úhlů jednoho trojúhelníka je 2R, takže součet všech úhlů 
všech n --- 2 trojúhelníků, tedy i součet úhlů w-úhelníka, je roven 
(n — 2).2R.. 

U každého vrcholu vypuklého mnohoúhelníka máme (viz obr. 18 
nastr. 11) co do polohy dva vnější úhly, jež jsou navzájem vrcholové/ 
tedy jsou si rovny, takže co do vel ikost i máme u každého vrcholu 
jen jeden vnější úhel. Součet všech n vnějších úhlů vypuklého w-úhel-
níka je roven 422. Neboť u každého vrcholu máme jeden vnitřní 
a jeden vnější úhel, které dohromady dají 2iř. To dá celkem n . 2iř 
pro součet všech vnitřních i vnějších úhlů. Z toho připadá (n — 2) . 22? 
na úhly vnitřní, tedy 

• n.2R—(n-^-2).2R = 2. 2R = áR 
na úhly vnější. 
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Budiž dán čtyrúhelník ABCD (viz obr. 41 až 43). Vnitřní úhly 
při vrcholech A, B, C, D označme jako obvykle <x, /?, y. <5. Víme, že je 

x+P+y+ó= 4 i ?-
Všimněme si dvou sousedních úhlů, třeba úhlů <x, p. Jestliže přímky 
AD, BC protneme příčkou AB, tvoří oc, /? dvojici úhlů přilehlých. 
Je-li tedy -42) jj BC, jest cv + /? = 2/? a obráceně, je-li -x + P = 2R, 
je -42) || BC. Z toho vychází nejprve, že u rovnoběžníka každé dva 
sousední úhly jsou výplňkové; na př. v obr. 41 je 

« + P = <*-+ d = P + y = y + d = 2R. * (1) 

Obr. 41. 

Obr, 43. 

Obr. 42. 

Dále vidíme, že u lichoběžníka oba úhly 
při témž rameiii jsou výplňkové; na př. 
v obr. 42 je 

x + ó=p+y= 2/í. 
Naproti tomu u různoběžníka žádné dva 
sousední úhly nejsou výplňkové. Ze vzta
hů (1) následuje snadno, že / 

& = Y, p = Ó. 

t. j . u rovnoběžníka každé dva protější úhly jsou si rovny. 

10. Velikost stran a úhlů trojúhelníka. Víme, že u trojúhelníka 
ABC je a + p + y = 2R, tedy * + p = 2R — y. Avšak 22? — y je 
velikost vnějšího úhlu při vrcholu C. Tedy vnější úhel trojúhelníka se 
rovná součtu obou protějších úhlů vnitřních. Z toho plyne důsledek: 
Vnější úhel trojúhelníka při jednom vrcholu je vždy větší než vnitřní 
úhel při jiném vrcholu. 

Budiž dán A ABC. Je-li AB = AC, víme z odst. 7, že p = y. 
Budiž nyní AB > AC: dokážeme, že je p < y. Uvnitř strany AB 
máme (viz'obr. 44) bod D takový, že AC = AD. Z toho plyne, že 



<; ADC = d se rovná <£ ACD, který je zřejmě menší než y. Tedy 
d <y; naproti tomu je d > /? (a tedy /3 < y), neboť v A -BOD je <$ 
vnější iihel při vrcholu D a /? je vnitřní úhel při vrcholu .8. Jelikož 
dokázaný výsledek je správný i při jiné volbě písmen, musí v případě 
AC > AB býti y < /?. Tedy nastane u každého A -4iiC jeden z těchto 
tří případů: 

(1) AĚ = AC, p = y; 
(2) AB>AČ, /3<y; 
(3) AB < "IC, /? > y. 

Aĵ sledek: U trojúhelníka leží proti dvěma sobě rovným stranám dav 
sobě rovné úhly a proti dvěma sobě rovným úhlům leží dvě sobě rovné 

Obr. 44. Obr. 45. 

strany. Proti delši straně leží vždy větší úhel a proti většímu úhlu leží 
delší strana. Zejména t ro júhelník, jehož dva úhly jsou si rovny, 
je r o v n o r a m e n n ý a trojúhelník, jehož všecky tři úhly jsou si rovny, 
je rovnostranný. 

U pravoúhlého trojúhelníka je pravý úhel větší než oba ostatní, 
které jsou ostré. Proto přepona pravoúhlého trojúhelníka je větší než 
kterákoli odvěsna. Jestliže nyní bod A leží mimo přímku p, budiž (viz 
obr. 31 na str. 19) C pata kolmice spuštěné s bodu A na přímku p 
a budiž B kterýkoli jiný bod na přímce p. V pravoúhlém A -4-BC 
je AC odvěsnou, AB přeponou a proto je AC < AB. Bod C leží tedy 
ze všech bodů přímky p nejblíže k bodu A a proto délka AC se jme
nuje vzdálenost bodu A od přímky p. 

Budiž dán trojúhelník ABC (viz obr. 45). Na prodloužení úsečky 
AC za bod C nanesme CD = GB. Vznikne nám ro\naoramenný 
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A BCD, jehož úhel při vrcholu D je roven <£ CBD, který je zřejmě 
menší než <£ ABD. Proto A ABD má při vrcholu D menší úhel než-
při vrcholu B, a proto strana AB proti vrcholu D je kratší než strana 
proti vrcholu B, jejíž délka je 

.4.D = AC + 01) = AC + CB. 

Tedy ^ÍJS < AC + CJ5, nebo slovy: strana trojúhelníka je menší než 
součet ostatních dvou stran. 

Dále platí: strana trojúhelníka je větší než rozdíl dvou stran. To 
je pro stranu AB zřejmé, je-li AC = BC, neboť pak rozdíl ostatních 
dvou stran je 0. Je-Ii však třeba AC > BC, máme dokázati, že 
AC — BC < AB. My však víme, že AC < AB + ~BC a l a t o nerovnost 
musí zůstati správná, jestliže obě strany zmenšíme o touž délku BC, 
čímž právě dostaneme AC —• BC < AB. 

11. Shodnost trojúhelníků. V tomto odstavci si zopakujeme čtyři 
základní věty o shodnosti trojúhelníků. 

Dva trojúhelníky jsou shodné, shodují-li se ve dvou stranách 
a v úhlu jimi sevřeném (sus). Nechť na př. "pro A ^i^C^ A A2B2C2 

í e s t 

A^=A2B29 ÁxCl = Á&, <^A1=^A2. 
Můžeme přímo nahlédnouti, že A A2B2C2 lze přemístiti tak, aby se 
kryl s A AJÍIC-L. Neboť ježto <£ Ax = <£ A2, můžeme <£ A2 přemístiti 
tak, že po přemístění se bod A2 kryje s bodem Al9 polopřímka A2B2 

s polopřímkou AXBX, polopřímka A2C2 s polopřímkou A1Ů1. Protože 
však při přemístění velikost úsečky se nemění, bude se po přemístění 
bod B2 krýti s bodem Bx a bod C2 s bodem Cx. 

Dva trojúhelníky jsou shodné, shodují-li se v jedné straně a v obou 
úhlech přilehlých (usu). Budiž na př. 

AtBx = A2B2, <£ Ax = <£ A2, <^BX= ^ B2. 

Zase můžeme přímo nahlédnouti, že A A2B2C2 lze přemístiti tak, aby 
se kryl s A A^B^C^ Neboť ježto AXBX = A2B2, můžeme přemístění 
A A2B2C2 provésti tak, že po přemístění se bod A2 kryje s bodem AXy 

bod B2 s bodem Bx. To přemístění můžeme pak provésti tak, že po 
přemístění bod C2 bude v téže polorovině vyťaté přímkou AXBX, ve 
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které je bod C\. Protože při přemístění velikost úhlu se nemění, bude 
se po přemístění krýti polopřímka AJ\> s polopřímkou Ax(\ a pólo-
přímka B2C2 s polopřímkou B^t\. Tudíž bod Co, kteiý je jediný bod 
společný oběma polopřímkám AJJ2, BJ\2. bude se po přemístění krýti 
s bodem Q, který je jediný bod spolčený polopřímkám A{(\, Bx(\. 

Zbývající dArě věty nemůžeme dokázati jednoduchým přemí
stěním, nýbrž musíme si důkaz každé z nich připraviti pomocnou 
úvahou. 

J e s t l i ž e d v a r ů z n é t r o j ú h e l n í k y ABC, ABC" m a j í spo
l e č n o u s t r a n u AB a j e s t l i ž e b o d y C, C" n e j s o u od sebe od
d ě l e n y p ř í m k o u AB, p a k n e m ů ž e b ý t i s o u č a s n ě 

AC AC\ BC ,,:- BC\ (l) 

Předpokládejme naopak (viz obr. 46), že platí oba vztahy (I). Bod A 
je potom stejně vzdálen od C jako od 
G", takže A leží na ose úsečky CG" 
(viz odst. 7). Stejně i B leží na této ose. 
Z toho následuje, že osou úsečky CG" 
je přímka AB. To je však nemožné, 
protože osa úsečky CG" odděluje od 
sebe oba body CG". 

Dva trojúhelníky jsou shodné, sho
du jí-li se ve všech stranách (sss). 
Budiž na př. 

Obr. 40. 

A& = A2B2, AXC\ = A2C2, BXC\ = B2C2. 

Ježto A1B1 = A2B2, můžeme oba trojúhelníky A A-Jl-fi^ A A2B2C2 

přemístiti do nových poloh A ABC, A ABC", ve kterých mají spo
lečnou stranu AB, při čemž oba body C, C" leží v téže polorovině 
vyťaté přímkou AB. Ježto při přemístění délka ííseček se nemění, 
musí platiti vztahy (1), ze kterých plyne, že body C, C" a tudíž 
i A ABC, A ABC" splynou. 

Než přistoupíme ke čtvrté větě o shodnosti, provedeme si jeden 
doplněk k odst. 8. Tam jsme dokázali, že u rovnoběžníka ABCD platí 

AB = CI), AD = BC. (2) 

Obráceně platí: Jestliže u etyrúhelníka ABCD každé dvě protější 
strany jsou si rovny, pak ABCD je rovnoběžník. Budiž naopak dán 
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ětyrňhelník ABCD, který není rovnoběžníkem, pro který však platí 
vztahy (2). Aspoň jedna z obou úhlopříček má jisté tu vlastnost, že 
přímka, jejíž-je eástí, odděluje od sebe ty dva vrcholy, které na ní 
neleží. Nechť třeba úhlopříčka AO má tu vlastnost. Určeme bod E 
tak, že ABCE je rovnoběžník. Protože ABCD není rovnoběžník, jsou 

•body I), JiJ od sebe různé, nejsou však od sebe odděleny přímkou AC. 
Vedle vztahů (2) platí pro rovnoběžník ABCE obdobné vztahy 

AB = CE, ~~AE = BC - (3) 
a ze vztahů (2), (3) plynou vztahy 

AD = AE, CD = CE, 
které podle výše provedené pomocné 
úvahy jsou nemožné. 

Obг. 48. 

Důkaz poslední věty o shodnosti připravíme novou pomocnou 
úvahou. 

J e s t l i ž e d v a r ů z n é t r o j ú h e l n í k y ABC, ABC" m a j í spo
l e č n o u s t r a n u AB a j e s t l i ž e BGf = BC" a p o l o p ř í m k y AC, 
ACff s p l y n o u , p a k j e d e n z o b o u ú h l ů <£ACB, <XAC"B je 
t u p ý . Ježto polopřímky AC, AC" splynou, leží buďto C mezi body 
A,G" nebo G" mezi body .4, C. Leží-litřeba C mezi body A, C" (viz 
obr. 48), pak <£ ACB je vnější úhel A BCG" při vrcholu C. Ježto 
BC = BC", jsou vnitřní úhly A BCG" při vrcholech C, C" sobě 
rovny a jelikož aspoň dva úhly trojúhelníka jsou vždy ostré, jsou ty 
vnitřní úhly ostré a vnější úhel <£ ACfB je tupý. 

Dva trojúhelníky jsou shodné, shodují-li se ve dvou stranách, 
a v úhlu proti větší z nich. Budiž na př. 

AiBj. = A2B2 < B£x B2G2, <C Aг = <ÿ A2. 
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Ježto A^ = A2B29 můžeme oba trojúhelníky A, AyB-fi^ AA-oB^C^ 
přemístiti do nových poloh /\ABC, /\ABC\ ve kterých mají spo
lečnou stranu AB. při čemž oba body C. C" leží v téže polorovině 
vyťaté přímkou AB. Ježto při přemístění velikost úhlu se nemění, 
splyne polopřímka AC s polopřímkou AC'. Ježto při přemístění délka 
úseček se nemění, jest 

BC = BČ" > AB. 

Ježto proti tupému úhlu leží vždy nejdelší strana, žádný z obou úhlu 
<£ ACB, <£ ACB není tupý, takže podle pomocné úvahy body C, 
C splynou. 

Ježto součet úhlů trojúhelníka je 2B, musí se dva trojúhelníky, 
které se shodují ve dvou úhlech, 'shodovati i v úhlu třetím. Proto 
z věty (usu) plyne ještě: Dva trojúhelníky jsou shodné, shodují-li se 
v jedné straně, v protějším úhlu a v jednom úhlu přilehlém (suu). 

12. Geometrická místa. Čára c se nazývá geometrické místo bodů 
majících určitou vlastnost, jestliže 

(1) každý bod čáry c má tu vlastnost, 
(2) každý bod, který tu vlastnost má, leží na čáře c. 

Xa př. g e o m e t r i c k é m í s t o b o d ů , k t e r é m a j í od d a n é h o b o d u 
S d a n o u v z d á l e n o s t r, j e k r u ž n i c e se s t ř e d e m 8 a p o l o m ě 
r e m r. 

V odst. 7 bjdo dokázáno, že každý bod na ose úsečky AB je stejně 
vzdálen od A i od B a že každý bod stejně vzdálený od A i od B leží 
na ose úsečky AB. Tedy g e o m e t r i c k é m í s t o b o d ů s t e j n ě vzdá
l e n ý c h od d a n é h o b o d u A j a k o od d a n é h o b o d u B je osa 
ú s e č k y AB. Připomeňme si, že osa úsečky AB je kolmice vztyčená 
k přímce AB ve středu S úsečky AB. _ 

J s o u - l i p, q d v ě r o v n o b ě ž k y , 
p a k v š e c k y b o d y p ř í m k y q j s o u 
s t e j n ě v z d á l e n y od p ř í m k y p. Ne
boť vzdálenosti bodů AB, přímky q od 
přímky p jsou AC, BD, kde C, D jsou £ 0 " 
(viz obr. 49) paty kolmic spuštěných 0 b r 4 9 

sbodů A, B na přímku p. Ježto AC±p, 

BD±p, jé AC !| BD; mimo to AB \\ CD, takže AC, BD jsou dvě protější 

strany rovnoběžníka, pročež AC == BD. Ježto AC ±P, P\\q, je AC ±q 
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я 

a stejně BD _L ?• Tedy také všecky body přímky p mají od přímky q 
touž vzdálenost r = AC = J5.D, jakou mají všecky body přímky <? 
od přímky p. Proto r se nazývá stručně vzdálenost rovnoběžek p, q. 

Je-li dána přímka p a vzdálenost r, jsou 
dvě rovnoběžky qx, q2s přímkou p mající 
od p vzdálenost r. Dostaneme je (viz obr. 
50), jestliže zvolíme bod C libovolně na 
přímce p, vztyčíme v něm kolmici k kpřím
ce p, určíme na přímce k body Al9 A2 tak, 
že AXC ----- A2C = r a vedeme body Al9 A2 

rovnoběžky ql9 q2 s přímkou p. Zřejmě 
geometr ické místo bodů, k teré mají 
od dané př ímky p danou vzdálenost 

r, sk ládá se ze dvou rovnoběžek ql9 q2 s př ímkou p, k teré jsou 
od sebe odděleny př ímkou p. 

Geometr ické místo bodů ste jně vzdálených ode dvou 
rovnoběžných př ímek ql9 q2 je p ř ímka p rovnoběžná s přím
kami ql9 q2. To už sami snadno dokážete (viz zase obr. 50). 

4. ' 

9. 
ҝ 

Obr. 50. 

Obr. 51. Obг. 52. 

Geometr ické místo bodů u v n i t ř úhlu <£ AVB s te jně 
vzdálených od př ímky AV j ako od př ímky BV je osa úhlu 
<% A VB. Předpokládejme nejprve, že bod C leží na ose úhlu <£ A VB. 
Jsou-li P, Q paty kolmic spuštěných s bodu C na přímky A V, BV, 
máme dokázati, že CP"== ČQ. Trojúhelníky /\CPV, A CQV se sho
dují ve straně CV a ve dvou úhlech, neboť 
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<£CVP= ^CVQ=i <AVB, 
<£CPV = <£CQV - P , 

jsou tedy shodné podle (suu), z čehož plyne CP •-= ČQ. Obráceně 
budiž G takový bod uvnitř <£ AVB, že ČP =1JQ, kde zase P, Q jsou 
paty řečených kolmic. Pravoúhlé trojúhelníky &CPV, &CQVse 
shodují v přeponě CV, v jedné odvěsně CP = CQ a v pravém úhlu, 
tedy ve dvou stranách a v úhlu proti větší z nich. Jsou tedy shodné, 
z čehož plyne <£ CVP = <£ CVQ, t. j . C leží na ose úhlu <£ AVB. 

Geometrické místo bodů ste jně vzdálených ode dvou 
daných různoběžných př ímek qlfq2 se skládá ze dvou ksobě 
kolmých př ímek pí, p%* k teré procházej í průsečíkem přímek 
qx, q2. To už zase sami snadno dokážete (viz. obr. 52), neboť podle pře
dešlé věty žádané geometrické místo se skládá z os čtyř úhlů tvoře
ných různoběžkami ql9 q2. 

Obr. 54. 

Leží-li bod C mimo osu p úsečky AB, odděluje p bod C od jednoho 
z bodů A, B a víme, že vzdálenosti AC, BC jsou nestejné. Určitěji 
však můžeme říci toto: Jes t l iže osa p úsečky AB odděluje bod 
C od bodu A, pak jest AC > BC. Mohou totiž nastati tyto tři pří
pady (viz body Cl9 C2, G3 v obr. 53): [1] C leží uvnitř úsečky 8B, kde 
S je střed úsečky AB; [2] C leží na prodloužení úsečky AB za bod B; 
[3] G leží mimo přímku AB. V pfípadě [l]Je ~AC>_ AS = BŠ >BG, 
tedy AC >BC. V případě [2] je AC = AB + BC, tedy zase AG> 
> BC. V případě [3] protne úsečka AC osu p v bodě D; jest AĎ -= BD, 
takže v A ABD úhly při vrcholech A, B jsou si rovny. Proto A ABC 

Čech: Geometrie pro IV. tř. stř. škol. • 3 



34 

má při vrcholu B větší úhel než při vrcholu A; ježto proti většímu 
úhlu je větší strana, je AC > BC. 

Právě odvozená věta má tento důsledek: Jes t l i že pro troj
úhelníky AJi-fix, A2B2C2 platí 

A2łi2ђ A^u^ = A2G2, •ŠAi <. <A, 
pak je t a k é BXCX < B2C2. Přemístěme napřed dané trojúhelníky do 
takových poloh A ABC'l9 /\ABC2, že poloroviny ABC\, ABC\ 
splynou (viz obi> 54). Pak je AC\ = AC'2, <£ BAC\ < <£ BAC\ 
a máme dokázati, že BC\ < BC2. Je-li S střed úsečky C\C\, pak 
v rovnoramenném A AC\C2 je AS ± G\Cf

2, t. j . AS je osa úsečky 
C\Cf

2. Ježto však <£ BAC\ <><£ BAC2, odděluje přímka AS bod B 
od bodu C'2, takže podle předešlé věty je BC\ < BC2. .. 

A 

QzV 

Obr. 55. Obr. 56. 

Leží-li bod C uvnitř úhlu co = <£ A VB, ale mimo osu VU úhlu co, 
leží bod C uvnitř jednoho z úhlů <£ AVU, <£ BVV a víme, že vzdá
lenosti bodu C od přímek V A, VB jsou nestejné. Urcitěji však můžeme 
říci toto: Budiž VU osa d u t é h o úhlu co -= <£ .4F.B. Leží- l i bod 
C u v n i t ř <Š.AVU, má od př ímky AV vzdálenost m e n š í než 
od př ímky BV. Ježto 

<£ ̂ F C < <£ JIFřJ = io> < iř, 
je <íc _áF<7 úhel ostrý. Naproti tomu <£ BVC, který je jistě větší než 
<£ A VC, může býti pravý, ostrý nebo tupý (viz obr. 55 až 57). Buďtež 
P, Q paty kolmic spuštěných s bodu G na přímky V A, VB; máme 
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dokázati, že je CP < CQ. Protože < A VC je ostrý, padne P dovnitř 
polopřímky V A (viz obr. 38 na str. 24). Je-li < BVC pravý, splyne Q 
s bodem P a jest CP < CQ, neboť v pravoúhlém A, CPQ (viz obr. 55) 
je CP odvěsnou. CQ přeponou. Jinak (viz obr. 56 a 57) budiž P' bod 
souměrně sdružený s bodem P 
vzhledem k přímce VC. Protože 
<£ CVP' = <£ AVC < < BVC, 
leží celá přímka VB (až na bod V) 
vně úhlu <£PFP'. Zejména bod 
# leží vně <r; P F P ' , kdežto C leží 
uvnitř tohoto úhlu, takže úsečka 
CQ musí protnouti jedno z obou 
ramen úhlu <£ PVP' v bodě 7/ a 
jest C/7 < CQ. Naproti tomu je 
CP <T C#, protože CP = CP7 je 
nejkratší vzdálenost bodu C od 
ramen CP, CP' našeho <£ PVP'. 

Z toho plyne CP < CQ, což jsem 
měli dokázati. 

Obr. 57. 

Cvičení. 
a) K odstavci o. 

30. Čtyři body na přímce jsou v pořádku ABCD. Je-li AC — x9 BD — y9 

AD = «, určete ZŽ?, BC9 CD\ 

31. Čtyři různé body A, B9 C9 D přímky mohou ležeti za sebou ve 12 růz
ných pořádcích (na smysl nehledíme, takže na př. pořádek ABCD považujeme 
za týž jako DG BA). Naznačte jednotlivé možnosti obrazci od ruky! Jestliže 
víme, že AB -= CD9 odpadnou čtyři z 12 pořádků; které? Přesvědčte se, že pro 
čtyři z osmi možných pořádků musí býti AC = BD; co pro ostatní čtyři po
řádky? 

32. Čtyři body na přímce jsou v pořádku ABCD. Dokažte, že je 

AC .RD = AB .CD + AĎ.BC. (1) 

33. Co můžete říci o pořádku čtyř bodů přímky, víte-li, že mezi jejich 
vzdálenostmi platí vztah (1)? 

34. Pro pět bodů na přímce platí 

AB = BC=ČD = ĎE. 

Které z ostatních vzdáleností dvou z našich pěti bodů musí býti sobě rovny? 
3* 



36 

35. Pro pět různých bodů A, B, C, D, E na přímce platí AC = CK, 
BČ = CD. Dokažte, že je také AB = ĎE, AĎ = BE\ (V jakém pořádku jsou 
body A, B, C, D, El Jsou čtyři možnosti, které si naznačte obrazci od ruky.) 

36. Čtyři body na přímce jsou v pořádku ABCD. Některé ze šesti vzdá
leností 

AB z, AC, BD, AD x, BC = y, CD 

mohou býti sobě rovny. Vyšetřete všecky možné případy. ([1] x = y = z; 
[2] x = y, z = 2x nebo y = z, x = 2z; [3] x = z; [4] x = y nebo ?/ = z; 
[5] z = x + y nebo x = y + z; [6] všecky vzdálenosti jsou od sebe různé.) 

b) K odstavtift. 

37. Dokažte, že osy dvou vedlejších úhlů svírají úhel pravý a osy dvou 
vrcholových úhlů úhel přímý! 

38. Ze dvou doplňkových úhlů je jeden n-násobek druhého. Jak velké 
jsou t y úhly? Pro která n je velikost obou úhlů dána c e l ý m počtem stupňů? 
(Je 9 takových n, počítáme-li i hodnotu n = 1.) 

39. Budiž a = 40°. V jakých mezích musí ležeti úhel fi, má-li býti a + ft 
úhel ostrý, ale a + 2p úhel tupý? Stanovte meze pro p také obecně, není-li 
velikost ostrého úhlu a číselně dána! 

40. Jaký úhel svírají velká a malá ho-
~ J dinová ručička 
U/ a) v 8 hod. 30 min., b) v 5 hod. 40 

min., c) v 7 hod. 20 min., d) ve 3 hod. 
50 min. ? 

41. (Viz obr. 58.) 
a) Jestliže <£ BVD = <£ CVE, do

kažte, že <£ BVC = <í DVE\ 
b) Dokažte, ze ^ AVC + ^ BVD = 

= <*AVD + <£BVC\ 
c) Jestliže VC je osa úhlu <£ BVE, 

dokažte,že <£ CVD = i(<£ BVD— «£DVE)\ 
d) Jestliže < AVE = 2 . <£ BVD a 

jestliže VC je osa úhlu <£ AVE, dokažte, že 
^AVB = <£ CVD! 

(Velikosti úhlů <£ A VB až <£ DVE si vyznačte řeckými písmeny.) 

c) K odstavci 7 a 8. 

42. Sestrojte útvar souměrně sdružený k A ABC podle osy p, která 
a) leží vně trojúhelníka, 
b) protíná dvě strany, ale žádnou z nich kolmo! 

Čtyrúhelník ABCD se jmenuje deltoid, jestliže je souměrný vzhledem 
k jedné úhlopříčce (v obr. 59 je to úhlopříčka AC), která se jmenuje osa del-
t o i d u . 

Obr. 58. 



43. a) Je-li ALC osa deltoidu ABCD, jest AB - .AD, CB - CD. Vyslovte 
i\ dokažte také obrácenou větu! 

b) Je-Ti AC osa deltoidu ABCD, je AC osa úhlu oc, CA osa úhlu y. Vyslovte 
a dokažte také obrácenou větu! 

c) Úhlopříčky deltoidu stoji na sobě kolmo a jedna z nich (která?) půlí 
druhou. Vyslovte a dokažte také obrácenou větu! 

d) U čtyrúhelníka ABCD je AB = AD a -AC je osa úhlu cv. Dokažte, že 
ABCD je deltoid! 

e) Narýsujte čtyrúhelník ABCD tak, že AB = AD, že CA. je osa úhlu y, 
žo však ABCD není deltoid! Dokažte, že úhly /?, ó jsou výplňkové! 

f) Úhlopříčky čtyrúhelníka stojí na 
sobě kolmo a dvě sousední strany jsou / I N . 
si rovny. Dokažte, že je to deltoid! ^^ \ ^ v . 

g) U čtyrúhelníka ABCD je AC J_ . x ^ j \ . 
BD a ^4C je osa úhlu a. Dokažte, že je ti^1 í .-.^LJ 
to deltoid! \ ! / 

44. Budiž z délka základny, r dél- \ i / 
ka ramene, p velikost obvodu rovno- \ ! / 
ramenného trojúhelníka. Napište vzorec. \ I / 
který vyjadřuje a) z pomocí p a r, b) \ j / 
r pomocí p a z! \ i / 

45. a) Úhel proti základně rovno- \ i / P 
ramenného trojúhelníka je n-násobek 
úhlu při základně. Jak veliké jsou ty Obr. 59. 
úhly? Pro která n je velikost obou úhlů 
dána celým počtem stupňů? (Je 15 takových n, nepočítáme-]i hodnotu n — ], 
která vede na rovnostranný trojúhelník.) 

b) Úhel při základně rovnoramenného trojúhelníka je n -násobek úhlu 
proti základné. Jak veliké jsou ty úhly? Pro která n je velikost obou úhlů dána 
celým počtem stupňů? (Jsou čtyři taková n, jestliže nepočítáme rovnostranný 
trojúhelník.) 

46. Sestrojte útvar souměrně sdružený k A ABC podle středu S, který 
leží a) vně trojúhelníka, b) v jednom vrchohi, c) na straně AB tak, že 
AS = 2 BS, d) uvnitř trojúhelníka! 

47. Úhlopříčka AC čtyrúhelníka ABCD půlí úhlopříčku HD. 
a) Je-li AD \\ BC9 dokažte, že ABCD je rovnoběžník! 
b) Je-li AD = BG, musí ALHCD býti rovnoběžník? 

Čtyrúhelník, jehož všecky strany jsou si rovny, jmenuje se kosočtverec. 
48. a) Obě úhlopříčky kosočtverce jsou jeho osami souměrnosti a stojí na 

sobě kolmo. Proto každý kosočtverec je rovnoběžníkem. 
b) Jestliže obě úhlopříčky čtyrúhelníka jsou jeho osami souměrnosti, je 

to kosočtverec. 
c) Rovnoběžník, jehož úhlopříčky stojí na sobě kolmo, je kosočtverec. 
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d) Každý úhel kosqčtverce je půlen úhlopříčkou vycházející z ' j eho 
vrcholu. 

e) Jestliže úhlopříčka AC půlí úhel & rovnoběžníka ABCD, pak ABCD je 
kosočtverec. (Pomocí vět o úhlech rovnoběžníka a pomocí součtu úhlů A ABC 
dokažte napřed, že úhlopříčka AC půlí také úhel y9 takže AC je osa souměrnosti.) 

f) Jestliže tři úhly čtyrúhelníka ABCD jsou půleny úhlopříčkami, platí 
totéž o Čtvrtém úhlu a ABCD je kosočtverec. (Jestliže úhlopříčka AC půlí úhly 
(X9 y9 je AC osou souměrnosti. Ze souměrnosti plyne, že osy úhlů fí9 ó se protnou 
v bodě S na AC; je-li úhel /? půlen úhlopříčkou BD, leží BSD na přímce. BD 
půlí d a také BD je osa souměrnosti.) 

49. (Viz obr. 60.) Vedeme-li z libovolného bodu H základny BC rovno-
ramenného A ABC rovnoběžky k oběma ramenům, vznikne rovnoběžník 
AKHL. Dokažte, že obvod 
tohoto rovnoběžníka je ne
závislý na poloze bodu H 
uvnitř úsečky BC\ 

Obr. 60. Obr. 61. 

d) K odstavci \). 

50. Dokažte, že vypuklý mnohoúlielník nemůže míti více než 3 ostré úhly! 
Dále dokažte, že nejvýš pět úhlů je menších než 120°, nejvýš sedm je jich men
ších než 135°, nejvýš osm menších než 140°! (Užijte věty o součtu v n ě j š í c h 
úhlů.) 

51. Čtyrúhelník má budto všecky úhly pravé nebo aspoň jeden ostrý. 
.Šestiúhelník má budto všecky úhly rovné 120° nebo aspoň jeden menší než 
120° a aspoň jeden větší než 120°. J a k je tomu pro pětiúhelník? 

52. Nevypuklý mnohoúhelník má aspoň tři duté úhly a má-li jen tři, jsou 
aspoň dva z nich ostré a aspoň jeden z nich je menší než 60°. Zejména každý 
nevypuklý čtyrúhelník má aspoň dva úhly ostré a aspoň jeden z nich je menší 
než 60°. Každý nevypuklý pětiúhelník má aspoň jeden úhel ostrý. 

53. V obr. 61 jsou přímky QR9 RP9 PQ kolmé na osy úhlů <x9 p9 y troj
úhelníka ABC. Vyjádřete úhly A ABR, A BCP9 & CAQ pomoeí úhlů <x, fr y\ 
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z 54. V obr. 62 a 63 je AB > AC9 AP ± BC, AQ je osa úhlu %. Dokažte, ž 
<PAQ^i(y — P)i 

55. Dokažte, že u vypuklého čtyrúhelníka ABCD osy úhlů a, Ó svírají 
iihel rovný £(/? -f y)l 

56. V obr. 64 jsou EV, FV osy úhlů •£ AED9 < CFD. Dokažte, že 
<EVF= HP + ó). 

& Q P C 
Obr. 62. 

'57. Osy úhlů vypuklého čtyrúhelníka tvoří čtyrúhelník, jehož protější 
úhly jsou výplňkové. Jestliže prvý 
čtyrúhelník je rovnoběžník, druhý 
je obdélník. Jestliže prvý čtyrúhel
ník je obdélník, druhý je čtverec. 

Obr. 64. Obr. 65. 

58. a) V trojúhelníku ABC budiž 2y = /? < R. Budiž D pata kolmice 
spuštěné s bodu A ma HC. Na prodloužení úsečky AB za bod B naneste BE = 
= BD. Budiž F průsečík přímek AC9 DE. Dokažte, že AF = CF = DF a že 
strana AB se rovná rozdílu úseček BD, CDl 

b) V trojúhelníku ABC budiž 2y = /? > R. Budiž D pata kolmice spuštěné 
s bodu A. na HC. Na polopřímku BA naneste BE = BD. Budiž F průsečík 
přímek .AC, DE. Dokažte, že AF = CF = DF a že strana AB se rovná součtu 
úseček BD, CDl - ' 

e) K odstavci 10. 
Těžnice trojúhelníka ALHC vedená z vrcholu A je úsečka AAl9 kde (viz 

obr. 65) -Ai je střed strany BC. Každý trojúhelník má tedy tři těžnice. 
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5Í). Úhel a trojúhelníka ABC je pravý, ostrý nebo tupý podle toho, zda 
těžnice AAt je rovna \BC> je větší či menší než \BC. 

60. Uvnitř A ABC leží bod U. Dokažte, že < BUC > < BACl 
61. Osa úhlu oc trojúhelníka ABC protne stranu BC v bodě D. Dokažte, 

že AB > BD\ 
62. Uvnitř strany HC trojúhelníka ABC leží bod D< Dokažte, že AD je 

menši než polovina obvodu trojúhelníka! 
63. Uvnitř A ABC leží bod U. Dokažte, že BU + UC < BA + AC\ 
64. Uvnitř vypuklého čtyrúhelníka ABCD leží bod U. Dokažte, že součet 

AU + BU + CU + DU ]e větší než součet úhlopříček nebo je mu roven, při 
čemž rovnost nastane pouze v tom případě, že U je průsečík úhlopříček! 

65. Největší strana vypuklého Čtyrúhelníka ABCD je AB, nejmenší strana 
je CD. Dokažte, že p < ó\ (Spojte BD.) 

f) K odstavci 11. 

66. Ze základních vět o shodnosti trojúhelníků odvodte věty o shodnosti 
trojúhelníků pravoúhlých! 

67. V obr. 66 je ST osa strany BC, AT osa úhlu <x, dále je TP ± AB, 
TQ J_ AC. Najděte v obrazci tři páry shodných trojúhelníků a dokažte shod
nost! Dále dokažte, že AP = \(AB + ÁC)\ 

68. Nad stranami ostroúhlého A ABC 
jsou sestrojenyrovnostranné &ABH, &ACK 
vně A ABC. Dokažte, že CH = BKl Je-li 
L průsečík přímek CH, BK, dokažte dále, 
že 3iBLC = 120°! 

69. ABCD je rovnoběžník. ABHK je 
čtverec v polorovině ABC; BCPQ je čtve
rec v polorovině BCA. Dokažte, že «$ QBH— 
= <£ BAD. Dále dokažte, že Q£ř = ~BD\ 

70. Budiž .c? průsečík úhlopříček čtverce 
ABCD; budiž P libovolný bpd uvnitř úsečky 
DS a budiž Q takový bod na přímce ALC, že 
BQ J_ AP. Dokažte, že trojúhelníky ABP 
a BCQ jsou shodné! 

71. Dva vypuklé čtyrúhelníky jsou 
shodné, shodují-li se ve všech stranách 

a v "úhlu jedním párem příslušných stran sevřeném. 
7Ž. Dva lichoběžníky jsou shodné, shoduj í-li se v obou základnách i v obou 

ramenech. 
78. Přímka procházející středem rovnoběžníka rozdělí jej na dva shodné 

lichoběžníky. - ' 

g) K odstavci 12. . 

74. Budiž BC základna rovnoramenného A ABC. Je-li H libovolný bod 
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uvnitř úsečky HC, pak součet vzdáleností bodu H od přímek AB, AC je ne
závislý na poloze bodu H. 

75. Budiž dán rovnostranný trojúhelník. Je-li H libovolný bod uvnitř 
trojúhelníka, pak součet vzdáleností bodu H od všech tří stran trojúhelníka jo 
nezávislý na poloze bodu H. . . * 

76. Jsou-li p, q dvě dané různoběžky, pak geometrické místo bodů, jejichž, 
vzdálenosti od přímek p, q mají daný součet, je obdélník, jehož úhlopříčky leží 
v přímkách p, q. 

77. Budiž s vzdálenost dvou rovnoběžek p, q. Geometrické místo bodů, 
jejichž vzdálenosti od přímek p, q mají daný součet větší než s, skládá se ze 
dvou přímek rovnoběžných s přímkami p, q. Podobný tvar má geometrické 
místo bodů, jejichž vzdálenosti od přímek p, q mají daný rozdíl menší než s. 
Může součet vzdáleností nějakého bodu od přímek p, q býti menší než si Může 
rozdíl těch vzdáleností býti větší než -s? 

78. Vně rovnoběžníka ABCD sestrojte rovnostranné trojúhelníky ABHr 

BCK, CDL, DAM. Dokažte, že HKLM je rovnoběžník! (Dokažte rovnost 
protějších stran.) 

§ 3. Kružnice. 

13. Kružnice a přímka; oblouk kružnice. Budiž dána přímka p 
a mimo ni bod S (viz obr. 67). Budiž T pata kolmice spuštěné s bodu S 
na přímku p. Je-li A kterýkoli jiný bod přímky p, víme, že je 
ST < SA. Jsou-li dva body 
A, A' přímky p stejně vzdá- * ^ S 
leny od bodu T, leží sou
měrně vzhledem ke přímce 
ST, takže SA = SA'. Jest
liže však pro dva body Ax, 
„42přímky p platí YA2<ŤAX, 

pak dokážeme, že je také G b r H 7 

SA2 < SAX. Stačí to doká
zati pro případ pořádku TAXA2 na přímce p/Pravoúhlý A STAX má. 
při vrcholu Ax úhel ostrý, takže v A SAXA2 je při vrcholu Ax úhel 
tupý, tedy při vrcholu A2 úhel ostrý a protože proti většímu úhlu leží 
větší strana, musí býti SA2 > SAX. Výsledek: Dva body př ímky 
p s te jně vzdálené od T jsou ste jně vzdáleny od S a b o d 
vzdálenější od T je t a k é vzdálenějš í od S. 

Budiž nyní S střed kružnice k s poloměrem r (viz obr. 68). Je-li 
předně r < ST, je r < SX pro všecky body X přímky p a celá přím-
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ka p leží vně kružnice k. Je-li za druhé r =. ST, je r < SX pro všecky 
body X přímky p mimo bod T. Taková přímka se jmenuje tečna 
kružnice k v bode T, který je její bod dotyku. Je-li za třetí r > ST, 
protne přímka p kružnici k ve dvou bodech A, B. Je tedy SA = SB = 
= r; pro body X uvnitř úsečky AB je SX < r, pro ostatní body X 
přímky p jejSX > r; tedy úsečka AB leží (až na své krajní body) 
uvnitř kružnice k a ostatek přímky AB leží vně k. Taková přímka se 
jmenuje sečna kružnice a úsečka AB se jmenuje tětiva. 

OЬr. 68. Obr. 09. 

Při tom jsme předpokládali, že přímka p neprochází středem $ 
kružnice k. Každá přímka jdoucí středem S je ovšem také sečnou 
a příslušná tětiva je průměr kružnice. 

Z předchozího plyne: Kružnice má v každém svém bodě T 
právě j e d n u tečnu; je to kolmice .vztyčená v bodě T na 
poloměr ST. Tečna leží až na bod d o t y k u vně kružnice. 
Vzdálenost tečny od s t ř e d u kružnice je rovna poloměru. 
Jiný důležitý výsledek naší úvahy jest: Osa každé t ě t i v y pro
cház í sťředein kružnice neboli kolmice spuš těná na t ě t i v u 
se s t ř e d u kružnice půl í t ě t i v u neboli kolmice vz tyčená na 
t ě t i v u v jej ím s t ř e d u prochází s t ředem kružnice. 

Budiž dána libovolná tětiva AB, která nechť neprochází středem 
kružnice (viz obr. 69). Přímka AB rozdělí rovinu na dvě poloroviny 
a tím i kružnici k na dva oblouky s krajními body A, B, které si označ
me kl9 k2 tak, že Ay leží v polorovině ABS> Body A, B jsou kra jní 
body oblouků klf k2: každý jiný bod kružnice k leží u v n i t ř jednoho 
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z nich. Je-li X bod uvnitř kl9 jsou body S, X od sebe odděleny přím
kou AB, pročež úsečka SX protne přímku AB v bodě Y; jest SY < 
< SX = r, takže Y leží uvnitř k a tedy uvnitř úsečky AB. Obráceně, 
leží-li Y uvnitř úsečky AB, jest SY < r a proto na prodloužení 
úsečky $ I r za bod Y máme bod X takový, ře SX = r. Body $, Ar 

jsou od sebe odděleny přímkou AB, takže X leží na oblouku kx. 
Z toho plyne, že oblouk kx je ta část kružnice k, která leží v dutém 
xihlu <X 4̂>SJB a oblouk k2 je ta část kružnice k, která leží ve vypuklém 
xihlu s rameny SA, SB. Dutý úhel <): .4$1? se jmenuje středový uhel 
nad obloukem kx a vypuklý úhel s rameny SA, SB je s t ředový 
úhel nad obloukem k^ Středovým úhlem nad tě t ivou AB 
rozumíme dutý úhel <£ ASB. " • '' 

Jestliže tětiva AB prochází středem S kružnice k, pak oblouky 
kl9 k2 jsou polokružnice a příslušné středové úhly jsou přímé. Délka 
tětivy procházející středem je ovšem 2r. Pro ostatní tětivy máme 
však (viz obr. 69) /\ABS, ve kterém strana AB je menší než součet 
AS + BS ostatních dvou stran. Tedy tětiva neprocházející středem 
je kratší než průměr. 

4l^Q 

Obr. 70. Obr. 71. 

Mějme nyní dvě tětivy A±Bl9 A2B2 kružnice k (viz obr. 70). Pak 
/\ SA^B^ A SA2B2 se shodují ve stranách vycházejících z vrcholu S. 
Je-li také <£ AXSBX = <£A2SB2, jsou oba trojúhelníky shodné (sus), 
takže Á^Bx =. A2B2. Je-li však na př. <£ A1SB1 < <£ A2SB2, pak podle 
odst. 12 (viz obr. 54) je AXBX < A2B2. Tedy dvě tětivy nad rovnými 
středovými úhly jsou si rovny. Nad menším středovým úhlem leží 
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menší tětiva. Z toho plyne dále: Dvě rovné tětivy leží nad rovnými 
středovými úhly. Menší tětiva leží nad menším středovým úhlem. 

Jsou-li dvě tětivy AxBl9 A2B2 sobě rovny, víme, že /\ SA^ g^ 
= A SA2B2. Lze tedy A & 4 A přemístiti tak, aby se kryl s A SA2B2. 
Bod S, jehož poloha se při přemístění nemění, je tedy stejně vzdálen 
od obou přímek AXBX, A2B2. Je-li však na př. AXBX < A2B2i doká
žeme, že bod 8 má od přímky A1B1 vzdálenost větší než od přímky 
A2B2. Ježto AXBX < A2B2, jest <£ AXSBX < <£ A2SB2. Proto můžeme 
(viz obr. 71) určiti na kružnici k uvnitř <£ A2SB2 bod C tak, že 
<£ A2SC = <£ AXSBX. Tětivy AXBX, A2C leží pak nad týmž středovým 
úhlem, proto jsou si rovny a jejich vzdálenosti SP, SQ od bodu 8 
jsou si rovny. Avšak přímka A2B2 odděluje bod 8 od bodu C, tedy 
také od ťisečky A2C a od bodu Q. Proto úsečka SQ protne přímku 
A2B2 v bodě H a jest SH <~SQ = SP. Nejkratší vzdálenost SK 
bodu S od přímky A2B2 je pak tím spíše menší než SP. Tedy dvě 
rovné tětivy mají rovné vzdálenosti od středu kružnice. Menší tě
tiva je vzdálenější od středu kružnice. 

ŕW^ 
Obr. 72. Obг. 73. 

14. Obvodové úhly; úsekové úhly. Dva různé body A, B kružnice 
k rozdělí k na dva oblouky kx, k2 (viz obr. 72). Úhel <£ AVB, jehož 
vrchol V leží kdekoli uvnitř oblouku k2, jmenuje se obvodový úhel nad 
obloukem kx, protože kx je ta část kružnice k, která leží v tomto úhlu. 
Podobně obvodový úhel nad obloukem k2 je úhel <£ AVB, jehož 
vrchol V leží kdekoli uvnitř oblouku kx. Společný název pro oba 
druhy úhlů jest obvodové úhly nad tětivpu AB. Dva obvodové úhly 
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nad touž tětivou leží tehdy a jen tehdy nad týmž obloukem, jestliže 
jejich vrcholy nejsou od sebe odděleny přímkou AB. Každý obvodový 
úhel je úhel dutý. 

Obvodový úhel je polovina středového úhlu nad týmž obloukem. 
Tuto důležitou vetu si dokážeme (viz obr. 73) nejprve pro takový 
<X A VB, jehož jedno rameno, třeba rameno V A, prochází středem S 
kružnice k. Budiž <)r A VB = a, <£ ASB = (3. Máme dokázati, že 
/V= 2a. Avšak v /\ SBV je /? vnější úhel při vrcholu S, a vnitřní 
úhel při vrcholu V, takže (3 = a + <x', kde a' je vnitřní úhel při 
vrcholu B. Ježto S F =1ŠB, je a = a, takže /? = 2«. 

Za druhé vyšetřeme případ takového obvodového úhlu a = 
-= <X A VB nad obloukem k0, ze střed S kružnice k leží uvnitř a (viz obr. 
74). Máme dokázati, že j8 = <£ ASB = 2*. Polopřímka VS leží uvnitř 
úhlu a a protne oblouk &0 v bodě (7. Bod C rozdělí k0 na dva oblouky 
l\, k2. Podle obrazce je a = ax + a2, ,5 = ftx 4- /?2. Podle případu již 
vyšetřeného (viz obr. 73) je však f}x = 2ax, p2 = 2<%2, takže /? = 2a. 

Zbývá případ takového obvodového úhlu a= ^AVB nad 
obloukem k0, že střed S kružnice k lezl vně a (viz obr. 75). Máme 
dokázati, že /? = <X .4#2? = 2a. Polopřímka VS leží vně úhlu a a pro
tne kružnici k v bodě C. Celý úhel a, tudíž i oba body A, B, leží 
v jedné polorovině vyťaté přímkou VC a proto jeden z obou úhlů 
Š..ASC, <£ -B£C je částí druhého. Budiž třeba <X .4SC částí <£ -B/SC 
Podle obrazce je « + Oj. obvodový a /? + & středový úhel nad oblou
kem &0 + î5 * i je středový a ^ je obvodový úhel nad obloukem kx. 
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Podle případu již vyšetřeného (viz obr. 73) je však (3 + & = 2(oc + ^j). 
/?! ~-2<xl9 takže /3 = 2%. 

Z právě dokázané věty plyne, že co do vel ikost i máme nad 
každým obloukem jediný obvodový úhel rovný polovině úhlu stře
dového. Nad t ě t i v o u máme pak co do velikosti dva obvodové úhly. 
Obvodové úhly <£ AVXB, $:AV2B nad touž t ě t i v o u AB jsou 
si rovny, jest l iže vrcholy Vl9 V2 nejsou od sebe odděleny 
př ímkou AB. Jsou-li však Vl9 V2 od sebe odděleny přím
kou AB9 jsou obvodové úhly výplňkové, neboť oba středové 
úhly dávají dohromady áR, tedy 
obvodové úhly £ . áR = 2R. Ob
vodový úhel <£ AVB nad tě
t ivou AB je ostrý, není-li 

Obr. 77. 

vrchol V oddělen př ímkou AB od s t ředu S kružnice k9 a 
<£ AVB je tupý, jsou-li body V9 S od sebe oďděleny př ímkou 
AB. Leží-li vrcholy íftyrúhelníka ABCD na kružnici k9 jsou protější 
úhly výplňkové. Neboť na př. <£ BAD, <£ BCD jsou obvodové úhly 
nad tětivou BD, jejichž vrcholy A, C jsou od sebe odděleny přímkou 
BD. 

Obvodový úhel nad průměrem je pravý (Thaletova veta), protože 
příslušný středový úhel je přímý. 

Jsou-li A9 B dva různé body kružnice k a je-li AŤ tečna kružnice 
jfc, pak <£ BAT nazýváme úsekovým úhlem nad tím obloukem kruž- -
nice k, který leží v polorovině ABT< Nad každým obloukem máme 
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co do polohy d v a úsekové úhly; vrcholem jednoho je bod A, vrcholem 
druhého je bod B. N a d t ě t i v o u AB máme potom eo do pololw čtyři 
obvodové úhly. Co do v e l i k o s t i máme nad každým obloukem 
jediný úsekový úhel, neboť úsekový úhel se rovná, polovině středového 
úhlu nad týmž obloukem neboli ú s e k o v ý úhel se r o v n á obvo
d o v é m u ú h l u n a d t ý m ž o b l o u k e m . To je jasné, je-li AB průměr 
kružnice, neboť úsekový úhel nad průměrem je zřejmé úhel pravý. 
Xechť tedy tětiva AB není průměrem kružnice k (viz obr. 77). Budiž 
/) osa úsečky AB; p prochází středem S a protne AB ve středu P 
úsečky AB. Body A,B jsou souměr
ně sdružené vzhledem k přímce p, 
kružnice k je souměrná a proto tečny 
v bodech A, B se protnou v bodě 

OЪr. 79. 

Q na přímce p. V pravoúhlém A APQ je <; PAQ ostrý, tedy menší 
než pravý < SAQ; proto body S, Q jsou od sebe odděleny přímkou 
AB. Body A, B rozdělí kružnici k na dva oblouky kv k2, při čemž leží 
l\ v polorovině ABQ, k2 v polorovině ABS. Pravoúhlé /\ APQ, 
A ASQ dají 

< BAQ -f < AQS =. R, < ASQ + < AQS = R, 
pročež úsekový úhel <£ BAQ nad obloukem kx je roven < ASQ, který 

podle souměrnosti je roven polovině středového úhlu < ASB nad 
týmž obloukem. Úsekový úhel < BAR nad obloukem k2 je vedlejší k 
< BAQ, je tedy roven 

2R — < BAQ - l(áR — < ASB), 

t. j . zase polovině středového úhlu nad týmž obloukem. 
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Budiž zase AB tětiva kružnice k a budiž k0 jeden oblouk kružni
ce k s krajními body AB. Budiž Q0 ta polorovina vyťatá přímkou AB, 
ve které neleží oblouk kQ. Co lze říci o velikosti úhlu < ACB, jehož 
vrchol G leží kdekoli uvnitř poloroviny g0? Leží-li G na kružnici k, 
je <£ J.CJ3 obvodový úhel nad obloukem k0 a proto co do velikosti 
je tento úhel a jednoznačně určen. Dokážeme si nyní, že < ACB > v. 
leží-li C uvnitř k, <X ACB < a, leží-li C vně k. Budiž nejprve C uvnitř 
k (viz obr. 78). Prodloužení úsečky AG za bod C protne k v bodě I) 
a jestliže v A F?OD porovnáme vnější úhel při vrcholu C s vnitřním 

OЬг. S l . 

při vrcholu D, dostaneme <X ACB > ,%. Budiž za druhé O vně k (viz 
obr. 79). Zvolme bod E uvnitř úsečky AB. ÍJsečka GE má krajní 
boď G vně k a krajní bod E uvnitř k, protne tedy kružnici k v bodě D. 
Jestliže v trojúhelnících AGD, BCD porovnáme vnější úhel při vrcho
lu D s vnitřním při vrcholu G, dostaneme 

<£ ACE < <r ADE, <í BCE < <r J3D.É?, 

z čehož plyne sečtením <£ .áGB < <%. 

Buďtež nyní dány dva různé body A, B a dutý úhel a. Určíme 
si g e o m e t r i c k é m í s t o t ě c h b o d ů X, z n i c h ž je v i d ě t i ú s e č k u 
AB p o d ú h l e m oc, t . j . pro které platí <£ .áXi? = <%. J e - l i Oc = i?, 
p a k h l e d a n é g e o m e t r i c k é m í s t o je k r u ž n i c e k n a d p r ů m ě 
r e m a (viz obr. 80). Neboť víme, že <£ AXB = R, leží4i X na k, 
<£ A X B > iř, leží-li X uvnitř fc, <£ .4XJS < R, leží-li X vně k. 

J e - l i a ú h e l kosý . p a k h l e d a n é g e o m e t r i c k é m í s t o se 
s k l á d á ze d v o u o b l o u k ů s o u m ě r n ě s d r u ž e n ý c h v z h l e d e m 
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k p ř í m c e AB; není to kružnice. Přímka AB \ytíná dvě poloroviny 
o1? o2; stačí vyšetřiti body X uvnitř QX. Určeme (viz obr. 81 a 82) 
v polorovině Q2 bod T tak, že <£ BAT =- v. Kolmice vztyčená v bodě 
A k přímce AT protne osu úsečky AB v bodě S. Kružnice k se stře
dem S a poloměrem SA '-= &B vy tíná tětivu J i ? a přímka AT je 
tečnou v bodě A. Body JI, J? rozdělí k na dva oblouky kls k2i z nichž 
prvý leží v polorovině Ox. Zřejmě i: BAT je tečnový úhel nad oblou
kem k2, takže také obvodový úhel nad týmž obloukem je roven 
<£ BAT = cx.. Z toho plyne pro 
body X uvnitř Ox : <v AXB = \. 
leží-li X na jfc, <£ .áXfí > ,%, leží-li 
X uvnitř k, <£ AXB < a, leží-li 
X vně k. Tedy část hledaného geo
metrického místa ležící v polorovině Obr. 83. 

ì#e 

Obr. 82. Obг. 84, 

Qt je oblouk kv Celé geometrické místo těch bodů X, z nichž je viděti 
úsečku AB pod úhlem oc, skládá se ze dvou oblouků souměrně 
sdružených vzhledem k AB (viz obr. 83 pro tupý úhel c%, obr. 84 pro 
ostrý úhel oc). 

15. Dvě kružnice. Budiž dána kružnice k se středem S a bod T. 
Splynou-li body S, T, je vzdálenost TX stejná pro všecky body X 
na kružnici k. Jsou-li však S, T dva různé body, pak přímka ST 
protne kružnici k ve dvou bodech C, i ) ; označení volme tak, aby 

Čech: Geometrie pro IV. tr. stř. škol. 4 
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bod T ležel na polopřímce SC (viz obr. 85 až 87). Pak je TÓ < YĎ 
a pro každý jiný bod X na kružnici k je TC < TX < TD. Neboť 
v A STX je strana TX jednak menší než součet stran ST a SX = $Z>, 
t. j . menší než TD, jednak je strana TX větší než rozdíl stran ST 
a SX = SC, t. j . větší než TÓ. Tady ze všech bodů kružnice k 
je bod C nejblíže k bodu T, bod D ne jdále od bodu D. 

Obr. 85. Obr. 80. 

Mějme nyní dány dvě různé kružnice k\, k2 se středy S\, S2 a polo
měry rx,.r2. Splynou-li oba středy Slf S2 (viz obr. 88), pravíme, že kruž
nice jfcx, k2 jsou soustředné; obě kružnice nemají žádný společný bod 
a je-li na př. t\ < r2> leží celá kružnice kt uvnitř k2, která zase leží 
celá vně kx. 

Obr. 87. Obr. 88. 

V případě, že středy S^ S2 jsou od sebe různé, může býti rx == r2; 
jsou-li však poloměry různé, budiž ?\ < r2. Mají-li kružnice kx, k2 dva 
různé společné body A, B, je AB společná tětiva obou kružnic, takže 
osa úsečky AB musí procházeti i bodem St i bodem S2, t. j . přímka 
SXS2 je osou úsečky AB. Z toho plyne, že body A, B jsou navzájem 
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souměrně sdružené vzhledem k přímce SXS2. K r u ž n i c e ku k2 n e m o 
h o u tedy m í t i v í c e n e ž d v a s p o l e č n é b o d y , neboť kdyby A, B, 
C byly tři různé společné body, pak by k bodu A byl vzhledem k přím
ce SXS2 souměrně sdružený i 
bod B i bod G a to je nemož
né. Jsou-li dva různé spo
lečné body A, B, pak z je
jich souměrnosti vzhledem 
k přímce Ŝ Sg plyne, že žádný 
z nich neleží na této přímce 
a proto mají obě kružnice 
v bodě A (a stejně i v bodě 
B) různé tečny, neboť v bo
dě .4 stojí kolmo na tečně 
kružnice kx přímka SXA a 
na tečně kružnice k2 jiná 
přímka S2A. Pravíme, že 
kružnice kx, k2 se protínají 
v bodech A,B (viz obr. 89). 
V A SXS2A je strana SXS2 

menší než součet a větší než 
rozdíl druhých dvou stran, t. j 

übr. 89. 

Obr. 90. 

r% — »i < 8A < r\ (i) 

Předpokládejme dále, že kružnice kx, k2 mají jediný bod G spo
lečný. Bod C musí ležeti na přímce S^, neboť jinak by bod sou
měrně sdružený s bodem C vzhledem k SXS2 byl druhý společný bod. 
Obe kružnice se dotýkají v bodě C, neboť tečna t obou v bodě C musí 
býti kolmá k přímce SXS2. Jestliže bod G leží uvnitř úsečky SXS2 (viz 
obr. 90), máme vnější dotyk. Je-li bod X kružnice kx různý od C, jest 
S$X > S2C = r2. Proto kružnice kx leží až na bod dotyku C vně kruž
nice k2 a podobně leží kružnice k2 až na bod dotyku G vně kružnice kv 

Každá z obou kružnic k±, k2 leží v jiné polorovině vyťaté společnou 
tečnou t. Zřejmě 

Š& =, r, -- T2. (2) 

Jestliže bod G leží vně úsečky SXS2 (viz obr. 91), máme vnitřní dotyk. 

Je-li X b o d kružnice kx různý od bodu G, jest S2X < S2C = r2. Proto 
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kružnice kx leží až na bod dotyku C uvnitř kružnice k2. Je-]i Y bod 
kružnice k2 různý od bodu C, jest \lr > SXC = rv Proto kružnice 
jfca leží až na bod dotyku C vně kružnice kv Obě kružnice kv k2 leží 
v téže polorovině vyťaté společnou tečnou t. Zřejmě 

ASДJ = r2 — rv (3) 

Obr. 91. 

Předpokládejme konečně, že 
kružnice kv k2 nemají žádný spo
lečný bod. Přímka SXS2 protne kx 

v bodech CVDV k2 v bodech G2,D2 

'různých od bodů CvDv Body Cv 

Dx leží buďto oba, uvnitř úsečky 
C2D2 nebo oba vně úsečky C2D2. 
Neboť jinak by ležel z bodů Cv Dx 

kružnic? kx jeden uvnitř a druhý 
vně kružnice h a potom by se kruž
nice kv k2 protínaly. Podobně body 
Ct, D2 leží oba vně úsečky GXDV 

(Nemohou ležeti oba uvnitř úsečky CXDV neboť pak by bylo 2r2 = 
= C2D2 <CXDX = 2rv) Jsou tedy jen dvě možnosti. Buďto (viz obr. 
92) leží úsečky CXDV C^D2 každá vně druhé. Při vhodném označení 
leží úsečka CXC2"uvnitř 
úsečky DXD2. Ze všech 
bodů kružnice kx leží Cx 

nejblíž k JS2 a protože 
CXS2 > r2, je celá kruž
nice kx vně kružnice k2 a 
podobně je i celá kruž
nice k2 vně kružnice kv 

Ježto~# .̂> = S A + SJA + ČA, je 
Obr. 92. 

SгSt> r. + 'rt. (4) 

Nebo (viz obr. 93) leží úsečka C\DX uvnitř úsečky C2D2. Při vhodném 
označení leží bod Cx na polopřímce SXS2 a bod C2 na polopřímce S2SX. 
Ze všech bodů kružnice kx leží bod Dx nejdále od bodu S2 a protože 
DXS2 < r2í je celá kružnice kx uvnitř kružnice k2. Ze všech bodů kruž-
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nice k2 leží bod C2ne]blíže bodu.Sx a protože C2St > rl9 je celá kružnice 
k2 vně kružnice kx. Ježto SXS2 = -§2^2 — $iA. —- C^i , J e 

Š A < r2 — rr (5) 
Shledali jsme, že může 

nastat jeden z pěti případu a 
v každém z nich jsme nalezli 
pro délku SXS% jeden ze vztahů 
(1) až (5). Protože jisté platí 
právě jeden ze vztahů (1) až 
(5), můžeme výsledek vysloviti 
takto: Dvě kružnice kl9 k2 

(středy Su &>, poloměry 
}\ S> r%) mají p a t e r o u mož- Obr. 93. 
nou polohu: 

[1] r2— rx < SXS2 < rx + r2, kružnice se prot ína j í ; 
[2] $!#<} = rx -f r2, kružnice mají vnější dotyk; 
[3] $-$2 = r2 — rl9 kružnice mají v n i t ř n í dotyk; 
[4] S^ > rx + r2, každá z. obou kružnic je celá vně 

druhé; 
[5] StS2 < r2 — rl5 menší kružnice je celá u v n i t ř větší, 

větší je celá vně menší. U soustředných kružnic je SXS2 = 0 a na
stane případ [5]. 

Mimo to si ještě zaznamenejme tento důležitý výsledek našich 
úvah: Dotýkají-li se dvě kružnice, leží bod dotyku na přímce spojující 
středy obou kružnic. Dotyk je vnější, leží-li bod dotyku uvnitř úsečky 
spojující středy, a je vnitřní, leží-li bod dotyku na prodloužení této 
úsečky. ^ 

16. Euklidovské konstrukce. Jak známo, nazýváme euklidovskou 
takovou konstrukci, při které se stále užívá pouze dvou základních 
výkonů: 

(1) narýsovati přímku, která prochází dvěma danými body, 
(2) narýsovati kružnici, která má daný střed a daný poloměr. 
Nejprve si zopakujeme několik nejjednodušších euklidovských 

konstrukcí, na které se potom převádějí konstrukce složitější. Nej-
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prostší je tato úloha (viz obr. 94): N a d a n o u p ó l o p ř í m k u AB 
n a n é s t i ú s e č k u AX r o v n o u d a n é ú s e č c e HK. Sestrojíme kruž
nici k se středem A a poloměrem HK; k protne přímku AB ve dvou 
bodech, z nichž ten, který leží na polopřímce AB, je žádaný bod A'. 

Některé úlohy se euklidovsky řeší velmi 
snadno pomocí osové souměrnosti: Jsou to j 
zejména tyto základní ^L) 
úlohy: (1) S e s t r o j i t i ^f 

\ 
Si 

/ 

vb 
\p 

Obr. 9.5. 

<c 
\ \ \ \ \ B 

ţѓ 
k 

Obг. 96. 

/ 
/ 

/ / 

• __ 

Іc 

osu p d a n é ú s e č k y AB (viz obr. 95). (2) S e s t r o j i t i s t ř e d $ d a n é 
ú s e č k y AB (viz zase obr. 95). (3) K d a n é p ř í m c e p v z t y č i t i 
k o l m i c i k v d a n é m b o d ě A p ř í m k y p (viz obr. 96). (4) N a da
n o u p ř í m k u p s p u s t i t i k o l m i c i k s d a n é h o b o d u A m i m o 
p ř í m k u p (viz obr. 97). (5) S e s t r o j i t i osu VX d a n é h o úhlu 

<£ AVB (vizobr. 98). Popište všecky tyto 
konstrukce a odůvodněte jejich správnost 
známými vlastnostmi osové souměrnosti! 

'A 

ч 
x 

У P 
£Г---_ _ _ - ^ C 

\ 
ч % 

k 

kó 
Obr. 97. 

-Ґ^ i — - — \ ; 

^*4-^ / 

— - — 
— ) І .— 

"X 
" \ ł 

Ö* \ f î 

Obr. 98. 

V obr. 99 je řešena úloha: S e s t r o j i t i ú h e l <£ A .VX = 60°. 
j e - l i d á n o j e d n o r a m e n o V A. Popište a odůvodněte konstrukci! 
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V obr. 100 je řešena úloha: Sestro j i t i úhel <£AVX rovný- da
nému <£HOK, je-li dáno jedno rameno V A. Popište a odů
vodněte konstrukci! V obr. 101 je řešena úloha: Daným bodem 
A vést i rovnoběžku k dané přímce p. Na přímce p zvolíme 
libovolně body B, C. Kružnice se středem A a poloměrem BC a kruž-

Obr. 99. Obr. 100. 

_^X 

nice se středem C a poloměrem AB se protnou ve dvou bodech sou
měrně sdružených vzhledem k přímce AC. Budiž X ten z nich, který 
je od bodu B oddělen přímkou AC. Vznikne čtyrúhelník ABCX, 
jehož protější strany jsou si rovny; je to rovnoběžník, pročež přímka 
AX je žádaná rovnoběžka q. 

Pomocí uvedených základ
ních úloh řešíme snadno velkou 
řadu úloh jiných. Budiž na př. 
úkolem ses t ro j i t i k př ímce p 
rovnoběžku v dané vzdále
nost i HK. Zvolíme bod A libo
volně na přímce p9 vztyčíme 
v něm kolmici k k přímce p, na k naneseme AB± = AB2 = HK 
a vedeme body Bly B2 přímky qlr q% rovnoběžně s p. Přímky 
qu q2 dávají řešení úkolu. Proveďte konstrukci třeba s volbou HK = 
= 3 cm! Jiným úkolem budiž třeba konstrukce úhlu <$:AVX = 
= 75° s daným ramenem V A. Sestrojíme napřed *$iAVB= 90°, 
<£ A VC = 60° tak, že body B, C nejsou od sebe odděleny přímkou 

в 
Obr. 101. 
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V A; osa VX úhlu < .tírc dá žádaný < .4 VX. Proveďte a odůvod
něte konstrukci! 

Při řešení konstruktivních úloh se často užívá geometr ických 
míst. Nejjednodušší je tento případ. Budiž dána čára c a budiž 
úkolem sestrojiti na c bod X tak. aby měl určitou vlastnost. Všecky 
body X mající tu vlastnost vyplní nějaké geometrické místo g. Narý
sujeme g a hledané body X jsou průsečíky obou čar c a g. Na př. 
budtež dány (viz obr. 102) dva body A, B a kružnice c se středem S. 
Úkolem je sestrojiti na c bod X tak, aby bylo AX = BX. Geome
trické místo všech bodů X, pro které platí AX = BX, je osa g úsečky 

AB, kterou umíme euklidovsky sestro
jiti. Hledané body jsou průsečíky kruž
nice c s přímkou g. V obr. 102 jsou dva 
takové body Xx, X2, t. j . úloha má 
dvě řešení. Kdyby však kružnice c 
byla nahrazena menší soustřednou 
kružnicí k, neměla by úloha ž á d n é 
řešení, a kdyby kružnice c byla na
hrazena (v obr. 102 nenarýsovanou) 
soustřednou kružnicí, jejímž polomě
rem by byla vzdálenost bodu S od 
přímky g, měla by úloha jediné ře
šení. Táž obecná úloha nemusí tedy 

při různých polohách daných útvarů míti vždy týž počet řešení. 
VTelmi důležitá je metoda dvou geometr ických míst. Hle

dajíce touto metodou bod X, který vyhovuje daným podmínkám, 
vynecháme jednu podmínku a najdeme, že body vyhovující ostatním 
podmínkám úlohy vyplní geometrické místo gx; potom vynecháme 
jinou podmínku a najdeme obdobně jiné geometrické místo g.2. Hle
dané body X jsou průsečíky čar gx, g2. Budiž na př. úkolem najíti 
bod X stejně vzdálený od tří daných bodů A, B, C, mezi sebou růz
ných. Podmínky pro bod X jsou 

AX =-= BX = ČX; (1) 

vynecháme-li bod C, máme jako geometrické místo g1 osu úsečky AB\ 
vynecháme-li bod B, máme jako geometrické místo g2 osu úsečky AC. 
Hledaný bod X je průsečík přímek gx, g2. Jestliže dané body A, B, C 

Obr. 102. 



leží všecky na jedné přímce, jest gx jj g2 a daná úloha nemá žádné 
řešení. Jestliže však body A, B, C neleží na přímce, jsou přímky gx, g2 

různoběžné a daná úloha má jediné řešení. 
I když při původním znění úlohy nejde o stanovení bodu, nýbrž 

kružnice, přímky a pod., přece lze zpravidla úlohu upraviti tak, že 
v novém znění běží o určení bodu X, který vyhovuje daným podmín-

Obr. 103. Obr. 104. 

kám. Máme-li na př. s e s t r o j i t i k r u ž n i c i o p s a n o u d a n é m u 
t r o j ú h e l n í k u ABC a označírne-li si X střed hledané kružnice, pak 
máme určiti bod X vyhovující hořejším podmínkám (l), takže naše 
úloha má jediné řešení; viz obr. 103 až 
105, ve kterých střed opsané kružnice 
je jako obvykle označen O. Bod O jsme 
dostali jako průsečík os stran AB, AC, 
ale prochází jím ovšem také osá třetí 
strany BC. Úhel oc je v opsané kruž
nici obvodový úhel nad tětivou BC a 
proto 0 leží v polorovině BCA, je-li oc 
úhel ostrý, a v polorovině opačné, je-li 
x úhel tupý (viz str. 49). Proto u 
o s t r o ú h l é h o A ABC l ež í O u v n i t ř 
t r o j ú h e l n í k a , u t u p o ú h l é h o v n ě . 
je O s t ř e d p ř e p o n y . 

Hledejme dále k r u ž n i c i v e p s a n o u d a n é m u t r o j ú h e l n í k u 
ABC. Střed 8 hledané kružnice leží uvnitř A ABC a jeho vzdále
nosti od přímek AB, AC, BC jsou rovny poloměru o vepsané kružnice. 
Máme tedy určiti uvnitř trojúhelníka bod 8 tak, aby jeho vzdále-

Obr. 105. 

U p r á v o ú h l é h o A ABC 



nosti od tří přímek AB, AC, BC byly si rovny. Geometrické místo 
bodů uvnitř trojúhelníka stejné vzdálených od AB jako od AC je 
úsečka AH, kde Afí půlí úhel ťx. Geometrické místo bodů uvnitř troj
úhelníka stejné vzdálených od AB jako od BC je úsečka FÍK. kde i>/v 

Obr. 106. 

půlí úhel /?. J e tedy jediná kružnice vepsaná a její střed S je průsečík 
úseček J.if, BK. Bod $ leží ovšem také na úsečce CL, kde GL půlí 
úhel y. Bod $ není jediný bod stejně vzdálený od tří přímek AB; AC, 
BC, nýbrž jsou ještě tři další takové body Sa, Sb, Sc (viz obr. 106). 
Geometrické místo gx bodů stejně vzdálených od AB jako od AC se 
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skládá z přímky AH a z kolmice na ni vztyčeno v bodě A; geometrické 
místo g2 bodů stejně vzdálených od AB jako od BC se skládá z přímky 
BK a z kolmice na ni vztyčené v bodě B; cáry c/1? g2 se protnou ve 
čtyřech bodech S, Sa, Sft, Sc. Body Sa, Sb, Se jsou středy k r u ž n i c 
v n ě v e p s a n ý c h t r o j ú h e l n í k u A BC. 

17. Tečny kružnice z daného bodu; společné tečny dvou kružnic* 
Při řešení konstruktivních úloh je účelné postupovati takto. Nejprve 
provedeme r o z b o r ú l o h y , ve kterém si myslíme úlohu už řešenu, 
načrtneme si obrazec od ruky a hledáme v něm takové vztahy, které 
by mohly vésti ke konstrukci; často si pomáháme tím, že vedeme 
různé pomocné čáry. Výsledek rozboru je k o n s t r u k c e , kterou pro
vádíme zpravidla euklidovsky. Protože však při rozboru vycházíme 
od neodůvodněného předpokladu, že daná úloha je řešitelná, je ve 
složitějších případech třeba ještě d ů k a z u , že nalezená konstrukce 
je správná. K dokonalému řešení konstruktivní úlohy patří také 
d e t e r m i n a c e , t. j . stanovení podmínek pro vzájemnou polohu da
ných prvků, za kterých je úloha řešitelná, a stanovení počtu řešení 
pro jednotlivé možné polohy. Ale u některých úloh, které jinak nejsou 
příliš nesnadné, je determinace pro školu příliš obtížná. 

Budiž dána kružnice k se 
středem S a mimo kružnici bod 
^4. Úkolem budiž vésti i bodu A 
tečnu ke kružnici k. Protože tečna 
leží až na dotyčný bod vně kruž
nice, může býti úloha řešitelná 
pouze tehdy, jestliže bod -A leží 
vně kružnice k. Při rozboru si zvo
líme kružnici k se středem S, na 
ní libovolný bod T & v něm ve
deme tečnu, na které si zvolíme 
bod ^4. Pozorujeme, že úsečku AS je viděti z bodu T pod úhlem 90°; 
geometrické místo bodů, z nichž je viděti AS pod úhlem 90°, 
je však kružnice nad průměrem AS. Tím jsme vedeni k této kon
strukci (viz obr. 107). Nad průměrem AS sestrojíme pomocnou 
kružnici m (její střed O je střed úsečky AS), která protne kruž
nici k ve dvou bodech Tx, T2. Přímky ATX, AT2 jsou hledané 
tečny. Nalezená konstrukce je správná, neboť podle Thaletovy věty 

Obг. 107. 



jsou úhly «; S'I\Ay •;.. ST2A pravé, takže přímka 1\A je tečnou kruž
nice k v bode 1\ a podobně i T2A. Úloha má vždy dvě řešení, neboť 
ježto pomocná kružnic* /H prochází bodem S uvnitř k a bodem A 
vne k, ])rotne kružnici r ve dvou bodech 1\, T2. Tedy k a ž d ý m 
v n ě j š í m b o d e m 4̂ p r o č láze j í d v ě t e č n y ke k r u ž n i c i k. Ježto 
S, A jsou středy kružnic k\ ni, leží průsečíky Tv T2 souměrně vzhle
dem k přímce SA. Z toho plyne: Obě t e č n y v e d e n é z b o d u .4 
maj í s t e j n o u d é l k u , rozumíme-ii délkou tečny vzdálenost bodu A 
od bodu dotyku. P o l o p ř í m k a AS p ů l í ú h e l t e č e n < TXAT2. 

Nalezené řešení dané konstruktivní úlohy není ovsem jediné 
možné řešení. Odvoďme si řešení jiné! Při rozboru zvolíme zase kruž
nici k se středem S, na ní bod 77, v něm tečnu a na tečně bod A. 
Zaveďme pomocný bod B souměrně sdružený s bodem S vzhledem 
k přímce AT^ Pozorujeme, že AU -- AS, SB =- 2 . ST. Tím jsme 

vedeni k té to konstrukci (viz 
obr. 108). Sestrojíme dvě po
mocné kružnice c. d, z nichž 
c má střed S a poloměr 2r 
rovný průměru kružnice k9 d 
má střed A a poloměr rov
ný SA. Kružnice c, d se 
protnou ve dvou bodech Bí, 
B2 a průsečíky Tv T2 úse
ček SBV SB2 s kružnicí k 
jsou body7 dotyku hledaných 
tečen. Odůvodněte sami, 
že nalezená konstrukce je 

správná a dokažte i touto cestou, že úloha má vždy dvě řešení! 
Společná tečna t dvou kružnic kv k2 (středy Sv S2) se jmenuje 

vnější, leží-li obě kružnice v téže polorovině vyťaté přímkou t, a jme
nuje se vnitřní, leží-li každá z obou kružnic v jiné polorovině vyťaté 
přímkou t. V obr. 109 jsou Tv T2 body dotyku vnější společné tečny t 
dvou kružnic kv k2; poloměr rx kružnice kx je menší než poloměr r2 

kružnice k2. Uvnitř úsečky S2T2 určeme bod U tak, že T2U = T1SV 

Úsečky T2U, TXSX jsou obě kolmé na t, jsou tedy rovnoběžné a jsou 
také stejně dlouhé. Proto je /S17

r
17

7
2i7 rovnoběžník, takže StU jj TtT2, 

tedy SJJ J„ S2U; mimo to je T^ = T2Ů9 pročež S2U = r2 — rx. 

Cí 

Obr. 108. 
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Vedeme-li tedy pomocnou kružnici c se středem S2 a poloměrem 
r2 — r l 5 je SXU tečna kružnice c s bodem dotyku U, 

Obrácené budiž U takový bod na kružnici c se středem S2 a polo
měrem r2 - - rx, že tečna kružnice c v bodě U prochází bodem Sv Bod U 
leží uvnitř k2, takže na prodloužení úsečky S2U za bod U leží bod Tt 

kružnice h. Určeme bod Tx kružnice kt tak. že SlT1 \iS./T2a že body 

Obr. 109. 

T 1 ? T2 nejsou od sebe odděleny přímkou SXS2. Vznikne rovnoběžník 
8iTxT2U a ježto StU ± S2U, je' T/T2 J_ S^, T,T2 ± 82T2. Proto 
TtT2 je společná tečna kružnic kly k2 a Tly T2 jsou její body dotyku. 
Body Tx, T2 nejsou od sebe odděleny přímkou SXS2 a proto běží 
o vnější společnou tečnu. 

Obг. 110. Obг. I I I . 

V případě obr. 109 leží bod Sx vně pomocně kružnice c a proto 
jím procházejí dvě tečným ke kružnici c a kružnice kv k2 mají dvě 
vnější společné tečny. Tento případ nastane tehdy a jen tehdy, 
jestliže S1S2>r2 — rx, t. j . (viz obr. 110 až 112) jestliže kružnice 
kl7 k2 buďto.se protínají, nebo mají vnější dotyk, nebo každá z nich 
leží vně druhé. Jestliže však bod St leží uvnitř kružnice c, nemají 



kružnice kt, k2 žádnou vnější společnou tečnu; tento případ nastane 

tehdy a jen tehdy, jestliže SXS2 < 

Jestliže konečně StS2 ~ r2 -- rx 

()l) 112. 

Obr. 113. 

\k3 

r2 — rl, t . j . jestliže kx leží uvnitř k2. 

mají kružnice k\, k2 vnitřní dotyk 
v určitém bodě; M kolmice vzty
čená v l i k přímce 8VS2 je je
diná vnější společná tečna a oba 
body dotyku Tv T2 splynou 
s bodem M, se kterým splyne 
také bod U. 

Proberte sami v textu vylou
čený případ, že poloměry r l s rz 

kružnic kl9 h> jsou si 
rovny! Pomocná kruž
nice c se v tomto pří
pade smrští na bod AS\>, 
se kterým splyne také 
bod U, a vnější společ
né tečny kružnic klt h 
jsou obě rovnoběžné 
s přímkou $!$2. 

Pro vnitřní spo-
^S léčné tečny platí ob

dobná úvaha, kterou 
už můžete provésti sa

mi. Viz obr. 113, který se liší od. 
obr. 109 hlavně tím, že poloměr po
mocné kružnice c je nyní rx -f- r2. 
Leží-li bod $ x vně kružnice c, máme 
dvě vnitřní společné tečny. Tento 
případ nastane tehdy a jen tehdy. 

jestliže SXS2 > r2, t. j . (viz obr 
Obr. n i ' 11.4) jestliže každá z obou kružnic kl7 

L> leží vně druhé. Leží-li ^ uvnitř c. 
nemají kly k2 žádnou vnitřní společnou tečnu. Tento případ nastane 

tehdy a jen. tehdy, jestliže StS2 < ?\ + r2, t. j . jestliže kružnice kv k2 

se protínají nebo mají vnitřní dotyk nebo leží jedna uvnitř druhé. Jest-
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lize konečně SVS2 == rx + rt9 mají fclf fc3 vnější dotyk v určitém bode 
M a společná tečna v bodě M je jediná vnitřní společná tečna. 

Cvičení. 
a) Tětivy a tečny. 
70. Na kružnici jsou dány čtyři body v pořádku ABCD. Je-ii AB = CD, 

dokažte pomocí středových úhlů, že AG = BD\ 
80. Kružnice k19 k2 se protnou v bodech A, B. Přímka p \\ AB protne kx 

v bodech H, M, k2 v bodech K, L; na přímce p máme pořádek HKLM. Dokažte, 
žeHK = LM\ 

81. Kružnice Â , k2 (středy S19 S2) se protnou v bodech A9 B. Rovnoběžka 
k SXS2 vedená bodem A protne kx znovu v bodě Cl9 k2 v bodě C2. Dokažte, že 
GČ\ = 2 . Sjšil 

82. J e dán čtyrúhelník ABCD. Sestrojte dvě soustředné kružnice tak, aby 
prvá procházela body A, B, druhá body C, D\ Kdy je to nemožné? 

83. V obr. 115 je CD \\EF. Dokažte, že 
IJl) = EF\ 

Obr. 115. 

84. AB je tětiva kružnice (střed S). P je pata kolmice spuštěné s bodu A 
na tečnu v bodě B. Dokažte, že AB půlí <£ SAP\ 

85. Tečna kružnice v bode A protne soustřednou kružnici v bodech B, C. 
Dokažte, že AB = AG\ 

86. AB je průměr kružnice, na které leží bod G. Paty kolmic spuštěných 
s bodů A, B na tečnu v bodě G jsou P, Q. Dokažte, že GP = CQ\ 

87. Tečny kružnice (střed S) v bodech A9 B se protnou v bodě (7. 
a) Dokažte pomocí shodných trojúhelníků, že AG = BG a že GS je 

osa «£ ACB\ 
h) Jestliže kolmice vztyčená v bodě G k přímce BG protne přímku 

AS v bodě D, dokažte, že ŠD = CD \ 
V obr. 116 až 118 bod S je střed kružnice. 

88. (Viz obr. 116.)'Seřaďte úsečky AB, AG, AD, AE, BC, BD, BE, CD, 
GIS, DE od nejmenší k největší! 
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89. V odst. 13 bylo dokázáno, že dvě sobe rovné tětivy jsou stejně vzdá
leny od středu kružnice a že menší tětiva je vzdálenější od středu kružnice. 
Dokažte to jinak pomocí Pythagorovy věty! 

b) Obvodové úhly. 

90. (Viz obr. 117.) 
a) Je-li y — 130°, určete a9 01 
b) Je-li fi =- 74°, určete tp9 <x\ 
c) Je-li <% = 66°, určete p\ 

ř d) Je-li <p = 230°, určete y9 ó\ 
e) Je-li a — 64°, určete \p9 <p9 d\ 
f) Je-li y -= 126°, určete 0, ó\ 
g) Je-li a •= 58°, určete <5! 
h) Je-li y = 110°, určete j8! 

91. V obr. 118 ,42?&D je rovnoběžník. Určete o>! 
92. Úhel <x rovnoramenného A ABC je roven 32°. Určete středové úhly 

nad oblouky, na které strany trojúhelníka rozdělí opsanou kružnici. (Kterákoli 
strana může býti základnou!) 

93. V obrazu 119 5 je střed kružnice, <•; ASB - 36°, < ASC - 60°, 
< ASD « 150°. 

a) Určete £ A..F.B, <X HFC, <C -AKA «í CED\ 
b) Je-li ); JL6T.F == 2 . <£ D&F, určete < D.4F! 

94. ABCDE je pravidelný pětiúlielník. Určete úhly trojúhelníka AJiDl 

Obr. 1)7. 

Obr. 118. Obr. 119. 

95. Určete úhly trojúhelníka, který dostanete, spojíte-li na hodinách 
číslice 2, 6, 9! 

96. Dokažte, že na hodinách spojnice číslic 1, 4 stojí kolmo na spojnici 
číslic 2, 9! 

97. Dvě tětivy AB, CD se protínají kolmo uvnitř kružnice. Je-li <-. BAC= 
= 35°, určete < ABD\ 
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98. Body C, D leží na kružnici š průměrem A.B. 
a) Je-li <£ .AD<7 = 127°, určete < HALC! 
b) Je-li <í .BCD = 25°, určete «£ _áHC! 

99. Čtyrúhelník ABCD je vepsán do kružnice. 
a) Je-li <£ .42X7 = 70°, <% ACD =- 50°, určete < CHD! 
b) Je-li N průsečík úhlopříček, < HAC = 42°, <£ BNC = 114°, 

<£ ALDH = 33°, určete <í BCD\ 
e) Je-li <£ D_áD = 98°, <£ -4HC = 106°, <£ HDC = 50°, určete ostrý 

úhel, jehož ramena leží v přímkách A.C, BD\ 
100. Šestiúhelník ABCDEF je vepsán do kružnice. Dokažte, že 

í i - f -£ C -f <í E = 42*. (Spojte AD.) 

Obr. 120. . 

101. V obr. 120 vyjádřete všecky úhly čtyrúhelníka CDFE pomocí úhlů 
<x9 p\ Z výsledku odvodte, že CD || EF\ 

102. ABCD je rovnoběžník. Kružnice opsaná trojúhelníku ABC protne 
přímku CD (mimo bod C ještě) v bodě E. Dokažte, že A ADE je rovnoramenný! 

103. Dvě kružnice se protnou v bodech A9 B. Jsou-li AC9 AD průměry 
kružnic, dokažte, že body B9 C, D leží na přímce! (Spojte AB.) 

104. Zvolte si ostroúhlý trojúhelník EFG a libovolný bod L na straně EF. 
Určete na straně EG bod H a n a straně FG bod K tak, aby bylo <£ ELH = 60° = 
= <£ FLK. Trojúhelníku HKL opište kružnici, která protne přímku EF (mimo 
bod L ještě) v bodě M. Dokažte, že A HKM je rovnostraiiriý! 

105. Čtyrúhelník ABCD je vepsán do kružnice. Je-li AB = CD, dokažte, 
že <£ AL-BC = <£ .BCD! 

106. Šestiúhelník ABCDEF je vepsán do kružnice. Je-li <£ ABC = 
= «£ DEF9 dokažte, že AF || CD! (Spojte AD.) 

107. (Viz obr. 121, ve kterém S je střed kružnice kt.) Dokažte, že CS je 
osa úhlu <£ ACB\ 

108. Na kružnici k máme čtyři body v pořádku ABCD. Dokažte, že osy 
úhlů <£ BAC9 <£ BDC se protnou na kružnici k\ % 

109. Sestrojte čtverec ABCD (strana 5 cm) a vy čárkujte tu plochu, z je
jíchž bodů vidíte všecky strany čtverce pod úhly 

a) menšími než 120°, 
b) většími než 60°! 

Čech: Geometrie pro IV. tř. stř. škol. 5 
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110. Sestrojte pravidelný šestiúhelník (strana 4 cm) a vy čárkujte tu plo
chu, z jejíchž bodů vidíte všecky strany šestiúhelníka pod úhly ostrými! 

111. Narýsujte libovolný A ABC. Zvolte libovolně: bod D na straně AB> 
bod E ma straně AC9 bod F na straně BC. Dokažte, že kružnice opsané trojúhel
níkům ADE, BDF9 CEF se protnou v jednom bodě K\ Čemu se rovnají úhly 
< DKE9 <£ DKF9 ^EKFl 

c) Úsekové úhly. 

112. Určete všecky úhly, které vidíte v obr. 122! 
118. Určete všecky úhly, které vidíte v obr. 123! 

Obr. 122. Obr. 123. 

114. Určete všecky úhly čtyrúhelníka ABCD v obr. 1241 
115. V trojúhelníku ABC je /? == 2a. Dokažte, že tečna opsané kružnice 

v bodě C je rovnoběžná s osou úhlu /?! 
116. N je průsečík úhlopříček čtyrúhelníka ABCD vepsaného do kružnice; 

k je kružnice opsaná trojúhelníku ABN. Dokažte, že tečna kružnice k v bodě N 
je rovnoběžná s přímkou CD\ 

117. Dokažte, že v obr. 125 je 

a) AC = BC; 
b) CD rovné poloměru kružnice k! 

Obr. 124. 
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118. Body A, B, G, D leží na přímce p, bod E leží mimo p. Je-li AB = 
= BG = GD ~ BE = GE, dokažte, že přímka AE je tečnou v bodě E ke kruž
nic i opsané trojúhelníku BDE\ 

119. A ABG je vepsán do knižnice 
k (středS); točny kružnice k v bodech A, B 
se protnou v bodě D. Je-li *;; .ADH=36C, 
<j: -4&B = 3 . <£ # # £ , určete < 6MJD. 
(Dvoje řešení.) 

120. V obr. 126 jsou .4G, AD tečny. 
Dokažte, že AE = AF\ 

121. ABGDE je pravidelný pěti
úhelník. Úsečky HD, OZrý7 se protnou 
v bodě F. Dokažte, že přímka BG je 
tečna kružnice opsané trojúhelníku BEF. Q, , ̂ a 

d) Vzájemná poloha kružnic. 

122. Určete vzájemnou polohu dvou kružnic (středy Slf S2, poloměry 
r» r2)\ 

a 

b) 

c) 

) rt 
5, r2 = 8, SXS2 = 10; 

r i = 8, r2 = 9, 6 ^ = 18; 

r i -= 7, r2 = 10, ^ = 3; 
d) r, - 8, r 2 = 11- >SV§2 = 2; 

e) r i = 17, r2 = 25, S& = 42. 
123. Narýsujte kružnici &! (střed Sl9 poloměr 25 mm) a kružnici k2 (střed 

*S'2, poloměr 4 cm, SXS2 = 45 mm). 
a) Narýsujte všecky kružnice, které mají střed na přímce 8XS2 a do

týkají se obou kružnic kl9 k2\ Jaké jsou jejich poloměry? (čtyři 
řešení.) 

b) J a k by se musil změnit poloměr kružnice k2 (beze změny středu), 
aby se nová kružnice dotýkala kružnice kx? (Dvě řešení.) 

c) Jak by se musil posunout střed kružnice kx po přímce 8t82 (beze 
změny poloměru), aby se nová kružnice dotýkala kružnice ifc2? 
(Čtyři řešení.) 

124. A ABG je rovnostranný. Kolem každého vrcholu je opsána kružnice 
tak, že každé dvě se navzájem dotýkají; dotyk kružnic se středy A, B je vnější 
a obě ty kružnice jsou (až na bod dotyku) uvnitř třetí. Dokažte, že obě kružnice 
se středy A, B mají týž poloměr, který je třetinou poloměru kružnice se stře
dem G\ 

125. Jsou dány dvě kružnice (středy S19 82). Mimo to jsou dány další dvě 
kružnice (středy #3, S±), z nichž každá má vnější dotyk s oběma prvými. Do
kažte, že 

Ščl + £A = š£s* + í W 
5* 
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126. Jestliže u rovnoběžníka ABCD kružnice nad průměrem AB se dotýká 
kružnice nad průměrem CD9 dokažte, že ABCD je kosočtverec! (Spojte středy 
obou labužnic.) 

e) Geometrická místa. 

127. Určete geom. místo středů kružnic s daným poloměrem, které se 
dotýkají dané přímky! 

128. Určete geom. místo středů kružnic s daným poloměrem, které mají 
s danou kružnicí vnější dotyk! 

129. Určete geom. místo středů kružnic s daným poloměrem r9 které mají 
s danou kružnicí poloměru Q vnitřní dotyk! Čím se liší při stejném rozdílu polo
měrů případ r > Q od případu r < o ? Co když r = g ? 

130. Určete geom. místo středů kružnic, které procházejí dvěma danými 
body! 

131. Určete geom. místo středů kružnic, které se dotýkají 
a) dané přímky v daném bodě, 
b) dané kružnice v daném bodě! 

132. Určete geom. místo středů všech tětiv dané kružnice s poloměrem r. 
které mají danou dqlku d < 2r! Co když d == 2r? 

133. Určete geometrické místo středů všech tětiv dané kružnice k9 které 
procházejí bodem A daným na kružnici k\ 

134. Určete geom. místo středů všech kružnic, které se dotýkají dvou 
daných rovnoběžek! 

135. Určete geom, místo středů všech kružnic, které se dotýkají dvou 
daných různoběžek! 

f) Různé konstrukce. 

136. Z daného součtu a rozdílu dvou úseček sestrojte tyto úsečky! 
137. Z daného součtu a rozdílu dvou úhlů sestrojte tyto úhly! 
188. Bodem daným vně nebo uvnitř úhlu vedte úsečku tak, aby vyťala 

% obou ramen úsečky sobě rovné! 
139. Na dané přímce p určete bod stejně vzdálený ode dvou daných 

bodů A9 BX 
140. Na přímce protínající obě ramena úhlu určete bod stejně vzdálený 

od obou ramen! 
141. Mezi obě ramena daného ostrého úhlu umístěte úsečku dané délky 

kolmo k j ednomu rameni! 
142. K dané přímce p vedte rovnoběžku q ve vzdálenosti 4 cm! Bodem A 

zvoleným mezi p9 q vedte přímku tak, aby její část obsažená mezi p9 q měla 
délku 6 cm! 

143. Budiž dán & ABC. Určete bod H na straně AB a bod K na straně 
AC tak, aby bylo HK || BC9 BH + CK = HK. (Úsečka HK obsahuje bod S 
takový, že BH -= HS9 CK = KS. Jestliže rovnoběžka vedená bodem A s přím
kou BC protne BS v bodě D9 CS v bodě E9 co platí o délkách AD9 AEt) 

144. Budiž dán A ABC. Určete bod H na straně AB a bod K na straně 
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AC tak, aby bylo HK jj HC, BH == AK. (Jestliže AKHD je rovnoběžník, pak 
*>sa úhlu x je rovnoběžná s BD.) 

g) Konstruktivní úlohy o kružnicích. 

145. Je dána kružnice k a bod A. Sestrojte kružnici se středem A, která 
půli kružnici kl 

146. Bodem A daným uvnitř kružnice k veďte tětivu tak, aby byla bodem 
A půlena! 

147. J e dána tětiva AB kružnice k a je dán ostrý úhel <x. Sestrojte tětivu 
CD kružnice k tak, aby byla tětivou AB půlena a svírala s ní úhel cv! Pro jaké 
úhly oc je úloha možná? 

148. Uvnitř kružnice k je dán bod A. Veďte jím tětivu BC tak, aby rozdíl 
AB — A C měl danou délku d\ Pro jaké hodnoty je úloha možná? 

149. Jsou dány body A, B. Veďte jimi kružnici s daným poloměrem r. 
Pro jaké hodnoty r je úloha možná? 

150. Je dána přímka p a mimo ni bod A. Sestrojte kružnici s daným polo
měrem r tak, aby procházela bodem A a dotýkala se přímky p. Pro jaké hod
noty r je úloha možná? 

151. Je dána kružnice k (střed S, poloměr Q) a bod A vně kružnice k. 
Veďte bodem A kružnici daného poloměru r tak, aby měla s kružnicí k vnější 
dotyk! Dokažte, že úloha je možná tehdy a jen tehdy, jestliže r :I> i(SA — Q) 
a proveďte konstrukci pro o = 3 cm, SA = 5 cm, r — 25 mm! 

152. Je dána kružnice k (střed S, poloměr Q) a bod A vně kružnice JL 
Veďte bodem A kružnici daného poloměru r > o tak, aby měla s knižnicí k 
vnitřní dotyk! Dokažte, že úloha je možná tehdy a jen tehdy, jestliže r _\ 
i> l(SA + Q) a proveďte konstrukci pro Q = 3 cm, SA = 5 cm, r = 55 mm! 

153. Je dána kružnice k (střed S, poloměr o) a bod A uvnitř kružnice k. 
Veďte bodem A kružnici daného poloměru r < o tak, abj^ měla s kružnicí k 
vnitřní dotyk! Dokažte, že úloha je možná tehdy a jen.tehdy, jestliže \(Q — 
— SA) ^ r ^ \(Q -f- SA) a proveďte konstrukci pro o — 5 cm, SA — 2 cm 
a pro r rovné každé ze tří délek 2 cm, 25 mm, 35 mm! ' 

154. Sestrojte kružnici daného poloměru tak, aby se dotýkala dvou da
ných různoběžek! Kolik je řešení? 

155. J e dána kružnice k (střed S, poloměr o) a její sečna p. Sestrojte kruž
nici daného poloměru r, která se. dotýká přímky p a s kružnicí k má vnější 
dotyk! (Úloha má čtyři řešení, dvě z nich leží v polorovině pS, dvě v polorovině 
opačné.) 

156. Je dána kružnice k (střed S, poloměr Q) a její sečna p. Sestrojte 
kružnici daného poloměru r, která se dotýká přímky p a s kružnicí k má vnitřní 
dotyk! [Úloha má v polorovině pS řešení tehdy a jen tehdy, jestliže r fg 1(Q -f 
•4- d), kde d )& vzdálenost bodu S od přímky p; v polorovině opačné tmá úloha 
řešení tehdy a jen tehdy, jestliže r <2 i (o — d).] 

157. Je dána kružnice k (střed S, poloměr Q) a přímka p ve vzdálenosti 
d > o od bodu S. Sestrojte kružnici daného poloměru r, která se dotýká přímky 
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p B> B kružnicí k rná 
a) vnější dotyk, b) vnitřní dotyk! 

[Pro vnější dotyk je úloha řešitelná tehdy a jen tehdy, jestliže r > l(d --- «), 
pro vnitřní dotyk tehdy a jen tehdy, jestliže r _2> l(d + o).] 

158. Jsou dány kružnice kx (střed Sx, poloměr QX), k2 (střed S2 různý od 
Sv poloměr Q2 .2> ov Sestrojte kružnici daného poloměru r, která má s oběma 
kružnicemi k19 k2 

a) vnější dotyk, b) vnitřní dotyk! 
[Pro vnější dotyk je úloha vždy řešitelná, jestliže k[, k2 se protínají nebo so 
dotýkají a je nemožná, leží-H kx uvnitř k2; leží-li k\ vně k\i9 je r í> ^(S^ — £>-. -
— O2) podmínka pro řešitelnost. Pro vnitřní dotyk podmínka řešitelnosti je 
tato: r <I 1(QX + Q2 — SXS2)9 jestliže k\ leží uvnitř k2; s(í?i + Q2 — S^) <I r < 
ú *(Qi + Q2 + SXS2). jestliže l\ a k2 se protínají; r ;> J ^ + Q2 + S^), jestliže 
k\ leží vně k2.] 

159. Jsou dány dvě kružnice kx (střed Sx, poloměr Qj)? k2 (střed S2, polo
měr Q2). Sestrojte kružnici daného poloměru r, která má s jednou z obou daných 
kružnic dotyk vnější 9, se druhou dotyk vnitřní! [Podmínka řešitelnosti budiž 
vyslovena třeba pro případ, že obě kružnice kl9 k2 leží každá vně druhé, že tedy 
SXS2 > QL + Q2. Má-li býti vnější třeba dotyk s kružnicí kl9 je úloha řešitelná pro 
r J> 1 ( ^ 2 + (?2 — &)-] 

160. J e dána přímka nebo kružnice c, na ní bod A a mimo ni bod B. 
Sestrojte kružnici, která prochází bodem B a dotýká s é c v bodě AL! 

161. Jsou dány dvě rovnoběžky p9 q a mezi nimi bod A. Veďte bodem A 
kružnici tak, aby se dotýkala přímek p9 ql (Dá se převésti na úlohu 150.) 

162. Kolem každého vrcholu A ABG je opsána týmž poloměrem kružnice. 
Sestrojte co nejmenší kruh obsahující všecky tři dané 
kružnice! 

Obr. 127. Obr. 128. Obr. 129. 

163. Sestrojte obr. 127! V bodech A, B, C je dotyk, všecky tři kružnice 
mají poloměr 2 cm. 

164. Sestrojte obr. 128! Rozměry obdélníka 6 cm, 8 cm. 
165. Sestrojte obr. 129! V bodech A, B, G je dotyk, oblouk AB má polo

měr 35 mm, oblouk AG 7 cm, oblouk BO 25 mm. 
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166. Sestrojte obr. 130! Jest AB ± CD, AB = 3 cm. V bodech E, F, 
G9 H je dotyk, v bodě B není dotyk. Oblouk EF má poloměr 8 cm, oblouky 
BGE9 BHF mají poloměr 4 cm. 

167. Sestrojte obr. 131! Přímka BD je osa souměrnosti. V bodech A9 C, 
E9 F je dotyk, ABC je pololmižnice s poloměrem 2 cm, oblouk EDF má polo
měr 1 cm, BD == 7 cm. 

168. Sestrojte obr. 132! Přímka AD je osa souměrnosti. V bodech A, B, C 
je dotyk, oblouky AB9 AC mají poloměr 6 cm, AD -=- 6 cm. 

Obr. 130. 

169. Sestrojte obr. 133! V bodě B je dotyk, AB je čtvrtina kružnice s polo
měrem 25 mm, jejíž střed je na AC; AC = 7 cm. 

170. Sestrojte obr. 134! Kružnice kt má střed na kružnici ká a poloměr 
1 cm; kružnice k2, kz mají poloměr 2 cm; kružnice &4 má poloměr 3 cm. 

171. Sestrojte obr. 135! V bodech A,B, C, Z>, E je dotyk oblouků, AB je 
polokružnice s průměrem 3 cm a středem D, oba oblouky DC9 DE mají po
loměr 1 cm a v bodě D se dotýkají přímky AB. 

Obr. 133. Obг. 134. 

,h) Konstrukce tečen; společné tečny dvou kružnic. 
172. Určete geometrické místo těch bodů X, z nichž vedené tečny k dané 

kružnici k mají danou délku! 



173. Určete geometrické místo těch bodu Xf z nichž je viděti danou kruž
nici k pod daným úhlem! 

174. Dokažte, že všecky tětivy dané kružnice k9 které mají danou délku, 
dotýkají se určité soustředné kružnice! Dá se ta věta obrátit? 

175. K dané kružnici poloměru 3 cm sestrojte tětivy délky 35 mm rovno
běžné s danou přímkou! 

176. Je dána kružnice k (střed S9 poloměr 4 cm) a bod A (AS = 5 cm). 
Voďte bodem A přímku tak, aby z kružnice k vytínala tětivu délky 2 cm! 

177. Jsou dány dvě kružnice kx (střed Sl9 poloměr 3 cm) a k2 (střed S2, 
poloměr 2 cm, SXS2 =-= 6 cm). 

a) Sestrojte bod A, z něhož vedené tečny ke kružnicím kl9 k2 mají 
všecky délku 4 cm! 

b) Sestrojte bod B, z něhož je viděti kružnici kx pod úhlem. 120° 
a kružnici k2 pod úhlem pravým! 

178. Narýsujte kružnice k19 k2 (střetly SXS29 poloměry rl9tr2) podle následu
jících údajů a sestrojte všecky jejich společné tečny! 

a) rx = r2 = 3 cm; SXS2 = 7 cm; 
b) rx =• 46 mm; r2 -— 38 mm; SXS2 = 4 cm; 
c) rx -= 2 cm; r2 = 4 cm; SXS2 = 75 mm; 
d) rt -= 24 mm; r2 == 36 mm; .S^g = 6 cm. 

17*). Jsou dány dva body A, B ve vzdálenosti AB—- 5 cm. Sestrojte 
přímku vzdálenou 2 cm od bodu Af 15 mm od bodu B\ 

180. Narýsujte kružnici kx (střed SX9 poloměr 3 cm) a kružnici k? (střed 
$9, poloměr 4 cm, SXS2 — 6 cm)! 

a) Sestrojte tečnu kružnice kl9 která vytíná z kružnice k2 tětivu 
délky 2 cm! 

b) Sestrojte přímku p tak, aby vytínala z kružnice kx tětivu délky 
2 cm, z kružnice k2 tětivu délky 3 cm! 

181. Dvě kružnice klf k2 mají vnější dotyk v bodě A. Vnější společná tečna 
s body dotyku Ťx na Â , T2 na k2 je proťata vnitřní společnou tečnou v bodě B. 

a) Dokažte, že B je střed úsečky BXB2\ 
b) Dokažte, že < T ^ T g = R! 

§ 4 . Trojúhelník a čtyrúhelník. 

18. Střední příčky, těžiště á průsečík výšek trojúhelníka. Budiž 
dán /\ ABC (viz obr. 130). Jsou-li H, K středy stran BC, AC, nazý
váme úsečku HK střední příčkou trojúhelníka (příslušnou straně AB). 
Platí pak tato věta. Střední příčka trojúhelníka je rovnoběžná s pří
slušnou stranou a její délka je polovina té strany. Abychom si to odů
vodnili, nanesme KL = HK na prodloužení úsečky HK za bod K. 



Vznikne nám etyrahelník AIICL, jehož úhlopříčky se navzájem půlL 
Podle odst. 8 je tedy AHCL rovnoběžník, takže AL j| IIC, AL - HC. 
Ježto BH =.--. HC, je AL j! BIÍ, AD = I?H? pročež také ^.BIIL je 
rovnoběžník. Z toho plyne předně, že přímka HL neboli přímka IIJK 
je rovnoběžná s přímkou AB, a za druhé, že HL = AB; ježto IIIÍ = 
== iILL, je IIK == J.4JB. 

V e d e m e - l i s t ř e d e m II s t r a n y BC t r o j ú h e l n í k a ABC 
r o v n o b ě ž k u p se s t r a n o u AB, p r o c h á z í p t a k é s t ř e d e m s t r a 

ny AC, takže p obsahuje střední 
Ar—- - — ? L příčku příslušnou straně AB. Neboť 

H/ /- I M\^\K 

A B 
Obr. 137. 

je-li zase Ií střed strany BC, pak bodem H procházejí dvě přímky, 
totiž p a HK, obě rovnoběžné s ^ i í . Protože bodem II jde jediná 
rovnoběžka s HK, musí přímky p a IIIi splynout. 

Budiž dán lichoběžník ABCD se základnami AB, CD (viz obr. 
137). Jsou-li II, K středy ramen AD, BC, nazýváme úsečku HK 
střední příčkou lichoběžníka. Platí pak tyto věty. Střední příčka licho
běžníka je rovnoběžná se základnami a obsahuje středy L, M obou 
úhlopříček AC, BD. Střední příčka je rovna polovině součtu obou 
základen a úsečka LM je rovna polovině rozdílu obou základen. Neboť 
úsečka IIL je střední příčka trojúhelníka AGD příslušná straně CD 
a proto je HL\\CD, HL = {CD; podobně úsečka LK je střední 
příčka trojúhelníka ABC příslušná straně AB a proto je LK \\ AB, 
LK == \AB. Ježto AB || CD, jsou obě přímky HL, LK rovnoběžné 
s AB; ale bodem L jde jediná rovnoběžka s AB, takže přímky HL, 
LK splynou, t. j . střední příčka je rovnoběžná se základnami a obsa
huje střed L úhlopříčky AC. Mimo to HL = \GĎ, LK = \AB, takže 
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м 
Obr. 138. 

HK = \{AB + CD). Z trojúhelníka ABD, ve kterém je HM střední 
příčkou, následuje předně, že HMuAB, takže střední příčka obsa
huje také bod M, a za druhé, že HM = M I Í . Ježto i/L. //if jsou 
rovny polovinám základen, je úsečka LM rovna polovině rozdílu 
základen. 

-Vedeme-li s t ř e d e m j e d n o h o ra
m e n e n e b o s t ř e d e m j e d n é ú h l o p ř í č k y 
l i c h o b ě ž n í k a r o v n o b ě ž k u p se z á k l a d 
n a m i , p r o c h á z í p s t ř e d y o b o u r a m e n i 
o b o u lihl o p ř í cek l i c h o b ě ž n í k a . To už 
sami snadno dokážete. 

Na str. 39 jsme nazvali těžnici troj
úhelníka spojnici vrcholu se středem protější 
strany. Platí pak tyto věty. Všecky tři těž-

C nice trojúhelníka se protínají v jednom bode. 
který se jmenuje těžiště trojúhelníka. Těžiště 
dělí každou těžnici ve dvě úsečky, z nichž ta, 
která obsahuje vrchol, je dvojnásobek druhé. 
Abychom to dokázali, označme (viz obr. 

138) L, K středy stran AB, AC trojúhelníka ABC. Úsečky 
BK, CL jsou dvě těžnice a protnou se uvnitř trojúhelníka v bodě, 
který označme T. Na prodloužení úsečky AT za bod T nanesme 
TM = AT. V trojúhelnících ABM\ ACM jsou LT, KT střední příčky 
a proto je jednak TL = iBM, ŤK = \ČM, jednak TL \\ BM, 
TK || CM neboli TC || BM, TB ji CM. Ctyrúhelník BTCM je tedy 
rovnoběžník. Ježto protější strany rovnoběžníka jsou si rovny, je 
TC = BM, TB = CM, takže TL = \TC, ~TK - \TB. Ježto úhlo
příčky rovnoběžníka BTCM se navzájem půlí, je jejich průsečík H 
předně středem úsečky BC, takže bod T leží na těžnici AH, a za 
druhé je H středem úsečky TM, takže TH = \TM neboli TĚ = 
= \ T Á . ' ' . 

Kolmice AP, BQ, CR spuštěné s vrcholu A ABC na protější 
strany se protínají v jednom bodě V. Abychom si to dokázali, vedme 
(viz obr. 139) každým vrcholem A ABC rovnoběžku k protější straně. 
Tím vznikne A A1B1C1 a z rovnoběžníků ABAXC, BAB^C, CAG-Ji 
následuje, že v novém trojúhelníku jsou body A, B, C středy stran, 



tudíž kolmice AP, BQ, CR osami stran, o kterým víme z odst. 11, že 
se protínají v jednom bodě. Jsou-li P, Q, R paty kolmic AP, BQ, CR. 
pak úsečky AP, BQ, CR se jmenují výšky trojúhelníka ABC a bod V 
se jmenuje obyčejně průsečík výsek, ačkoli u tupoúhlého trojúhelníka 
(viz obr. 140) je V průsečík p r o d l o u ž e n í úseček AP, BQ, CR. 
Snadno, se nahlédne (viz obr. 103 a 104 na str, 57), že u ostroňhlého 
/\ ABC leží V uvnitř trojúhelníka, u tupoúhlého vně. U pravoúhlého 
A ABC s přeponou AB splyne bod V s vrcholem C (viz obr. 141). 

R\ /B 

't, 
Obr. 139. Obг. 140. 

(R 

Snadno se dokáže, že u( rov- ' 
n o s t r a n n é h o /\ ABC těžiště T, 
průsečík výšek V a střed opsané 
kružnice O splynou. Není-li A ABC 
rovnostranný, můžeme předpoklá
dati, že třeba AB =)= AC. Těžnice 
AH nestojí potom kolmo na BC, /Q^p^Qs (/ 
ježto by jinak byla osou úsečky BC / 
a bylo by AB = AC. Body O, T, 
V jsou pak zřejmě od sebe různé. 

Platí však toto: S t ř e d k r u ž n i c e o p s a n é O, t ě ž i š t ě T a p r ů 
s e č í k v ý š e k V l ež í n a j e d n é p ř í m c e , která se jmenuje Eulerova 
přímka. (Slavný matematik L e o n h a r d E u l e r žil v letech 1707 až 
1783.) B o d T leží u v n i t ř ú s e č k y O V a j e s t OT = \TV. Abychom 
to dokázali, označme T jako obvykle těžiště, O střed opsané kružnice, 
ale písmenem V označme prozatím ten bod na prodloužení úsečky 

Obг. 141. 



OT za bod T, pro který platí TV --•- 2 . OT. Stačí dokázati, že přímky 
AV, B\\ CV stojí kolmo na stranách BC, AC, AB*) Dokažme na 
př., že A V ; BC neboli že .4 V ;| HO, kde H je střed strany J3C (viz 
obr. 142). Označme />, K středy úseček 7L4, TV, takže DF? je střední 

Obr. 144. Obг. 145. 

příčka trojúhelníka ATV, pročež DE || AV. Ježto však TA = 2 . 277, 
T F = 2 . TO. je 777 = TD, TO = TE, takže úsečky DE, HO jsou 
souměrně sdružené vzhledem ke středu T, pročež DE || 770; ježto také 
DE^AV, je vskutku AV u HO. 

19. Konstrukce trojúhelníka. Jako obvykle označíme vrcholy 
trojúhelníka A. B. C, úhly \, ft, y, strany a, b, c, takže 

% - .- < .4, jí : < B, y ,,- <£ C; a = BČ7, 6 = I C , c = Z B . 
Dále označíme ttr tb, tc tržnice (viz obr. 143), va, vb, ve výšky (viz obr.. 
144 a 145), -ux. u }. u.. úsečky na osách úhlů od vrcholu až ku protější 

*) Zároveň tím bude podán n o v ý d ů k a z , že kolmice A.P, BQ, CR se pro
tínají v jednom bodě. \ * 



straně (viz obr. 146), r poloměr kružnice opsané, o poloměr kružnice 
vepsané. U pravoúhlého A ABC volíme y = iř. takže c je přepona. 

Základní úlohy na konstrukci trojúhelníka vzniknou, jsou-li dány 
tři vhodně volené ze šesti základních veličin a, b, c, cx, /?, y. Nesmí 
to býti vesměs úhly, protože <x + /? + y = 2R, takže tři údaje <x, /?, y 
neznamenají o nic více, než dva z nich. 

Obr. 146. Obг. 147. 

Budiž nejprve dáno b, c, a*) Podle věty sus o shodnosti je A ABC 
určen jednoznačně. To ovšem neznamená, že by byla určena polo
ha trojúhelníka, která musí býti libovolná, jsou-li dány pouze veli
kost i stran a úhlů, nýbrž znamená to pouze, že dva trojúhelníky 
A ABC, u kterých velikosti b, c, <x jsou stejné, musí býti shodné, 
neboli že lze jeden z nich přemístiti tak, aby se kryl s druhým. Ať 
jsou velikosti úseček b, c a dutého úhlu <x jakkoli dány, je úloha vždy 
řeš i te lná. Při konstrukci můžeme zvoliti v libovolné poloze úsečku 
AB = c (mohli bychom ovšem začíti také úsečkou AC = b) a mimo 
to můžeme předepsati, ve které polorovině vyťaté přímkou AB má 
ležeti bod C. Konstrukce bodu C je v našem případě zřejmá: určíme 
ve zvolené polorovině polopřímku ACX tak, aby bylo <£ BAGX = % 
a na tu polopřímku naneseme AC = b. 

Za druhé budiž dáno a,(},y**) Podle usu je A ABC určen jedno
značně, ale ze známého vztahu oc + $ + y = B plyne nyní pod
mínka řeš i te lnos t i ft + y < 2iž. Je-li splněna, je úloha vždy řeši
telná. Zvolíme v libovolné poloze úsečku BC = a (viz obr. 147) a zvo-

*) Znáti a, c, f$ nebo a, b, y je v podstatě totéž jako znáti b, c, a, protože 
vrcholy trojúhelníka si můžeme označiti A, B, C v l i b o v o l n é m p o ř á d k u . 
Obdobnou poznámku lze učiniti ke všem následujícím úlohám. 

**) Je-li dáno a, <x9 0, je to vzhledem ke vztahu <x + p + y v podstatě 
totéž; podmínka řešitelnosti je pak <x + p < 2R. 
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líme jednu polorovinu vyťatou přímkou BC. Ve zvolené polorovině 
určíme polopřímky BA1} CAZ tak, že <£ CBAX =. £, <£ JSC^2 = y. 
Musíme ukázati, íeBA^CA^ se protnou ve zvolené polorovině 
v bodě 4 . Předně není BAX || C42, protože přilehlé úhly /?, y nejsou 
výplňkové. Průsečík A přímek BAX, CA2 musí ležeti ve zvolené polo
rovině, protože jinak by A ABC měl při vrcholech iř, C úhly 2JB — /?, 
2iř — 7, což je nemožné, ježto jejich součet by byl větší než 2R. 

Za třetí budiž dáno a, 
jednoznačně. P o d m í n k u 
tak, že úsečka c je menší 
než součet a větší než rozdíl 
iisecek a, />.*) Je-li splněna, 

6, c. Podle 8é 
řeš i te lnost i 

je A ABC určen 
můžeme vysloviti 

Obr. 148. Obr. 149. 

je úloha vždy řešitelná. Zvolíme v libovolné poloze úsečku AB = c 
a zvolíme jednu polorovinu vyťatou přímkou AB. Dále určíme kruž
nici kx se středem A a poloměrem 6 a kružnici k2 se středem B a polo
měrem a. Vzdálenost středů je menší než součet a větší než rozdíl 
poloměrů, pročež kružnice kl9 k% se protnou ve dvou bodech, z nichž 
C je ten, který leží ve zvolené polorovině. 

Poslední základní úloha vznikne, je-li dáno a, 6, a. Předpoklá
dejme nejprve, že a > b. Podle čtvrté věty o shodnosti je &ABG 
určen jednoznačně. Úloha je vždy řešitelná. Zvolíme v libovolné po
loze úsečku AC = b (viz obr. 148) a zvolíme jednu polorovinu vyťatou 
přímkou AC. Ve zvolené polorovině určíme polopřímku ABX tak, že 
•<3C CABX = a; dále sestrojíme kružnici k se středem C a poloměrem a. 

*) Je-li c největší s trana, stačí ovšem žádati c < a -f b. 



Protože a > AC, leží bod .4 uvnitř k, takže polopřímka ABt protne k 
x jediném bodě B. 

Jestliže při daných a, b, % je a = b, musí býti a = /?, a obráceně 
pro N =. fi musí býti a. = b. Proto na danou úlohu můžeme nazírati 
tak, že je dáno a, x, /? (při čemž a = /3). Tedy A ABC je určen j e d n o 
z n a č n ě a p o d m í n k u ř e š i t e l n o s t i oc + /? < 2i? můžeme vysloviti 
x < B. 

Budiž konečně dáno a, b, oc tak, že a < b. Protože proti menší 
straně leží menší úhel. musí především býti oc úhel ostrý, což však 

\k 

Obr. 150. Obr. 151. 

není jediná podmínka řešitelnosti. Zvolíme v libovolné poloze úsečku 
AC = b a zvolíme jednu polorovinu vyťatou přímkou AC. Ve zvolené 
polorovině určíme polopřímku ABX tak, že <£ ACBX = oc, dále sestro

jíme kružnici k se středem C a poloměrem a (viz obr. 149 až 151); 
protože a < AC, leží bod A vně kružnice k. Hledaný bod B je průse
čík kružnice k s polopřímkou AB±. Budiž P pata kolmice spuštěné 
s bodu C na přímku ABX, takže v = CP je vzdálenost bodu C od 
přímky ABV Druhá podmínka řešitelnosti je patrně a ^> v. V případě 
a > v je A .4J3C určen d v o j z n a č n ě (viz obr. 149), v případě a = v 
j e d n o z n a č n ě (viz obr. 150) a v případě a < v je úloha neřešitelná 
(viz obr. 151), 

Budiž ještě poznamenáno, že při konstrukci A ABC z veličin 
a, 6, oc můžeme také (viz obr, 152, ve kterém je voleno a > b) vyjíti 
od libovolné polohy úsečky BC = a. Zvolíme polorovinu vyťatou 
přímkou BC, ve které má ležeti bod A. Protože je dána velikost úhlu 
oc, musí ležeti A na oblouku o nad tětivou BC, který umíme sestrojiti 
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(viz obr. 82 na str. 49). Protože je dána velikost úsečky AC, musí 
bod A ležeti na kružnici k se středem C a poloměrem b. Oblouk o 
a kružnice k se protnou ve hledaném bodě A. Proveďte konstrukci 
touto 'metodou také pro případ, že a < bl 

Právě provedená úvaha (viz 
obr. 152) ukazuje, jak se při kon
strukcích trojúhelníků užívá geo
metrických míst. Porovnání ob
razců 148 a 152 ukazuje, že lze 
někdy touž konstruktivní úlohu 
řešiti dvěma naprosto různými 
způsoby podle toho, co si napřed 
zvolíme v určité poloze; v obr. 

148 je to strana AC, v obr. 152 strana BC, jejíž poloha byla 
předem zvolena. Nemusíme však vždycky vyjíti právě od libo
volně zvolené polohy jedné s t r a n y trojúhelníka. Budiž na př. dáno' 
r, va, a. Zde si s výhodou zvolíme libovolně střed O opsané kružnice. 

Obr. 

Obr. 153. Obг. 154. 

Ježto poloměr r známe, můžeme (viz obr. 153 a 154) narýsovati 
opsanou kružnici k. Úhel <£ BAC =--a je v kružnici k obvodový úhel 
a příslušný středový úhel má velikost 2a. Tento středový úhel s da
ným vrcholem O si narýsujeme v libovolné poloze, čímž je nejen dána 
poloha strany BC, nýbrž také je dáno, ve které polorovině vyťaté 
přímkou BC má ležeti bod A (A leží v polorovině BCO při ostrém a, 
v polorovině opačné při tupém a). Jelikož známe vzdálenost va bodu 
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A od přímky BC, musí A ležeti na určité rovnoběžce p s přímkou BC. 
J e l i délka va příliš veliká, leží p mimo kružnici k a úloha je neřešitelná. 
Je-li p sečnou kružnice k, protne p kružnici k ve dvou bodech (viz 
obr. 153 a 154), takže se zdá, jakoby íiloha byla dvojznačná. Je však 
jednoznačná, neboť oba trojúhelníky ABC, A'BC jsou souměrné sdru
žené vzhledem k ose úsečky BC a proto jsou shodné. 

xJf 

Obr. 155. Obг. 156. 

Při konstruktivních úlohách o trojúhelníku je často výhodné, 
sestrojiti napřed vhodně zvolený p o m o c n ý t r o j ú h e l n í k . Objas
níme si to na příkladě obrazcem 155, ve kterém je AD = AC. V rovno-
ramenném /\ ACD máme při vrcholu A vnější úhel oc, takže při 
vrcholech C, D máme vnitřní úhly rovné \<x. Tedy v f\ BCD máme 
při vrcholech B, D úhly ft, \oc a při vrcholu C úhel 

y + * * • = ? + i(2fi — p — y) = B'+ \(y — fi) = B — l(P — y), 
který je ostrý pro /? > y neboli pro b > c, tupý pro y > /? neboli pro 
c > b. V témž A BCD je dále BC == a, BD = b + c. Budiž nyní 
úkolem sestrojiti /\ ABC, jsou-li dány některé tři z pěti veličin 

a, b + c, oc, (i, (í — y nebo y — fi 

(ne ovšem jenom úhly); sestrojíme si napřed /\ BCD, načež bod A 
leží na ose úsečky BC. 

20. Čtyrúlielník. Na konstrukci trojúhelníků se dají převésti četné 
jiné úlohy. Budiž na př. (viz obr. 156) dán v určité poloze <£ HVK = <x 
a budiž úkolem sestrojiti v dané vzdálenosti r od bodu V přímku p, 
ze které daný úhel vy tíná úsečku rQ dané délky d. Vznikne nám 

Čech: Geometrie pro IV. tř. stř. škol. 
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A VPQ, ve kterém známe stranu PQy příslušnou výšku a protější 
úhel. Sestrojíme si proto napřed (viz obr. 157) & ABC tak, že <%, 
a = d} va = r mají předepsané hodnoty, načež stačí na ramena daného 
úhlu nanésti VP = AC, VQ = AB. (Úloha je dvojznačná, protože 
jsme mohli také nanésti VP = AB, VQ -•-•. AC.) 

Obr. 157. Obr. 158. 

Na konstrukci trojúhelníků se převádí zejména k o n s t r u k c e 
m n o h o ú h e l n í k ů ; n-úhelník ABGD... (viz obr. 158 pro n = 5) se 
totiž úhlopříčkami vycházejícími z vrcholu A rozdělí na n — 2 troj
úhelníky. Konstrukci mnohoúhelníka provedeme potom tak, že se
strojíme postupně /\ABCy £\ACDy . . . ; ke konstrukci prvého troj
úhelníka potřebujeme znáti tři určující části, ke konstrukci každého 
následujícího však už jenom dvě, protože dva sousední trojúhelníky 
mají společnou stranu. K e k o n s t r u k c i ^ - ú h e l n í k a j e t ř e b a 
z n á t i 2n — 3 u r č u j í c í č á s t i , neboť 

3 4. ( n _ 3) . 2 = 3 + 2n — 6 = 2n — 3. 

Stačí znáti na př. velikosti všech n stran a všech n — 3 úhlopříček 
vycházejících z vrcholu A. 

Zejména pro konstrukci ětyrúhelníka potřebujeme pět údajů. 
U lichoběžníka spočívá jeden z pěti údajů v tom, že dvě strany jsou 
rovnoběžné, takže ke konstrukci lichoběžníka je třeba znáti čtyři 
údaje. Podobně je třeba tří údajů ke konstrukci rovnoběžníka nebo 
rovnoramenného lichoběžníka, 4you ke konstrukci obdélníka nebo 
kosočtverce, jednoho ke konstrukci čtverce. 
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Při konstrukcích lichoběžníka bývá výhodné zavésti pomocnou 
čáru (viz obr. 159), která jej rozdělí na trojúhelník a na rovnoběžník. 
Také konstrukci obecného čtyrúhel-
níka převádíme často s výhodou na 
konstrukci rovnoběžníka (viz obr. 160). 
Určeme body Al9 Ct tak, že ABDAX, 
DBCC1 jsou rovnoběžníky. Obě úsečky 
AAt, CCX jsou potom rovnoběžné a _ 
stejně dlouhé s úsečkou BD, pročež A . B 
jsou i mezi sebou rovnoběžné a stejně obr. 159. 
dlouhé, takže také ACG1A1 je rovnoběž
ník. Úhlopříčky původního čtyrúhelníka ABCD jsou rovny stranám 
rovnoběžníka ACCXAX, strany čtyrúhelníka ABCD jsou rovny vzdále
nostem bodu D od vrcholů rovnoběžníka ACCrAt, úhly úhlopříček čtyr
úhelníka jsou rovny vnitřním úhlům rovnoběžníka a konečně vnitřní 
úhly čtyrúhelníka jsou rovny úhlům polopřímek DA\ DG, DCly DAX 

(proč?). • 

Obr. 160. Obr. 161. 

Kdežto každému trojúhelníku lze opsati i vepsati kružnici, u čtyr
úhelníka už tomu tak není. Čtyrúhelník, kterému lze opsati kružnici, 
nazývá se tětivový čtyrúhelník, protože jeho strany jsou tětivy opsané 
kružnice. Víme (viz odst. 14, str. 46), že protější úhly tětivového čtyř-
úhelníka jsou výplňkové. Obráceně, jestliže dva protější úhly vypuk
lého čtyrúhelníka ABCD jsou výplňkové, jest ABCD tětitový čtyr
úhelník. Neboť nechť na př. <£ A, <£ C jsou výplňkové. Trojúhelníku 
ABD lze jistě opsati kružnici k (viz obr. 161); úhlopříčka BD rozdělí 
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rovinu na poloroviny BDA, BDC a. z odst. 14 víme, že pro bod X 
uvnitř poloroviny BDC platí < BXD -^ 2R - - <r A. tehdy a jen tehdy. 
jestliže X leží na kružnici k. Z toho plyne, že G leží na kružnici k, která 
je tudíž kružnicí opsanou etyrňhelníku ABCD. 

Otyrůhelník, kterému lze vepsati kružnici, nazývá se ternový 
ětyrúhelník. U tečnového čtyrúhelníka ABCD platí 

AB + CĎ = AD + BC. . ' (i) 

Neboť v o b r . 162 platí vztahy Al\ = AT„ BŤ\ = BT>, CŤ« = ČTt. 

DŤa = D2\, ze kterých vychází sečtením vztah 

(M\ + B1\) + (CT* + ~DŤ*) = (ATA + DT,) + (BT, + CT%) 

neboli vztah (1). Obráceně, jestliže platí vztah (1), dá se dokázati, že 
ABCD je tečnový ctyrúhelník. 

Při konstruktivních úlohách o čtyrúhelníku položíme <£ ^1 = -JV , 
<£ £ = /?, <£ C = y, <3C 1) = á. Znamená-li 8 průsečík úhlopříček, 
položíme (viz obr. 163) <$; ASB = co, takže je také + CSD - co. 
kdežto <£ BSC = < 4 S D = 2iž — O). 

Cvičení. 
a) Střední příčky. 

182. Jsou-li Al9 Bl9 Gx středy stran BC, AC, AB trojúhelníka AHC, do
kažte, že AB1AlC1 je rovnoběžník! 

183. Je-li $ střed těžniee AAX trojúhelníka ABC a je-li T průsečík přímek 
AC, BS, dokažte, že CT .= 2'. AT\ (Vedte AtU \\ AB.) 



So -

184. Jsou-li E, F, G9 H středy stran AB. BC, CD, DA čtyrůhelníka A BCD, 
'dokažte, že EFGH je rovnoběžník! 

185. Jsou-li E9 F středy stran AB, GD rovnoběžníka A BCD, dokažte, že 
DE, FB dělí úsečku AG na tři stejné díly! 

186. Jsou-li D, E středy stran AB, BC trojúhelníka ABC a je-li A střed 
úsečky DF, G průsečík přímek A.C, EF, dokažte, že AG — \ AB\ 

187. Bod A leží mimo přímku p; bod X probíhá přímku p. Určete geome
tricko místo středu úsečky AL.X! 

188. Je dán bod A a kružnice k; bod X probíhá kružnici k. Určete geome
trické místo středu úsečky A_Ar! 

189. Budiž S střed úsečky AB; budtež vx, vt, v0 vzdálenosti bodů A, B, 
N od. přímky p. 

a) Nejsou-li body A, B od sobe odděleny přímkou p, dokažte, že 
»o =-" H:*h r v2)\ 

b) Co když body A, B jsou od sebe odděleny přímkou p'! 
190. AB. CD jsou dva průměry kružnice, B je střed iisečky AE. Dokažte, 

že BC půlí úsečku DE\ 

b) TéžUte troj úhelníka. 

191. Jsou-li AH, BK, CL těžnice trojúhelníka A.BC, dokažte, že A ABC, 
A 11KL mají totéž těžiště! 

192. T je těžiště trojúhelníka ABC. Je-li AT = BC, dokažte, že 
BT ± CTI 

193. HKLM je rovnoběžník; X je střed strany HK; P je průsečík přímek 
KM, LN. Dokažte, že přímka IIP prochází středem strany KL\ 

194. MSTU je rovnoběžník; U je střed úsečky SV. Dokažte, že přímka 
KU půlí úsečku TV a že přímka TU půlí úsečku BV! 

195. Na prodloužení těžnice AD trojúhelníka ABC /a bod A naneste 
AE = 2 . ADI Dokažte, že přímka AB půlí úsečku CE! 

c) Průsečík výsek. 

196. Je-li V průsečík výšek trojúhelníka ABC, je A průsečík výšek troj
úhelníka VBC. Je-li A ABC ostroúhlý, je A VBC tupoúhlý. Co když A ABC 
je tupoúhlý? 

197. Je-li V průsečík výšek ostroúhlého A ABC, pak úhly <X BAC, 
;; BVG jsou výplňkové; stejně ovšem úhly <£ ABC, < AVC a úhly <£ ACB, 

< A VB. Jak je tomu u tupoúhlého A ABC "i 

198. V trojúhelníku A.BC je a = 45°, V je průsečík výšek, P je pata výšky 
Cl\ Dokažte, že PB =-= PVl 

199. Body souměrně sdružené.k. průsečíku výšek trojúhelníka vzhledem 
k jeho stranám leží na kružnici opsané. 

200. Vzdálenost průsečíku výšek trojúhelníka od vrcholu je dvojnásobek 
vzdálenosti středu opsané kružnice od protější strany. (Viz obr. 142.) 

201. Je-li V průsečík výšek AP, BQ, CR ostroúhlóho A ABC, pak V je 
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střed vepsané knižnice trojúhelníka PQJi. Je-li však A, ABC tupoúhlý, je V 
střed jedné vně vepsané kružnice trojúhelníka PQR. 

202. je-li V průsečík výšek trojúhelníka ABC, pak & ABC, &ABV, 
/\ ACV, A BCV mají týž poloměr kružnice opsané. (Užijte výsledku úlohy 
199.) 

d) Konstrukce trojúhelníka ze tří určujících částí. 
208* Dáno a, h, va. Stanovte podmínku řešitelnosti! Kolik je řešení.?, 
204. Dáno af p, va. Provedte pro ostrý i pro tupý úhel p\ 
205. Dáno a, p9 vc. Podmínka řešitelnosti je a -f /? < 2B. Provedte pro 

a < Ji, p < R i pro a > JI, p < Rl 
200. Dáno a, ta9 va. Stanovte podmínku řešitelnosti! 
207. Dáno r» a9 p. Stanovte podmínku řešitelnosti! 
208. Dáno gt a, p. Stanovte podmínku řešitelnosti! 
209. Dáno va, ua, a, při čemž va < ua. Zvolte délky vt19 ux a určete, pro 

které úhly a je úloha řešitelná! 
210. Dáno a, o, p. Provedte nejprve tak, že zvolíte libovolně polohu strany 

BC\ Při tom zvolte a, P libovolně a určete., pro jakou velikost úsečkyr o je úloha 
řešitelná! Potom provedte znovu tak, že zvolíte libovolně polohu středu vepsané 
kružnice! Při tom zvolte o, a libovolně a určete, pro jakou velikost úsečky a je 
úloha řešitelná! 

211. Dáno a, Q, a. (Napřed sestrojte /\ BCS, kde S je střed vepsané kruž-
nice.) Zvolte a, a libovolně a určete, pro jakou velikost úsečky n je úloha řeši
telná! 

212. Dáno a, v^, vc, při čemž a > v^, a > vc. Úloha má dvě různá řešení, 
Provedte třikrát pro a •= 5 cm, Vf, = 4 cm, při čemž necht poprvé ve > 3 cm, 
podruhé ve < 3 cm, potřetí vc = 3 cm! 

213. Dáno a, ??#, r, při čemž a > 1%. Zvolte délky a, v^ a dokažte, že pro 
každé r > {a má úloha dvě různá řešení až na jednu výjimečnou délku r, pro 
kterou úloha má jediné řešení!" 

214. Dáno a, ta, a. Zvolte délku a i úhel a a určete, pro které délky ta je 
úloha řešitelná! Při tom musíte rozeznávati případy a < R, x > R, a = R. 

21í>. Dáno, o, ua, a. Zvolte o, a libovolně a určete, jaká musí býti velikost 
úsečky ua, aby úloha byla řešitelná. (Úsečka u^ nesmí býti ani příliš malá ani 
příliš veliká.) 

210. Dáno va, ta, r, při čemž va < ta. Zvolte délky va, ta a určete, jaká musí 
býti velikost úsečky r, aby úloha 

a) měla dvě různá řešení, 
b) měla jediné řešení! 

217. Dáno a, v^, ta, při čemž a > v^. Zvolte délky a, v^ a,určete, jaká musí 
býti velikost úsečky ťa, aby úloha byla řešitelná! Kolik řešení m4 úloha? 

218. Dáno a, v^ t^, při Čemž a > %%. Zvolte délky a, v^ a určete, jaká musí 
býti velikost úsečky ty aby úloha byla řešitelná! Kolik řešení má úloha? 

210. Dáno va, %* p. Zvolte va, p libovolně a určete,-jaká musí býti velikost 
úsečky v^, aby úloha byla řešitelná! Provedte také pro tupý úhel p\ 
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220. Dáno a, b, uy. Stanovte podmínku řešitelnosti! (Je-li D takový bod 
na přímce BC, že AD \\ uy, sestrojte napřed A ACD.) 

221. Dáno a, b + c, vb, při čemž v^ < a < 6 + c. Úloha má dvě různá 
řešení! 

222. Dáno a, b + c, oc, při čemž a < 6 + c. Zvolte na př. b + c —- 5 cm, 
a = 75° a určete pro jaká a < 6 + c je úloha řešitelná. Úloha má jediné řešení! 

223. Dáno 6, a — c, a, při čemž a > c, a — c < 6. Zvolte na př. 6 = 4 cm, 
a — c == 3 cm, * = 60° nebo a =- 120°! 

224. Dáno 6, c — a, a, při čemž a < c, c a < 6. Zvolte na př. b = 5 cm, 
€ ___.. a _ 2 cm, oc = 45°! Může se úhel a voliti tupý? 

D A B E 
Obr. 104. 

225. Dáno a + b + c, a, /3. Sestrojte napřed A ODK (viz obr. 164), kde 
4I) == I C , BK = BC! 

226. Dáno a + 6 + c, a, vc. (Zase sestrojte napřed A CDE.) 
227. Dáno a, b, lc. Stanovte podmínku řešitelnosti! (Zaveďte pomocný 

rovnoběžník ACBD.) 
228. Dáno a, va, fy,. Stanovte podmínku řešitelnosti! (Zase zavedte po

mocný rovnoběžník.) 
229. Dáno a, t^, tc. Stanovte podmínku řešitelnosti! (Napřed sestrojte 

A BCT.) 
230. Dáno ta, t^, tc. Stanovte podmínku řešitelnosti! (Napřed sestrojte 

A BTM, viz obr. 138 na str. 74.) 

e) Konstrukce čtyrúhelníků z určujících Částí. 

231. Sestrojte rovnoběžník ABCD, jsou-li dány strany AB, AD a úhlo
příčka A.C! Stanovte podmínku řešitelnosti! 

232. Sestrojte rovnoběžník, je-li dána jedna strana a obě úhlopříčky! 
Stanovte podmínku řešitelnosti! 

233. Sestrojte rovnoběžník ABCD, jsou-li dány obe úhlopříčky AC, BD 
a jejich úhel co! 

234. Sestrojte rovnoběžník ABCD, je-li dána strana AB, její vzdálenost v 
od protější strany a úhlopříčka .AC! Stanovte podmínku řešitelnosti! 

235. Sestrojte obdélník ABCD, je-li dána délka úhlopříčky a úhel co! 
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23(». Sestrojte* kosočtverec, j e - li dána délka strany a jedné úhlopříčky! 
Stanovte podmínku řešitelnosti! 

237. Sestrojte kosočtverec ABCD, je-li dána vzdálenost protějších stran 
AB, CD a délka úhlopříčky AC! Stanovte podmínku řešitelnosti! 

238. Sestrojte kosočtverec ABCD, je-li dána úhlopříčka i C a úhel ft\ 
231). Sestrojte kosočtverec ABCD, je-li dán součet obou úhlopříček a úhel. 

< HA.C! " ' 
240. Sestrojte čtverec, je-li dána úhlopříčka! 
241. Sestrojte čtverec, je-li dán součet strany a úhlopříčky! 
242. Sestrojte čtverec, je-li dán rozdíl mezi stranou a úhlopříčkou! 
243. Sestrojte lichoběžník ABPD, je-li dána základna AB, obě ramena 

a úhel a\ (Mohou býti dvě řešení, jedno nebo žádné.) 
244. Sestrojte lichoběžník ABCD, jsou-li dána obě ramena AD, BC, 

rozdíl základen (AB > CD) a úhlopříčka AC nebo úhlopříčka BD\ Stanovte 
podmínky řešitelnosti! 

245. Sestrojte lichoběžník, jsou-li dány všecky strany. Stanovte podmínky 
řešitelnosti! 

240. Sestrojte lichoběžník, jsou-li dány obě základny a obě úhlopříčky. 
Stanovte podmínky řešitelnosti! 

247. Sestrojte lichoběžník ABCD, je-li dána základna AB, její vzdále
nost v od druhé základny a obě úhlopříčky. Zvolte nejprve délky AB, v; jak 
musíte potom zvoliti délku AC1 Jsou-li délky AB, v, AC zvoleny, určete, jaká 
musí býti velikost, úhlopříčky BD, aby úloha byla řešitelná! 

248. Sestrojte čtyrúhelník ABCD, jsou-li dány úsečky AC, BD, CD 
a úhly <£ BAC, <£ CAD. (Úloha může míti dvě řešení, jedno nebo žádné.) 

240. Sestrojte Čtyrúhelník ABCD, jsou-li dány úsečky AB, BC, BD 
a úhly a, f$\ (Úloha může míti dvě řešení, jedno nebo žádné.) 

250. Sestrojte Čtyrúhelník ABCD, jsou-li dány úsečky AB, AC a úhly 
a, v. $\ (Napřed sestrojte /\ ABC.) 

251. Sestrojte čtyrúhelník ABCD, jsou-li dány úsečky AB, AC, CD 
a úhly <£ BAC, <£ ABD. (Úloha může míti dvě řešení, jedno nebo žádné.) 

252. Sestrojte čtyrúhelník ABCD, jsou-li dány úsečky AB, AC, BC, BD 
a úhel ó\ (Úloha může míti dvě řešení, jedno nebo žádné.) 

258. Sestrojte tětivový čtyrúhelník ABCD, jsou-li dány úsečky AB, AC9 

BD a xihel <x\ Proveďte nejprve tak, že úhlopříčka BD má libovolně zvolenou 
polohu, potom tak, že straha AB má libovolně zvolenou polohu! (Je-li úloha 
řešitelná, má nejvýše čtyři řešení.) 

254. Sestrojte tětivový čtyrúhelník ABCD, jsou-li dány úsečky AB, AC, 
BC as úhel co! Jaké podmínce jsou podrobeny LÍsečky.A.B, .AC, BC? Je-li tato 
podmínka splněna, jak se musí zvolit úhel OJ? 

255. Sestrojte tětivový čtyrúhelník ABCD, jsou-li dány úsečky AC, BD 
a úhly <£ BAD, <£ ABD\ (Úloha může míti dvě řešení, jedno nebo žádné.) 

256. Sestrojte tětivový čtyrúhelník ABCD, jsou-li dány úsečky .AC, BD 
a úhly <í BAC, <£ BAD\ (Úloha může míti dvě řešení, jedno nebo žádné.) 
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257. Sestrojte ctyrúhelník ABCD, jsou-li dány úsečky AC, BD a úhly 
a, y, col (Viz obr. 161.) 

258. Sestrojte ctyrúhelník ABCD, jsou-li dány úsečky AC, BD a .úhly 
co, <$ BCA, <£ CAD l (Viz obr. 161.) 

250. Sestrojte tětivový Ctyrúhelník ABCD, jsou-li dány úsečky AC, BD 
a úhly a>, < BAC! (Viz obr. 161.) 

Opakovači příklady na větu Pythagorova a věty Eukli
dovy (viz učebnici pro III. třídu). 

Xelze-li výsledek některéhp cvičení udati přesně, počítejte na tři platné 
eiřry! 

a) Užití Pythagorovy vety na trojúhelníky a čtyř'úhelníky; 
260. Jak dlouhé je zábradlí nad schodištěm ze 17 stupňů, je-li každý stupeň 

3^cm široký a 14,5 cm vysoký? 
261. Ramena dvojitého žebříku jsou 3 m dlouhá. 

a) Do jaké výše sahá žebřík při rozpětí 1,2 m? 
b) Při jakém rozpětí sahá žebřík do výše 2,75 m? 

262. Cyklista jel 20 km k severu a potom 5 km 
a) k severozápadu, 
b) k jihozápadu. 
Jak je potom vzdálen od místa, z něhož vyjel? 

263. A ABC je pravoúhlý (y = 90°), AB = 17 cm, ÁC = 8 cm; na od
věsně BC leží bod D tak, že CD = 5 cm. Vypočtěte obsah /\ A BDI 

264. Znajíce délky stran trojúhelníka, rozhodněte, je-li pravoúhlý, ostro-
úhly či tupoúhlý! 

a) a = 5 cm, b = 6 cm, c = 8 crn; 
b) a = 7 cm, b = 10 cm, c = 12 cm; 
c) a = 12 cm, b = 35 cm, o = 37 cm. 

265. Obdélník ^ B C D má rozměry AB = 4 cm, AD = II cm. Bod E leží 
na straně CD tak, že DE = 3 cm; bod F leží na straně BC tak, že CF = 8 cm. 
Vypočtěte 

a) obsah trojúhelníka AEF; 
b) délku spojnice středů úseček AE, EFl 

266. Obdélník HKLM má rozměry HK = 1 3 cm, HM = 6 cm; na straně 
LM leží bod A7 tak, že LN = 8,5 cm. Vypočtěte 

a) obsah trojúhelníka HKN; 
b) délku HN; 
c) vzdálenost bodu K od přímky HN! 
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267. Je-li AB 5 cm, HC -= 6 cm, < ABC = 45°, vypočtěte 
a) obsah trojúhelníka ABC, 
b) délku AGM * % 

268. ABGD je rovnoramenný lichobězríík se základnami AB 12 cm, 
CD = 6 cm. Vypočtěte délku ramene! 

269. Uvnitř úsečky BC leží bod D tak, Že AD ± BC. Je-li .4B - 10 cm, 
AC = 7,5 cm, AD == 6 cm, vypočtěte BC a dokažte, že <£ BAC = 90°! 

270. Kosočtverec ABGD s délkou strany 10 cm má při vrcholu A úhel 
120°. Vypočtěte délky obou úhlopříček! 

b) Užití Pythagorovy vety ňa kružnice. 

271. Dvě tětivy ABf CD kružnice se středem S a poloměrem 7 cm protí
nají se kolmo v bodě T. Je-li AB — 6 cm, CD = 10 cm, vypočtěte vzdálenost 
STl 

272. Ze dvou tětiv AB, CD kružnice má prvá od středu vzdálenost 1 cm, 
druhá 7 cm. Je-li ABt — 2 . CD, určete poloměr kružnice a délky obou tětiv! 

278. Tětiva kružnice k má délku 0 cm a je vzdálena 11 cm od středu S 
kružnice k. Jak dlouhá je tětiva kružnice kf která je 9 cm vzdálena od S? * 

274. Dvě kružnice mají poloměry 8 cm, 3 cm; vzdálenost středů je 13 cm. 
Určete délku vnější společné tečny! 

275. Dvě kružnice mají poloměry II cm, 5 cm; vzdálenost středů je 2 dm. 
Určete délku vnitřní společné tečny! ., . 

276. Proměnná tětiva XY kružnice k s poloměrem 7,5 cm má pevnou 
délku 9 cm. Určete geometrické místo středu proměnné tětivy! 

c) Prostorové úlohy na Pythagorovu větu. 
277. Obdélník ABGD s rozměry AB =- 24 cm, AD •== 2 dm je dolní pod

stavou kvádru s výškou 1 dm. Je-li $ střed horní podstavy, vypočtěte obsah 
trojúhelníkaBCSl 

278. Vejde se tyc délky 1 m do bedny s rozměry 72 cm, 6 dm, 48 cm? 
279. Podstava pravidelného čtyrbokého jehlanu je čtverec se stranou 

12 cm; stěnové výšky měří 1 dm. Vypočtěte tělesnou výšku a délku pobočných 
hran! 

280. Pravidelný troj boky jehlan má podstavné hrany s délkou 9 cm, po
bočné hrany s délkou 6 cm. Určete objem jehlanu! 

281. Na kulové ploše s průměrem 6 cm je kružnice k s poloměrem 2 cm. 
J a k daleko od středu koule je rovina kružnice k? 

282. Určete poloměr koule opsané kvádru s rozměryr 2 dm, 3 drn, 6 dm! 
288. Na stole leží čtyři koule s poloměrem 1 dm tak, že každá z nich se do

týká dvou z ostatních, takže jejich středy jsou vrcholy čtverce. Pátá koule téhož 
poloměru spočívá na prvých čtyřech. Jak vysoko nad stolem je střed páté 
koule? 

284. J a k veliká koule se vejde do krychlové bedny s hranou 4 dm zároveň 
s koulí poloměru 1 dm? 
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<i) Úlohy na Euklidovy věty. 

285. Průměr AB kružnice k je v bodě E kolmo proťat tětivou CD. 
a) Je-li AE == 1 cm, CD ~- 6 cm, určete poloměr kružnice k\ 

b) Je-li AE= 2'cm, BE ---= 8 cm, určete délku tětivy OD! 
280. .ABC je rovnoramenný trojúhelník (AB --- AC). 

a) Je-li AB = 13 cm, BC =-= 10 cm, určete poloměr opsané kružnice! 
b) Je-li AB = 10 cm a je-li poloměr opsané kružnice & cm, určete BG 

a obsah trojúhelníka ABCl 
287. Pravoúhlý A ABC rná odvěsny A~Č = 12 cm, BC =-= 18 cm. Určete 

poloměr kružnice, která se dotýká AC v bodě A a prochází bodem B! 
288. CD je výška pravoúhlého trojúhelníka .4BC (y =.= 90°). 

a) Je-li AB = 2 . BC, dokažte, že J D - 3 . BD! 
b) Je-li AČ' = 2 . HC, dokažte, že I D = 4 . BDÍ 

289. ABGD je čtverec; na polopřímce ^4B leží bod E tak, že -AE = .AC. 
Je-li P pata kolmice spuštěné s bodu A na přímku DE, dokažte, že EP - - 2 . DPI 

200. Dvě kružnice (středy Sv S2, poloměry 6 cm, 8 cín, SXS2 — 1 dm) se 
protínají v bodech .A,H. Určete vzdálenosti středů Sl9 S2 od přímky AB a délku 
úsečky AB\ [Napřed dokažte, že A ASXS2 je pravoúhlý.] 

e) Další úlohy na Pythagorovu vetu, 

291. ABGD je kosočtverec. Dokažte, že J C 2 + HD2 = 4 . Z B 2 ! 
292. Čtyrúhelník HKLM má při vrcholech K, M pravé úhly. Dokažte, že 

iLK2 — BM2 = LM2 -— LKH 
293. Čtyrúhelník PQRS má při vrcholech Q, R pravé úhly. Je-li PQ -

= PR = 2 . RS, dokažte, že PS= 3 . HS! 
294. .AD je výška A -4BC. Je-li y == 45°, dokažte, že AB2 -= HD2 + CD2! 
295. Uvnitř obdélníka EFGH leží bod V. Dokažte, že KVa + CV2 = 

= FV2 + IFV2! Je to správné, i když bod V leží vně obdélníka? Co když bod V 
leží mimo rovinu obdélníka? 
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