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UVODNI POZNAMKY.

Ve vyulovini matematice v prvni tfidé gymnasia maji Z4ci budovat svoje poznatky
na znalostech ze stfedni §koly. Prvnim ukolem aritmetiky je ujasnit si zdkladni poznatky
o tisclnych oborech. Je nutné, aby Zik pochopil duleZitost a vznik pfirozenych &isel,
aby si ujasnil, pro¢ byla zavedena ¢&isla zdpornd a lomena. Dale je duleZité, aby poznal
tlohu ¢isla jedna a nuly, zvlasté pfi s¢itdni a nasobeni.

V ulebnici jsou exaktné uZitim soubori vyvozeny zdkladni zdkony poletnich
vykont. Zik je veden k tomu, aby byl kriticky k vysledku svych tvah.

Dosavadni skola srovnavala ponejvice veliiny sobé rovné. Zavedeni nerovnosti
sleduje stliZeni theorie s praxi, nebot v Zivoté musime &astéji srovnavat velitiny nerovné
nez sobé rovné.

Poznini pojmu odmocniny umoZiiuje Zikim, aby v mezich své vyspélosti ocenili
jeji praktickou aproximaci a to zejména se zietelem k jejimu praktickému vyznamu.

Zikovy poznatky o rovnicich ze stfedni $koly jsou zrevidoviny a jsou podkladem
pro pochopeni vyznamu a vlastnosti kvadratickych rovnic.

V geometrii buduji Zici jeji soustavu z poznatki ze stfedni §koly. Litka geometrie
je zde v podstatnych rysech zopakovana a uZitim pojmu shodnosti postavena na jednotici
ziklad. Zvla$tni pozornost vénujeme pojmu mnohouhelnika vzhledem k budouci litce,
k zpfesnéni pojmu rovnobéZnosti; jako pfiklad shodnosti studujeme osovou scumérnost,
posunuti a ototeni. UzZitim jich odvozujeme mnohé vlastnosti Gtvaru.

Z podobnosti vyvodime nékteré vlastnosti stran trojihelnika pravotihlého a pfe-
jdeme k studiu jejich poméru (goniometrické funkce ostrého uhlu). Geometrie v prvé
tfid¢ je ukon&ena stejnolehlosti jako zvlastnim pfipadem podobnosti a studiem vlastnostf
kruZnice. V goniometrii pfihliZime k moZnostem pfesnosti praktického méfeni.

Zcela nové litky neni mnoho. Ukolem je scelit dosavadni védomosti, prohloubit
je a dat Zikum zdravy zdklad k dal$imu kritickému studiu matematiky.

V aritmetice i v geometrii hledime soustavné jejich styéné body, jak je to
tikolem kazdého védeckého studia. Ve vyutovini hledime pfileZitosti k logickému
uvaZovani a usuzovdni. Nejde niam o ziskdni zdsoby védomosti, ale i o soustavnou
vychovu k samostatnému mysleni. Proto vénujeme dikazovym ulohim mnohem vét${
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pozornost neZ dfive. I v ulebnici je jim vénovina zna¥ni pozornost. KaZdy diikaz metho-
dicky pfipravime, rozdélime na jednotlivé kroky a provddime za ucasti vSech Ziku.
V geometrii jsou konstruktivni ilohy v mnohem mens$im méfitku nez dfive. Usetfeny
&as vénujeme probirini zdkladii geometrie, dikazovym ulohim. Maji-li cviteni splunit
sviyj tkol, musi byt pfipravovdna ve $kole. Je nutné, aby ucitel zaméfil svij vyklad se
zfetelem k vybranym ulohim.

Tak pripravime Zdky k pochopeni zdkonitosti vyvoje a k porozumeéni socialistické
vystavbe stitu.

Z4k m4 poznat uikol matematiky, ktery nespodivé jen v theorii a v zdsob& védomosti,
ale ve vychové k soudnosti, kritinosti a tak se stdvd apardtem ke studiu zjevi mate-
ridlniho svéta. O matematiku se opird mnoho disciplin a matematika tak pfispivd ke
studiu mnoha obort, které jsou duleZité k budovini naseho lidové-demokratického
statu.



ARITMETIKA



ROZVRH UCIVA.

Z4r:

Stitani pfirozenych &isel
Nisobeni pfirozenych &isel
Distributivni zdkon

Nula a jedni¢ka

Rijen:

Srovnivini velikosti pfirozenych (isel
Vznik ¢isla pfi méfeni

Zlomky a jejich ruzné tvary
Délitelnost pfirozenych ¢isel

Listopad:

Stitdni a ndsobeni zlomkua
Zavedeni zdpornych (isel
S¢itdni relativnich &isel
Nisobeni relativnich &isel

Prosinec:

Nerovnosti
Mocniny s celymi mocniteli
Ciselné soustavy

Leden:

Politani v desitkové soustavé
Zaokrouhlovani ¢isel

Vzorce pro (a + b)?; x% — y?
Tabulka druhych mocnin

Unor:

Pojem druhé odmocniny

Vyhledavani druhych odmocnin z tabulek druhych mocnin
Piresnéj§i urovani druhych odmocnin

Irraciondlnost druhych odmocnin

Brezen:

Céstetné odmociiovéni
Cisla racionalné zavisld na druhé odmocning
Opakovani o rovnicich

Duben:

Pojem kvadratické rovnice
Kvadraticka rovnice se znimymi kofeny
Celé kofeny kvadratické rovnice

Kvéten:

Regeni kvadratické rovnice doplnénim na &tverec
Reseni kvadratické rovnice vzorcem
Slovni Glohy

Cerven:

Opakovani




I. PRIROZENA CiSLA.
1., Sé&itdni prirozenych Eisel.
Prirozenymi &isly budeme nazyvat Cisla
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, . . . .

O tom, jak pfirozend Cisla zapisujeme pomoci deseti znaka (Cislic), pro-
mluvime si pozdéji v kapitole IV. Pomoci pfirozenych ¢isel vyjadfujeme
pocetnost libovoln¢ho souboru jakychkoli pfedmétd. Dva soubory A, A’
jsou stejné pocetné, jestlize je moZné kazdému pfedméru prvniho souboru
pfifadit urcity pfedmét druhého souboru tak, Ze obracené kterykoli predmét
druhého souboru je pfifazen jedinému pfedmétu prvniho souboru. JestliZe
na pf. kazdy Zzdk ma svou ulebnici aritmetiky, je soubor viech zikd stejné
pocetny jako soubor jejich ulcbnic aritmetiky. Jestlize vSak néktery zik za-
pomnél si vzit s sebou ucebnici, potom pocet zaka piitomnych ve tfidé neni
stejné pocetny se souborem udebnic, které mohou polozit na lavice, nybrZ
prvy soubor je pocetnéj$i nez druhy. Takové piimé srovndvani pocetnosti
dvou soubori provadime v praxi jenom zfidka; obycejné vyjadfujeme pocetnost
kazdého souboru pfirozenym dislem, které uddvd poclet predméti toho
souboru; dva soubory jsou stejné pocetné, jestlize je polet pfedméta vyjidien
tymzZ ¢islem u obou souboril; naproti tomu je na pf. prvy soubor pocetnéjsi
neZ druhy, jestlie polet jeho pfedmérd je vyjidien vét$im Cislem, neZ
je to, které vyjadfuje pocet predmétid druhého souboru. Jestlize chceme na pr.
porovnat poletnost dvou riznych tfid, nebudeme to obycejné provadét pfimym
porovninim obou souborl, nybrz spolitdme, Ze na pf. je v 1. tridé 43 zaka
a ve 2. tfidé 39; protozZe ¢islo 43 je vétsi neZz Cislo 39, je 1. tfida pocetnéjsi
nc druhd.

Ze dvou nebo vice &isel odvozujeme nova ¢isla pomoci poéetnich vykoni.
Jiz na ndrodni $kole jste se ucili provadét ¢tyfi ,,zdkladni pocetni vykony*:
sCitdni, od¢itini, nisobeni a déleni. To bylo telné pro nirodni $kolu; nyni
v§ak bude acelnéj$i nazirat jenom na s€itdni a ndsobeni jako na zdkladni
vykony; o od¢itini a déleni budeme mluvit aZ pozdéji ve ¢l. 5.
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Mame-li vysvétlit, co znamena soucet
a-t+b

dvou pfirozenych disel a, b, zvolime si nejprve libovolny soubor predmétd 4
tak, aby pocet jeho pfedmétd byl roven islu a; potom zvolime jiny soubor
pfedmétd B tak, aby podet jeho pfedméti byl roven &islu b; pfitom viak
volime oba soubory A, B disjunktni; to znamend prosté, Ze Zddny piedmét
nesmi nileZet do obou soubori A, B ziroveil. Nazveme nyni spojenim
obou soubort A4, B soubor viech téch pfedmétd, které nélezeji budto do
souboru A nebo do souboru B; podet predmétd ve spojeni obou soubora 4, B
je pravé souet a + b obou Cisel a, b, kterd se jmenuji séitanci.

JelikoZ spojeni dvou disjunktnich soubori A4, B je totoZzné se spojenim
soubori B, A, vidime, Ze plati komutativni zdkon s¢itdni pfirozenych
Cisel:

a+b=0>b+4a.

Jsou-li a, b, ¢ tfi pfirozend Cisla, je vim zndmo, Ze plati asociativni
zdkon s¢itani pfirozenych Cisel

(@+d+c=a+®-+0).

Bude uZite¢né vysvétlit si smysl tohoto zdkona. Za tim ucelem si zvolme tfi
disjunktni soubory pfedmétd A4, B, C tak, Ze:

a je pocet pfedméti souboru A4,
b je pocet predméti souboru B,
¢ je pocet pfedmétd souboru C.

Z4dny pfedmét nenileZi do vic ne jednoho ze tf souborti 4, B, C. Oznatme M
spojeni obou disjunktnich soubortt 4, B; potom je a + b pocet predméti
souboru M. Mimo to soubor M a soubor C jsou disjunktni a pocet pfedméta
jejich spojeni je
: (@+8) +e. @
Ziejmé se spojeni soubori M a C sklida z téch predmétd, které naleZeji do 4
nebo do B nebo do C. Oznaéime-li déle N spojeni obou disjunktnich souborii
B a G, je b + ¢ potet pfedmétt souboru N; mimo to soubor 4 a soubor N
jsou disjunktni a pocet pfedmétd jejich spojeni je

a+ b+ o). @



Avsak spojeni souborit 4 a N se zase skldd4 z téch pfedméti, které néleZeji
do A4 nebo do B nebo do C. Proto &islo (1) je totéz ¢islo jako ¢islo (2) a to je
pravé nas asociativni zikon.

Predchazejici ivahy muZeme zobecnit. Zvolme si libovolny pocet dis-
junktnich soubort A4, B, C, . . . ., K (slovo disjunktni znameni, jak vime,
Ze Zadny predmét nendlezi do vic neZ jednoho z naich soubora); pocet pred-
méta kazdého souboru oznalme stejnym pismenem malé abecedy, takie
na pf. 4 se sklidd z a predmétd, K se sklddd z & predméti.

Soucet

at+bt+c+....+k

se séitanci a, b, ¢, . ..., B znamenid polet pfedméti toho souboru,
ktery je spojenim vsech soubort 4, B, C, . . ., K, t. j. polet pfedmétd
souboru, ktery se skldda ze viech pfedméty, jez ndleZeji do nékterého z danych
soubord A, B, C, . ..., K.

Uvahami zcela podobnymi diivéjiim odfivodnite pro pfirozena ¢&isla
dva obecné zikony o soultech s libovolnym pocltem séitanch. Je to piedné
obecny komutativni zdkon s&itdni pfirozenych ¢isel: Soudet libo-
volného podtu sc¢itanct je nezdvisly na pofadku scitancu, na pf.
soucty

at+btc+diatc+d+bd+a+b+4catd.

jsou si viecky rovny. Za druhé je to obecny asociativni zdkon s&itani
pfirozenych Cisel: Soucet libovolného poétu séitanci muZeme
pocitati tak, Ze rozdélime s¢itance na skupiny, seéteme sCitance
v kazdé skupiné zvlast a potom selteme Céstelné soulty z jed-
notlivych skupin. Pifi tom miZe nékterd skupina obsahovat i jediného
sCitance. Na pf. jest

atbtctdtetf=@+b+o+d+E+/)

Zde jsme rozdélili s¢itance na tfi skupiny; v prvni skupiné jsou tfi scitanci,
v posledni jsou dva a druhd skupina obsahuje jediného scitance d.
Cvideni.
1. Pomoci vah o podetnosti soubort vysvétlete, co znamena:
a) a =a;
b) z rovnosti a = b plyne b = a;
¢) z rovnosti @ = b, b = ¢ plynec & = c.



2. Pomocf tvah o po&etnosti souborli dokaZte, Ze z rovnosti @ = b plyne @ + ¢ =
=b -+ c.

3. Je-li a = b, ¢ = d, pak také a + ¢ = b + d. Dokaite.

4. Jsou-li dina dvé pfirozena é&isla a, b, dokaite, Ze nastane pravé jeden z pfipadu:

a)a=2"b,b)a+ x=>5,c)a=0> + y; pfi tom x a y jsou vhodni pfirozena &isla.

Utivajice zdkona asociativniho dokaZte: O kolik se zvétdi jeden stitanec, o tolik

se zvét$i soulet.
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UtZivajice asociativniho a komutativniho zdkona s&itini dokaZte, Ze (a -+ b) +
++d)y=(@a+c)+ (b +4d).

7. Méame-li selist fadu rs &isel

Q15 G A3y « « .5 Qpy

by by b3y . . .y by

kl: ka: ks: CEECINEY ) kr)
providime to tak, Ze selteme nejprve soulty @, +as+ a3+ ... +a =1ty
by +by+by... +bpr=12y ..., k+ka+ky+ ...+ k =152 potom selte-
met, + ¢, + t3 + ...+ t;. Kontrolu provddime tak, Ze seétemea; + b, + . . .}
+ki=u, a+by+... ‘+hky=ty..a+b+...+k=u atyto
soulty selteme: u;, + #y + . . . + ur. Odivodnéte.

8. Pomocf obecného komutativniho zékona s¢itanf odtivodnéte, v &em spotiva podstata
zkousky pfi s¢itani.

2. Ndsobent piirozenych &isel.

Nasobeni dvou pfirozenych &isel jste se jiz na ndrodni $kolc udili popsat
pomoci s¢itani nékolika sebé rovnych piirozenych Cisel. Abychom vysvétlili,
co znameni soudin

a X b neboli a-b neboli ab,

jehoz nAsobenec je pfirozené Cislo a a jehoZ ndsobitel je pfirozené ¢islo
b, zvolime si celkem & disjunktnich soubora

Ay Ay o ooty Ay )

z nichz kazdy se sklidd z a pfedmétd; soulin ab je polet pifedmétd toho
souboru, ktery je spojenim vSech b souborid (1). Ale u jinych ¢isel, o kterych
budeme mluvit pozdéji a kterd znite uZ ze stfedni Skoly, na pf. u zlomky,
neni mozné nisobeni privést na s¢itdni. Proto je Glelné si uz u pfirozenych
disel vysvédit ndsobeni nezavisle na s&itini, coZ vede také ke snaziimu od-
vozeni vlastnosti nidsobeni. Vysvétlime si proto nisobeni pfirozenych Cisel

jako ureni pottu dvojic.
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Ze dvou souborll 4, B, z nich? se kaZdy skldd4 z libovolnych pfedmétd,
utvofime si novy soubor, ktery oznatime (A4, B) a ktery je souborem vsech
takovych dvojic (x, ¥), které se sklddaji z pfedmétu x nilezejiciho do souboru 4
a z pfredmétu y naleZejiciho do souboru B. Jestlize na pf. soubor A4 se skldda
z kaih a soubor B se skldd4 z obrdzkd, potom soubor (4, B) se sklida z dvojic
knihy a obrizku, t. j. kazdy pfedmét souboru (4, B) si miZeme predstavit
jako knihu vzatou ze souboru A, do které je vloZen obrizek ze souboru B.
Jestlize

a je polet prvka souboru 4,
b je polet prvkd souboru B,

potom si mitZeme soubor dvojic (4, B) rozloZit na soubory

Ay Ay oo , 4, )

tak, Ze soubor A, se skldda z t&ch dvojic (x, ), ve kterych y je prvni pfedmét
souboru B, soubor A, se skladd z t&h dvojic (x, y), ve kterych je y druhy
predmét souboru B atd. Soubory (1) jsou navzijem disjunktni, kazdy z nich
se skldd4 celkem z a dvojic, a spojeni vSech souborti (1) ddvd soubor (4, B).
Proto soudin ab je potet viech prvki souboru dvojic (4, B). ProtoZe soubor
(A, B) a soubor (B, A) maji zfejmé tyZ pocet dvojic, dospivime ke komuta-
tivhimu zdkonu nisobeni dvou pfirozenych Cisel:

ab = ba.

ProtoZe nésobeni vyhovuje komutativnimu zikonu, je mélo vyhodné
davat kazdému z obou disel a, b jiné jméno (ndsobenec a ndsobitel) a proto
divime obéma Cislim a, b obylejné spoleCny nizev &initelé.

Jsou-li nyni 4, B, C tfi libovolné soubory, pfi temZ

a je polet pfedmétd souboru 4,
b je potet pfedméta souboru B,
¢ je pocet pfedmétd souboru C,

oznaéime (4, B, C) soubor viech trojic (x, ¥, 2), ve kterych

x je libovolny pfedmét souboru 4,
y je libovolny pfedmét souboru B,
z je libovolny pfedmét souboru C.
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Oznaéme M soubor dvojic (4, B); dile oznaéme N soubor dvojic (B, C).
Potom kazdou trojici (x, y, 2) souboru trojic (4, B, C) miZeme povaZovat
za dvojici sloZenou jednak ze dvojice (x, y) vzaté z M, jednak z pfedmétu z
souboru Cj; proto pocet viech trojic z (4, B, C) je roven soudinu

(ab)e,

jehoZ prvni Cinitel ab je roven poltu pfedmeétd souboru M a druhy dinitel je
roven poétu pfedmérii souboru C. Za druhé v§ak muZeme kazdou trojici (x, y, 2)
souboru trojic (4, B, C) povazovat za dvojici sloZenou jednak z pfedmétu x
souboru A, jednak z dvojice (¥, 2) vzaté z N; proto polet viech trojic (x,
¥, 2) je také roven soucinu

a (be),

jehoz prvni Cinitel je pofet pfedmétd souboru A a druhy Einitel je podet
pfedmétt souboru N. Porovndme-li oba vysledky, dospéjeme k asociativnimu
zdkonu ndsobeni:

(ab)c == a(bc).

Predchozi Gvahy opét miiZeme zobecnit. BudteZ dany libovolné soubory
A B, C, ..... s K; pocet pfedméti kazdého daného souboru oznatime
pfisluinym pismenem malé abecedy, takie a je polet pfedmétd souboru A4
atd. Soucinem
abec ... k

rozumime to {islo, které udava pocet viech predméta souboru (4, B, G, . ., K),
ktery se sklid4 ze viech takovych skupin (x, y, 2, . . . ., t), ve kterych je x libo-
volny pfedmét souboru A, y je libovolny predmét souboru B, ..., t je
libovolny pfedmét souboru K. Na zdkladé tohoto obecného vysvétleni soucinu
libovolného pottu pfirozenych Cisel lze odvodit bez potiZi pfedeviim obecny
komutativni zikon ndsobeni pfirozenych ¢&isel: Soudin libovolného
podtu ¢&initeld je nezavisly na pofddku ¢&initelt, na pf. soudiny

abed, acdb, dabc atd.

jsou si vSecky rovny. Za druhé se snadno odvodi obecny asociativni
zidkon nisobeni pfirozenych d&isel, ktery zni takto: Soucdin libovolného
pocétu Ciniteld muZeme pocitati tak, Ze rozdélime ¢&initele na
skupiny, zndsobime Cinitele v kaZdé skupiné zvlasf a potom
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znasobime Cdstedné souliny z jednotlivych skupin. Pfi tom mizZe
nékterd skupina obsahovat i jediného Cinitele. Na pf. jest

abedef = (abc) - d * (¢f).

Zde jsme rozdélili Cinitele na tfi skupiny; v prvni skupiné jsou tfi initelé,

v posledni jsou dva a druhd skupina obsahuje jediného Cinitele d.
Cvideni.

9, Na zikladé Gvah o dvojicich odivodnéte: Mame-li r fad, z nichZ v kazdé je s

pfedmétd, je téch pfedmétu rs.

10. Podobné oduvodnéte: Mame-li r vrstev, z nichZ v kaZdé je s fad a v kazdé z t&chto
fad je ¢ pfedméty, je téch predméth rsz.

11. Pomoci definice nisobeni dokaZte, Ze z rovnosti @ = b plyne ac = bc.

12, Je-li a = b, ¢ = d, pak také ac = bd. Dokazte.

13. Utzivajice zakona asociativniho dokaZte: Kolikrit se zvétsf jeden <&initel, tolikrit
se zvétsi soudin. ‘

14. Dokaite vétu: Soulin se nisobi danym éisleni, nasobi-li se jim kterykoli &initel.
15. Pomoci asociativniho a komutativniho zdkona ndsobeni oduvodnéte, Ze (ab)(cd) =

= (ac)(bd).
16. Mime-li spolu nisobit rs &isel
Q15 Q35 A3y« « «y qry
by by by . . .5 by s fadkd
........ s
kn kz, ks: o e ey kr»

providime to tak, Ze nejprve utvofime soudiny a;ay . . . @r = 81, bby . . by = 1y,

« « kiky . . . B = 15 a potom zndsobime #;z, . . . 7. Kontrolu providime tak,
Ze znisobime @b, . . - By = Uy, Ggby o . Ry = Uy, . . arby . . . R = uy a tyto
souliny znasobime: #¥y . . . uy. Oduvodnéte.

3. Distributioni zdkon.

Ve &ldnku 1 jsme mluvili o komutativnim a asociativnim zikonu pro
sCitdni; ve ¢ldnku 2 jsme mluvili o tychZ zdkonech pro nisobeni. Ze stfedni
Skoly znite jesté jeden diileZity pocewni zdkon, ve kterém je fe¢ o obou ziklad-
nich vykonech: s¢itini i ndsobeni. Je to t. zv. distributivni zdkon neboli
zdkon o roznisobeni. Je vyjidfen vzorcem:

a(b + ¢) = ab + ac; (¢))]
jak jej vyjadfite slovy? Abychom odtvodnili distributivni zdkon pro pfirozend
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Cisla, zvolime jako obvykle tfi disjunktni soubory 4, B, C s poltem pfedméti
rovnym a, b, c. Oznatime-li M spojeni obou soubor B, C, sklida se soubor
M z b 4 ¢ pfedmétii a proto soubor dvojic (A, M) se sklida z a(b + c¢) pfed-
métd. Na druhé strané soubor M se déli na dva disjunktni soubory B, C
a proto také soubor dvojic (4, M) se déli na dva disjunktni soubory (4, B),
(A4, C), z nichZ prvy se sklid4 z ab pfedméta a druhy z ac pfedmétd. Proto
pocet a(b 4 ¢) viech dvojic souboru (4, M) je roven souctu ab + ac, coZ je
pravé obsahem vzorce (1).

V distributivnim zédkonu (1) jsme méli souéty dvou s¢itanci; v obecnéj$im
tvaru mime soucty libovolného poltu stitanci:

ab+c+....+k) =ab+a+....+ak

veys

Jesté obecndjsi tvar distributivniho zdkona si vyjadfime slovy: Soucet
nisobime soudtem, jestlize kaZdého séitance prvniho soultu
znisobime kaZdym sc¢itancem druhého soucdtu a vSecky tyto
souliny seéteme. Odivodnéte sami tfeba pro ten pfipad, Ze souéeta + b +
+ ¢ 4+ d o Cryfech stitancich ndsobime soutem r + s + ¢ o tfech s¢itancich;

tedy: @+b+ct+d)r+s+6)=
=aqar +br 4+ cr 4 dr + as + bs + cs + ds + at 4 bt - ct -} dt.

Cvideni.

17. Zvéisi-li se kaZzdy sCitanec k-krit, zvétsi se soudet také k-krat. DokaZte.

18. Vite-li, Ze a(b + ¢) = ab + ac, dokaZte odtud, Ze také (a + b)c = ac + be.

19. Pomoci distributivniho zékona vypottéte (dvéma zpusoby) soutin (a + b) (¢ + d +
+ e).

20. DokaZte, Ze soulin dvou souétd, z nichZ jeden m4 r stitancd a druhy s s&itanci,
mi rs sCitanci.

21, DokaZte, Ze soudin tif soulty, z nichZ jeden m4 r s€itanci, druhy s s¢itanct a tieti ¢
stitancd, m4 rsz stitanci.

22. Upravte v soudin vyrazy: a) 12pg + 6¢; b) (2a + b)x + 2a + b3 c) uv +'u +
+ v+ 1.

23. Soucet &isel, z nichZ kaZdé je nisobkem <isla p, je také nisobkem ¢&isla p. DokazZte!

4. Nula a jednicka.

Stafi matematikové neznali jind C¢isla neZz pfirozend Cisla. Rozifeni
pojmu ¢&isla znamenalo dileZity pokrok ve vyvoji matematiky. JiZ na stfedni

vrv 3

$kole jste poznali nékterd rozsifeni pojmu Cisla (zlomky, zdporna Cisla), kterd
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si v této tfid€ zopakujeme. V tomto ¢linku zavedeme zatim jediné nové &islo:
nulu. Polet pfedmétt v néjakém souboru je roven nule, jestliZe ten soubor
je prdzdny, t.j. jestliZe neobsahuje viibec Zidny pfedmét. Takovym prazdnym
souborem je pravdépodobné na pf. soubor vSech osmnictiletych Zika ve vasi
tiidé. Pomoci prizdného souboru snadno vysvétlite pravidlo:

a+0=a, O0+a=a; )]

slovy: Je-1i jeden séitanec roven nule, je soulet roven druhému
s¢itanci.

Je-li A libovolny soubor pfedmétl a je-li B prizdny soubor, pak také
soubor dvojic (4, B) je prazdny. Z toho plyne pravidlo:

a-0=0, 0-a=0; 2
slovy: Je-li jeden ¢&initel roven nule, je soucin roven nule.

Sami snadno vysvétlite také obrdcend pravidla k pravidlam (1) a (2):
Je-1i soucdet roven jednomu ze dvou séitanci, je druhy scéitanec
roven nule. Je-li souin dvou d¢isel roven nule, je aspon jeden
Cinitel roven nule.

Porovnejte obé pravidla (1) a (2). Vidite, Ze vyznam nuly pfi nisobeni
je docela jiny neZ jeji vyznam pfi s¢itdni. Vyznam nuly pfi s¢itdni je obdobny
vyznamu Cisla jedna pfi nédsobeni, jak je patrné z pravidla:

a-l=a, l-a=a; ®3)

slovy: Je-1i jeden ¢initel roven jedné, je soulin roven druhé-
mu diniteli. Odavodnéte sami pomoci souboru dvojic pravidlo (3) a také
vyslovte a oddvodnéte obricené¢ pravidlo.

Dosud jsme mluvili v tomto ¢ldnku pouze o souctu a soudinu dvou ¢isel,
O souctu a soucinu libovolného poctu Cisel plati podobné:

Soucdet nékolika ¢isel zGistane nezménén, vynechdme-li nebo
‘pfiddme-li s¢itance rovné nule.

Soudin nékolika ¢&isel zhstane nezménén, vynechdme-li
nebo pfidime-li Cinitele rovné jedné.

Soulin nékolika ¢&isel je roven nule, jakmile aspoi jeden
¢initel je roven nule.

15



Je-1li soulin nékolika &isel roven nule, musi aspon jeden
Cinitel byti roven nule.

Poletni zdkony, které jsme v pfedchozich ¢lancich odvodili pro pfirozend
Cisla (komutativni a asociativni zdkony s¢itdni, tytéZ zdkony ndsobeni, distri-
butivni zdkon), ziistanou v platnosti, i kdyZz nékteré z danych ¢&isel je rovno
nule.

Cvideni.
24, Pomoci tvah o priazdnych souborech dokaZte, Ze a)0 +0=0;b)0-0=0.
25. Je moZné vyhovéti rovnici ax = bx,i kdyZ a, b jsou dvé &isla navzijem rtizna?
26. Je mozné vyhovéti rovnici @ + x = b + x, i kdyZ a, b jsou dvé &isla navzijem .
razna?
27. Dokaite, Zc¢ zakladni poletni zdkony, o nichZ se mluvilo v &l. 1—3, jsou splnény,
i kdyZ néktera z ¢isel, jez se v nich vyskytuji, jsou rovna nule.
V nisledujicich cvi¢enich pismena @, x mohou znamenati bud d&isla pfiro-
zend nebo nulu. Pomoci Givah o souborech dokaite:

28. Je-li @ + x = a, je x = 0.

29, Je-lia+x=0,jea=0ix=0.

30. Je-lia+x=1,jebuda=1, x=0neboa=0, x = 1.
31. Je-li ax = a a aneni rovno nule, je x = 1.

32. Je-li ax = 0, je bud a = 0 nebo x = 0 (nebo oboji).

33 Je-liax=1,jea=1ix=1.

S. Srovndvdni velikosti privozenych é&isel.

Jiz v 1. ¢lanku jsme si fekli, Ze jestlize dvé pfirozend &fsla si nejsou rovna,

je jedno z nich vétdi a druhé men$i. PiSeme
a> b (a vétii nez b),
b < a (b mensi nez a).

Je zfejmé, Ze soulet dvou pfirozenych Cisel je vét$i nez ktery-
koli séitanec. Soulet je roven jednomu slitanci, je-li druhy scitanec
roven nule. Aviak soucet nemuzZe nikdy byti mens$i neZ néktery
s¢itanec, dokud nepfipustime za sCitance také isla zdpornd, coZ v tomto
opakovini uéinime aZz ve ¢lanku 2 v kapitole III.

Zatim vSecka disla, o kterych mluvime, jsou pfirozend ¢&isla nebo O.
Jsou-li tedy a, b dand ¢isla, potom rovnice

a+x=0> 1
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s nezndmou x nemd Zidné feleni, je-li @ > b, m4 jediné feleni x =0,
je-li @ = b, m4 jediné feSeni x, které je pfirozenym &islem, je-li @ < b. Redeni
rovnice (1) znadime

b—a

a nazyvime je rozdilem, jehoz menSencem je Cislo b a jehoZz menSitelem
je &islo a. Menitel tedy nesmj byti vét$i neZ men3enec. Pocetni vykon, kterym
od dangych ¢&isel a, b dospivame k jejich rozdilu, jmenuje se odéitani. Nebudeme
opakovati vlastnosti od¢itdni, protoZe, jak je vim znidmo, po zavedeni zdpornych
tisel se d4 odCitini prevést na scitdni.

Soudin dvou prirozenych ¢isel je vét§i neZ kterykoli Cinitel
v tom pfipadé, Ze oba Cinitelé jsou vét$i neZ jedna. Vysvétlete!

Jsou-li a, b dand pfirozena ¢isla, potom rovnice

ax=2>b @)

s neznidmou x nemd 74dné fedeni (ma-li také hodnota nezndmé byt pfirozenym
&slem), jestlize a > b. Je-li a = b, mé rovnice (2) jediné Feeni x = 1. JestliZe
a < b, potom rovnice (2) nékdy nemd Z4dné feeni (dokud nezavedeme
zlomky), nékdy m4 jediné fedeni. Rikime, e &slo b je délitelné &islem a,
jestlize existuje pfirozené &islo x, které je feSenim rovnice (2). Nauku o délitel-
nosti zatim nebudeme opakovat. Je-li &islo b délitelné &islem a, potom feSeni x
rovanice (2) znafime
b:a.

Jsou-li a, b dvé dand pfirozend Cisla a je-li na pf. b > a, miZeme se ptiti,
o¢ je Cislo b vétdi ne? Cislo a; odpovéd na tuto otdzku je ddna Cislem b — a.
MuizZeme si také poloZit druhou otdzku, kolikrit je &islo b vétdi nez &islo a;
je-li &islo b délitelné &islem a, je odpovéd na tuto otdzku ddna pfirozenym
Cislem b: a. Jestlize viak ¢islo b neni délitelné &islem a, pak otdzka, kolikrit
je Cislo b vétdi nez &islo a, nemd Zidny pfesny smysl.

Cvideni., -

Ve cvitenich 34—38 pismena a, b, ¢ znali pfirozend &isla. Pomoci uvah
o souborech dokaite:

34.a) Je-lia>b,je b<a. b) Je-li a< b, je b > a.
35.a) Je-lia>bab>c, jetaké a>c. b) Je-lia<bab<eg,je také a<e.

36. Jsou-li a, b libovolna piirozena &isla, plati jeden a jen jeden ze vztahu: a) a > b,
b)a=25,¢c) a<b.
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37.a) Je-lia>b, jea+c>b+c. b Je-li a<b, jeadc<bd4o
38. a) Je-li a> b, je ac > be, b) Je-li a < b, je ac < be.

39. Z nerovnosti mezi pfirozenymi &isly a > b, ¢ > d odvodte a) @ + ¢ > b + d;
b) ac > bd (uZijte vysledkl cviteni 37 a 38).

40. Z definice od¢itini dokaZte: a) O kolik se zvét§$i men3enec, o tolik se zv&t$i rozdil
(pfi nezménéném menSiteli). b) Rozdil se nezméni, zvétsi-li se mensenec i mensitel
o totéz ¢islo.

41, Na zikladé definice od&itinf dokaZte, Ze a) prob = cjea + (b —¢c) =a + b — ¢;
b)yprob=2¢c,a=zb—cjea—(b—c)=a+c—b.

42, Z definice od¢itini odvodte, 2¢ a) a —a =10, b) a — 0 = a.

43. a) Je-lia>bab=cjea—c>b—c.b)Jelia>bacZa jec—a<c—b.
Dokazte.

II. ZLOMKY.
1. Vznik &isla pri mévent.

Dosud jsme si vimali pouze toho, jak vznikd pojem &isla pfi urCovédni
potu pfedmétli neboli pfi ¢itdni. Pfi Citdni vystatime s pfirozenymi Cisly;
pocet pfedmétii neni nikdy roven 3 nebo 3 a pod. Aviak s isly se setkivime
také pfi méFeni a tu nevystatime s pfirozenymi &isly. Na stfedni $kole jste
v hodinich geometrie probirali méfeni wsefek, whld, obsahd a objemi.
Znite také méfeni Casu, vihy, teploty. Obecné mluvime o méfeni velidin.
Méfit miZzeme pouze délku délkou, vdhu vahou, teplotu teplotou; méfeni
je porovndvdni velikosti dvou veli¢in téhoZ druhu. Méfime-li
na pf. délku ucebny a naméfime-li 12 m, co znamend d&islo 12? Znamens,
Ze méfend usefka (hrana ucebny) je rovna 12 seC¢kim rovnym 1 m; metr je
pfi tomto méfeni jednotkou. Vysledek méfeni bude pravdépodobné vyjadien
pfirozenym cislem 12 pouze zhruba; méfend hrana nebude asi pfesné rovna
12 m, nybrZ bude pfesnéji rovna tfeba 12 m 3 dm, t. j. rovna 12 Gseckim
rovnym jednotce 1 m a jeSt€ 3 GseCkdm rovnym jednotce 1 dm desetkrit
mensi. Chceme-li délku 12 m 3 dm vyjadfit pomoci pivodni jednotky 1 m,
nevystatime s pfirozenymi Cisly, nybrz musime zavést nové &isla, t. zv. zlomky.
S pfirozenymi &isly pracujeme v téch pfipadech, kdy jednotka je nedélitelnd.
Pocet cestujicich ve vlaku, polet jablek na stromé a pod. je vidy pfirozené
dislo nebo nula. Naproti tomu doba strivend ve vlaku, viha jablek na stromé
a pod. nebude vidy vyjddfena pfirozenym Cislem a mimo to hodnota isla,
které vyjadfuje dobu nebo vdhu a pod., zavisi na volbé jednotky doby, vihy
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a pod. Zvolime-li na pf. hodinu za jednotku doby, muZe byti doba, kterou
strdvim ve vlaku, vyjidfena zlomkem $%; zvolime-li vSak minutu za jednotku
doby, bude tiZ doba vyjidfena pfirozenym ¢islem 45. S b&znymi jednotkami
riiznych druht velitin jste se sezndmili jiz na stfedni $kole a dal$i jednotky
poznate ve vysSich tfidich v hodindch fysiky.

Cviceni,

44. Pfi méfeni urtité vzdilenosti bylo naméfeno a m. Jak by se zménil tento udaj,
kdyby jednotkou délky nebyl 1 m, nybrZz a) 1 dm, b) 1 cm, ¢) 1 km?

45. Pii méfeni urlité doby bylo naméfeno ¢ min. Jak by se zménil tento udaj, kdyby
jednotkou doby nebyla 1 min., nybrz a) 1 hod., b) 1 vtef.?

46. Moderni uhlomérné pfistroje maji déleni, kterym se pravy thel nedéli na 90°,
nybrZz na 100 dilkd zvanych grady. Desetina gradu se jmenuje decigrad, setina
gradu se jmenuje centigrad. a) Kolik gradu méfi 1°, 1/, 17? b) Kolik stupnia
(minut, vtefin) méfi 1 grad, 1 decigrad, 1 centigrad?

47, 11 je totéZz jako 1 dm3. a) Kolik hl m4 1 m3? b) Bylo-li pfi méfeni objemu na-
méfeno a hl, kolik je to m3?

48. Rychlost je potet délkovych jednotek, které pohybujici se téleso urazi za jednotku
doby. Je-li jednotkou délky 1 km a jednotkou doby 1 hod., je jednotka rychlosti
1 km/hod (¢ti 1 km za 1 hodinu). Bylo naméfeno, Ze rychlost vlaku je 72 km/hod.
Kolik je to m/vt?

49. Mérna véiha je polet vahovych jednotek, které obsahuje objemovi jednotka néjaké
latky. Je-li jednotkou vihy 1 g a jednotkou objemu 1 cmS3, je jednotkou mérné
vahy 1 g/cm3 (&t 1 g na 1 cm3). Bylo naméfeno, Ze mérna viha Zeleza je 7,8 g/cm?®.
Kolik je to a) kg/dm3, b) t/m3?

2. Zlomky a jejich ruzné tvary.

Pfirozené Cislo 1 nazveme zdkladni jednotkou; v nauce o zlomcich
méime vedle zdkladni jednotky jest¢ lomené jednotky: polovinu, tfetinu,
¢tvrtinu, pétinu atd. KaZzdé pfirozené Cislo se skldd4 z urcitého poftu zdkladnich
jednotek; podobné se sklidéd zlomek z uréitého poétu tychZ lomenych jednotek,
na pf. z urlitého poltu polovin, tfetin atd. Zlomek je tedy urlen, znime-li
druh lomenych jednotek a polet téchto lomenych jednotek: druh je din
jmenovatelem zlomku, jejich pocet ¢itatelem. Zlomky zapisujeme znimym
zplsobem pomoci zlomkové &ary; na pf. zlomek £ se skldda z péti lomenych
jednotek téhoZ druhu, t. j. z péti Sestin. Kazdd lomend jednotka se sklida
z uritého po¢tu mensich lomenych jednotek, na pf. Sestina se sklddd ze tfi
osmnéctin nebo ze sedmi dvaaltyficetin a pod.; proto je £ = 13 (15=3-5),
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% =3} (35 =7-5) a pod. Obecné: kazdy zlomek, ktery sec dd4 napsat
s¢ jmenovatelem a, dd se¢ napsat také se jmenovatelem 2a, 3a,

b
4a, 5a atd. neboli zlomek P d4 psati také ve tvarech
B B @
2 32 4a’ 5a
b .
Prechod od tvaru Z ke kterémukoli z téchto tvarli se jmenuje roz$ifovani

zlomku; opacny pfechod se jmenuje kridceni zlomku.

Pomoci roziifoviani muZeme kaidé dva zlomky rozmanitymi zpisoby
uvésti na spoleného jmenovatele; na pt. zlomky £, 3 miZeme uvésti
na kteréhokoli ze spoleénych jmenovateli 24, 48, 72, 96 atd.:

5 __ 20 9 __27. 5 __ 40 9 __ 54,

§=1%% §=%5 s=1%m =355 ad
Uvedeni na nejmensiho spole¢ného jmenovatele vyZaduje znalost nauky
o délitelnosti, o které se stru¢né zminime az ve ¢lanku 3. Bez nauky o délitel-

. b d . .
nosti miZeme dva zlomky 7 uvésti na spoleCného jmenovatele ac, ktery

je soufinem pivodnich jmenovatelii:

b b d d
==, )

ac

a ac

Uvedenim na spoletného jmenovatele miZeme rozhodnouti o tom, zdali
dva dané zlomky si jsou rovny, a v pfipadé, Ze si rovny nejsou, rozhodnouti,
ktery z nich je v&si. Z rovnosti (1) soudime:

b d

P jestlize bc = ad, )]
b d

PR jestlize bc < ad,

b

d
—>:, jestlize bc > ad.

)

Kazdy zlomek lze napsat v nes¢islné mnoha riznych tvarech; ale s danym
jmenovatelem lze zlomek napsat v jediném tvaru. Na pf. zlomek § Ize napsat
v jediném tvaru 2 se jmenovatelem 4, a zlomek # viibec nelze napsat se jmeno-
vatelem 4. Proto ze viech moZnych tvard zlomku je jediny tvar, jehoZ jmeno-
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vatel m4 nejmend{ moZnou hodnotu; tento tvar se jmenuje zdkladni tvar
zlomku.

b
Zlomek; Ize, jak vime, psiti ve tvarech

b 2% 3% 4 5
a’ 22’ 32’ 43’ 54°

©)

Muizeme zlomek % napsat jesté v néjakém jiném tvaru neZli jsou tvary (3)?
DokiZeme bez uZiti nauky o dé&litelnosti, Ze lze-li zlomek % napsat
v jiném tvaru neZ jsou tvary (3), pak a-é nenf zdkladni tvar, t. j. pak je moinlf
napsat zlomek ve tvaru, iel;oi jmenovatel je men$i neZ a. Necht tedy zlomek p
Ize napsat také ve tvaru P ktery je jiny neZ jsou tvary (3); mdme dokézat,
Ze potom lze zlomek p napsat ve tvaru, it‘:ihoi jmenovatel je men$i neZ a.
To je zfejmé, jestliZe je ¢ < a, nebot potom < uZ je takovy tvar zlomku. Neni-li

¢ < a, potom jmenovatel ¢ zlomku tvaru 4 se nevyskytne mezi jmenovateli
c
a, 2a, 3a, 4a, 5a,.... 4

tvari (3) a proto jmenovatel ¢ je co do velikosti mezi nékterymi dvéma soused-
nimi z <isel (4); to znamen4, Ze existuje takové pfirozené Cislo n, Ze

na <c¢, (n+ a>ec
ProtoZe je na < c, existuje takové pfirozené &islo %, Ze

c=na + k. )
ProtoZe (7 + 1)a > ¢, je

. (@+1Da>na+knebolina +a>na+k
a z toho soudime, Ze je
o ’ a>k ' 6)
?lomek% se di i:séti ve tvaru g; z toho soudime podle (2), Ze je
|  be=ad
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Podle (5) je viak
be == b(na + k) neboli bc = bna - bk,

be = a - nb + bk,
ad = a- nb + bE. ™

tedy

takze

Z rovnice (7) je patrné, Ze soudin a - d je vétsi neZ soucin a - nb; z toho soudime,
Ze pfirozené Cislo o je vétdi neZ pfirozené islo nb. Proto existuje takové pfi-
rozené Cislo A, Ze

d=nb-+h 8
Podle (8) je

ad = a - nb + ah.

Porovnime-li se (7), vidime, Ze

bk = ah. ()
Podle (9) vak soudime ze (2), Ze
L]
a

|

Zlomek% tedy lze napsat ve tvaru % se jmenovatelem k, ktery podle (6)
je mensf neZ a. To jsme pravé chtéli dokazat.

D;kézali jsme, Ze jestliZe zlomek I; lze psétli) v jiném tvaru neZ jsou tvary (3),
tvar p nemuiZe byti zdkladni. Tedy jestliie; je zékladni tvar zlomku, pak
v (3) médme viechny moZné tvary zlomku p neboli:

Ze zikladniho tvaru zlomku vznikne kazdy jiny tvar roz§ifo-

) d
vénim. To miZeme vyslovit také takto: Je-1i zlomek napsén ve tvaru pe

ktery neni zikladni, dd se zlomek zkrdtit a tim uvést na zikladni
tvar, Jestlize pfirozend ¢&isla a, b jsou nesoudélnd, t. j. jestliZe nejsou obé

délitelnd tymZ pfirozenym Cislem vétsim neZ 1, potom zlomek p se nedd
. S . v . b,
kratit. Tedy: jsou-li a, b nesoudé&lnd &isla, zlomek 5 je nutné v z4-

kladnim tvaru.
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Cvileni.
50. Srovnejte podle velikosti zlomky: 3, %, 3, 4, 2.

51, Plati §7 = 232, pfi ¢em? 153 = 3 - 51. Plyne z toho, Ze zlomek §7 je v zaklad-
nim tvaru?

52. Presvédite se, Ze 3—15-= —1-63"3. Odtud usudte, %e Z4dny z téchto dvou zlomku neni
v zdkladnim tvaru.

a—¢

b—d

53. Je-li i;- = —“1-, kde a, b, ¢, djsou prirozena &isla takové, Ze b > d, je také %=

Dokazte.
54. Utzivajice vysledku cviteni 53, uvedte zlomky ze cvifeni 52 na zikladni tvar.
55. DokaZte vétu: Je-li zlomek v zikladnim tvaru, je bud ¢&itatel nebo jmenovatel
(nebo oba) lichy. Lze vétu obratit?
56, Je-li % = %, znamena to, Ze ad = bc; je-li —2- = T;—-, znamen4 to, Ze ¢f = de. Od-

vodte odtud, Ze také % = % t. j. % of = be.

57. DokaZte véty: a) Pfi stejnych jmenovatelich ma vétsi hodnotu ten zlomek, jehoZ
titatel je vétsi. b) Pii stejnych &itatelich mi vé&t$i hodnotu ten zlomek, jehoZ
jmenovatel je mensi.

3. Délitelnost prirozenych Cisel.

v vr

Pfirozené dislo p se jmenuje prvodislo, jestlize p je v&ti neZ 1, ale neni
mozné vyjidfit p jako soucin dvou pfirozenych Cisel vétsich nez 1.

Cisla 2, 3 5 7, 11, 13, 17, 19

jsou prvodisla; jsou to viecka prvodisla mensi neZ 20.
Zikladni vlastnost prvodisel zni takto:
Je-li soudin bc dvou pfirozenych ¢isel délitelny prvocislemp,
musi aspofi jeden z obou &initeld b, ¢ byti délitelny prvocislemp.
Dtkaz. JelikoZ soulin bc je délitelny prvolislem p, musi existovat

takové pfirozené Cislo d, Ze
be = pd. ¢))

Je-li ¢islo b délitelné prvodislem p, je vie dokazdno. Jestlize &islo b neni dé-
litelné prvodislem p, potom &isla b, p jsou nesoudélnd a z toho plyne (viz

b
konec ¢lanku 2), Ze zlomek ; je v zdkladnim tvaru. Ale porovndme-li rovnici
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(1) s rovnici (2) d4nku 2, vidime, Ze
b d

p ¢
b d
JelikoZz zlomek } je v zdkladnim tvaru, vznikne tvar < roz$ifovinim a proto

Cislo ¢ je délitelné &islem p, coZ jsme pravé méli dokizati.

JestiZe soudin a,a, . . . g, je délitelny prvocislem p, musi néktery Cinitel
byti délitelny prvocislem p? Pii dvou ¢initelich jsme to jiz dokazali, ale pii
vice neZ dvou dinitelich neni zatim vyloudeno, Ze by existoval sou¢in a,a, . . . a,,
ktery by byl délitelny prvocislem p, pfi cemz by Zadny cinitel nebyl délitelny
prvocislem p. Jestlize takovy soudin existuje, zvolme pocet Ciniteld tak, aby
byl nejmensi. Potom soulin a,a;...a, bude délitelny prvolislem p, ackoli
Zadny z Ciniteld ay, ay, . . . ., @, nebude délitelny prvocislem p. ProtoZe &islo n
bylo zvoleno co nejmensi a protoZe zidné z ¢isel ay, . ..., g, nen’ délitelné
prvotislem p, soulin ¢ = a,....a, nebude délitelny prvotislem p. Podle
asociativniho zdkona ndsobeni je aa, . . . . a, = a,c. Tedy soudin a,c je délitelny
prvocislem p, a protoZe Cinitel ¢ neni délitelny prvocislem p a ¢initel @, rovnéZz
ne, je to nemozné. Tim jsme dokazali obecné: Je-1i soudinaya, .. .a, nékolika
pfirozenych ¢&isel délitelny prvoclislem p, musi néktery dCinitel
byti délitelny prvolislem p. Jestlie na pf. Cinitel a; je sdm prvocislem,
miZe byt délitelny prvocislem p pouze v tom pfipadé, Ze je rovny p. Tedy:
Je-li soudin nékolika prvoclisel délitelny prvocislem p, musi
néktery Cinitel byti rovny p.

Piirozené &islo vétsi neZ 1, které neni prvodislem, jmenuje se &islo sloZzené,
Kazdé sloZené ¢&islo miZeme napsat jako souclin prvocisel,
z nichZ nékter4 si mohou byti rovna. To je t. zv. rozklad na prvodinitele,
ktery je moZny pouze jedinym zpisobem. Nebot jsou-li p1ps . .« Pps Q192+« « I
dva rozklady na prvolinitele téhoz pfirozeného d&isla, jest

PP D=0 92 Qp

Soutin prvotisel p,p, . . . p, je délitelny prvotislem ¢, a proto n&ktery Einitel
musi byt roven ¢;. Je-li na pf. p, = ¢;, miZeme timto spole¢nym Cinitelem
kritit a dostaneme

Dae o Pp=0z- Gy

Zase soulin prvolisel p,...p, je délitelny prvolislem g, a néktery Cinitel
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musi byti roven g¢,, na pf. p, = ¢,. PokraCujice v tomto Gsudku dostaneme
posléze, Ze oba rozklady se mohou lidit nanejvy$ pofadkem (initeld.
Cvideni.
Dokazte véty:
58, Kazdé prvolislo (s vyjimkou prvoéisla 2) je &islo liché.
59. Cislo n2 — 1 neni prvotislem pro #4dné celé n vétsi ne? 2.

60. Je-li p prvotislo vétsi neZ 2, je vidy jedno z ¢&isel p — 1, p + 1 délitelné Styfmi
a druhé dvéma,

61. Je-li p prvodislo vétsi neZ 3, je vidy jedno z &isel p — 1, p + 1 délitelné Zesti.
62, Je-li p prvolislo vétsf neZ 3, je &slo p? — 1 délitelné dvaceti &tyfmi.

63. Soutin tif po sob& jdoucich &isel celych, z nichZ prostfedni je liché, je vidy déli-
telny dvaceti ¢tyfmi.

64. Jsou-li a, b dvé &isla nesoudélnd, pak Zadny prvolinitel z rozkladu &isla @ nenf
prvotinitelem v rozkladu ¢&isla b.

65. Je-li &islo délitelné dvéma &isly navzdjem nesoudélnymi, je také délitelné jejich
soudinem.

66. Oduvodnéte, Ze kazdé Cislo men$i neZz 30, jeZ je s timto &islem nesoud&lné, je
prvotislo.

4, S&itdnt a ndsobeni zlomkit.

Pfi stitdni dvou zlomkd uvedeme oba stitance na spoletného jmeno-
vatele; soulet lze potom napsat jako zlomek s tymZ jmenovatelem, jehoZ
Citatel je soudet puvodnich Citatelt:

4

a b a-+b

PR ¢
JelikoZ pro sciténi pfirozenych &isel plati komutativni zdkon, soudime z (1),
Ze komutativni zdkon sc&itdni plati také pro zlomky.

Také vice nez dva zlomky muiZeme vidy uvést na spole¢ného jmeno-
vatele a méme:

ﬁ+%+,”+

c .

an _ ata+t ... A an
c c

@

Z toho plyne, Ze také asociativni zdkon séitdni, o jehoZ platnosti pro
pfirozend ¢isla jsme mluvili ve &linku 1 kapitoly I, plati i pro zlomky.

Pii ndsobeni nemusime uvidéti zlomky na spoleéného jmenovatele.
Ze stfedni $koly vime, Ze:
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éab

a
A @)
Podobné mime pro vice neZ dva zlomky:

a, a, an a,as...an

Lot Adir T )

G G C, €1Cyev.C,

.Ze (3) a (4) soudime, Ze komutativni a asociativni zdkon ndsobeni,
o jehoZ platnosti pro pfirozend &isla jsme miluvili ve ¢ldnku 2 kapitoly I,
plati i pro zlomky.

Rovnéz distributivni zdkon plati také pro zlomky. Tento zi-
kon je vyjddfen vzorcem (viz ¢lanek 3 kapitoly I):

u(r+s)=ur + us. ®)

Abychom dokézali, Ze zdkon (5), jehoZ platnost pro pfirozeni &isla je nim
znama, zUstdvéd spravny i v tom pfipadé, Ze pismena u, r, s znamenaji zlomky,
napiSme si nejprve zlomek u v libovolném tvaru

U=

| Q

Dile si napiSme oba zlomky r, s tak, aby mély spoleného jmenovatele:

c d
r= ') § = — Y
e e
takZe podle pravidla o sCitdni zlomkd
r + s = c___.*-i .
e
Podle pravidla o ndsobeni zlomku jest
alc +d ac ad
u(r+s)=Lb:_—), ur=-b—é—, us-—:—l;.

Oba posledni zlomky jsou jiZ uvedeny na spoleéného imenovatéle, takZe

ac + ad

ur 4+ us = b
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ProtoZe v3ak a, ¢, d jsou pfirozend &isla, plati pro né distributivni zdkon
alc + d) == ac 4+ ad

a z toho nisleduje nyni, Ze plati také (5).
Kazdé pfirozené ¢islo ¢ miZeme napsat jako zlomek se jmenovatelem 1:

a=—,

1
nebo také jako zlomek, jehoZ jmencvatelem je libovolné zvolené prirozené
Cislo n:

a=-—.

Je-li Citatel zlomku roven nule a je-li jmenovatel jakékoli pfirozené ¢islo,
je zlomek roven nule:

0=9 pron=1,2,3,....
n

Naproti tomu jmenovatel zlomku neni nikdy roven nule.
V kapitole I v ¢linku 4 jsme odvodili pravidla

a+0=a,a-0=0,a'1=a 6)

za pfedpokladu, Ze pismeno a znamend pfirozené Cislo. Za téhoZ predpokladu
jsme odvodili také obricend pravidla, z nichZ nejduleZitéjsi je: je-1i soudin
roven nule, je aspon jeden &initel roven nule. Odivodnéte nyni,
proC vSecka tato pravidla plati také pro zlomky!

V kapitole I v ¢ldnku 5 jsme mluvili pfedeviim o tom, Ze rovnice

at+x=b (7

7 w2

s neznimou x nemd Zidné fefeni, je-li a > b, a Ze tato rovnice md jediné fe-
Seni, které znalime
x=b--a,

je-li @ < b nebo a = b, pfi femZ je x = 0 v pfipadé a = b, kdeZto v piipadé
a < bneni x =0. Pfi tom kazdé z pismen a, b, x, v ¢linku 5 znamenalo
piirozené &islo nebo nulu. Odivodnéte nyni, Ze to vSe zlstane v platnosti
i po roziifeni pojmu ¢isla o zlomky.
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Ve &linku 5 jsme déle mluvili o rovnici
ax=b ®

s neznimou x. JestliZe pismena a, b znamenaji pfirozeni é&isla, potom
pied zavedenim zlomkid byla rovnice (8) feSitelnd pouze v tom pfipadé, Ze
dislo b je délitelné islem a. Po zavedeni zlomkid m4 rovnice (8) vidy jediné
fedeni, af jsou a a b jakdkoli pfirozeni d&isla; toto feleni je ddno zlomkem

X =

©®

Qlo

Rovnice (8) m4 viak jediné FeSeni i tehdy, jestliZe pismena a, b znamenajf
zlomky. BudiZ
a= EL, b = ﬁ,
a; 2
kde ay, a,, by, b, jsou pfirozeni &isla. Nazveme-li pfevrdcenou (reciprokou)
hodnotou zlomku a zlomek

potom felenf x = ba’ rovnice (8) je soutin &sla b s pfevrdcenou hodnotou
&sla a. JestliZe b = 1, jest x = a’ neboli: soudin ¢&islaajeho prevricené
hodnoty je roven 1. Refeni rovnice (8) se nékdy pife ve tvaru b: a, Zasto
se viak piSe ve tvaru (9) i tehdy, kdyZ a nebo b je zlomek nebo ai b jsou zlomky.
% se nazyvé sloZeny zlomek.

O rovnici (8) jsme dosud mluvili za pfedpokladu, Ze Z4dné z pismen a, b
neznamend nulu. Tento pfedpoklad miiZeme zapsati takto:

a#0, b#O0. (10)

Znatka # je znameni nerovnosti; ¢teme ji ,nerovnd se nebo ,je
rozdilné od*. Jestlize opustime pfedpoklad (10), zbyvaji tfi pfipady. Pfedné
rovnice '

V tomto pfipad€ vyraz

a-x=0, kde a0,
m4 jediné Fefeni x = 0. Za druhé rovnice
0‘x=b, kde b;ﬁo’
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nemdi vibec Zidné feleni. Posléze je
0-x=0

identickd rovnice neboli identita, t. j. kazdé {islo x je feSenim této
rovnice.

Cvieni.

b
67. Oduvodnéte, Ze zlomek x = — je feSenim rovnice ax = b, kde a # 0.
a

a b

68. Zlomek " znamen4 totéZ jako feSeni rovnice ¢cx = a pro ¢ # 0; zlomek —zname-
¢

na totéZ jako feleni rovnice ¢y = b pro ¢ # 0. Odvodte odtud, jaky vyznam

b
mi soulet nebo rozdil zlomki 2 a —.
c ¢

69. Zlomek —%- znamena4 totéZ jako feSeni rovnice bx = a pro b 7 0; zlomek -2—- zna-
meni totéZ jako FeSeni rovnice dy = ¢ pro d 7%= 0. Odvodte odtud, jaky vyznam
c

a
4 soudin zlomkli —.—-.
mé soutin zlo; ]

70. Déliti %:%, pii &em? b+ 0, ¢ % 0, d % 0, znamens toté? jako fediti rovnici

—:—;— X = -—:—. Odvodte odtud pravidlo pro délenf dvou zlomkd.

71. DokaZte vétu: N4sobiti zlomkem, ktery neni roven nule, je totéZ jako déliti jeho
pfevricenou hodnotou.

72, Je-li % = %, znameni to, Ze ad = bc. Odtud odvodte, Ze také —:— + £_°

Foat
+ -}-, t. j. Ze (af + be)df = B (ef + de).

73. ] e—li—:— = -::—, znameni to, Ze ad = be. Odtud odvodte, Ze také %- . % =

c e .
= -:1—}-, t. j. Ze ae - df = bf - ce.

74. DokaZte, Ze soulet dvou zlomkt v zikladnim tvaru, jejichZ jmenovatelé jsou dvé
ruzni ¢&isla, neni nikdy celé &islo.

75. DokaZte, Ze soutet dvou zlomku v zikladnim tvaru, jejichZ jmenovatelé jsou dvé
¢isla nesoudélni, nelze dile kratit,
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. CiSLA ZAPORNA.

1. Zavedeni zdpornych &isel; &iselnd osa.

v.vr v

Dosud zavedeni &isla jsou vétsi neZ 0, s vyjimkou &sla 0. Cisla vét$i neZ
nula se jmenuji kladna &isla. S kladnymi &isly vystatime v praxi viude tam,
kde nula znamend mez, pod kterou neni mozno jit: pocet délnikd v tovarné,
vaha jakéhokoli pfedmétu, objem kapaliny v nidobé a pod. jsou vZdy vyjadieny
kladnymi Cisly. Ale &isel uZivame v praxi nejen pro vyjadreni velikosti neménici
se veli¢iny, nybrz velmi Casto také k vyjadieni zmény velikosti. Zvétseni
velikosti jc vyjddfeno Cislem kladnym, neexistence zmény je vyjadiena Cislem
nula a zmendeni velikosti je vyjidfeno &islem zdpornym. Cislo nula
nepolitime ani mezi kladnd ¢isla ani mezi zdpornd. Souhrnny
nazev pro kladnd i zdperna ¢&isla i pro nulu je ¢isla relativni,

Kazdému kladnému d&islu a je pfifazeno urdité zdporné &islo, které znacime
- a a které nazyvime opatnym ¢&islem ke kladnému ¢islu e; k zdpornému
¢islu — a je opaénym ¢islem ptvodni kladné &islo a. Obé ¢isla, kladné ¢islo a
i zdporné {islo — a, maji spole¢nou prostou (neboli absolutni) hodnotu,

jiz jest kladné ¢islo a. Prostou hodnotu znadime svislymi pfickami; tedy

ol =g |~-d=a

pro kazdé kladné &islo a. K &slu 0 je opaénym Cislem dislo 0 samo;
pifeme — 0 = 0. Prostou hodnotou &sla 0 zase je &slo 0 samo: (0| = 0.
Prostd hodnota kazdého ¢&isla a 7= 0 (kladného nebo zdporného) je kladnd;
prostd hodnota nuly je nula, neni tedy kladna.

Prechod od kteréhokoli &isla k opaénému Cislu se jmenuje zména
znameni; zménou znameni vznikne z kladného ¢isla } zdporné &islo — 4,
ze zaporného Cisla — 3 kladné Cislo 3; z C&isla O vznikne zménou znameni
totéz &islo 0.

O dvou relativnich &islech pravime, Ze maji totéZ znameni, jsou-li
obé kladnd nebo obé zdpornad nebo obé rovnd nule; pravime, Ze maji opaénd
znameni, je-li jedno kladné a druhé ziporné.

Stitdni &sel po roziifeni o &isla zdpornd se nejlépe pochopi pomoci
geometrického znizornéni na t. zv. &iselné ose. Ciselnd osa je vodorovni
pfimka (obr. 1), na které je zvolen urdity bod, zvany po&étek, ktery je obrazem
Cisla 0. Napravo od pocitku je zvolen jiny bod, ktery je obrazem disla 1. Vzdale-
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nost obou zvolenych bodé na &selné ose volime za délkovou jednotkou,
Obrazem kladného {isla a je bod napravo od pocitku, jehoZ vzdilenost od
pocitku je ve zvolené jednotce vyjidfena Cislem a; v téZe vzdilenosti od po-
¢4tku, ale nalevo od pocitku, leZi obraz ziporného &isla — a. V obr. 1 jsou

znzornéna &sla 0, 1, 3, — 3, — 3.

Wity =
o -
— L
[N

1

1
-3 —
Obr. 1.

Cvideni.

76. Parnik ujede silou stroje v km/hod; rychlost proudu je ¢ km/hod. Obé rychlosti
méfime kladnymi &isly ve sméru proudu. Jaki je rychlost parniku v proudici vodé?
Co znamens, kdyZ a) v je kladné, b) v je zdporné, ¢) v =0, d) v = — ¢?

77. Ze dvou mist A a B vzdilenych od sebe ¢ km vyjedou soulasné dva vlaky;
jeden jede rychlosti ¢; km/hod, druhy rychlosti ¢, km/hod, pfi ¢emZ ¢, # c,.
Obé rychlosti, jakoZ i vzdalenost vlaki méfime kladné ve sméru od A do B. Jaki
je vzdalenost vlaki po uplynuti 4 hod.? Vysvétlete vyznam nalezeného vysledku,

a a a
jelia)h<———y, D)h=—-", VB> —r-.
€L — Cg €L — Ca € — €

78. Otec je tfikrit tak stir jako syn; dohromady je jim 60 roku. Za jak dlouho bude
otec a) dvakrdt, b) &tyfikrat star$i neZ syn? VyloZte vyznam nalezenych vysledki.

79. Je-li @ 2 0, je la] = a, je-li @ £ 0, je |a] = — a. Odavodnéte.
80. DokaZte, Ze pro kaZdé a je |a| = a.

81. Dokazte, Ze pro kazdé a je |— a] = |al.

82, Jak tfeba voliti &islo x, aby x + 1, x — 2 byla dvé &isla opa¥ni?
83. Pro které x je a) [x — 1] =x; b) |x| =x — 1?

84. Pro kterd a je |a — 1| =1 — a?

85. Co Ize fici o &islech a, b, je-li a) la| + |b] = 0; b) |a| — |5 = 0?

2. Scitdni relativnich &isel.

V predchézejicim &l4nku jsme si fekli, Ze relativnich &sel uZivime v praxi
predeviim k C&iselnému vyjiddfeni zmén velikosti veli¢in. Takové zmény si
miZeme velmi dobfe zndzornit pomoci posouvdni &iselné osy. Méjme
iselnou osu ve dvou exempldfich: pevnd ¢&iselnd osa budiz narysovina
v sedité, pohybliva ¢iselnd osa budiZ na pfimé hrané prouzku papiru. Zvolme
nyni na pevné Ciselné ose bod, ktery je obrazem relativniho ¢isla a; prilozme
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nyn{ pohyblivou &iselnou osu k pevné nejprve tak, aby se oba politky kryly,
ale potom posunujme pohyblivou &iselnou osu podél pevné tak, aby potitek
pohyblivé osy se posléze kryl s obrazem ¢isla a na pevné ose. Timto zpisobem
jsme zvolenému relativnimu &islu a pfifadili urcité posunuti &iselné osy;
toto posunuti oznaéme kratce (a). Jestlize &islo a je kladné, je (a) posunuti
doprava o délku rovnou a; jestliZe islo a je zdporné, je (a) posunuti
doleva o délku rovnou |a|; posléze (0) vlastng neni posunuti; pro a =0
kazdy bod zlistane na svém misté.

Pomoci takovych posouvini si vysvétlime soudet a + b dvou relativnich
¢isel takto: Provedeme nejprve posunuti (a), potom posunuti (). Jako vysledek
obojiho posunuti mime tfeti posunuti, o kterém muZeme fici, Ze je sloZeno
z posunuti (a) 2 z posunuti (b). Pfi tomto sloZeném posunuti piejde pocitek
v bod, ktery je priavé obrazem soultu a + b. Tedy: slozime-li posunuti (a)
a posunuti (b)) dostaneme. posunuti (@ + b). Provedte na pfikladech:

M a=2,b=3; 2)a=—2,b=3;
B)a=2,b=—3; 4 a=—2,b=-3.

Na téchto a jinych pfikladech vysvétlete pravidla zndmd ze stfedni
§koly: Je-li jeden z obou sc&itancd roven nule, je soulet roven
druhému séitanci. Je-li a0, b %0 a maji-li oba séitanci totéz
znameni, ma totéZ znameni i soucet a prostd hodnota souttu
je soutet prostych hodnot obou s¢itanch. Maji-li oba séitanci
opa¢nd znameni a tytéZ prosté hodnoty, je soucet roven nule
neboli kratdeji: Soulet dvou opalnych ¢&isel je roven nule. Maji-li oba
s¢itanci opaénid znameni, ale nestejné prosté hodnoty, je prosta
hodnota sou¢tu rovna rozdilu prostych hodnot obou sc¢itanct
a soudet mi totéZ znameni jako ten sclitanec, jehoZ prosta
hodnota je vétsi.

Z pfipomenutych pravidel plyne, Ze komutativni zikon sc&itdnf
plati také pro relativni ¢&isla.

Dosud jsme mluvili pouze o souctu dvou s&itanct. Je-li viak dan libo-
volny pocet relativnich &isel a,, ay, . . . , a,,, potom souceta; +a; +..... .+
+ a, vznikne z politku tim posunutim, které je sloZeno z posunuti (a,),
@)y -+ (a,)

Viimnéme si zejména tfi séitanct a, b, c. Mime-li sloZit tfi posunuti
(a), (b), (c), miZeme to provésti tak, Ze nejprve sloZime dvé posunuti (a), (5)
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v jediné posunuti (@ + b) a potom jesté toto posunuti sloZime s tfetim posunu-
tim (c). v

MuzZeme viak také sloZit posunuti (¢) s tim posunutim (b + ¢), které
vznikne slozenim dvou posunuti (b), (¢). Tim je odGvodnéno, Ze asociativni
zdkon scitdani plati také pro relativni <&isla.

Pravidlo
a4+0=0+a=a

plati zfejm€ i pro relativni Cislo a.
Dokud jsme nezavedli zdporni &isla, byla rovnice

at+x=:>b (1

nefeditelnd v pfipadé a > b. V oboru relativnich &isel je rovnice (1) vidy
feitelnd, nebot ma feSeni
=—a+b. )

wroz 2

Vskutku podle asociativniho zdkona séitdni je ‘
at+x=a+(—a+b=[a+(—a]+b
a soucet a + (— @) dvou opalnych ¢&isel je roven nule, tedy
a+x=0+b=5>.

Obricené, je-li x feSeni rovnice (1), plati (2). Nebot podle asociativniho
zékona scitdni je

—a+b=—a+(@+x)=(—a+a)+=x
tedy
—a+b=04+x==x

Podle komutativniho zikona s¢itini muiZeme misto (2) psiti také
x=>b+(--a),
coZ je zvykem psiti kratleji
=b—a. 3)
Tedy: odedisti od &isla b &islo a znamend totéZ jako k &islu

b pridisti &islo — a opalné k &islu a. V oboru relativnich &sel ne-
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musime proto od¢itdni vibec povaZovat za zvlaitni poetni vykon, protoZe
je lze pfevést na s¢itdni. V tom je hlavni vyznam zavedeni zipornych &isel.

Obecnéji kazdy vykon sloZeny z nékolika postupnych s¢itini a od¢itdni
se po zavedeni zdpornych ¢&isel jevi jako scitini, na pf.

a—b—c+d
je soucet &isel a, — b, — ¢, d.

Cvideni.

86. Dokazte, Ze soutet dvou opa¢nych ¢&isel je 0.
87. K ¢islu 3a — 2b + 5¢ utvoite &islo opagné.
88. Které &slo tieba pritisti k &islu a, aby vyslo &slo b?

89. a) Které &islo tieba odelisti od &isla a, aby vyslo ¢islo b? b) Od kterého &isla tieba
odedisti &islo a, aby vyslo &islo 4?2

90. DokaZte sprivnost véty: O kolik se zmensi jeden stitanec, o tolik se zmensi sou&et.

91. Dokazte spravnost vét: a) O kolik se zmen3i mensenec, o tolik se zmens$i rozdil.
b) O kolik se zmen$i mensSitel, o tolik se zvéts§i rozdil.

92. Dokaite, Ze |a + b < lal + |b]. Kdy nastane rovnost?

93. DokaZte, Ze |a — b| < |a| + [b!. Kdy nastane rovnost?

94. DokaZte, Ze pro |a| = |b] je |a + b] = |a| — |b]. Kdy nastane rovnost? Jak je
tomu, je-li |a] < |b]?

95. Dokaite, Ze pro |a| = |b] je |a — b| = |a| — [b]. Kdy nastane rovnost? Jak je
tomu, je-li |a| < |b]?

3. Ndsobeni relativnich &isel.

Ze stfedni Skoly je vdm zndmo, Ze nidsobeni relativnich &isel se provadi
podle téchto pravidel: Prostd hodnota soucéinu dvou relativnich
¢isel je rovna soufinu prostych hodnot obou &initeld. Zméni-
me-li znameni jednoho ¢initele, zméni se znameni soudinu.
Na podkladé téchto zdkladnich pravidel snadno sami odvodite dalsi znimd
pravidla: Je-li aspoii jeden ¢&initel roven nule, je také soudin
roven nule. Soudin dvou kladnych ¢isel je kladny, rovnéz soudin
dvou zédpornych ¢isel je kladny. Je-li jeden <¢initel kladny a
druhy ziporny, je souéin zdporny. Z toho plyne, Ze i v oboru relativ-
nich &isel zistdva sprivnym pravidlo: Je-li soudin roven nule, je aspoil
jeden ¢initel roven nule.
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Sami snadno oduvodnite, ¢ komutativni a asociativni zdkon
nisobeni plati také pro Cisla relativni. Také distributivni zdkon

(@a+byr=ar+0br m

plati i pro ¢isla relativni, ale odivodnéni vyZaduje rozeznivini né-
kolika pfipadii. Odtvodnéte sami, Ze pravidlo (1) plati pro relativni Cisla,
jestlize r = 0. Dale odiivodnéte, Ze (1) plati také, jestlize a = 0 nebo b = 0.
Zbyva odivodnit (1) pro pfipad, Ze

a0, b#0, r#0.

ProtoZe zména znameni Cisla r pisobi pouze zménu znameni na obou
stranich (1), stadi dokdzat (1) pro kladni r. Jsou-li také &isla a, b kladni,
vime, Ze pravidlo (1) je sprivné. Sou¢asnd zména znameni obou disel a, b
plisobi na obou stranich (1) pouze zménu znameni; proto plati (1) také,
kdyz obé ¢isla a, b jsou zdporni. Zbyva dokizat (1) pro pfipad, Ze z Cisel a, b
je jedno kladné a druhé ziporné, pfi ¢emz r je kladné. Usuzujeme takto:

JestliZe Cislaa, b maji obé stejnou prostou hodnotu, lii se jenom znamenim;
tedy @ + b = 0. Také disla ar, br se 1iSi jenom znamenim a proto ar + br =0
a vzorec (1) je spravny.

Jestlize ¢isla a, b maji nestejnou prostou hodnotu a jedno je kladné a druhé
ziporné, uvdzime, Ze souasnid zména znameni obou ¢isel a, & zplsobi na
obou stranich (1) pouze zménu znameni; mimo to si viimneme komutativniho
zékona s¢itani. Vidime, Ze stadi dokdzat (1) pro pfipad, Ze a je kladné, b ziporné,
pfi Cem2 a ma vétsi prostou hodnotu nez . Mimo to je r kladné. ProtoZe b
je zéporné, poloZme

b= —c¢;

&isla a, ¢ jsou kladnd, je a > ¢ a mime dokizat, Ze
(@—o)r=ar—cn, 2

pii CemZ také r je kladné. Poloime

a—c=s; 3
mame dokdzat, Ze

sr = ar — cr, C))
pii Cemz také ¢ je kladné. Podle (3) je

c+s=a ' ®
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a obé disla ¢, s jsou kladna. Vime tedy, Ze

(c+9)r=cr s
neboli
ar = cr - sr; O]

protoZe viak ¢, s, r jsou kladnd &isla a protoZe plati (5), vime, Ze plati (6).
Tim je distributivni zdkon (1) dokdzdn ve vSech pfipadech.

DokaZte sami, Ze pravidlo
a‘l=a
zlstdvd v platnosti i pro relativni Cislo a.

Dosud probirand &isla se jmenuji raciondlni c&isla. Mezi né patii
zejména Cisla celd

0 1, 2, 3, 4 5 6,.....
—1, —2, =3, —4, -5 —6,.....

Vedle raciondlnich &sel jsou také jesté irraciondlni <&isla, z nichz
nékterd jste poznali uz na stiedni $kole. Jsou to zejména nékteré druhé od-
mocniny jako /2, |/3, |'5 a pod., které budeme v této tFidg je3t& podrobng
probirat, ddle na pf. také vam jiz znimé Ludolfovo &islo .

Cviéeni.

96. DokaZte spravnost véty: Soudin né&kolika Ciniteld, z nichZ Zidny neni roven nule,
je kladny, je-li potet zdpornych (&initeld sudy; soudin nékolika &initelu, z nichZ
24dny neni roven nule, je zdporny, je-li potet zdpornych &initeld lichy. Je tieba
vyslovné uvidét, Ze Zidny z &initeld neni roven nule?

97. Odiavodnéte, jak z pravidel: Soudin dvou &isel kladnych je kladny; soudin dvou
&sel zdpornych je kladny; soudin &isla kladného a ziporného je ziporny, plyne
pravidlo: Je-li soutin roven nule, je aspoil jeden (initel roven nule.

98, Oduvodnéte, prod pro nisobeni &fsel relativnich plati zdkon komutativni a aso-
ciativni.

99, Oduvodnéte, Ze distributivni zikon (a + b)r = ar + br plati, a) kdyZ r = 0,
b) kdyZ a = 0, c) kdyZ b = 0.

100. DokaZte, Ze soutin dvou &fsel opanych nenf nikdy kladny. Jaky tedy je?
101, Z vyrazu [a + (— a)lb odvodte na zikladé distributivniho zikona pravidlo:
Zménime-li znameni jednoho ¢initele, zméni se znameni soudinu.
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102, Z pravidla o nisoben{ relativnich &isel odivodnéte, Ze zlomek, jehoZ &itatel a jmeno-
vatel jsou rozdilni od nuly a maji totéZ znameni, ma hodnotu kladnou a Ze zlo-
mek, jehoZ ¢itatel a jmenovatel maji opaind znameni, mi hodnotu zipornou.

z =—|—f—|— pokud y # 0.

7]

103. Z pravidla o prosté hodnoté souinu odvodte, Ze

4. Nerovnosti.

Také relativni &sla miZeme porovnivat co do velikosti. Pfi tom je vhodné
uZivati &selné osy. Cislo a je mensi neZ &islo b a &slo & je vétsi neZ &islo a,
coZ piSeme

a<b nebo b>a,

jestliZe na Ciselné ose obraz &isla a leZi nalevo od obrazu &isla b. Pomoci &iselné
osy vysvétlete: Nula je menS$i neZ kazdé &islo kladné. Nula je vétsi
neZ kazdé Cislo zdporné. KaZdé kladné ¢&islo je vét$i neZz kazdé
zaporné Cislo. Ze dvou zipornych &isel je to vétdi, jehoZ prostd

hodnota je men§i.
JestliZe je a << b, mohou nastati tyto pfipady:

(1) obé &isla a, b jsou kladnd;

(2) ¢islo a je rovné nule, &islo b je kladné;
(3) dislo b je kladné, &islo a je zdporné;

(4) dislo b je rovné nule, &islo a je zdporné;

v s

(5) obé ¢&isla a, b jsou zdpornd.

V kaZdém z t&chto ptipadii vysvétlete pomoci &iselné osy, fe — a > — b.
Tedy: Jestlize v nerovnosti zménime na obou stranich znameni,
plati obrdcend nerovnost (v&t$i misto men$i, mensi misto vétd).

BudiZ zase a < b. Je-li ¢ tfeti dislo, vzniknou &islaa + ¢, b + ¢ z &isel a, b
urditym posunutim &selné osy (napravo, je-li ¢ kladné, nalevo, je-li ¢ zdporné).
Jezto obraz ¢isla a leZi nalevo od obrazu &isla b, leZi také obraz &isla ¢ 4 ¢
nalevo od obrazu &isla b+ ¢, t. j. a +¢<b +c. Tedy: V nerovnosti
je dovoleno na obou strandch pfilist totéZz &islo (kladné, zéporné

“nebo nulu).

M¢éjme nyni dvé nerovposti

al"."< bv ’ az < bz- - o (1) "
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JestliZe v prvni z obou nerovnosti pfi¢teme na obou stranich &slo a,,
dostaneme
a, + a, < b, + a, @)

JestliZe ve druhé z obou nerovnosti (1) pfi¢teme na obou strandch &islo b;,
dostaneme a, +4- b; < b, + b; neboli

by +a;<b, +5b,. 3)
Porovnime-li obé nerovnosti (2) a (3), dospivime k nerovnosti
a1+a2<b1 +'b2.

Tedy: Dvé souhlasné nerovnosti je dovoleno se&ist. Slovo
souhlasné znamen4, Ze je v obou nerovnostech znak << nebo v obou znak >.

Jestlize a £ b, existuje Cislo x £ 0 tak, Ze b = a 4- x. Na Ciselné ose
vznikne obraz ¢isla b z obrazu &isla @ posunutim doprava pfi kladném x,
doleva pfi zdporném x. Proto v pfipadé a < b je x kladné a obricené pfi
kladném x je a < b.

BudiZ nyni a < b; poloZme zase b == a + x, takie x je kladné. Je-li ¢
kladné &islo, je bc = (a 4 x)c tedy podle distributivniho zdkona: bc = ac + xc.
ProtoZe ohé ¢isla x, ¢ jsou kladnd, je také soudin xc kladny a proto je ac << be.
Tedy: V nerovnosti je dovoleno ob& strany zndsobit tymz
kladnym ¢islem. Vysvétlete, pro¢ neni dovoleno obé strany zndsobit Cislem
nula. Chceme-li obé strany nerovnosti a < b zndsobit zidpornym Cislem d,
znisobime nejprve Kladnym &slem |d, coZ d4 spravnou nerovnost a|d| < b|d|.
Potom v§ak musime na obou stranich jeS$té zménit znameni a dospéjeme
k obricené nerovnosti ad > bd. Tedy: JestliZe obé strany nerovnosti
zndsobime tymZ zdpornym cislem, plati pro soudiny obricend
nerovnost.

Méjme nyni dvé nerovnosti
a<b, a<b,
a pfedpoklidejme, Ze viecka dand &sla jsou kladni. Potom miZeme v prvé
2z obou nerovnosti zndsobit obé strany &islem a, a ve druhé &islem b,. Dostaneme

dvé nové nerovnosti
aa; < ba,  ba, < bb,,

ze kterych plyne nerovnost a,a, < b,b,. Tedy: Dvé& souhlasné nerov-
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nosti mezi kladnymi &isly je dovoleno znisobit. Je dovoleno zni-
sobit na pf. nerovnosti — 2 <1, — 4 <3 nebo nerovnosti — 2 << — 1,
—4< —3?

Cvieni.
104. Opirajice se o zobrazeni &isel na &iselné ose, dokaZte véty: a) Je-lia > b, je b < a.

b) Je-li a < b, je b > a. ¢) Jsou-li a, b libovolna &isla, plati vZdy jeden a jen jeden
ze vztahi: a> b,a=b,a<b. d) Jelia>babdb>c jea>c.

105. Je moZné, aby soulet dvou &isel byl mensi neZ a) néktery, b) kterykoli séitanec?
Kdy to nastane?

106. Kdyjea)a-b>a; b) a-b < a?

107. Je moZné, aby soutin dvou &isel byl a) vé&t§i b) mensi neZ kterykoli &initel? Kdy to
nastane?

108. Jsou-li @ # 0, b # 0 dvé &isla téhoZ znameni, pak z nerovriosti @ > b plyne -!- < -l
Dokazte. Jak je tomu, jsou-li ¢isla a, b raznych znameni? b’

109. Jak tfeba voliti &islo x, aby platilo a)3x —5>4 — 2x; b)2x — 7> Tx — 2;
c)3x —7< 8 + 5?2

110. Volme libovolné &islo r > 0. Jak tfeba voliti- &islo s, aby oba vyrazy 3r — 2s,
3s — 2r byly kladné?

b
111, a) Je-li a > b, je a > a > b. b) Dokaite, Ze z vysledku plyne: mezi kazdymi

dvéma raciondlnimi &isly lezi dalii racionalni &islo.

112. Cisla a, b, ¢ jsou kladna. Dokate: a) Je-h >1,je :
a-+c
<1
b +c

e L by Jeli 2 <,
¢ b

a ¢ a+c
113. Cisla a, b, ¢, d jsou kladni a takové, %e — ;& I Dokazte, Ze zlomek +

b+dc°

do velikosti leZi mezi obéma zlomky :, ;

IV. DESITKOVA SOUSTAVA.

1. Mocniny s celymi mocniteli.

Casto se vyskytuji souciny, jejichZ vSichni &initelé jsou rovani témuZ
Cislu @. Takovy soutin se jmenuje mocnina, &slo a se jmenuje mocnénec
neboli zdklad mocniny; podet &initelli » se jmenuje mocnitel neboli expo-
nent; mocnina se zékladem a a mocnitelem r se znali a'. Na pf.:

a=a-a-a, a*=a-a-a-a-a " a pod.
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Nevyluéujeme pfipad r = 1; ‘
al=a (0))]
pro kazdy ziklad a.
Na zikladé asociativniho zikona nisobeni snadno odvodite zédkon

a-ad=at" ()
Jak vyslovite tento zdkon?

Mocnina a™ je soufin rs Ciniteltt vesmés rovnych C&islu a; podle definice
soutinu rs dvou ptirozenych Cisel miZeme rs Cinitell rozloZit na s skupin
po r Cinitelich. Soudin r &initelli z jednotlivé skupiny je a”; soudin s takovych
¢asteCnych soucinu je (a")°. Proio z obecného asociativniho zdkona plyne
zikon

(@) = a". ?3)

Jak vyslovite tento zdkon?

Z obecného komutativniho zékona ndsobeni spolu s asociativnim zdkonem
ndsobeni plyne je$té jeden zikon:

@ -5 = (ab). )

Leva strana ve vzorci (4) je podle asociativniho zdkona rovna soudinu 2r
Ciniteldi, z nichZ prvnich r je rovno a, ostatnich r je rovno b. Podle komuta-
tivniho zdkona je tento soulin roven soulinu 2r {initeld, ktefi jsou stfidavé
rovni a, b. Takovy soudin je viak podle asociativniho zékona roven soudinu r
&initeldl vesmés rovnych ab, t. j. je roven pravé strané vzorce (4), ktery je tim
dok4zén.

Dosud jsme se zabyvali pouze takovymi mocninami, jejichZz mocnitel
je pfirozené &islo. Je-li mocnitel roven nule, budiz pfi kaZdém zikladu a:

ad =1, @)

Sami se pfesvédite, Ze zdkony (2), (3), (4) jsou sprivné i v tom pfipadé,
Ze jeden z mocnitelii r, s (nebo oba) je roven nule.
Je-li zdklad a rovny nule, je
l =1
podle (5), kdeito L
0"=0 pro.r=1,23,.... 6)
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Nyni se budeme zabyvati mocninami, jejichZ mocnitel je libovolné
Cislo celé, které miZe byti také zaporné. Je-li — r zdporné celé Cislo, nevime
zatim, co mid znamenat mocnina a~". Budeme se snaZit vysvétlit vyznam
mocniny a”" tak, aby zdkon (2) byl spriavny pro libovolné celé mocnitele,
at maji jakékoli znameni. Potom musi byt pro kaidé r=1, 2,3, .. .:

a-a"=4ad%
t. j. podle (5) musi byt

a7 == ™

1
pro kazdé pfirozené &slo r. JelikoZ symbol 0 je bezvyznamny, vidime z (6),

Ze také symbol 0~" je bezvyznamny pro kaZdé pfirozené r. Omezime se proto
na mocniny, jejichz zdklad a je rozdilny od nuly. Potom pro kaZdé pfirozené
&islo r je a” soudin r Ciniteld raznych od nuly, tedy a” 4 0, a proto ¢~ " mi
zcela urdity vyznam. ‘

Jsou-li zdklady a, b rozdilné od nuly, plati zdkony (2), (3), (4) i kdyz
néktery z mocniteld r, s (nebo oba) je zéporny. O tom se miZete bez potiZi
presvéddit sami. Nejlépe bude, provedete-li diikaz v urcitém pfipadé, na pf.
pro |r| =4, || =

Cvideni.

114. Historickd tloha (Ahmestuv papyrus okolo 2 000 p#. n. 1.). KaZdy ze sedmi lidi
mai po sedmi kolkich, kazd4 kolka chytne po sedmi mysich, kaZdd my$ seZere
po sedmi klasech je¢émene, z kazdého klasu muZe vyrusti po sedmi méficich zrna.
Kolik méfic zrna se uchrini dik kotkim?

115. Francouzsky matematik Fermat dokézal vétu: ,,Je-li p prvodislo a a libovolné &islo
s tslem p nesoud@lné, pak &fslo a?—1 — 1 je délitelné &islem p*. Ovéite spravnost
této véty pro a =2, p =3, 5, 7, 11, 13.

116. Historick4 tuloha. Kupec si chtél d4t okovat kon&, Kovaf Z4dal tento zpiisob
placeni: ,,Na viecky podkovy potiebuji 24 hiebiki, Za prvni hiebik mi zaplati§
1 haléi_’-, za druhy 2 hal,, za tfeti 4 hal. atd. vidy za kaZdy dal§i hiebik dvakrat

ik, Kupec radostné souhlasil, pozdé&ji viak hofce litoval. Kolik musel zaplatiti

jenom za posledni hfebik? .

117, Kolik je a) (— 1) + (= 1)2 + (= 13 + (— D% + (— l)5 +(— 1)8; b) o +
+ (= a)?;5 ¢) @ + (— a)®; d) x4 — (— x5 ¢) 5 — (— 2)5?

118. Pro kterd a je a) a® > a; b) a® = a3 ¢) 2% < a? (Pfevedte a na levou stranu.)

119. Pro kterd a je a) a® > a; b) a3 = a; ¢) a® < a? (Pfevedte a na levou stranu.)

120. Pro kteri a je a) a3 > a%; b) a3 = 4?; ¢) a3 < a?? (Pfevedte a? na levou stranu.)
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121. Kolik je a) 3% 3~1, 3=%; b) (- 2)% (—2)7%, (- 2)~%; ¢) 0,19 0,11, 0,1-2,
0,1-32

122, Vypottéte: ) (3)% ()% ()% )~% b) (DL ()~ (- H-2

123. Co znali: a) ab~1, (ab)~1; b) ab—2, (ab)~2%; ) — ab~1, — (ab)~1, (— ab)~1;
d) — ab~2, (— ab)—2?

124. Vypoitéte: a) a®-a~3, a=2.a% a=2-a-3; b) a~2:43, a®:a-3, a—2:4-3,

125. Vypodtéte: a) (a=3 + a~2+ a~1).a%; b) (a -+ b)(a~! + b-1),

126. Doka’ite, Ze pro r, s celé, a # 0 je a":a° = a" ™.

ar a\r

127. Dokaite, Ze pro r celé, b # 0 je > = (-b—) .

128. Plati zdkony a’ - a® = a’t5, (a”)* = a', i kdyZ je @ = 0? Jak4 mus{ v tomto pfipadé
byt &isla r, s?

129, Je pravda, Ze a" - b" = (ab),ikdyza)a=0,b)b=0,c)a=0id = 0?

2, Ciselné soustavy.

Preététe si znovu zadtek Clanku 1 v kapitole 1.

Tam jsme mluvili o tom, Ze pfirozend dCisla slouZi k urlovéni poltu
pfedméta libovolného souboru. Spoditat, kolik ,,jednotek® je v uréitém sou-
boru, je prakticky snadné pfi malych souborech, je to viak méné snadné pfi
souborech sloZenych z velkého poétu pfedméti. Proto od pradivna bylo
¢itdni velkych souborti provddéno tak, Ze se ty soubory rozdélovaly na mensi
soubory o urditém poétu pfedmétd. Tak vznikly &iselné soustavy, ze kterych
dnes m4 prakticky vyznam hlavné soustava o zdkladé deset, zvani desitkova
soustava. Pri &itdni po¢tu pfedmétl v desitkové soustavé nazyvime kazdy
pfedmét ¢&itaného souboru zikladni jednotkou neboli jednotkou fadu
nula. Deset jednotek fidu nula tvofi jednotku Fdadu 1 rovnou 10 neboli
10'; deset jednotek fidu 1 tvofi jednotku faddu 2 rovnou 100 neboli 102;
deset jednotek fiadu 2 tvofi jednotku fddu 3 rovnou 1000 neboli 103
Obecné pro kaidé pfirozené ¢&islo r jednotka fiddu r je rovna 10
Libovolng velky pocet pfedméti lze potom rozloZit na urcité pocty jednotek
riznych f4dd, pfi ¢emZ polet jednotek kaZdého fiddu je mensi nez 10. Na
pf. &islo 9 724 je soulet 9 jednotek fidu 3, 7 jednotek fidu 2, 2 jednotek
fédu 1, 4 jednotky fidu O neboli:

9724=9-103417-10 4 2-10* + 4 10°.
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Pii tom jednotky urlitych fddd mohou schizet: na pf. je

8040 =8-10% 4+ 4-10!
nebo uplnéji
8040 =8-1034-0-10% 4 4-10' 4 0 - 100,

Polet schizejicich jednotek je roven nule; zavedeni &islice nula, které je
zdsluhou starovékych indickych matematikll, znamenalo obrovsky pokrok
v aritmetice, nebot teprve pomoci znacky 0 je moZné vystihnout pouhym
umisténim fidovy vyznam kazdé jednotky.

V desitkové soustavé miZeme pohodlné zapisovat nejenom pfirozend
tisla, nybrz také zlomky se jmenovateli 10, 100, 1 000 atd., obecné zlomky,
jejichZ jmenovatel je mocnina ¢isla 10. Na pf. je

73,624 =7-1014+3-10°+6-10"1 +2.1072 4 4-1073,
0,0235 =2-10"24+3-107345-1074

Takové zlomky se jmenuji desetinné zlomky. Pfi psani desetinnych
zlomki je tfeba vyznalit z4kladni misto, t. j. to misto, na kterém jsou zi-
kladni jednotky. To se dé&je pomoci desetinné Carky; v anglosaskych
zemich se dosud uzivd desetinné tecky, které se dfive uZzivalo také u nds.

V desitkové soustavé zapisujeme ¢&isla pomoci deseti &islic (cifer)
0,1,2,3,4,5,6, 7 8,9. Hodnota ¢isla je soutet mistnich hodnot jednotli-
vych &islic. Mistni hodnota Cislice a je rovna a, je-li @ na zdkladnim misté,
je rovna a - 10% je-li a o n mist nalevo od zikladniho mista, je rovna a - 10™",
je-li @ o n mist napravo od zdkladniho mista. V kazdém pfipadé je mistni
hodnota ¢&islice @ rovna a - 10", kde r je celé Cislo, které miZe byti kladné,
zdporné nebo rovné nule; r se jmenuje ¥ad Cislice a; &islo 10" je jednotka
fddu r. Mistni hodnota d&islice 0 je rovna 0, at fid r je jakykoli.

Misto desitkové soustavy je moZné vybudovat jiné podobné ¢&iselné
soustavy, ve kterych ¢islo 10 je nahrazeno jingm zdkladem. Vyhod desitkové
soustavy bylo plné vyuZito teprve po zavedeni metrické soustavy mér. V Anglii,
kterd nezavedla metrickou soustavu, je praktické potitini mnohem obtiZnéjsi
nez u nis. Stafi Babylofiané uZivali soustavy se zdkladem 60, jejiz zbytky
pozorujeme dosud na jednotkich Ghlovych a asovych.

Desitkové soustavé nejblizéi je soustava stovkovi, jejim? zékladem je
&slo 100. Cislicemi v soustavé stovkové jsou ¢isla mensi ne? sto, t. j. jsou to

v wvr

vedle &slic soustavy desitkové jesté &sla psani v této soustavé dvéma &slicemi.
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Chceme-li &islo psané v desitkové soustavé vyjadfit v soustavé stovkové,
seskupime Cislice ve skupiny po dvou, coZ si miizeme naznadit svislymi pfickami.

Na priklad: 23/56/87/04,
t. j. ve stovkové soustavé mdme:
23568704 = 23 - 100% + 56 - 1002 + 87 - 100* + 4 - 1000,
Nejvys8i skupina muZe obsahovat také jedinou &islici; na pf.:
8/50/06|73, t. j.
8500673 = 8 - 100% 4 50 - 1002 4 6 - 100" 4 73 - 1000,
U desetinnych zlomkd je nékdy nutné si pfimyslit dalsi nulu
 3[16,87)9, . .

316,879 = 3 - 100" - 16 - 100° + 87 - 100~ +4- 90 - 100™2.
Cvideni.
130. Kolik je a) dvojcifernych, b) trojcifernych, c) &tyrcifernych pfirozenych &isel?
131. Kolik ¢tyrcifernych pﬁrozénych ¢isel miZeme napsati &islicemi 0, 2, 3, 5, a) smi-li
se kazd4 &islice v kazdém é&isle vyskytovat jen jednou; b) smi-li se kazda &islice
v kazdém ¢isle libovoln€krit opakovat.

132, Napiste dvé dvojciferni pfirozen &isla, z nichZ prvni m4 na mist& jednotek &islici
x a na misté desitek &fslici y; druhé pak je psdno tymiZ &islicemi v opatném po-
fadku. DokaZte: a) Soulet obou &isel je délitelny jedenicti; b) rozdil obou &isel
je délitelny deviti.

133. Rozdil dvou trojcifernych ptirozenych &isel psanych tymiZ &islicemi v opainém
pofddku je délitelny devadesiti deviti. DokaZte.

134. Dé&lime-li (aspoii trojciferné) pfirozené &islo &tyimi, dostaneme ty% zbytek, jako
délime-li &tyfmi jeho posledni dvojéisli. DokaZte.

135. Délime-li (aspoii &tyrciferné) pfirozené &islo osmi, dostaneme ty% zbytek, jako
délime-li osmi jeho posledni trojéisli. Dokate.

136. a) Napiste nejmensi pfirozené &islo, jehoZ prvad od nuly rizn4 &islice zleva (zvani
oby&ejné nejvyssi &islice) je fadu r-tého. b) Kterého fidu je nejvysii &islice n—c1fer-
ného pfirozeného &isla?

137. a) Je-li a kladné &islo, jehoZ nejvy3¥ &islice je ¥idu r-tého, ie 107 < g <107 +1,
b) Je-li a n-ciferné pfirozené &islo, je 10#—1 < a < 107, Dokajte.

-138. Napiste &islo, které m4 a) 5 jednotek f4du 2, 7 jednotek ¥idu 1 a 3 jednotky f4du — 1
b) 3 jednotky fadu 0, 6 jednotek f4du — 2 a 5 jednotek fddu — 3.

44



3. Poclitdni v desitkové soustavé.

Pocetni pravidla pro provddéni zdkladnich poletnich vykond v desitkové
soustavé jste poznali jiZ na ndrodni $kole. Jejich sprivnost plyne ze zikond,
kterymi jsme se zabyvali v pfedchizejicich ¢ldncich. Na pt. s¢itani &isel psanych
v desitkové soustavé je zaloZeno na asociativnim a komutativnim zikonu
s¢itdni a na zdkonu distributivnim. Mé&jme na pf. ukol 3,26 + 15,3 4 23,58.
KaZdy stitanec je vlastné soulet:

326=3.10042-10"* 4 6-107%;

153 =1-1004+5-10°+3.107%;

23,58 =2.10' +3.10°45.10"1 4+ 8.1072
Soudet viech danych ¢&isel je tedy podle asociativniho zdkona s¢itini roven
souttu o deseti scitancich:

3-1004+2.10714+6-10"241.101 45-10°+3-10"1 +
+2-.100 +3.10°45.10"1 4+ 8.1072,

Podle komutativniho zikona s¢itidni miZeme s¢itance napsat ve kterémkoli
~ jiném pofddku. Volime takovy pofddek, aby pfiSly napfed &islice nejmensiho
-~ fidu, potom fidu o 1 vy3iiho atd.; tedy

6:-10724+8-107242.1071+3.1071 451071 4+ 3.10° +
+5-10094-3.10041-10' 4 2.104

, Dile podle asociativniho zikona séitdni seskupime séitance tychZ fadd,

- tedy )

: (61072 4+8.10"2) +(2-1071 4+3.10"1 +5.107%) +

+(3-10045.10° + 3-10° + (110! + 2. 10%),

Podle distributivniho zdkona je
6-1072+4+8.1072=(648)-1072=14.1072,
2.10714+3.1071 45101 =(2+3+45)-1001 =10-1071,
3:10°4+5-10043-100=(3 + 5+ 3)-10° =11 - 10,
1-10042.10 =(1+2)-10* =3 .10,

takZe soudet danych d&isel je roven
3,26 + 15,3 + 23,58 = 3. 101 + 11 - 10° 4 10 1071 4 14. 1072

45 .



Pfi tom nim oviem vychézi po&et jednotek jednotlivych radd vétsi neZ 9 a proto
v praxi postupujeme poné€kud jinak:
6-1072+8-1072=14.1072=1-.10"1+4-.107%
1.1014+2.1071 +3.1001 +5.107'=11-10"1=1.10°4+1-107%,
1-1094+3-10°45-10°+3.100=12-10°=1.10' + 2. 10°,
1-100 4+1-10' +2.10' ==4.10Y,
tedy: _
3,26 + 15,3 423,58 =4.10' +2.1094+1-10"1 +4.10"2
neboli:
3,26 + 15,3 + 23,58 = 42,14.

Odcitani &isel psanych v desitkové soustavé se providi obrdcenim postupu
s¢itani; hledany rozdil je to &slo, které je tfeba pficisti k mensiteli, abychom
dostali menSenec. VyloZte sami na piikladé,

Velmi jednoduché je v desitkové soustavé nisobeni mocninou deseti.
Je zaloZeno na distributivnim zdkoné, na asociativnim zidkoné ndsobeni a na
zdkoné (2) ze Clinku 1 pro nisobeni mocnin o témz zaklade M¢jme na pf.
tkol 32,6 - 100 neboli 32,6 - 102 Jest

32,6 =3-100 42-10°4+6-1074,
tedy podle distributivniho zikona

32,6 - 100 = (3 - 10%) - 10* 4- (2 - 10%) - 102 + (6 10‘1) 102
a podle asociativniho zikona nisobeni

32,6 -100 =3 - (10 - 10?) 4 2-(10°- 10%) + 6 - (167" - 103),
tedy podle zdkona o nisobeni mocnin s tymZ zdkladem

(3-100 +2-10°4+6-1071)-.100 =3-10% +2.10%2 4 6- 10,

t. j. nisobeni stem se providi tak, Ze se fady vSech dislic zvétsi o dvé, coZ se
prakticky projevi posunutim desetinné ¢irky a pfipsdnim nuly:

32,6 - 100 = 3 260.

Podobné na pf. déleni &islem 1000 = 10® neboli nisobeni &islem 1073
(které je pfevricenou hodnotou &isla 103) se provadi tak, Ze se fady viech
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&slic zmen$i o tfi, na pf.

(5-10* +8.10*+6-10%):1000 =510 +8-.10°+ 6.107!
neboli

58 600 : 1 000 = 58,6.

Nisobeni jednocifernym dislem je zaloZeno na distributivnim zdkoné.
M¢jme na pf. akol 52,4 - 7 neboli

(5-100 +2-100 +4.1071) . 7.

To je podle distributivniho zdkona rovné
(G-10Y)-7+(2-10%.7 +(4-107) -7,

coz podle asociativniho a komutativniho zikona ndsobeni je rovné

G-N-100+2-7-10°4+(4-7)-1071
neboli
35.10' +14-10° 4+ 28.10°1,

Pti tom by se objevily ¢islice vétsi nez 9, takZe je v praxi nutnd Gprava,
vim dobife znima.

Na zikladé pravidla pro nidsobeni jednocifernym ¢islem se odvodi obecné
pravidlo pro ndsobeni dvou &isel psanych v desitkové soustavé. Méime na
pf. kol 5,87 - 2,3. Jest

5,87.2,3=587-(2-10°+3-107})
neboli
5,87.2,3 = (5,87-2)-10° 4 (5,87 -3) 1071

=11,74.10° + 17,61 - 107!
= 11,74 + 1,761
naceZ se pokratuje podle pravidla o s¢itini &isel psanych v desitkové soustavé
aviide  587.2,3 = 13,501
Pfi nisobeni desetinnych &isel je prakticky dileZité pfezkouset spravnost
umisténi desetinné ¢irky. To se déje nejlépe hrubym odhadem ¢initeld.
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Vypoletli-li jsme na ptf., Ze 270-0,0023 = 0,621, umistili jsme sprivné
desetinnou &irku? Cinitelé jsou pfiblizné 200 = 2 - 10%; 0,002 =2.1073.
Znisobime zpaméti (2 - 10%) - (2-1073) = 4. 1071, ProtoZe vypolteny soudin
je pfibliZzn€ 6 - 1071, byla desetinnd ¢4rka umisténa sprévng,

Déleni ¢&isel psanych v desitkové soustavé je zaloZeno na postupném
od¢itani jednocifernych nasobkd délitele. Podrobny popis znidmého postupu
a jeho matematické zdiavodnéni by bylo dosti zdlouhavé a nebudeme je pro-
vidéti. Presny podil dvou desetinnych Cisel obycejné lze vyjadfit desetinnym
Cislem pouze pfiblizné. Zde si promluvime pouze o umisténi desetinné &arky
v podilu, které se nejpohodInéji provadi takto. Mdme-li déliti na pt. 382,4:0,567,
je prvni &islice podilu rovna 6 stejné jako pii déleni 3 824 :567; béZi o to,
jaky fid bude miti tato &islice v podilu 382,4 : 0,567. Mistni hodnoty dvoj-
¢isli 38 v délenci a &islice 5 v déliteli jsou 38 - 10'a 5 - 1071, ProtoZe 101 : 107 1=
= 10! . 10! = 10%, m4 nejvys§i &islice podilu fad 2. V déleni potom miZeme
pokrafovat bez ohledu na desetinnou &irku a dostaneme na pf. s presnosti
na desetiny, Ze

382,4: 0,567 = 674,4.

Cvileni. ‘

139, Settéte co nejvyhodnéji: a) 156 4 144 + 263; b) 224 4 327 + 276; c) 523 +
+ 461 + 539. '

140, VyloZte, jak se spolu nisob{ &isla ukoneni nékolika nulami a odiivodnéte spravnost
vysloveného pravidla.

141. Znisobte co nejvyhodnéji: a) 13-14-25; b) 3:4:5:20; ¢) 12:40-25-125,
142

a) Nisobime-li spolu a jednotek fidu r-tého a b jednotek fidu s-tého, dosta-
neme ab jednotek fidu (r + s)-tého. b) Délime-li ab jednotek fidu r-tého g jed-
notkami fidu s-tého, dostaneme b jednotek fidu (r — s)-tého. DokaZte.

143. Méme-li spolu nisobit dv& dvojciferns piirozena &isla, mifeme napsati vysledek
ihned, na pf. 47 - 26 = 1 222. Potitime takto: 7 - 6 = 42, napiSeme 2 jednotky
fddu 0 a 4 jednotky fddu 1 si pamatujeme; 4-6 + 7-2 + 4 = 42, napiSeme
2 jednotky fidu 1 a 4 jednotky fddu 2 si pamatujeme; 42 + 4 = 12 jednotek
fidu 2, které napiSeme. Oduvodnéte obecné.

144, Chceme-li spolu znidsobit dvé dvojcifernid pfirozeni &isla, kterd maji touZ &islici
f4du 1 a jejich &islice fadu 0 daji soudet 10, miZeme to provésti tak, Ze utvofime
soudin Cislice f4du 1 (kterd je ob&ma &islim spole¢nd) a &islice o 1 vétsi a k takto
utvofenému sowlinu pfipiSeme (dvojciferny) soudin &islic fidu 0, na priklad

71 -79 = 5609, nebot 7 -8 = 56, 1-9 = 09. DokaZte obecné.
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145. Chceme-li spolu znisobit dvé dvojciferni piirozeni é&isla, kterd maji tou2 &islici
fadu 0 a jejichZ &islice Fadu 1 daji soudet 10, miZeme to provést tak, Ze utvofime
soulin &islic fadu 1 zvétSeny o &islici fadu O (kterd je obéma &islim spolefns)
a k takto utvofenému soulinu pfipiSeme (dvojciferny) soudin ¢&islic fddu 0, na
pfiklad 63 - 43 = 2709, nebot 6+ 4 + 3 = 27, 3+3 = 09, Dokaite obecné.

146. Kolik <islic m4 soutin dvou prirozenych ¢&isel, z nichZ jedno je n-ciferné a druhé
m-ciferné ?

4. Zaokrouhlovdnf &fsel.

Ve tvaru desetinného zlomku lze pfesné zapsati vedle pfirozenych &isel
pouze ty zlomky, které lze napsati ve tvaru, jehoZ jmenovatel je mocnina deseti,
neboli ty zlomky, které ve svém zidkladnim tvaru maji jmenovatele, ktery neni
délitelny Zidnym jinym prvolislem mimo 2 a 5. Ale pomoci desetinnych
zlomku je moZné zapsat kazdé ¢&islo pfiblizné s chybou tak malou, Ze je
bezvyznamn4 pro ucel, ktery Ciselny tidaj sleduje. PribliZné vyjadreni éiselnych
hodnot se vyskytuje pii kterémkoli méfeni, protoZe kazdé méfeni je pouze
piiblizné. Mimo to pfili§ pfesnd méfeni mnohdy vibec nemaji praktického
smyslu; na pf. je zfejmé, Ze nemd smyslu urdovat vihu ¢lovéka pfesné na
gramy nebo vzdilenost dvou obci pfesné na metry. Jestlize na zdkladé pfimo
méfenych veli¢in uréime poletnim vykonem hodnotu jiné veli¢iny, byva
jeii pfesnost Casto jenom zd4nlivd. Jestlie na pf. zméfime strany obdélnika
presné na centimetry a naméfime délku 87 cm, $ifku 65 cm, dostaneme znéso-
benim, Ze obsah obdélnika je 5655 cm?, ale tento vysledek je pfili§ pfesny.

v

Nebot ve skute¢nosti mohla byt i délka i $ifka na pf. 0 4 mm vétsi a potom
by byl obsah roven 5 715,96 cm?, byl by tedy o vice nez 60 cm? vétsi nez
5 655 cm?; nebo by mohla byti délka i §ifka na pf. zase 0 4 mm mensi a potom
by byl obsah roven 5 594,36 cm?, byl by tedy o vice nez 60 cm? mensi neZ
5 655 cm? Proto v daném pfipadé je vhodné ni$§ pocetni vysledek zaokrouhlit

na dm?; fekneme, Ze obsah naSeho obdélnika je 57 dm?.

Zaokrouhlit &islo ¢ na fidovou jednotku 10" (» miZe byt
také zdporné) znamend udat Cislo tvaru ¢- 10" kde ¢ je pfirozené dislo, pfi
¢emZ zaokrouhlend hodnota ma byti co moZni blizkd &islu a. Zaokrouhlend
kodnota miZe byti mensi neZ g, to je zaokrouhleni sestupné, nebo vési
nez a, to je zaokrouhleni vzestupné. Je-li na pf. a = 48,275, bude
hodnota zaokrouhlend na celky 48 (sestupné zaokrouhleni je vyhodnéjii);
hodnota zaokrouhleni na desetiny bude 48,3 (vzestupné zaokrouhleni je
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vyhodnéjsi); pfi zaokrouhlovini na setiny jsou obé hodnoty 48,27; 48,28 stejné
vyhodné.

Pfi posuzovini miry pfesnosti zaokrouhlovaného &isla neni podstatny
druh fidové jednotky, na kterou zaokrouhlujeme, protoZe tato fddovd jednotka
zdvisi na volbé jednotky miry (nebo vihy a pod.) a protoZe pfi posuzovani
pfesnosti je podstatné, jakd je pomérnd velikost mozZné chyby ke skuteéné
velikosti. Na pf. vzdilenost 29,6 km zaokrouhlend na desetiny je oviem stejné
piesnd jako vzdilenost 29 600 m zaokrouhlend na sta. Viha 847 g zaokrou-
hlend na gramy je mnohem presnéj$i nez vdha 0,4 g zaokrouhleni na desetiny
gramu, protoZe v prvnim piipadé moZnd chyba je jisté mensi neZ tisicina
“skuteéné hodnoty, kdeZto ve druhém pfipadé miiZe chyba pfesihnouti desetinu
skute¢né hodnoty.

Hrubou, ale pro praxi ve vétiiné pfipadi postaujici mérou pfesnosti
zaokrouhleného &isla je pocet jeho platnych ¢islic. Platné d&slice jsou
dislice vyssiho fidu neZ ty, ve kterych je moZnd chyba; pfi tom nejvyssi platnd
Cislice je rozdilni od nuly. Je-li 790 hodnota zaokrouhleni na desitky, mdme
dvé platné {islice; hodnota Cisla 789,96 zaokrouhlenid na desetiny je totéZz
dislo 790,0, ale platné Cislice jsou nyni &tyfi. :

Pfi pocitdni se zaokrouhlenymi &isly je nutné zaokrouhlit také vysledek
pocetnich vykoni. Pfi tom pro praxi ve vét§iné pfipadi zcela postadi ndsledujici
dvé hrubi pravidla. Sc¢itdme-li nebo odéitdme-li ¢&isla, z nichz
kazdé je zaokrouhleno na urcitou fidovou jednotku, zaokrouhli-
me vysledek na touz fddovou jednotku, a byla-li u danych ¢&isel
nestejnd, na vy$$i z téchto Fidovych jednotek. Ndisobime-li
nebo délime-li dvé ¢&isla, z nichZ kaZzdé je zaokrouhleno na urdity
pocet platnych ¢&islic, zaokrouhlime vysledek na tyZz pocet
platnych ¢islic, a byl-li ten polet u danych ¢&isel nestejny,
fidime se tim ¢islem, které mélo méné platnych é&islic.

Pii obycejnych méfenich lze zjistit jenom dvé nebo nejvySe tfi platné
Cislice. Jemnymi védeckymi prostiedky lze mnohdy zjistit i ¢tvrtou platnou
Cislici, ale vice &islic jen velmi zfidka. Proto v praxi zpravidla vystatime s &isly
zaokrouhlenymi na dvé, tfi nebo nejvySe Ctyfi platné Cislice a matematické
tabulky, o kter)'rch bude pozdéji fe¢ a z nich? nékteré jste poznali uz na
stfedni $kole, obsahuji hodnoty zaokrouhlené na &tyfi platné Eislice. Pfi tom,
je-li ¢tvrtd platna Eislice rovna 5, je moZné na zdkladé hodnoty zaokrouhlené
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na &yii platné islice pouze tehdy spolehlivé uréit hodnotu zaokrouhlenou
na méné platnych ¢&islic, vime-li, zda bé%i o zaokrouhleni sestupné & vze-
stupné. Proto se v tabulkich, je-li posledni &islice rovna 5, pie 5 v tom ptipadé,
%e zaokrouhleni je vzestupné. Cteme-li na pf. v tabulce 21,25, vime, Ze je
to zaokrouhleni sestupné. (skutecnid hodnota je vétdi), a proto hodnota za-
okrouhleni na tfi platné &slice je 21,3. Cteme-li viak v tabulce 65,45, vime,
Ze je to zaokrouhleni vzestupné (skuteénd hodnota je mensi), a proto hodnota
zaokrouhleni na tfi platné islice je 65,4. Cteme-li posléze v tabulce 12,25,
znamena to, Ze Cislo v tabulce je Cislo piesné a za hodnotu zaokrouhlenou
na tfi platné Cislice muZeme stejnym pravem zvolit 12,2 jako 12,3. Podobné
je tomu v piipadech, Ze za Cislici 5 nisleduje je$té ¢islice nula nebo nékolik
nul. Cteme-li v tabulce na pf. 63,50, je to zaokrouhleni vzestupné a hodnota
zaokrouhlend na dvé platné &islice je 63.

Cvideni,
147. DokaZte, Ze kaZdy zlomek, jehoZ z4kladnf tvar je

a » miZeme napsat ve tvaru
2" . 53
desetinného zlomku, ktery mi % desetinnych mist; pfi tom % je rovno vétSimu
z obou d&fsel, r, s.

148. Naopak kaZdy desetinny zlomek, ktery m4 % desetinnych mist, z nichZ posledni
je rozdilné od nuly, miZeme napsati jako zlomek obyZejny, jehoZ zikladni tvar je
F??; pii tom r < %, s < k a asponi jedno z &isel r, s je rovno &islu k. Dokate.

149. Cisla 37,997, 420,005, 0,708 zaokrouhlete na jednotky #idu a) — 2, b) — 1,
c) 0.

150. Cislo, zaokrouhlené (co nejvyhodné&ji) na jednotky fadu n-tého, lifi se od své
piesné hodnoty nejvy3e o 5-107—1, Dokate.

151, Cislo, jehoZ nejvy3si &islice je fadu n-tého a je? je zaokrouhleno (co nejvyhodnéji)
na p platnych &islic, lisi se od své pfesné hodnoty nejvyse o 5 - 1072, Dokaite,

152, Cisla a = 32,7, b 25,48 jsou zaokrouhlena (co nejvyhodnéji) na tii platné Eislice.
Naleznéte meze, které nemutzZe pfesdhnout a) soulet, b) soutin, ¢) rozdil, d) podil
pfesnych hodnot &isel a, b. Nalezené vysledky porovnejte s vysledky ziskanymi
podle pravidel na str. 50.

153, Scitdme-li & &isel, z nichZ kaZdé je zaokrouhleno (co nejvyhodnéji) na jednotky
fadu n-tého, lisi se nalezeny soulet od své pfesné hodnoty nejvyse o 4% jednotek
fidu n-tého. DokaZte,

154, Odetitdme-li dvé &isla, z nichZ kaZdé je zaokrouhleno (co nejvyhodnéji) na jednotky
fadu n-tého, li$i se nalezeny rozdil od své pfesné hodnoty nejvyse o jednu jednotku
fidu n-tého. DokaZte.
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V. DRUHA ODMOCNINA.
1. Vzorce pro (a + b)% x® — y2
Na stiedni $kole jste poznali vzorce
(a + b)% = a® + 2ab + b3, _ (¢))]
* =y =(x+3)x— ) )

02=0, 1*=1, 22=4, 32=9, 42=16,
52 =25, 62=36, 7*=49, 8 =64, 92=8l

znite z nisobilky. Vite také, Ze
102 =100, 20% =400, 302==900, ..., 90%=8100.

Hodnoty

Je-li n dvojciferné pfirozené &islo, miiZeme rychle vypolisti n?2 na zikladé
vzorce (1). Je-li a &islice ¥adu 0 a ¢ &islice fadu 1 v &isle n, je # =a + 10c
a proto je podle vzorce (1)

n% = a2 4 2ac- 10 + ¢%. 100, 3)

1. j. Cislo n? se sklida z a? jednotek, 2ac desitek a ¢? set. Proto vypocteme na pf.
872 takto. Nejprve mime 72 = 49 jednotek; z nichZ 9 napiSeme a 40 pievedeme
na 4 desitky. Déile mime 4 + 2-8:7 = 116 desitek, z nichZ 6 napiSeme
a 110 pfevedeme na 11 set. Posléze mime 11 4 8% = 75 set, které napiSeme.
Vysledek: 872 = 7 569. Zvlasté rychle lze provésti vypolet, jestlize &islice a
se rovna 5. V tomto pfipadé (3) dava

n? = 25 + 100c + 100c*

neboli n? = 25 4 100c(c + 1).

Tedy: &islo ¢ znisobime o 1 vétSim Cislem ¢ + 1 a k soudinu pfipiSeme &islice
25, na pf. 65% = 4 225,

Umime-li vypodist druhou mocninu dvojciferného ¢isla, umime oviem
vypodist také druhou mocninu trojciferného &sla, které konéi nulou, na pf.
850% = 722 500. Mime-li vypocist druhou mocninu trojciterného ¢isla, které
nekondi nulou, miZeme uZiti vzorce (2) takto. BudiZ x dané &islo a a jeho
posledni ¢islice, takZe miZeme poloZiti:

x =101 + a,
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kde n je dvojciferné &slo. PoloZme jeit&
y=10n, tedy a=x—y.

Cislo y? umime vypodisti, z ného dostaneme x%, pfitteme-li x> — 3% Aviak
podle (2) je x2 — y? = (201 + a) - a.

Proto x2 — y? se vypocte, jestlize k Cislu 2n pfipiSeme ¢islici a, ¢imZ vznikne
¢islo 20n 4 a, které je tfeba je$té zndsobit Cislem a. Vypoétu divime Gpravu
zde naznafenou pro pfipad x = 876.

8762
872 . ...... 7569
1746-6 ...... 10476

767376

Jestlize ve vzorci (1) &islo b je pomérné malé proti &islu a, je na pravé
strané ¢len b pomérné maly proti ostatnim ¢lentim a mime pfibliZny vzorec

(a + b)? == a® + 2ab, 4

ktery je tim pfesnéjdi, ¢im mensi je pomérné b nez a. JestliZe na pf. je b vice
neZ stokrit mensi neZ a, je b* vice nez 200krat mensi neZ ¢len 2ab a vice neZ
10 000krat mensi nez ¢len a2 Je-li b vice neZ tisickrat mensi neZ a, je b2 vice
neZ 2 000krit men$i neZ 2ab a vice neZ milionkrat mensi neZ a2

Cvieni.,

155. Je moZné, aby bylo (a + b)? = a? 4 b2? Kdy to nastane?

156. Dvojciferné pfirozené &islo, jehoZ &islice f4du 1 je 5, umocnime na druhou takto:
Cislo 25 zvétsime o &islici f4du 0 a k takto vzniklému &slu pfipiseme (dvojcifernou)
druhou mocninu ¢&slice fddu 0, na piiklad 532 = 2809, nebot 25 4 3 = 28,
32 = 09. DokaZte obecné,

157, Zvétdi-li se &islo a o x, zvétdi se jeho druh4 mocnina o x(2a + x). DokaZte.
158. Lisi-li se dvé& &sla ay, a3 O X, lifi se jejich druhé mocniny o x(a; -+ a). DokaZte.
159, DokaZte, Ze¢ pro kazdé a, b je a® + b® = 2ab.

160. Dokazte, Ze soudet kladného ¢&isla @ a jeho pfevricené hodnoty neni nikdy mensi
neZ 2. Je moZné, aby byl roven dvéma? '

161, a) Ové&ite sprivnost identit:

(@@ + B2 + 3% = (ax + by)? + (ay — bx)?,
(a® + B9(x® + ) = (ax — by)? + (ay + ¥x)2
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UkaZte, Ze tyto rovnosti vyjadfuji vétu: ,,Soudin dvou &isel, z nichZ kazdé je
souttem dvou &tverct, Ize (dvéma zplisoby) vyjadfiti jako souet dvou &tverci.®
b) Lze vidy soudin (a? + b%)(x? + y?) vyjddfiti jako souget dvou &tverci dvéma
raznymi zptsoby? Piiklad: a =3, b =2, x =y =1,
162. DokaZte, %e (a? + b%)% = (a® — b%)? + (2ab)%. Jak to plyne z cvieni 1612
163. Oveite spravnost identity:
(@ + b + A(x* + 5 + 2% = (ax + by + c2)* +
+ (ay — bx)* + (bz — oy)* + (ex — az)
164. Dokajte, Ze (a® + b% + ¢%)2 = (a® + b% — ¢»? + (2ac)? + (2bc)®. Jak to plyne
z cviteni 163?
165. DokaZte, Ze
(a® + b3 + ¢2)? = (ab + bc + ca)? + (ac — bH? 4 (ba — ¢H? + (bc — a?>.
Jak to plyne z cviteni 163?
166. Vypottéte: a)(x +y + 2)x —y — 2 b)(x —y + 2)(x+y —2); c)(a+ b +
+ea+b—c)a—b+c)—a+b+c).
167. Rozloite v soulin: a) x2 — y? + 2yz — 22; b) 4 — v4; ) p* — 2p%® + ¢*;
d) a* + a2 + bt

2. Tabulka druhych mocnin.

JiZ na stfedni $kole jste se sezndmili s tabulkou druh)"ch'mocnin. Tabulka
obsahuje hodnoty 7%, zaokrouhlené na Ctyfi platné Cislice, Cisel

=1; 1,01; 1,02; 1,03; 1,04; ... ; 10,07; 10,08; 10,09.

Rozdil mezi dvéma sousednimi hodnotami zikladu n je 0,1. Celkem bé&Zi
0 910 hodnot n, které jsou rozdéleny do 91 fddkd. V kazdém fidku jsou druhé
mocniny deseti &isel #; tato Cisla # maji spoleéné prvni dvé dislice (udané na
levém kraji fddku); tfeti Cislice je vidy stejnd pro cely sloupec (je udina
v kazdém sloupci nahofe i dole). Na pf. druhou mocninu 8,36® hleddme
v fiddku se zdhlavim 8,3 a sloupci se zdhlavim 6; najdeine 8,362 == 69,89.

Vedle druhych mocnin shora uvedenych Cisel n vyCteme bezprostiedné
z tabulky také druhé mocniny &isel # - 107, kde  je libovolné celé &islo, kladné
nebo zéporné. Jest (n- 1072 = 2 - 10¥

a proto druh4 mocnina &sla 7 - 10" se dostane z druhé mocniny n’_zvétéenim
fadu &slic o 2r pfi kladném r, zmenSenim F4dd &islic o 2|r| pfi zdporném r,
ma pHklad  gi6a.. 698900;  0,08367 == 0,006989.
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V tabulce jsou zaokrouhlené druhé mocniny &isel # mezi 1 a 10, kterd
jsou rovna celému poctu setin. Pomoci poslednich sloupcii v tabulce (sloupci
oprav) najdeme vSak rychle také (zase na Ctyfi platné Cislice zaokrouhlené)
druhé mocniny cisel #» mezi 1 a 10, kterd jsou rovna celému poctu tisicin.
Takové ¢islo, neni-li rovné celému poctu setin, mi tvar

x=n-+c-1073,
kde 7 je Cislo, jehoZz druhid mocnina je v tabulce, a ¢ md jednu z hodnot
c=1, 2,3, 4,5.

Cislo n vznikne z &sla x zaokrouhlenim na tfi platné Eslice, a to sestupnym
zaokrouhlenim v pfipadé x =n + c¢-1073, vzestupnym zaokrouhlenim
v pfipadé x =:n -- ¢- 1073, Podle vzorce o druhé mocniné dvojtlenu je

x2=n%42cn.10734 c2.1076,

Posledni &len je nanejvys 25 - 1076, tedy je mensi neZ 3 - 1075 a pfi zaokrouhleni
na &tyfi platné {islice je bezvyznamny. Tedy je pfiblizné
x2=—n2+42cn-10"3
P1i ruznych hodnotich #» v témzZ fiddku se jednotlivd » od sebe lisi o méné
nez 107}, proto se moZné hodnoty vyrazu 2cn - 1078 od sebe 1i$i o méné neZ
2¢+ 1074, tedy o méné neZ 1073, t. j. pfi zaokrouhleni na étyfi platné Cislice
se od sebe podstatné nelisi. Proto opravy, t. j. to, co je tfeba pficisti k #? nebo
odedisti od n?, aby se dostalo x?, jsou v celém fadku stejné. Jsou udany ve sloupci
oprav, pii ¢emz Cislice ¢ je udédna v zédhlavi sloupce oprav (nahofe i dole);
neni udén fad opravy, ktery souhlasi s nejniZ$im fddem zaokrouhlené hodnotyn?
Politejme na pi. 6,723%
V tabulce najdeme 6,722 == 45,16
ve sloupci oprav najdeme a pfitteme 4
: Tedy: 6,723% = 45,20.
Jiny pfiklad: politejme 5,2682
V tabulce najdeme 5,27% == 27,77
ve sloupci oprav najdeme a odefteme 2
Tedy: 5,268% = 27,75.
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Jezto
(x- 1072 = x2- 10%

najdeme zménou fadd na Ctyfi platné Cislice zaokrouhlené druhé mocniny
Cisla zaokrouhleného na &tyfi platné Cislice, na pf.:

672,32 == 452000,
0,052682 = 0,002775.
Cvideni.
168. Kteri ¢&isla uvedend v tabulce druhych mocnin jsou pfesnd?

169. Cisla uvedena v prvych 22 fadcich tabulky ve sloupci 5 konéi vesmés &islici 3. Do-
vedete vysvétlit prod?

170. Cisla uvedena v prvych 22 fadcich kteréhokoli sloupce (vyjimajic sloupec 0 a sloupec
5) maji tu vlastnost, Ze se v nich vidy po péti fadcich opakuje na poslednim misté
taz Cislice. Jak to vysvétlite?

171. Je-li ¢islo a uddno na setiny, pak &isla a? a (5 + a)? zackrouhlen na setiny kon&i
touz &islici. Vysvétlete.

172, Je-li &islo @ uddno na setiny, pfi &emZ &islice fAdu — 2 je lich4, pak ¢&isla a® a
(2,5 + a)? zaokrouhlenid na setiny konéi touZ &islici. Vysvétlete,

173. Naleznéte z tabulky druhé mocniny zaokrouhlené na &tyfi platné &islice: a) 3,272,
40,82, 9872, 0,1232, 0,02072; b) 2,3862, 8,705%, 12,412, 456,72, 0,20082.

174, Pouzitim vzorce pro x2 — y? a tebulky druhych mocnin stanovte na &tyfi platné
Cislice: a) 32,7 -48,5; b) 127,3 - 8,26.

175. Zjistéte, jsou-li si rovny vyrazy: 62,92 + 13,52 a 62,12 + 16,82,

3. Pojem druhé odmocniny.
Budeme se zabyvati rovnici tvaru
x2=a, 1)

ve které x je neznidmi a a je dané d&islo.

Je-li @ = 0, m4 rovnice (1) zfejmé jediné feSeni x = 0. Je-li a zdporné,
nemi rovnice (1) Zadné feSeni, nebof druhd mocnina nuly, kladného nebo
zéporného &isla nikdy neni zdpornd. Oviem ve druhé t¥idé provedeme roziifeni
pojmu &isla o t. zv. imagindrni &sla a potom rovnice (1) se stane feSitelnd i pfi
zéporném a. Prozatim viak rovnice (1) je pfi zdporném a nefeSitelna a bu-
deme zkoumati rovnici (1) pro kladné a. Vite ze stfedni $koly, Ze pfi klad-
ném a mi jiko feSeni uréité kladné islo, které se naz§vi druhd odmocnina
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kladného ¢&isla a a které se znadi V_a. Tedy pfi kladném a vztah
<= l a )

znamend totéZ jako
c>0, c=a. €))

Pfi zaporném a vyraz ]/E je bezvyznamny a nabude vyznamu aZ po zavedeni
imagindrnich &sel. Pro a == 0 je Gcelné poloZiti

Jo=o. )

V nésledujicim ¢ldnku si promluvime o tom, jak se pfi kladném a najde pfi-
bliznd hodnota ]/a pomoci tabulek druhych mocnin. Je-li ¢ = a, je také

v v v

(— ¢)? = a a proto pii kKladném a mi rovnice (1) dvé feSeni:
kladné feSeni ¢ = |/a,
zéporné fedeni — ¢ = — |/a.

Jind feSeni neZ tato dvé rovnice (1) nem4. Nebot jeito ¢® = a, je pro kazdé
¢islo x
x2—a=x*—¢* neboli x> —a=(x—c)(x+c).
Je-li &islo x feSeni rovmice (1), je x* — a =0, tedy soudin (x — c)(x + ¢)
je roven nule a proto aspoil jeden Cinitel je rovny nule. To déva dva piipady:
budtojex — ¢ = 0,tedyx = ¢, t.j. x == Va,n..bo;ex +c=0,tedyx = — ¢,
toj.ox=— Va.
Pro druhé odmocniny plati (pfi kladnych a, b) dileZité pravidlo:

Ja = a5 6

Nebot VZ je to kladné &islo ¢, pro které plati ¢® = a; VEie to kladné Eislo d,
pro které plau d? = b. Tedy

(cd)? = c*d* neboli (cd)® = ab

a protoZe soutin cd dvou kladnych &isel je kladny, je J/ab = cd, coZ znamen,
Ze plati (5). Obecnéji plati pfi libovolném poétu kladnych Ciniteld @y, ags <« « « 5

a,:
V“ﬂa”“ =)o |3, 1/ .. (6)
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Snadno dokdzeme dale, Ze pfi kladnych a, b plat pravidlo:

_Va )
Ve

Nebot miZeme poloZiti

=C;

o Q

¢ je Kladné &islo, pro keré plati bc = a. Podle (5) je viak |/bc = |/b - |/c neboli

8- Ve =V a; takze
ve=le,

coz neni nic jiného nez vzorec (7). Vb
Jsou-li @, b kladni &sla a je-li @ < b, je také |/a < ]/b. Nebot budiz
x=|a y= VE
Cisla x, y jsou idadn{z a jest x? =a, y% = b, tedy y* — x® = b — a, takie
b—a=(x+y)(y— . ®)

Jesto a < b, soutin (8) je kladny; také &initel x + y je Kladny a proto i druhy
&nitel y — x je Kladny, takie x <y neboli J/a < /5.

Cvideni.

176. Plati pravidlo ]/ aay*can = l/a1 Va, Va—,,, i kdyZ né&které z &isel ay, agy* * o
ay je rovno nule?

177. Je moiné, aby ]/%— = 5—%, i kdyZ nékteré z &isel a, b je rovno nule?

178. Jak piekontrolujete, %c a) |/529 = 23; b) }/100489 = 3172
179. a) Znalf rovnice x2 =7 a x = l/77_ pfesné totéz?
b) Co znati /a??
180. Vypotréte: a) |/16-49; b) |/36- 64; ) /49 - 64 - 81.
181. Vypottete: ) |/5- /55 b) 13- /125 o) |/ J/10- |/15.
182, Urtete ) J/15%; b) |/35; o /25|81
183, Stanovte: a) |25 + |/16; b) |/25 + 165 ©) }/25 + 16.
184. DokaZte, Ze a) 1,4 < |/2 < 1,5; b) 1,41 < |/2'< 1,42

185. Je din &tverec o strand 5 cm a obdélnik o stranich 6 cm a 4 cm. Ktery z nich ma
del3f Ghlopfitku?
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4. Vyhleddvdni druhych odmocnin z tabulek druhych mocnin.
V tabulce druhych mocnin mdme (na Ctyfi platné Cislice zaokrouhlené)
hodnoty n? pro
n=1;1,01; 1,02; 1,03; . . . ... ; 10
(a mimo to je$té pro dalfich 9 hodnot &isla 1). ProtoZe 12 ==1; 10 = 100,
jsou viecky tyto druhé mocniny mezi &isly 1 a 100. Obrdceng, jestliZe &islo a

je mezi Cisly 1 a 100, muze se stdti, Ze Cislo a se vyskytuje v tabulce druhych
mocnin. Tak je tomu na pf. pro

a=1,673 nebo a = 94,67,
nebot podle tabulky je

2,77* = 17,673 nebo  9,73% == 94,67.

Proto méme

V7,673 = 2,77  nebo ]/ 94,67 = 9,73.
Ale i kdyZ &slo a, které stile budiz mezi 1 a 100, neni v tabulce druhych
mocnin, snadno vyéteme z tabulky hodnotu VJ zaokrouhlenou na tfi platné
Cislice. Stadi vyhledat v tabulce to ¢&islo n, pro které je n% co nejbliZe &islu a;

potom je VZ{_—’_— n na tfi platné Cislice. Na pf. pro @ = 32,92 je v tabulce nejbliz
dislu a &islo 32,95 = 5,74% a proto je

/32,92 = 5,74

presné na tfi platné &islice. Pomoci sloupcti oprav miZeme uréit 32,92 pfesné
na Ctyfi platné Cislice. Nebot pomoci sloupcli oprav miZeme ur¢it druhé
mocniny Cisel, které jsou vét§i nebo mensi neZ 5,74 o

0,001 nebo 0,002 nebo 0,003 nebo 0,004 nebo 0,005. )]}

V daném pfipadg, protoZe a = 32,92 je 0 néco men$i neZ 5,74%, bude VZ
o néco mensi nez 5,74. V fddku se zdhlavim 5,7 mame opravy 1, 2, 3, 5, 6;
z nich vyhovuje oprava 3, nebot &islo a = 32,92 se 1isi od &isla5,74? = 32,95
0 3-1072 Jeito oprava 3 odpovidé islici 3 a jeZto

5,74 — 0,003 == 5,737,
méme V32,92 == 5,737 pfesn€ na Ctyii platné Cislice.
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Prakticky postup si vysvétlime na piikladé Vc_z pro a = 7,6. V tabulce
druhych mocnin &islu a nejblize je C&islo n? = 7,618, kde n = 2,76. Proto
je |'@ =)/7,6 = 2,76 ptesn¢ na tfi plamé &slice. Chceme-li urdit &tvrtou
Cislici ¢isla [/E, postupujeme takto. Cislo @ = 7,6 je trochu men$i nez &islo
7,618 = 2,762, které mime v tabulce. Proto je Vc? trochu mensi nez 2,76.
Avsak

7,618 — 7,6 == 0,018 == 18- 107>

a {islu 18 je v tabulce oprav (v fadku se zdhlavim 2,7) nejbliZe &islo 16, které
odpovida ¢islici 3 nebo 7. Proto je

J/a = 2,76 — 0,003 = 2,757.

V nékterych pfipadech nastane u &tvrté Cislice mald pochybnost, na pf. pro
a = 14,08. V tabulce najdeme nejblize &islu 14,08 &islo 14,06 = 3,752 Jest
14,08 — 14,06 == 2 - 1072 a v tabulce oprav rozdil 2 odpovid4 i &islici 2 i &islici 3.
Proto presné na &tyfi platné &islice je budto )/14,08 = 3,752 nebo Vm =
= 3,753.

Dosud jsme pocitali podle tabulek hodnotu ]/E' pouze pro ten pfipad,
Ze Cislo a je mezi Cisly 1 a 100. JestliZe Cislo a je budto vét$i nez 100 nebo
men$i neZ 1, polozime

a=b-100, )

kde celé &slo r (kladné nebo zédporné volime tak, aby & bylo mezi 1 a 100.
Potom umime najit |/4 (ptesné na tfi nebo &tyfi platné &islice). Je viak 100 =
= 10% takie podle vzorce (3)ve ¢linku 1 v kapitole IV je 100" = 10°" neboli
100" = (107)%, tedy

J/100" = 107,

takZe podle vzorce (5) ve ¢linku 3 je
Ja=]&-10,

t. j. &islo |/a vznikne z &isla J/6 posunutim &slic o » mist doleva pfi kladném r,
o |r| mist doprava pfi zdporném r. Prakticky k &slu a najdeme &slo b mezi
1 a 10, které vyhovuje vztahu (2), jestliZe napiSeme &islo a ve stovkové soustavé
(viz konec ¢ldnku 2 v kapitole IV). Je-li na pf.

a = 3568 = 35 68,

60



jest
| a = 35,68 - 100.
Z tabulek najdeme ]/557,—6-5:_— 5,973, takZe |/3568 = 59,73. Jiny pfiklad:
a = 0,000561 = 0,] 00| 05 | 61.
Jest )
a = 5,67 1002,

Z tabulek najdeme |/5,67 == 2,381, tedy }/0,000567 == 0,02381.

Cvideni.

186. Urete podle tabulky: |/6,656, |/45,16, |/723,6, /8968, ]/0,9663, ]/0,05523,
J/0,003758, }/0,0003851.

187. Urete podle tabulky: |/1,234, |/3,456, |/45,67, /55,55, |/605,9, }/7575, |/0,5722,
J/0,06133, }/0,007284, ]/0,0008103.

188. Urtete podle tabulky: |/7, |/80, J/800, /0,3, J/0,017, }/0,0023, }/o,001.

189, Obsah &tverce je 125 cm?2 Urdete jeho stranu.

190. Odvésny pravouhlého trojuhelnika méfi 37,2 cm a 26,4 cm. Vypoltéte pieponu.

191, Pfepona pravouhlého trojihelnika méfi 234 m, odvésna 176 m. Jak dlouhi je
druhd odvésna? v

192, V kruZnici s polomérem 78 mm je vedena tétiva délky 125 mm. Jak je vzdilena
od stfedu kruZnice?

193. Hrany kvadru méfi 12,8 cm, 21,5 cm a 36,4 cm. a) Jak dlouhé jsou sténové uhlo-
pfi¢ky? b) Jak dlouhi je télesovd uhlopfitka?

194. Doba ¢ (vtetin) padu télesa volné padajiciho s vy$e s m je dinz vzorcem ¢ = 2—$ s
kde g == 9,81. Jak dlouho padi téleso s vyse 60 m? g

195. Doba kyvu t (vtefin) kyvadla délky ! m je stanovena vzorcem ¢ = n -{-,
g

kde g == 9,81. Vypottéte dobu kyvu kyvadla, jehoZ délka je a) 50 cm, b) 30 cm.

5. Piesnéjst uréovdnt druhych odmocnin.

Pro praxi postadi zpravidla uréeni druhé odmocniny pfesné na tfi platné
Cislice, které Ize provésti podle tabulek bez uZiti sloupch oprav. Jsou vsak
také wlohy, ve kterych je tfeba umét uréit druhou odmocninu pfesnéji. Proto
si promluvime struéné o tomto ukolu. Je ddna pfibliZnd hodnota b
néjaké druhé odmocniny VZ; méd se najit pfesnéj$i hodnota
této druhé odmocniny. PoloZime

VE: b+ x; 1)
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mame urdit, ¢emu se piiblizné rovna x. Poznamenejme, Ze &sla a, b jsou kladn4,
ale x muZe byti kladné i ziporné. Rozhodné je viak &islo |x| proti &slu b malé.
Z rovnice (1) plyne, Ze a = (b + x)* neboli

a = b + 2bx + x% 2

Ze tii séitancd napravo ve (2) je posledni s¢itanec pomérné maly a proto je
piiblizné
a — b% = 2bx
neboli
a— b*

x == — 3)

Hodnotu (3) vypolteme délenim a dosadime do (1), &imZ je urCena Zidané
piesné&ji hodnota odmocniny }/a.

Objasnime si tento postup na dvou pfikladech. Prvni pfiklad: ]/7
Z tabulek vidime, Ze na Ctyfi plamé Eislice je J/2 == 1,414 nebo |/2 = 1,415.
Niésobenim vypoéteme, Ze

1,414? = 1,414 - 1,414 = 1,999396,
1,415% = 1,415 - 1,415 = 2,002225.

Je tedy 1,414® < 2; 1,415% > 2. Z toho soudime, Ze 1,414 < |/Z; 1,415 > |/2.
Mimo to je ¢islo 1,414% bliZze &islu 2 neZ &islo 1,4152 a proto poloZime

JZ = 1,414 + =, @)

kde &slo x bude kladné 2 men3i nez 0,001 = 10-3, pravdépodobné dokonce
mendi nez 0,0005 = } - 10", Podle (4) je

2 = 1,414 + 2x - 1,414 + 12,
kde zanedbime s¢itance x* a polozime tedy

2 =1,999396 4 x - 2,828,
takze

x == 0,000604 : 2,828.
Délenim na tfi platné &islice najdeme

x = 0,000214, -
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* takZe
/2 = 1,414214. )
- Nésobenim miZeme zjistit, Ze
- 1,4142142 = 2,000001237796, ©)
1,4142132 = 1,999998409369,
z CehoZ soudime, Ze vysledek (5) je spravny na 7 platnych &islic. D4 se dokazati,
" Ze timto postupem muzeme kazdou druhou odmocninu vypoditat na 7 platnych

Cislic, jestlize napfed urfime z tabulck hodnotu odmocniny zaokrouhlenou
na 4 platné &islice a potom uréime x délenim na 3 platné Cislice.

Druhy pfiklad. Vychdzejice z pfiblizné hodnoty (5), polozime

_ /2 = 1414214 + ».
" Podle (6) je
2 = 2,000001237796 - 2y - 1,414214 + 32,

tedy po zanedbani y2:

— ¥+ 2,828428 - 0,000001237796;

_ &slo y je tedy zdporné. Delenim najdeme

— y == 0,000000437627,

- takZe

)2 = 1,414213562373. )

' Da se dokézati, Ze v (7) méme skute¢n& hodnotu |/2 zaokrouhlenou na 13 plat-

- nych &slic. Takov4 pfesnost je pro praktické potfeby zbytein, ale theoreticky
 je dalezité, Ze je moZné vypodist kazdou druhou odmocninu s libovolné vysokou
_pfesnosti,

Cviceni.

a — b?

1196, Je-li b pfiblizng hodnota |/a a je-li x =" e J/a < + x. Dokazte. —

[Nivod: Zkoumejte, jaké znameni mi vyraz Va—— b —x]
—

197. Je-li b piibliznd hodnota |/a tak volens, % |/a < 3b,a je-li x = = s Je tislo

b -} x lepsim pfiblizenim k &islu l,/ @ ne &slo b samo. Dokaite: — [Navod:
Porovnévejte &isla |b — Va ja@+x—~ Va )5 viz cvid. 196.]
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198. Je-li hodrota V; zaokrouhlena na p platnych &islic &slem b co nejvyhodnéji a polo-
— b2 —_
Zime-li x = —a——z—b— , 1i8f se &islo Va od ¢isla b + x o méné neZ % jednotky stojici

na mist¢ (2p — 1)ni platné &islice, DokaZte. — [Navod: Je-li nejvyssi &islice
&sla b Fadu n-tého, je | }/a — b] < 5 - 1072 (viz cviteni 151); ddle uijte visledku
cviteni 196 a pamatujte pfi tom, Ze b > 107 (viz cvieni 137a).]

199. Z vysledku pfedchizejiciho cviteni odvodte, Ze postupem popsanym v textu
dostaneme hodnotu VZ— skuteéné na 7, pfipadné na 13 platnych <islic.

200. Ur&ete na 7 platnych ¢&islic: a) Vg: b) Vf_»; c) Vg: d) VTB
201, Urgete V3— na 13 platnych ¢&islic.

6. Irraciondlnost druhych odmocnin.

Dosud jsme se zabyvali pouze vypoltem zaokrouhlenych hodnot
druhych odmocnin. Je-li a kladné raciondlni ¢islo (tedy zlomek nebo pfirozené
¢islo), miZeme se ptit, zdali ]/E je raciondlni &islo. Uvidime, Ze v Cetnych
piipadech odpovéd je zdporni, Ze tedy Casto druhd odmocnina racionilniho
Cisla je irraciondlni &islo (viz konec €ldnku 3 v kapitole III).

BudiZ n pfirozené &islo. Budeme zkoumati, za jakych podminek také
&slo J/nje pfirozené &islo. Tomu tak je pro # = 1, nebot /T = 1. Je-li 7 vétsi '
nez 1, vime (viz lanek 3 v kapitole II), Ze lze » jedinym zptisobem napsat
jako soutin prvocisel. Né&ktera z téchto prvodisel si mohou byti rovna, ale sou-
¢in nékolika sobé rovnych prvodisel miiZeme napsat ve tvaru mocniny, takze

n=pip7....pk%, (1)

kde py, pgs - + . » P jSOU Navzdjem riiznd prvocisla a mocnitelé ry, 7y . . . . 51y
jsou pfirozend ¢&isla. Pfi tom muZe byti také k& = 1; v tomto pfipadé roz-
klad (1) zni prosté

.n=p',

kde p je prvodislo a r je pfirozené {islo, které muZe byti rovné 1. Rozklad (1)
je jednoznaény aZ na pofddek C¢initeld; chceme-li dosdhnouti naprosté
jednoznaénosti, pfedpokldddme, Ze prvocisla p;, pa « . . ., pijsouuspoidddna

v yr

vzestupné, t. j. od nejmensiho k nejvétSiimu.

64



Jestlize viichni mocnitelé r, 7, ..., r, rozkladu (1) jsou
¢isla sudd, pak » je pfirozené Cislo. Nebot pak je

ry == 251, Ty = 252, e ey = 2Sk, (2)

I3

kde sy, 55 . . . 5 5, jsou pfirozend &isla, a snadno se presvédcite, Ze

Vn=pir% . . - P> ®3)
takZe 1/77 je ptirozené &islo. Obrdcend, jestliZe |/n je pfirozené ¢&islo,
jsou vSichni mocnitelé r, 7, ..., r, rozkladu (1) ¢isla suda.
Nebot pro pfirozené ¢islo V 7 musime miti rozklad tvaru (3), ze kterého plyne
rozklad (1), jehoZz mocnitelé maji tvar (2), jsou tedy sudé Cisla.

BudiZz nyni n takové pfirozené &islo, Ze Vh- neni pfirozené ¢&islo, takZe
mdme rozklad (1), ve kterém aspoii jeden mocnitel je liché &islo. Zkoumejme,
je-li moZné, aby ]/n byl zlomek. Je-li tomu tak, napi$me ten zlomek v zdkladnim
tvaru -

- u
Vn::";’ (4)

kde tedy #, v jsou dvé nesoudé&lnd pfirozens &isla. Pfi tom je v > 1; jeito
n> 1, je také |/n > 1, tedy 4 > v a proto také u > L. Cisla u, v rozloZme
na prvodinitele:

u=p0 ... v=gh. .. gk; 5)

pfi tom jsou py, ..., p, navzdjem rizni prvodisla, g5, . . . , g jsou na-
vzijem riznd prvolisla a viichni mocnitelé v rozkladech (5) jsou pfirozeni
tsla. JelikoZ &isla u, v jsou mesoudélnd, je kazdé z prvolisel py, . . . 5 Py
rizoé od kardého z prvotisel gy, . . . , g4 Nyni ze (4) plyne v-|/n =u
a z toho plyne dile

v = u?

neboli
gL @k in=pln . pion (6)

Ozna¢me  spoletnou hodnotu obou stran rovnosti (6); je tedy m piirozené

Cislo a jest
m=g® . ..g% .n

JestliZe rozloZime n na prvolinitele, dostaneme rozklad na prvodinitele isla m.
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Tedy v rozkladu &isla m na prvodinitele se musi vyskytnout prvocislo ¢;.
Na druhé strané jest

m=pin ... i,
t. j. v rozkladu &isla m se vyskytuji pouze prvodisla g, . . ., Py, kterd jsou
ruznd od ¢,. To je v rozporu s tim, ze se ¢; musi vyskytnout v rozkladu na
prvotinitele &isla m. Rozpor vznikl z pfedpokladu, Ze &islo |/# je mozné pfesné
vyjadfit ve tvaru zlomku (4). Proto tento pfedpoklad je nemozny. Tim jsme
dokézali: Je-li n piirozené &islo a neni-li |/ ptirozené &islo,
jest }/n irracionilni &islo. Tedy na pf. &isla

V215 15 16 17 a

jsou irraciondlni &isla.

Jsou-li m, n dvé pfirozend &isla a jsou-li |/m, |/n pfirozend isla, je také
|/mn ptirozené &islo. Nebot je-li |/m = x, |/n = y, jest |/mn = xy; jsou-li x, y
pfirozens &isla, je také xy pfirozené &slo. Ale i kdyZ |/m, |/n nejsou piirozend
tisla, miZe |/mn byt pfirozené &islo; na pf. &isla |/2, |/8 jsou irracionilni,
ale ]/2.8 = 4 je piirozené &slo. Na druhé strang plati: Jsou-1i m, n dvé
nesoudélni piirozend &isla a je-li |[/mn pfirozené ¢&islo, jsou také
V77z, J/n piirozena &isla. To je ziejmé, je-li m = 1 nebo n = 1. Je-li viak
m> 1, n> 1, rozloZme obé ¢isla m, n na prvolinitele:

m=p3...ph n=gh...qk )
Jeito m, n jsou nesoudélni &isla, je kazdé z prvocisel py, . . ., p, razné od
kazdého z prvocisel ¢;, . . . , ¢, a proto vSecka prvocisia
Pis o e v s P Q15+« -5 Gy
jsou navzijem rizni. Z rozkladd (7) dostaneme rozklad na prvodinitele
mn=pp ... g . gk ®

ProtoZe mn je pfirozené &islo, musi kaZdy z mocniteld v (8) byti &islo sudé.
Jsou tedy viecka &isla a;, . . . , a) sudd a proto je |/m ptirozené &islo; mimo
to jsou viecka &sla b, . . . , &, sudd a proto je ]/n pfirozené dislo.

BudiZ nyni

N
It
SR

®
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zlomek v zdkladnim tvaru, takZe m, n jsou dv€ nesoudélni pfirozend cisla.
Jestlize /m, |/n jsou pfirozend &isla, jest
m Y
Jz = n |n
(viz vzorec (7) ve Clinku 3) raciondlni &islo. Obréicend, jestliZe VE je
racionalni &islo, jsou |/m, |/u pfirozend &isla. Nebot budii |z = x,
kde x je raciondlni ¢islo. Podle (9) je #%z = mn, tedy (viz vzorec (5) ve ¢lanku
3) n)/z = |/mn neboli nx = |/mn, takie |/mn je raciondlni &slo. ProtoZe mn
je pfirozené Cislo, plvne z toho, Ze Vﬁﬁ je pfirozené &slo a protoZe m, n jsou
nesoudélnd, musi také |/m, |/n byti piirozend &isla. Z dokdzaného nésleduje,

Ze na pf.
o BVEVEVE VS 1E ad
jsou irraciondlni Cisla.

Cvideni.

202, Vysetite, jsou-li raciondlnimi &isly druhé odmocmny téchto &isel: 1296, 1728,
1764, 2268, 2304.

203. Je-li [/a pfirozené &slo a je-li &islo a délitelné dvéma, je také délitelné Etyfmi.
Dokazte. Vyslovte a dokaZte obdobnou vétu pro libovolného prvolinitele p.

204. Jsou-li [/m, }'n, }/p ptirozena isla, je také }/mnp ptirozené &islo. DokaZte. Platf
véta i pro vice &initela?

205, Je-li Vm—np pfirozené &islo a jsou-li &isla m,n, p po dvou nesoudélnd, jsou také &isla
Jm,Vn,)'p piirozena. Dokaite a rozifte i na vétsi poget &initeld.

206. Jaké podminky musi byti splnény, aby }/mn bylo pfirozené &islo, i kdyZ [/m, |n
nejsou &isla pfirozend ?

207. Je moZné, aby I/ -’ﬁbylo racionilni &islo, i kdy% |/m, [/n nejsou piirozena &isla?

208. Urete: a) }/54-}/96; b) 3035 }42; ¢) J14- 15" y—4 V35.

209. Kterd z niasledujicich &isel jsou racionilni:
2) ]/2 b )35 0 |1%s o) V5552

7. Cdsteéné odmaciiovdni.

BudiZ n pfirozené Cislo. Budeme zkoumat, zdali &islo n miZe byt délitelné
druhou mocrinou #? néjakého pfirozeného ¢&isla.u. Tomu je tak vidy, je-li
u =1, Pro u > 1 budiz

u'—Pl .‘.p‘k



rozklad na prvolinitele ¢isla u, takZe s, . . ., 5, jsou pfirozend Cisla a

w=pi. ., pEk, ¢))
ProtoZe Cislo # je délitelné &islem 2, jest
1 = U, (2

kde také v je pfirozené &islo, takZe
n=7p= ... pF. 0 3)

Je-li v =1, je n = u? takle v (1) mime uZ rozklad na prvodinitele &isla #,
ve kterém mocnitel 2s; prvoisla p, je vétdi neZ 1. Je-li viak v > 1 a rozloZime-li
v na prvodinitele, dostaneme ze (3) rozklad na prvodinitele &isla # a pozorujeme,
Ze mocnitel prvodisla p, je alespon roven 2s,, tedy je jisté vétdi neZ 1. Tim je
dokdzdno: JestliZe pfirozené Cislo n je délitelné druhou mocninou
u® pfirozeného ¢isla u> 1, potom v rozkladu ¢&isla n na prvo-
¢initele musi aspofi jedno prvoclislo miti mocnitele vétsiho
nez 1.
BudiZ nyni
m=p ...p0% @

soudin k riznych prvoCisel; pfi tom muze byti & = 1, t. j. Cislo m samo mizZe
byti prvotislem. Z toho plyne, Ze &islo m neni délitelné druhou mocninou u?
zddného pfirozeného C&isla # > 1. Naproti tomu, jestlize v rozkladu na prvo-
Cinitele néjakého prirozeného Cisla # se vyskytuje aspoi jedno prvocislo p
s mocnitelem vét$im neZ 1, je &islo n délitelné druhou mocninou prvodisla p.
Z woho duvodu nazyvime Cisla tvaru (4) ¢isla prostd &tverciw, protoZe nejsou
délitelnd druhou mocninou neboli ¢tvercem Zddného pfirozeného &isla u > 1.

BudiZ nyni #» > 1 jakékoliv pfirozené &islo. Jeho rozklad na prvolinitele
miZeme napsati ve tvaru

n=p3 ... qb ... gk, (5)

kde mocnitelé jsou pfirozend &sla, pfi ¢emZ mocnitelé ay, . . ., @, jsou
Cisla sud4, mocnitelé &, . . ., by jsou &isla lichd. PFi tom mohou prvodisla
oznalend p (s riznymi indexy) vibec chybét, naeZ rozklad (5) m4 tvar

n=gt...qk (5"



nebo mohou chybét prvotisla oznatens g (s riiznymi indexy)s nadeZ rozklad (5)
mé tvar
n=7p"...ph (¢

Jelikoz ¢&isla a;, . . . 5 @, jsou suda, jest
A @G =2y ..., 8,=2r,
kde 1, . . ., 7, jsou pfirozend &sla. JelikoZ &isla by, . . .5 b, jsou lichd, jest
by=25+1,...,b,=25,+1,

kde kazdé z &isel s,, . . ., s, je pfirozené &islo nebo nula. Rozklad (5) potom

I3

zn

n=pin. ., pih.gntl  gBr Tt 6
PoloZzme

u=pp ... .pkq ... gk,

m=q1 o« o qk’
takZe z (6) plyne, Ze

n = u’m, M
V pfipadé (5) zni (6)

n=q§"+1 . qisk-{»l

u=qyq; ... qr.

a jest

V pripadg (5”) zni (6)
n=p .. By

a jest m = 1, tedy n = #® je druhd mocnina pfirozeného Cisla #. Nenastane-li
piipad (5”), t. j. jestliZe }/n neni pfirozené &islo, plyne ze (7)

Jn=u-}m.
Tedy: JestliZe druhd odmocnina Vﬁ pfirozeného ¢&isla » je irra-
ciondlni, jest
V7 =u-m, ®
kde u je prirozené Cisloam je Cislo prosté &tverci. V piipadé (5')
je &islo 7 samo Ctvercem a jest m = 1; n = w2
Ve tvaru (8) budeme pséti kazdou irraciondlni druhou odmocninu |/n’
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ptirozeného &sla #. Uvedeni druhé odmocniny |/# na tvar (8) se jmenuje
¢asteéné odmochovani. Priklady:

I8 =2)2, 12 =2J/3, |18 =3|'2, 20 =2J/5,

V2% =2Jf6, |27 =3)/3, |28 =2|/7, /32 =4]2 aud.

Castetnym odmoctiovinim uvedeme kaZdou irraciondlni druhou od-
mocninu |z na zdkladni tvar. Viimnéme si nyni irraciondlni druhé od-

mocniny
x= I/i”_ ©)
n .

m
zlomku e Pfedpoklddame, Ze zlomek je napsin v zdkladnim tvaru, takie

pfirozend Cisla m, n jsou nesoudélnd. Jest

m mn
o 2

n n
tedy an
x=1—,

n

Uvedeme-li druhou odmocninu Vﬁ—n pfirozeného Cisla na zdkladni tvar
Vi = ulfs.

) v
jest x=7- ]/v 5 (10)
t.j. irraciondlni druhd odmocnina (9) je napséna ve tvaru soucdinu (10) zlomku %

se druhou odmocninou /2 &vercti prostého &isla ». Tvar (10) je zakladni
tvar irraciondlni druhé odmocniny (9) zlomku. Pfiklady:

Vg V2 “ = 3V3’ ’ = §V63 V'g 5]/5: VH VIO,
= 3)'15 Vz 35 V’z 210, V3 =315 Vi =315, V5 =317

Cvideni. ]
210. Rozhodnéte, kterd z nasledujicich &isel jsou prostd &tvercu: 210, 240, 256, 315.
211, Napiste vSecka &isla prostd &tvercti mensi nez 50.

'atd

212, a) Je moiné, aby odmocninou soudinu dvou ¢&isel prostych &tverca bylo &islo pri-
rozené? b) Je moZné, aby odmocninou soutinu tif ¢isel prostych &tverct bylo
tislo pfirozené?
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213. Sowdin dvou odmocnin v zdkladnim tvaru u}/m, v}/n, pti &mz m, n jsou dvé
rizn4 Cisla prostd &tvercl a u, v jsou racionilni ¢isla riznd od nuly, neni nikdy
¢islo raciondlni. DokaZte.

214. Jsou-li u}/m, v)/n dvé odmocniny v zékladnim tvaru, pfi &emZ m, n jsou dvé riizni
tisla prosta &tvercd a u, v jsou racionilni &isla riznad od nuly, pak neni moZné,
aby u]/m = v}/n. Dokazte.

215. Uvedte na zikladni tvar &sla: a) [/40; b) [/45; c) }/48; d) J/50; €) J/56; f) [72;
g) [/147; h) |/338; i) [/363; i) }/1000. - B

216, Na zékladn{ tvar uvedte &isla: a) |35 b) /35 o 155 @) [255; o )35
0 35 o |15 b [211; 365 5 |48

217. Cisla p, g, s jsou prvodisla riizni navzijem a rtizniod 2aod 3. Na zikladni tvar
uvedte &isla: a) [/7%; b) Vg © [r7; d) Vpgs e [pre; ©) Vgr®; g) [V opger
h) [/8pg*re.

218. Cisla p, g, r, s jsou prvodisla rizni navzijem a rizni od 2 a od 3. Na zékladni
tvar uvedte vyrazy:

7 p? pe? l /9% 8p¢°
a) . b — —=.d * 1, .
l/q3 3 0) Vq" © s’ ) 4rs?’ 2 27r%3

219, Které z uvedenych &isel je v&ti: a) 5)/3 nebo 2J/19; b) 9)/3 nebo 11)/2?

8. Cisla raciondlné zdvisld na druhé odmocniné.

BudiZ 7 pfirozené ¢&islo takové, Ze Vr? je irraciondlni. O {isle x fekneme,
Ze je raciondlné zdvislé na ]/n, miZeme-li je napsat ve tvaru

=r+s|/n, ¢!
kde r, s jsou Cisla raciondlni. Je-li s = 0, je x = r, t. j. x je raciondlni, Tedy
kazdé raciondlni ¢islo je raciondlné zivislé na ]/n_ Je-li viak s £ 0, je &islo
(1) irraciondlni. Nebot je-li s # 0, plyne z (1), Ze
e & @

$

2 wr

kdyby bylo x racionilni, bylo by také &slo (2) raciondlni, coZ je nemoZné.
Cislo x racionalné zavislé na |/n Iz jen jedinym zpisobem vyjadiit
ve tvaru (1). Nebot budiz
r -+ 311/;1- =r,+ SZVF, 3
kde r;, 7 $15 5, jsou raciondlni &isla. Mdme dokdzati, Ze je r; =1y, 5, = S,.
Polozime-li
r=r—"ry S$=8§—S3 ’ @
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plyne ze (3), Ze

r+sl/n=0. (5)
Aviak z (5) plyne, Ze

r=0, s=0. (6)

Nebot jezto 0 je raciondlni &islo, plyne z (5) nejprve, Ze s = 0, naceZ (5) sama
di r = 0. Podle (4) a (6) je skutetné r, =1y, 5, = s,.

Soulet a soudin dvou <&isel racionilng zdvislych na Vh'
je zase raciondlné z4visly na Vn. Nebot je-li

%, =r + 5)/n, %=1, + s)/n
kde r;, sy, 73 5, jsou racionilni isla, je

X+ Xy =(r + 1) + (1 + )|,

xy %y = (ryry + $151) + (8112 + 7‘152)]/' n
a viecka disla

Lty S+ Sy Tratosism, S+ 1S
jsou raciondlni.

Je-1i &islo x racion4lné z4vislé na |/n, je také opainé &islo
— x raciondlné zdvislé na V?{ Nebot z (1) plyne

—x=(—n+ (97

a zéroveii s Cisly r, s také &isla — r, — s jsou raciondlni.
Je-1i &islo x 54 0 raciondlné zdvislé na ]/77, je také prevricend

hodnota —le raciondlné zivisld na V;T To je zfejmé, je-li x raciondlni.

Je-li vak x irraciondlni, je v (1) jisté s = 0. Potom je r — sVE # 0, nebot
jinak by (viz (5) a (6)) bylo r = 0, s = 0. Tedy je rizny od nuly také soucin -

(r + s)/A)r — sJA) = 1t — stn

a mime
11 r—sVn _r—s]/r—l__
x r+sVn (r+sl/n)(r——s]/n) T orr—n
r
T r_2n e sz,,V"”' +5n

s raciondlnimi #’, s'.
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Rozdil a podil dvou &isel raciondlné zavislych na ]/5 je zase
raciondlné zdvisly na Vﬁ; v pfipadé podilu musi oviem délitel byti razny
od nuly. Nebot

x — X3 =% + (— %),

Xy iXyg =X —.
]
Cvileni.
220. Dokazte, Ze soulin tfi &initell, z nichZ kaZdy je racionidlné zivisly na V;T, je také
raciondlné zivisly na V'n— Plati to i pro vét§i pocet &initelt?
221, Dokaite, Z¢ zlomek, jehoZ &itatel i jmenovatel je souZin nékolika Ciniteld racionilné
zévislych na |/n, je také racioniln& zavisly na Vri
222. Dokazte, Ze ka%d4 mocnina &sla racionilnd zivislého na |z s libovolnym celym
mocnitelem je opét &slo raciondlnd zavislé na |/ n.
223, Je mozné, aby soulet dvou irraciondlnich &isel byl &islo raciondlni? Udejte piiklad.
224. Je mozZné, aby soudin dvou irracionilnich &isel byl &islo raciondlni? Udejte ptiklad.
225, NapiSte ve tvaru &fsla raciondlng zavislého na odmocniné:

DA+ B O+ ADE - O s g L
145 . 2—3)7 V2 V3 1+Y
Do Ty

226. DokaZte, Ze &slo x = s)/m + )/n je vidy irracionilni, jsou-li &isla m, n dvé& razni
&isla prostd &tverct a s, ¢ jsou dvé &isla racionélni, pfi ¢emZ neni soulasné s = 0,
t=0.

227. Dokaite, Ze neni moZno, aby r; + s]/_fn' = ry + t}/n, pokud m, n jsou dvé rtizna
tisla prostd &tvercd a ry, 1y S, ¢ Cisla racionélni, pfi ¢emZ neni soulasné s = 0,
t =0,

VI. KVADRATICKE ROVNICE.

1. Opakovdnt o rovnicich.

V matematice mime velmi Casto pfed sebou tkol vypolitat neznimé
Cislo, které md vyhovovat pfedepsanym podminkim. V nejjednodussich
piipadech je bezprostfedné patrné, kterymi pocetnimi vykony se Zidané &islo
vypocte, a cely kol spocivd vlastné pouze v dovednosti provadét ty pocetni
vykony. Ale na stfedni Skole jste se naudili také fedit dkoly, ve kterych neni
bezprostfedné patrné, kterych pocetnich vykont je tfeba. V takovych pfipadech
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si pomdhime usuzovdnim. Pfiklad: Ze dvou mist vzdéilenych 27 km -
vyjdou zdroven dva chodci a jdou si vstfic. Prvni ujde za hodinu
5km, druhy 4 km. Za jakou dobu se setkaji? Usuzujeme takto: ProtoZe
5 4+ 4 =9, ptiblizi se chodci za kazdou hodinu o 9 km. ProtoZe 27:9 = 3,
setkaji se za tf1 hodiny.

Jiz na stfedni Skole jste poznali, Ze v podobnych pfipadech miZeme
misto pifimého usuzovani postupovati také takto. Nezndmé Cislo si oznacime
néjakym pismenem, nejCast€ji pismenem x. Potom si na zdkladé podminek
ulohy vyjadiime postupné vSecka Cisla, o kterych je v tloze fe€, pomoci ne-
znimé hodnoty x. Posléze dojdeme k takovému d&islu, které je vyjidieno
pomoci x dvéma riznymi zplisoby. ZapiSeme-li, Ze oba vyrazy vyjadfujici to -
&islo si jsou rovny, dostaneme rovnici s nezndmou x. Tuto rovnici fe$ime
a jeji fe§eni neboli kofen je hledand hodnota x. V pfedchizejicim pfipadé
bude postup tento. Chodci se setkaji za x hodin. Za tuto dobu ujde prvni
chodec 5x km, druhy 4x km. Obé tyto vzdalenosti daji dochromady (5x-4x)km,
coz se musi rovnati 27 km. Midme tedy rovnici 5x + 4x = 27 a snadno na-
jdeme jeji feSeni neboli kofen x = 3, ¢imZ je {loha TeSena.

V uvedeném pfipadé je pfimé feSeni ulohy tGsudkem vlastné jednodussi
neZ feSeni pomoci rovnice. Vezméme v$ak jiny priklad: Ctverec a obdélnik
maji tyZz obsuh.Délka obdélnika je 0 5 m vét3i neZ strana &tverce.
Sifka obdélnika je o 4 m men$i ne? strana &rverce. Cemu se
rovnd strana Ctverce? Zde uZ pfimé feSeni Gsudkem je obtiZnéjsi a ne-
budeme je provadéti. Pomoci rovnice se viak tuloha rozfesi velmi snadno.
Zvolime 1 m za jednotku délky, 1 m? za jednotku plo$nou. Je-li strana ¢tverce
rovna x m, jsou obsahy ¢tverce a obdélnika vyjadieny &isly x2, (x 4 5)(x —- 4).
Miéme tedy rovnici (x + 5)(x — 4) = x* a snadno vypolteme, Ze x = 20,
Tedy strana ¢tverce je rovna 20 m.

Redeni jednoduchych rovnic spo¢ivdi na znimych zdkonech platnych
pro zéakladni pocetni vykony. U prvni z naSich rovnic 5x + 4x = 27 uvedeme
5x + 4x pomoci distributivniho zékona na tvar (5 + 4)x neboli 9x a méme
novou rovnici 9x = 27, k jejimuZ feSeni potfebujeme pouze védéti, Ze neznimy
Cinitel soudinu se najde délenim. U druhé z naSich rovnic (x + 5)(x — 4) == «*
uvedeme (x + 5)(x — 4) pomoci distributivniho zdkona na tvar x% 4 x — 20
a mdme novou rovnici

x% 4 x — 20 = x2. (0]
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Uprava rovnice (1) se providi podle pravidla, Ze kaZdy &len rovnice miZeme
pfevésti na druhou stranu se zménou znameni. Odivodnéte toto pravidlo
na zikladé pravidel pro s¢itdni relativnich &isel. Pfevedeme-li v (1) ¢len x®
‘nalevo a ¢len — 20 napravo, dostaneme

x? 4 x — x% = 20.

Levd strana je rovna x® — x? + x podle komutativniho zdkona scitdni, tedy
je rovna 0 + x neboli x, takZe dostdvdme feSeni x = 20.

Roziesime jesté Glohu: Ze dvou kovi, jejichZz mérné vihy jsou
5, glem® a s, glem® (s; < s5,), je utvorena slitina o mérné véaze s g/em?d,
Kolik procent (co do vihy) kazdého kovu slitina obsahuje?

Obsahuje-li slitina x9, prvniho kovu, znameni to, Ze ve 100 g slitiny
je x g prvniho kovu. Oznatme pro okamZik pismenem y, kolik g druhého
‘kovu obsahuje 100 g slitiny, t. j. kolik 9, druhého kovu slitina obsahuje.
Soucet &isel x a y &ini pravé 100, proto plati rovnice

x 4y = 100. @)

1 cm?® prvniho kovu véZf s; g, x g matedy ob)em cm-"’ 1 cm® druhého kovu

vai s, 8,y g mi objem'z—’ cm3; 1 cmd slmny vazx s g 100 g mi objem

2
e cm?, pfi ¢emZ objem slitiny je roven soudtu objemii obou souddsti.

To vede k rovnici

x4,y 1o ©)

58 S

'Z rovnice (2) plyne

¥ =100 — x, 0))
coz dosazeno do (3) dava
x + 100—x _ 10_0
31 32 S
Odtud vypolteme
— 51(32 s)
x =100, =5 (5)
a déle podle (4) c—s)
—100, S 6
R cr ©
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Cisla s, s, 5, j -1 podle smyslu tlohy kladn4 &isla. Aby vypoétené feSeni
mélo vyznam, musi wx¢ oba nalezené vysledky (5), (6) byti kladné. Ponévad:.
pfedpoklddime, Ze s; < 55, jsou oba jmenovatelé ve vyrazech (5), (6) kladni
¢isla; musi tedy také Citatelé byt kladni, t. j. musi platit

$<< 8 § > 5 (7)

t. j. Cislo s musi byti voleno co do velikosti mezi obéma &isly s;, s».
Je-li tomu tak, potom z druhé nerovnosti (7) plyne

$Sg => 51525
Ssz - SSl > 5152 - .('3‘1,
31(52___)_ <1,
s(sy — 8y)
51(52 5)

takZe x = 100.
-‘(52 — §1)

< 100 a oviem x > 0. Podobné z prvé nerovnosti

(7) plyne
—H< s

— 515, < — 5
SS - 3152 < SS.I - SSl,

32(3 31)

s(ss — sl)

takZe také y = 100. .?((s Sl)) < 100 aoviem y > 0. Vyrazy (5), (6) tedy
2 1

skute¢né udivaji, kolik procent kaZzdého kovu slitina obsahuje.

Cvideni.

228, Pfevratim-li pofidek é&islic ve dvojciferném ¢&isle, dostanu &islo o 1 men$i ne?
dvojnisobek puvodniho &isla. Druhd &islice je o 4 vétSi neZ prvni. Které je to
&islo?

229, JestliZe jedno ze dvou neznidmych ¢&isel zvét$im o 5, dostanu &fslo, které je tfikrat
vétsi nez druhé Cislo; jestliZe viak druhé &islo zmen$im o 7, dostanu ¢&islo, které je
&tyfikrat mensi neZ prvni Cislo. Kterd jsou to ¢&isla?

230. Dvé kapaliny maji mérné vahy 1,2 g/cm3 a 0,9 g/cm3. Kolik které musime smisiti,
abychom dostali 100 cm3 smési 0 mérné vize 1 g/cm3?

231, Za 5 kg hrachu a 3 kg krup bylo zaplaceno 136 Ké&s; za 4 kg hrachu a 5 kg krup
bylo zaplaceno 140 Ké&s. Kolik stoji 1 kg hrachu a 1 kg krup?
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4232,

w233,

235,
236

244,

Urtitou vzdilenost projedejeden viak:iz ¢ udin 25 minut a druhy vlak za 7 hodin.
Prvy vlak urazi za kazdou hodinu o Z !m vice reZ druhy. Kolik km ujede kazdy
vlak za 1 hodinu? Jaki je to vzdilenost?

Projede-li vlak 1 km za 2% min., dojeds do cflové stanice o § hodiny pozddji,
neZ je v jizdnim faddu. Projede-li viak 1 km za 2 minuty, dojede do cilové stanice
o 2 hodiny dfive, neZ je v jizdnim fidu. Najdéte vzdilenost obou stanic a dobu,
za kterou mé vlak tuto vzdilenost projeti.

Po dvou rovnobéZnych kolejich jedou tymZ smérem dva vlaky: rychlik 105 m dlouhy
rychlosti 57 km/hod a osobni vlak 75 m dlouhy rychlosti 39 km/hod. a) Jak dlouho
trvd, neZ kazdy vlak mine pozorovatele sediciho ve druhém vlaku? b) Jak dlouhi
doba uplyne od okamziku, v némZ sc stietne lokomotiva rychliku s poslednim
vozem osobniho vlaku, do okamZiku, v némZ posledni vz rychliku pfedjede
lokcmotivu osobniho vlaku?

Pfedchazejici cviteni feSte pro pfipad, Ze oba vlaky jedou proti sob&,

a) Najdéte &itatele zlomki N tak, aby pro kazdé x soulet obou
x+1" x—1 1

4x + 2
zlomkd byl + . b) Podobné rozloite zlomek ———————— v souet dvou
x2 -1 (x+ )(x+2)
zlomkl s jmenovateli x +1 a x + 2. )
Cislo a rozlote na tii stitance tak, aby prvy byl o 5 v&t$i ne¥ druhy a tfikrit mensi
nez tfeti.

Cislo 15 rozloZte na dva siitance tak, aby prvy stitanec déleny &islem a dival
podil o 3 vétsi neZz druhy stitanec déleny Cislem b, M4 uloha vidy feSeni?

Ve vyrazu y = Ax + B ustanovte &isla 4 a B tak, aby pro x =a bylo y = b
a pro x = a’ bylo y = ¥’; pfi tom je a#a’.
Chci vyplatit 100 K&s v pétikcrunich a desetikorunich tak, aby celkovy pocet

stitovek byl n. Kolik jich bude od kaZdého druhu? Jak tieba voliti &islo 72, aby
uloha méla feSeni?

Obvod obdélnika je 25 m; zvét§ime-li jeden jeho rozmér o 5 m a druhy rozmér
03 m, zvétsf se obsah o 195 m2 Jaké jsou rozméry obdélnika? Pro ktera s mi
tloha feleni?

Za nékolik metrti sukna bylo zaplaceno @ K&s. Kdyty ho bylo o 2 m vice, stélo
by & K&s. Kolik m bylo koupeno a co stil 1 m? Jak tieba voliti &isla a, b, aby tloha
méla smysl?

Maim dvé kapaliny o mérnych vahich s, g/em3 a s, g/cm3. Smisfm jich stejni
mnoistvi a) co do objemu, b) co do vihy. Jakou mérnou vihu m4 smés?

Chceme dostati » kg smési po b Ké&s za 1 kg ze dvou druhii zboZi, ktera stoji p K&s
a g K& za 1 kg (p > g). Kolik kg z ka%dého druhu je tfeba vzit? Kdy mi
uloha feSeni?



245. Mim dva druhy zboZi. Vezmu-li ¢ kg jednoho druhu a b kg druhého druhu,
dostanu smés v cené m Ké&s za 1 kg. Vezmu-li b kg prvého druhu a a kg druhého
druhu, dostanu smés v cené n K¢&s za 1 kg. Kolik K¢&s stoji 1 kg kazdého zbozi?
Jak tieba voliti &isla a, b, m, n, aby tUloha méla smysl?

2. Pojem Fkvadratické rovnice.

Nejcastéji se vyskytuji rovnice tvaru
V) = V), ¢

kde ob¢ strany jsou vyrazy utvofené ze znidmych Cisel a z neznamého disla x
sCitdnim a nasobenim (nebo také odc¢itdnim, ale od¢itini miZeme po zavedeni
relativnich ¢isel nahradit s¢itinim). Takové vyrazy, jak je vdm zndmo, se
jmenuji mnohocleny. Prevedenim viech clent s pravé strany na levou
dostaneme z (1) rovnici tvaru

Vix) — Vyx) =0, @

kde na pravé strané je nula. Pfechod od tvaru (1) ke tvaru (2) se jmenuje
anulovani rovnice; fikime také, Ze (2) je anulovany tvar rovnice (1)
Vyraz V(x) -- V,(x) je, jak je vim zndmo, zase mnoho¢len a proto rovnice (2)
zni takto: _

a,x" +a, x4+ L dax g, =0, 3

kde # je pfirozené ¢isloa ay, ay, . . . , @, jsou zndmad Cisla, kterd se jmenuji
koeficienty (Cesky soucinitelé) rovnice (3). Jsou-li viecky koeficienty
rovné nule, dostaneme identitu, které vyhovuje kazdé Cislo x vibec. Jsou-li
viecky koeficienty rovné nule aZ na kocficient ag, kterému se fikd prosty Clen
rovnice (3), nemé rovnice zidny kofen. Tyto dva pfipady nechdme stranou.
Potom muZeme piedpoklidati, Ze koeficient a,, kterému se fikd nejvyssi
koeficient rovnice (3), je rozdilny od nuly. Potom fikime, Ze (3) je algebraicki
rovnice n-tého stupné. Pro » =1 mdme rovnici prvniho stupné neboli
linedrni rovnici -
ax + ay =0, @

pro n =2 mdme rovnici druhého stupné neboli kvadratickou rovaia
ay,x* + ay;x + a5 = 0. )

O linedrni rovnici (4) vime, Ze mé jediny kofen,

78



Kvadratickou rovnici (5) se teprv naulime reSit. Mnohé ulohy se fesi kvadra-
tickou rovnici. Takové tlohy se obycejné tézko fes$i pfimym usudkem bez
rovnic. Je proto nauka o kvadratickfrch rovnicich velmi dtlezitd. ProtoZe
v (5) je ay 7% 0, mlZeme poloZiti

)
— =p, —
a az

=49

a uvésti kvadratickou rovnici (5) na tvar
x4 px+g=0, 6

jehoZ nejvy3si koeficient je roven jedné a ktery se jmenuje normdlni tvar
kvadratické rovnice. Kazdy z koeficientd p, ¢ miZe byti kladny nebo zaporny
nebo rovny nule. Dokud nebyla vieobecné uzndvana zdpornd ¢isla, rozeznavaly
se razné druhy kvadratickych rovnic:

=px+gq x®+px=¢q, x4 q=7px

coz bylo velmi nepohodlné. Tvar (6) s kladnymi p, ¢ se neprobiral vibec,
protoZe se hledaly pouze kladné kofeny a rovnice (6) pfi kladnych p, ¢ zfejmé
‘nemiZe miti Z4dny kladny kofen.

V tomto ¢linku si probereme ty velmi jednoduché pfipady, v nichZ
. néktery z obou koeficienti p, ¢ rovnice (6) je roven nule. Jsou-li oba koefi-
cienty rovny nule, rovnice (6) zni x> = 0 a zfejm¢é m4 jediny kofen x = 0.
Budiz dile ¢ =0, ale p 7 0. Rovnice (6) zni x* + px = 0 neboli

x(x +p) = 0. Q]

-Soutin na levé strané v (7) je roven nule, je-li néktery Cinitel roven nule;
obricené, je-li souCin roven nule, je aspoii jeden Cinitel rovny nule. Tedy
rovnici (7) lze vyhovéti dvéma zplsoby: piedné tak, Ze x = 0, za druhé tak,
ze x +p =0 neboli x = — p.

BudiZ posléze v rovnici (6) p = 0. Dostanemet Zv. ryze kvadratxckou
rovnici x% 4+ ¢ = 0 neboli

R=a | ' ®)

kde @ = — ¢. Rekli jsme uZ, Ze pro ¢ = 0 m4 rovnice (8) jediné fedeni x = 0.

79



Pro kladné a md rovnice (8) dvé feSeni: kladné feSeni x = V_a' a zdporné
fefeni x = — |/'a. Pro zéporné a nemd rovnice (8) Zadné feSeni. Pro¢?
Pozorujeme, Ze kdyZz néktery z obou koeficientd p, ¢ v rovnici (6) je
roven nule, mi rovnice (6) budto dva kofeny nebo jediny kofen nebo Zidny
kofen. Déle pozorujeme, Ze i kdyZ koeficienty jsou Cisla raciondlni, mohou
kofeny byti irraciondlni; tak tomu je na pf. u rovnice x> — 2 = 0. V dalSich
¢lancich shledame, Ze vysledky nalich pozorovini jsou spravaé, i kdyz Zidny
z koeficienti p, ¢ neni roven nule.
Cvileni.
246. Dokazte: a) Kaidé &islo r, které je kofenem rovnice ax? + bx + ¢ = 0, je také
kofenem rovnice k(ax® + bx + ¢) = 0, kde k je libovolné &islo. b) Obricend

kazdé &islo r, které je kofenem rovnice k(ax? + bx + ¢) = 0, kde & 7% 0, je také
kofenem rovnice ax? + bx + ¢ = 0.

247. DokaZte: Ma-li rovnice ax? + bx + ¢ = 0, kde a # 0, kladny kofen, je aspon
jedno z &isel a, b, ¢ kladné a asponi jedno ziporné.

248. Dokazte: M4-li rovnice ax? + bx 4+ ¢ = 0 kofen r =0, je ¢ = 0.

249, DokaZte: Ma-li rovnice ax® + bx + ¢ = 0 dva kofeny stejné absolutni hodnoty
a opaénych znameni, je b = 0.

250. DokaZte: M4-li rovnice ax? 4+ bx + ¢ = 0 tfi navzijem ruzné kofeny r, s, ¢,
jea=0,b=0,c=0.

251. Naleznéte kofeny rovnic: a) x2 — 5x = 0; b) x? + 3,7x = 0; ¢) 3x* = 10x;
d) (x4 3)x—2)=@x—3)3Bx+2); ¢ x+3N+(x+D=(x+5)3}

f 14+ x )x—2+x—3 a1,
* x—1 x—l’g x—3 x—2 ‘6’
x x—1 1
h) = .
x—1 x x(x — 1)

252, Téleso bylo vrZeno svisle vzhiru politetni rychlosti 50 m/vtef. Za jak dlouho
dopadne zpét na zem, je-li vy$ka t€lesa (v m) nad zemi vyjidiena vzorcem s = ¢z —
— 3 g% kde ¢ (v m/vtef) je po&iteni rychlost, ¢ ¢as (ve vtefindch) a g == 9,81.

253, Urgete a tak, aby dani rovnice méla jeden kofen rovny nule a stanovte jeji druhy
kofen:a)2ax* — 7@+ 1)x4+a—1=0;b)(a— 1)x*—(@—2)x + a(a — 3)=0.

254. Naleznéte kofeny rovnic: a) 4x® = 9; b) 3x* — 2 =0;5c¢) (x + 2)* + (x — 2)* =

x 3
=40; d) @x—3)Cx+2)+ (2x+3)(3x—2)=0; ¢) + = 2-};;
x+3 x-—3
x+1 x-—1 x—2 x—1 1
f —6‘ — . — .
o Sl -2 G-Dx-2)°
h)x-i—2 x—2 32

x—2—x+2= (2 -4
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255. Urlets a) x, b) y tak, aby rovnice 4x2 + 16xy + 25y% + 4x + 8y — 8 = 0 s¢ stala
ryze kvadratickou, a potom tuto rovnici feste.

3. Kvadratickd rovnice se zndmymi koieny.

s wr

Zvolme si dvé libovoln4 &isla r, s. Snadno sestavime kvadratickou rovnici,
jejimiz kofeny jsou dana Cisla r, s. Je to rovnice

(x—7r(@x—1s5=0. (n

Pro¢ jsou &isla r, s kofeny rovnice (1)? Pro¢ nemd rovnice (1) Zidny jiny
kofen?
Na tvar (1) maZeme upravit kvadratickou rovnici v norméilnim tvaru

x2+px4+g=0, (@)
jestlize je
rts=—prs=q ©)
Tedy: Jestlize plati vztahy (3), potom kvadratickd rovnice (2)
méd dva kofeny: x=r, x==.

Pfi tom jsme méli na mysli predevSim ten pfipad, Ze je r 5% s. Ale nage
tvaha je spravnd i pro pfipad r = s. V tomto pfipadé mé rovnice (2) jediny
kofen x = r. Na pf. rovnice (x — 3)®> = 0 neboli x> — 6x + 9 =: 0 m4 jediny
kofen x = 3. Jest p = — 6, ¢ = 9 a vztahy (3) plati pro r =3, s = 3.

Kvadratickd rovnice nemusi miti viibec Zidny kofen; piikladem je ryze
kvadratickd rovnice x2 + ¢ = 0 s libovolnym kladnym g¢. Jestlize viak kvadra-
tickd rovnice (2) ma kofen, ma budto pfesné dva kofeny nebo jediny kofen.
PresvédCime se o tom takto: Vyjdéme od libovolné kvadratické rovnice v nor-
malnim tvaru (2) a pfedpoklidejme, Ze se nim podafilo néjakym zpiisobem
urlit kofen x = r této rovnice. JelikoZz &slo r je kofenem rovnice (2), jest
™ + pr + g = 0 neboli

g=—1(r+p). ©)

Nyni uréeme &islo s z podminky
r+s=—p; ’ ©)

“je jediné takové &islo, totiZ &islo
s=—(r+p) (©)
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Aviak ze (4) a (6) plyne

g=rs. @)
Podle (5) a (7) plati oba vztahy (3); vime, Ze z toho plyne, Ze rovnice (2) md
koteny x = r, x = s a zadny jiny kofen. JestliZe s 5= r, ma rovnice (2) pfesné
dva kofeny, jestlize viak s = r, mé rovnice (2) jediny kofen, ktery se jmenuje

dvojny (dvojnisobny) ko¥en rovnice (2).

Piiklad 1. V rovnici

x2+5x4+4¢=0 ()]
uréeme ¢ tak, aby rovnice méla kofen x = 3. Dosazenim hodnoty x =3
do rovnice (8) najdeme snadno ¢ = — 24, takZe rovnice zni

x2 +5x — 24 =0. O]

Ve vztahu (5) je v naSem pfipadé r = 3, p = 5, takZe s = — 8. Tedy rovnice (9)
ma dva kofeny x =3, x = — 8.
Priklad 2. V rovnici
x24+px+16=0

uréime p tak, aby rovnice méla kofen r = — 4. Snadno zjistime, Ze musi
byti p = 8, takze rovnice zni

x2+8x 416 =0. (10)
Ze vztahu (5) vypolteme s == — 4. Tedy rovnice (10) méa dvojny kofenr = — 4.

Cviéeni.

256. Doka’te vétu: M4-li rovnice x2 4 px + ¢ = 0 dva kofeny kladné, je ¢ > 0,
p < 0; ma-li dva kofeny zdporné, je ¢ > 0, p > 0; ma-li dva kofeny ruznych
znameni, je ¢ < 0.

257. Mi-li kvadratickd rovnice s raciondlnimi koeficienty dvojny kofen, je ten kofen
racionalni. DokaZte.

258. Ma-li kvadratickd rovnice s raciondlnimi koeficienty jeden kofen irracionalni,
ma také druhy kofen irracionalni a oba ty kofeny jsou navzijem ruzné. Dokazte.

259, Ma-li kvadratickd rovnice x? 4+ px + ¢ = 0 dvojny kofen r, dokaZte Zea) r = ——%;
b) |r|=)gs¢) p*—49=0.
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260. JestliZe v rovnici »% + px 4 ¢ = 0 plati p2 — 4¢ = 0, ma rovnice dvojny kofen.
Dokazte.

261. Mi-li rovnice x2 4 px + g = 0 dva kofeny r s, je p® — 49 > 0. DckaZte.

262. Rovaice x® + px + ¢ = 0 m4 dva kofeny. Ur&ete vztah, ktery musi platit mezi
soutiniteli p a ¢, ma-li jeden z téchto kofent byti a) o n, b) n-krat vétsi nez druhy.

263, Jestlize rovnice x2 + px 4+ ¢ = 0, v niZ je p # 1, méa dva kofeny, z nichZ jeden je
druhou mocninou druhého, pak p3 — 3pg + g + ¢* = 0. Dokaite.

264, Jsou-li r, s kofeny rovnice x? + px + g = 0, vyjddfete pomoci p a g vyrazy:

1 1 r s

DE+DE+D; D+t Ori+sd ) —+—5 0 —+—.

265. Sestavte kvadratickou rovnici, jejiz kofeny jsou: a) 5a 8; b) — 2a 3;¢c) 1,2a—1,3;
d —2a—¢;e02+)5a2—)5; f) —1+})2a—-1-—J)2.

- 266. Jsou-li r, s kofeny rovnice x? + px -+ g = 0, sestavte rovnici, kterdi méd kofeny
a) —ra—s; b)r —nas—mn, kde nje dané Cislo; c) rn asn,kdenje dané &islo;
d) -l—a -1-; e)r2as? f)rPasd g -—r--a-s-.
r s s r
267. Je ddna kvadraticka rovnice a jeden jeji kofen r, stanovte druhy kofen v pfipadech:
| a)x?—Tx —30=0,r=10; b) x2 + 5x — 2346 = 0, r = — 513 C) x* — 2x —
—3=0,r=1+4+)2;d) **—-4x+1=0,r=2—]3.

- 268. Urgete ¢ tak, aby rovnice x® — 6x + ¢ = 0 méla dany kofen r. Jaky je druhy

kofen v pfipadech: a) r = 7;b) r= — 5;¢) r=3;d) r =3 + 2)/5?
269. Ur&ete p tak, aby rovnice x2 + px + 36 = 0 méla dany kofen r. Jaky je druhy
kofen v ptipadech: a) r=12;b) r=—3;¢) r=—6;d) r=7— JI3?

270. M4a-li rovnice x2 4 px + ¢ = 0 kofeny r, s, potom je
2+ px+g=(x—1r)(x—3)
pro kazdé x. DokaZte. Jak je tomu, ma-li dan rovnice dvojny kofen r? (Rozklad
kvadratického trojélenu x% + px + ¢ v soudin dvou lineirnich dvojélent.)
271, Ma-li rovnice ax® 4+ bx + ¢ = 0 kofeny r, s, potom je
ax® 4+ bx + ¢ = alx — r)(x — 5)
pro kaZzdé x. DokaZte. Jak je tomu, mé-li dani rovnice dvojny kofen r?

272, M4-li rovnice x2 4 px + ¢ = 0 kofeny r a s a rovnice x% + p’x + ¢’ = 0 kofeny

. r—r s—1r .
r’ a s’y které vyhovuji vztahu = — 7 potom je pp’ = 29 + 2¢’.

Dokazte. r—s -
273, Maji-li rovnice x*+px+g=0 2 x24 p'x 4 ¢’ =0 spoletny kofen r, je
9—q

’

a(g—g7+ (@ — pXpg’ — p’9) = 0. Dokaite.

r =
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4. Celé koieny kvadratické rovnice.
Kvadratickd rovnice s racionilnimi koeficienty p, ¢
*+px+g=0 ¢))

nemusi miti viibec Zddny kofen (pfiklad: x2 4 1 = 0) nebo méZe miti dva
irraciondlni kofeny (piiklad: x* — 3 = 0). JestliZe v3ak rovnice (1) m4 kofen
x =r, vime ze ¢ldnku 3, Ze md je§té kofen s = — (r + p); jestliZe kofen r
i koeficient p jsou Cisla raciondlni, je také kofen s racionilni a rovné? koeficient
g je raciondlni, nebot vime, Ze ¢ = rs. MiZe se oviem stiti, Ze s =1, t. j, Ze
kofen r je dvojny.

JestliZe kofeny rovnice (1) jsou celd &isla r, s, pak ze znimych vztaht

r+s=—p, rs=gq . @

plyne, Ze také koeficienty jsou ¢isla celd. Pfi tom nevyluujeme piipad r =s
dvojného kofenu r.

Jestlize kofeny rovnice (1) s celymi koeficienty p, g jsou celd &isla r, s,
mizZeme tyto kofeny snadno uréit zkusmo na zikladé vztaht (2). Pfi tom
mizZeme vyloudit piipad ¢ =0 probrany uz ve Clinku 2. Podle druhého
ze vztahu (2) je lal = 17| - 1sl; - |
kde v3ccka tii &sla |g| (toto &islo znime), [r|, |s| (tato &sla hledime) jsou
pfirozena C&isla. Abychom urdili kofeny r, s, rozloZime pfedeviim pfirozené
&islo |g| viemi moZnymi zpisoby na soudin |r|.|s| dvou pfirozenych &sel;
to umime uZ ze stiedni $koly provésti na zdklad& rozkladu &sla |g| na prvo-
&initele. Obygejné &islo |g| neni pfili§ veliké a miZeme vSecky rozklady prosté
uhodnouti. Dalsi postup si objasnime na prikladé.

Priklad. U rovnice
24px—24=0 3

vyjdeme od rozkladi 24=1.24=2.12=3.8=4.6,

takZe mime pouze Ctyfi- moZnosti

+r=1, +4s=24; _;hr=2, +s5s=12; @)
+r=3 S4s=38; +r=4, 4s5=06.

ProtoZe &islo rs = ¢ neboli s = — 24 je zdporné, musi z &sel r, s byti jedno
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kladné a druhé zdporné. Je-li na pf. p = — 5, potom vztahy (2) znéji

r4+s=5, rs = —24
a snadno zjistime, Ze jim vyhovuje jedind z moZnosti (4), totiz r = — 3, s = 8.
Tedy rovnice A — 5 —24—=0
ma kofeny r = — 3, s=8. Podobné zjistime na pf., Ze rovnice -
x4 10x—24=0
mi kofeny r =2, s= — 12. Jinak je tomu s rovnici
x2 4 14x —24=0; 3)
zde Z4dn4 z moZnosti (4) nevyhovuje vziahu r + s = — 14. (MoZnost r = — 2,

s=—12 by dala s =24 a tedy &isla r = — 2, s = — 12 nejsou kofeny
rovanice (5), nybrz to jsou kofeny rovmice x? 4 14x - 24 = 0.) Proto rov-
nice (5) nem4a za kofen Zidné celé d&islo.

Nasnadé& je otdzka, zdali rovnice (1) s celymi koeficienty p, ¢ miZe mit
za kofen raciondlni ¢islo, které neni celé. Odpovéd je zéporni. Predpoklidejme,
Ze rovnice (1) s celymi koeficienty p, ¢ m4 kofen tvaru

m
x=:t';’ (6)

kde m, n jsou dvé nesoudélnd pfirozend Cisla a jmenovatel 7 je v&t$i nez 1.
Snadno shled4dme, Ze je to nemoZné. Dosazenim kofenu (6) do rovnice (1)
dostaneme 2

m m
—xp. ™ +4¢=0

2
a po upravé m? = — nlgn - pm). 0
ProtoZe Cisla m?, n jsou kladnd, muZeme (7) pfepsati ve tvaru

m? =n|qn + pm|. (8)

ProtoZe pfirozené &islo n je vétSi neZ 1, je délitelné né&jakym prvocislem &.
Vztah (8) ukazuje, Ze prvodislem k je délitelné také &islo 72 a tudiZ také ¢islo m.
Tedy nesoudélnd pfirozend &isla m, n jsou obé délitelnd tymZ prvolislem k.
To je oviem nemoZné.

Tedy na pi. rovnice (5) nemiZe miti za kofen Zidné raciondlni &slo.

PoloZime-li re= 'V 73 — 1, § = — (l/ .7_3 + 7), (9)
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vypolteme snadno, Ze pro p = 14, ¢ = — 24 &isla (9) vyhovuji vztahim (2).
Tedy rovnice (5) ma dva irraciondlni kofeny (9). Jak se hledaji irraciondlni
kofeny kvadratické rovnice, poznidme v nésledujicim Elanku.
Cviteni.
274. Jestlize v rovnici 2 4 £x + g = 0 jsou ob& &isla p, ¢ lichd, rovnice nemi celo-
Ciselny kofen. Dokaite.

275. Ma4-li rovnice ax? + bx + ¢ = 0 dva navzijem rizné celodiselné kofeny r a s,
je b = ka, ¢ = ha, kde &, h jsou vhodni &isla celd. DokaZte.

276. Ma-li rovnice x% + px + g = 0 celotiselné kofeny, je p?2 — 4¢ druhou mocninou
celého &isla. Dokazte.

277. Ureete kofeny rovnic:a)x®2 — 5x + 6 = 0;b)x® + 5x + 6 = 0;¢)x2 — 5x — 6=
=0;d)x®>—13x +30 =0; e)x2 + 13x—30=0; f)x2 — 10x+9=0; g) x2+
+4x — 21 =0;h) x2 — 3x — 40 = 0; i) x2 — x — 30 = 0;j) x2 — 20x + 96 =
=0,

278. Rozlozte v soulin linedrnich dvojélenti: a) x2 + 6x + 8; b) x® — 5x + 4;¢) x? +
+ 4x — 125 d) x2 — 3x — 18; ¢) x? — 4x — 45; f) x? — 23x + 120.

2x+5 x+5 1 1

R+3x+2 x2+x—2; ®) —3x+2 a—4x+3

1 x4+ x—6 x2—x—6
x2—5x+6; ° x2.+x— 12 x—x—12 "
280. Ma-li rovnice ax? + bx + ¢ =0, kde a, b, ¢ jsou &isla celd a @ 0, raciondlni kofen

279. Vypottéte: a) +

m
v zakladnim tvaru r = —, je &islo |c| ndsobkem &isla || a &islo |e| ndsobkem &isla ||,
Dokate. "

281. Ma-li rovnice ax? + bx + ¢ = 0, kde a, b, ¢ jsou &sla celsd a a # 0, racionln
kofen r, ma rovnice ¥% + by + ac = 0 celotiselny kofen ar. DokaZte. — (Navod:
Danou rovnici ndsobte ¢islem a.)

282, Podle cvigeni 281 stanovte kofeny rovnic: a) 2x2 —3x — 2 = 0;b) 6x2 — 7x - 2 =
=0;¢c) x2—9x—4=0;d) 4x2—x—5=0.

283. Rozloite v soulin linedrnich &initeld: a) 3x® — 5x + 2; b) 3x% + 5x — 25
C) 4x® — 4x — 3; d) 6x2 + 13x 4 6.

.

5. ReSeni kvadratické rovnice doplnénim na Etverec.
Jsou-li n, d dand Cisla, pak rovnice
(x+n?=d o

je kvadratickd rovnice. PovaZujeme-li za neznimou x + », je rovnice (1)
ryze kvadratickd. O fedeni ryze kvadratické rovnice jsme jiz mluvili ve ¢linku 2
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Snadno usoudime: (1) je-li d <0, nemd rovnice (1) Zidny kofen;
(2) je-li d = 0, mé rovnice (1) dvojny kofen x = — n; (3) je-li d > 0,
mi rovnice (1) dva kofeny:

r=—n+|d, s=-—n-Jd. )

yeyr

Nejdualezitéjsi je pfipad, Ze &isla m, d jsou raciondlni. Je-li d > 0, mohou
kofeny (2) byti raciondlni nebo irraciondlni. ZaleZi na tom, zda je raciondlni
& irraciondlni &slo I/E . O tom dovedeme rozhodnouti podle ¢&ldnku 6 kapi-
toly V; v pfipadé irraciondlnim uvddime zpravidla }/d na zékladni tvar (zase
podle ¢linku 7 téZe kapitoly).

Rovnici (1) miZeme uvésti na tvar

242nx+nt—d=0, 3)
t. j. na normilni tvar _

2+px4g=0, ©)
ve kterém je '

P =2n, qg=n*—d. ®)

Obricené, mdme-li feSit kvadratickou rovnici v normilnim tvaru (4),
sta¢i urdit &isla n, d ze vztahd (5). Rovnice (4) prejde tim na tvar (1), ktery
dovedeme fesit, t. j. dovedeme rozhodnout, zda kofeny existuji & ne, a existu-
ji-li kofeny, dovedeme je uréit. Tato methoda vede k cili pfi kazdé kvadratické
rovnici, nebot vztahtim (5) vyhovuji ¢isla

n=12>-, d=n*—gq.

Jak se pfi tom prakticky postupuje, vyloZime si na pfikladech. Je tfeba si
pouze pamatovat, Ze

n % (6)

I

Danou rovnici neuviddime na normilni tvar (4), nybrZ radéji na tvar

x4 px=t, M

kde tedy ¢ = — ¢. Ze (6) urlime n a napiSeme rovnici (1), ve které n znime
a d uréime porovninim s rovnici (7).
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Pfiklad 1.

— 10x == 56. 8
Podle (6) je # = — 5, tedy rovnici (8) uvedeme na tvar
(x — 52 =d,

kde je tieba uréit d. JelikoZ (x — 5)> = x* — 10x 4 25, porovnini s (8) d4,
%e d = 56 4+ 25, takZe rovnice nabude tvaru

(x — 5) = 8l. ©)

Jeito Vﬁ =9, plyne z (9), Ze x — 5 = £ 9. Tedy dand rovnice m4 kofeny
r = 14, s = — 4. Od tvaru (8) jsme presli ke tvaru (9) tim, Ze jsme na obou
stranich pfictli takové Cislo, aby se leva strana stala druhou mocninou neboli
&vercem vyrazu tvaru (x + n)%. Proto se této methodé feSeni kvadratické
rovnice fiki doplnéni na ctverec. V jednoduchych pfipadech poznime
zpaméti, které &islo je tfeba pficist na obou stranich rovnice (7), aby levd
strana byla doplnéna na &tverec.

Pfiklad 2 %2452 4+ 7=0. Zde jest n = 5 5a doplnéni na &tverec di
(x+ 2)2 = — 2, kde pravé strana je ziporn. Tedy dani rovnice nem4 Zidné
feseni.

Ptiklad 3. (4x — 9)? 4+ (3x + 2)? = 97. Postupnymi Gpravami najdeme

16x2 — 72x 4 81 + 9x% 4 12x + 4 = 97,
25x% — 60x = 12,

2 _ 12 12

G S
2 .

(x— g =33

tedy

Odmocninu |/%% uvedeme na zikladni tvar §)/3 a mime vysledek, Ze dand
rovnice mé irraciondlni kofeny

r =33 +2|/3), s = 33 — 2]3).
Podle tabulek je

r==2,5856, s==— 0,1856. (10)
Piesvédite se, s iakou presnosti vyhovuji pfiblizné hodnoty (10) kofend r, s
vztahim r + s = =% = 2,4; rs»-——.‘,—_,;==—048'
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Cvideni.,

284. Doplnénim na &tverec felte rovnice: a) x2 — 6x 4 5 = 0; b) x2 — 6x 4+ 9 = 0;
C) x? —x=142; d) x2 —5x=84; ) 23 —2x—1=0; f) 2*+5x—5=0;
g) 2x* — x — 1 = 0; h) 3x* — 32x + 20 = 0; i) 9x* — 30x + 25 = 0; j) 8x* 4
+ 38x + 35 = 0.
285, Upravte a feSte doplnénim na &tverec: a) (3x — 2)(2x — 3) = 1; b) (3x + 5)* +
+3x+52=37; c) x4+ 1DNBx—2)=Ux—1)x—2); d) (x + 2)x +
F e D= D F I =050 o T ) —
* * >x+2 x—2 8° 1+x 1-—x
1 1 1 1 x+2 2x—1

=0; h = .
g)::c-!—1-'_2:c-l-lﬂ*-x’—l»-x_‘_Zx”-i-x )x+3 3x+1

236. Jak ti'eba voliti ¢, aby rovnice x? — 7x + ¢ = 0 mé&la a) dva kofeny; b) dvojny
kofen; ¢) neméla feSeni?

287. Jak tfeba voliti b, aby rovnice 2x? + bx + 24 = 0 méla a) dva kofeny; b) dvojny
kofen; c) neméla fefeni.

288. Jak tieba voliti @, aby rovnice ax? + 3x — 4 = 0 méla a) dva kofeny; b) dvojny
kofen; c) neméla feSeni.

=13

289. Je mozZno urdit znameni &isla g tak, aby rovnice x? + px + ¢ = 0 méla aspoi
jeden kofen bez ohledu na to, jaké znameni m4 &islo p?

290. Je-li v kvadratické rovnici x2 + px + g = 0 vyraz p? — 49 > 0, m4 rovnice dva
kofeny; je-li p® — 49 = 0, m4 rovnice dvojny kofen; je-li p? — 49 < 0, nem4
rovnice 24dny kofen. DokaZte.

261, Je-li v kvadratické rovnici ax? + bx + ¢ = 0 vyraz b3 — 4ac > 0, mi rovnice
dva kofeny; je-li b2 — 4ac = 0, ma rovnice dvojny koifen; je-li % — 4ac <0,
nema4 rovnice Z4dny kofen. DokaZte.

6. Resent Rvadratické rovnice vzorcem.

V jednoduchych pifipadech feSime kvadratickou rovnici doplnénim na
iverec. Ale ve sloZitéj§ich pfipadech je vyhodnéj§i uZiti vzorce, ktery da
nardz kofeny, jestliZe existuji, a dovoli nardz rozhodnout o existenci reSeni.

Pri odvozeni vzorce vyjdeme od t. zv. obecného tvaru kvadratické rovnice

ax? +bx +c¢=0. ¢))
Normélni tvar x2+px+4g=0
je zvla$tni pfipad obecného tvaru (1), ve kterém nejvys3i koeficient a je roven
jedné. Od obecného tvaru (1) pfejdeme k normilnimu tvaru, poloZime-li
b c

p=2 =73

89



Jestlize koeficienty normdlniho tvaru jsou raciondlni Cisla, kterd nejsou celd,
miiZzeme obecny tvar (1) volit tak, aby jeho koeficienty a, b, ¢ byly celymi Cisly.
V tom je vyhoda obecného tvaru.

Koeficienty a, b, ¢ obecného tvaru kvadratické rovnice jsou libovolni
dand &sla aZ na to, Ze musi byt

a=+0, (2)
nebot jinak by (1) vibec nebyla kvadratickd rovnice. Abychom dospéli ke
vzorci pro fefeni rovnice (1), prepiSeme ji ve tvaru

alax? + bx +¢)=0

neboli

a’*x® 4+ abx = — ac.

b2
Zde muZeme na obou stranich pfidist ik dostaneme
| BB
242 —_———
a®x? 4 abx 4 2= 2 ac
. b\2 D

neboli (ax + 5) =73 : 3
kde jsme poloZili

D = b% — 4ac. @

Od tvaru (3) je uZ snadné prejit ke vzorci pro feSeni. Pfedevsim je patrné,
Ze existence feSeni zavisi na znameni &isla D, které se jmenuje diskriminant
kvadratické rovnice (1).
Je-li diskriminant (4) zdporny, nema rovnice (1) Zidny kofen.
Je-li diskriminant (4) kladny, m4 rovnice (1) dva kofeny dané
vzorcem

—b+ /D
x = ___iV_, )
2a
t. j. rovnice (1) md kofeny
—b D —b—1D
r= .__._-l-_-_l/_l.)._.’ = .b—l/_D_. .
2a 2a

Je-li diskriminant (4) roven nule, m4 rovnice (1) dvojny koten

X =" —2-11-, ktery je také ddn vzorcem (5), nebot V—ﬁ =0.
a
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Pro feleni kvadratické rovnice je tfeba si pamatovat vzorce (4), (5).
Nejdfive vypoCteme diskriminant D podle vzorce (4). Je-li D < 0, nema
rovnice (1) Zadny kofen a jsme hotovi. Je-li D = 0, mi rovnice (1) dvojny

kofen x = — z—b-; jestlize koeficienty a, b, ¢ jsou <isla celd, je dvojny kofen
a
raciondlni &slo. Je-li D > 0, rozloZime D na prvodinitele a podle ¢ldnku 8
kapitoly V uvedeme D na tvar
D = n?k,
kde n, k jsou pfirozena &isla a &islo k je prosté étverct. Je-li & =1, je ]/5— =n
a oba kofeny jsou raciondlni &isla. Je-li 2 > 1, je |/ D = n - |/ka kofeny pieme

ve tvaru

e R A

oba kofeny jsou irraciondlni &isla tvaru probiraného ve ¢&ldnku 8 kapitoly V.

Priklad 1. 2x%? 4 3x 4 5 = 0. Zde je D =9 — 40, tedy D < 0 a rov-
nice nemé Zidné feSeni.
Priklad 2. (2x — 7)* — (3x 4 2)® = 125. Rovnici upravime postupné:
4x% — 28x 4 49 — (9x% + 12x + 4) = 125,
— 5x2 — 40x — 80 =0,
x2 4+ 8x + 16 =0. 6)
Diskriminant rovnice (6) je D = 82 — 4+ 16 = 0; tedy dand rovnice mi
dvojny kofen x = — 4.
Pfiklad 3. 12x% 4 38x — 23 = 0. Vypolet zjednodusime, jestliZe si
uvédomime, Ze podle (4) diskriminant D je délitelny ¢tyfmi, jestliZze
koeficient & je Cislo sudé. V nadein pfipadé je

D =4(192+412.23)=4.637=2%.7%-13

a proto | D = 14 - |/T3. Ze vzorce (5) dostaneme, Ze dan4 rovnice m irracio-
nilni kofeny )
_—1947.]13

r= ’ § =

—19—7.)13
12. |

12
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Podle tabulek je na tfi desetinnd mista

r = 0,520; s = — 3,687. )]
Vypoditejte, s jakou piesnosti vyhovuji pfiblizné hodnoty (7) zndmym vztahiim
r+s=—~13—g-, rs=——f—g.

Piiklad 4.
tx? 4+ 203t — Dx 4+ 9t —7=0, ®

kde ¢ znamen4 dané &islo a x je nezndmad. JestliZe ¢ = 0, je (8) linedrni rovnice
— 2x — 7 =0 s jedinym kofenem x == — ,Z, JestliZe ¢ ~ 0, je (8) kvadratickd
rovnice s diskriminantem

D = 4[(3t — 1) — (9t — 7)]

neboli po Gpravé

D =4+ 1).
Jestlize

t<0, |ff>1,
je diskriminant zdporny a rovnice (8) nemd Zidny kofen. Jestlize £ == — 1,
je D =0; rovnice zni — x2 — 8x — 16 =0 a ma dvojny kofen x == -- 4.
Jestlize

t<0, [f{<1 nebo ¢>0,

je diskriminant kladny a rovnice (8) md dva kofeny
1 -3t 41
e ___ftEV_L
Vratme se k obecné kvadratické rovnici (1), ve které musi byti a 3= 0
(jinak by to nebyla kvadraticka rovnice). Ma-li rovnice (1) dva kofeny a ozna¢i-
me-li je r, s, plati zndmé vztahy

b
r+s=— 2’ ©)
< (10)

Tyto vztahy plati i pro pfipad, Ze rovnice (1) mé dvojny kofen » = s. Vztahy (9),
(10) nemaji oviem smyslu v piipadé D < 0, nebot v tomto piipadé rovnice (1)
nemd Zidny kofen. JestliZe

a>0, ¢<0 nebo a<0, ¢>0,

rs =
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jest ac < 0, takZe podle (4) je D> 0 a rovnice (1) md dva kofeny; z (10)
- plyne, Ze jeden kofen je kladny a druhy ziporny. Je-li

a>0, ¢c>0 nebo a<0, ¢<0,

miZe byti D >0, D = 0, D < 0. V pfipadé D > 0 m4 rovnice (1) dva kofeny
-a z (10) plyne, Ze tyto kofeny jsou oba rozdilné od nuly a maji stejné znament,
" které uréime nejrychleji podle (9). Jak je tomu v pfipadé ¢ = 0?

Cvileni.
: b
. 292, Ze vzorce pro kofeny 7, s rovnice ax® + bx + ¢ = 0 dokaite, Ze r + § = — —,
: a
: c
rs = —,
a

293. Podle znaménka diskriminatu rozhodnéte, maji-li nasledujici kvadratické rovnice
kofeny, a v pfipadé, Ze maji kofeny, urete je: a) 2x2 — 9x + 7 = 0; b) 6x% + 7x +
+1=0; ¢) x24+x—1=0; d) x22+3x+3=0; e 3x2—5x+3=0;
)3x2+5x+1=0;g) 10£2 + 27x — 63 =0; h) x? — x — 272 = 0.

294, Jsou-li v rovnici ax® + bx -+ ¢ = 0 &isla a, b, ¢ celd a je-li diskriminant D = b2 — 4ac
délitelny &tyfmi, je &islo b sudé. DokaZte.

295. M4-li rovnice ax® + bx + ¢ = 0 celotiselné koeficienty, pii ¢emZ b je liché, ne-
muiZe mit dvojny kofen. Dokazte.

296, Uzivajice toho, Ze diskriminant je d&litelny &tyfmi, feSte rovnice: a) 7x2 — 22x +
+ 3 =0; b) 45x2 — 106x + 45 = 0; c) 2x% — 14x + 25 = 0; d) 4x%? — 4x —
—1=0;€e)3x2+2x — 2 =0;f) 63x% — 4x — 35 = 0; g) 64x® — 144x {- 81 =
=0; h) x24+4x+1=0; i) x2 — 6x + 10 = 0; j) x® + 36x + 323 = 0.

297, JestliZe v rovnici ax? 4 bx + ¢ = 0 soulinitelé b, ¢ jsou nisobky prvolisla p,
pii ¢emZ ¢ nenf nasobkem ¢isla p? 2 a neni nisobkem ¢&isla p, a ma-li rovnice dva
kofeny, pak jsou ty kofeny irracionalni, DokaZte.

. 208, Jestlize v rovnici ax® + bx 4 ¢ = 0 soudlinitelé a, b jsou ndsobky prvotisla p,
pfi &emZ a nenf nisobkem ¢isla p? a ¢ neni nisobkem ¢&isla p, a ma-li rovnice dva
koteny, jsou ty kofeny irracionilni. DokaZte.

299, Nemi-li rovnice ax? + bx + ¢ = 0 kofen, majf &sla a, ¢ toté% znameni. DokaZte.
x+3 2

300, Reite rovnice: 2) 12x = 1+ x=13 b) 5x~2 — 9~ + 4x0 = 0; ey
=0; d)x:2+x1'2‘=3; e)zx;l+2x2_1=2; f)3jx+x—8-4=
iRt T e i

x4+ 7
t g =0
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301. Jak tieba voliti &islo u, aby dané rovnice mély spole¢ny kofen, a ktery je ten kofen
v pfipadech:

a) 3x* — l4x +u—2=0, b) 3x24+4x—3u—12=0,
2x2 — 1lx + u + 2 = 0; 2x2 —5x —2u 4+ 15=0.
302. Reite nasledujici rovnice a provedte rozbor fedeni (nezndma je x):
aymx?—(m+ 1)x+1=0; bymx?+2(m+ )x + m = 0;

AOm+1Dx2+2mx+m—1)=0; d) (m—1x2—mx—(m+1)=0;
e)(m—1x2—mx —(m—1)=0.
303. Reste rovnice a provedte rozbor feSeni (neznimai je x):
a) x2— 2ax + a® — b? = 0; b) ax® 4+ (a + b)x + b = 0;
©) abx? + (a%? — b¥)x — ab = 0; d) abx?® — (a? + b®x + ab = 0;
e) a(a + b)x% + 4abx + (a + b)b = 0.
JestliZe jsou asponi dvé z &isel a, b, ¢ riizni, ma rovnice
—ax—b+x—a)x—c)+(x—0b)x—c)=0
dvé fefeni. Dokazte.
a? b2

+

xX—p x—4q
ruzné kofeny. DokazZte,

304

305. Pokud rovnice

=1 vede k rovnici kvadratické, mi vidy dva

7. Slovnt vlohy.

Reseni slovnich tiloh pomoci rovnic jste probirali diikladné jiZ na stfedni
§kole. JelikoZ nyni umime fe$it také rovnice kvadratické, miZeme pomoci
rovnic snadno rozfesit rozmanité slovni Glohy, které by bylo zpravidla mnohem

v _veve

obtiZnéj$i fedit pfimym tsudkem neZ pomoci rovnice.

Priklad 1. Pfi studentské akademii bylo prodino celkem 256 listka
a vybrano za listky I. mista 2 800 K¢s, za listky II. mista 2 160 K&s. Kolik
bylo kterych a zal byly které, bylo-li I. misto o 10 K& draZ$i nez druhé?
~ MuzZeme zvolit za neznimou x cenu II. mista v K&. Cena I. mista je

2 800
(x 4 10) K¢&s. Potet prodanych I. mist bude —— 10 , pocet prodanych II. mist
2160
—~ JelikoZ bylo prodino celkem 256 listkdi, mdme rovnici
2800 2160 _ 256
x4+ 10 x
Pozorujeme, Ze lze kritit ¢islem 16 a méime ‘jednoduieji
175 135
— =16.
x+ 10 +
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Odstranime zlomky tim, Ze obé strany znisobime soudinem x(x + 10) = x* +
+ 10x a dostaneme
175x + 135(x + 10) = 16(x* + 10x)
neboli
16x% — 150x — 1350 ==
a po kriceni dvéma _
8x2 — 75x — 675 = 0.

Na zékladé poznimek ulinénych ke konci minulého ¢&lénku pozorujeme,
7¢ nae rovnice mi jeden kladny a jeden zdporny koifen. Pro slovni dlohu
mi vyznam pouze kladny kofen. Vypofteme diskriminant
D=75%44.-8:-65=75-(75+4:-8-9) =
=75.3-(25+4-8-3)=75-3-121 =32.52.11%

tedy /D =3-5-11 =165 a podle vzorce kladny kofen je

_T54165 240
16 16
Dile mime
2800 2160
— 2 112, = 144,
x -+ 10 = 25, T -

Tedy 1. misto stilo 25 Kds, druhé 15 K¢&s, proddno bylo 112 prvnich
a 144 druhych mist. Snadno se presvéd¢ime, Ze tato Cisla vyhovuji dané
slovni dloze.

Mohli jsme oviem nezndmou volit jinak. JestliZe na pf. oznalime y pocet
prodanych I. mist, bude 256 — y pocet prodanych II. mist, cena I. mista

2800 ' 216
bude K¢&s, cena II. mista K& a dostaneme rovnici:
y 256 —y
2800 2160 _ 1.
y 256 —.y
Kritime deseti:
280 216
y 256 — y ’

Nésobime vyrazem (256 — ):
280(256 — y) — 216y = 256y — y*



a po Upravé
¥y — 752y + 280256 = 0. ¢))

Vypocet diskriminantu se zjednodusi, rozloZime-li 752 na prvocinitele; jest
752 = 2% - 47 = 16 - 47, tedy

D = (16 - 47) — 4+ 280 - 256 = 162 - (472 — 4 - 280) =
= 162+ (2209 — 1 120) = 162 - 1 089.

Je-li dloha TeSitelnd, musi byti |/'1089 = n pfirozené &islo, které je patrné
dvojciferné a mé prvni &slici 3 (protoZe 302 << 1189, 1 189 < 402) a druhou
Cislici budto 3 nebo 7; tedy budto #n = 33 nebo n = 37. Jest 33% = 1089,
tedy n = 33, ]/75 = 16 - 33. Podle vzorce mi rovnice (1) feSeni

752 4 16 - 33

> =376 £ 8-33.

Podle v;’rznamu' neznimé y je y < 256; proto musime volit znameni minus
a mame
y=2376—8-:33 =112

(podet prodanych I. mist), ddle 256 — y = 144 (polet prédan)’rch I1. mist),
2800 100 e ne eas 2160 180
T2 = a4 =25 (cena I. mista je 25 Kcs), 12 15 (cena IL

mista je 15 K&) v souhlase s pfedchizejicim fefenim.

Priklad 2. Podet tihlopfi¢ek mnohothelnika je o 7 vétsi neZ polet stran.
Kolik mi stran?

BudiZ x polet stran, tedy také polet vrcholti. Uhlopiicku dostaneme,
spojime-li diseCkou kterykoli vrchol A4 s kterymkoli vrcholem B, ktery neni
sousedni s 4. Podet viech vrcholi 4 je x; pfi zvoleném vrcholu 4 mime
x — 3 moZnych vrcholit B; to by dalo x(x — 3) thlopficek, ale pfi tom je
kaZzdd pocitand dvakrit. Tedy je

x(x—3
pocet stran x; pocet uhlopfi¢ek *E—3)

a mime rovnici

x(x—3)=x

2 T
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neboli x2—5x —2n=0. 2
P¥i kaZdé volbg pfirozeného &sla # ma rovnice (2) jeden kladny a jeden zéporny
kofen; v Givahu pfichizi pouze kladny kofen x. Zvolime-li » namatkou, bude x
irraciondlni a tloha bude nefefitelnd. M4-li byti Gloha Feditelna, musi V—ﬁ
byti raciondlni. Jest D = 6% — %ac = 25 + 3n, tedv &islo » musi byti tak
voleno, aby bylo '

D =25 4 8n = m? 3)
kde m je pfirozené &islo, které ziejmé musi byti liché. Ma-li n byti na pf.
trojciferné, bude

n > 100 nebo n = 100, = << 1 000,

tedy podle (3) m? > 825 nebo m? = 825,

m? < 8 025.

Z tabulky druhych mocnin najdeme okamZité, Ze moiné hodnoty m jsou
viecka lichd Cisla poéinajic &islem 29 a kondic Cislem 89. Na pf. pro m = 65
bude podle (3)

25 + 8n = 4225,

tedy n = 525 a‘ rovnice (2) zuf
x? — 5x - 1050 = 0;
mi diskriminant D = 4 225 = 65% a kladny kofen

x == >+65 = 35.
. 2
Pocet ahlopficek 35-thelnika je.
x(x—3) =35.?2=35-16_=560,

_ » 2 - 2
coz je skutetné C&islo o # = 525 vétdi nel je podet stran x = 35.
Cviteni. '

306. SouZet dvou &isel je 20, jejich soudin je 96. Kter4 jsou to &isla?
307. Soutin dvou po sobé jdoucich lichych &isel je 399. Kterd to jsou é&isla?
308. Soulet &tvercd tif po sob& jdoucich celych &isel je 1202. Kterz jsou to &isla?
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309, Soulet &islic dvojciferného &isla je 7. Zaménime-li pofadi obou &islic, dostaneme
nové islo, které zndsobeno pivodnim di 1462. Které je to &islo?

310. Uloha Bhaskarova (XII. stol.): Stido opic se bavilo. Ctverec jedné osminy jejich
pottu dovid&l v lese. Zbyvajicich 12 kfitelo na pahorku. Rekni mi, kolik bylo
viech opic.

811. Uloha Bézoutova (XVIII. stol.): Nékdo koupil kon& a po n&jakém &ase jej prodal
za 24 pistoli. Pfi tom ztratil tolik procent, kolik pistoli ho stil kidi. Zag jej koupil?

312. Uloha Maclaurinova (XVIII. stol.): Nékolik pfitel ob&dvalo spoleéné a méli
zaplatit celkem 175 $ilinkh. Ukézalo se viak, e dva nemaji s sebou penéz, a tak
kazdy z ostatnich musel zaplatiti o 10 $ilinkd vice, neZz na n&¢ho mélo pfipadnout.
Kolik lidi bylo u ob&da?

313. Vzdilenost 36 km projel jeden ze dvou lyZafi za dobu o pul hodiny kratdi ne}
druhy. Rychlost prvniho byla o 1 km/hod vé&t§i neZ rychlost druhého. Urgiti
rychlost kazdého lyZafe.

314. Jednotné zem&dé&lské druistvo obhospodafovalo 300 ha pozemkd. Kdyby méli
na prici o 3 traktory vice, skonlili by prici o 6 dni dfive. Kolik mé&li traktoru,
jestliZe kaZdy traktor obdé&l4 15 ha denné?

315. Kazdy ze dvou délnika mél zhotoviti 400 stejnych soudistek. Jeden z nich zhotovi
za hodinu o 5 souddstek vice neZ druhy. Kolik hodin pracoval kaZdy, jestliZe
na celou prici bylo tfeba celkem 36 pracovnich hodin?

3816. Plavec proplul na fece vzdilenost 480 m po proudu i proti proudu za 12} minuty.
Jak4 je rychlost proudu, je-li vlastni rychlost plavce 80 m/min?

317, Dva turisté vysli soutasné z mist 4 a B proti sob& a potkali se za 3 hodiny. Prvni
pfiSel do B o 2} hodiny pozdé&ji, nez druhy pfifel do A. Za jak dlouho kaidy
z nich proSel celou vzdilenost?

318. Ze dvou brigad jedna vykoni uréitou prici za dobu o 10 hodin krat¥i ne% druhs.
Kdyby pracovaly spole¢né, vykonaly by tu préci za 12 hodin. Za jak dlouho vykoni
préci kaZda brigida sama?

319. Dva mnohothelniky maji dohromady 18 stran a 55 thlopfitek. Které to jsou
mnohothelniky ? ‘

V jedné bednikce bylo 152 pomeran&l, ve druhé 70 a ve tfeti 23. Kolik pomerantu
je tieba pfendati z prvé bednitky do tfeti, aby v prvé bylo pravé tolikrdt vice
neZ ve druhé, kolikrit vice bude ve druhé neZ ve tieti? (Ze sbirky uloh K. Kraje-
vite z roku 1882.)

Z vesnice poslali do mésta vzdaleného 10} versty posla pro nikup. Po 30 minutich
poslali za nim druhého, aby dohonil prvniho a vyfidil mu jakysi vzkaz. Druhy
posel, ktery usel za kaZdou hodinu 4 versty, nejen Ze dohonil prvniho, ale vratil s¢
domu v tyZ okamZik, kdyZ prvni doSel do mésta. Kohk verst za hodmu ufel prvnt
posel? (Z tée sbirky.)

322. Dvé vesnitanky pfinesly na trh 140 jablek a prodavie je po riznych cenich, utrZily

g
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stejné. ,,Kdybych méla tvoje jablka, pravila jedna z nich, ,,a prodivala je za
svoji cenu, dostala bych za n& 90 kopéjek.* ,,A kdybych j4,* odvétila druhs4, ,,méla
tvoje jablka a prodévala je za svoji cenu, strZila bych 1 rubl 60 kopé&jek.© Kolik
jablek méla kadi? (Podle L. Eulera.)

323. Obvod obdélnika je o délkovych jednotek, obsah P odpovidajicich jednotek &tvered-
nych. Stanovte jeho strany. Kdy mi tloha fefeni?

' 324, Strany obdélnfka m&H a m a b m. O kolik tfeba prodlouZiti kadou stranu, m4-li
se jeho obsah zvétSit 0 m m?? Jak by tomu bylo, kdyby se mél obsah zmeniit
o m m?? M4 tloha vidy fefeni?

| 325. Obvod obdélnftka méfi o m, jeho uhlopfitka ¥ m. Stanovte jeho rozméry. M4
tloha vidy fefeni?

328. Rozdil tfetich mocnin dvou pfirozenych &isel po sobé& nisledujicich je 7. Stanovte
ta &sla. Urlete, jaky tvar musf mit &islo 7, aby tiloha méla fefeni.

327, Pravidelny mnohothelnik m4 o n vihlopfiek vice neZ je dvojnisobny polet stran.
Kolik m4 stran? Jak4 je podminka pro n, aby yﬁloha méla feleni?

328, Do propasti byl puitén kimen a po uplynuti ¢ vtefin bylo slySet niraz na dno.
’ Jak hlubok4 je propast? (P4d kamene je pohyb rovnomérng zrychleny se zrychle-
nim g == 9,81 m/sec?; pohyb zvuku je rovnomérny s rychlosti ¢ == 333 m/sec.)
: M4 tloha vidy fefeni? _ .
' 329, Téleso bylo vrieno svisle vzhiiru rychlosti ¢ mfsec. Za jak dlouho bude ve vy3ce
: sm? (Viz Glohu 252.) Jaki je podminka, aby tloha méla feleni?
830. Zvétdi-li se n&jaké &islo o q, jeho pfevriceni hodnota se zvétdi o — a. Které je to

Yslo? M4 tloha vidy fefeni? Jak musime voliti &islo a, aby tloha méla fefenf
raciondlni?



VE¥SLEDKY CVICENI

1. PFirozend fsla.

1. a) V souboru A moZno pfifaditi kaZdy pfedmét sdim sobé. b) JesuiZe kazdému
ptedmétu ze souboru A4 je moZno pfifaditi jeden a jen jeden piedmét ze souboru B,
pak je také moZno kaZdému pfedmétu ze souboru B prifaditi jeden a jen jeden pfedmét
souboru A. ¢) Jestlize kazdému pfedmétu ze souboru 4 je mozZno piifaditi jeden a jen
jeden pfedmét souboru B a kaidému pfedmétu ze souboru B je moZno pfifaditi jeden
a jen jeden pfedmét souboru C, pak je také moZno kazdému piedmétu ze souboru A4
pfifaditi jeden a jen jeden pfedmét souboru C. — 2, Je-li moZno kazdému pfedmétu
ze souboru A pfifaditi jeden a jen jeden pfedmét souboru B, pak je také moZno kazdému
pfedm&tu ze spojeni disjunktnich souborii 4 a C pfifaditi jeden a jen jeden pfedmét
ze spojeni disjunktnich soubora Ba C. — 3. Z rovnosti a =b plynea +c=b + ¢
podle cvid. 2, podobn& z rovnosti ¢ = d plyne b 4 ¢ = b 4 d. Proto podle cvik. 1c
je a + ¢ = b 4 d. — 4. Pfifazujeme-li kazdému pfedmétu souboru A jeden a jen jeden
pfedmét souboru B, jsou moZné tyto piipady: a) bud vyéerpime oba soubory soulasné,
b) nebo vylerpime dfive soubor A, c) necbo vyterpime dfive soubor B. — 5. Dany
soulet je a-b; a+ b+ )=(@+b+c — 6 @+b)+(c+d)=a+[b+
++D=a+b+o)+dl=a+lc+bd+dl=a+c+ @G+ d]=(a+c)+
+ (b + d). — 7. Pomoci obecného zikona asociativniho a komutativniho. — 8. Stitime
dané séitance v jiném pofiddku. — 9, KaZdému pfedmétu je moZno pfifaditi dvé &isla,
Z nichf prvni-udava, v kolikité fadé je predmét, a druhé udav4, kolikity je to pfedmét
v té fadZ. Tim je ke kazdému pFfedmétu pfitazena dvojice pfirozenych &isel. — 10, Kazdé-
mu pfedmétu moZno ptifaditi tfi &isla, z nichZ prvn{ uddva, v kolikité vrstvé je pfedmét,
druhé udéavd, v kolikité fadé té vrstvy je pfedmét, a tfeti udava, kolikity je to pfedmét
v té fadé. — .

11, Je-li moino kaZdému pfedmétu x ze souboru A pfifaditi jeden a jen jeden
pfedmit y ze souboru B, pak dvojici (x, 2) moZno pfifaditi dvojici (¥, z); pfi tom z
je libovolny pfedmét souboru C. — 12, Z rovnosti a == b plyne ac = bc podle cvid. 11,
podobn? z rovnosti ¢ = d plyne bc = bd. Proto podle cvi&. 1c je ac = bd. — 13. Dany
sowdin je ab; a(bc) = (ab)e. — 14. (abec...p).x =abc...px = axbc... p = (ax).
.be... p=... — 15. (ab)cd) = a[b(cd)] = a[(bc)d] = a[(ch)d] = a[c(bd)] == (ac)(bd).
- 16. Pomoci obecného zdkona asociativniho a komutativatho, — 17. ka + kb + ... +
‘hp=Ma+b+ ...+ ). — 18, ald + c) = (b + c)a, ab + ac = ba + ca, proto
(b+c)a=bateca -- 18. (@a+bc+d+e=alc+d+e)+bc+d+eé=
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- ...nebo(a 4 b)c + d+ €) = (a+ b)c + (a + b)d + (a + b)e = ... — 20, Kaidy
stitanec vysledku je soutin jednoho s&itance prvniho souttu a jednoho s&ftance druhého
soultu; vysledek m4 tolik s¢itancy, kolik je moZno utvoriti dvojic, z nich2 ka2d4 obsahuje
jednoho s&itance prvafho soultu a jednoho séitance druhé¢ho soultu. —

21. Vysledek m4 tolik s&ftancy, kolik je moZno utvofiti trojic, z nich2 ka2d4 obsa-
huje jednoho stitance prvniho soultu, jednoho siftance druhého souftu a jednoho
stitance tfettho souttu. — 22,a) 64(2p + 1), b) (2a + b)(x + 1), ¢) (u + V(v + 1). —
2.ap+bp+ ...k mp==(a+b+...-+ mp — 24. a) Spojenim dvou prizd-
nych souboru je cpét prizdny soubor. b) Jsou-li soubory A, B prizdné, je prazdny
i souber (A4, B), nebot neexistuji pfedméty, z nichZ by bylo lze tvofit dvojice. — 25, Ano,
prox = 0. — 26. Nenf moZné, — 27, Pomoci Givab o prdzdnych souborech. — 28. Pfj-
tadime-li kazdy pfedmét souboru A4 sém sobé, nezbude na soubor X, ktery je s nim
disjunktni, Z4dny pfedmét. — 29, Je-li spojeni dvou souborli prizdné, musi byt prdzdny
kaidy z obou soubori. — 30. Obsahuje-li spojeni dvou disjunktnich soubori jediny
ptedmét, patii tento pfedmét do jednoho z obou soubord, kdeZto druhy je prizday. —

31. Z kaidého pfedmétu souboru A vznikne tolik dvojic, kolik pfedmétd obsahuje
soubor X. MA4-li byti ka¥d4 dvojice pfifazena jednomu a jen jednomu pfedmétu z.4,
musi z kazdého pifedmétu z 4 vzniknouti jen jedind dvojice; proto X obsahuje jeding
predmét. — 32. Nelze-li ze dvou soubord tvofiti dvojice, musi byt aspod jeden z obou
soubordt prizdny. — 33. Lze-li ze soubori A, X utvofiti jen jedinou dvojici, musf
kazdy z obou souborid obsahovati pouze jediny ptedmét. — 34. Jé-li soubor 4 poletn&j¥i
nez soubor B, je scubor B mén& poZetny neZ soubor A a naopak. — 35. Je-li soubor 4
potetnéjii (méné poletny) neZ soubor B a soubor B potetnéj$f (mén& poletny) neZ
soubor C, je soubor A poZetné&jii (mén& poletny) neZ soubor C. — 36, Bud je soubor 4
potetnéjii neZz soubor B nebo jsou oba stejné poletné nebo je soubor 4 méné poletny
neZ soubor B. — 37, Je-li soubor 4 poketnéjii (méné poletny) ne2 soubor B, je spojeni
disjunktnich souborti 4 a C poletnéjii (mén& poletné) nes spojeni disjunktnich soubord
B a C. — 38, Je-li soubor 4 poletndj¥i (méné poletny) nez soubor B, je také soubor
dvojic (A4, C) po&etnéjif (méné podetny) nez soubor dvojic (B, C). — 39. a) Z nerovnosti
a>b plyne a 4+ ¢ > b -+ ¢, z nerovrosti ¢ > d plyne b + ¢ > b+ d; proto podle
cviZ. 35 je a -+ ¢ > b + d. b) Z nerovnosti a > b plyne ac > bc, z nerovnostic > d
plyne bc > bd; proto podle cvi€. 35je ac > bd. — 40.a — b = xjetotéZjakod + x = a.
Protoa) b (x+ )= +x)+tec=atoliix+e=@+)—bD)G+)+

Cxwb b+ =0t (x+ )= +x)‘+ c=a+giilix.=(@+¢c)— OB+

4%, a) Oznaémeb — ¢ = t.jb=c+x=x+c.Paka+b=a+(x+¢) =
=(a+x)+ec taklega+x=a+b—c b)Oznalme b—~c=x,a~x=y, t. j.
b=ctx=x+ca=x+y.Pkat+c=x+y+te=x+@+c)=x+(+
‘M =(x+e)ty=b+y takle y=a+c—b —42% a) Jeli a—a=x, je
4 = a+ x,proto x = 0 (cvit. 28).b) Je-lia—0 =y, jea=0+y =y. — 43.a) Je-li
a - c+x,bmc+yaa>b,musibf'tx>y.Kdybybylo4x§y,bylobyc+x§_
Se+y(cvit. 37a3),¢lia<b. b) Jelic=a+x c=b+yaa>b musfbjt
x < y. Kdyby bylo x > 3, bylo by a + x> b +y (cvit. 39 a 37), &ili¢ > ¢. —
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II. Zlomky.

44.3) lOa,b) 1000,(:)00010 —45.8) 30 I,b) 60 ¢, — 48.8) 3 3 !‘, 3522, b) 54,
5'24",32,4”. — 47.a2)10,b)0,1 a. — 48.20. — 49.2)7,8,b)7,8. — 50.2- <z <$ g <
<f<i -

51. Neplyne. — 52. Zlomek %’ nenf v zikladnim tvaru, nebot 169 > 91. Zlomek

ncni v zikladnim tvaru, nebot 169 neni nsobek &isla 91, — 53. Z rovnosti ad = b¢
plyncab ad = ab — bc. — 54. -19—%—73;; .‘}g = %{-:3—2— = ﬁ, &sla5a 13 jsou ne-
soudélni. — 55. Kdyby byly oba sudé, bylo by moZno kritit aspofi dvéma. Vétu obrétit
nelze. — 56. Z rovnosti ad = bc plyne adf = bef (cvit. 11); z rovnosti ¢f = de plyne
bef = bde. Proto adf = bde (cvit. 1). Kdyby bylo af > be, musilo by byt adf > bde
(cvid. 38). Kdyby bylo af < be, musilo by byt adf < bde. Musi tedy af = be (cvik. 36). —

57, a) Z nerovnosti %‘> -:— plyne ab > cb. Kdyby byloa < ¢, bylobyab < ¢b (cvil. 38

a 11). Musi tedy a >c¢. b) Z nercwnosti—;i > -:-plyne ac > ab. Kdyby bylo ¢ < b,

bylo by ac < ab. — 58. Kdyby bylo sudé, bylo by délitelné dvéma. — 59. n* — 1 =
=4+ 1)n—1);jelin>2,jen—1>1 — 60. p je liché, &sla p — 1, p+ 1
jsousudi, t.j.p — 1 =2k, p + 1 = 2(k + 1). Je-li k liché, je & + lsudéanaopak. -

61, Cisla p — 1, p + 1 jsou sudé. Jedno z &isel p— 1, pp+ 1 je dilitelné tfemi,
ale p to neni. Je tedy jedno z &isel p — 1, p + 1 soutasné délitelné dvéma a tfemi. —
62 p* — 1 =(p + 1)(p — 1); jedno z &isel p + 1, p — 1 je délitelné dv&éma, druhé
&yimi a vedle toho jedno z nich je$t& tfemi. — 63. Je-li  liché, je jedno z &isel n — 1,
n + 1 délitelné dvéma, druhé étyimi; dile jedno z &isel n— 1,1, n + 1 je délitelné tfemi. —
84. Kdyby prvotinitel p z rozkladu &isla a byl prvotinitelem v rozkladu &isla 4, nebyla by
to &isla nesoudélnd. — 65. Je-li délitelné &islem a, obsahuje viecky jeho prvolinitele,
je-li délitelné &islem b, obsahuje rovné% viecky jeho prvolinitele, ale f4dny prvolinitel
&sla b neni prvodinitelem &isla a (cvid. 64). — 66. Jde o &isla men3i ne% 30, kterd ne-
obsahuji 24dného z prvolinitelt 2, 3, 5. Ale viecka isla men3i neZ 30 (dokonce menii

b
neZ 7* == 49), kters nejsou déliteln4 24dnym z &isel 2, 3, 5, jsou prvodisla. — 67.a- — = :
a i

ab b
==7=xb ~ 68, cxicy c(x;{:y)——a;{:b,x;};y :i: . — 69, bx-dy =
. ac ¢ d a d a d
==bd.xy=ac,xy=-b-‘-i-. —70.§-x--c—=3--;x=-5--—c- -

1 1
7_1. Z rovnosti a-x-; =gqgplynea-x =a ; — 72, Z rovnostiad = bc plyne
adf? = bef?, adf’ + bdef = bef* + bdef. — 73. Z rovnosti ad = bc plyne ad . ef = be . ¢f.
ad + b
- 74, Je-li i;- + -3- - ;:  celé &islo, je &itatel délitelny pfednd &slem b, proto musi

ad byt délitelné slem b; ale g neni délitelné Lislem b, je tedy d = bk, kde & je pirozent
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&slo. Za druhé je Citatel délitelny &islem d, proto musi &islo b¢ byt délitelné &islem d;
ale ¢ nenf délitelné &slem 4, je tedy b = dh, kde h je opét piirozené &slo. Odtud plyne
kh =1, &li 2 = h =1 (cvit. 33), takZe b = d proti pfedpokladu.—75. Lze-li zlomek
a ¢ ad+ be

kratit, je Citatel soud&iny s &slem b nebo s &islem d. V prvém pfipadé

b d bd
je &islo ad soudélné s &islem b, ale &fslo a nenf soudélné s &slem b; musi tedy &isla b, d
byt soudélnd, ale tomu tak neni. Ve druhém piipadé@ je &islo bc soudélné s &islem d,
ale ¢ neni soudélné s &islem d; musi tedy &isla b, d byt soud®lna opét proti pfedpokiadu.

III. Cisla ziporn4.
76. v + ¢c. — 77 a + (cg — ¢,)h. — 78, a) Za 15 let, b) pfed 5 lety. — 79. Je-li

a>0,je|a|=a;|0|=0=—0;je-lia<O0,je |a|=—a — 80. Je-lia =0,
jelal=a;sjelia<0,je|a]=—a>0, proto |a]|>a. —

81, Je-li a0, je |a| =a; potom —aX0, |—a| = —-(—a)=a. Jeli
a<0,je|a] = —a; potom —a>0,|—a| =—a — 82 x+1=—(x—2),

x = ;— — 83. a) Tieba vydetiit dv& moZnosti: x 2> 1, x < 1; vysledek x = %; b) nem4
fefeni, — 84.2<1. — 85.a) a=0,b=10; b) a=> nebo a = — b. — 86. SloZi-
me-li posunuti (a) a (— a), dostaneme (0). — 87. — 3a + 2b — 5¢. — 88, b — a. —
89.a)a — b, b) a + b. — 90. Plyne z platnosti asociativniho z4kona. —
91.a — bjesoulet iselaa —b.a)(@a—c) —b=a+(—c—b) =a+ (- b~
—=@—=bp—cba—-b—-—=a+[-G—-l=a+(=b+)=(a—b+
+e—92Jelia=>0,b=20,jea+b=0;pak|a|=a,|b]|=b,|a+b]|=a+b
Jelia20,b<0,je|la]l =a,|b|=—b; pakbuda+b=20ala+b|=a+b=
=|a]—|b]<|a|+|b|neboa+b<0,]|a+b|=—a—-b=—]a|+|b]|S
Slal+]b].Jelia<0,b20,je |a|=—a, |[b|=b;pakbuda+520, |a+
+b|=a+b=—]a|+|b]<|a|+]|b]| neboa+b<0,|]a+b]|=—a—b=
=lal=]b|L|a]+|b] Jelia<0,b<0,jea+b<O0;pak|a|=—a|b]=
= —b,|a + b| = — a — b. Rovnost tedy nastivs, maji-li bud obg Zisl4 totéZ znameni
nebo je-li jedno z nich rovno nule. — 93, Podle cvit. 92 je |a+¢| S |a]| + |¢].
Jelic=—b,je|lc|=1—b|=|b|.Pak|a—b|<}a}+|b] — 94 Jelia =0,
b20,jea+b>0; pak |a| =a,|b| =b,|a+b|=a+b=|a|+|b]|2]a] -
~|b)ypHp. 2 |b| —|a|. Je-lia=>0,b<0,je|a] =a,|b] = —b; pro |a| =|b].
jeaz—b,a+b=20,tak¥e [a+b| = a+b=]a] — |b]; pro |a| < |b] je

a<—ba+b<0,takde |a+b|=—a—b=|b| — |a] Jelia<0,b=20,
jelal = —a,|b| =b;pro|a|=|blje—a'=ba+ b 0, takle|a+b|=—a—
~b=|a|—|b|;pro|al <|blje—a<b,a+b>0,takde |a+b|=a+b=
=|b] — |a]. Je-li a <0, b<0, je a+b<0; potom |a| = —a, |b] = — b,

la+b|=—a—b=|a|+]|b|>]a|—]|b], piip. >|b| — | a|. Rovnost nastane,
maji-li obé& isla bud riizni znamen{ nebo je-li asponi jedno z nich rovno nule, — 95. Podle
cvid. 94je|la+c|2|a|l—|c|pro|al=]|clala+c|=|cl—]|a]|pro|ec|>]|al.
Jelices — b,je|¢c| =|—b]|=|b|. Potom |a—~b]|=|al =|b|projal = ]b],
la—-b|Z2|b| —la|pro|a| <|b]. — 98. Na zédklad® v&t: Soutin dvou zépornjch
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&initeld je kladny; soudin dvou é&initeli, z nich2 jeden je kladny a druhy ziporny, je
zdporny; soudin kladnych é&initeld je kladny. — 97. Kdyby nebyl Zidny &initel roven
nule, nebyl by podie uvedenych pravidel ani jejich soutin roven nule. — 98. Oba zikony
plati pro ¢isla kladna a pro nufu. Vhodnymi zménami znameni lze kazdy soulin &isel
rclativnich pfevésti na souin &iscl kladnych ncho nuly. — 99. a) (a+ 4)-0=0,
a-0+b-0=0+0=0; b) O+br=0>br, 0-r4br==0r; c) (a-+ Or=ar
ar+0-r=ar. —100. a-(—a) =— a2 < 0. —

101.[a + (—a)lb=ab+ (—a)b,[c + (— a)lb=0-b=0;protoab + (— a)b =

=0,(—a)b=—ab. — 102, x = —:— je totéZ jako bx = a. Jsou-li &isla a, b riznid od

nuly a téhoZ znameni, je x kladné; kdyby totiz bylo x ziporné, nemohla by obé
¢sla byti téhoZ znameni. Jsou-li &fsla a, b riznych znameni, je x ziporné; kdyby
totiz bylo kladné, nemohla by obé &isla byt ruznych znameni. -- 103. A z jetoté: ;
y
x|

jako x = yz. Proto |x| = |¥]|-|2], | 2] = {———‘ — 104, a) Je-li obraz &isla a vpravo
y
od obrazu ¢&isla b, je obraz &isla b vlevc od obrazu &isla a. b) Je-li obraz &isla a vievo

od obrazu &isla b,’j¢ obraz &isla b vpravo od obrazu &icla a. ¢) Bud je obraz &isla a vpravo
od obrazu &isla b nébo oba obrazy splynou ncbo je obraz &sla a vlevo od obrazu &isla b.
d) Je-li obraz &isla @ vpravo od obrazu &isla b 1 ten opét vpravo od obrazu &fsla c, je
obraz &isla a vpravo od obrazu &isla ¢c. — 105. a) Je li néktery stitanec zaporny; b) jsou-li
oba s&itanci zaporni. — 106. a > 0,6 > 1 neto a <0, b <13 b)a> 0, b < 1 nebo .
a<0,b>1 —107.a)a>1,b>-1neboa< 0,b<0;b)0<<a<1,0<b1

: 1
nebo @ > 1, 5 < 0 nebo a < 0, b > 1. — 108. Nerovnost a > b nasobime &islem pre

' 1 1 1 1
Jsou-li &isla a, b téhoZ znameni, vyjde — < P jsou-li riznych znamend, vyidc-;- > 7
a

2 3
109.2) x> 1,8, b)x < — 1! 9 x> — 2,4 ~ 10.2r<s <_r =

111. a) Z nerovnosti a> b me 2a>a+ b a také a + b > 2b. b) Jsou-li
¢sla @, b raciondlni, je také 3(a + b) raciondlni. — 112, a) a>b,a+¢>b+¢;
b) a<b,a+c<b+c — 113. Je-li ad > bec, je ab + ad > ab + bc a také
ad + ¢d > bc + cd;je-liad < be,je ab + ad < ab + bcataké ad + cd < be + ¢cd.

IV. Desitkova souctava.

114, 75 = 16807. — 115, 22 — 1 =3,2¢ — 1 =53, 20 —1 =097, 20 — 1 =
= 93,11, 212 — 1 = 315.13. — 116. 2% = 8388608 hal. — 117. a) 0, b) 24%¢) 0, d) 0,
€)2x%. — 118.a)a > 1neboa < 0,b)a = 1 neboa = 0,c) 0 < a < 1. — 118.a)a > 1
nebo — 1 <a < 0,b)a = Ineboa = Oneboa = — 1,c)a < — 1 nebo0 < a < 1.—
120, a)a>1L, b)a=0,a=1,c) a<l, a%0.
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11 11 4909 4

121.3) 1, 5, 5 b) 1,—3, 29110100, 100, — 129 5, 5,

439 1 a 1
b3 Z’ 16 123'*‘)b ab’ R b" =b=’ c)”"—ZE’_—’d) ooy

1 b
124. a). ,a, pr) b)—5—, a% a. — 125, a)—+l+a, b)--+——+2. — 126.
a i a b a

S5 = — 127, (%)'-V= (%-b)'=a'- — 128, Plati pro r >0, s > 0. —

129. Je pravda pro r = 0. — 130, a) 90, 3) 900, ¢) 9000.

131. a) 18, b) 192, — 132, a) 10y + x + 10x + y = 11(x + »), b) 10y + x —
- 10x — y = 9(y — x). — 133. 100x + 10y + 2z — (100z + 10y + x) = 99(x — 2). —
134. N=100x+y, y=4¢9+ 2, N=100x + 49 + z = 4(25x + ¢) + 2. — 135.
N=1000x +y, y=28g+ 2, N=1000x+ 8g + z =8(125x + q) + 2. — 136.
a) 107, b) n — 1. — 137. Viz cvi. 136. — 138. a) 570,3, b) 3,065. — 139, a) 563, b) 827,
¢) 1523. — 140, @.10".b.10° = ab. 107+, —

‘141. a) 4550, b) 1200, c) 1500000, — 142. a) a-107-b-10° = ab . 107+2,

b) ab-10":a-105=b-10""5, — 143. (10a + b)(10¢ + d) = 100ac + 10(ad +
+ bc) + bd. -- 144, (10a + b)[10a + (10 — b)] = 100a(a + 1) + (10 — b). —
145. (10a + B)[10(10 — @) + 5] = 100 [a(10 ~ @) + b] + b2 — 148. 10"—1 < a < 107,
10m—1 < b < 10™ (viz cvid. 137),odtud 10n+m=2 < gp < 107 +m, soudin mibud n 4+ m

. 57— a
nebo n + m — 1 &islic, — 147.Ie-hr23,?e2' . -—_—io sjelir <s,je —— T =
a-25—r
= TR 148, Dany zlomek m4i tvar — 10" 2” sk,lze-hkrént,)etomoinobud

nékterou mocninou &isla 2 nebo n&kterou mocninou &sla 5, ale ne obéma soufasné, —
149, a) 38,00, 420,00 nebo 420,01, 0,71; b) 38,0, 420,0, 0,7; c) 38, 420, 1. — 150, Abso-
lutni hodnota rozdilu &inf nejvyie  jednotky fidu n-tého. —

151. p-t4 platni &islice je f4du n — p + 1, proto rozdil ini nejvy3e 5. 107—2
(viz cvig. 150). — 152, a) 38,235, 38,125; b) 179,63375, 178,75875; c) 27,275, 27,165;
d) 5,981735, 5,952598 (hodnoty zaokrouhlené). — 153, k-5-107~1= 2k . 10" (viz
ovié. 150). — 154, 5.107— 145,101 =10 —

r

V. Druhi odmocnina.
155. Kdyz bud a = 0 nebo b = 0. — 156. (50 + @) = 100(25 - a) + a®. —

157 (@4 x)* —a*=x(2a + x). — 158, @, — a3 = %, a,® — as® = x(a; + ap). —
’ 1
159, (@ — )2 >0. — 160. (@ —1* >0, a*+1 =23, a + > = 2; rovnost nastane

pro a;T,l- —
e T
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161. a) Provedte naznalené vykony. b) Je-li |a| # !b]| a [x]| # |y]
162, PoloZime-lix = b,y = gnebox = a,y = b, — 163. Proved’te naznalené vykony
164. PoloZime-li x =a, y = b, z = —¢. — 165, PoloZime-li x =&, y =¢, z =a
nebo x =c¢, y =a, z=>5. — 168. a) x® — y® — 2yz — 23, b) x® — y? 4 2yz — 27,
) —at — bt — A 4 2g%3 4 2a2%% + 2b%E. — 187. a) (x +y — 2)(x —y -+ 2),
b) @+ v+ v){u— 1), o) (p+ QXp — 9% d) (a® + ab -+ %) (a® — ab + ),
vyraz upravte na tvar (a* + 2a%? + b*) — a?% - 168, Viecka &isla uvedeni v prvém
sloupci. — 169. Jsou to &isla tvaru (a + 0,05)® = a(a + 0,1) + 0,0025, kde a (a také
a + 0,1) m4 jedno desetinné mistc. — 170. (@ + 0,5)* = a* + a + 0,25, pfi &em>
&slo a + 0,25 ma dv& desetinna mista. —

171. (5 + a)? = 25 + 10a + a?; ¢islo 25 + 10a m4 jedno desetinné misto. --
172. (2,5 -+ a)® = 6,25 + 5a + a?; &islo 6,25 + 5a m4 jedne desetinné misto. — 173.
a) 10,69, 1665, 974200, 0,01513, 0,0004285; b) 5,693, 75,78 nebo 75,77, 154,0, 208500,
0,04032. — 174. a) 40,62 — 7,92 =*- 1586; b) 67,78% — 59,522 ==~ 1052. — 175. Nejsov,
nebot 9% + 52 = 106, 12 + 82 = 65; posledni islice prvaiho vyrazu je 6, druhého 5. —
176. Plati; obé strany jsou pak rovny nule. — 177. Je mozné, aby a = 0, pak jsou oba
vyrazy rovny nule; neni moZné, aby b = 0. — 178. a) 232 = 529; b) 3172 = 100489. —
179. a) Rovnice x? = 7 znadi bud x = /7 nebo x = — }/7; b) |a|. — 180. a) 28,
b) 48, ¢) 504. —

181. a) 5, b) 6, ) 30. — 182. a) 11,b) 1,8,¢) 4,5. — 183.2) 9, b) /41, ¢) 21. —
184. a) 1,96 < 2 < 2,25, b) 1,998 < 2 < 2,016, — 185. Obd¢élnik, jehoZ whlopfitka
je /52 whlopfitka &tverce je J50. — 186. 2,58, 6,72, 26,9, 94,7, 0,983, 0,235, 0,0613,
0,0197. — 187. 1,111, 1,859, 6,758, 7,453 nebo 7,454, 24,61, 87,03 nebo 87,04, 0,7564
nebo 0,7565, 0,2477, 0,08534 nebo 0,08535, 0,02846 ncbo 0,02847. — 188. 2,646,
8,944 nebo 8,945, 28,28, 0,5477, 0,1304, 0,04796 0,03162. — 189, 11,18 cm. — 190.
45,62 cm. —

191. 154,2 m. — 182. 46,67 mm. — 193. a) 25,02 cm, 38,59 cm, 42,28 cm;
b) 44,17 cm. — 194, 3,5 vtef. — 195. a) 0,709 vtef., b) 0,549 vtef. — 196. /a — b — x =
— b — — b2
=2bﬁ2bb a=—(ﬁzb )<0—-197.Ie-1iﬁ<b,iex<0ab—f-—~
— Gb+x—Va)>0. Jeli Ya >b, je Ja—b—(b+x—Ja)=
Wjfa — 46 — (a— b (Ja — b)(3b — Va) -
2b B 2b
b)3 2(n — p) 1
(V_ ) 2 35-10 = -~ . 107 —2?+2; jednotka stojici na mist& k-té platné &is-
2b 2107 8 :
lice m4 mistn{ hodnotu 107—*+1, tedy k = 2p — 1. — 199, Pro p == 4 plyne & = 7;
pro p = 7 plyne k = 13. — 200. 2) 1,732051, b) 2,236068, c) 2,449490, d) 3,162278. -

201. 1,732050807569. — 202. Raciondlni jsou odmocniny &fsel: 1296, 1764,
2304. — 203. Budi¥ a == b3, kde b je pfirozené. Je-li b? = pk, musi b = ph, &ili a = p*h*
— 204, |/mnp = {m.Yn-|p ; véta plati pro liboveiny polet &initeld. -- 208, Jsou-li
&sla m, n, p po dvou nesoudflng, jsou také &sla m, np nesoud&nd; proto |m, Vnp

0. —198. b + x — Ja =

106



(a v dasledku toho i |, |/p) jsou &isla pfirozens. — 208, m = k¥, n = h3r,kde &, h, r
jsou &isla pfirozend. — 207. Je to moZné, je-li m = k*, n = h?r, kde &, A, r jsou &sla
pfirozend. — 208. a) 72, b) 210, c) 420. — 209. Prvni a posledni. — 210. 210. —

211 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 17, 19, 21, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 33,
34, 35, 37, 38, 39, 41, 42, 43, 46, 47. — 212. a) Je to moZné, jsou-li obé &isla stejn4.
b) Je to moZné, jsou-li to &isla tvaru rs, rt, st, kde r, s, ¢ jsou &isla prosta &tvercl po dvou
nesoudélni. Jedno z &isel r, s, ¢ miiZe byti také rovno jedné. — 213. Je-lim = kr,n = hr,
kde k, h jsou dv& nesoud&lns &sla (prosta &tverct), je u)m . v)n = uvr)kh, pii dem2
kh je prosté &verch. — 214. Je-li u)f/m = v}/n, je u*m = u}/m . v)/n, ale to neni moné
(viz cvit. 213).—215. a) 210, b) 3)/5, ¢) 4)/3, d) 5)/2, €) 2J/14, ) 6)/Z, g) 7}/3, h) 13)/2,
) 11y3; ) 10/T0. - 218. &) 1Y, ©) 115, © 3Y5, & 53, O 815, © 3Y5, 0 §17,
b) §¥'3, i) 0,6/'10, j) 0,4)/305. — 217. a) pV'i, b) ¢%/3, c) Pyt d) pVE: e rV‘ > ) arlfa,

8) 3¢ |/pr h) 2¢r) 2p. — 218. 2) —V— b 2 e ©) Vpr d) VEZ, ors ,V6pqs

219. a) 219, b) 9)3. — 220, abc = (ab)c; éisla ab, ¢ jsou racxonﬂlné z4visl na |7,
proto i &islo abe je racionilng z4vislé na [z To plati pro kaidy poZet Ziniteld. —

221. Citatel i jmenovatel je racionilnd z4visly na Vn—, proto je i zlomek raciondlné
zivisly na }n, — 222, Plyne z cvit. 220 pro a=b=c=... a z cvit. 221. —
223. Je to moiné; piiklad: (a + bn),+ (c—b)n) = e + ¢, kde a, b, ¢ jsou racionél-
ni, n prosté &tverclt. — 224. Je to mo¥né; piiklad: (a + b)n )a — b)n) = a®* — b,
a, b jsou raciondlnf, n prosté étverct’x. - 225. a) 3+V3,b) — 6 — 5|2, ¢ 3)2,
D1+ 33,0 — 1+ V50— 3 =35, 0 — % + §T. — 226,27 = &m + o'n +
+ 2s)m - t)n ; viz cvit. 213. — 227. Z rovnice r, + sV_ = ry + t}/n plyne r, — =

= 1tfn — sfm, (r, — 1 = % + m — 2t)n- s|m; viz cvik. 213, —

VI. Kvadratické rovnice.

228. 37. — 229. 64 a 23. — 230. 33} cm® a 66% cm”. —

231. 20 K& a 12 Kés. — 232. 36 km/hod, 33 km/hod, 231 km. — 233. 375 km,
14} hod. — 234, a) 21 vtef. a 15 vtef. b) 36 vtef. — 235. 2) 315 vtef. a 2} 3 vtef. b) 63 vief.
‘ 1 1 1
—~ 236.a) A=1,B=3; b = - . — 237, }
2 ’ D TG il ez 3@+ 3
3a(5 +8) 3b(5— a)

3@ —20), $(a+5). — 238, e R ,a+b¢0.—‘239.A==
b—b ab’ — a’b . .
-—.B= O — 240,27 — 20, 20 — n, 10 n S 20, 5 celé, —

—a a—a - .

241, }(5s — 180), $(180 — 3s), 36 < s < 60. — 242.2a : (b — a)m, 3(b — a) K,
b> a. — 243. 8) 3(s; + sp)5 b) 283855 2 (51 + ). — 244.n(b —~q) :(p — q), n(p—8):
=gy p2b2q ~ 245. (am — bn) :(a — b), (an ~— bm) : (a — b); je-li a > b,
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b b
tfeba voliti m, n tak, aby B > — > ,1e-ha <b, musi; < < —. — 2486. a) Plati-}

ard + br 4+ ¢ = 0, plati k(ar® + br + ¢) = 0. b) Plati-li k(ar"- + br +¢) =0, k#£0,
plati ar® 4 br 4+ ¢ =0. — 247. Kdyby bylo a >0, =20, ¢ = 0, bylo by ar? +
+ br 4+ ¢> 0; kdyby byloa < 0, <0, ¢ £ 0, bylo by ar® + br + ¢ < 0. —248, Z rov-
nice a.024+ 5.0+ ¢=0 plyne ¢c=0. — 249. Z rovnic ar®* + br + ¢ =0,

r2 — br 4+ ¢ = O plyne br = 0, ale r 3£ 0. — 250. Vypottéte a, b, ¢ z rovnic ar? +
+br+c 0, as’+bs+c-—0, at* 4+ bt +¢c=0 za hiedpokladu, Ze r # s,
r#£: s#EL —

251. 2)0,5; b) 0, — 3,7;¢) 0.3—5;(1) 0;¢)0, — 4;£0,3;2)0,5; h) nem4 feenf. -
252, 2¢ : g == 10,2 vtef. ~ 253.8)a = l,r =7;b)a =0,r =2neboa =3,r =}, -
254. a) 13, — 13; b) }J/6, 31f6‘-c)4,—-4 d)l,—-l e)s,—s,m/z -—Vz
g — 1; h) nema feeni. — 255.a)x=—u,r= 5,s=——g,b)y--—,r—ﬂ/5
s——ﬂ/li — 256, Je-li r>0,5>0,jers>0, r+5>0; jeli r <0, s<0, je
$s>0, 7+ s<0; jeli r >0, s<0, je rs<0. — 267, r+ 5= —p=~b:a

. - b
je-li r=35,je r=- b:2a. - 258, s= —p — ¢ == — — - r; je-li r irracionilni,
] F 2 :
je i s irracionilni; kdyby bylo r == s, bylo by r racionélni podle cvi&, 257. — 259. a) Z rov-
nice r -} § = ~— p pro r == s plyne r = — %p. b) Z rovnice sr = g pro r = s plyne
Irl=Vqg.0)31p| = |y, odtudp* — 4g = 0. — 260. Pak z rovnice x* + px + 1p? =0
plyne (x°+ }p)? = 0; jeden kofen je r = — }p a druby s = —p—r=- 3. -

261. Ze vztahll r+s= —p, rs=gq plyne p* —4g=(r —5)*>0. — 262
a)n? = p? — 49;b) p*n = g(n + 1)%. — 263, Musiplatit(1)r + 13 == — p,(2)r.r2 =g;

vedle toho 12 4+ pr -4 g==0, tak¥e r® = — p — r = — pr — ¢; odtud r=§_l
r’-—i—‘-!—;,nebofp #: 1, coZ dozadime do (2). -~ 264. a) ¢ — p 4 13 b) p? — 2¢;

©) — #° -+ 3pg; d) — “;e); w= 2, ~ 265.2) x% — 13x 4+ 40 = 03b)x¥—x — 6 = 0;
Q .

)x® -+ 0,1 x ~ 1,56 = 03 6\201" +3x+ 12=0;¢e)x? —4x — 1 = 0;f) x® + 2x -
—1=0. - 268 a2} x*--px+4g=0; b) x4+ (p+2mx+q+pn+nt=0
) x2 + pnx - gn* = G; d; gx® -+ px 4 1 = 05 ) a? — (p® —~ 29)x 4- q‘- == 03 ) x? +
+ @ —3px + ¢ = Q,g',qﬁzs (P*—29)x + g =0.—267.3)s = - 3;b)s = 46;

)s=1—-}Y25d)s=24V3 ~-268.a)g=—T,s="—1; b)q==~-55,5--ll:
)g=9s=33d)g= 1, 5+3~ 25 ~ 260.8) p= — 15, s == 33 b) p = ¥
se=~—=~8;¢) p=12, £= —~ 83 d}p-—-:—-l4,:=—=7+]’i§ ~—-270.p-—-—r—~3;

q=1rs, proto x*+ px + g = x* -~ (r + §)x + rs; mi-li rovmice dvojny kofen 1
jext 4 px 4+ q = (x —~ rj*

b I
2NN, - = -1 —~ 5, L. rs, proto ax?® -+ bx + ¢ = ax® — a(r + Hx + ars
a a ‘ .
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mé-li dvojny kofen r, je ax® + bx + ¢ = a(x — r)2. - 272. Z daného vztahu plync
rs—rs—rs’ F '’ =—rs4r' 455’ —rs” Gl 2rs + 2r's’ = (r + )’ 4+ 5). -
273, Z rovnic P+ pr+g=0, *+pr-+ ¢ =0 plyne (p--p)r-+qg-—q¢ =0,
r= — (g — q") :(p — p"). Dosadime-li nalezeny koten do néktcré z danych rovnic,
dostaneme hledany vztah. Mohou mit dané rovnice také druhy spolelny kofen? --
274. Mi-li rovanice x? + px + ¢ = 0, kde p, ¢ jsou ¢isla celd, celotiselny kofen r, je
také s = — p — r celodiselny kofen. Jsou-li oba kofeny sudé, je p i g sudé; je-li jeden
kofen sudy a druhy lichy, je ¢ sudé; jsou-li oba koteny liché, ie p sudé. -- 275. Z rovnic
ar* + br 4+ ¢ = 0, as® 4 bs + ¢ =0, vypolteme b a ¢. Je-li r £ s, vyjde b= — a(r -+ 5),
c=ars. — 276, p2 —4g=(r—s)® — 277. a) 2, 3; b) — 2, —3; ¢) — 1, 6;
d)3,10;e)2, — 15;) 1,9;8)3, — 7;h) — 5,8;1) — 5,6;)) 8, 12. — 278. a)(x + 2) -

“(x+ 3 b) (x — D(x— 4):¢) (x —2)(x + 6); d) (x + 3)x — 6); €) (x + 5)x -~ 9;

1
0(x — 8)(x — 15). — 279, — —~,x9&l,x¢-—-a,x=i= S2b) s x ¥ ],

S
x# 2, x # 3; c)‘:

4 m\2
-—,x#=3, x# =3 x#£4, x#£ -4 - 280.a.(h») i

+b.— + c= 0, an® + bmn + en? = 0; odtud jednak m (am - bn) + cn? = 0, jednak
n
am® + n(bm + cn) = 0. —

281, Z dané rovnice plyne (ar)? 4 b.ar + ac = 0; kofen ar je celotiselny kofen
rovnice y* -+ by + ac = 0, ktera ma u kvadratického &lenu kocficient 1 (viz cvil. 280). —

282.a) Rovnice y2 — 3y — 4 = Omékoreny-—l 4,protor = ~ 2,3*2 b)y? -~ Ty+
+12=0 mi korcny 3,4, r = '2, s = 3, c) ¥ — Oy — 36 = 0 mé koreny — 3, 12,
r—-:,;,s-zz,. d) ¥ —y — 20 =0 mi kofeny — 4, 5, r = —l,s——-; — 283.

2)(3x — 2)(x — 1); b) (3x — 1)(x + 2); ©) (2x + 1)(2x — 3); ) (2x + 3)(3x + 2). —
284.2)1,55b)3;¢) 7, — 6; d)12 —T3¢)1 +Vfl -;§"0-§_+- 315, — 7 — 315;
gl - f:h)lo)gil)gpl §--285-a)-p7?:b) .gsc) 7+'V_6_"‘2> V6_
d) nem4 fedeni; ¢)-%”, - 6,f)1 + V2,1 -V2;8) - —,hl nemi fedeni. — 286. a) ¢ <
<12};b)e=12%50) ¢ > 121 287.a)b>8]/“nebob ~—8l3 b) b = 83 nebo
b= —8V3 o) — 83 <b<81/3 —288.a)a> — FFibla=— {550 a<— 5 —
289. 4p= — g nenf zéporné, kdy% ¢ < 0. — 290. Danou rovnici Ize psit ve tvaru (2x +
+p)=pt—4g. —

291. Danou tovmci 1ze psét ve tvaru (2ax -+ b)® = b? — 4ac. — 293.3) 3 % 1;
b) — 6, — l, c) — ,; + 7]/“ 2— 51/5 d) nema4 kofeny; e) nema kofeny;f) — — +
+ Y135, — & - 1Y1359) 1,5, — 4,23 0) 17, — 16. — 294. Je-li D = 4k, je b* = aCk +
~+ ac). — 295. Je-li b liché, j )e b® také liché a D = b? — 4ac je rovnéZ liché a neni moiné,
lbyD 0. -—296.3)3, 7,b) % g,c)nemékoreny,d) ¥+ 323 -3%5e) —3 + 3T
~31-3TDhL -G —2+ )3, - 2-)3; 1)nemékoreny,;) - 17, —19, —
297, Je-lib = pk, c = ph a h ani a neni nisobkem ¢isla p, pak D = §* — dac == p(pk? —
~ 4ah). Je-h P # 2, neni &islo pk? — 4ah délitelné prvodislem p; je-li p = 2,je D = -
=4k — 2ah), pii ¢emz &sla a, k& jsou lichi. Je-li & sudé, t. j. je-li 2 = 2m, je D =
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= 8(2m* — ah); vyraz v zdvorkich je &islo liché. Je-li & liché, t. j. je-li & = 2m L |,
je k* — 2ah = 4m® + 4m + 1 — 2ah; ah je rovnéZ liché, t. j. ah = 2n + 1. Je tedy
k2 — 2ak = 4(m* + m — n) — 1 Uslo liché, které viak nenf druhou mocninou celého
Usla, nebot kaZd4 druhd mocnina lichého &sla, t. j. &sla tvaru 2u + 1 je tvaru 4(u® +
+ u) + 1. — 208, Je-lib = pk,a = phahani ¢ neni ndsobkem prvoiisla p, pak D = b3~
— dac = p(pk* — 4ch); dal¥f Gvahy jako ve cvi€, 297. — 299, Kdyby neméla totéZ zna-
meni, byloby D = 4% — 4ac > 0. — 300.3) 3, — 35 b) 3,150) — 4 + |5, —4— |5,
d) —1+)5 —1—}5;¢ 308 %°;g) %; h) nemi felenf. —

301.a) u=10, x=4 nebo u=— 15, x=—1; b) u=9, x=3. — 302
aym=0x=1;m#0, x=1nebox=1:m;b)m=0,x=0;m+#=0,m>— },

m+1+)2m41 1—-V2m
=_i___;.—t_neb°x=2‘_i___l/_il;m=_%’x=_l;m<~%,
m
—_ 1
neméic!enl;c)m=—-l,x=—l;m;!:—l,x=--1nebox=~—"—l+il—;d)m=1,
m
5mi — 4
x=-—2;m;él,m>§}/5—,nebom<—§5,x=1n+—v—£'————nebox=
. 2(m —1)
m— }/5ms — 4 — -
‘T(,,.K—'"i)—“i"'=%Vs‘,x=—z-Vs;m=—%s,x=—z+vs;—%ﬁ<
VS 2 _4m 4 4
<m<§V§',ncméic§cni;e)m=l,x=0;m¢l,x=m+ i T2 nebo

2(m — 1)
— V5m3 — 4m ‘

x-—=m V5m +4.—— 303. a) x=a+bnebox=a—b;b)a=0,5=0,

2(m—1) .
rovnici vyhovuje ka2dé x; a =0, b # 0, x = — 13a#0,x = — b :anebox = —|;
c)a =0, b = 0, rovnici vyhovuje kadé x; a =0, b % 0 neboa#0, b =0, x =0,
ab#0, x=>,b:a nebo x=—a:b; d) a=0, b =0, rovnici vyhovuje kazdé x;
a=0; b#0, nebo a#0, b=0,x=0; ab#0, x=a:b nebo x=05:4
€) a = 0, b = 0, rovnici vyhovuje ka¥dé x; a = 0, b # 0, nem4 fefenf; a = — b # 0,
— 2ab — b)Y —ab

x=0;ala+b)#0, ab<0,x= t@=h

. a(a + b)
T @B ab By £0, ab>0, G b, nemd Felents a = b # 0
a(a + b)
x=—1 — 304D =4[@+ b+ c)®—3ad+ ac+ bc)] =2[(a—b* + (a — o)*t
+ (=)t >0,pokudnenig =b=c. — 305. D= (a®+ b2+ p + ¢q)* — 4a%q +
+ 8% + pg) = (a® — b* + p — ¢)* + (2ab)*>0. — 306.12a8. — 307.19 a2l. — 308
19, 20, 21. — 309. 43 nebo 34. — 310. 48 nebo 16. —

311. 60 nebo 40. — 312, 7. — 313. 9 km/hod a 8 km/hod. — 314. 2. — 315. 20 hod.
a 16 hod. — 316. 16 m/min. — 317, 5 hod., 74 hod. — 318. 30 hod. a 20 hod. — 319. D¢
setithelnfk a osmithelnik, — 320. 12. —

321, 3 versty, — 322, 80 a 60 jablek. — 323. lo+ | Lo —P a }o-
~ V&P =P, o2 4. — 324 JIa+ bF +m — La + b); Ha+ b -

nebo x =
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Vi@t B —m pokud m < ab — 325 o+ 3w —d5 o o -
Vhur = fgot 2w <o £ 20yZ0 — 326, L(YiZn—3 —3), 1(/12n — 3 + 3),
=3k +3k+1, B=1celd, — 327 J(JAO + 8n+ ), n=Jkk+THEk> — 4

¢, — 328, g- (¢ + gt — }/e®  2cgt), tiloha m4 vidy feleni. ~ 320.V &ase (c + [ 3—2gs):¢

Lo (c—YeE—2gs):g 2 =2gs. — 330. 3(—a+ Jai+ 4 nebo }(— a-—
— — k

. g + 4); aby bylo feleni racionilni, musf }a? + 4 = W kde k, h jsou cels &isla

(k + 2h) (B — 2h)

© A #0). Odtud a? = T . Polotime k + 2h = u?, k — 2k = v?; potom

i Yut — o?), takie a =

kde u, v jsou &isla celd takovd, Ze |u|# |v].

S
ut — ot
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I. ZAKLADNI VLASTNOSTI POLOHY.
1. Uspoidddni bodit na piimce.

Pfedmétem geometrie je studium prostoru. Prostor se sklidd z bodd,
které znadime velkymi pismeny 4, B, C atd., nékdy opatfené indexy (dole)
nebo &rkami a hvézditkami (nahofe), na pf.: S;, S, K’ K, P* atd.

NejdileZit&jsi &4sti prostoru jsou pfimky. Zikladni vlastnost pfimky znf:
Dvéma ruznymi body A, B prochdzi privé jedna pfimka, které fikime
pfimka AB nebo pfimka BA. Pfimky a jejich &isti znaCime také malymi
pismeny, nejlastéji pismeny p, ¢, r. Ze zdkladni vlastnosti plyne, Ze dvé rizné
pfimky maji nejvy$ jeden spoleény bod. Dvé rizné piimky p, ¢, které maijf
spoleny bod C, jmenuji se riznob¥iné p¥imky, kritce rtznob¥zky;
bod C je jejich prusedik. Také fikime, Ze se pHmky p, ¢ protinaji v bodé C.

——

4
T

i 1
T T

A B DC Py A P
Obr. 1. Obr. 2.

Bod muZe probihati pfimku dvéma zplsoby, z nichZ jeden je v obr. 1
vyznaden Sipkou; fikime, Ze bod mizZe probihati pfimku ve dvojim smyslu.
Né&kdy volime jeden smysl za kladny a druhy za ziporny. Zejména u vodo-
rovnych pfimek obylejné povaZujeme za kladny smysl od leva do prava,
u svislych pfimek smysl zdola nahoru. Smysl vyznaleny $ipkou v obr. 1
miZeme nazvat smysl AB (t. j. smysl, v kterém je A pfed B) nebo smysl 4D
nebo smysl BC atd. Opaény smysl je smysl BA nebo DA nebo CB atd.
Bez ohledu na smysl mtfeme fici, Ze v obr. 1 mime na pfimce &tyfi body
v porddku ABDC nebo v pofidku CDBA; kazdy z obou pofddki odpovidd
jedné volbé smyslu. D

Bod A zvoleny na dané pfimce (obr. 2) rozdéli tuto pfimku na dvé polo-
p¥imky 2,, p,, které jsou navzijem opa¥né. Bod A nile?i do obou polo-
pfimek a je jejich pod4tek. Kazdy jiny bod pfimky leZi uvnit¥ p, nebo uvnitf p,.
Pii jedné volb& smyslu body uvniti p, jsou pied bodem A4 a body uvnitf p,
za bodem A; pfi opaéném smyslu je to obriceng.
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Jsou-li 4, B dva rizné body na pfimce p (obr. 3), pak polopfimka 4B
ma pocitek A4 a prochizi bodem B; polopfimka BA mi politek B a prochdzi
bodem A. Tyto dvé polopfimky jsou rtizné; body obéma spolené tvori tiseéku
AB neboli useCku BA. Body A4, B jsou krajni body usecky AB;ostatni body

useCky AB lezi uvnitf¥ této aselky.

; L Ve smyslu AB vnitfek tseCky AB se

A B P sklidi z téch bodi, které jsou zirovei

Obr. 3. za bodem A a pfed bodem B; ve smyslu

"BA je tomu naopak. Bez ohledu na smysl

miZeme fici, Ze vnitfek asecky AB se skladd z téch bodd, které lezi mezi 4
a B. Cel4 pfimka p se sklid4 ze tii &asti; jsou to:

1. usecka 4B,

2. prodlouzZeni Gse€ky 4B za bod 4, t. j. polopfimka opa¢ni k polo-
pfimce AB,

3. prodlouZeni usecky AB za bod B, t. j. polopfimka opaéni k polo-
piimce BA. ' ) ‘

Ka%d4 polopfimka obsaZend v pfimce p urduje smysl pfimky p, totiZ
ten smysl, pfi kterém poditek je pfed ostatnimi body polopfimky. Dvé polo-
piimky obsaZené v téZe piimce p jsou souhlasné, uréuji-li ob& tyZ smysl;
jinak jsou nesouhlasné, Opalné polopiimky jsou dvé nesouhlasné polo-
pfimky s tymzZ pocitkem; dvé souhlasné polopfimky s tymZ po&itkem splynou.

Cviteni. o

1. Piimku ABDC v obr. 1 zapiite iinjm‘ zpisobem, a to tak, Ze v zipise budou
oznadeni a) viech &tyf bodu, b) jen t#, ¢) jen dvou z bodii 4, B, C, D. Rozhodnéte,
kolika zpusoby to lze provést, jestliZe pfihliZite i ke smyslu v pfimce, ktery uddvéd
takovy z4pis.

2. Je déno n riznych piimek, kazdi je s kaZdou riznobéini a nikdy neprochézeji
tfi jednim bodem. Kolik celkem majf prisedikil. (Kolik priseéfkii m4 jedna z danjch
piimek se viemi ostatnimi? Kolikrit tu byl kaZdy prisefk politin?)

3. Na pfimce AB v obr. 3 zvolte bod C tak, aby: a) leZel uvnitf fisetky 4B, b) na
prodlouZeni dsetky AB za bod B, c) na prodlouZeni tselky AB za bod 4; V kaZdé
uloze zapiSte dvojim zpisobem pofidek vyznatenych bodd A4, B, C.

4. Nadrtnéte piimku MABN! Co vyplni body, které jsou spoletné:

a) polopfimkim B4 a AN, d) tisece NA a polopfimce BN,
b) polopfimkim AM a AN, e) uselce AN a polopfimce BM,
¢) polopiimkim AM a BN, f) tsetkim MN a AB?
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5. Které rizné polopfimky z obr. 1 ratiZete zapsat uZitim nizvl bodu v obrizku
vyznaZenych? Které z nich jsou a) opatné, b) souhlasné, c) nesouhlasné, ale
pfitom nejsou opaZné?

8. Co feknete o smyslech dvou polopfimek, vite-li, Ze jedna je &4sti druhé?

7. Mohou dvé& souhlasné polopfimky dohromady vyplnit celou piimku?

8. Musi dv& nesouhlasné polopfimky vyplnit celou pfimku?

9. Na pfimce si zvolte dvé polopfimky nesouhlasnych smysli. Které body jsou
ob&ma polopfimkim spoleéné? (3 moZnosti.)

-2. Roviny a poloroviny.

Pfipomefime si nyni znimy pojem roviny. Zdkladni vlastnost roviny
zni: Le#i-li dva rizné body 4, B v roviné, leZi v ni celd primka AB.
Dvé riizné pfimky p, g, které nemaji Z4dny spoledny bod, jmenuji se:’

rovnob&iné pF¥imky (rovnobéiky), jestliZe leZi obé v téZe roviné;

mimobéiné p¥imky (mimebézky), jestlie neleZi obé v téZe roviné.
Ale také dv& splyvajici pfimky povaZujeme za rovnobé&iky.

Ta &ast geometrie, ve které studujeme jenom utvary, které leZi v urité
roving, nazyvé se planimetrie. V tomto roce budeme probirat skoro vyhradn&
planimetrii. MimobéZky se ovSem v planimetrii nevyskytuji.

KaZd4 ptimka p rozdéli rovinu na dvé poloroviny a tvoii hranici obou
polorovin; kaidy bod rovinv mimo p le¥i uvnit¥ jedné z obou polorovin.
Pravime, Ze ty dvé& poloroviny jsou vytaty pfimkou p a %e jsou navzijem opa€né.
LeZi-li bod C uvnitf jedné z obou polo- » K,
rovin, Fikime ji polorovina pC nebo Y
také polorovina ABC (nebo BAC), jsou-li .
4, B dva rizné body pfimky p. Nékdy
je vyhodné oznatit polorovinu jedinym
pismenem; uiivime Kk tomu reckjch
pismen g, 0, T

Pojem poloroviny velmi dzce sou-
visi s ndsledujicim pojmem. Budi? d4na
v roviné pfimka p a mimo ni dva rizné “ Obr. 4.
body H, K (obr. 4). Pravime, e pfimka o
p oddéluje bod H od bodu K, jestliZe Gisetka HK protne pximku p (viz body
H, K, v obr. 4); pfimka p tedy neodd&luje bod H od bodu K, jestliZe asetka HK
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neprotne pfimku p (viz body H, K, v obr. 4). Zfejmé:

oddéluje jsou opacné;
neoddéluje splynou.

‘Bude telné ji nyni se zminit o pojmu trojihelnika, ktery budeme
podrobnéji probirat v &inku 4. Tii body 4, B, C, které neleZi v jedné pfimce
(tedy jsou rizné), urluji trojihelnik ABC, kritce AABC. Body 4, B, C
jsou jeho vrcholy, useCky 4B, AC, BC jsou jeno strany. Vrchol A4 a strana BC
jsou navzijem proté&jsi, stejné vrchol B a strana AC, vrchol C a strana 4B.
V3ecky tfi strany dohromady tvofi obvod trojiihelnika; pod nizvem troj-
thelnfk rozumime oby¢ejné plochu sloZenou z obvodu a vnittku (viz ¢linek 4).

AN

Obr. 5 a). Obr. 5b)..

pfimka p H od K, jestlize poloroviny pH, pK

p

Nyni si fekneme dileZitou vétu: JestliZze pFfimka p neprochézi Z4dnym
vrcholem trojihelnika, potom p neprotne Zidnou stranu (obr. 5a)
nebo protne privé dvé strany (obr. 5b). Tato véta byla pfes svou velkou
diileZitost po prvé vyslovena teprve roku 1882 némeckym matematikem
'Moritzem Paschem; budeme ji fikat Paschova véta. Jeji sprévnost plyne
z vlastnosti polorovin. Jestlize viecky tfi vrcholy 4, B, C jsou uvnitf jediné
poloroviny vytaté piimkou p, mime piipad obr. 5a; neni-li tomu tak, jsou dva
z nich uvnitf jedné a tfeti uvnitf druhé poloroviny vytaté pfimkou p a mime
pripad obr. 5b. '

Cvigeni.

10. Vite, 2e &vé riznobézky AM, AN ledl vidy v jedné roviné .
a) Pro¢ i pfimka MN leZi v této roviné?
b) JestliZe P je libovolny bod pfimky MN, pro¢ i pfimka AP leH v rovind ¢?
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11. Kazdé¢ dvé pfimky, které maji spole¢ny bod, le?i v jedné rovin&. (1) Lze tuto
vétu obritit? (2) Co z ni plyne o dvou pifimkich, které nelef v 2adné spoleiné
roviné? Jak se jmenuji takové piimky?

12. Mohou dvé a) rovnobézky, b) riiznobéiky splyvat? Jak to zapiSete?

13, V roving le2i pfimka p a &tyfi riizné body mimo ni; kolik Usedek spojujicich dva
z nich protne pfimku p a kolik jich pfimku p neprotinid ? (Jsou 3 rizné moZnosti.)

14, Pfedchozi cviZeni 13 opakujte pro pét bodd. (Opét jsou tfi moZnosti.)

15. Piimka p vytind opa¥né poloroviny g, 0,3 uvnitf g; le%i body H;, K, uvnitf g,
body H;, K;. Na pfimce H,K, mite zvolit bod V;, na pfimce H,K; bod V,.

a) Udejte, jak tyto volby musite provést, aby uselka V,V, zcela urlité protala
hranici p.

b) Udejte, jakou polohu musi mit pfimky H,K;, H,K, vzhledem k hranici p,
aby kaZda tsetka V.V, protinala pfimku p.

¢) Co vyplni bod V; a co bod Vy, jestliZe celd usetka V,V; le2i uvnitf g,? (Jakou
polohu musf mit pfimka H;K; vzhledem k hranici p?)

3. Unly.

Viecky polopfimky s danym politkem V tvofi svazek polopFimek,
ktery se vytvofi, otd¢ime-li polopfimku kolem jejiho potitku. Toto otileni
& miZe diti ve dvojim smyslu; budto ve smyslu kladném, t. j. do leva nebo
proti pohybu hodinovych rudi¢ek, nebo ve smyslu zdporném, t. j. doprava.

Dvé rizné polopfimky VA, VB
thoZ svazku rozdéli svazek na dvé &asti,
kerym fikime thly. Bod V je vrchol
obou (hld, poloptimky VA, VB jsou
giich ramena. Bod, kterj neleZi na
}idném z obou ramen, leZi uvnit¥ jedno- 4’
he Ghlu a z4rovedi vné druhého. Vobraz- —~ —
tich vyznaCujeme obycejné oblouckem )
ﬂhel ktery mime na mysli. Uhly zna-
t‘.xme Zasto pismeny malé fecké abecedy,
ne;casteu pismeny a, B, ¥, J, w. Jsou-li
obe ramena VA, VB dvé opatné polo- Obr. 6.
pnmky, lezici v pfimce p, vyplni kaZdy
!obou Ghld jednu polorovinu vytatou pfimkou p; takové dhly se jmenujf
ihly pFrimé, JestliZe viak ramena VA4, VB neleXf obé v téZe pfimce (obr. 6),
aak jeden z obou Ghld se jmenuje duty a druhy vypukly; polopfimky VA4’,

B
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VB' le4i ob& uvnitf vypuklého Ghlu s rameny VA, VB. V obr. 6 je o duf
Gihel, @ vypukly. Duté Ghly, které se vyskyruji mnohem &astéji ne? pric
ahly, znadi se <; na pf. < AVB neboli X BVA je Ghel a v obr. 6; znig
vrcholu se piSe doprostfed. Neni-li obavy z nedorozuméni, miZeme pf
strutné < V misto <X AVB. Zna¥ky < uZivime pouze pro duté i

Dvé riiznobéky (obr. 7) s prisetikem V rozd&li rovinu na &yh duf
tihly se spole¢nym vrcholem V. Dva z nich se jmenuji dhly vedlej$i, maj:
spoletné rameno, a jmenuji se ihly vrcholové, nemaji-li spole¢né rameny
K danému <¢ AVB mime jediny < A'V’B’ k nému vrcholovy; ale k < AF
méme dva dhly k nému vedlej§i <x AVB', & A’ VB, které jsou navzijg
vrcholové.

0

A /YA

Obr. 7. Obr. 8.

Vysvétleni nového pojmu pomoci pojmit znimych se jmenuji defini
nového pojmu; definovati pojem znamen4 vyslovit jeho definici. Nejjednodu
definice dutého uhlu zni: < AVB se skidd4 z téch bodw, které nalel
do poloroviny AVB (v obr. 8 oznatené o,) a zaroveii do poloroviny Bf
(v obr. 8 oznacené g,).

Pfi tom ty body <. AVB, které le¥i na hramcx poloroviny oy, t. j. na piin
V A4, tvofi polopfimku V.4 a ty body < AV B, které leZi na hranici polorovmv‘
t. j. na pfimce VB, tvofi polopfimku VB.

. Tedy: Vnitfek < AVB se sklidd z téch bedd, které leZi uw
poloroviny AVB a zérovei uvnit¥ poloroviny BVA. '

Dosud jsme pouze popisovali znimé skutefnosti na zékiad® nizr




Bod X lezi uvnitf ¢ AVB, jestliZe polop¥imka VX obsahuje bod Z
lezici mezi 4 a B.

Dikaz (obr. 9). Ozna¢éme p; polorovinu AV3B, g, polorovinu BV A.
Bod B leii uvnitf ¢, a Gsetka BZ neprotne piimku VA; proto také Z lezi
uvnitf g;. Bod A leZi uvnitf p, a ise¢ka AZ neprotne pfimku VB; proto také Z
leZi uvnitf g,. Bod X splyne s bodem Z nebo tGseCka XZ neprotne ani pfimku
VA, ani pfimku VB; prote zéroveii s bodem Z také bod X leZi uvnitf obou
polorovin g;, 6y, t. j. X lezi uvnitf <. AVB.

Nyni si dokaZeme obricenou vétu.

JestliZe bod X leZi uvnitfé < AV B, potom polop¥imka I'X obsahuje
bod Z le%ici mezi 4 a B. '

Obr. 9. Obr. 10.

Dikaz (obr. 10). Opét ozname g, polorovinu AVB, g, polorovinu BV A.
Bod X lezi uvnitf obou polorovin gy, g;. Zvolme bod A’ tak, aby V leZel
mezi A a A'. Vznikne ndim AAA’'B; Zidny jeho vrchol nelezi na pfimee VX,
ale tato pfimka protne stranu 44’ v bodé V. Podle Paschovy véty musi pfimka
VX protnout stranu AB nebo stranu 4'B. Pfimka VX se sklida z polopiimky
VX a z opané polopfimky VX', ktera leZi v poloroviné opainé & y,, kdeito
Gsetky AB, AB' lezi v poloroviné g,. Proto musi polopfimka FX protnout
stranu AB nebo stranu 4’'B a my mame dokédzat, Ze protne stranu AB. Tedy
zbyvé dokézat, Ze polopfimka VX neprotne stranu A'B. To je jasné, nebot
polopfimka VX leZi v polorovinl g,, kdeZto tGsecka A'B leil v poloroving
opalné.

Obé pravé dokizané viéty miZeme spojit v jedinou vétu:
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Vnit¥ek <L AVB se skldd4 z téch beda X, pro které plati, Ze polo-
p¥imka VX obsahuje bod Z leZici mezi 4 a B.

<X AVB vznikne ze svého vnitiku pfipojenim obou ramen. Tedy:

< AVB seskldd4 z téch bodi X, pro které plati, Ze polopfimka VX
obsahuje bod tsecky A4B.

Sty¢né thly jsou takové dva duté dhly <X AVB, X AVC, které maiji
spoletné rameno VA (tedy i spole¢ny vrchol), kdeZto druh4 dvé ramena leZi
kaZdé v jiné poloroviné vytaté pfimkou VA, takie oba Ghly nemaji mimo
spole¢né rameno spole¢ny bod. Oba styéné ihly dohromady tvofi hel s rameny
VB, VC, ktery miZe byti duty (obr. 1la), pfimy (obr. 11b), nebo vypukly
(obr. 11c). V piipad€ obr. 11b mime dva dhly vedleji.

c

Obr. 11 a),b), c).

JestliZe polopfimka VA4 le%i (aZ na bod V) uvnitié <t BVC, potom
oba thly <X AVB, X AVC jsou styéné a dohromady tvo¥i < BVC.
Duikaz (obr. 12). Bod 4 le#f uvnitf <¢ BVC, a proto polopfimka VA4
protne dseku BC v bod€ A4’. ProtoZe Gsetka BC
protne pfimku VA4 (v bod& A'), lezi body B, C a
tedy i polopiimky VB, VC v opatnych polorovi-
nich vytatych pfimkou VA. Proto oba 1hly
JXAVB, XAVC jsou stytné, Nyni XBVC se

A skl4d4 ze viech polopfimek VX, kde X probihd
Gselku BC. Podobné <rAVB neboli <CA'VB se
skldd4 ze viech polopfimek VX, kde X probihd

c aselku A’B; stejn€ LAVC neboli XA'VC se
Obr. 12. sklddd ze viech polopi‘imek VX, kde X probihd




gecku A'C. ProtoZe Gsecky A'B, A'C dohromady tvofi tsetku BC, tvofi
Y AVB, <X AVC dohromady < BVC.

Cvident.

. Kolik uhli ur¢uji dvé polopfimky o spolelném pocatku?

a) Kdy jsou tyto uhly pfimé a jak je pak rozli§ime?
b) Kdy je jeden z téchto uhlt nulovy? Ktery dal§i thel je pak jestd urlen?
¢) Kdy je jeden z téchto Ghli duty? Jak se jmenuje potom druhy uhel?

. a) Vyslovte definici dutého uhlu.

b) Zvolte 3 body V, A4, B, které neleZi v jedné pfimce. Polorovinu VAB poloZte
barvou ervenou a polorovinu ¥V'BA barvou modrou; jakou barvu ma <t AVB?
¢) Co vyplyva ze zipisu <t AVB o vzdjemné poloze polopiimek VA, VB?

. Narysujte vypukly uhel o ramenech VA, VB. Polorovinu opalnou k poloroviné

VAB poloZte modie a polorovinu opa¢nou k poloroviné VBA Zervené. Vite-li,
ze duty ubel je spole¢nou &isti dvou polorovin, co feknete o thlu vypuklém?

. Vysvétlete, co znamen4, Ze bod XleZi a) uvniti tthlu ¢ AV B, b)uvnitf ramene VA,

¢) uvnitf druhého Uhlu uréeného poloprimkami AV, BV neZ je XAVB.

. Polopfimka VX’ v obr. 10 neobsahuje 24dny bod tsetky AB. DokaZte, 7e ise€ka

VX’ s vyjimkou bodu V leZi uvnitf vypuklého thiu o ramenech V4, VB.

. Uvnitf dvou tseek VA, VB, které neleZi v jedné pfimce, zvolte po jednom bodu

A’y B’. Dokaite:
a) usetky AB, A’B’ nemaji Z4dny spoleiny bod,
b) Usetky AB’,; A’B maji spoletny bod X, ktery leZi uvniti <x AVB.

. Oduvodnéte: a) Zvolite-li dva rizné body P, Q uvniti ¢ MVN, potom cela tisetka

PQ leZi uvnitf hlu ¢ MVN.

b) Plati vysledek pfedchoziho cvieni 22a i pro thel pfimy? Pro&?

¢) Jak zvolite dva rizné body P, Q uvnitf vypuklého tihlu «’, aby &ast usetky PQ
lezela vné uhlu a’?

. Narysujte vypukly thel w s rameny VH, VK. Jak zvolite bod Z, aby pfi kazdé

volbé bodd X, Y uvnitf thlu o byly obé usetky ZX, ZY celé uvnitf thlu w?
Oduvodnéte. (Jsou-li VH’, VK’ opaéné poloprimky k poloptimkim VH, VK,
zvolte Z uvnitf < H'VK'.)

’

4. Trojithelniky.
Jiz na stran€ 118 jsme mluvili o trojuhelniku ABC, sale definici trojahel-

bika, jako¥to plochy, vyslovime teprve nyni takto:

A\ ABC se skldd4 z bodi, které lezi zdroveit ve viech tf¥ech polo-

tovindch BCA (g, v obr. 13), ACB (g, v obr. 13), ABC (g v obr. 13). Pfi tom
Y body, které jsou na hranici jedné ze t¥ polorovin g;, g4 @3 tvoli jednu
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strapu /\ ABC, nebot na pi. hranici poloroviny g, je pfimka BC. Ty
primky BC, které leZi v poloroviné g,, tvofi polopfimku CB; ty body p™ -
BC, které¢ lei{ v poloroviné g,, tvofi polopfimku BC. Spolecnou &isti o
polopiimek CB, BC je viak tiseCka BC, t. j. jedna strana A ABC. Ods
me-li z A\ ABC jeho strany, zbude jeho vnitfek. Tedy: Vnmitfek A 4
se skldda z téch bodd, které leZi zdrovenl uvnité viech tff poloro
BCA, ACB, ABC.

A
B// ' \E_ ey
= =
/% ’ VN
o ==

/ N

Obr. 13. : Obr. 14.

Spolend &ist obou polorovin ABC (gg v obr. 13) a ACB (e, v obr. |
je thel X BAGC, ktery se jmenuje vihel trojihelnika ABC p¥i vrcholu.
podobné mime < ABC pfi vrcholu B, < ACB pii vrcholu C. Z defin
trojuhelnika plyne, Ze A ABC s2 sklddi z t&ch boda Ghlu X BAC,
leZi v poloroviné BCA. Z &éanku 3 viak vime, ze <X BAC se sklads ze vi
polopfimek AX, kde X probihi Gsetku BC. Z kazdé takové polopfimky
le#i v poloroviné BCA pouze tisetka AX. Tedy:

A\ ABC se sklid4 ze vSech tsefek 4X, kde X probihd Gsctka
(obr. 14). Podobn&: *

Vnitfek A ABC se sklddi z vnittki viech Gseek AX kde X prob
vaitfek vGsecky BC.

Geometricky ttvar K se 1menu;e konvexni, jestlife pro kaZdé dva °
body X, Y ttvaru K plati, Ze celd Gsetka XY je &sti ttvaru K. Konvexn -
na pf. kazd4 tdsedka, vnitfek ka¥dé usecky, kaZd4 polorovina, vnitfek "
poloroviny. Jestlife spoletnou Usti n&kolika konvexnich ttvard K;, K, 3'
je ttvar K, potom také atvar K je konvexni. Nebot jestlize dva riizné bo
X, Y nilefeji do¥, potom body X, Y nileZeji do kazdého z atvartK,,K,?
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pL0ZE viecky tyto Gtvary jsou konvexni, nileZi celd use¢ka XY do kazdého
ward Ky, Ky atd., t. j. GseCka XY nalcZi do tvaru K. ProtoZe trojihelnik
linolecnd &dst tH polorovin a protoZe poloravina je konvexni, je kaZdy troj-
konvexni wtvar. Podobné i vaitfek trojihelnika je konvexni

L Cvideni.

L Narysujte dosti velky A ABC. Polorovinu ABC peloite 3lutd, polorovinu BCA
tervené a polorovinu CAB modre.

) Jakou barvu mé vnitfek A ABC?

b) Kterd &ist roviny m4 barvu: 1. oranovou, 2. zelenou, 3. fialovou?

c) Ktera &ist roviny ma barvu: 1. Zlutou, 2. Cervenou, 3. modrou?

8. Zvolte /\ ABC; uvnitf strany BC zvolte bod X, uvnitf strany CA4 bod Y. Dokazte,
3¢ uselky AX, BY maji spoleény bod U, ktery leZi uvnitf trojihelnika ABC.
. Které uhly jsou konvexni? Oduvodnéte,

, a) Narysujte riznobdiky AOC, BOD. Ookadte, e bod C le¥i v xBAD, bod
A v <BCD. b) Necht trojuhelniky ACB, ACD lefi v rizrych pelorovinach, vy-
tatych pfimkou AC, body B, A. D i B, C, D necle?i v pfimce a necht hod C
le#f v {BAD, bod 4 v q{BCD. Pak se usetky AC, BD protinzji. DokaZte!
B. Zvolte dvé riznobéiné usetky AOC, BNC. Oba trojiheiniky ABD, BCD svymi
L vnitfky urduji étyruhelnik ABCD, ktery neni konvexri. {(1) DokaZte, %e pfimka,

- kterd proting strany 4D, DC trojahelnika ADC ve vaitfnich bodech M, N, protne
istrany AB, BC ve vnitinich bodech P, Q. TJsetka MN leii vné &tyrihelnika.
{2) Zvolte uvnitt asetky PM bod U a vvnitf Gsedky NQ bod V. Dokalte, 3¢ U, V
. jsou vnitfni body tyruhelnika ABCD a #e tsetka UV obsahuje body, které
le2i vné tohoto &tyruhelnika.]

5. Mnohothelniky.

. Pojem trojthelnika je zvla$tnim pfipadem pojmu mnohovihelnika.
e poétu vrchold rozeznavime trojihelniky, étyrithelniky, pétiahelniky atd.
ecné mluvime o #-thelniku, je-li podet vrchold roven 7; pfi tom je n pfirozené
Mo véti ne? 2. Pro n — 3 nezilesi na potadku vrchold, ale pro n >3 je
adek vrcholt uréen do té miry, Ze ke kadému vrcholu midme dva vrcholy
bim sousedni, pfi demZ Zidny vrchol nesmi s ob&ma sousednimi leZet
B¢e piimce. Vrcholy mnohothelnika piSeme za sebou podle nisledujicich
Bvidel: Zagneme zcela libovolnym vrcholem. Potom napiSeme jeden z obou
#1001 sousednich a dale piSeme tak, aby kazdy nasledujici vrchol byl sousednf

edchdzejfcim; mimo to je posledni vrchol sousedni s prvnim. U pét-
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tihelnika v obr. 15 mdme pro vrcholy 10 riznych pofadkia: ABCDE, BCDE;
CDEAB, DEABC, EABCD, AEDCB, BAEDC, CBAED, DCBAE, EDCE;
Obecné vrcholy m-thelnika miZeme psit za sebou 27 rGznymi zpisot
Potneme kterymkoli z n vrcholi a po kazdé mime jeSté¢ dv€ moZnosti p
druhy vrchol.

Strana mnohothelnika je secka, jejiz krajni body jsou dva soused;
vrcholy. Z kazdého vrcholu vychizeji dvé strany, kterym fikdme soused
strany. Polet stran je vidy roven poltu vrcholi. Dvé souse
strany maji spole¢ny krajni bod (vrchol), ale o dvou nesousednich st
nach budeme pfedpoklidati, Ze nemaji Zidny spole¢ny bod. Tim vylucujey
z nadich Gvah na pf. t. zv. hvézdovité mnohouhelniky (viz hvézdoy
pétiahelnik ABCDE v obr. 16). '

B
D
/

\
A B A

Obr. 15. Obr. 16.

D

Uhlop#itka mnohotihelnika je tsecka, jejiz krajni body jsou dva m
sousedni vrcholy. Trojthelnik nema thlopiicek; je-lin > 3 vychazi z kazds
vrcholu #-3 thlopficek; to by dalo celkem n(n-3) uhlopficek, ale pfi tom!
kazda pocitina dvakrit. Tedy: n-thelnik ma celkem in(n-3) uhlopiicd

Vsecky strany mnohotihelnika dohromady tvoii obvod mnohotihelnik
Vyraz mnohothelnik znameni oby&ejné plochu, kterd se skladd z obv
a z vnitfku. Co je vnitfek mnohotihelnika, to se poznd v jednoduchych piipade
z nizoru na prvni pohled, ale jiZ v nepfili$ sloZitém obr. 17 je tfeba chviled
pfemyslet, neZ se poznd, ktery z obou bodd vyznacenych kiiZky lezi v
mnohothelnika. Proto se v daliim omezime na zvl4ité jednoduchy, ale ve
dulezity pfipad mnohothelnika vypuklého. Mnohouhelnik se nazyva v
pukly, jestlife pro kaidou jeho stranu AB plati, e vSecky vrchd
mimo 4, B leZi uvniti jediné poloroviny vytaté p¥imkou AB, kit
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nazveme op¥rnou polorovinou strany AB. Polet viech opérnych polorovin
je roven potu stran, tedy po¢tu vrcholi. Kazdy trojihelnik je vypukly, ale
&yrihelnik v obr. 18 neni vypukly. JestliZe, jak je obvyklé, vyrazem mnoho-
thelnik rozumime jeho plochu, pak vypukly mnohodhelnfk se sklid4

G| <

Obr. 17. ' Obr. 18.

z téch bodd, které leZi ve vSech opérnych polorovindch. Strana AB
le#i na hranici své opémé poloroviny, ale aZ na oba vrcholy A, B leZi uvnitf
viech ostatnich opérnych polorovin. Vnit¥ek vypukliého mnohoihelnika se
sklddd z t&ch bodi, které leZi uvniti

viech opérnych polorovin. Jeito polo- \

rovina a vnitfek poloroviny jsou konvexni, |

vypukly mnohoihelnik i jeho wvmitfek |\

jsou konvexn{ ttvary. To znameni, Ze \

jestlife oba rizné body X, Y nile¥eji do /f

vypuklého mnohoithelnika M, celd dsedka

XY je &isti M, a jsou-li X, Y uvnit¥, leX

také Gsetka XY uvnitf. Snadno poznime, A N
Ze vnitfek fiseCky XY leZi aZ na jedinou Obr. 19.

vyjimku uvnit M. V¥jimka nastane, leZi-li

oba body X, Y v jediné strané M. Zejména kaZd4 Ghlop¥i¢ka vypuklého
mnohothelnika leZi a¥ na své krajni body uvnit¥ mnohoihelnika.

Budiz (obr. 19) A4 vrchol vypuklého mnohotthelnika a budtez H, K
oba sousedni vrcholy. Poloroviny HAK, KAH jsou opémé poloroviny;
jejich spoletnd &ist je <X HAK, thel vypuklého mnohoiihelnika pFi
vrcholu A. Tedy vypukly mnohouhelnik mi pri kaZdém vrcholu A duty
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thel ¥ 4 a cely mnohotuhelnik je &asti < A; az na obé strany AH,
AK lezi mnohothelnik dokonce uvniti < A.

V obr. 20 jsou vyznaleany viecky thlopficky vypuklého sedmiihelnika
A,4,434,A5AgA, vychizejici z vrcholu A4,. Viimnéme si na pf. uhlopFitky
A,4,. Oba body 4,, 4, leZi na obvodé mnohothelnika; vnitfek uhlopfictky 4,4,
leZi uvnitf mnonotthelnika. Ale jiné body pfimky 4,4, nemohou nileZet do
mnohothelnika, nebot na pf. prodlouZeni use’ky A,;A4, za bod A4, lezi vné
<X A,A4,A,, jehoZ Casti je mnohothelnik. Z toho soudime zejména, Ze pfimka
A,4, protne obvod pouze v bodech A4,, 4,. Bod 4, lezi uvnitf < 4,4,4,,
a proto polopfimka 4,4, proine Gsetku 4,4,. Tedy body A4,, 4, jsou od sebe

A, oddéleny pfimkou A,A4,. Naproti tomu
/[,\\ Gsecky 4,45, A4y AgAs neprotnou
| \_,_\ primku A4;A4,. Tedy pfimka 4,4, od-

46// , ¢ déluje body . . od bodt Ay, A, 4.

\ / P Podobné pfimke A,4; oddéluje body
7\ A Ay A, od bodi A Ay Protoje

J \ 4 polopfimka 4,4, le?i uvnitf <x 4,4,4,,
Al 7™ rozdéluje rento thei na dva styiné Ghly
Vs I Aydi A, X AyAL A, Uvnitt X 4,4, 4,

e / “r . .
\. L . lezi bod 4,; uvnitt < 4,4,4, leZi body

A, T A, A, A Podebnd usuzujeme déle: polo-

Obr. 20. pfimka A4, A4, rozdéli X A4,4,4, na dva

styéné chly < 4,4,4,, < A,A,4,, polo-

primka 4,4, rozdéli 3 A,A,4, na XA 4,4, $A.A,4; 2 uvnitf druhého

z nich leZi bod A4;, tukZe poiopFimka 4,4, rozdéli < A;4,4, na dva sty¢né

ahly LA A Ay TAgA A, Celkem pozorujeme. Ze vhel <X A4,4,4, ie
rozdélen na uhly:

A Ap i Asy S AgdiAyy A AA, T Agh A S AAA: n
dva sousedai z t3chto Ghid fsou stviné a dva pesousadni nemaji mimo vrchol 4,
zédny jiny spoleény bod. Casti Fazdéhe z Ghld (1) je trojahelaik:

A AyAAay N\ AA Ay A A A A Asd A, A AgdiAys )
dva sousedni z tichto trojthelnikii maji spoletnou stranu a dva nesousedni
maji rpolecny pouze vrchol .4,. Kazdy z trojabelniki (2) je ¢asti mnoho-
tihelniks ; nebot jestlize na pf. bod X rizny od 4, nileZi do A A4,4,4;, potom X
le#i na Gseice 4,Z, kde Z je bed dse®ky A4,4;, tedy bod mnohouhelnika,
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-~ a proto celi tsetka 4,2 i s bodem X je &sti mnohotihelnika. Obricené jestlize
 bod X rizny od bodu A4, nile?i do mnohothelnika, potom X leZi v Ghlu
I AA A, a tudiZ X lezi v nékterém z Ghlh (1), na pf. v <X 4,4,4;. Potom
polopfimka 4,X protne dsecku 4,4, v bodé Z; bod X nileZi do polopiimky
A,Z a musi dokonce nileZet do Gsecky A,Z; nebot kdyby bod X leZel na
prodlouZeni této tGseky za bod Z, byl by oddélen od bodu A, piimkou A,4;

a nenéleZel by do opérné poloroviny A4,4;4,, jejiz &isti je mnohoihelnik,
jehoZz bodem je X. Tim jsme dokdzali vétu:

Uhlop#icky vychizejici z jednoho vrcholu vypukleho n-dhelnika
rozd&li n-dhelnik na n—2 trojuhelniky. Tato véta plati pro n > 3.

Podobné se dokaZzi nisledujici dvé véty sprivné také pro n == 3:
A,

A NS4 A,

A, B4 i A
Obr 21. ‘ Obr. 22.

LeZi-li bod B uvniti strany 4,4, vypuklého n-ihelnika 4,4, . ... 4,
potom tsetky BA;,...., BA, rozdéli n-ikelnik na n-1 trojihelnik
(obr. 21} )

Le%i-li bod C uvnit# vypuklého n-iihelnika A1A2 ..... 4,, potom
GseCky CA;, . ..., CA, rozdéli n-Ghelnik na » trojihelnikid (obr. 22).

Cvideni. ’

29, Zapiste Sestitthelnik ABCDEF viemi moZnymi poradky. Tyto porddky rozdélte
do dvou skupin.

30. VyloZte vznik innohouhelnika.

a) Co plati o tfech po sobé nisledujicich vrcholech mnohouhelnika ?

b) Co pfedpoklidime o nesousednich stranich? Které mnohouhelniky tedy
vylutujeme ze svych tvah (nalrtnéte)?

¢) Ktery mnohouhelnik se jmenuje vypukly? Co to je opérni polorovina?
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d) VyloZte, pro¢ cely vnitfek vypuklého mnohouhelnika le%i uvnitf kteréhokoli
jeho dhlu.

31. Plocha kaZdého vypuklého riznobéZnika vznikne dvojim zpusobem tak, Ze od
plochy jednoho trojihelnika se ubere plocha jiného trojihelnika.

Jak je tomu u lichobé&Znika, u rovnobéZnika a u nevypuklého &tyriihelnika z obr. 18?

32. 4,4, ... An je vypukly n-thelnik. Uvnitf strany 4,4, zvolte bod 4 a uvnitf
strany A, A, bod A;Jq. Potom A;A2 e.. An Ay, je vypukly (n + 1) -tihelnik.

Odivodnéte.

33. Je dan A ABC. Kde musite zvolit bod D, aby vznikl:

a) vypukly ¢tyrthelnik ABCD b) ¢tyrihelnik jako v obr. 18 (vyduty)?

34. Dvé& ruznobéiné uselky AOC, BOD urluji vypukly &tyruhelnik 4ABCD. Odu-
vodnéte,

85. Dokazte, Ze uhlopfitka AC vypuklého &tyruhelnika ABCD déli <X DAB ve dva
styéné thly.

36. DokaZte, Ze ve vypuklém ¢&tyrihelniku se obé thlopfitky navzijem protinaji
uvnitf tyrahelnika.

37. a) Kterému bodu vypuklého mnohotihelnika fikdme vnitfni bod?

b) BudiZ Y vnitini bod vypuklého mnohothelnika. Pak kazda polopfimka p s po-
titkem Y obsahuje pravé jeden bod obvodu mnohouhelnika. DokaZte pomoci
rozkladu mnohothelnika v trojuhelniky.

c) V kolika bodech protini obvod vypuklého mnohouhelnika pfimka, kterd obsa-
huje vnitfni bod mnohothelnika ?

38. Podle vzoru textu ulebnice v odst. 5 dokaZte pfedposledni vétu vyslovenou na
konci zminéného odstavce.

6. Rovnobézky.

Pojem rovnobéiek jsme si pfipomnéli jiz v &ldnku 2; pfipomefime si
znovu, Ze dvé splyvajici pfimky povaZujeme také za rovnobézné. Zakladni
vlastnost rovnobéZek zni: Danym bodem miiZeme vésti k dané p¥imce
pravé jednu rovnob&Zku. Ze zikladni véty plyne: Jsou-li ob& p¥imky p,, p,
rovnob&iné s t¥eti p¥imkou ¢, jsou pFimky p,, p, také mezi sebou
rovnob&iné.

Tato véta plati, i kdyZ neleZi viecky tfi pfimKky p;, p,, ¢ v jedné roviné,
ale diikaz je dosti sloZity a nebudeme jej provadéti. Dikaz pro pfipad, Ze py,
Doy ¢ lezi v jedné roviné: Splynou-li pfimky p;, p,, jsou jisté rovnobéiné.
Nesplynou-li, je tfeba pouze dokizati, Ze piimky p;, p, nemaji zddny spolecny
bod. To je viak jasné, nebot kdyby mély spoletny bod C, pak by bodem C
prochizely dvé riizné rovnob&Zky p;, p, s pfimkou g, coZ je nemoZné.
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' Dvé aselky nebo polopfimky nazyvidme rovnobé&iné, jsou-li

- rovnob&’né pfimky je obsahujici.

| JestliZe strany AB, CD &yrtihelnika ABCD jsou rovnob&Zné, potom
tyrihelnik ABDC se jmenuje lichob&2nik; strany 4B, CD jsou jeho zdkladny,
strany AC, BD jsou jeho ramena.

. ProtoZe strany AB, AC lichob&nika ABDC jsou sousedni, nemohou
viecky tfi vrcholy 4, B, C leZet na jedné pfimce. Jinak je viak poloha bodl 4,

B, C libovolna. Ctvrty vrchol D musi leZet na rovnobgZce r vedené bodem C

k pfimce AB. Tato rovnobé&Zka je bodem C rozd€lena na dvé polopfimky ry, ra

(obr. 23) tak, Ze r, leX{ v polorovin€ ACB, r, v polorovin& opatné. Vrchol D

nemiZe leZet na polopfimce r;, nebot zvolime-li bod D rizny od C na polo-

pfimce ry, jsou body B, D od sebe oddéleny pfimkou AC, a proto asetka BD

-Obr. 23. Obr. 24.

protne piimku AC v bod¢ P. Vznikne A ABP, jehoZ strany AB, BP neprotnou
piimku r; podle Paschovy véty ani tfeti strana AP neprotne pfimku 7, t. j.
tse¢ka AP neobsahuje bod C, tedy P leZi na polopfimce CA. Déle vznikne
A CDP, jehoz strany CD, DP neprotnou piimku AB; tedy ani tfetf strana CP
neprotne pfimku AB, t. j. Gsetka CP neobsahuje bod 4, tedy P leZi na polo-
pfimce AC. Celkem P leZi na obou polopfimkich CA, AC, t. j. P lef na
lsedce AC. Tedy usetky AC, BD se protnou v bod€ P, a proto ABDC neni
Uyrihelnik.

JestliZe viak zvolime bod D rizny od C na polopfimce r, (obr. 24), nejsou
body B, D od sebe odd&leny ptfimkou AC, a proto tse&ky AC, BD se neprotnou,
je ABCD &yrthelnik; snadno se presvédiime, %e je vypukly. Je to oviem
lichob&snfk. Tedy: ka%dy lichob¥inik je vypukly &tyridhelnik. Bod D
leX uvnit¥ X A4, a proto polopfimka AD protne Gsetku BC v bodé P. Mimo to
bod C leZ uvnitf < B, a proto polopfimka BC protne tsetku AD v bodé,
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ktery musi splynout s P. Tedy bod P je priseéik dhlop¥igek lichob&znika
ABDC.

Zvolme dvé& riizné rovnobézky: na prvm zvolme dva rizné body A B,
na druhé dva rtizné body C, D. Potom nastane jeden z obou pifipadi naznage-
nych v obr. 23 a v obr. 24. V pfipadé obr. 24 useky AC, BD se neprotnou,
tsetky AD, BC se protnou a vznikne lichobéZnik ABDC. V piipadé obr. 23
se protnou usetky AC, BD; aviak usetky AD, BC se v tomto pfipad€ ne-
protnou, nebot kaZd4 z nich leZi v jiné poloroviné vytaté pfimkou AC. Proto
v piipadé obr. 23 dostaneme lichob&Znik ABCD (v obrazci nevyznaceny).

Jsou-li AB, CD dv& rizné rovnobéiky, fekneme, Ze jsou souhlasné
rovnobéZné, a napiSeme

AB|CD nebo BA| DC, )

jestliZe ABDC je lichobéZinik. Pfi tom nezileZi na poloze bodda 4, B, C, D,
nybrZ pouze na smyslech 4B, CD obou rovnobéZek. Nebot vztah (1) se
d4 popsati tak, Ze oba body B, D leZi v téZe poloroviné g vytaté piimkou AC.
Nahradime-li body B, D jinymi body B’, D’ tak, aby smysly ztstaly zachoviny,
zistanou body B’, D’ v poloroviné ¢ a budeme miti

4B’ || CD'. )

Vztah (2) se d4 také popsati tak, Ze oba body A4, C leZ v téZe poloroviné ¢
vytaté pfimkou B'D’'. Nahradime-li body 4, C jinymi body 4’, C’ tak, aby
smysly zustaly zachoviny, zistanou body
A', C' v poloroviné ¢ a budeme miti
A'B' | C'D.
-p Je vyhodné nevyluCovat moZnost, Z¢
obé& rovnobéiky AB, CD splynou. V tomto
‘pfipadé vztah (1) znamend, Ze smysl 4B
je tyZ jako smysl CD. _
Cbr. 25. ’ Jsou-li dv& p¥imky AB, CD sou-
hlasn rovnobé&iné s pfimkeu t¥eti EF,
isou AB, CD také mezi sebou souhlasné rovnob&zné.

Dikaz: Snadno si promyslime, Ze véta je sprivni, jestlize nékteré dvé
ze tif pfimek AB, CD, EF splynou. Jsou-li viak ty tfi pfimky rizné, mtGZeme
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~ volit body 4, C, E tak, aby leZely v jedné piimce p (obr. 25). Potom vztahy
j AB | EF, CD | EF

- znamenaji, Ze oba body B, D le# v téZe poloroviné vytaté pfimkou p neboli
- pfimkou AC, takie

' AB || CD.

Znatky | nZivime pouze pro souhlasnou rovnobéZnost.

Cvileni,

39. a, ¢ jsou dvé rovnob&iky a pfimka b pfimku g protini. Potom pifimka b protne
i pfimku ¢. DokaZte.

40, Vyslovte definici lichobé&2nika. Je to &tyruhelnik vypukly?

41, Vedeme-li vrcholem C trojihelnika 4ABC rovnob&Zku r k pfimce AB, prochizi
celd tato pfimka r a% na bod C vnéjSkem trojihelnika ABC. Odivodnéte.

42, Nalrtnéte od ruky dvé tovnot;éiky AB, CD a vysvétlete, jak rozhodnete, zda jsou
obé pfimky souhlasné nebo nesouhlasné rovnobé&Zné.

43. AB, CD jsou dvé nesouhlasné ruzné rovnobéiky. Na polopfimce AB zvolte
vnitini bod B’ a na polopfimce CD vnitini bod D’. DokaZte, %e se ob¢ Gsetky AC,
B’D’ protinaji.

44, Predchozi cviteni 43 opakujte s tou zménou, e je AB||CD (ale rizné) a dokaite,
Ze: a) Uselky AC a B’D’ se neprotnou, b) tselky AD’, B’C se protnou.

45. Zvolte uvnitf strany EB trojthelnika EBC bod A4 a vedte jim rovnobéiku r ke
strané BC. DokaZte, Ze a) pfimka r protne stranu EC ve vnitinim bodé D, b) étyr-
uhelnik ABCD je lichobé&Znik.

48. Uvnitf strany AC trojihelnika ABC zvolte body M;, M, tak, aby byly v pofddku
AMM,C,' a vedte jimi pfimky r,, ry rovnob&iné ke strané 4AB. Dokaite, Ze
oba pruseéiky N;, N, t&chto pfimek s pfimkou 4B leZf uvnitf tisetky BC v pofddku
BN,N,C a Ze je MleuM,N,.

II. ZAKLADNI VLASTNOSTI VELIKOSTIL
| 1. Velikost siselek.

Dvé dané usetky 4,B,, Asz budto maji stc)nou velikost neboli délku,
proteZ fikime, Ze jsou si rovny, a piSeme

AB, =A4,[B, ncbo AB,=4B,
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nebo je jedna z nich menSf neboli krat¥f a druhd v&tSf neboli deldi. Je-li
na pf. 4,B, mendi nez 4,B,, pileme

‘_4—11?1 <4,B, nebo ‘-4—2—52 > A—;—B:'

Vzdéilenost dvou bodi 4, B je totéZ jako velikost GseCky AB, jsou-li ty
body rizné; vzdilenost dvou splyvajicich bodd je rovna nule.

LeZi-li bod C mezi body A, B (obr. 26), jest AC < AB, CB < 4B;
tsetka AB je soutet tsetek AC, CB, cof piSeme AC + CB = 4B, a lsetka
CB je rozdil tsetek AB, AC, coZ piSeme
AB — AC = CB; zirovet je AB — CB = AC.

Soutet a rozdil dvou tsedek jsou urdeny
pouze co do velikosti, nikoli co do polohy.

Obr. 26. MuiZeme také séitati tfi nebo vice Gselek.

) Zvlat€ duileZity je pfipad, Ze viichni siitand

jsou si rovni. 'Soulet CD n Gsedek rovnych tselce AB se jmenuje n-né-
sobek tsetky AB a piSeme |CD =n- AB. Usetka AB je potom n-tina

tselky CDapﬁeme17§=-'1: . CD.
Obecnéji, jsou-li m, n celd kladni &sla, znamend

V= -; PQ, |
%e Gsetka UV je m-nésobek n-tiny tGsetky PQ. Zlomek - )epomér tisetky UV
k tGseZce PQ a piSeme
" m UV —
bl — =UV: .
s PO nebo ” PO

Pomér asetky PQ k Gselce UV je zlomek -:’;

3

Pomér dvou utselek muZe byti také &islo irraciondlni. Na pf. pro
ahlopfitku HL &tverce HKLM se stranou HK plyne ze znimé Pythagorovy
véty

HL:HK =2,
kde &slo V'z‘ = 1,4142136 . . . je Hslo irracionilni. Prakticky miZeme irracio-
nélnf &slo vZdy nahraditi zZlomkem, ktery se od ného lidi tak mélo, Ze na tom
nezile?i, V nalem pfipadé€ je
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1414213 .—  — 1414214 ——

000000 HK < HL < 1000000 HK,

kde dsecka nalevo i usecka napravo se li$f od usecky HL o usecku kratdi ne? je
miliontina dse¢ky HK.

Obycejné se voli uréitd délka PQ za délkovou jednotku; nejlastéji je to
1 cm. Pomér x libovolné asecky UV k délkové jednotce PQ je mérné &islo
usecky PQ. Jest UV = x - PQ; &asto je délkova jednotka zndma ze souvislosti
a piseme jednoduse UV = x.

Je-li zvolena urditd délkové jednotka, pak pfi s¢itdni nebo od¢itani Gsedek
seteme nebo odecteme jejich mérnd ¢isla; podobné je tomu pfi nidsobeni
usecky kladnym dislem (celym, lomenym nebo irraciondlnim).

Jestlize body 4, B, C nelezi v jedné pfimce, je vim znamo,
7e kazdd ze tfi iseéek AB, AC, BC je men3i neZ soulet a zdrovei
vét$i neZ rozdil ostatnich dvou. JestliZe v3ak lezi 4, B, C v jedné
pfimce, potom jedna ze tfi tselek AB, AC, BC je rovna soultu
ostatnich; kazda jind je rovna rozdilu ostatnich.

Jsou-li 4, B, C tii rzné body na pfimce, oznatime (4BC) a nazveme
délicim pomérem bodi 4, B, C (v tomto pofddku psanych) ¢islo

4BC) = + 4.
(4BC) = + 52

se znamenim plus, je-li smysl AC tyZ jako smysl BC a se znamenim minus,
jsou-li ty smysly opatné. Zfejmé (ABC) <0, jestlize C leZi uvnitf
isecky AB, (ABC) > 0, jestlize C lezi vné uselky AB. Délici pomér
se Casto oznatuje feckym pismenem A.

LeZi-li C na prodlouZeni tse¢ky 4B za bod B, je (ABC) > 1. To je
zfejmé. Obricené, jsou-li ddny dva ruzné body 4, B a &islo 1 > 1, potom
na prodlouZeni dselky AB za bod B existuje pravé jeden bod C tak,
ie (ABC) = A. Polozime-li AB = a, BC = x, bude AC = a + x; Kkladné
(islo a zndme a kladné Cislo x mdme urdit z rovnice

a + % =1
x

kters m4 jediny kofen, a to kladny
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LeZi-li C na prodlouZeni usefky AB za bod 4, je (ABC) > (,
(ABC) < 1. To je zfejmé. Obricené, jsou-li ddny dva rizné body 4, B
a kladné &islo 1 < 1, potom na prodlouZeni ¢sefky AB za bod 4 existuje
pravé jeden bod C tak, ¥e (ABC) = A. Polo¥ime-li AB =a, AC =1,
bude BC = a + x; kladné &islo a zndme a kladné &slo x mime urdit z rovnice

x A
a+t+x
kterd ma jediny kofen, a to kladny
__ ak
1—2°

LeZi-li C uvnit¥ dsecky 4B, je (ABC) < 0. To je zfejmé. Obricen?,
jsou-li didny dva ruzné body 4, B a ziporné &islo 1, potom uvnitt
tsetky AB existuje pravé jeden bod C, tak Ze (ABC) = A. PoloZime-li
AB = a, AC = x, bude BC = a — x; kladné &slo a znime; mime urdit x
tak, aby byio x > 0, ¢ — x > 0 a aby byla splnéna rovnice

x

a—Xx

kterd diva ale

. a
Tita T 1A

s x>0, a—x>0

Zavér: Délici pomér (ABC) nemuZe byti roven 0 ani 1. Obricent,
jsou-li ddny dva rtizné body A, B a ¢islo 4 % 0, A 7= 1, potom na pfimce 4B
existuje pravé jeden bod x takovy, Ze (ABC) = A.

V pfehledu lze fici:

JestliZe bod C lezi na prodlouZeni usecky AB za bod B, jt
AC > BC a tudiz (ABC) > 1.

Jestlize bod C lezi na prodlouZeni usetky AB za bod 4, je AC < B
a tudiz 0 < (ARC) < 1.

JestliZe bod C lezi uvnitf usetky AB, potom podle definice it
(ABC) < 0 a mtZe nabyvat kterékoli zdporné hodnoty. Zvlisté zajimarj
je pfipad (ABC) = — 1; zde C je stfed usetky AB.
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Cvi&eni.

47, C:t_'yh body 4, B, C, D na ptimce jsou v pofddku ABCD. Je-li AC = «, BD = y,
AD = z, urdete AB, BC, CD.

48. Pro ruznych pét bodd na pfimce plati
AB = BC = CD = DE.
Kraré z ostatnich vzdalenosti dvou z nalich péu bodid musi byti sob? rovny?
49, Vysvétlete vyznam zapist: a) AB = §-CD; b) AB = § cm; ¢) 4B = 3.
50. Kterd rovnost plati o velikostech usetek 4B, BC, AC, ieZi-li na pi‘imcé ABC?

51, Usetka AB maé stfed S. Dokate:
a) Na prodlouZeni use&ky AR leti bod C; potom plai CS = % (CA + CB).
b) Uvnitt tsetky BS le2f bod C; potom plati CS = § (CA — CB). (V adtrtku
vyznatte bod D tak, aby SD = SC.)

52, Na piimce AB, ‘kde AB = 4 cm, je din bod C. Urlete délici pomér (A3C),
vite-li, Ze bod C:
a) lezi na prodlouZeni tsetky AB za bod B a je AC = 6 cm;
b) le3i na prodlouZeni usetky AB za bod 4 a je BC == 5 cm;
c) leZi uvniti usetky AB a je BC =~ 3 cm.

Ktery bod C na piimce AB nemi délici pomér (ABC)?

Narysujte pfimku a na ni zvolte dsetku AB tak, aby AB = 4 cm.

Urtete na pfimce AB bod C tak, aby platilo:

a) (ABC) = 3; b) (ABC) = £; c) (4BC) = |2 (urlete tisetku ETC—; < 1 mm,
uvnitf které bod C leif; volte 4, = 1,414; 4, = 1,415 a urtete x, — x,, kde x; =
= BC;, %3 = BCy); d) (ABC) = — 1; ) (ABC) = — 3. (Zavedte jako
v textu pomocnou hodnotu.x a uZitim mdfitka sesirojte bod C.)

Jaké hodnoty maji délici pom%ry (vzhledem k bodium A, B) téch bedd, které lezi

a) na prodlouZeni usetky AB za bod A4, b) na prodlouZeni usetky AB za bod B,
c) uvnitf dseéky AB?

53

g

&

2. Velikost whli.

Jako asetky tfidime také Ghly podle velikosii. Dva thly a, g si mohou
byti rovny (o = f) nebo je a men3i pez fa 3 vét§ineZa(a < B, > a)
nebo je obricene (@ > f, f < a). Viecky primé uhly jsou si rovny.
Kazdy duty thel je men$i neZz piimy, kaZdy vypukly uahel je
vétdi neZ pfimy. Podobné jako u uselek zavidime i u Ghld pojem souétu
a4 B (a také pojem soultu vice Ghli), pojem rozdilu a — f# a pojem
soudinu x-a, kde x je kladné &islo (celé, lomené nebo irracionidlni). Polovina
pfimého thlu je uhel pravy; tedy viecky pravé uhly jsou si rovny.
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Uhel ostry je mendi ne¥ pravy, dhel tupy je vétdi neZ pravy, ale men3i ne;
piimy. .

V praxi se od pradivna bere za Gthlovou jednotku stuped, t. j. ;5 pravého
dhlu; men$i jednotky jsou minuta a vtefina. Tyto jednotky jsou vim
dobfe znimy; piiklad 36°25'34".

DiileZit4 je viak také obloukov4 mira Ghld. Mérné &slo hlu a v oblou-
kové mife je rovno velikosti uvnitf dhlu obsaZeného oblouku kruZnice, jeho?
polomér je délkova jednotka; toto mérné &slo znadime arc a (¢teme: arkus o;
obr. 27). O velikosti oblouku kruZnice budeme mluvit v druhé tfidé; ale
seznamujte se jiZz nynf s obloukovou mirou, ktera je dileZita ve fysice. Je-li a°
velikost uhlu a ve stupnich, plati vzorce

arca-——zt-—— a’® a® = - arc
180 o
q
fB/a
¥/8

Obr. 27. ° Obr. 28.

Pro pfevod stupiiii na arc a obrécené uXivime oby&ejné tabulek. Cislo 7 je
znimé Ludolfovo &islo :
7 = 3,141592653589 . . .;

budeme o ném mluvit v druhé tfidé. Pro praxi stati obycejn€¢ hodnota

n == 3,14 nebo pfesn¥ji hodnota 7z = 37 = 3,1428.... V obloukové mife

velikost pfimého dhlu je =, velikost pravého Ghlu je j#. Déle je na pf.

 arc60° = 3w, arc30° = 7, arc45° = 3.

Velikost jednoduchych Ghli budeme obycejné psit v obloukové mife.
Dva uhly a, § se jmenuji vypliikové, jestliZe a + f = n. DileZitym

pfikladem vyplikovych Ghll jsou ahly vedlejsi. Dvé riiznobézky p, ¢

tvofi (obr. 28) ¢&tyfi Ghly a, B, y, 6. Jest

138



a+f=n B+y=mn y+é=m d4+a==n | ¢))

a z toho se vypolte a =4y, f=4. Dva vrcholové whly si jsou
rovay. Z rovnic (1) se vypotte, Ze jestliZe jeden ze &ty¥ whld q, B, y, 8 je
roven 4 & (je pravy), je kaZdy roven } #. O takovych dvou piimkich p, ¢
fikime, Ze jsou navzijem kolmé, Ze jedna z nich je kolmici k druhé, Ze
stojf na sob¥ kolmo. Je vim znimo, Z¢ danym bodem lze vésti k dané
pfimce prdv¥ jednu kolmici.

Jsou-li ob& pFimky p,, p, kolmé na p¥imku g, jsou p,, p, mezi sebou
~ rovnob¥2né. To je zfejmé, splynou-li p, p,; jsou-li viak p,, p, dv& rizné
pfimky, nemohou miti spole¢ny bod C. Kdyby takovy bod existoval, pak by

jim prochdzely dvé rizné rovnob&iky k pfimce g, coZ je nemoZné. Obricené
| plati: Jsou-li p,, p, dv& rovnobézky a stoji-li p, kolmo na pfimce g, stoji také p,
kolmo na ¢. Pfimky p,, ¢ nejsou rovnobé&iné, protoZe potom by byly p,, ¢
rovnob&Zné a ne kolmé. Tedy se p,, ¢ protnou v bodé C. Bodem C Ize vésti
kolmici p; na pfimku ¢. JeZto ob€ pifimky p,, p, stoji kolmo na g, jsou p,, pg
mezi sebou rovnob&Zné, t. j. p, je rovnob&ika k p, ) ¢
vedend bodem C. Proto piimky p,, p; splynou a p,
: stoji kolmo na gq.
Dulezité jsou vztahy mezi
velikostmi stran a Ghla trojthel-
b a nika. Je vim zndmo (obr. 29), Ze
jsou-l si rovny dv& strany a,
A A b trojihelnika, jsou si rovny
také prot&jsi Ghly a, 8; obri- A
Obr. 29.  cené, jsou-li si rovny dva Ghly Obr. 30.
a, f trojiihelnika, jsou si rovany
- také proté&j$i strany a, b. K odiivodnéni se vritime v élénku 3. Troj-
thelnik, v kterém a = b nebo, coZ je toté, a = f, jmenuje se rovnora-
~ menny a stranim a, b se fiki ramena; tfeti strana se jmenuje zdkladna.
Jestlize A ABC neni rovnoramenny se zdkladnou 4B, nenf a == § (obr. 30);
- pro urditost budi a < . Uvnitf GseCky AC existuje potom bod X tak, Ze
X ABX = a. Z toho plyne, ¢ AABX je rovnoramenny se zdkladnou 4B;
tedy AX = BX, tak¥e b = AC = BX + XC.Aviak ABCX d4 BX + XC >
- > BC. Jeito b = BX + XC, a = BCG,; jest a < b. Tedy: Jestlitfe o dvou
~ Ghlech a, B trojéhelnika plati a < f§, potom o prot¥jsich stranich g, b

139



plati a < b. Obricené, jestliZe o dvou stranich a, b trojihelnika plat

a < b, potom o protéjsich tihlech a, § plati a < 8. Nebot a = f by dalo,

a = b, coZ je nemozné; a > f§ by dalo a > b, coZ je také nemoZné.
Cvieni.

56. Sestrojte eukleidovsky uhly a == 225°, B = 75° Urlete graficky thel o, je-li:
A)w=a+f; b) we== 2a~-2]3, c) w= gﬂ—ga

57. DokaZte: a) Oba vedlej$i thly jsou pravé nebo je jeden ostry a druhy tupj' b) Polo-

vina dutého tuhlu je vidy uhel ostry. ¢) Dvojniasobek ostrého dhlu je vidy duty.
d) Dva styéné thly, které jsou vyplikové, jsou vedlejsi.

58, Vyslovte né&jakou poulku, kterou a) lze obritit, b) nelze obritit.

59. Budiz a = 40°. V jakych mezich musi leZet tihel B, m4-li byti @ + B thel ostry,
ale a + 2 fuhel tupy? Stanovte meze pro f také obecné, neni-li velikost ostrého
uhlu a &iselné déna.

60. Ze dvou vyplhkovych thli je jeden n-niasobek druhého. Jak-velké jsou ty uhly?
Pro kterd n je velikost obou uhli déna celym podtem stupiia? (Je 16 takovych
potitdme-li i hodnotu n = 1.)

61. Urgete v obloukové mife téchto uhli: 360°; 180°; 90°; 45°; 120°; 60°; 30°; 135%
225°; 270°; 330°; 124°,

62. Uréete v mife stuptiové velikosti 1hlti danjch v mife obloukové: 23 = 2‘”’ 47!»
37:, E"’ 1 (t. zv. radiant, ¢ se nelte); 2,1.

63. Kterd podminka musi platit, aby primky », g v obr. 28 stély navzdjem kolme
(4 moZnosti)?

V lichobéZniku ABCD je AB||DC.
a) V bodé A byla vzty&ena kolmice m | AB, v bodé C byla vzty&ena kolmice
- n | CD. DokaZte, Ze pfimky m, n jsou rovnob&Zné.
b) X DAB je kosy. Prot je i <t ADC kosy?
65. V AABC je AB = AC; uvnitf strany AC lezi bod X Dokaite, 3e BX > CX.
66. Co soudite o velikostech stran trojihelnika ABC, ;esthie o jeho thlech plati:
) pf<a;f>y; bla=y; f<a; c) f>a; f>y?

£

3. Shodnost trojihelniki.

Jeden z nejzékladnéjSich pojmi v geometrii je obecny pojem shodnosti.
Dva geometrické fitvary se jmenuji shodné, je-li moZné pfemistit prvni
beze zmény velikosti Gselek a Ghld tak, aby se kryl s druhym.

DilezZitd je shodnost trojahelnikd. . Pifeme AA4,B,C, == AA;B:C:
(obr. 31), (1) jestliZe je moZné pfemistit A A,B,C; beze zmény velikosti Giseek
a uhla tak, aby se kryl vrchol A, s vrcholem A,, vrchol B, s vrcholem By
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vrchol G, s vrcholem C,, tedy také strana a, se stranou a,, strana b, se stranou b,,
strana ¢, se stranou c¢,, thel a, s Ghlem a,, Ghel ﬂl s thlem fB,, Ghel p; s Ghlem
y,. Tedy ze vztahu (1) plynou vztahy :
a,=ay; b = by G1=¢p ay=ay Pf=fs =y (2

Obracené, jak je vim zndmo, nejen Ze ze vztahi (2) plyne (1), ale i kdyZ vime,
ze jsou splnény nékteré tfi ze vztahu (2), uz miZeme v urditych pfipadech
usuzovat, Ze plat vztah (1) a tedy vSecky vztahy (2). To je pfedmétem
mimych vét o shodnosti trojihelniki. Jsou to &tyfi véty:

L. Dva trojihelniky jsou shodné, shoduji-li se ve dvou stranich
a v dhlu jimi sevfeném, t. j. (1) plati, je-li na pf.

ay=ay by =by =7,

C' - Cz
b,
A
a, 2 ( a,
) C )
A 1 C' B" B
2
Obr. 31.

II. Dva trojtihelniky jsou shodné, shoduji-li se v jedné stran&
a v obou thlech p¥ilehlych, t. j. (1) plati, je-li na pf.
a=ay bh=PFs Y1=7

III. Dva trojthelniky jsou shodné, shoduji-li se ve v§ech tFech
stranéch, t. j. (1) plati, je-li

a, = Gy, by =1by’ ¢y =0¢,.

IV. Dva tro;uhelmky jsou shodné, shoduji-li se ve dvou stranéch
-a v dhlu proti vétsx z nich, t. j. (1) plat, je-li na pt.

L@y = Gy bl—-bg, Q; = dgy a1>b]_-
Pro tyto zékladni véty o shodnosti trojtihelniki se zavadeji znimé znatky:
sus pro vétu I, usu pro vétu II; sss pro vétu ITI, Ssu pro vétu IV.
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. Jestlize na pf.v AABC je BC = ACnebolia = b,je AABC =~ ABAC
podle sus a tudiZ <t BAC = < ABC neboli a = § (proti rovnym stranim
leXi rovné dahly). Jestlife v AABC je <X BAC = X ABC neboli a =4,
je AABC =2 ABAC podle usu a tudi¥ BC = AC neboli a = b (proti
rovnym Ghlim le¥ rovné strany). O téchto dvou vétich jsme mluvili jii
na str. 139. Odvodime si pomoci shodnych trojihelnikd je$t€ nékolik jinych
znimych skuteénosti.

Je-li jeden tGhel trojihelnika pravy, jsou oba ostatni Ghly ostré,
V AABC budiz & C = -"25 (obr.32); dokazme, e % A < —2’5 Na pro-

dlouZenf Gisetky BC za bod C uréeme B’ tak, aby bylo BC = B’C. Oba troj-
thelniky AABC, AAB'C maji pfi vrcholu C thel pravy¥, maji spoletnou

B
B
P
|
A <= i c |
~ ~ -1 |
~o i |
\\J B' A C
Obr. 32, Obr. 33.

stranu AC a jest BC = B'C. Proto AABC =~ AAB'C a z toho soudime, %
X BAC = < B’AC. Aviak oba tyto Ghly dohromady tvofi duty Ghel w =
= X BAB'; tedy < BAC = } . Avizk o <z, tedy XL BAC < }m.

Trojthelnik, ktery mé jeden Ghel pravy (a tedy dva ostré), jmenuje s¢
pravothly trojihelnfk. Strana proti pravému dhlu se jmenuje pFepons,
strany pfi pravém Ghlu se jmenuji odv¥sny. Plati znimi véta: P¥epons
pravothlého trojihelnika je v&t¥i neZ odvésna. Nebot proti prepon
leXf tGhel pravy, proti odv&sné thel mendf neZ pravy a proti vétiimu Ghlv
leH vét¥ strana. -

Je-li jeden tGhel trojihelnika tupy, jsou oba ostatmi Ghly ostré
a strana proti tupému didu je v&t¥ neZ ob& ostatnf strany.

V A ABC budiz <):C->—;(obr. 33); dokaime, Je % A <1‘2-.de
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X ACB je vétii neZ pravy, miZeme uvnitf GseCky AB urdit bod P tak, Ze
4 ACP je pravy; potom /\ ACP mi pfi vrcholu C dhel pravy, tedy pfi
vrcholu A dhel ostry. Ale oba trojihelniky A\ ACP, A ABC maji pfi vrcholu 4
ty% thel. Ze strana 4B je ncjdelii strana A ABC, plyne opét z véty, Ze proti
vétdimu Ghlu leZi vétsi strana.

Z pfedchizejiciho je patrné, Ze kazdy trojihelnik m4 aspoii dva ahly ostré.
Jsou-li viecky tfi dhly ostré, mime ostrodGhly trojihelnik; o pravoihlém
wrojithelniku jsme jiZ mluvili; je-li jeden thel tupy, mime tupotdhly troj-
tihelnik.

Lezi-li bod 4 mimo pfimku p, mime na pfimce p jediny bod P, pro ktery
AP stoji kolmo na p; P se jmenuje pata kelmice spuiténé s bodu 4 na
pfimku p. Je-li X kterykoli jiny bod pfimky p, je AP << AX, nebot AP je
odvésna a AX je pfepona pravoihlého A

AAPX. Proto tisetka AP se jmenuje A
vzdilenost bodu A od pFHmky p. Mi- 7N
mo to plati: Pata P kolmice spu¥téné v
s bodu 4 na p¥imku p rozd¥H p - / :
na dvé polopfimky; jestlife bod X 4 / |
se na jedné z t&ch polop¥imek vada- 7~ / '
luje od bodu P, potom se vzdélenost x, X, P
AX stile zvétSuje a dhel L AXP se Obr. 34.
stile zmensuje. Dtkaz (obr. 34):

Méme dokizati, %e je AX, < AX,, ¥ AX,P < X AX,P. V pravoihlém
AAXP je <X AX,P ostry, a proto vedlej§i <t AX,X, je upy. Z NAX, X,
pak plyne ihned, e AX, < AX, (proti tupému Ghlu je nejdelfi strana).
Abychom dokizali tvrzeni o thlech, ureme na opacné polopfimce bod X,
tk, aby bylo PX, = PX,; trojibelniky AAPX;, AAPX, maji pfi vecholu P
pravy thel, maji spole¢nou stranu AP a jest PX, = PX,; proto NAPX, =~
= AAPX, podle sus a z toho soudime jednak, ze AX, = AX,, jednak,
e L AX,P = Y AX,P. Jetto AX; < AX,, je AX, < AX,; aviak AX,,
AX, jsou dvé strany AAX,X,; protoZe proti men¥i strant je menki Ghel,
méme L AX,X, < <X AX,X,neboli X AX,P < X AX,P. Aviak < AX,P =
= AX,P; tedy < AX,P << X AX,P.

LeZi-li bod 4 mimo p¥imku BC, potem peta P kolmice spusténé
$bodu 4 na p¥imku BC padae,
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je-ii < ABC pravy, do bodu B;
je-i & ABC ostry, dovnité polop¥imky BC;
je-li X ABC tupy, dovnit¥ opataé polopFimky.

Diikaz. Pfipad pravého <X ABC je zfejmy. Neni-li < ABC pravy
(obr. 35), vznikne AABP s pravym thlem pfi vrcholu P; pfi vrcholu B mame
ostry < ABP a thel k nému vedlejsi je tupy. S jednim z téch dvou ikla via
splyne < ABC. '

Cvileni,

67. a) Kolika jinymi, ale zaru¢ené sprivnymi zdpisy lze nahradit zipis AABC2
>~ AA'B'C’? :

b) Jestlize je AJKL.>~ AXYZ, rozhodnéte, které z té€chto zipisid jsou jisté

spravaé. (1) ALJK =2 AZY X5

(2) AYXZ 2~ AKLY; 3) AZXY A\ — D
~ ALJK; (4) AJKL = pXZY. \ \y »5/
A \
7 \
! ' ‘ /‘g ﬁ’\ \
C 2] P ¢, A B
) Obr. 35. - OQbr. 36.

Cvitenf 68 a 69 se vztahuji k obr. 36, ktery neni sprivné narysovin a vysvétlut-
jen oznadeni. Vime vsak, Ze bod E je stiedem tselky AD. Po ka%dé si nalrtnit
vlastni obrazec¢ a pomoci urtité véty shodnosti felte pfislu¥né cviteni.

68. Body B,E,C v obr. 36 le#i v jedné.piimce. Pti tom je a) EB = CE,b) a =/
Které dal$i use&ky a thly jsou v obrdzku sobé& rovny?

69. V obr. 36 je a = J, AB = CD. Dokajte, %e body B, E, C le3i v jedné pfimx
a vyhledejte sob& rovné usetky a thly.

70. V obr. 37 je BD = DC, AD = DE a body 4, D, E Ye3i v jedné p¥imce.

" DokatZte, Ze a) polopfimka BE leZi v ihlu X CBF, b) AADC =~ AEDB, c) i

9y < X CBF (vn&j${ tinel pfi vrcholu B). Vyslovte vysledek.

71. Z vé shodnosti trojiihelniki odvodte véty shodnosti trojihelnikid pravodhlyd!

72. Uzitim vlastnosti Ghld v pravotthlém trojthelniku dokaite, Ze:
a) s bodn B lze k pfimce AC (obr. 32) spustit nejvyse jednu kolmici,
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b) pfenesenim uhlu < BAC v obr. 32 do polohy < CAB’ wk, 3¢ AB’ = AB
| ziskdme prive jedinou kolmici BB’ s bodu B na pfimku AC spusténou.
- 73. Kolik thlt v kaZdém trojuhelniku je vidy ostrych?
- 74, Jestlize plati A ABC o~ A ACB =~ A 043, co soudite o stranich a uhlech
: tohoio trojuhelnika?
" 75. V rovnoramenuém trojahelnikn ABC
ie BC zdkladna. DokaZte: a) Ola thly
B, y pii zikladné jsou vidy ostré;
které mame tedy druhy rovnoramen-
nych trojahelniki? ProZ nemohou
byt thly B, y pravé nebo tupé?
b) Je-li D stfed strany BC, je A
AD | BC a <X BAD = <& CAD
(asetka AD se jmenuje osa rovno- Obr. 37.
ramenného AABC).
c) Z vysledku cviteni 75b a z existence jediné kolmice % spuiténé s bodu A
na pfimku BC dokaZte, Z¢ pata kolmice % je bod D.

76. V A ABC je X ABC tupy nebo pravy. Je-li X vnitfni bod strany BC, potom
plati 4B < AX < AC.

7. Je-li v trojtthelniku ABC f <y aje-li P pata vyiky AP | BC, pak je <t CAP <
< <X BAP. Diikaz provedte pro piipad, Ze § i y jsou uhly ostré i pro pfipad, Ze
thel y je pravy nebo tupy, a to bez poutky o soultu thld v trojuhelniku,

78. DokaZte: Soulet dvou stran v trojihelniku je menii neZ strana tieti, [Pro y = R
jejistta<<b+ec Je-lip < R,y < R,potom vy$ka AP | BC ma4 patu P uvnitf BC.
Uvatujte AABP, AACP a settée (4B + AC) a (BP + CP).]

79. Z vysiedku cviteni 78 odvodte poutky o rozdilech dvou stran v trojtihelniku.

80. Soulet dvou ihli v trojihelniku je mensi neZ 2R. Pro které dva thly je to zfejmé?
[Je-ti & AX X, v A AX X, (obr. 34) tupy, je ¥ AX, X, ostry; ten nahradte
vétiim dhlem < AX,P.] .

III. SHODNOST.

1. Osovd soumérnost.

Dulezity pojem shodnosti jsme dosud probirali pouze potud, Ze jsme zopa-
kovali zndmé véty ¢ shodrosti trojdhelnikd. Nyni budeme studovati pojem
shodnosti obecné, pfi ¢emZ jako obvykle se omezime na dva Wtvary, které lezi
oba v té%e roviné . Body prvniho Gtvaru nazveme vzory, body druhého
litvaru nazveme obrazy a ozrafime je ¢irkou; na pf. bude A’ obraz bodu 4
a zdroveii bude A vzor bodu 4’. Podobné bude na pi. p’ obraz pfimky pap
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bude vzor piimky p’. Bod, ktery splyne se svym obrazem, je samodru¥ny bod;
takovy bod splyne oviem i se svym vzorem.

Pfedstavme si nadi rovinu g jako strinku seSitu (kteri ve skute¢nosti je
oviem jen &4sti roviny), na které je narysovin prvni Gtvar U. Tento utvar
pfeneseme na prisvitny papir, jehoZ polohu zménime, a v nové poloze pfenese-
me WUtvar narysovany na priusvitném papife zpit do seditu. Tim dostaneme
v sedité druhy dtvar U’ shodny s utvarem U. Zména polohy priisvitného
papiru miZe byti dvoji. Budto je pfi vysledné poloze stejné jako pifi pocatecni
lic prusvitného papiru nad rubem, nebo obritime prisvitny papir na ruby.
V prvém pfipadé mime shodnost pfimou, v druhém shodnost nep¥imou.
Oba pripady se li§i jeden od druhého co do smyslu otdceni (viz ¢linek 3),
Pfi pfechodu od vzoru U k obrazu U’ Kladny smysl otdCeni zistane kladnym
a zdporny zistane zipornym, jde-li o shodnost pfimou; naproti tomu kladny
smysl otdceni pfejde v zdporny a pfejde v kladny, jde-li o shod-
nost nepfimou.

Zskladni vlastnost obecného pojmu shodnosti je tato:

Jsou-li 4, B dva rizné body rovinného Gtvaru U a méime-li se-
strojit jeho shodny obraz U’, miZeme polohu obrazi A', B’ zvoit
libovolné a¥ na to, ¥¢ musi bjti 4B = A'B'. Je-li provedena wolba
obrazu A', B’ zbyva privé dvoji moinost pro polohu vitvaru U; shod-
nost je pfi jedné moZnosti pfim4, p¥i druhé nepiima.

Viimnéme si zejména pfipadu, Ze dané dva rizné body 4, B jsou samo-
druZné. Shodnost je jednoznatné urdena, vime-li, zda je pfimi & nepfimi.
PHm4 shodnost je v tomto piipadé totomost: kazdy bod je samodruiny,
splyne se svym obrazem. Tim je zjiiténo, Ze p¥i pfimé shodnosti, kter4 neni
totoinost, existuje nejvy¥ jeden samodruiny bod. Nepfimd shodnost,
pfi které oba dané body A4, B jsou samodruZné, jmenuje se osova soumérnost;
piimka AB je osa soumé&rnosti; oznaéme ji 0. Obraz bodu C, pfimky p a pod.
pfi osové soumérnosti, jejiZ osou je dand pfimka o, nazveme kritce soumérny
obraz bodu C, pfimky p a pod. podle osy o. JestliZe titvar U je narysovin
na listu papiru a je obsaZzen v jediné poloroviné vytaté osou o, potom jeho
soumérny obraz U’ podle osy o dostaneme pfehnutim papiru podél pfimky o.

KaZdy bod osy o je pfi osové soumérnosti samodruZny. JestliZe (obr. 38)
bod H le#i mimo osu o, leZi jeho obraz H' v poloroviné opatné k oH, a proto
Gsetka HH' protne osu v bodé S. Bod S je samodruiny, a proto obrazem
Gsetky HS je Gsetka H'S, takie HS = H'S, t. j. S je stfed Gsetky HH.
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- Je-li X kterykoli jiny bod osy o, je také X samodruiny, a proto obrazem
X HSX je ¢ HSX'. Oba tyto thly jsou si tudiZ rovny, a protoZe jsou vedleji,
~ jsou to uhly pravé. Jak vite, nazyvime osou tsetky HH’ pfimku vedenou
sttedem této tselky kolmo na pfimku HH'. Tedy: LeZi-li bod H mimo
pfimku o a je-li H' jeho soumérny obraz Y
- podle osy o, je pfimka o osou Gsecky HH'. 1
- Ziejmé plati také obriceni: Je-li 0 osa
useCky HH', je kaidy z obou bodi
H, H' soumérny obraz druhého podle
piimKy o. Je-li X libovolny bod osy o,
potom obrazem usecky HX je tselka
HX', takie HX = H'X. Tedy: Kazdy
bod na ose usetky H, H' je stejné H'
vzdélen od H jako od H’. Obricené: Obr. 38.
KaZdy bod stejné vzdileny od obou
riznych bodu H, H' le%i na ose dsecky H, H'. To by se snadno do-
kézalo pfimo, ale také to plyne z nésledujici véty: '
| ]esthie bod Y neleZi na ose o tiseCky HH', je Y bhie tomu z bodi H,
'y, od n¢hoZ neni oddélen osou o.
Dikaz. MiZeme predpoklédat, Ze bod Y lezi uvnitf poloroviny oH.
Mime dokézati, ¢ HY < H'Y. '

I. Splyne-li bod Y s bodem H, je to zfeimé.
II. LeX-li Y uvnitf tsetky HH', musi leZet uvnitf Gsecky HS (obr. 39a).

|

1

I

|

[

1S X
I . JT o
|

|

|

|

1

0 Potom je HY < HS, HS = H'S,
HS<HY, tedy HY < H'Y.
0
e o — +—
H Y S H = — =
Y H S H
Obr. 39a). ' Obr. 39b).

III. Le#i-li Y na pfimce HH', ale mimo usetku HH', musf Y leZet
na prodlouZeni iselky HH' za bod H. V tomto pfipad€ je zfejmé (obr. 39b),
% HY < HY".
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IV. Zbyva pfipad, Ze bod Y lezi mimo pfimku o (obr. 39¢). Body H', Y
jsou od sebe odd€leny pfimkou o, a proto tise¢ka H'Y protne pfimku o v bodé X,
ktery musi byti rizny od S. Jest H'Y = HX + XV, HX = H'X, tedy

H'Y = HX + XY. Naproti tomu plyne z

Ko A HXY, 2 HY < HX + XY, takie sku-
N > Y teéné HY < H'Y.

N/ Nyni budem zkoumati soumérny obraz p’

|

l

] Vi o Piimky p vzhledem k pfimce o, pfi ¢emZ po-
|

|

|

I

H

S

/X . Cneme pfipadem, Ze p je rovnobéind s o. Pii-
/ pad, Ze p splyne s o, miZeme vyloudit.

L Pfimka p tedy neprotne pfimku o, a

H . proto leZi celd uvnitf jedné poloroviny, vytaté

Obr. 39 ¢). osou o. Obraz p’ pfimky p leZi uvnitf opalné

poloroviny, a proto Zidné dvé z pfimek p, p’,

o nemaji spolecny bod; tedy pfimky p, p, o jsou mezi sebou rovnobé&Zné,

KaZdy bod na ose o je samcdruzny a musi tedy mit stejnou vzdalenost od

obou piimek p, p’. Zadny jiny bod X viak nemie byti stejné vzdlen od

p jako od p'. Nebot jestlize X neleZi na ose o, leZzi X uvnitf jedné z obou

polorovin vytatych pfimkou o, na pf. (obr. 40) uvnitf té, uvnitf které lez

/

TX | P
: I
H |
.___..____..:_ ______ p I
|
s S
: 0 {
: I
1 H' , :
_..__._T ______ p l
Obr. 40. Obr. 41.

pfimka p. Kolmice spusténd s bodu X na piimku o stoji kolmo tzké na rovno-
béZnych piimkich p, p’ a protne je v bodech H, H'. Vzdilenosti bodu X od
piimek p, p’ jsou rovny HX, H'X; aviak o je osa tiset(ky HH' a vime, Ze
HX < H'X. Tedy X je bliZe ptimce p neZ pfimce p'.

Jsou-li diny dvé rtizné rovnob&zky p, p’, snadno uréime pfimku o, podle
které je kaZdi z pfimek p, p' soumérnym obrazem druhé. Stadi (obr. 40)
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vésti libovolnou kolmici na p, kterd je kolmd i na p’ a prote p, p’ v bodech H, H'.
~ Z4dand pfimka o jde stfedem S usetky H, H' rovnob&in€ s obéma pfimkami p,
~ ', Pfimku o nazveme osou rovnobg&Zek p, p’. Uvedme si vétu, kterou jsme
jiz dokdzali: Jsou-li p, p’ dvé r4zné rovnob&iky a je-li o jejich osa, je
- kaZdy bod pFimky o stejn& vzddlen od obou pfimek p, p’. Obricené
. kazdy bod stejn& vzdileny od p jako od p’ leZi na ose o. JestliZe bod X
- neleZi na o, je touto pfimkou oddélen od jediné z obou p¥imek p, p

-~ JestliZe o oddé&luje na p¥. X od p', je X bliZe pfimce p neZ p¥imce p’.
: JestliZe pfimka p stoji kolmo na ose soumérnosti o (obr. 41), je pfi osové
- soumérnosti samodruZnd, t. j. splyne se svym obrazem. Obsahuje jediny
- samodruzny bod S, ktery rozdéli p na dvé polopfimky, z nichZ kaZda je pfi
- osové soumérnosti obrazem druhé. Viimnéme si, Ze jsou-li X;, X, dva ruzné
-~ body ptimky p a X;, X; jejich obrazy, jsou usetky X,X,, X;X,; oviem sobé
- rovny, ale maji opaény smysl; budeme to potfebovat v kap. IIL, &. 2.

| o AN P
i N
! I, AN
| H ! | H \ :
= f f P
: ! } y / Za}\ a, ' o
| | I A, B \&y \“3/ | A4,
I K | e : :
| T 4 q AN
| l t N
{r‘ |- ' AN
‘ \\ ()
Obr. 42. Obr. 43. P

Jsou-li p, ¢ dv& rizné rovnob&sky, jsou si rovné viecky tseCky kolmé
~ na obé a majici jeden krajni bod na p a druhy na g. Spole¢nd velikost t€chto
- Uselek je vzdalenost rovnobéZek p, q (Splynou-li obé rovnobézky, je jejich
- vzdélenost rovna nule.)

, Dikaz (obr. 42). BudteZ H, H' dva rizné body pfimky p a budiZ o

- osa usetky HH'. Pfi osové soumérnosti s osou o obrazem bodu H je bod H',
* obrazem pfimky r vedené bodem H rovnobé&iné s o je pfimka r’ vedend bodem
- H' rovnob&né s o. P¥imka ¢ stoji kolmo na o a je tedy samodruZni. Proto
- obrazem priseciku K pfimek ¢, 7 je priseéik K’ pfimek g, '. Ob& piimky HK,
H'K’ stoji kolmo na p i na ¢ a jest HK = H'K".
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JestliZe pfimka p protne osu soumérnosti o v bodé V, ale nestoji kolmo
na o (obr. 43), tvofi pfimky o, p Ctyfi nhly, z nichZ dva jsou ostré a sob¢
rovné a v obrazci jsou oznaleny o, «,; druhé dva v obrazci nevyznadené
jsou také sobé rovné, ale tupé. Soumérné obrazy ostrych Ghll «;, ¢, jsou ostré
thly oy, o s tymz vrcholem V5 viecky étyfi Ghly o, o, o'y, o5 jsOu si rovny.
Ramena Ghlii o, o, leXi jednak v pfimce o, jednak v té pfimce ', kterd je
soumérnym obrazem pfimky p. Oba ostré whly «,, a; tvofi dohromady duty
tihel B,; podobné oba ostré tihly e, o, tvofi dohromady duty thel 8,. Uhly g,,
fa jsou navzdjem vrcholové; jejich ramena leZi v primkich p, p'. Jak vite,
nazjvime osou dhlu polopiimku, jejiz pocatek je ve vrcholu thlu a kteri
prochézi vnitfkem thlu tak, Ze jej dé€li na dva sobé rovné fihly. V nafem pfipad¢
bod V¥ déli pfimku o na dvé polopfimky V' 4,, VA,, z nichZ prva je osou thlu §,,

drubi osou uhlu B,

P Osou dvou rﬁznobEiek N
s prusetikem ¥V nazveme kaZdou
piimku o, podle které jsou piimky
p, p’ kaidd soumérnym obrazem
druhé, Z piedchoziho plyne, Ze

= % dvé ruznobézky p, p' maji dvé
08y 0,, 0,. Dostaneme je, sestro-
jime-li osy vSech &tyf dutych Ghld
tvofenych riznobétkami p, '

P’ (obr. 44). Osa VC thlu < 4,V4
spolu s osou VC' dhlu < A,VA;
tvofi dohromady pfimku o,, osa

VD Ghlu < AIVA spolu s osou VD' dhlu < A,V A, tvofi dohromady 0y

Podle ’osy 0 soumérnym obrazem polopfimky VA, je polopfimka VA

a soumémym obrazem polopfimky VA, je polopfimka VA,. Podle osy

*0, naopak soumérnym obrazem polopfimky VA, je polopfimka VA4, a sou-

" mémym obrazem polopfimky VA4, je polopiimka F4;, Ghly < A,VAs

XA,V A, jsou vedlejdi, a proto jejich soutet je 3 thly < CVA,, < 4,VD jsou

polovitni, a proto jejich soudet je 3 #. Tedy: Ob& osy o,, 0, dvou riizno-

bé%ek p, p’ stoji na sob& kolmo. KaZd4 z obou piimek p, p’ je soumémym
obrazem druhé jak podle osy o;, tak podle osy o,; protoZe kaZdy bod osy
soumérnosti je samodruZny a protoZe osovd soumérnost je shodnost, mme:

Ka¥dy bod kterékoli z obou os o;, 0, dvou riznob&lek p, p’ je stejné
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vzdilen od p jako od p'. Obricené: Kazdy bod, kter§ ma stejné vzdéle-

nosti od obou riiznob&Zek p, p’, leZi na jedné z obou os t&chto rizno-
bezek. Jinak fefeno, bod X, Ktery nelei ani na o, ani na o, nemie byti
 stejné vzdélen od p jako od p’. To by se dalo dokézat pfimo. My viak vySetfime
- ur&itéji, které z obou piimek je takovy bod X bliZe. To je zcela zfejmé, jestliZe
- bod X leXf na jedné z obou piimek p, p’, protoe potom jeho vzdilenost od té
pfimky, na které leZi, je rovna nule, je tedy mensi neZz vzdilenost bodu X
- od pfimky druhé. JestliZe viak X neleZf na 24dné z obou pifimek p, p’, potom X
le2f uvnitf nékterého ze &yf hld tvofenych témito piimkami. Pro urditost
- necht bod X leX uvnitf < 4,V 4, (obr. 45). Osou tohoto Ghlu je polopi‘imka
- VG, kterd je &isti pfimky o, ; proto A

' bod X na nf neleZi. Polopfimka

VC d¥i duty < 4,VA; m

- dva sob& rovné, tedy ostré Ghly

X A4,VC, X CV4;. Bod X musi\_ ______
lefeti uvnitf jedncho z téchto
- ghli; pro urditost necht X leZi
_uvnitf < A4,VC. Za tohoto pied-
- pokladu dokiZeme, f¢ bod X je
' blize pfimce p neboli pfimce
. VA4; ne% pfimce p’' neboli
- pHimce VA;. Uhel X 4,VX je ,
. men$f neZ ostry <X A4,VC, tedy Obr. 45.

3

Yz

X A4,VX je ostry; mimo to se

snadno dokdZe, %e < A4,VX < < XVA;. Proto jestlize satro;ime polo-
pfimku VB tak, aby ostré Ghly < 4,VX, < XVB si byly rovny a byly sty&né,
- bude polopiimka VB lefet uvnitf < 4,V A;, a proto pfimka V4, bude a%
' nabod V leZet celd vn& < 4,VB. S bodu X spustme kolmice na pfimky VA,,

VB a oznatme P, Q jejich paty. ProtoZe Ghly. X 4,V X, < XVB jsou ostré,

- leZi body P, Q uvnitf polopfimek VAI, VB. Bod X leZ na ose < 4,VB,

a proto obé& vzdilenosti PX, QX jsou si rovny. Také jest PX < VX. Je-li Z,

 bod pHimky V'4; riizny od bodu V, méme jesté dokézati, %¢ PX < ZX neboli

0X < ZX. To je snadné. Nebot bod Z leZi vn& thlu < 4,V B, uvnitf kterého
“leti bod X. Aviak < 4,VB je spoletnd &ist obou polorovin 4,VB, BVA,.

Proto uvnitf tsetky XZ musi bjti bod Y, ktery lei na hranici jedné z obou
polorovin, t. j. budto na pfimce V4, nebo na ptimce VB. Proto vzdilenost XZ
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v

je vé&di ne vzdilenost XY, kteri je alespori rovna (neni-li vétsi nez) XP
Tedy XZ > XP.
Cvideni,

81. Narysujte dosti velkf AABC a stranou pifmku A’B’ tak, aby A’B" ~- AB.
AABC piemistéte do nové polchy AA’B’C’ =~ AABC; to lze udinit dvém:
zpisoby. Jak rozlidite oba vysledky? UlZivejte véty urlenosti (sss). Sledujt
smysly < BAG, X B’A'C".

82, CviZeni 81 opakujte s petitthelnikem, ktery neni konvexni. Jak dopadne vyslede.
zvolite-i A’ = A, B’= B? .

83. Je dina osa 0 = SX soumérnosti a mimo ni bod H; uréete jeho obraz H’. Kon.
strukci provedte tak, Ze
a) uZitim dvou trojiheluikovych pravitek urtite piimku HSH’ | o (viz obr. 3;
b) ptenesete <X SXH do polohy <X SXH’ (viz obr. 39¢c),

c) ze dvou na ose o zvolenych boda X, X’ opidete kruZnice (X; r = XH,
(X’; r = XH"). Doka¥te, %e ob& krunice maji na pfimce HSH’ spoletn
pouze body H, H’. [Viz vyklad k obr. 34 na str. 143.]

84. Zvolte pétithelnik ABCDE a osu o soumérnosti, kter4 a) pétithelnik neprotin
b) prochazi body A4, D, c) protinid strany AB, DE mimo jejich vrcholy. Urk
obraz pétithelnika. (UZijte pfi konstrukci samodruZnych bodu.)

85. V trojtthelnfku ABC je AB = AC. Potom pfimka o | BC, prochézejici bodem 4
je jeho osou; co to znamen4 ? Nalrtnéte jiné atvary, které maji osu.

86. o je osa tisetky AB = 100 (rozméry v mm). Rozhodnéte tisudkem o poloze bodu )
vzhledem k ose o a vzhledem k tseéce AR ibodim A, B; vite-li, %e a) XA = %
)—(E 64; b) 5(74'_32 7{3_68 c) }?}i_.no, Yﬁ—lo d) 3{71—73

h) XB = 30abod X jena primce AB. ]e moiné, aby plaulo. AX =173; XB =26

87. Osy stran trojihelnika ABC se protinaji v jediném bod€ O, ktery je stfedem kruZnic
trojuhelniku opsané. DokaZte a provedte konstrukci.
88. Zvolte piimku o za osu soumérnosti. Na jednotlivé otdzky odpovézte a doprovod:
je nd&rtem od ruky.
a) MiZe bod splynout s bodem soumérné sd.mien}’fm? Kde lezi takové bod
a jak se jmenuji?
b) Jakou polohu musi miti ise¢ka, aby jeji obraz byl na jejim prodlouZeni? C
plati o smyslech obou usetek?
c) Jak4 tisetka splyne se svym obrazem? (2 moZnosti.)
d) Jak4 piimka splyne se svym obrazem? (2 moZnosti.)
e) Jakd pfimka je rovnobéZni se svym obrazem? Co vite o této rovnobéZnost
f) MuZe piimka stit kolmo na svém obraze? Kolik takovych piimek prochi
danym bodem?
8) Jsou-li ptimky soumérn& sdruZené riznobéZné, kde leZi jejich pruselik?
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89, Narysujte dvé rornob&zky p, p° a GiseCku AB. Urlete bod X, ktezy je stejné vzdilen
od piimek p, p* a ktery je také stejnd vzdilen od dunych bodi 4, B. Vysetite
podminky FeSitelnosti.

90. Uréete eukleidovsky osu vypuklého hlu.

81. Na piimce p, protinzjici ob& ramena daného & MUN, vyletite bod X stejn&
vzdéleny od obou raruen.

92. (Uhel o’ vedlej$i k vnitfnimu tGhlu a trojahelnika ABC se jmenuje vnéjdi vhel.)
DokaZte:

a) Osy u,;, uy, u; vnitinich Ghli se protinaji uvnitf trojihelnika v jednom bodé€ S,
ktery je stfedem kruZnice vepsané.

b) Dvé osy vnéjdich Gihl a jedna osa ihlu vnitfniho se protinaji ve stfedu keuZnice
trojihelnika vné vepsané (na pf. osy u), uy, 4y se protnou v bodd Sp.
Vysvitlete, jak obratné sestrojite osa u;, znite-li osu u, |

¢) Strany a osy tvofi zajimavé seskupeni bodt 2 pfimek. Cim je bed § v A §,8;5,?

2. Posouvdni,

Jsou-li diny obé razné pfimky o,, 0,, mtiZeme si (obr. 46) k libovolnému
bodu 4 nejprve sestrojit jeho soumérny obraz 4* podle osy o, a potom sestrojit
soumérny obraz A’ bodu A* podie osy o,. Tim dostaneme novou shodnost,
pfi které je obrazem libovolnéko bodu A privé sestrojeny bod A’. O téro
shodnosti fekneme, Z¢ je sloZena ze dvou osovych soumérnosti s osami o, 0,
(v tomto pofidku!) a oznadime turo shodnost v tomto &linku (0;, 0,). KaZd4
osov4 soumérnost je nepfimé shodacst; snadno se dokaZe, Ze (o, 0,) je pFims
shodnost, kterou budéeme nyni podrobnéji studovat. Pfi tom musime rozezni-
vat dva pfipady podle toho, zda pfimky o,, 0, jsou rovnob&iné & riiznobéZné.

Nejprve budeme studovat (o, 0;) za piedpoliadu, Ze ob& navzdjem rizné
pfimky 0,, 0, jsou rovnobéiné. BudiZ X libovolny bod a budiZ (obr. 47) %

l k
|
4|. X
) O,
» ”l_i_ Xl !
|
i 0,
H,; ’
+x’
Mt
Obr. 47
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kolmice vedeni bodem X na piimku o,, pak £ stojf kolmo také na o,. Pfimka &
protne pHimky o,, 0, v bodech M,, M,; protoze M, le3i na o,, splyne M} s M,
a bod M, je soumérny obraz bodu M, podle osy o,. Bod X’ sestrojime, jestlife
sestrojime napfed soumémy obraz X* bodu X podle osy o, a potom soumémy§
obraz X’ bodu X* podle osy o,. Vime (viz str. 149), Ze tsetky M, X, M, X*
jsou si rovny, ale maji opaény smysl; rovnéZ tsetky M, X*, M; X" jsou si rovny,
ale majf opatny smysl. Z toho plyne, Ze Gsetky M, X, M; X’ jsou si rovny
a ‘majf tyZ smysl, a z toho usoudime snadno, Ze také Gsetky M,M;, XX
jsou si rovny a majf tyZ smysl. Aviak Gsetka M, M, je dvojndsobek wsetky
MM, a md s nf ty% smysl. Tedy také tsetka XX’ je dvojndsobek tGsecky
MM, a mi s nf tyZ smysl

X

N,

| I
I |
| { o A .
I | T 1
| I ;
| | |
: S
L T g
] 1 |
| Lo P
| k, I k, A
Obr. 48. Obr. 49,

Jsou-li nyni (obr. 48) %, k, dv& pfimky, které stojf ob& kolmo na o, a tedy
také kolmo na o, a jsou-li M, N jejich prisetiky s pfimkou 0,, M,, N, jejich
prisediky s pfimkou o, vime, Ze MM, = N,N,, a je ziejmé, e M;M, a NyN;
jsou souhlasné rovnobéiné. Z toho soudime:

Jsou-li 0;, 0, dv¥ rizné rovnob&iky, potom pro viechny polohy
bodu X dse¥ky XX', kde X’ je obraz bodu X p¥i shodnosti (o;, 05
jsou si rovny a maji tyZ smysl

KaZd4 Gsetka XX’ je rovna dvojnisobku vzdilenosti obou rovnobéZek oy
05. Je-li £ libovoln4 kolmice na pHmky oy, 0, a jsou-li M, M, priisediky p¥imky #
8 piimkami o,, 05, je XX’ rovné dvojndsobku Gsetky M, M, a ob¢ Gsetky XX’
M,M, jsou souhlasné rovnob&Zné.

Takovi shodnost se jmenuje posouvani neboli translace. Posouvéni je
jednozna®ng uréeno, volime-li libovolné bod 4 a také libovolné jeho obraz 4’
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uréen tim, Ze je

ktery musi byti riizny od 4. Obraz X’ libovolného bodu X je jednoznalné
XX' = A4, XX'| AA.

- Obé 0sy 03, 0, lze zvolit rozmanitymi zpiisoby. Abychom sestrojili osy o0y, 0,
- miZeme postupovat na pf. takto (obr. 49):

Pfimku o, vedeme bodem A kolmo na AA4’; piimku o, vedeme rovno-

béné s o, stfedem S tGsecky AA4'.

Cvileni.

. 83, DokazZte o posunuti (o;, 0,):

a) V posunuti, které neni totoZnosti, Zidny bod X nesplyva se svym obrazem X',
[Vedte osu 0; bodem X.]

b) JestliZe pfimka ¢ neni kolm4 k o;, pak také obraz a’ neni kolmy k o,.

¢) Jestlie pfimka b m4 spoletny bod se svym obrazem &’, je kolmd k o, a tedy
splyva se svym obrazemd’. [Urete obraz X’ spole&ného bodu X p¥imek b, b".]

d) Piimka ¢, kterd neni kolmi k o,, nemé4 se svym obrazem spoleény bod.

¢) KaZd4 pfimka je rovnobéZnd se svym obrazem. [Viz 93c, d.]

Narysujte dvé rovnobéZky, aby jejich vzdilenost byla 5,5 (cm) a zvolte na nich
uselky AB, A’B’ tak, aby platilo
AB|lA’'B’, 4B = 4B’ = 4.

Pak sestrojte AABC = AA’B’C’, je-li ddno BC = 5,5, AC = 6,5, tak, aby

oba trojuhelniky byly pfimo shodné. (Jak to zafidite?) DokaZte:

a) AA’B’C’ je obrazem trojihelnika ABC pfi posunuti uréeném tim, Ze je
XX'||A4’, XX’ = AA’, kde X’ je obraz libovolného bodu X roviny.

b) Zvolte tfemi riznymi zpsoby osy o,, 0 soumérnosti tak, aby shodnost (o,, og)
byla posunutim, které pfevadi AABC do polohy AA’B’C’. Plat, Ze (o, 0g)
je ta% shodnost jako (0p, 0,)? Kterou z os miiZete zvolit libovolné?

c) Uvazujte i o pfipadu, kdy pfimky 4B, A’B’ navzijem splyvaji. [Ve cviten{ b)
jsou osy kolmé k AA4’. Volte: (1) o, libovolng, (2) o, bodem 4, (3) o, bodem A4°). .

Je dan AABC a dva libovolné body 4,, 4,. Provedte posunuti tak, aby bod 4

piefel do polohy 4, a druhé posunuti, pfi némZ bod 4, piejde do bodu 4,. Do-

kaZte, Ze tyZ vysledek obdrZime, kdyZ bod 4 posuneme hned do bodu A,. [Utijte

vysledku ze cviteni 94.]

Zvolte AABC a dvé& ruznob&iky m, n. Sestrojte AA’B'C’ o~ AABC tak, aby
body A’; B’ letely na piimce m a bod C’ na piimce n.

94

8

3. Stiedovd soumérnost; rovnobéiky a iihly.

Nyni budeme probirati pfimou shodnoest (0;, 05) sloZenou ze dvou osovych
soumérnosti za pfedpokladu, Ze 0, 0, jsou ‘dv& riiznobézky s priselikem S.
Polneme tim piipadem, e o0,, 0, stoji na sob& kolmo (obr. 50). Bod S je samo-
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druiny pfi shodnosti (o;, o). Je-li A bod, ktery neleZi ani na o, ani mag,
utvofime nejprve jeho soumérny obraz A” podie osy o; a potom soumém;
obraz A’ bodu A4* podle osy o,; bod A’ je obrazem bodu A pfi shodnos
(015 0y). Je-li T, prisedik piimky 4A4* s osou o;, T, priselfk piimky 4’4
$ 050U 03, potom <L A*ST; je soumérny obraz <x AST, podle osy oy, a pro
polopiimka ST je osa Ghlu < ASA®, takZe tento Ghel je dvojnisobek Ght
X T,SA"; podobn& < A*SA’ je dvejndsobek < 4*ST,. Protofe < T;S4'
< A*ST, maji soudet rovny } o, maji X ASA*, < A*SA’ soudet rovnf 1
t. j. A’ le3i na prodlouZeni Gsedky AS za bod S. Mimo to je zfejmé AS = 4J,
takZe S je stfed usecky A4’, dm? je poloha obrazu A’ bodu A4 jednoznatu
0, popsana. K témuz vysledku dojdem:
velmi snadno i v té€ch pripadech, &
bod A4 lezi budto na o, nebo na o,
Nase shodnost se jmenuje stfedovi
soumé&rnost a bod S se jmenu
stfed soumé&rnosti. Obraz bodu 4,
pfimky p atd. pfi stfedové soumér
nost, jejimi stfedem je dany bod §
A bmme T nazveme kritce sournérny obraz bod
s ? A, piimky p awd. podie stfedu §
Obe. 50. Podle pfedchoziho plati:
Je-H bod 4 riizn§ od bodu §
a je-li A" soumrny obraz bodn A4 podle stfedu S, je S stied
dselky AA'. Zfejmé plati také obricend:

Je-li S stied dseky AA', je kaXdy z obou bodda A, 4' soumirnj
obraz druhého podle stiedu S.

JestiiZe pfimka p prochdzi stfedem sonmérnosti S, je pfi stfedové soumé:
nosti samedruind, t. j. splyne se svym obrazem. Obsahuje jedin{ samodruinf
bod §, ktery rozd€li p na dvé polopfimky, z nichZ kaZd4 je pfi stfedové soumér
nosti obrazem druhé. Jsou-li X, X, dva rdzné body pfimky p, Xy, X; jejic
obrazy, jsou usetky X, X,, XX, oviem sobé rovny, ale maji opaénry smysl

Je-li p’ soumérny obraz pFimky p podle st¥edu S, jsou pfimky p,)
nesoublusnd roviobingé. Toje zfejmé, jestliZe p prochdzi bodem S. JestliZe)
neprochdzi bodems § (obr. 51), vedme bodem S pfimku o rovnobéinou s f;
pfimky p, o nemaji spole¢ného bodu, a proto ani jejich obrazy p's o’ nems
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hoolelného bodu. ProtoZe pfimka o je samodruZni, znamend to, Ze p’ je rovno-
héind s 0, tedy i's p. Jsou-li 4, B dva riizné body pfimky p, potom usetky A4’,
BB’ se protnou v bodé S a tedy 4B | B'A’ ve smyslu vyloZeném na str. 132.
fTo znamen4 nesouhlasnou rovnobéZnost pfimek p, p'. Je-li zejména H pata
Jolmice spusténé s bodu S na pfimku p, potom H' je pata kolmice spusténé
bodu § na pfimku p’ a S je stfed Gsecky HH'. Tedy (viz str. 149): Je-li p’
Youmérny obraz pfimky p podle sttedu S, ktery neleZi na pfimce p, potom osa
dovnobéZek p, p' prochizi bodem S.
Dbricend:

Jsou-li p, p’ dvé ruzné rovno-
bizky a je-li o jejich osa, je kaZda
g obou piimek p, p' soumérnym
pbrazem druhé podle stiedu Sp
Jeziciho kdekoli na p¥imce o.
Dukaz: (obr. 51). Podle defi-
bice osy dvou rovnobéiek md bod S
fibovolné zvoleny na piimce o steiné
y:dilenosti od obou piimek p, p'.
Jou-li tedy H, H' priseéiky piimek
9. p' s pfimkou vedenou hodem S
olmo na p a tedy i kolmo na p', je S stied aGse¢ky HH', a proio je H' sou-
nerny obraz bodu H podle stfedu S, Soumérny obraz pfimky p jde bodem
i rovnobéiné s p, 1. §., ie to piimxa p’.
Dvé polopiimnky 1"4,, V.4, jsou souhlasu€ rovnob&Zné, je-li
V:4,) Vad, neboli A,V,)A4,V,, a jsou nesouhlasn€ rovnobéiné, je-li
VA4, AV, neboli 4,V V,4, (viz kap. 1, 3. 6). Z pfedchoziho plyne: _
A Je-li S sti‘ed viseky V,V, a jsou-li polop¥imky V,4,, V,4, nesou-
blasné rovnob&iné, je kaZd4 z obou polopFimek soumérnym obrazem
gruhé podle stiedu S. Z toho plyne dile: '
Dva duté Ghly < A4,V B,, < 4,V,B, s nesouhlasng rovnobéZinymi
lameny jsou si rovay. Splynou-li vechodly Vi, Vy, je to jasné, nebot pak mime
g1 vrcholové thly. Jinak, je-li § stied Gsecky V;V,, je kazdy z obou Ghla
oumérnym obrazem druhého podie stfedu S.

Dva duté dhly < A4,V,B,, < 4,V,B, st souhlasng rovnob&Znymi
kmeny jsou si rovay. Je-li toti¥ < 4;V,B; vrcholovy k < 4;V,B,, jsou
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XA V1B, < A4,V,B, dva duté thly se nesouhlasnd rovnob&nymi ramen,
Mohli jsme také dokézati, Ze <X A4,V,B, vznikne z <X 4,V,B, posouvénim

JestliZe polopFimky V,4,, V,A4, jsou souhlasné rovnob&iné a ziro.
veii polop¥imky V,B,, V,B, jsou nesouhlasn& rovnob&iné, jsou <t 4,V,3
X A,V,B, thly vyplitkové, nebof < A,V,B; vedlej$i k < A4,V,B, mi
ramena souhlasné rovnobéZnd s rameny <t 4,V,B,.

Zyla$tnim pfipadem této véty jest: Oba tihly pfi témZ rameni licho.
b&%nika jsou vypliikkové.

Soutet vhla trojGhelnika je roven 7.

Dikaz: (obr. 52a). Vrcholem A trojithelnika ABC vedme rovnobéik

s pfimkou BC a zvolme na ni body B’, C’ tak, aby bylo
BC|AC’, CB|AB

(souhlasni rovnobé&Znost). Maji-li Ghly a, B, ¥, @', f's ¥’ tyZ vyznam jako
v obrazci, je a + ' + 9’ = m, nebot viecky tfi thly dohromady tvofi dhel
pfimy. Mimo to jsou viak g8, f’ Ghly s nesouhlasné rovnobéZnymi rameny,
a proto je B = f’; z téhoZz divodu je také y =9, takie a + 8 +y =2

Soutet viech hld vypuklého n-thelnika je roven (7-2) 7. Nebot
ahlopfi¢ky vychézejici z jednoho vrcholu rozdéli (obr. 20 na stt. 128) #-tihelnk
na n-2 trojihelniky a je patrné, Ze soucet Ghld n-ihelmka je roven soutty
viech Ghla viech téchto trojihelniki.

8 A ¢’ H K
B ¢ A B

+———
Obr. 52 a). Cbr. 52 b).

Cvideni,

‘97, Sestrojte titvar soum&rng sdrufeny k &tyrihelniku ABCD podle stfedu S, kterf
le%i a) vné &tyrihelniku, b) v jednom vrcholu &tyrihelnfku, ¢) na strané AB tak
fe A4S = } 4B, d) uvniti tyrahelnika,

98. (Uitim soum&rnosti doka’te dile uvedené poutky o rovnob&¥niku). Ctyrthelof
ABCD, v ném% je AB||DC, AD||BC se jmenuje rovnob&inik. Oznalte o, ost
rovnobé&Zek AB, DC a o4 osu rovnob&iek AD, BC.
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a) 0sy 0y, 0, se protinajf uvnitf rovnob&2nika v bodé S, ktery je stfedem soumér-
»..oti rovnobéZnfka a bod § je prisetikem uhlopfitek AC, BD.

b) Odvodte odtud znimé poulky o prot&jiich stranich, prot&jich Ghlech a thlo-
piitkich rovnobéinika.

99, DokaZte tyto obricené poulky o rovnobéinfku:

a) Jestlie u &tyrthelniku ABCD je AB||DC, AB = DC, je.to rovnob&nik.
(Stfed S tsetky AC zvolte za stfed soumérnosti.)

b) Jestlife u &tyrthelnfku ABCD se obé uhloptitky AC, BD navzijem pili,
je to rovnobé&Znik.

100, UZitim poutek o thlech 8 rovnob&Znymi rameny a zdkladni véty o rovnob&Zkich
(str. 130) dokaZte daldi dileZité poulky, které jste jit poznah na stfedni fkole:
Budtez A4, B dva riizné body.

a) Le2i-li polopfimky AB’, BC (viz obr. 52a) v opatnych polorovinich, vytatych
ptimkou AB, a je-li < BAB’ = < ABC, jsou poloptimky AB’, BC nesou-
hlasn& rovnobéZné.

b) LeZi-li polopfimky 4AC’, BC (viz obr. 52a) v téZe poloroving, vytaté pfimkou 4B,

" ajeli < C’AB + X CBA = 2R, jsou polopfimky AC’, BC souhlasn& rovno-
bé&Zné. .

©) JestliZe v téZe polorovmé, vytaté piimkou AB (obr. 52b), jsou dény Ghly a =
= X BAH, B = X ABK a jestlife je a + f < 2R, potom polopiimky AH,
BK se protnou. (To je prosluly péty postulét Eukleidlv, ktery je rovno-
cenny se zdkladni vétou o rovnobéikich.) [Vedte BL||AH; je B < < ABL
a piimky 4AH, BK jsou nutné riznob&iné, Pro¢ se musi protnout v polo-
roving& ABH?]

. 101, Je dén Ghel rovnoramenného trojahelnfka w. Urdete ostatni thly (dvoji feleni).

102. Co plati o thlech trojihelnika ABC, je-li AB = BC = CA? Odvodte odtud
eukleidovskou konstrukci uhlu 60°.
{ 103, Vn&ji{ tihel trojahelnika je roven soudtu protéjiich Ghlt vnitnich, (Viz cvieni 80.)
104. Uvnitt AABC lef bod U. Dokaite, 2¢ <X BUC > < BAC. [Prodluite BU,
aZ protne stranu AC v bod¢ V; uvaZujte X UVC.]
j 105, Uhel a trojihelniku ABC je pravy, ostry nebo tupy podle toho, zda té¥nice 44,
] (kde A4, je stfed strany BC) je rovna} BC; je v&tsi nebo mensinez §BC. Dokaite,
108. Co plati o a) sousednich thlech, b) prot&jiich thlech rovnob&Znika? Kolik Ghld
je v rovnobé&Zniku tfeba znit, abychom mohli ur&it ostatni? ‘
107. Doka#te: Je-li u &tyrihelnika kaidy ‘Ghel roven dhlu prot¢jiimu, je to rovno-
béinik, .
8. Rovnobéinik, ktery m4 jeden Ghel pravy, se jmenuje obdélnik. Dokate poutky:
" 8) Ctyrthelnik, kter§ mé tfi Ghly pravé, je obdéinik.
b) Obdéinik mi dvé osy soumérnosti, a proto jsou jeho whlopfitky sob& rovny.
©) JestliZe jsou v rovnobéinikn obd Ghlopiitky sobd rovny,;ctoobdélnik(kdﬁkam
Ww (1) soumé&rmosti, (2) vt shodnosti).
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109. Rovnobéinik, ktery mi dvé sousedni strany stejné, se ymenuje koso&tverec. Dokaite
poulky:
a) Uhloptitky kosotverce jsou jeho osami zoumérnosti a stojf na sob& kotmw.
b) Chloptitka koso&tverce puli uhel pfi vreholu, z ného# vychazi.

4. Otdcenti.

JiZ na str. 119 byla udinéna zminka o otdteni kolem bodu S. Dvé riizné
polopfimky SH, SK s tymz potitkem & jsou rameny dvou uhll @, y, pfi Cemi
rameno SK vznikne z ramene SH jak otitenim v kladném smyslu o thel ¢,
tak otdfenim v zdporném smyslu o thel . P¥i tom jsou oba thly @, y piimé,
(obr. 53a) nebo je @ 1hel duty a p vypukly (obr. 53b) nebo je @ thel vypukly,
v duty. V kazdém pripadé je

P+y=2n M
N /
K S H
2y (3% AN
\/ : K H
Obr. 53a). "Obr. 53b). Obr. 53c.

V nisledvjicim budeme o oti¢eni kolem bodu S o uréity thel mluvit
tak, Ze je déna pouze velikost a smysl dhla, nikoli jeho poloha. Pfi kaZdém
otiteni kolem bodu S bod S sim je samodruny; je-li 4 kterykoli jiny bod,
potom pro jeho obraz A’ pfi otifeni kolem S o thel ¢ v kladném smysh
vidy plati S4 = SA4’ a oviem poloptimka SA’ vznikne z polopiimky S4
otienim v kladném smyslu o thel @. Podobné je tomu pfi otdleni kolem §
v zéporném smyslu o thel y. JestliZe plati (1), potom obraz libovolného 4
pfi otifeni kolem S v kladném smyslu o uhel ¢ je totoZny s obrazem bodu 4
pfi otifeni kolem S v zdporném smyslu o tthel . Oticen{ kolem bodu §
o Ghel 7 je tedy stfedova soumérnost se stfedem soumérnosti S, at uz se déje
otileni v kladném & v zdporném smyslu. Naproti tomu pfi oticeni o dhel
ruzny od st musime pellivé rozliSovat, zda otdtime v kladném & v zdpomém
smyslu. At jiZ smysl otd¢eni je kladny & ziporny, byla velikost otdeni dosud
stile pfedpoklddina mensi neZ 2x. Je viak Glelné mluvit také o oticeni o Ghe)
ktery neni mensi neZ 2x. Pii otieni o kterykoli z Ghid
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2n, 4n, 6m, 8w atd. 2

je kazdy bod A samodruZny. Arci na pf. pfi otd¢eni kolem bodu S o thel 4%
v kladném smyslu probéhne bod A dvakrit za sebou kruZnici se stiedem S
o polomérem SA; ale viimdme-li si pouze politeéni polohy A a konené
polohy A’, potom otieni o kterykoli z aihld (2) je prosté totoZnost. V této
tfidé vibec si pHi. otieni budeme viimat pouze pociteéni a koneéné polohy
kazdého bodu; potom oticeni kolem S v kladném smyslu. o thel ¢ je totoZné
s otiCenim kolem S v kladném smyslu o kterykoli z uhli

A,

Obr. 54 a). ‘ Obr. 54 b).
¢+2n ¢+4n, @+6m, ...,

obecné o kterykoli z .l.'lhll'l

)

) .
p+2m n=1,23,...) A ’S“’c\, o, A

TotéZ plati i pro otdfeni v ziporném w

smyslu. Je nyni zfejmé, Ze jestliZe prove- 4

deme napfed otifeni kolem bodu S Obr. 540). :

vKladném smyslu o thel ¢, a potom ot4-
teni kolem téhoZ bodu § v kladném smyslu o thel @,, je vysledek tyZ, jako
kdybychom misto toho provedli jediné otd&eni kolem S v kladném smyslu o thel
@1 ++ @, Podobné jestlize provedeme napied otd¢eni kolem bodu S v kladném
smyslu o thel ¢; a potom oticeni kolem téhoZ bodu S v ziporném smyslu -
0 thel g,, potom v pfipadé ¢, > @, je vysledek tyZ, jako kdybychom misto
toho provedli jediné otiteni kolem S v kladném smyslu o thel ¢, — @,;
v piipadé ¢, < ¢, je vysledek tyZ, jako kdybychom misto toho provedli
jediné otd¢eni kolem S v zdporném smyslu o dhel @, — .
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BudteZ nyni diny dvé riznobézky oy, 0, s prusetikem S. Budeme studo-
vati shodnost (0, 05). Obé pfimky o, 0, tvofi &tyfi duté dhly

X 4,84, - < A;SA;, X A, SAs, X A;SA; (obr. 54a a¥ c).

V obrizcich jsou oznaleny w oba ty sobé rovné uhly, jejichZ rameno
leZici v pfimce o, pfejde v rameno leZici v pfimce o, otiCenim v kladném
smyslu; ¢ jsou oznadeny oba ty tbhly, jejichZ rameno leZici v pfimce o, piejde
v rameno leZici v pfimce o0, otienim v zdporném smyslu.

V kaZzdém pfipadé jest

o+ e=m. (3

BudiZ nyni bod A4, leZici uvnitf nékterého z obou whld oznadenych «,
na pf. uvnitf < 4,54, (obr. 55). _
Polopfimka SA rozdéli tento tthel na dva, v obrazci oznatené w,, w,;
je tedy
w, + 0w, = . 4

Je-li A* soumérny obraz bodu A podle osy o, a je-li A’ soumérny obraz
bodu 4* podle osy ¢,, je A’ obraz bodu A4 pi shodnosti (0,5 0,). Uhly <t 484,
: X A,5A4" jsou soumérné obrazy jeden -
" druhého podle osy o,; maji oba toui
velikost ; a dohromady tvofi thel,
jehoZz velikost je 2w,. Z polopiimky
A, SA vznikne polopfimka SA* otocenim
kolem S v ziporném smyslu o thel
. 2w,. Z polopfimky SA* vznikne polo-
piimka SA4, ototenim v Kkladném
smyslu o thel 2w, + w,; tymZ oto-
enim v kladném smyslu piejde polo-
pfimka SA, v polopfimku SA’; tedy
z polopfimky SA* vznikne polopiim-
ka SA' otolenim kolem § v kladném smyslu o thel

2(2(1)1 + wz) = 4601 + 20)2.

Celkem tedy z polopfimky SA vznikne polopfimka SA4’, jestlie otocime
kolem S nejprve v ziporném smyslu o thel 2w,, a potom v kladném smyslu
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o thel 4w, + 2w,. Misto obou oto¢eni mizeme provést jediné otoceni kolem S
v kladném smyslu o thel
(dwy + 2w5) — 20y = 2wy + wy),

tedy podle (4) o thel 2w. Tim jsme dokdzali, Ze jestliZe A4 leZi uvnitf nékterého
zobou hld oznacenych w v obr. 54, vznikne polopfimka SA4’ z polopiimky SA4
otoenim kolem S v kladném smyslu o thel 2w. Docela stejné dokiZeme,
Ze jestlize A leZi uvnitf nékterého z obou uhld oznalenych e v obr. 54, vznikne
polopfimka SA’ z polopfimky .S4 otoenim v zdporném smyslu o uhel 2.

Podle (3) je vSak 20 1 26 = 27,

v rwe

a-proto otofeni kolem S v ziporném smyslu o thel 2¢ ma tyZ ucinek jako
otoleni kolem S v kladném smyslu o thel 2w. Proto at bod A leZi uvnitf
kteréhokoli ze ¢tyr hld tvofenych dvéma rtiznobézkami oy, 0,, vznikne bod 4’
otoenim bodu A4 kolem S o Ghel 2w v kladném smyslu. Snadno se pfesvéd¢ime,
Ze totéZ plati, i kdyZ bod A leZi na pfimce o, nebo na pfimce o,. Zavér:

Jestlize <X A,SA4, = w, p¥i ¢emZ rameno S4, leZi v pfimce o),
rameno SA leii, v pfimce o0,, a jestliZe z ramene S4, vznikne rameno
S4, otdfenim v kladném smyslu ¢ duty tdhel w, potom shodnost
(015 0;) je otidceni kelem S v kladném smyslu o tdhel 2w.

To plati, i kdyZz pfimky o;, 0, stoji na sobé kolmo; v tomto piipadé je
w = } m, tedy 2w = 7 a otidCeni se déje o Ghel pfimy. Tedy stfedova soumér-
nost je zvlastni p¥ipad oticeni kolem bodu. Celkovy vysledek ¢linkd 2 az
4, kap. III: Jsou-li o;, 0, dvé riizné pfimky, potom shodnost (o, 0,) je
posouvani (jsou-li pfimky o,, 0, rovnobézné), nebo je to otoceni kolem
praseliku (o;, 0,) obou riznobéZek oy, 0,.

Da se dokdzati, Ze kazda pfima shodnost je budto posouvani nebo oticeni
kolem ur¢itého bodu S. To nebudeme dokazovat; rovnéz nebudeme dokazovat,
Ze kazdd pfimd shodnost je posouvini nebo otileni. RovnéZ tak nebudeme
studovat podrobnéji nepfimé shodnosti rizné od osovych soumérnosti.

Cviceni.

110. Dany A ABC otoéte o dany thel w (v kladném nebo zdporném smyslu), jestlize
stied S otdleni lezi a) vné trojuhelnika, b) uvnitf trojuhelnika, ¢) uvnitf stracy BC.

OtiZeni polopfimek SX provdd&jte pomoci jedné vhodné zvolené kruZnice (S, r).

111. Opakujte cviteni 110 tak, e vysledek rotace nahradite shodnosti {0;, 0,), pfi &em%
je 0, = SA. Které whly tvoii obé osy 0y, 05? ZaleZi na pofadi téchto os? (Zvolte
bod X na ose o, a hledejte shodnosti (015 0g), (035 04).)
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112, Uhel 27 o vrcholu S je rozdélen na n rovaych Ghld @, = 2-5 ; tak vznika n sty¢nych

uhly, jejichZ ramena protinaji kruZnici £ = (S;r) po fad& v bodech 4,, 4, ... ., 4,

DokaZte:

a) Mnohotihelnik 4,4, ..... 4, je vypukl§, jeho strany a Ghly jsou si rovny
(Nazyv4 se mnohotihelnik pravidelny.)

b) Pravidelnému mnohothelniku Ize kruZnici opsat i vepsat. (Bod S se nazyvi
stfed mnohouhelnika, thel @y = X ArSAr4, jc thel stfedovy; Ant1=4,)

c) Pravidelny mnohotihelnik m4 n os (soumérnosti), které vesmés prochdzejf
bodem S; jeden uhel dvou sousednich os je ¢q. Pro n liché je osa urtem
vrcholem Az a bodem S. Pro n sudé jsou dva druhy os: (1) pfimky A4S,
(2) kolmice spuiténé s bodu S ke stranim.

d) Lze provést n ruznych rotaci kolem stfedu 8 (pfi kladnych dhlech otileni
wg = kgpy, kde 2 =0; 1; .... 3 n — 1), pfi nichZ se novd poloha mnoho-
thelnika kryje s puvodni; pro 2 == 0 mime totoZnost.

¢) Kteroukoli rotaci lze vytvofit shodnosti (o,, 0,), kde 0,, 0, jsou dv& vhodni
zvolené osy mnohothelnika. Rozhodnéte, kolika zpusoby lze uZitou rotaci
o uhel wg nahradit shodnostmi (o,, ¢,).

f) ProtoZe stiedovd soumérnost je shodnost (0,,0,) pro 0, | 0y, snadno rozhodnete,
které pravidelné mnohouhelniky maji stfed soumérrosti.

113, Dokaite: Jestlife o dvou usetkich AB, A’B’ plati:

. 8) AB||4’'B’, AB = A’B’, Ize jednu v druhou pievést posunutim, pii tem2 bod 4
piejde v bod 4’ a B v B’. [Zavedte shodnost (0, 0,), kde 0, prochizi stfedem
uselky AA'.]

b) AB = A’B’, ale neni AB||A’B’; 1z¢ jednu v druhou pfevést vhodnou rotac,
pii ¢emi opét bod A piejde v A’ a B v B’. Urlete velikost hlu otateni z Ghlu
obou usefek AB, AB. [Zavedte shodnost (o, 0,), kde o, je osa usetky A4';
uvaZujte i pfipad, kdy obg useXky ieZi v téZe pfimce. Je A== A"?]

114, Narysujte rovnoramenny trojuhelnik, je-li din vrchol A, tihel a, a to tak, aby
vrcholy B, C zikladny BC leZely po fadé na dvou danych ruznobéZkich b, ¢;
bod A nesplyva s pruscikem pfimek b, c. [Ototte pfimku ¢ kolem bodu 4
o thel o v kladném smyslu do polohy ¢’ a v zdporném do polohy ¢”. Prise-
4k piimek b, ¢’ nebo b, ¢”, pokud existuje, je bod B.]

IV. PODOBNOST.

1. Uvodni ivahy.

Pristoupime k studiu pojmu podobnosti, jednoho z nejdileZitéjsich
pojmi v geometrii. Prakticky pfiklad podobnosti poskytuji mapy. Krajina
ve skuteénosti a jeji obraz na mapé jsou dva podobné dtvary; majf tyz tvar
ale riiznou velikost. Je-li na pf. méfitko pldnu 1 : 100 000, je kaZd4 skutcind
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délka 1 km zndzorn2na na plinu délkou ! cm. Délky na mapé jsou mnohem
men$f nez délky ve skutenosti. Ale kazdé dvé ve skutelnost sob€ rovné
Gseky jsou i na mapé sobé rovné. Pomér délky na mapé k délce ve skutenosti
je pro viechny délky tyZ, v naSem pfipadé 1:100000; ze skutetné velikosti
dostaneme velikost obrazu na pldnu, znisobime-li skute¢nou velikost &islem 1075,
Naproti tomu velikost Ghldl je téZ ve skutecnosti jako na plinu. Na pf. dvé
silnice, které se kfiZuji v 4hlu 60°, jsou na mapé znizornény &arami, které
se protinaji v témZ dhlu 60°.

Jiny pfiklad dostaneme, narysujeme-li na tabuli i v sefit¢ AABC se stra-
pami AB =5, AC =3, BC == 4, pfi ¢emZ na tabuli je jednotkou 1 dm,
v sedit€ 1 cm. Velikost kaZdé strany v sesit€ je rovna % velikosti stejné
oznafené strany na tabuli. Ale Ghly pfi stejné oznalenych vrcholech maji
touZ velikost na tabuli v seité; pfi vrcholu C méme v naSem piipadé thel
pravy.

Geometricky pojem podobnosti tésné souvisi s aritmetickfm pojmem
imérnosti, diikladné probranym na stfedni $kole. Mdme na mysli t. zv. pfimou
imérnost, o nepfimé umérnosti nebudeme vibec mluvit, a proto budeme
fikat kritce tmérnost. Velitiny

L > @, )]
a

byy by o a . > b, ¢))
jsou si umérné, jestlize vSecky poméry (zlomky)

Wb, , ©

a a, a,

jsoa si rovny. Oznatime-li %2 spoletnou hodnotu &sel (3), plati vztahy
by =rkay, by =kayy . . ... » b, = ka, : €)]

Pifechod od &isel (1) k islum (2) se d&je tedy tak, Ze se viechna dsla (1)
wndsobi tymZ &islem k, které nazveme koeficient imernosti. V praxi jsou
obylejné viechna &sla (1), (2) kladnd, nae¥ také koeficient umérnosti £ je
Kadny ; je-li & > 1, vzniknou &isla (2) z &isel (1) zvét§enim, je-li k<l,zmen-
senim; je-li & = 1, je kaZdé z &sel (2) rovné pfislu$nému &slu (1). Pozdéji
se nim viak vyskytne také pfipad ziporného k. Stile viak pfedpoklidime,
e Cisla (1),(2) jsou vesmés riiznd od nuly; také & je tedy rizné od nuly.
‘; Vratme se k pojmu podobnosti. Dva geometrické Gtvary U, U’ jsou si
podobné, jestlize
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1. sob& odpovidajici délky jsou si Gmérné,

2. sob& odpovidajici Ghly jsou si rovny.

Koeficient umérnosti délek nazveme koeficientem podobnosti. Je to
kladné &islo k; shodnost je ten zvl4$tni pfiklad podobnosti, v kterém je &k = 1.
Pro kazdou dvojici d, d' sobé odpovidajicich délek plati vztah d' = kd. Vyméni-
me-li pofidek sob& odpovidajicich atvard U, U’, zistanou si podobné, ale

novy koeficient podobnosti bude l; misto zvétSeni budeme miti zmendeni
a naopak.

Provedeme je§t& nékolik @vah, kterjch ugijeme v &inku 2 této kapi-
toly (str. 169) ke studiu podobnosti trojahelniki.

LeZi-li bod H uvnit# strany 4B trojihelnika ABC, pak rovnobdzka
r s pfimkou BC vedend bodem H obsahuje bod K uvnitf strany AC.

Obr. 56. ' Obr. 57.

Je-li H st¥ed strany AB, je K stied strany A\ AC a tseCka HK s

v rv

v tomto pfipad€ jmenuje stfedni p¥i¢ka ABC prisluSni strané BC.

Dikaz (obr. 56). Pfimka r neprochizi Zidnym vrcholem a podle véty
Paschovy (str. 118) protne je$té jednu stranu, protoZe rovnobéZka s BC musi
protnout AC. BudiZ nyni H stfed strany 4B. Soumérny obraz pifimky BC
podle stfedu H je pfimka s, vedend bodem A rovnobéing€ s pfimkami BC, r.
Tedy (viz str. 149) r je osa rovnobéZek BC, s. Z toho plyne, Ze s je také sou-
mérny obraz piimky BC podle stfedu K, takZe bod A4 *'ie soumérny obraz
bodu C podle stiedu K, t. j. K je stied usecky AC.

Leii-li bod H uvnitf¥ ramene 4B lichobé&Zniku ABCD, pak rovno-
béka r se zdkladnami 4D, BC, vedeni bodem H, obsahuje bod K
uvnité strany CD. Je-li H stfed ramene 4B, je K stfed ramene CD
@ Gselka HK se v tomto pFipadé jmenuje st¥edni pFitka lichob&%niku.
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Dikaz (obr. 57). Podle pfedchozi vity pfimka r prochdzi bodem L
uvnitf strany AC trojuhelnika ABC, kterd je téZ stranou AADG,a proto r
prochdzi bodem K uvnitf strany CD tohoto trojihelnika. Je-li H stfed usecky
AB, plyne z téZe véty, Ze L je stied GseCky AC, a z toho dile, Ze K je stfed
usecky CD. - A

LeZi-li bod H uvnitf strany 4B, bod K uvnité strany AC troj-
thelnika ABC a jsou-li BC, HK rovnobé&zky, jest

AH 4K '
—_—— T (5)~
AB  AC

Dikaz provedeme nejprve za pfedpokladu, Ze na levé strané v (5) je

raciondlni ¢islo —;; 5 které je oviem mensi neZ 1, takZe r <<n. (V obr. 58 je r = 4,

n =17.) Rozdélime usecku 4B body
H,H,..,H

n—1
na n rovnych dild a vedeme jimi rovno-
bézky s BC, které protnou tsetku AC
v bodech
Ky Ky, .oy K, ;. 6

Bod H splyne s H,, bod K splyne
s K.; proto stati dokdzati, Ze body (6)
déli Gsetku AC na n stejnych dildg, Obr. 58.
neboli Ze K je stfed AK,, K, je stfed
KKy ..., K, jestied K,_, C. To plyne z pfedchozich vét, uZijeme-li
jich nejprve na AAH,K, a potom na lichob&Zniky.

H,H;K,K,, H.H,K,K,, . . . . , H, ,BCK,_,.
Obecny dikaz. Médme dokdzat, Ze neni moZné, aby neplatilo (5).
Jestlize rovnost (5) neplati, je jeden z obou pomérd men$i neZ druhy, tfeba
AR AR
4B <Ac”

V tom pfipadé musi existovat raciondlni &islo % tak, Ze
AH AR
<k,

=3 <k 70>k
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neboli AH < k-AB, AK>k-AC. Q)

Plati-li (7), je % kladné &slo men$i nez 1. Proto miZeme urdit uvniti
strany AB bod H, tak, %e

AH, .
AH,-=k-AB neboli —ZE = k. (8)
RovnobéZka s pfimkou BC vedend bodem H|, protne stranu AC v bodé K|,
ProtoZe k je raciondlni, plyne z pfadchoziho diikazu, Ze
AK p— —
-ZE =: k, neboli AK, = k- AC. )
' Podle (7) a (8) je AH < AH,, a proto bod H lei uvnitf strany AH,
trojihelnika AH(K,. JeZto pfimky HK, H K, jsou rovnobézné, leZi bod K
uvnitf strany AK, tohoto trojuhelnika. To viak je nemoZné, nebot ze (7)
a (9) plyne, 2e 4K > ﬁ{'o.
Cvileni.
115. V kterém poméru jsou oba obrazy vzdalenosti dvou mist 4, B zobrazenych jednak
na specidlni mapé& (méfitko 1:50 000), jednak na plénu o méfitku 1 :20000?
116. Velitiny a,, a,, ag, ag, . . . jsou umérné k velitindm b, = 1,8; b, = 1,5; b; = 2,4;
. by = 2,7; urdete jejich hodnoty, vite-li, Ze: '

a) az = 3,6;

b) koeficient imérnosti je & = —— (t. ) an = k- by);
Uréete v obou pfikladech hodnoty daldich velitin by, bg, vite-li, Ze a; = 6,4,
ag = 4 8.

117.. V obr. 57 protina stfedni pficka 'HK lichob&snika ABCD uhlopti¢ku BD v bodé ;
je BC||AD, BC > AD.

a) Dokaite, %e je HK = } (BC + 4D).

b) Dokaite, Ze body na stfec M pfitce HK jsou v porédku H}LK aie
FL = 3 (BC — AD); v které poloroving vytaté primkou HK le%f prisetik U
obou uhlopfitek AC, BD?

118, Narysujte usefku AB velikosti 9 cm 2 graficky urete:

a) usetku AX = 2. 4B; b) uvnit® Gsetky AB body U, Vv pofédku AUVB
tak, aby planlo AU:UV:VB=5:4:6. Te tloha moZni?

119. Urlete graficky velikost tisetky AB = —I—!—I—;—éﬁ , kde HK, LM, PQ jsou dané

usecky. ‘Utvorte pomér g—IQE = —%A_; ; Gsetka AB se podle uméry PQ : AR

-—LM.AB jmenuje ¢tvrtd geometrickd imérnad.)
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120. V AABC urtete uvnitf strany 4B bod D tak, aby A—g = % savedte jim pfimkn

DE||AC, kde E je bod na pfimce BC. Bodem D vedte dile pfimku DF||4Ea
oznaéte F, jeji prusedik s pfimkou BC. Doka’te, Ze bddy E, F leX na pfimce
BC v pofddku BFEC a urlete velikosti Gselek EC, FE, vite-li, 2¢ BF = 6.

121, Urlete pomér archu normalisovaného papiru, ktery v pili pfeloZen diva pularch,
jehoZ rozméry jsou opét v témie poméru. [|[2:1.]

2. Podobnost trojihelniki.
Trojuhelniky A4,B,C;, 4,B,C, se stranami

a, = B,C,, b, =A.C, o =A4B,
a, = B,C,, b, = 4,C,, ¢, =4,B,
as thly '
= X 4y By = <X By, - n=%GC,
= X Ay B: = X By, Ye =X C,
jsou podobné, coZ piSeme,
A AB,Cy ~ A A,B,C,, _ ¢))
jestlize pfedn& _
a b, Ca
PR @
a za druhé
ay == Qg ﬁ_l = P 717 VYo 3

Pii zdpise podobnosti (1) je tfeba dbati pofddku vrchold podobné jako
pfi zépise shodnosti. Cislo % je koeficient podobnosti. Z4kladnim vétim
o shodnosti trojahelnikii, které jsme si zopakovali na str. 141, odpovidaji
z4kladni véty o podobnosti trojithelnikd, které jsou hlavnim obsahem tohoto
linku. Véta odpovidajici vété IV o shodnosti (viz str. 141) je méné dule%itd
anebudeme k ni pfihliZeti. Budeme miti tedy pouze tfi zikladnf vi+7 o podob-
nosti trojihelnikd. Pfi tom miZeme nechati stranou pfipad £ = i, ktery ddva
u} probranou shodnost. Budeme pfi dikazech dokonce pfedpoklidat, Ze .
k < 1, protoZe pfipad k> 1 se pfevede na pnpad k <1 prostou zéménou
obou trojihelniki.

I. Dva trojihelniky isdu podobné, shoduji-li s¢ ve dveu dhlech,
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D1kaz. BudiZ na pf. &y = ay, f; = f,; méme dokizat, % plati rovnosti (2),
JelikoZoy + By + 1 =M o + By + 2 =m, mus{ platit viecky tfi vztahy (3)
a ze vztahd (2) postadf oduvodnit jeden, na pf.

b, _ 6
b]_ - o ¢ (4)

Oznatime-li % pravou stranu ve (4), sta&i provésti ditkaz za pfedpokladu,
ek < 1, neboli Ze ¢, < ¢}, t. j. 4,B, < 4,B,. Za tohoto pfedpokladu mirFeme
(obr. 59) uvnitf strany A4,B, urdit bod H tak, Ze

AH=A4,B, )
Bodem H vedeme s pfimkou B;C; rovnobéZku, na které mime bqd K
A,. uvnitf strany 4,C;, a jest
AK AH .
A6 ~AE ©

V A A,HK mime pfi vrcholu A, Ghel
a,, ktery podle (3) je roven op. V témie
trojihelniku mame pfi vrcholu H ahel <( H,
jehoZz ramena jsou souhlasné rovnobéini
8, ¢, sramenyihlu B, takZe (vizstr. 157) L H =
Obr. 59. = By, tedy <X H = B, podle (3). JeZto plaii
také (5), mime
A\ A HK =~ A A,B,C, podle usu,
tedy A = A4,C,. Z toho a z (5) soudime, %e ze (6) plyne

N
o)
[ &

2

1N
D)
N

-

1 1

coZ neni nic jiného nez (4).

Disledek: Jestlize bodem H uvnitf strany 4,B, trojthelnika 4,B,C
vedeme rovnobézku se stranou B,C;, kterd protne stranu A4,C; v bodé K,
jest
’ A 4,B,C, ~ A AHK, m
nebot oba trojahelniky maji pfi vrcholu A4, tyZ thel a < 4,B,C,, <X 4,HK
maji souhlasné rovnobéZnd ramena, takZe i tyto whly jsou si rovny.

Pozndmka. U trojihelniki miZeme z rovnosti (thli mluvit o podob-
nosti, tedy o itmérnosti stran. U ¢&tyrahelnikd uZ to neplati, nebot na pf. kazdé
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dva obdélniky se shoduji v ithlech (viechny thly obdélnika jsou pravé) a pfesto
dva obdélniky si nemusi byt podobné.
II. Dva trojihelniky jsou podobné, shoduji-li se v jednom ihlu
a jsou-li tomuto tGhlu p¥ilehlé strany jednoho imérné pf¥ilehlym
stranim druhého.
Diikaz. BudiZ na pf.

a; = Qg ' ®
a mimo to

b, cy

= =P,

b ©))

Mime dokﬁzat, Ze plat (1). Stadi provésti dikaz za pfedpokladu, Ze
k<1, tedy ¢;<c¢;, b, <<b,. Potom miZeme (obr. 59) uvnitf strany
ABy, t. . strany ¢;, uréit bod H tak, Ze

AH=F-4B, - (10

Vedeme-li opét bodem H rovnobézku HK s pfimkou BC, kterd protne

stranu AC v bod€ K, potom podle désledku véty I bude platit (7), takZe bude

AH 4K
10) b AR G |
atedy pode (10) bude S, an

Jeito  A,B, =¢, 4,B, = c,, podle (10) a (11) jest

a tedy podle (9) AH=c¢, AK=b,
1 v "

Tedy A 4,HK, A A;B,C, se shoduji ve dvou stranich a podle (8) se shoduji
také v dhlu jimi sevieném, takZe podle sus je
A A,HK == A\ 4,B,C,,

takie { A]_HK = { AszCz. neboli { A]_HK = ﬂz N
'Na druhé strané X A,HK m3i ramena souhlasné rovnobéini s < 4,B,C;

neboli s Ghlem B, takZe <X 4,HK = f;. Tedy p; = B;. Z toho a z (8) soudime

podle véty I, Ze plati (1).

MI. Dva trojihelniky jsou podobné, isou-li strany iednoho amérné

stranim druhého,
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Dikaz. Jestlize plati (2), mime dokdzati, Ze plati (1). Ptom miZeme
predpoklddati, Ze & < 1. Uvnitf strany 4,B, trojubelnixu A4,B,C, urtime
(obr. 59) bod H tak, aby bylo A4, H = k-A4,B, neboli 4,H = c,. Rovnobétk
s pfimkou 4, B, vedeni todem H protne stranu 4,C; v bod€ K. Podle disledku
véty I plati (7), a jelikoZ bylo 4,H =%-A,B,, bude ¢, A K=k -AC,
HK =k - B,C,. Podle (2) bude tedy HK = a,, A,K = by, 4,H =c,, takie

A\ A.HK =~ A\ A.B,C, (12)
podle sss. Ze (7) a {(12) plyne (1).

Cvileni.

122, Kolik nezivislych rovnic predsiavuji zipisy ve vyrazech (2), (3), které ndm vyjadiuji
vztahy mezi zédkladnimi prvky dvou podobnych trcjihelnika 4,B,C;, 4,B,C,
Kolik téchto rovnic, oviem vhodné& vybranych, nim zau§tu)e podobnost troj-
thelnikd ?

123. Mame &tyfi trojuhelniky, o jejichZ dhlech platd (1) a=40° f = 80°, y=23
(2 p=60%p=72%w=2;(3) 0, =60%9,=2-$5(4)6=72°,0=2.6,¢=1
Niézvy vrchold nafich trojithelnikii odpovidaji ndzvim piisluinych Ghli. Rozhod-
néte, které dva z nadich trojahelniki jsou podobné; oduvodnéte.

124. Jsou diny troit’xhclnikv ABC, A'B’'C’:
A@a=3; b=245 y=7; @=35; ¥="14
b) (a = 6; b—-8, ¢ = 9); (@ =5; b =6
Rozhodnéte, zda jsou podobné.
125, DokaZte:
a) Jsou-li v rovncramennvch trojihelnizick uhly prcu zikladndm sob& rovny,
jsou trojubelniky podobné.
b) KaZdé dva rovnostranné trojuhelniky jsou podobné.
128. a) Ur&ete podminky podebnosti dvou obdélniku.
. b) Ka%dé dva &tverce jsou podobné. Cosoudite o dvou pravidelnych n-tihelnicich?
c) Dva podohné obdéiniky maii spoleénou stranu velikosti 15, obvod jednoho je 36.
' " Urete obvod druhého.
127, Je dian A ABC, kde a = 4,8; b = 63 ¢ = 7,2. Zvolte stranou usetku .1'B’ velikosti
5,4 a sestrojte A A’B’C’ podobny wrojihelniku ABGC. Spriavnost konstrikee
odavodnite.

128, O vyskich trojuhelnika 4BC plat!:

3 Y =170%;
3¢ =73

wleo!

it ~L1.1.1
Ity =i
(Uvahu provedte oddélen# pro trojihelnik a) ostrothly, b) pravouhly, ) tupoihly.j

129. UZitim podobnosti dokaZte poucky o stiedni pfi¢ce trojuhelnfka.
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130. A4,, B;, C, jsou stfedy stran a, b, ¢ trcjihelnika ABC.
a) DokaZte, ze plati A ABC~. A 4,B,C;.
b) Oznatte T prusedik pfimek A4;, BB,. Tu plati A TA,B,~. A TAB pfi
konstant& podobnosti 2 = } a dé&lici pomér (A4,4T) = — . Doka#ts odtud,
Ze t&2nice AA,, BB,, CC, trojihelnika ABC se protinaji v bodé T (t&Zist&).

3. Véty Euklgidovy a véta Pythagorova.

V obr. 60 midme pravoihly A ABC s pravym dhlem pfi vrchola C.

Zavedeme obvyklé oznaleni pfepony, odvésen a whld:
¢=14B, a=BC, b="4C, a = -X BAC, f = X ABC.

Vime, Ze oba thly a, § jsou ostré. Z toho plyre (viz str. 143), Zc pata P
kolnice spuiténé s bodu C na pfimku AB padne dovnitf pfepony a rozdéli
pfeponu na dvé usecky

¢, = BP (Gisek piepony p¥ilehly odvésn¥ a),

¢, = AP (lisek pFepony p¥ilehly odvésng b).

Jest oviem (4o =c 0 c

Usecka v = CP /\
|
se jmenuje kritce vy$ka pravouhlé- b Iy N
ho A ABC. /& | \\
Jestlize dva pravoihlé trojihel- p r %) | p
niky se shoduji v jednom ostrém ¢ F € 8
ihlu, jsou podobné, nebot se shoduji Obr. 60.
tké v pravém dhln. Toho wuZijeme
na pravoihlé A ACP, A\ BCP; prvni z nich ma s danym A ABC spoleiny

thel a, druhy dhel §. Jsou tedy oba iyto trojahelniky podobné s puvodnim
a tedy i mezi sebou, t. j.

A\ CBP~ A ABC, (3]
N\ ACR~ A\ ABC, 3
A CBP~ A ACP. )]
Z: vztahu (2) plyne . a_v_a '
a b c ’_
wz di jednak ab==cv, ' 5)

jednak a® = ;. 6).
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Ze vztahu (3) plyne C b
¢

b a
coZ d4 jednak opét (5), jednak

b =ccp M
Ze vztahu (4) plyne jeité v_a

& v _
neboli 2 = ¢0,. ®

Podle distributivniho zikona je cc, + cc, = ¢ (¢; + ¢,), c0Z je rovné ¢2 podle (1),
Tedy ze (6) a (7) plyne seétenim
at+ b =c% : )

Vzorec (5) se d4 jednoduse odvodit ze znimého vzorce pro obsah troj-
thelnika; ob€& strany vyjadiuji dvojnisobny obsah - AABC, a proto si jsou
rovny. RovnéZ vzorce (6) aZ (7) se daji vyslovit pomoci obsahii obdélniki
a étvercli; udisite tak, Vzorci (6), (7), (8) jsou vyjadfeny t. zv. v&ty Eukleidovy.
vzorcem (9) véta Pythagorova.

Budtez HK, MN dané nenulové tiseCky. Urleme usecku RS tak, aby
o jeji velikosti platilo
RS = |/HK. MN.

Potom tselce RS fikdme stfedni geometrickd umérnd Gseéek HK, MN;
je tedy tisetka RS uréena pouze co do velikosti, ne co do polohy.

Stfedni geometrickou Gmérnou RS tuselek HK, MN miZeme urdit
‘wzitim Eukleidovych vét, na pf. podle véty o vyice. Narysujme na pnmce
body 4, P, B tak, %e jsou v pofidku APB a ¢ AP = HK, PB = MN.
Potom opidme nad primérem AB polokruZnici; kolmice vztytend k naii
pfimce APB v bod¢ P protne polokruZnici v bodé C. Podle Thaletovy vety
mi AABC pfi vrcholu C pravy thel, Gsecka CP je jeho vyika, takZe Gsecky
AP, PB jsou tiseky pfepony. Potom podle Eukleidovy véty o vyice je (obr. 60)

CP=)4pr.PB = |HK.MN,
t.j. Gsetka CP je stfedni geometricki (mérni Gseéek HK, MN a proto
RS=CP.
Za piedpokladu, %e je na pf. HK < MN, miZeme Gsetku RS sestrojit
witim Eukleidovy véty o odvésné (obr. 60). Uréeme na pfimce opét tfi bodf
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4, P, B tak, Ze jsou v porddku APB, pfi temZ je AB = MN, AP = HK.

Nad useCkou AB opiSme polokruZnici, potom kolmice vztytend v bod€ P

k ptimce APB protne polokruZnici v bod& C. Podle Thaletovy véty mé A ABC
+# vrcholu C pravy thel, tisetka AB je jeho pfeponou a tsetka AP Gsekem
‘ilehlym odvésné AC. Podle Eukleidovy véty o odvésné plati

AC = |/4B. 4P = |/BR - MN;
je tedy usecka AC stiedni geometrickou imérnou asetek HK, MN a proto je

Obriceni véty Pythagorovy Jestlize mezi stranami aq, b, ¢ troj-
thelnika plati vztah (9), je trojihelnik pravoihly s pifeponou ¢, nebot
jisté 1ze sestrojit pravouhly trojihelnik, jehoZ odvésny jsou rovné stranim a, b
daného trojihelnika. ProtoZe (9) plati pro dany trojihelnik i pro pravodhly
trojahelnik, shoduji se oba trojihelniky ve vSech stranich, jsou shodné a dany
trojihelnik je pravothly.

Cvideni.

131. a) Vyslovte Eukleidovy véty a vétu Pythagorovu uZitim obsahli obdélnikd a

&tverc.

b) Jak uZitim Eukleidovych vét proménite obdélnik MNPQ na &tverec o rovném
obsahu (kvadratura obdélnika).

¢) Ve vzorci (8) volte: (1) ¢; = 2, ¢3 =1 (obr. 60), (2) ¢; =3, ¢ca=1;(3) ¢; = 5,
¢z =3 a urlete graficky hodnoty odmocnin |2, |3, }15.

d) Cvitenf 131c felte uZitim vzorce (6).

e) Narysujte &tverec HYKL, MNPQ a urlete &tverec ABCD, jehoZ obsah se
rovni souétu obsahii danych &tvercu.

132. V kterém poméru jsou strany trojuhelnika ABC, v ném% je a) a = 45°; y = 90°?;
b) @ =30y =90°? [1:}/3:2]

133. V kterém poméru je vyska a strana rovnostranného trojihelnika (viz cviteni 132b).

134. Rozhodnéte, zda trojuhelnik ureny tfemi stranami a) 3; 4; 5, b) 3;5;6, ¢) 5;
12; 13, d) 4n; 4n®* — 1; 4% 4 1 je.pravothly.

135. a) RovnobéZnik o tuhlopiitkach 5; 12 a stran& 6,5 je kosoltverec. Dokate.
b) Které podminky musi spliiovat ithlopfi¢ky e, f a strana ¢ rovnobé&Znika ABCD,

aby to byl kosoltverec.

136. V. A ABC je AB = AC. Je-li AB = 13, BC = 10, urlete polomér r krunice

trojuhelniku opsané. (Je-li D stied strany BC, E prisetik piimky BE | AB s osou

AD | BC,jer =} - AE. Na A AEB uZijte vzorce (6); co vite o stfedu kruZnice
opsané pravoithlému trojuhelniku AEB?)
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.137. ABCD je ttverec o stran® a; na polopiimce AB ‘e3i bod E tak, e AE = 4
Je-li P pata kolmice spuiténé s bodu 4 na piimku DE, dokaite, Ze bod P je v polo-
roviné ACD a %2 DE = 2- DP. [Urete A5, DE a na trojanelnik DEA ulij
vzorce (6).]

138, le-li v A .4BC XC=Rav=1l, jecg= -cl—- DokaZte odtud geometiicky, 3¢
soudet ¢, + — éisla ¢; > 0ajeho pievricené hodnoty L je vidy vétii nebo roven?;
dikaz provedte také vypoctem. Kdy je ¢; + 1 = 2? (Porovn=jte vyiku s polo-

mérem opszné kruZnice, viz obr. 60.) a

4. Goniometrie osirého iihlu.

Slovo goniometrie je feckého pivodu: gony — dhel, metrein — méfit,
tedy vlastné nauka o méfeni Ghld. Je-li din osiry uhel, miZeme sestrojit
pravotihly A ABC s Ghlem a pfi vrcholu 4, s pravym Ghlem pfi vrcholu ¢

8
c
a
La ]
A b c
Obr. 61 a). Ocrr. 61 b).

(obr. 6la). Strany trojihelnika oznatme jako obvykle a == BC, b=AC,
¢ = AB a utveifme poméry

3

o |o

a b
— 3 —=
c a

IR

1)

JestliZe misto A ABC vezmeme jiny A A’'B'C’ (obr. 61b) s pravym
thlem pfi C’ a Ghlem @’ = a pfi A’ (pfi tom Ghly a, o’ splynou nebo nesplynot,
ale rozhodné si jsou rovny), jehoZ strany oznatime @’ = B'C, b’ = A'C',¢ =
= A’B’, budeme misto (1) miti poméry '

@ ¥ a¥ 0

c bl ‘—I-'
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Aviak z rovnosti dhld a=4dad, XC=xC
pisleduje podobnost AN ABC~ A A'B'C'.
Je-li k& koeficient podobnosti, jest

a =ka, b =Fkb, ¢ = ke,
a proto pomé&ry (2) jsou rovné pomérim (1). Jinak fefenc, poméry (1) jsou
Usla, jejich hodnoty jsou zivislé pouze na velikosti tihlu a, neboli jsou
funkce velikosti Ghlu a, kritce funkce {ihlu a. Slovo funkce znite ze stfedni

tkoly. Souhrnny ndzev viech &yf funkci je goniometrické funkce. Pro
jednotlivé z nich mdme tyto nizvy:

-g—, t. j. pomér prot&j¥i odvésny k pfepon& se nazyva sinus thlu g,
b
ot j. pomér p¥ilehlé odvésny k pfeponé se nazjva kosinus tGhlu o,

%—, t. j. pomZr protéj$i odv&sny k pfilehlé odvésné se nazyvi tangens
dhlu a,

wews

—, t. j. pomnér prilehlé odvésny k protéjsi odvesné se nazvvé kotan-
gens dhlua a.
Oby¢ejné uZivime zkratek:

a . a b
— =sina, -— =co0sa@, — =:tga, — = COtga.
¢ ¢ b a

Pro kazdy ostry thel a jsou sina, cosa, tga, cotge urditd kladni d&sla.
ProtoZe piepona ¢ je vidy delsi nez kterdkoli z odvésen a, b, mime pro kazdy
ostry dhel a:

sina < 1, cosa < 1; 3)

to je omezujici podminka pro funkce sinus a kesinus. Pro funkce tangens
i i akotangens neplan Z4dn4 omezujici podminka. Z Pythagorovy véty a® +- b = ¢?

"plyne
2 b\2
)+ (2
¢ c
tedy pro kaZdy ostry whel a plati dileZitd identita (neboli totoZnost)
(sina)? + (cosa)? =1,
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kterd se viak obylejné pife bez zdvorek takto:
sin%a + cos?a = 1. )]

Plati jesté jiné identity, z nichZ si prozatim poznamenejme pouze tyto:

1 1 )
cotga = —— tga =
ga tga ’ ga cotga s
. tga = _S.IE_ cotga = C?S“ . (6)
Cosa sina

Spravnost téchto identit je okam?ité patrni. Podrobngji budeme studova
goniometrické funkce v'druhé tfid€, kde jednak roziifime definici gonio-
metrickych funkei @hlu tak, e budou definoviny pro viecky thly a ne jako:
dosud pouze pro thly ostré, a za druhé budeme definovat také goniometrické:
funkce &sla (ne dhlu), které jsou dileZité ve fysice.

H
B
c
a
@ )
A b C K
Obr. 62. Obr. 63.

Jsou-li a, § oba ostré Ghly pravoadhlého A ABC (obr. 62), vime, 2
a+t+B= %neboli a® 4 B° = 90°. Rikime, Ze a, B jsou dva dopliikové dhly.

Odvésna protéjsi k jednomu z obou thli a, § je zdroven pfilehlou k druhému.
Z toho plyne: Jsou-li o, f, dva doplitkové thly, je
sinf = cosa, cosf = sina,
tgf = cotga, cotgf = tga. )
Predpona ko- v nédzvech kosinus, kotangens pochdzi z latinského slova
complementum — doplnék.
ZvétSuje-li se ostry vihel a, zvétSuji se také &isla sina, tga, kdeito
&isla cosa, cotga se zmenSuji. '
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Dikaz (obr. 63). Zvolme libovolnou uset¢ku HK a v bodé K vedme
polopfimku KX kolmo na HK. Pro kaZdou polohu bodu X budiZ « thel
< KHX, takZe

HK HRK
oSt = —=, Oolgx = —.
HX KX

JestliZe a se zvétduje, zvétiuje se KX, tak¥e cotg a se zmen3uje. Ziroved
(viz str. 143) se zvétduje také HX, tak¥e cosa se zmenduje. PHi zmendovéni a
se naopak zvétiuje i cosa i cotga. BudiZ nynf § dopliikovy dhel k a. JestliZe a
se zvétiuje, £ se zmensuje, tedy se zvétSuje cosf, cotgf, a podle (7) se zvétiuje
sina, tga.

Cvileni.
139. Co soudite o trojthelnicich ABC, 4,B,C;, o nich? plati:
(¢ =105 B = 35% y = 90°), (¢ = 123 a; = 55°; p, = 90°)?
a) Kterd je souvislost mezi stranami obou trojthelniki?

b) Vypottéte hodnoty goniometrickych funkci Ghll a, a,. Jakou souvislost mezi
vysledky olekdvite?

140. Narysujte A ABC, je-li ddno AC =9, BC =6, y = R.
a) Uhlomérem zméite Ghly a, f (kontrolal) a vypo&téte pfeponu AB.
b) Vypottéte hodnoty goniometrickych funkef obou dhld a, f. Kolik je to riz-
njch &isel? Které z vypottenych funkénich hodnot jsou si rovny?

141, V obr. 63 je < HKX, = R, a; < ay; zvolte HK = 1 dm. Vite, e je KX, < KX,
a HX, < HX,. Doka#te znovu jako v textu, Je plati tga, < tgas sina; < sing,
cotga, > cotga,, cosa, > cosx,. Vyslovte vétou.

142, Graficky miZeme sestavit tabulky hodnot goniometrickych funkci uitim pravo-
dhlych trojihelnikd, jejichZ jednu stranu zvolime rovnu jednotce méfeni (nejlépe
1 dm). Na obr. 64a a 64b jsou takové trojihelnfky vyznateny; vysvétlcte a urdete

B .
B'
S “
H < .
N S
N a
a
c ‘ A, cosa ¢ }
- Obr. 64b).
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graficky tabulky hodnot funkci thlu a = 10°; 20°; . . . . 80° (m&fte na mm pfesné;
pro uhly a > 60° narysujte obr. 64a tak, ¢ AC = 2 cm a za jednotku méfeni
volte 2 cm).

143, Urlete graficky velikost dhlu w, je-li: a) sinw = %; 0,46; b) tgw = 2,5; 0,52;
¢) cosw = 0,7 ;@; d) cotgw = 2J/2; 0,29. )

144. Srovnejte podle velikosti thly e, p, 9, pro néZ plati (uZijte vysledk cviteni 141;
velikosti tihlu neurtujte):
a) tge = 1,75; tgp = 0,36; tgy = 2;

. b) cosy = 0,3; cose = 0,58; cosp = 0,998;

©) tge = 0,36; cotgy = §; tgp = 3}/ 2

145. Pomoci obr. 64a uka’te, %e funkce tga, cotga ostrého thlu a mohou nabyt
kterékoli kladné hodnoty. Podobn& pomoci obr. 64b dokaite, Ze funkce sinag,
cosa ostrého whlu a mohou nabyvat kterékoli kladné hodnoty men3i. ne% jedna,
t.j. 0<sina<l1l,0<cosa<l.

148, a) Na ziklad& vysledkd cviCeni 132 vyjidiete pfesn& hodnoty goniometrickych
funkci dhhi 30° 45°, 60° a vypoltéte jejich pfibliZné hodnoty na tfi dese-
tinni mista. .
b) Na zéklad€ vysledkd cvieni 142 si ovéfte sprivnost vzorcd (4)—(7), které
plati identicky pro 0 < a < E"
147, Odhadnéte velikost ﬁh.lu ve cviteni 144 u¥itim znimych hodnot funkci Ghld
30°, 45°, 60°.
148, Udc;tc pomoci hodnot funkci Ghla 30°, 40°, 60° meze, ve kterych lgii hodnoty
goniometrickych funkci uhld 20°, 40°, 50°, 70°. _
149, Pro kaZdy ostry uhel plati a) sina + cosa > 1;b) (sina — cosa)?® < 13 ¢) tga -+
+ cotga = 2 (kdy plati rovnost?) [ve cviteni a), b) uijte obr. 64b, ve cviéeni
c) uZijte vysledku cvileni 138]. .
150. Vite, Ze k dané hodnoté& goniometrické funkce prisluEi )edmjl ostry uhel. Co z toho
soudite o vzijemné velikosti ostrych Ghld w, ¢, o nichZ plati: a) smw = cos:p,
b) tg(R — w) = cotgp; ) cotg(45° — w) = tg (45° + 9); dtgo = %5189 = §;
€) cotgw = 3)/3; cotgp = .V_ f) sino = §; sing = %; g) cosw =
3z, 513 i
= -—5—’

=g =

9 .
151, Upravte vjrazy s poufitim vlastnosti kofunkci: a) sin72° + tg75° — cos18° —
— cotgl5°; b) sin®15° + sin?75°; c) tg56° - cotg34°; d) cos (30° — a) + .
+ tg60° - tg30° — sin(60° + a) (pro které a mi tento vyraz vyznam?).
152, Ani% potitite vchkost tGhlu a, urlete hodnoty ostatnich funkci tohoto uhlu, vite-l,
3 3
%e je: a) sma—g, g, 'b) cosa =1%; V—, o tga=3%V3;

3V3

d) cotga = Tf’
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5. Tabulky goniometrickych funkct.

Hodnoty goniometrickych funkci hledime v tabulkich. PopiSeme struéné
tabulku na ¢&tyfi desetinnd mista zaokrouhlenych hodnot goniometrickych
funkci té&ch ostrych 1hli, které json rovny celému poétu stupiit nebo jsou
o 10, 20, 30, 40, 50 minut vét$i. Tabulka md dvé strinky. KaZd4 strana je
svislou Carou rozdélena na dvé &isti. Leva Cast prvni strany uddvé sine pro
ostré Uhly mens$i neZ 45°. KaZdy fiddek odpovidd uritému poltu stupii.
V prvnim fidku je udin polet minut. Prvni fidek a fidky odpovidajici 25,
26, 27, 29, 30 stupiiim jsou: ' ’

Stupst| 0’ 10’ 200 | 300 40 50" 60’

25 | 0,4226 | 4253 | 4279 | 4305 | 4331 | 4358 | 4384
26 4384 | 4410 | 4436 | 4462 | 4488 .| 4514 | 4540
27 4540 | 4566 | 4592 | 4617 | 4643 | 4669 | 4695
28 4695 | 4720 | 4746 | 4772. | 4797 | 4823 | 4848
29 4848 | 4874 | 4899 4924 | 4950 | 4975 | 5000

30 .{ 0,5000 | 5025 5050 5075 5100 5125 | 5150

Podle toho na pf..sin27°40' == 0,4643. ProtoZe sina je pro kaZdy ostry
ihel men$i neZ 1, mdme ve viech pfipadech pfed desetinnou &irkou nulu;
tato nula je pro strucnost v tabulce uvedena pouze u téch dhly, které jsou
nisobky 5° na pf. sin25° —- 0,4226; sin30° == 0,5000; tetka nad pétkou
znamend, ¥e sin30° = 0,5 ncboli sin30° = }, ne pouze zaokrouhlené, nybrZ
zcela pfesné. Naproti tomu méime na pf. sin28° - 0,4695; zde vodorovny
pruh nad pétkou znamens, Ze zaokrouhleni je vzestupné, Ze skutend hodnota
je pon&kud men3i neZ 0,4695; tak¥e na tfi desetinnd mista je sin28° = 0,469.
Podobné sin29°40’ -=- 0, 4650; i zde je zaokrouhleni vzestupné, tak¥e na dvé
desetinnd mista je-sin 29°40’ = 0,46. Naproti tomu v pfipad€ sin30°50' =
==0,5125 nad konetnou pétkou neni pruh; zaokrouhleni je zde sestupné .
a na tfi desetinnd mista jest sin30°50' = 0,513. -

Vime, Ze zvét§ime-li a, zvétsi se také sina. D4 se dokdzat, Ze pfi malych
zvétienich je zvétleni Cisla sina pfibliZzné tmérné zvétSeni Ghlu a. Toho lze
uit k tak zvané interpolaci (to je latinské slovo, které znameni vsunuti).
Pomoci interpolace uréime na pf. sin 27°12’ takto:

Podle tabulek je sin27°10’ = 0,4566; sin27°20’ == 0,4592; na zvétﬁeni
Ghlu a o 10’ pfipadd zvétieni &sla sing o rozdil 0,4592 — 0,4566 neboli
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0 26 - 1074, z toho pfipad4 na zvétieni o 1’ pfibliZné 2,6 - 1074, tedy na zvétSeni
o0 2’ pfibliZné& 5,2 - 10™4, zaokrouhlen& 5 - 10~4 neboli 0,0005. ProtoZe 0,4566 -
+ 0,0005 =: 0,4571, je sin 27°12' = 0,4571. Podobné ur&ime na pf. sin 27°17'.
Hodnota hlu a je zde bliZe hodnoté 27°20" neZ hodnoté& 27°17’. Proto vyjdeme
od hodnoty sin27°20' = 0,4592, kterou je tfeba ponékud zmensit. Vy3e jsme
nadli, Ze na rozdil 1’ Ghlu a pfipadé rozdil 2,6 - 10~4 &sla sina, tedy na rozdil
3’ Ghlu a pfipadé rozdil 7,8 - 104, pfiblizn& 0,0008; protoZe 0,4592 — 0,0008 =
= 0,4584, jest sin27°17’ = 0,4584. Podobné urime na pf. sin26°55'.
Z tabulky &teme sin26°50° = 0,4514; sin26°60" = 0,4540; na rozdil 10’ Ghlu
pfipadd rozdil 0,4540 — 0,4514 = 0,0026 &sla sina; na polovi¢ni rozdil
5’ hlu a pfipad4 polovi¢ni rozdil 0,0013 &sla sina a jest sin 26°55' = 0,4527.
Pouze pro pohodlnou interpolaci je v tabulkich ud4na vedle hodnoty sin 26°50" =
== 0,4514 jeité¢ hodnota sin26°60' == 0,4540, kter4 se opakuje v nisledujicim
fadku, nebot 26°60" = 27°.

Pravd &ist hodnoty prvni strinky tabulek uddvd hodnoty tga pro ostré
Ghly menS$f neZ 45°. Také tyto hodnoty jsou mensi neZ 1, nebot k tihlu a < 45°
miéme doplitkovy Ghel B> 45°; proti a je odvésna a, proti § je odvésna b;
ale proti vétdimu thlu leZi vét3f strana (viz str. 139), takZe b > a; jelikoZ tg a =
=a:b, je tga < 1. Interpolace se déje podle tychZ zisad jako u funkce sinus,
a nenf proto tfeba ji zde uvddét; pomoci interpolace uréime na pf. tg 35°14' =
= 0,7063. RovnéZ tak pfi popisu druhé strinky tabulek nebudeme uZ mluvit
o interpolaci. ‘

Na druhé strince tabulek jsou v levé ¢isti hodnoty cotga a v pravé &isti
hodnoty cosa pro ostré thly a mensi neZ 45°. Hodnoty &isla cosa pro ostré
thly a << 45° jsou zase men$i neZ 1; rozdil proti pfedchézejicim pfipadim
je pouze v tom, Ze pfi zvétieni Ghlu a &islo cosa se zmensuje. Naproti tomu
hodnoty cotga pro Ghly a << 45° jsou vétsi neZ 1 a pfed desetinnou &irkou
tu uZ nenf nula. Prvni fidek a fadky odpovidajici poétu stupiid 12, 13, 14, 15
zde jsou:

Stupiit (g 10 20’ 30" 40’ 50 60’

12 | 4,7046 | 6382 5736 5107 .| 4494 | 3897 3315
13 3315 | 2747 2193 1653 1126 0611 0108
14 0108 | *9617 | *9136 | *8667 | *8208 | *7760 | *7321
15 | 3,7321 | 6891 6470 6059 5656 5261 4874
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Podle toho je na pf. cotgl3°20’ == 4,2193; naproti tomu je na pf.
w0tgl4°10" == 3,9617, nikoli 4,9617. Ze pfed desetinnou &irkou nebude &islice 4
avbrZ Cislice 3, je patrné z toho, Ze pfi zvétSovani Ghlu a éislo cotga se zmen-
,iuje;ale pro pohodli je tato okolnost v tabulce dikladné pfipomenuta hvézdickou.

Dosud jsme mluvili pouze o hlech mensich nez 45°; je-li Ghel ostry a
vétsi neZ 45°, je dopliikovy thel a mensi neZz 45° a hodnoty goniometrickych
ifunkef dhlu B se vyjadii pomoci hodnot goniometrickych funkci thlu a mensiho
ne? 45° na zdkladé vzorcid (7) na str. 178. Posledni fidek a posledni sloupec
na obou strankich tabulky ulehluji prakticky postup.

Je vdm zndmo, Ze podle tabulky druhych mocnin miZeme nejen poditat
jdruhé mocniny, nybrz také druhé odmocniny. Podobné podle tabuiky gonio-
‘metrickych hl miZeme nejen po&itat hodnoty goniometrickych funkci daného
ostrého Ghlu, nybrZ také pocitat, Cemu se rovné ostry thel a, je-li zndma hod-
nota nékteré jeho goniometrické funkce. Pfi tom je tfeba nejprve uvéZit,
ua thel a bude mensi nebo vétdi neZ 45° podle toho, Ze:

pro thel a < 45° je _
sina < 0,7071; cose > 0,7071; tga < 1; cotga > 1,
pro thel a > 45° je tomu naopak.

Dand hodnota goniometrické funkce obycejné nebude pfimo, v tabulce,
ofbrz budeme mezi dvéma hodnotami vyskymii"cimi se v tabulce. Vezme-
me-li tu z nich, kterd je blize dané hodnoté, dostaneme hodnotu thlu a za-
skrouhlenou na 10’; to &asto pfi praxi postaci. MiZeme viak také urit hodnotu
hiu a zaokrouhlenou na minuty pomoci interpolace. Vysvétlime si to na
Jikladé: ‘

Urdit ostry thel a, je-li ddno, Ze tga = 2. V tabulce najdeme &islu 2
nejbliz$i hodnoty tangenty: tg63°20” == 1,9912, tg63°30’ = 2,0057. Druh4
Eodnota je bliZe cislu 2, proto a == 63°30’, pfesné na desitky minut. Rozdil

ezi obéma tabulkovymi hodnotami tangenty je 145.107% Z toho pfipad4
m 1’ rozdil 14,5107%; rozdil mezi Cisly tg63°30" = 2,0057, tga =2 je
77.1074; je tedy pfibliZné &tyfikrdt vétdl, coZ odpovidd 4 minutim; je tedy a
s 0 4’ men$i nez 63°30’, t. j. a == 63°26' pfesné¢ na minuty.

Cvileni. |
133 Urlete hodnoty goniometrickych funkci uhlu: a) a = 18°36’, b) f = 73°48,

¢) y = 58,7°, Spravnost vysledki si alespofi zhruba ovéfte uZitim vzorci (4) —(7)
ze str. 178),
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154, Urlete ostry uhel a, je-li dino: a) tg a = 0,6; 1,7; b) sin a = 0,32; 0,79%;
©) cotg @ = 1,6; £; d) cos a = 0,81; .
155, K dané hodnot& funkce urlete pfislu$ny ostry uhel a:
a) tg2a = 1,44; b) tg (2a + 10°) = 2,66; c) cotg(49° - a) = 1,542;
d) sin(3a -i- 12 = 0,7; €) — sin(2a 5°187) = 0,533. ;
Provedte pfedem odhad Ghli a na zikladé dané hodnoty goniometrické funkee;
na pf. z rovnice tg (3a — 15°) = 1,84 plyne 60° < 3a — 15° < 90°, 15° < a < 25,

6. Uzitf goniometrickych funkci.

Goniometrickych funkci se uziv4 ve viech poletnich pfikladech, v kterjch
se ma vypodlist velikost néjaké vzdilenosti na zdkladé velikosti néjakého Ghlu
nebo obriceng velikost n&jakého hlu na zéklad& velikosti n&jaké vzdalenost,
To se vyskytuje ve velmi rozmanitych tlohdch duleZitych v theorii i v prasi
V této tiidé se omezimc na takové tlohy, v kterych se snadno najde pomocny
pravodhly trojihelnik potiebny pro fe
Senf ulohy.

Pfiklad: Z okna, kieré je 8 m nad
zemi, vidime vrchol vé7e ve vyskovém
thlu 50°, patu ve hloubkovém dhlu 14

a) Jak vysokd je v&z? b) Jak dalek
je dim od vé&%e? c) Jak by se zmé '
hloubkovy a vyikovy tihel, kdyby byl
okno 20 m nad zemi?

Refeni: (obr. 65). Oznaéime:
okno, V vichol véZe, P patu vé&Ze, Ht
misto v&Ze, které je v té vydi jak
ckno, tak¥e HP = 8 m. Déle oznatim
a = 50°% f = 14° oba namifené Ghly, a pfedpoklidejme, Ze byly zméfer,
pfesné na swupné. Déle pfedpoklidejme, Ze vyika 8 m okna (lépe toho mis
v okné, z kterého byly méfeny thly a, ), hyla urlena pfesné na decimeny
V pravothlém A HPO znime odvésnu HP =8 (volime 1 m za jednott
délky) a protji tihel 8. K feSeni Glohy b) mime najit druhou odvésnu H)
Jest :

Qbr. 65.

FG—— tgB, HO = 8 - cotgB
ﬁPfcog’ = 0 - coigp.

Z tabulek najdeme cotgf == 4,0108, tedy HO = 32,0864. Protoe viak (hel,
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byl zméfen pfesné na stupné, vime o jeho velikosti vlastng pouze tolik, Ze
g > 13°30', B < 14°30,

a proto o d&isle cotg # vime vlastmé pouze tolik, Ze
cotg f# < 4,1653, cotgfl > 3,8667,

a mimo to v rovnici HO = 8. cotgf prvyj Einitel nemusi ve skutetnosti byt
pfesné rovay 8, nybrZz vime o ném vlastné pouze tolik, Ze je:

' vetdi pez 8 — 55 ; mendf neZ 8 + 5.
Proto o &sle HO vime pouze tolik, Ze je:

vétsi neZ (8 — 5%5)-3,8667; mendi ne: (8 + 20) - 4,1653, neboli Ze je
zaokrouhlené:
vét$ neZz 30,74, mendi nez 33,53.

Proto resmime vypoltenou bhodnotu HO - 32,0864 briti pnhé piesnd
a poloZime /O == 32. Odpovéd ra otdzku b) tedy bude: Vzdilennst od domu
k v&% je 32 m. Odpovéd na otizku a) vyzaduje vypocet délky VH. V pravo-
#hiém A VHO znime odvésnu HO == 32 a pfilehly thel 8. Jo tedy -

% =‘tga; VH =32 -tga,

pfi emZ nem4 smyslu potitat VH pfesnéji neZ na metry. Z tabulek najdeme
tga==1,1918, tedy VH ==38. Jeito 38 4 8 =46, cdpovéd na otizku
a) bude: Vy3ka véZe je 46 m. Zvysi-li sc vyska okna z 8 m na 20 m, budeme
mit misto bodd H, O body H, O, pfi &em? 00’ = HH' = 12, tedy H'P == 20,
H'V ==26. V pravothlych A H'PO, A H'VO' znime odvésny H'P, H'V,
jakoZ i spoletnou odvésnu H'O’' = HO, tedy H'O’ = 32 (ob& délky HO, H'O’
jsou si rovny, protofe obé znamenaji vzddlenost rovnobéiek HH', 00').
Tedy

. H’f/ .26 HP 20
a == e —— o= et T e
& =5~ % " Fo " %

a velikost thlt o', £’ najdeme z tabulek. Nem4 smyslu udévat vypostené Ghly o/,
8 presnéji neZ pfimo méfené whly a, #. Proto nebudeme uréovai Ghly a',
pfesnéji na stupné. Odpovéd na ouizku c) tedy je: Zvédi-ii ss vk okoa
na 20 m, bude vidét vrchol veie pod vy§kovym thlem o' = 3%°, patu véZe
pod hloubkovym thlem f* == :
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Jak bylo jiZ feteno, budeme podobné tlohy soustavné probirat aZ v tieti
tfide€. Jiz nyni viak bude uiiteéné jedna poznimka tykajici se rysovini Ghl
dané velikosti. Takové rysovini jsme provddéli dosud pomoci whloméru.
Mnohem pfesnéji narysujeme thel predepsané velikosti pomoci tabulky
funkce tangens. Mame-li na pf. narysovat thel a = 27°, najdeme z tabulky,
Ze tg 27° =-0,5095. Je-li polopfimka VA jednim ramenem hledaného ahlu q,
zvolime (obr. 66) bod A na pf. tak, ¢ ¥4 =5 cm. Na kolmici vztydené
k pfimce V4 v bod€ A urdime nynf bod B tak, aby bylo a = <t AVB. K tomu

BV —
cili je ticba, aby bylo tga = 7k tedy BA =5.tga v centimetrech, neboli

BA = 2,5475 cm. Tuto délku naneseme pomoci méfitka co nejpfesnéji;
' ptim urdime polohu bodu B a dosta-
neme a = < BVA daleko pfesnéji nez
pomoci Ghloméru. Volili jsme VA4 =5 cm,
coz oviem neni podstatné; ale pfi-
li§ mald volba wsecky VA by vedla
k nepfesné konstrukci a pfili§ velkd
volba by vedla k tomu, Ze by bod B
vypadl z mezi ndkresny. Pfi velkém Ghlu

Obr. 66. a volime VA podstatné men$i ne?

5 cm; na pf. pro a = 80° volime tfeba

VA4 = lcm, je#to podle tabulek je tge == 5,6713, bude AB —=5,6713 cm.
Méme-li narysovat tupy thel, narysujeme nejprve ostry thel k nému vedlejsi.

Cvileni.

158. V A ABC je & C = R. Urlete zbyvajici strany a uhly, je-li ddno:
a)a=48cm, ¢c=60cm; b)a=15m, b =20 m; ¢c)c = 2,7m, a = 53°17;
d) a = 6,1 dm, 8 = 39°45’; €) b = 7,6, B = 73°26".

157. V kvidru o rozmérech @ = 6,5 cm, b = 3,7 cm, ¢ = 12,6 cm urlete: a) velikost
viech sténovych thlopfitek a uhlopfitky télesové; b) uhly, které tvofi télesovd
dhlopfitka se st®novymi uhlopfitkami, které s ni maji spoleny krajni bod;
c) uhly, které tvoii jedna télesovid whlopfitka se tfemi zbyvajicimi t&lesovymi
hlopfitkami; d) obsah obdélnfka, v ném2 povrch kvddru protini rovina ¢ poloZend
hranou a, jestlife jeji thel 8 podstavnou rovinou o hranich a, b je @ = 363°.

158, Urlete poloviéni obvod pravidelného n—ﬂhelnika, ktery je kruZnici (S r = 1)
a) opsin, b) vepsin. Ciselné vypolty provedte pro n = 6; 12; 24; 48; sefadte
vysledky podle velikosti a vyslovte vysledek svého pozorovini.
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159, Pozorovaci balon B se vznidi nad vodorovnou krajinou privd nad mistem P.
Balon je ozifen paprsky svétlometu S, které 8 vodorovnou (horizontilnf) rovinou
tvoii vyikovy thel 0 = < PSB = 47°, Horizontilni vzdilenost (= SP) svétlo-
metu 8 balonu je 3,5 km. Urlete vysku balonu nad krajinou a jeho vzdélenost
od svétlometu. (Vy3kovy thel ¢ balonu B v pozorovacim mist¢ S mi jedno rameno
SB a druhé rameno SP je vidy vodorovné a leZf ve svislé (vertikalni) roving poloZené
ramenem SB.)

160, Pod kterym hloubkovym tihlem (jedno jeho rameno je vidy vodorovné) je vidét

i svrcholu véZe 60 m vysoké pfedmét, leZici na zemi v horizontilni rovin& paty véZe,
je-li od vé%e vzdilen 96 m?

161. S vrcholu pahorku, ktery je 75 m nad vodni hladinou, je vidét pfesn& za sebou
dv& lodky. Hloubkovy dhel jedné je a = 64°, hloubkovy thel druhé je g = 48°.
Urlete vzdélenost obou lodé&k.

162, Letadlo letf k vychodu ve vy3i 800 m. Pozorovatel v letadle vidi plynojem sm&rem
k jihu pod hloubkovym thlem 29°; o 15 vtefin pozdé&ji vidi tyZ plynojem smé-
M rem k jihozidpadu. Urete rychlost
letadla.
B 163. Na krajich leti$t&¢ jsou signalisani
stoZiry A, B; A je 800 m zipadnd
od B, Letadlo let{ pfimo v kursu ¥

’" |

|
| 30° Z (t. j. smérem, ktery je mezi
z _[_l N jihem a zdpadem a tvofi 30° se smé&-
it Jb —— rem jiZnim). Pozorovatel v letadle

vidi stoZir B ve sméru ¥ 10° Z, sto-
2ir A ve sméru ¥ 40° Z. Jak bude
Obr. 67. daleko letadlo od 4 a od B, a% se

dostane mezi oba stoZdry.

184, Stoupani a klesin{ Zeleznini trati nebo silnice se udivd v promilich nebo pro-
centech; stoupne-li trat AB (vizobr. 67) na 1 km 0 12m, je stoupani 129/y,. Jaké je
stoupan{ trati 4B znizornné v obr. 67, je-li ve skutefnosti AB = ¢t metriia
BB’ = v metrd; o kterou funkci dhlu a = <X BAB’ viastng jde?

’

BB
165, Spadem pi#imky AB (obr. 67) rozumime pomér =5’ jehoZ selnd hodnota se

’

zpravidla uddvi ve tvaru —l—,ua pt. 1:25. O kterou funkci Uhlu a = - BAB’
n .

tu jde? S&adte podle velikosti thly ay, a;, a;, k nimZ pisluseji spddy 1:1; 1:0,9;
1:1,5.

|

188. Ve strojnictvi se uivé nizvu dkos klinu ABB’ (obr. 67); je to opét pomér

] ’

—_i_. Narysujte prifez Klinu ABB’, je-li 4B’ = 85 m a ukos je 1:2,5.

: AB’
187, Pomoci hodnoty tga narfsujte ostry Ghel a, je-li:
a) a = 45° b) a = 4°37’; c) a = 76°34".



168, Narysujte libovolny thel a = ¥ BAB’ (viz obr. 67) a urete jeho tangentu a po-
moci tabulek udejte jho velikost v mife a) stupfiové, b) obloukové.
(Na AN zvolte B’ a vztytic kolmici BB’ | AN; jestlife je AB = 1 dm, pak
€iselnd hodnota veikosti BB’ v dm je tgx; z tabulek urdite a.)

7. Stejnolehlost.

Dosud jsme probirali pouze podobuost trojihelnikd. Nyni si probereme
indea dileZity p¥pad podobuesti liboyolnych dtvari; je to t. zv. stejmo-
Iehlost. Zvolme libovoiny bod S a libovoiné &islo %, kKladné nebo ziporné,
ale rizné od nuly; bod S nazveme stiedem stejnolehlosti, &islo & koefi-

s
S/ A A A S 4 A A
— — — :
A A, AAL A A
Bl
Obr. 68 a). Obr. 58 b).’
]
4. i S I Ll i : . vsij‘ Y i
A AL A A A A A A AA A
o _
/ _
Obr. 68 c). Obr. 68d).

cientem stejnolehlosti. Nyni pfifadime kaZdému bodu roviny uréity bos
jako obtaz takto: Bod S je samodruZny, t. j. splyne se svym obrazem. Je-li 4
bod rizny od .S, pak jeho obraz A’ leXi na pfimce SA ve vzdilenosti

STAT’.-:-IkI"gI_I
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J bodu S, a to pfi kladném % na polopnmce SA, pii zidporném % na polo-
#imce opatné k SA. Viz obr. 68a (k = 5,, obr. 68b (k= — 3), obr. 68 (¢ = }),
br. 68d (8 = —}); v kazdém pfipad€ jsou v obrazci vyznadeny obrazy dvou
odl 4;, A, na stejné polopfimce s pocitkem S, bodu A4, na opatné polo-
#imce a bodu B leZictho mimo pfimku SA,.

Pro k = 1 stejnolehlost je totoZnost; pro & = — 1 stejnolehlost je stfedova
oumérnost, tedy shodnost. Je-li & # 1, k& %4 — 1, stejrolehlost neni shodnost,
le jak uvidime, je to podobnost.

Je-li A’ obraz bodu A pfi stejnolehlosti (S, %), t. j. pfi stejnolehlosti
¢ stiedem S a koeficientem %, nazveme A4 vzorem bodu A’ pii téZe stejno-

khlosti. Bod A4 je potom obrazem bodv A’ pfi sicinolehlost (S, k)’ kterd

Lﬁt}’ri stfed, ale obecné jiny koeficient. Dvé stejnolehlosti (S, k), (S, kp)
tymz -stfedem muZeme sloZit, t. j. k libovolnému bodu 4 mieme urdit
tjprve jeho obraz A* pii stejnolehlosti (S, k,) a potom obraz 4’ bodu 4
fi stejnolehlosti (S, k,). Lehko uvaZime, #¢ bod A’ je vbrazem bodu A pH
tjnolehlosti (S, k,%,) s tymZ stfedem S, jejiz koeficient je soutin pivodnich
eeficientdl. Zejména stejnolehlost (S, — £) dostaneme sloZenin ctejno-
hlosti (S, k) se stfedovou soumérnost, jejiZ vlastnosti jsou nim znimy.
lizeme se proto pii diikaze vlastnosti stejnolehlosti omezit na piipad kladného
;dokonce se miiZeme omezit na pfipad & > 1, nebof pfipad & = 1 je totoZnost
ptipad kladného & < 1 pfejde ve p¥ipad k> 1 vyménou vzoru s obrazem.

Jsou-li 4’, B’ obrazy dvou bodia A, B p¥i stejnolehlosti (S, k&), jest
AB = |k|-4B. (¢))
Dikaz. To je zfejmé, jestliZe A nebo B splyne s bodem S. JestliZe
Tynou polopfimky SA4, SB a jestlize na pf. S4 > SB, jest

AB =54 — SB, A'B =S4 — SB,
A =|.54, SE — |H-SF.
*toho plyne (1). Jsou-li S4, SB dvé opééné polopfimky, jest
4B=TS4 + 3B, 4B =54 + 5B,
S4 =|K.54, SB = |k| - SB’
Ztoho plyne (1). Jestlize poslézc body S, 4, B neleZi v jedné pfimce, jest
A SAB~ A SA'B ‘ )
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,podle véty II na str. 171, nebot jest
S4' = |k| - 54, SB' = |¥ - SB G

a mimo to <X ASB = < A'SB’ (oba thly splynou pfi kladném £ a jso
vrcholové pfi ziporném k); ze (2) a (3) plyne (1).

Obraz p’ pfimky p p¥i stejnolehlost (S, %) je pfimka rovnob¥
s p¥imkou p; rovnob&inost je souhlasnd pro kladné k, mesouhlas
pro zdporné k.

Dukaz: V piipadé & = — l stfedové soumérnosti je nim to
(str. 156). JeZto stejnolehlost (S, — k) vznikne sloZenim stejnolehlosti (S,
se stfedovou soumérnost (S, — 1), sta¥f provésti dikaz pro kladné %. Bude
dokonce pfedpoklddati 2> 1 (jinak stali vyménit vzory a obrazy).

BudiZ tedy %2 > 1 a budteZ 4, B, C tfi body na pfimce p; mime dokiz
e jejich obrazy A’y B’y C' lezi na pfimce souhlasné rovnob&zné s p. To v

je zfejmé, jestlife pfimka p prochij
bodem S. Jestlie piimka p neprochiz
bodem § a jestliZe z bodi 4, B, C
pt. bod C leX mezi ostatnimi dv
(obr. 69), postupujeme takto: Budi
A’ obraz bodu A; jeito E>1, |
bod A uvnitf Gsetky SA’; rovnobéiK
A’ s pfimkou AB vedeni bodem A pro

S p \ ~ pfimku SB v bodé B* a pfimku §
v bodé¢ C*. Snadno zjistime, Ze body
Obr. 69. A’ jsou od sebe oddéleny piimkou

kdeZto body A’, B*, C* nejsou od s
oddé&leny pfimkou p; z toho plyne, Ze body S, B* jsou od sebe oddéen]
piimkou p a Ze totéZ plati o bodech S, C*. To znamend, Ze bod B leZi uvni
tisetky SB* a podobn& bod C uvnitf tsetky SC*. Usedky AA4’, BB* se
protnou, takZe AB || A'B* (souhlasni rovnobéZnost!); mime to leZi bod
uvnitf strany SA’, bod B uvnitf strany SB* trojtihelnika SA'B" Podle diis!
na str. 170 je tedy

A SAB~ A SA'B*

a jefto SA’ = k. SA, musf byti také SB* = k. SB. Z toho plyne, %
splyne s obrazem B’ bodu B pfi nasi stejnolehlosti a stejn& se zjisti, Ze bod
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splyne s obrazem C’ bodu C. Tedy bodyA’,B’,C’ leZi na primce ajest AB|4'B’
¢imZ je vie dokdzino.

Obraz < A’'B'C’ dhlu <t ABC p¥i stejnolehlosti je dhel jemu rovny,
Nebot podle predchizejiciho jsou ramena obou whla souhlasné rovnob&zng
pro %k > 0, nesouhlasné rovnob&Zni pro & < 0, takZe oba tihly si jsou rovay
podle vét na str. 157.

Pravé jsme dokdzali, Ze velikost Ghld se pfi stejnolehlosti neméni. Na
str. 189 jsme dokdzali, Ze pfi stejnolehlosti si odpovidajici Gsetky jsou amérné.
Tedy stejnolehlost je podobnost; je-li & koeficient stejnolehlosti, je
kladné &islo | k| koeficientem podobnosti.

Cvideni.

169. K danému (dosti velikému) &tyrihelniku ABCD sestrojte stejnolehlé &tyruhelniky
A,B,C\D;, AyB,C;D, pro Koeficienty stejnolehlosti k; == §, ky = — §.'Stfed stejno-
lehlosti S zvolte: a) uvnitf &tyrahelnika, b) vné &tyruhelnika, ¢) uvnitf strany AB,
d) ve vrcholu C daného &tyruhelnika.,

V jakém vztahu jsou &tyrihelniky A4,B,C,D,, A3B,C;D,?

170, Narysujte ptimku 4BCDE tak, aby bylo AB = 3; BC = 3,6;CD = 4,2; DE = 1,2
a pfimku A4’B’C’D’E’ s ni rovnob&Znou ve vzdalenosti 5,5 tak, aby bylo 4’5’ = 2,5;
B'C’'=3; C'D’ = 3,5; D’E’ = 1. Dokatte, ¥e body 4’, B’, C’, D', E’ jsou cbrazy
bodt 4, B, C, D, E v urtité stejnolehlosti (S, k). Vysetite vzdilenost stfedu S
od obou danych pfimek. (Jsou dv& moZnosti: ABIIA’B’; ABIIB’A’.)

171, a) Je-li A ABC ~, A A’B’C’ a ABIIA’B’, BC||B'C’, pak je také CA||C’4’. Oba
trojiihelniky jsou bud stcjnolehlé, nebo jsou-li shodné, vznikne jeden z dru-
hého posunutim.

b) Jestlize je ABIB’A’, BCI\C’'B’, je také CAll4A’C’. Trojihelniky jsou pak
stejnolehlé; v pripadé, %e jsou shodné, jsou stiedové soumérné. Dokaite.

172, A A3B,C, vznikl z A A,B,C, stejnolehlosti (S, k), A A3B;C; vznikl z A 4,B,C,
stejnolehlosti (S, £’). V jakém vztahu jsou trojihelniky A3B,C,, A,B_.,C,, a v kterém

poméru jsou jejich pfisluiné strany?

173, Obrazem trojihelnika 4,B,C; pfi stejnolehlosti (Syy k) je A A3B,C,, kdeito
pii stejnolehlosti (Sys, £7) je to AA3ByCy; body Syg, Sy jsou od sebe rizné. Oba

trojihelniky A,B,C,, A3B;5C; jsou bud stejnolelilé v stejnolehlosti (S,a, %), pfi
demZ stfed S5 leZi na pfimce S,38;5, nebo se daji ztotoZnit posunutim. Dokaite.
(Utijte vysledku cviteni 171. Prok =k’ json pHmky §,3Ss 4pdy rovno-
béZné. Pro k # k' hledejte obrazy X;, X; bodu X; = Sy) ,

174, Je-li A ABC ~ A A’B’C’ a jsou-li tého? smyzslu, 1ze urfit stejinnlehlost a crofent
nebo posunuti tak, Ze jeden pfejde v druhy.
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175. KaZdym vrcholem trojihelnika ABC vedte rovnobdzku k prot&jsf strand; tim
vesikne A A'B’G’. Dokaite:

a) Oba trojtheiniky ABC, A’B’C’ jsou stejnolchlé; stiedem stejnolehlosti o koeﬁ
cientu ~— 2 je jejich spolené t&%i¥td T, které je prisedikem téinic 44’; BB’, CC’
trojihelntka ABC.

b) Stfed S’ kruZnice opsané trojihelnfku 4’B’C’ je ziroven prisedikem V vyek
trojtihelnfka ABC.

c) Stied S kruZnice opsané trojihelniku ABC leX{ na piitnce TV (t. zv. Eulerova
piimka®*) tak, Ze délici pomér (SVT) = — L

d) Stied S kruZnice A A’B’C’ opsané leZi (1) uvnitf, (2) na jedné strang, (3) i
trojihelnfka A’B’C’ vodle tohn, zda je to trojihelaik (1) ostrotihly, (2) pravothly,
(3) tupothly. (K dikazu uiiite prisetiku V vysek v A ABC.)

17€. Jsou diny dvé ruzrohiiy MSAL’, NSN’ a mimo nd bod 4. Bodem A vedte
pfimku, kterd protne prval pHmku v bodé U, druhou v bodd V, a to tak, e

= —, Rolik m4 ®oha Ec§en!?

177, Dvé n’vznobéiky a, b 32 prodinaji v bod€ S, ktery leZf mimo nikresnu. Dani bod H
spojte s bodem S. [I\e pfimce a zvolte dva riizné body A4, 4’ (jiné neZ S), ma
piimce b bod B; sesuaojtz A A’B’H’ stejnolehly k A ABH vzh!edan ke stiedu S
stejnol=hlosti ]

178, Co vypliiuii viechny body, j=jichz vzdilenosti od dvou riznobdZek @, b jsou

"
v daném powtru —2?

179. Pornoci stejoolehlo i .asmrojts A ABC, je-li dimo:
) vilka vg-=43a:h:ic=4:5:7; )
b) polem?r vepsané keudnice ¢ =1,5; a=13m pg=fHx

180, Méjme dva geometticks fuvary (na pf. mnohothelnfky) a pfemist®me je tak,
"3e kady z nich je v nové roloz= snodny s ptislu$nym Gtvarem ptvodnim; podafi-li
se provést toto premistEni tak, e oba Gtvary se v nové poloze stanou stejnolehlymi
vzhledem k urditému sifedn S, potom ifkéme, Ze plvodni Gtvary jsou navzijem
podcbné. DokaZte:
a) Prisludné 1hly dvou podobnych tvard jsou si row.y.
b) Piisluiné Gsetky dvo: psdcongch dtvarh jsou ve stilém poméru.

181, DokaZte:
a) Kazdé dva &verce json podobné.
.b) KaZdé dva pravidelné n-thelniky jsou podobné.
¢) Dva rosoliverce jsou poaoimé, shoduji-li ee v jednom Ghlu.

*) Slhvny matemratik Lecnhard Buler (1707-—1783), px’xvodem $vjcarsky Némec,
byl profesorem tehdy prévé zalofené Akademie v&d v Petrohradd, kde také zemiel.
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d) Dva rovnobéZniky jsou podobné, shoduji-li se v poméru x’xﬁlopﬂéek a v uhlu
obou thlopfitek nebo v poméru dvou.stran, které vychizeji z téhoZ vrcholu
a v jednom uhlu.

182. Ulohu urdit bod C na pfimce AB tak, aby platilo (4BC) = —, kde m 0,
n

n > 0 jsou dani celd &isla, felte graficky. DokaZte sprdvnost konstrukce bodu C
provedenou a) v obr. 70 pro m > 0 a b) v obr, 71 pro m < 0, kde je 44’ =
= |m|, BB’ = n a ptimky AA’, BB’ jsou spolu rovnob&iné. (UvaZuijte stejnolehlé
trojuhelniky 4AA4’C, BB'C.)

N A
A,// A'/\A\
T¥a 4 /N ' A
2NN B'// / A \ /
/ ~Z A/ N /
/ / AN ‘:/ ) !
/ / >~ / N /8
/A /B ¢ B
: , /N
Obr. 70. ' © Obr. 71.
183. Urete bod C tak, aby platilo (viz cvi&. 182):
a) (4BC) = 3,5; b) (ABC) = $; ) (ABC)= — %;
d) (4BC) = — 3; €) (ABC)= —1; f) (4BC) = — 3.
V. KRUZNICE.

" 1. Opakovdnt o kruZnici.

V piedchézejicich oddilech jsme soustavné zopakovali ¢4st-geometrickych
poznatki. ziskanych na stfedni $kole a na né jsme navédzali fadu poznatkd
novych. Opakovéni jsme providéli z toho hlediska, aby ze uplatnila co nejvic
souvislost s novymi poznatky tvoficimi, vlastni program této tfidy a aby byla
co nejlépe piipravena litka uréend pro tfidy vy33i. Proto rizné pojmy znimé
ze stfedni Skoly nenalezly v tomto opakovani dosud mista. N&které z téchto
pojml, zejména pojem obsahu a objemu, budou zopakoviny v ndsledujici.
tidg, V této tiidé se obritime nyni k podrobnéjiimu studiu jednoho dileZitého
pojmu, ktery ‘dosud zistal stranou, toti¥ pojmu kruZnice. Jak vite, kruZnice
je uréena bodem 'S zvanym st¥ed kruZnice a délkou r zvanou polomér
kruZnice. KruZnice se skldd4 z téch bodd X,, pro které tsetka SX m4 velikost r;
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slovem polomér se ¢asto zna¥i také kazdi z téchto dselek SX. Ty body X,
pro n& je SK <r, leZi uvnité kruZnice; ty body X, pro n&z je SX >r,
lezi vn& kruZnice. KruZnici se stfedem S a polomérem r muZe kritce oznadit
kruznice (S, ).

Poloha pfimky p vzhledem ke kruZnici (S, 7) zdvisi na vzdilenost
piimky p od stfedu S. JestliZe p prochdzi stfedem S, je zfejmé, Ze p protne
kruZnici ve dvou bodech 4, B tak, Ze S je stfed tsetky AB; takova usecka
se jmenuje prumé&r kruZnice a body A4, B se jmenuji prot&jsi body kruZnice;

Obr. 72. Obr, 73.

viecky priméry maji touz velikost 2r. Vnitfek asetky AB je &asti vnittku
kruZnice; naproti tomu ty body pfimky p, které nenileZeji do tsetky AB,
lezi vné kruZnice.

Podobné je tomu pro kaZdou pfimku p, jejiz vzdilenost v od bodu §
je mensi ne r, i kdyZ p neprochdzi stfedem (obr. 72). Je-li P pata kolmice
spusténé se stfedu S na pfimku p, je SP = v, tak¥e P leZi uvnitf kruZnice.
Je-li X kterykoli jiny bod pfimky p, midme A SPX s pravym Ghlem pii P
a podle Pythagorovy véty je

SX2 =2 + PX2;

podminka, aby X leZel na kruZnici, je SX = neboli PX = |/r2 — ¢ Jsou
dva takové body X, v obr. 72 oznatené 4, B; bod P je stied dsecky 4B.
JestliZe se bod X vzdaluje od bodu P po nékteré z obou polopfimek P4, PB,
vime (viz str. 143), e vzdilenost SX se stile zvétiuje; proto body uvnitF Gsetky
AB lei uvnitf kruZnice a body pfimky p mimo Gsecku AB leZi vné kruZnice.

- Pfejdéme k takové primce p, jejiz vzdilenost od S je rovna r (obr. 73).
Je-li opét P pata kolmice spusténé s bodu S na piimku p, je tentokrit SP =r
a bod P lezi na kruZnici; pro kazdy jiny bod X pfimky p je viak SX > SP,
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t. . SX > r,a X le3i vn& kruznice. Takova pfimka se jmenuje te€na kruZnice
(S, r) v bod€ P této kruZnice. Zfejmé v kazdém bodé P kruZnice (S, r) mame
pravé jednu tetnu; je to kolmice k poloméru SP vedend bodem P. Bod P
se jmenuje bod dotyku tecny p.

Jestlize posléze vzdalenost pfimky p od bodu § je vétsi neZ r, je také
vzdalenost kteréhokoli bodu pfimky od bodu S vét$i neZ r a celd pfimka p
lei vn& kruZnice. : '

Celkem tedy vzhledem ke kruZnici (S, r) mdme v roviné troje pfimky:
pfedné pfimky, které lezi celé vné kruZnice, t. zv. neseény, jejichz vzdalenost
od S je vétsi neZ r; za druhé tetny, které maji na kruznici jediny bod (bod
dotyku) a jinak jsou vné kruZnice, majice od S vzdilenost rovnou r; posléze
méame se€ny vzdilené od S o méné neZ r, pfi CemZ sena mize také prochdzeti
stfedem S. KaZd4 se¢na p protne kruZnici ve dvou bodech 4, B; tisecka 4B
se jmenuje t&tiva; vnitfek tétivy leZi uvnitf kruZnice, kdeito ty body se¢ny,
které neleZi na tétivé, lezi vné kruZnice. Jestlize seCna prochizi bodem S,
prochdzi jimi tétiva; tétiva je pak pramér a jeji velikost je 2r. JestliZe viak se¢nap
neprochizi bodem S, je ten bod P stfedem tétivy, pro ktery SP stoji kolmo
na p; velikost tétivy je mensi neZ 2r, nebot v obr. 72 tétiva AB je jednou
stranou A ABS, je tedy mensi neZ soucet 2r ostatnich dvou stran.

Z predchizejiciho plyne fada dusledkd. LeZi-li bod H uvnitf a bod K vné
kruZnice, potom usectka HK protne kruZnici v jediném bodé€ C, ktery rozdéli
useCku HK na dvé tisecky, z nichZ leZi jedna (aZ na bod C) uvnitf kruZnice
a druhi vné. LeZi-li viak oba rizné body H, K uvnitf kruZnice, leZi celd
tseCka HK uvnitf kruZnice; tedy vnitfek kruZnice je konvexni atvar. Stejné
je konvexnim ttvarem také krubh, t. j. plocha, kterd vznikne z kruZnice pfipoje-
nim jejiho vnitfku.

Je-li p nese¢na kruZnice a jsou-li H, K libovolné dva body kruhu, je ccld
tsecka HK ‘¢4sti kruhu a tedy neobsahuje Z4dny bod vné kruZnice, zejména
Zadny bod nese¢ny p. To znamend, Ze body H, K nejsou od sebe oddéleny
pfimkou p. Tedy je-li p nese¢na kruZnice, leZi celd kruZnice i se svym vnitfkem
uvnitf jediné poloroviny vytaté pfimkou p. Je-li p tetna kruZnice, plati tyz.
vysledek s tim jedinym rozdilem, Ze bod dotyku neleZi uvnitf poloroviny,
nybrZ na jeji hranici, totiz na pfimce p.

Je-li v3ak p se¢na kruZnice (S, r), kterd protne kruZnici ve dvou bodech 4,
B, potom piimka p rozdéli kruZnici na dv& &isti, z nichZ leZi kazda v jedné
poloroving vytaté pfimkou p. Tyto dvé &isti se jmenuji oblouky kruZnice;
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body 4, B jsou spole¢né krajni body obou oblouki; kazdy jiny bod kruznice
nélezx do jediného z obou oblouki a je jeho vnitFfnim bodem. Nékdy znagime
AB kterykoli z obou obloukt a chceme-li vyznaditi uréity z nich, miZeme psiti
ACB, kde C znameni néktery vnitini bod oblonku. JestliZe seéna p prochizi
stfedem S, pak oba oblouky se jmenuji polokruZnice; jejich krajni body 4, B
jsou dva proté&jsi body kruznice. Jsou-li H, K jiné dva protéjsi body, lezi H
uvnitf jedné a K uvnitf druhé z polokruznic 4B.

Jestlife seina p neprochézi stfedem S (obr. 74), oznatme %, ten z obou
oblouki AB, ktery lezi v poloroviné pS, kdeZto oblouk %, leZi v poloroviné

/ opatné. Lezi-li bod X uvnitf oblouku
~ K, x/ p ky, jsou body S, X od sebe. oddéleny
\\\A /N P piimkoup a proto Gsetka SX protne piim-
4 Pxu p v bod¢ T. Pfi tom jest ST < SX
: 7

neboli ST <r, t. j. bod T leX uvnitf
kruZnice, a protoZe leZi zdroveri na pfimce
p, lezi T uvnitft Gsetky AB a proto
celd polopfimka SX i s bodem X lezi
Obr. 74. . uvnitf dutého <¢ ASB. Obricené doki-
Zeme, Ze je-li X takovy bod nasi kruZnice,
ktery lezi uvnitf <t ASB, potom X leZi uvnitf oblouku k,. Nebot jestlize X
leZi uvnitf < ASB, pak polopfimka SX protne iseCku AB v bodé T, Protoze T
lef uvnitf 1&tivy 4B, le3i T uvnit¥ kruZnice, t. j. ST <r neboli ST < SX.
ProtoZe viak T leZi na polopfimce SX, musi leZet uvnitf Gsetky SX. Tedy
tisetka SX protne pfimku p v bod& T, body S, X jsou od sebe oddleny pfimkou
?, bod X leZi uvnitf oblouku %,. Dokizané miZeme shrnouti takto: Je-li AB
tétiva neprochdzejici stfedem, potom jeden z obou obloukid 4B (%, v obr. 74)
je ta &ist kruZnice, kterd leZi v dutém < ASB; druhy oblouk %, leZi ve vypuk-
1ém dGhlu s tymiZ rameny S4, SB. Ze dvou protéjiich bodd H, K nasi kruZnice
miZe nejvy$ jeden nileZet do oblouku k;, protoZe duty <t ASB nemiZe
obsahovat ob& opainé polopiimky ¢ SH, SK. Oblouk &, nazveme mensi
oblouk AB k, je vEtsi oblouk AB.

Z prfedchoziho plyne: Je-li k£ oblouk kruZnice (S, r) s krajnimi body 4, B,
pak viecky polopfimky SX s potitkem ve stfedu S, které prochdzeji jednotli-
vymi body oblouku %, tvofi ithel s rameny SA4, SB, ktery se nazyvé st¥edovy
Ghel nad obloukem k. Jsou-li 4, B proté&jii body kruZnice, je & polokruZnice
a stfedovy thel je pfimy. Nejsou-li 4, B prot&j$i body kruZnice, je stfedovy
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Ghel duty, v tom pfipadé, Ze k je menSi oblouk AB, a stfedovy thel je
vypukly, v tom pfipadé, Ze k je vét§i oblouk AB. Jeslize body A, B ne)sou
prot&j$i body kruZnice k, fikime, Ze tétiva 4B piislusi dutému thlu <x ASB
a tim i men$imu oblouku AB.

Cviteni.
184. Co vite o ose tétivy kruZnice?
185. Pramér je nejvétsi tétiva kruZnice. Odtvodnéte.

186. Pomoci Pythagorovy véty dokaZte: a) Ke dvéma rovnym t€tivim kruZnice pfi-
sluSeji rovné vzdilenosti od stfedu kruZnice a také rovné stfedové uhly.
b) K mendi tétivé pfisludi v&t$i vzdilenost od stfedu kruZnice a men$i duty
stfedovy thel.
c) Vyslovte obricené poulky.

187. Kterou &iru vyplni stfedy rovnych tétiv kruZnice?

188, Je dina kruZnice k = (S; r) a bod T jiny neZ bod S. Bod T leZi a) na kruZnici,
b) vné kruZnice, c¢) uvnitf kruZnice. Uréete na kruZnici 2 bod 4, ktery je bodu T
nejbliZe, a bod B, ktery je od bodu T nejdile. Odiivodnéte sv4 tvrzeni. (Body A4, B
leZi na pfimce ST; uvaZujte rozdil stran ST, SX trojuhelnika STX, kde X je
jiny bod kruZnice neZ A nebo B nebo ASBX a ATBX.)

189, Vysvétlete, jakym zplisobem rozliSite mensi a véti oblouk AB na téZe kruZnici.
Jaké stiedové uhly k nim pfisluSeji?

190, V tihlu <X ASB kruZnice k = (S; r) zvolte vné kruZnice bod Y. DokaZte, Ze polo-
pifimka SY protne mensi oblouk %, v bod¢ X a pfimku AB v bodé T, pfi &em3
body leZi v pofadku  STXY. Odivodnéte. [Kde lezi bod T vzhledem k bodim
AB?}

Jak je tomu, kdyZ bod Y leZi uvniti X ASB a uvniti kruZnice k?

191, Narysujte kruZnici /; = (O,; ry) a sestrojte jeji obraz /, ve stejnolehlosti (S; &).
Dokazte, Ze I, je kruZnice ostfedu O,, ktery je obrazem bodu O, a poloméru rg=|k|r,.
Co kdyZ je § = 0,?

192, Dokazte: a) Dv& kruZnice ], = (O,; 11); Iy = (O3 1p), lekici v téZe roviné, pfi tem2
je r; # 1y, jsou dvéma zplsoby navzijem stejnolehlé. (1) Je-li O; = O,, jde o stej-

nolehlosti (s =0 k=1 ?) (2)Je-li O, == Oy, leZi stiedy S,, S, stejnolehlosti |
1

7, T, . . T
(s,; k= T‘ ) (s,; E= — ;-’-) na pfimce 0,0,; je-li ry # 1y, je ;’3=(o,olsgm
1 1 : 1 ¢

= — (0;0,Sy).

Jak je tomu v piipadg, Ze r, = r, a Oy O,? [K libovolnému poloméru S,X,
kruZnice /, uréete poloméry 0,X,||0,X;, 0,X’|| X;0, kruZnice l,; dvojice bodﬁ
0,, O,; X, X, a Oy, 0y X, Xy’ urtuji obé stejnolehlosti.}

197



b) Spoletnd tetna kruZnic I, I, z pfedchoziho cviteni 192a prochizi jednim
z obou stfed stejnolehlosti. Odvodte odtud konstrukci spoleénych te¢en
dvou kruZnic.

c) Z vysledku ptedchozich cviteni 192ab rozhodnéte, pfi kterych vzajemnych
polohich maji dv& kruZnice spoletné telny. (Je 5 moZnosti, které zdvisi na
velitindch O,0,, ry-+ry, 1y—13.) :

193. Uzitim vysledki: ze cviteni 192 feste Glohu: Uvnitf dhlu ¢ MSN je din bod 4,.
Sestrojte kruZnici k;, kterd prochdzi bodem A, a dotyka se obou ramen daného
uhtu. (Do Ghlu vepiste libovolnou kruZnici k,, urlete jeji prisetiky A4,, 4’5 s polo-
pfimkou SA4; a v stejnolehlostech o stfedu S hledejte obraz k&, kruZaice &, tak, aby si
body A,, A; nebo A4’s, A, navzijem odpovidaly.)

2. Obvodové a usekové ihly.

Je-li £ oblouk kruZnice (S;r) s krajnimi body A4, B a je-li V kterykoli bod
kruZnice, ktery nendleZ{ do oblouku %, pak <t AVB se jmenuje obvodovy
thel nad obloukem £. Tedy obvodovy thel je vidy duty. Nad kazdym obloukem
k mime co do polohy nekoneéné mnoho obvodovych Ghll, ale co do velikosti
jediny, nebot: Obvodevé thly nad tymz obloukem jsou si rovny. To je
disledek nésledujici véty:

Obvodovy tdhel je roven poloviné st¥edového uhlu nad tymZ
obloukem. , B

A
Obr. 75. Qbr. 76.

Dikaz: Budiz & oblouk kruZnice (S;r), 4, B jeho krajni body, o stfedovy
hel nad obloukem k&, a = <t AVB obvodovy dhel nad tymZ obloukem.
M.aae dokédzati, Ze w = 2a. Budeme rozeznivati tfi pfipady podle toho,
kde leZi stfed S vzhledem k obvedevému dhlu a.

L. S leZi na jednom rameni Ghlu a, tfeba na rameni VA4 (obr. 75). Podle
definice obvodového tihlu jeho vrchel V nenileZi do oblouku 2, tudiZ ani
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do stfedového thlu w; jeZto polopfimka SV je opatnd k rameni SA4 Ghlu w,
je w thel duty, tedy w = Y ASB.
V A VBS méme proti strané BS thel a; protoze BS = V'S, mime proti
strané V'S thel rovny a; posléze proti strané BV mime thel 7 — w.
Jezto souet uhla A VBS je roven 7, jest
at+at+@Z—w)=n=x
a z toho plyne
20 = w.

II. S leZi uvnitf Ghlu a (obr. 76). Je-li C protéjsi bod na kruZnici
k bodu V, leZi také bod C uvnitf Ghlu a, takZe

a=a,; + a kde a, = X AVC, a, = < BVC.

ProtoZe polopfimka VC lezi uvnitf a = <¢ AVB, protne tato polopfimka
tsecku AB a prisecik musi leZet uvnitf kruZnice (protoZe je uvniti tétivy AB)
a tedy uvnitf usetky VC. Z toho plyne, Ze body V, C jsou od sebe oddéleny
piimkou AB, a proto kaZdy z nich nileZi do jiného oblouku s krajnimi body
A, B. ProtoZe V jakozto vrchol obvodového uhlu nad obloukem % nenileZi
do k, musi C néleZeti do k. Tedy bod C leZi uvnitf thlu o (ktery v tomto
pfipadé muZe byti duty, pfimy nebo vypukly); naproti tomu bod V a tudiZ
celd polopfimka SV opaéni k polopfimce SC leZi vné Ghlu w. Z toho plyne,
7e
o = w,; + w,, kde w; = X ASC, w, = < BSC.
Podle &sti I naSeho dikazu je w, = 2a;, w, = 2a,.

ProtoZe
w=w1+a)2,al=a1+a2’ ie

w = 2a.

IIL. S leZi vné Ghlu a (obr. 77); totéZ plati oviem (s vyjimkou bodu V)
0 celé tisedce V'C obsahujici bod S, je-li C protéj$i bod na kruZnici k bodu V.
Naproti tomu tsetka 4B leZi (a% na své krajni body) uvnitf Ghlu a; proto
UseCky AB, VC nemaji Z4dny spole¢ny bod a z toho plyne snadno, Ze Gsetka
VC (jsouc &sti kruhu) neprotne piimku AB. To znamend, Ze body V, C
nejsou od sebe oddéleny ptimkou A, B, nileZeji tedy oba do téhoZ oblouku
s krajnimi body 4, B. To neni oblouk %, nebot ten neobsahuje bod V. Tedy
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body V, C nileZeji oba dovnitf téhoZ oblouku A’l} rizného od oblouku 2,
a tento oblouk rizny od % je védi oblouk AB, jezto obsahuje oba proté&jii
body V, C. Tedy % je mensi oblouk AB a proto w je thel duty, takie w =
= L ASB. Ziejmé jeden z obou whld w, = L ASC, w, = YL BSC je &ist
druhého. Pro uréitost necht hel o, je &sti
thlu w, jake v obr, 77; potom je w = w; — w,.
JeZto B lezi uvnitf w, = X ASC, nejsou body
B, C od sebe oddéleny pfimkou AS; ale body
V, C od sebe odd€leny jsou, a proto totéZ plati
i o bodech B, V. Tedy tGsetka BV ‘protne primku
AS a snadno se zjisti, Ze potom tsecka BV pro-
tne aselku AS. Z toho plyne, Ze thel a, =
= < BVC je & st dhlu a, = X AVC. Jeito
, a =< AVB, je a = a; — a,. Podle ¢sti I na-
Obr. 77. $eho dikazu je w, =2a;, w, = 2a,. ProtoZe
=W — Wy 0 =0y — Gy j& © = 2a.
Nejdulezit€j$i pfipad dokdzané véty je pfipad obvodového dhlu nad
polokruZnici, kterému se obytejn€ fik4 obvodovy tihel nad priimérem.
Stiedovy thel je v tomto pfipadé pfimy a jeho polovina je Ghel pravy. Tedy:
Obvodovy thel nad primérem je pravy. To je znimi Thaletova véta,
kterd se ovem d4 jednoduseji dokdzati pfimo, ale nebudeme zde opakovati
diikaz, znimy ze stfedni 3koly.

- Usekovy tihel nad obloukem % = AB mi vrchol v jednom z bodu 4, B,

_na pf. v bodé 4. Je to potom duty thel ¢ BAT, kde T leZi na te¢né kruZnice
v bod& 4, a to v té poloroviné, jeji &isti je oblouk %. Jsou tedy co do polohy
- dva tisekové thly nad obloukem &, jeden s vrcholem A, druhy s vrcholem B.
Co do velikosti je vSak nad obloukem £ jediny tisekovy whel rovny obvodovému
tihlu, nebot plati véta: Usekovy tihel je roven poloving st¥edového Ghlu
nad tymZ obloukem.

Dikaz: 1. Je-li 2 polokruZnice, jsou body 4, B protc)si a jest AT | A4B.
" Usekovy thel je pravy, stfedovy thel je pfimy. .

II. BudiZ # = AB mensi oblouk kruZnice (obr. 78). Budxz T prisedk
tecny v bod€ A4 s osou tsefky 4B, kterd prochdzi stfedem tusetky AB. Potom
je ST osa stfedového thlu <X ASB, ktery je tedy dvo;nésobkcm X AST.
Aviak pravotihly A AST ukazuje, Ze

X AST =} n — X ATS;
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podobné pravouhlj A\ APT ukazuje, Ze

X PAT =} n — <I ATP,
neboli X BAT = }n — X ATS,
takZe X BAT = < AST.

IIL. Je-li & vé&s3i oblouk AB, budiZ ' mendi oblouk AB. Jsou-li a, a
asekové tthly nad oblouky %, &’ a jsou-li w, o’ stfedové tihly nad tymiZ oblouky,
jeat+ad=n o+ =27a podle ¢asti 11 ie o = 2d, tak¥e ® = 2a.

Cvileni.

194, a) Je-li AB primér kruZnice k = (S; r) a X bod kmimce k jiny neZz 4 nebo B,

. je X AXB = R. Dokajte.

AT [Prog je &yrithelnik AXBY,

VAR kde XSY je primér kruz-

I\ . nice k, cbdélnik ? UZijte stie-

PN dové soumérnosti rebo ur-

/ ! \ &ete souet uhli pfi vrcho-

lu X v rovnoramennych troj-

A 8 thelnicich.AXS, BXS po-
mocf X A4, < B.]

b) Je-liv A ABX thel & X =
=R, pak bod X lei na
kruZnici & opsané nad pri- -
mérem AB. Oduvodnéte. Obr. 79.

Obr. 78° Z obou vysledkd cviteni :
. 194ab vyslovte znimou vétu Thaletovu.

95. Uhel a rovnoramenného A ABC je 32°. Urlete stfedové thly nad oblouky, na
které rozdé€li strany tohoto trojiihelnfka kruZnici opsanou. (Dvo;i rc§eni, ktera-
koli strana muZe byt zikladnou.)

198. Dv& kruZnice k; = (Sy; ry), k3 = (S,; ry) se protinaji v Bodech 4, B. DokaZte:
a) Jsou-li AC, AD prﬁméry kruZnic, lezi body B, C, D v ptimce rovnob&iné

s pfimkou S,S, a plati CD = 2- S S, (Spojte AB.)

b) Vcdte ve cvieni 196a bodem B primku )mou ne% CBD a oznatte U, V jeji
prusetiky s kruZnicemi k;, k,. .Potom je CD> UV. [a) Je AB 1 BC,
AB | BDj; §,S; je stiednf piitka v A ACD. b) Jsou-li Uy, Vl stiedy téuv
UB, VB, je §,S,> U,V,]

97. Ctyrihelnik ABCD, jehof vrcholy le3f v napsaném pofddku na kruZnici, s

jmenuje -té&tivovy. O ném plati: Protdjii dhly jsou vyplikové.

198. Jestlife v tétivovém &tyrdhelniku je AB = CD, je & ABC = <X BCD. Které
mohou nastat piipady a co je to za &tyrhelniky ? (Co soudite o velikostech obvodo-
vych fihli nad dvéma sobé rovnymi tétivami téZe kruimce? Slcdu]te X ACB,
<% CBD, <X ADBI)

201



199. Vobr. 79 jsou ¢,, 7, teny kruZnice & v bodech A, B. Ur&ete tihly &tyrihelnika
ABCD.

200. V obr. 80 jsou AC, AD tetny kruZnic k,, k; v bod& 4. Dokaste, 3¢ AE = 4AF,
201, Vysvétlete, jak byly v obr. 81 sestrojeny teiny AT,, AT, ke kruZnici & = (S r).

202. Uzitim vysledku pfedchoziho cvideni 201 fefte tlohu: Je dina kruinice (S; r)
a vné¢ kruZnice bod P. Bodem P vedte takovou sefnu kruZnice, aby piisluiné
tétiva méla danou délku.

~

l

A
|
|

e

/

—
e

Obr. 82. . ) Obr. 83.

203, a) KruZnice (S;r) je body A, B rozdélena v oblouky k,, k,’, které leZi v opatnych
polorovinich g, ¢’ 0 hranici AB. Y je libovolny bod leZici uvnitf kruZnice a uvnitf
poloroviny ¢’; Z je libovolny bod leZici vn& kruZnice a uvnitf poloroviny ¢’
Diéle C je libovolny vnitini bod usetky AB. Dokaite, Ze v obr. 82 je y > ¢
a v obr. 83 je ¢ < ;3 spojenim vysledkid s poutkou o obvodovém twhlu od-
vodte poudku:
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b) Viechny body X, z nich? je vidét usetku AB pod danym thlem ¢ (t. j.
< AXB = ¢),lezinadvou obloucich AB bez bodi 4, B;tyto oblouky jsou sou-
mérn& poloZené podle piimky AB (obr. 84a—84c).

204, Z obr. 85a—85c vysvétlete, jak pomoci tsekového tihlu byl sestrojen jeden z obou
obloukd 4B, z jehoZ vnitfnich bodi vidime danou tsetku AB pod danym dhlem ¢
(BT je polotetna pftisluiné kruZnice).

&\

y 5 4 s_BAB
)\

Obr. 84a). Obr. 84 ). Obr. 84c).

Obr. 85a). Obr. 85¢). ' Obr. 85 ¢).

205. Narysujte riiznob&¥né Gsetky MN, NP a urlete bod X tak, aby X MXN = q,
< MXP = B, kde a, B jsou dané duté Ghly (Gloha Snelliova).

206, Stied 'S kruZnice trojihelnika ABC opsané lef a) uvnitf, b) vn& trojthelnika ABC,
podle toho, je-li ostrothly nebo tupothly. Kde leZf bod S, je-li A ABC pravothly.
(K dikazu uZijte obvodového uhlu.)
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3. Mocnost bodu ke kruZnici.

LeXi-li bod P vn& kruZnice (S; r) a jsou-li 4, B prisetiky krunice
s libovolnou setnou prochizejici bodem P, jest

PA.-PB=ad*—nr,
d=SP.

Dikaz: I. Jestlize se¢na prochézi stfedem S (obr. 86) a jestlie na pf. B
leli blize nez A k bodu P, jest PA=d+r, BP=d—r,

tedy PA-PB—~({d+r) (d—7r)=d*—r

kde

Obr. 86. . ‘ Obr. 87.

II. JestliZe sena neprochdzf stfedem S (obr. 87), budiz M stied tétivy 4B,
takZe SM stoji kolmo na setné. JestliZe opét B leZi blize nez 4 k bodu P
a jestlife AM = BM =e, PM =f, jest PA=f+e¢, PB= f—e,

tedy PA-PB=(f+e)(f —e) =f*— e

Aviak 2 pravoﬁhlich A\ AMS, A\ PMS plyne podle Pythagorovy véty, Ze
=SM* + &, d* = SM® + f?,

| tedy d?—1r® =f2— ¢, takie PA-PB =d*—r.

LeZi-li bod P uvnitf kruZnice (S;7r) a jsou-li 4, B prisediky krui-
nice s libovolnou setnou prochizejici bodem P, jest

PA.PB =1 —d?,

kde d= :g_ﬁ.
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Dikaz: 1. Splyne-li P se stfedem S, je
d=0,PA=r,PB=r
3 véta je zfejma4. Budii tedy bod P rizny od S.

IL JestliZe sena prochizi stfedem S (obr. 88) a jestlife na pf. B lezi
blize nez 4 k bodu P, jest PA =r +d, PB =r — d, tedy

PA-PB=(r +d)r—d)=1r*—d.

Ao N8

Obr. 88. . ' Obr. 89.

IIL. Jestlize se¢na neprochizi sttedem S (obr. 89), budiz M stied tétivy
AB, takZe SM stoji kolmo na seCné. Jestlize opét B lezi bliZe nez 4 k bodu P
ajestlize AM =BM =e¢, PM =/, jest PA=e+f, PB=e—f, tedy

PA-PB=(e+f)(e—f)=e —f2
Aviak z- ptavouhl;‘ch N AMS, A\ PMS plyne podle Pythagorovy véty, A
=SM? ¢ d®=SM:-+f?

tedy f—di=e—fi tikie PA-PB=r1'—dv.
Mocnosti bodu P vzhledem ke kruZnici (S, r) rozumime &islo
+ PA4-PB, M

pfi éemZ A, B jsou prisetiky kruZnice s libovolnou se¢nou, prochizejici bodem
P; pfi tom plati znameni plus, leZi-li P vn& kruZnice, a znameni minus, lei-li P
uvnitf kruZnice. LeZi-li bod P na kruZnici, musi jeden z bodi A, B splynout
sbodem P a vyraz (l) je roven nulc Mocnost bodu P vzhiedem ke kruZnici
je tedy
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kladni, leZi-li P vné kruZnice;
ziporné, lezi-li P uvnitf kruZnice;
rovnd nule, leZi-li P na kruZnici.

Ve viech tfech pfipadech je mocnost nezévisli na volbé se¢ny (je zévisli
pouze na krunici a na bodu P) a je rovna d? — %, kde d = SP. LeZi-li bod P
vng kruZnice (obr. 90) a je-li T bod dotyku jedné z obou te¢en prochizejicich
bodem P, je mocnost také rovna PT - PT neboli PT?, nebot z Pythagorovy
véty plyne, e PT? =d? — 2,

Abychom aspofi na jednom pfikladé prokézali uZitetnost vysledki tohoto
¢ldnku, dokaZme si pomoci nich novym zptsobem znimou nim vétu, Ze dva
obvodové Ghly nad tymZ obloukem AB jsou si rovany (obr. 61). Dané uhiy

budtez ¢ = < AUB, p = X AVB.

Obr. 90. Obr. 91.

ProtoZe oba Ghly jsou obvodové nad tymZ obloukem AB, le¥i oba vrcholy U, V
v téZe poloroviné vytaté pfimkou AB, a proto jeden z obou uhli < BAU,
<X BAV je &stl druhého. Je-li na pf. <¢ BAV &sti <X BAU, leZi polopfimka
AV uvnitf ¢ BAU, aproto (viz str. 121) Gsetka BU protne pfimku AV v bodé P.
ProtoZe Gsetka BU je &sti kruhu a z piimky AV pouze Gsetka AV je Cist
kruhu, je P prisedik usetek AV, BU. Bod P leZi uvnitf kruZnice a pfimky 4V,
BU jsou dvé seny prochizejici bodem P.

Z toho plyne, Ze

neboli
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Tedy v trojihelnicich A APU, A BPV strany vychizejici z vrcholu P jsou
si amérné; mimo to jejich Ghly pfi vrcholu P jsou si rovny (vrcholové dhly);
tedy oba trojihelniky jsou podobné, t. j.

A\ APU ~ A\ BPV, takie
<X AUP = <. BVP neboli ¢ = ¢.
Cvideni.

207. Bod P m4 od stfedu kruZnice (S; r) vzdalenost 5. Vypotitejte mocnost bodu P
vzhledem k dané kruZnici, je-li: @) r =7; b) r=5;¢c) r = 3.

208. Které body v roviné kruZnice (S, r) maji vzhledem k této kruZnici mocnost,
kter4 se rovna danému &slu m? Rozeznivejte:aym = g%, b)m =0, c)m = — ¢%
kde &islo ¢ > 0; co feknete o velikosti &isla ¢ v pfipad€ cvid. 208c?

c 4

Obr. 92. Obr. 93.

209. Mocnost bodu P vzhledem ke kruZnici (S; r = 4) je rovna 9; ur&ete vzdilenost PS.

210. Mocnosti bodii P;, P; vzhledem ke kruZnici (S; r = 4) jsou 9 a 20, Urlete meze
pro vzdilenost P,P,.

211, KaZdy bod na spoledné seZné dvou kruZnic m4 k obéma kruZnicim stejné mocnosti;
prot?

212, Z obr. 92 vysvétlete, Ze EBukleidovu vétu o odvésné AC pravoihlého trojihelnika -
ABC (kde <X C = R) obdrZime pfi zvlastni poloze setny ADB kruZnice % sestro-
jené nad odvésnou BC jako priimérem.

Rovn&Z Eukleidovu vétu o vyice (obr. 93) v A BDC (kde < C = R) obdrZime
jako zvlaitni pfipad mocnosti bodu A vzhledem ke kruZnici 2’ nad pfeponou BD.

213, Jsou diny tsetky a = 4, b = 9. UZitim mocnosti sestrojte ﬁseéku x =} a.b.
Uvedte v souvxslost s Eukleidovymi v&tami.
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214. a) Sestrojte kruZnici, kterd se dotykd dané pfimky ¢ a kterd prochézi danymij
body A4, B, které lef uvnitf téZe poloroviny, vytaté pfimkou z. (Jsou dw&
moZné polohy pfimek 4B a ¢.) [Existuje-li pruseik O ptimek AB a t, jak4 je
jeho vzdilenost OT dotykového bodu T hledané kruZnice s teEnou ¢£?)

b) Na pfedchozi Glohu 214a lze pfevést dlohu: Je din Ghel <C MSN a uvnitf
Ghlu bod 4. Sestrojte kruZnici, kterd prochdzf bodem 4 a dotfk4 se piimek SM,
SN (srovnej téZ se cvitenim 193).

208



V1. VYSLEDKY CVICEN{

I. Zikladni vlastnosti polohy.

1. a) ABDO; CDBA; b) ABD; ABC; ADC; BDC a poifidky opatné; c) AB;
AD; AC; BD; BC; DC a potddky opatné. — 2. in(n — 1). — 3.3) ACB; BCA;b) ABC;
CBA;c) CAB; BAC. — 4. a) Usetka AB; b) bod 4; c) neni spoleénych bodit; d) tsetku
BN; ) tise¢ku AB; f) tisetku AB. — 5. AC,BC,DC; BA, DA, CA; a) BC, BA; DC,
DA;b) AC, BC,DC; BA, DA, CA;c) AC, BA; AC, DA; AC, CA; BC, DA; BC, CA;
DC, BA; DC, CA. — 6. Jsou souhlasné. — 7, Ne. — 8. Nemusi. — 9. a) Nemaji spoledny
bod; b) majf jediny (podtek) a jsou opa&né; b) maji spolednou tsetku. — 10. a) Body
M, N lezi v ¢ a je M == N. b) Piimka MN leZi v g, tedy i jeji bod P a piimka AP m4
s o spoleiné body 4 == P.

11, (1) Nelie; Jdv& riizné revnob¥zky leZi také v roviné. (2) Nemaijf spoletny bod;
jsou to t. zv. mimob&Ziky. — 12, a) Mohou; b) nemiohou. Na pf. a=b; mE=n. —
13, Uvniif jedné poloroviny vytaté pfimkou p lei: a) viechny 4 dané Lody (Zidny
prisetik); b) 3 z danych bodt (3 pruseliky); c¢) 2 z danych bodd (4 prusediky). —
14, Uvniti jedné poloroviny vytaté pfimkou p leZi: a) viech 5 z danych bodu (Z2idny
prusetik); b) 4 z danych bodu (4 prisediky); c) 3 z danych bodu (6 priisecikn). —
15. a) Stadi volit V; na vsetce HyK; a V, na setce HyK,. b) KdyZje H,K, || p5 HK, || p.
¢) Aby tato situace byla moZn4, musi pfimka H, K, protnout pfimku p v jistém bod& Py,
Bod V; vyplni vnitiek polopiimky opzéné k polopiimce P,H,. Pckud jde o bod V,
jsou dvé moznosti: (1) Je-li HoK, li s vyplni. V, celou pfimku H,K,. (2) Protini-li
pfimka LK, pfimkv p v bod¥ P,, vyplni V, vnitfek polopfimky P;H,. — V obou
piipadech musime vyloudit prisedix piimex H,K,, H,K,, pokud oviem vibec let
uvnitk poloroviny g;. — 18. Dva. a) Kdy% remena jsou opaéné pcloptmky (jako dv&
opataé poloroviay, vytaté tou? ptimkou). b) Kdy? ob& poloptimky splyvaji. Chel plny.
¢) KudyZ jeho ramena nejsou ani opaéné ani splvajici poloptimky. Vypukly. — 17, a) Viz
text pa str. 120 (obr. 8); b) fialovou; c) jsou riizné, ale nejsou opacné. — 18. Je to spojeni
obou poloZenych polorovin (t. j. soubor viech bodi obou polorovin); tihel zaujimi
v&tsf &4st roviny nef je jedna polocovina. — 19, a) Viz text na str. 120 (bod X leZi sou-
&3né uvuité obou polorovin V4B, V3A); b) leif ra polopfimce V.4 mimo politek V3
¢) potom polopfimka VX neprotnec tiseC¢ku 4AB. — 20. ProtoZe body polopfimky VX’
(s vyjimkou bodu V) nepatii < AVB.

21. a) Piimka 4’B’ protini strany VA, VB trojthelnika VAB, pfi fem% neprochizi
#4dnym jeho vrcholem; podie Paschovy véty neprotne stranu 3. b) Piimka AB’
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protind stranu VB trojihelnika V.A’B, kdeZto stranu VA’ neprotind (a neprochizi
#4dnym jeho vrcholem); proto musi protnout tfetf stranu BA’. — 22, a) <t MVN je
spoletn4 &4st polorovin VMN, VNM; body P, Q jsou vnitini body téchto polorovin
a proto celd usetka PQ lei uvnitf téchto polorovin, t. j. uvnitf < MVN. b) Plati;
jednd se o polorovinu. ¢) Budte VM, VN ramena vypuklého tihlu «’. Bod P zvolime
na prodlouZeni use¢ky MN za bod M a bod Q na prodlouZeni téZe tsetky za bod N, —
23. KdyZ Z je uvnitf < H’VK’, potom tsetka XZ leZi uvnitf jedné z obou polorovin
H'VK’ nebo K'VH’ (viz cvi& 18). — 24. a) Theoreticky bilou (prakticky Sedou);
b) (1) <X ABC bez AABC atd.; ¢) (1) uhel vrcholovy k < ACB atd. — 25. Polo-
piimka 4AX s vyjimkou bodu A le{ uvnitf X BAC a proto protne Gsetku BY v jistém
jejfm vnitinim bod& U. JeZto vnitfek uselky BY nileZ{ vnitfku poloroviny BCA, n4lezi
bod U také vnitfku poloptimky X4, t. j. vnitfku uselky AX. — 26. Uhly pfimé a duté
(viz definici dutého dhlu na str, 120 a véty pfislu§né k obr. 4 na str. 117). 27. a) Bod C
leZi v polorovinich ABO, ADO; bod A v polorovinich CBO, CDO. b) Uvnitf tsetky BD
lef bod U pfimky AC. Jeito vnitfek usetky BD leZi uvnitf <X BAD, lei bod U
na té &asti piimky AC, kterd naleZi ahlu < BAD, t. j. na polopfimce AC. Podobné
dokaZete: Bod U nileZi polopfimce CA. Bod U je tedy bod usetky AC, aviak zfejmé
je U= A, U == C, — 28. Z poiadki AOC, BDO plyne, Ze O je vnitini bod tsetky AC
a bod D vnitini bod A ABC. (1) Pfimka MN protini strany AD, DC trojuhelnika 4CD
a proto nema4 s Uselkou AC 24dny spoledny bod (Paschova véta). Proto neprotne stranu
AO trojthelnika ADO ani stranu CO troithelnika CDO a tudiZ nutné protu. , .o
spoletnou stranu OD v bodé F, ktery je uvnitf tisetky MN. — Stejnou tvahu pro-
vedeme s A ABD a A BCD a dojdeme k zivéru, Ze pfimka MN (kterd neprotini
usetku BD) protin4 strany AB, BC v bodech P, Q. Body na pfimce MN jsou tedy v po-
faddku PMFNQ a &tyruhelnik ABCD se rozpadi na AABD, A\ BCD, pfi ¢em2 z useky
PQ &ist MN leZi vn& obou trojuhelnikd. (2) Plyne z (1). — 29, ABCDEF, BCDEFA,
CDEFAB, DEFABC, EFABCD, FABCD a poiidky opa&né. — 30. a) Nele%i v piimce.
b) Nemaji spoleného bodu (vylutujeme z ivah mnohothelniky hv&zdovité). ¢) Viz
definici na str. 126—127. d) Vnitiek mnohodhelnika le?i uvnitf kaZdé z obou jeho
opérnych polorovin, jejichZ hranice jsou urleny dvéma sousednimi stranami mnoho-
thelnfka.

31. (1) Prodlouzime dvé& protéjii strany ruznobéinika. (2) ProdlouZime ob¢ ra-
mena lichobéZnfka. (3) U rovnobéinika nelze provést. (4) Spojime dva prot&jsf vrcholy
nevypuklého &tyrihelnika z obr. 18, pfi kterych neni thel vypukly. — 32. Novy (# + 1)-
thelnfk uréime op&mymi polorovinami daného n-thelnika (v nich le3f i body 4’y
A’n+1) a polorovinou ¢ opanou k poloroving 4’s414%,4;; 0 totiZ obsahuje viechny
vrcholy daného n-tihelnika a2 na 4;; o bodech A;, Ay je to ziejmé. Ale obsahuje
na pf. vrchol 4;. Polopfimka 4,4; leZi uvnitf dutého <X A;4;4,, ktery je ty2 jako
X A’14,4’n 41 a proto protne Usetku A4, v jejim vnitinim bod€ T a Gsetku A4;’A'n+1
v jejim vnitinim bod& V. Body le2f v pofddku 4,V T (nebot V je vnitini bod A A;A:4n).
Bod T le2i uvnitf Ghlopiitky A3 An, tim i uvniti Ghlopfitky 4,4;, takfe potddek bodi je
A,VTA, a piimka 4,4, oddéluje body A4,, A, a bod A; lei proto v o. — 33. a) Vnd
A ABC, aviak uvnitf X ABC. b) Uwniti A\ ABC. — 34. Budte X, Y dva libovolné

210



body &tyridhelnika. Néledeji-li oba jednomu z trojuhelntkd ACB, ACD, nileX zfejmé&
celd usedka XY tomuto trojihelniku. NéleZeji-li body X, Y dvéma riznym trojdhelni-
kim (t. j. 24dny z bod nele2f na pfimce AC), je zfejmé X XAY < X BAD, & XCY <
<X BCD. Trojihelniky spliiuji podminky cvieni 27b; proto se Gsetky XY, AC proti-
najf ve vnitfnim bod& U. Usetky XU, YU jsou tedy ka?d4 obsaZena v jednom z troj-
thelnfkd ACB, ACD a usetka XY néle celd étyrihelniku ABCD. — 35. Polopfimka
AC leZi uvnitf <X BAD, ktery je urlen opérnymi polorovinami ABC, ADC, takie
body B, D jsou oddéleny pfimkou AC a tihly <t BAC, <X CAD o spoletném ramenu AC
leZi v opatnych polorovinich, vytatych pfimkou AC. — 36. Podle vysledku cvi¢. 35
oddé&luje pfimka AC body B, D a usetka BD protne piimku AC v bod¢ U. Stejné
platl, Ze pfimka BD oddéluje body A4, C, takZe usetka AC protne pfimku BD, t. j. bod U
le2f uvnitf dsetky AC. — 37. a) Ktery leZi uvnitf viech opérnych polorovin a tim
i uvnitf viech jeho uhld. b) Podle poslednf poutky odst. 5 miiZeme n-tihelnfk 4,4, . . . An
rozdélit na trojGhelniky pomocf usetek YA;, YA4,, ..., YA,. Polopfimka p bud splyvd
s jednou stranou YA téchto trojihelnfkd (pak obsahuje vrchol Ax) nebo prochdzi
vnittkem na pf. A YA,A4, a pak protne stranu 4,4, protéjii bodu Y. c) Ve dvou (viz
cvig, 37b). — 38. (Viz obr. 21.) BudiZ B uvnitf strany A;4;. Viecky body 4, Ags . . . Ans
le3f v Ghlu < 4,434, a tim i celd usetka 4,4, (i s bodem B). Proto jsou dhly
<X BA,A,, < BA3A; styné a pfimka BA; rozdéluje n-thelnik na A BA4;4, a na
n-thelnik A;BA,... Ay, ktery lze (prvni poutka na str. 129) rozdélit Ghlopiitkami
z vrcholu B na (#-2) trojtihelniky. Mdme tedy celkem (n-2) 4 1 = n-1 trojihelnika. —
39. Piipad a = ¢ je zfejmy. Necht je a 5= ¢. Kdyby b byla s ¢ rovnobéind, potom by
prisetikem pifimek a, b prochdzely dv& riizné pfimky a, b rovnobéiné s ¢; to odporuje
zékladnf v&té o rovriob&Zkich. — 40. Viz text k obr. 24.

41, P#imka r nesplyne ani s pfimkou CA ani s pfimkou CB. Kdyby r prochizela
vnittkem A ABC, protala by stranu AB, co% je proti pfedpokladu (musilo by byt
r = AB a C leZct na AB). — 42, Jsou-li ob& p¥mky ruzné a lei-li D uvnitf poloroviny
ACB, jsou souhlasné rovnobé&Zné, lezi-li uvnitf opainé poloroviny jsou nesouhlasné
~ rovnobdiné, — 43, Body B, B’ le2f v poloroviné ACB, body D, D’ v opatné polo-

rovin& ACD; proto tisetka B’D’ protne piimku AC v bodé Q. Usetka B’D’ nile}
polorovin&€ ABC; proto bod O nile{ polopfimce AC. Usetka B’D’ viak ndle2f té%
polorovin& CDA a proto bod Q nileZi té£ polopfimce CA. Bod Q nélef tedy useice AC,
aviak Q == A4, Q == C. — 44.23) Body B’, D’ lei uvnitf poloroviny ACB. b) Je AB’ || CD’
a proto p¥mky AB’, D’C jsou nesouhlasné rovnob&iné; déle jako ve cvi&. 43. -- 48. a)
b) Piimka r protind stranu EB trojtihelnika EBC v bod& A; stranu BC neprotin,
protoe je r || BC. Protne tedy stranu EC v bod D, ktery leZi v polorovin& EBC (odtud
souhlasnd rovnob&Zinost), — 468. Vysledku cvi. 45 uijeme na A ABC a pfimku r;;
tim dostaneme bod Nj;. Podle poslednf poutky odst. 6 jsou ry, r; rovnob&Zky. Vysledku
cvit. 45 uZijeme na A M,N,C a pfimku r,. Tim dostaneme bod N, a pofddek BN;N,C.
JeZto body N,, N, le2f v téZe polorovind vytaté pfimkou M, M, je M;M,N;N, licho-
biinik, t. j. MM, || NyN,.
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II. Z4ikladni vlastnosti velikosti.

47. AC=x; BD=y; DA =z; AB = AD—BD = z—y; BC = AC—AB =
=x—(2—y)=x+y—2; CD=AD —AC=2z—x. — 48. Jest tzké AC =
= BD = CE a AD = BE. — 49, Sedminisobek p&tiny usetky: a) CD; b) jednotkové,
t.j. 1 cm; ¢) jednotkové, kterou jsme si na pf. zvolili. — 50. AB 4 BC = 4C.

51. a) Bod C je: (1) bud na prodlouZeni usetky AB za bod B nebo (2) za bod A.
Piipad (1): Je AC = AS + SC a SB + BC = SC; odtud setenim a uZitim rovnosti
AS = SB dostaneme hledany vztah. — Ulohu lze fedit isudkem takto: Budiz D bod
na prodlouseni usetky 4B za bod A, o ném? plati AD = BC; pak je i BD = AC,
SD = SCasoutet tiseéek BD, BC, AC, ADje zfejmé&roven 2. CD = 4 - SC.b) Viz cvit.51a.
— 52.8)3;b) }3¢) — §. — 53. 4; B. — 54. ¢) K danému A = (4BC) je BC = x =

A=A —
= l—a_-ii— a tedy Xg— X3 =Q- ’("——:-F(—j‘;——_-—li,pto danéhodnotyi.l,/'l,icCC =
= X3 — x; = 0,02. — 55.8)2.>l b)1>21>0;¢)A<0. — 59. a + <R, tedy
B<R—aj;dilejea+28>R Tedy26>R—a, > 3R —3a,t.j. 3R — $a <
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< B <R — a. — 60. Jeder uhel je x°, druhy n.x° t. j. x=n+ l; n=1;2; 3;
4; 5; 8; 9; 11; 14; 17; 19; 29; 35; 44; 59; 89. ’
8L 2n; m; j; 375 §; 5”’ In; 35 So; §mus Bovs Ji . — 62.360°; 180°; 90°;

180° .
135°; 120°; 270°; — - sasi 120 .—63. Jeden z Ghlu a, 8,7, d je En.—M.a)Ie—hn 1 DC,

AB|| DC, je n | AB. Dikaz: Vedme bodem A pfimku p kolmou k pfimce n. JeZto
kadé dv& kolmice k téfe pFimce jsou rovnob&iné, jsou piimky p, CD rovnobéiné
a tedy i piimky p, AB; posledni pfimky maji spoleiny bod A4 a proto splyvaji, t. j.
n | AB. — Je tedy m |  AB, n | AB. Bud je m = n (rovnob&iky) nebo je m == n;
v poslednim pifpadé nemohou mit ob& piimky m, n spoletny bod Y, jinak by jim pro-
chizely dv& rizné kolmice m, n k AB. Proto jsou piimky m, n rovnobé&Zné. b) Kdyby
byl < ADC = R, potom by podle cvit. 64a byl X DAB = R. — 5. Je X XBC <
< XABC= X BCX. — 66. ay a>b>c; b)a=c>b;c) b>a; b>c. —
67.3) A BCA=>~ A B'CA's ACAB~ A CA'B’; A ACB~ A\ A'C'B’; A CBA =~
o A C'B’A’; A BAC== A B’A’C’. b) Spravny je jen zépis (3). — 68. a) X DEC =
= X AEB; < EDC = X EAB; <X DCE = X ABE; CD=AB. b) < DEC =
= X AEB; X DCE = X ABE; BE = EC; AB = CD. — 69. A EAB~ A EDC
(sus), t. j. <X DEC = < AEB. Proto lezi B, C, E v pfimce. Dile viz cvi¥. 68b. —
70. a) Body A4, E le2{ v opanych polorovinich BCA; BCF; bod E leZi v polorovin&€ AFD
(td jako ABC nebo BFC), nebot je na polopifimce AD, kde 4 je na hranici a D uvnitf
poloroviny AFD. Proto lei v <X CBF, ktery je spoletnou ¥isti polorovin. BFC, BCF.
b) A ADC=~ A EDB (sus) a tedy y = <X ACD = < DBE. c) Podle cvik. 70a leZi
E v X CBF a tedy <X CBF > <X CBE = y (podle cvi¢. 70b).

71. Pravouhlé trojihelniky jsou shodné, shoduji-li se: (1) v jedné odv&sn a protéj-
$im Ghlu ostrém; (2) v jedné odvésnZ a pfilehlém Ghlu ostrém; (3) v pfeponé a jednom

212



prilehlém thlu (ostrém); (43 v pfepon a odvésné; (5) v obou odvésnich. — 72. a) Kdyby
bylo lze spustit dvé& kolmice, vznikl by trojihelnik 8 dvéma pravymi thly. b) A ABC =
= A AB’C (sus), proto X BCA = X B'CA=R. — 73. Alespoii dva. — 74. Je
a="b = ¢ a = f = y; rovnostranny. — 75. a) Oba thly 8 = y jsou ostré (trojihelnik
mé nejvyde jeden tdhel pravy nebo tupy). Jsou moZné rovnoramenné trojuhelniky
s thlem proti zékladn&: (1) tupym, (2) pravym, (3) ostrym (ostrouhly trojihelnik).
b) Je A ABD 22 ACD (ss8), t. j. < ADB = X ADC = R (vedlejii), tedy AD | BC;
dile X BAD = <X CAD, < ABD = X ACD. c¢) Je AD | BC (viz cvieni 75b)
a protoZe bodem A 1ze vést jedinou kolmici k BC, splyva tato kolmice s AD a jeji patou
je stfed D z4kladny BC. — 76. Pata P kolmice AP |_ BC padne bud na opa¢nou polo-
piimku k polopfimce BC (kdyZ je <X ABC tupy) nebo je P = B (kdyZ totiZ je X ABC =
= R). Body jsou proto v potddku PBXC a z poulky na str. 143 plyne vysledek. —
77. To je zfejmé pro ¥ = R; pro y < R padne bod P nutné dovnitf tsetky BC. Uréeme
na pHimce BPC bod C’ == C tak, aby PC’ = PC; pak je PB > PC’ (jinak by bylo
p =X AC’P X B) a bod C’ leZi uvnitf Gsetky BP. Tim i polopfimka AC’ padne
dovnitf thlu & PAB a tedy <X BAP < & C’AP = X CAP. — 78. A\ ABP, A\ ACP
jsou pravouhlé a tudiz AB > BP, AC > CP; protoje AB + AC > BP + CP = BC.—
79. Je-li a = b, zfejme je a — b < ¢. MiZeme pii vhodném oznaleni pfedpoklddat,
%e a > b. Podle cvid. 78 je a < b + ¢; odeltenim ¢&isla b od obou stran nerovnosti
mime a — b < ¢. — 80. Ziejmé pro oba hly ostré nebo pro jeden ostry a druhy pravy.
Zbyva moZnost, fe v AAX X, je LX,X;4 > R (obr. 34); pak zbyvajici thly jsou ostré.
Tu je X AX X, < X AX,P (viz str. 143), kde P je pata kolmice AP | X,X,; ale
X AX\P + & AX,X; = 2R, tak¥e X AX,P + ¥ AX, X, <2R.

1. Shodnost.

81. RozliSeni lze provést uZitim opa&nych polorovin o spolené hranici 4’B’.
Jeden trojuhelnik je shodny pfimo, druhy nepfimo. Smysly uhhi pfi pfimé shodnosti
jsou souhlasné, pfi nepfimé nesouhlasné. — 82. Pii A’ = A, B’ = B je jeden péti-
thelnik totoZny s danym, druhy je k nému soumdrn& sdruZeny podle osy AB. —
83. ¢) Podle poutky na str. 143 (obr. 34) existuje na piimce X, P, kde AP | X,P jediny
bod X, =% X;, o ndmZ plati, J¢ AX = AX,, takfe pfimka X,P mi s kruinici
o stfedu A a polomé&ru r = AX, pouze dva spoletné body. — 85. Viz cviteni 75. Deltoid,
kosoitverec, &tverec, pravidelny n-dhelnik.. — 86, X je: a) uvnitf poloroviny mimo
pfimku AB; b) uvnitf usetky ABav polor&viné 04 c) na polopfimce AB za bodem B;
d) uvnit poloroviny 0B mimo piimku AB; e) uvnitf poloroviny 0B mimo pifmku 4B
blizko osy o0; f) na ose o mimo pfimku 4B; g) stied GseZky AB; h) uvnitf poloroviny oB"
a to bud uvnitf Gsedky 4B nebo na jejim prodlouZeni za bod B. Neni. — 87. BudteZ
0y, 0g, 05 08y stran BC, CA, AB trojtihelnika ABC. Neni mo?né, aby bylo na pt. o, || 053
potom by kolmice BC | o, stila kolmo i na o; a bylo by BC || CA. Proto jsou oy, 03
riznob&Zky a protinajf se v bodé O. Tu je OB = OC (bod O je na o,), dile OC = OA
(bod O je na o), t.j. 04 = OB = OC. Jiny bod M, o ném3 plati MA = MB = MG,
musi leZet na o, i 05 a tudiZ M = O. Osa o; bodem O rovné% proc 1, riebot je 04 = OB.
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— 88, Budi? o osa soumé&rnosti. a) Bod osy o (samodruZny). b) LeZ{ uvnitf jedné z polo-
rovin, vytatych osou o, a je kolmd k ose; smysly tiseek jsou opainé. c) (1) Le2ic v o;
(2) kterd mé pfimku o za svou osu. d) Jednak osa o (totoZnost vzoru a obrazu), jednak
kolmice k ose o. €) Jednak kolmice k o (nesouhlasnd rovnob&Znost; pHimky splyvaijf),
jednak rovnob&Zka s o, v¥ectné o (souhlasni . rovnob&Znost). f) Bodem prochizeji dvé
takové pfimky a tvofi s osou tihly 45° a 135°. g) Na ose 0. — 89. Hledany bod je prised{-
kem osy o, || p rovnob&2ek p,p’ a osy o, usetky AB. Nesmi byt AB |_ p, ledaZe by bylo
0, = 0g.
92. a) Osy u,, uy, u; po fad& protinaj{ strany BC, C4, 4B trojihelnika ABC
v bodech A4,, By, C,. Usetky BB,, CC, se jisté protnou a to uvnitf A ABC v bod¢ §;
ten m4 jednak od p¥imek BA, BC, jednak od pfimek CB, CA rovné vzdilenosti a tim
i od ptimek AB, AC. Proto S leZf i na ose u,. b) RovnéZ osy u,, u’y, 4’y se protnou v jedi-
ném bodé S;, ktery md od pfimek BC, CA, AB rovné vzdélenosti (stfed kruZnice
trojuhelnfku vn& vepsané) a ktery lexi v poloroving opatné k poloroviné BCA. Je
wy 1 u, atd. c) Osy w'y, u’y, u'; tvofi AS,S,S; a bod S je v ném prisetfkem vylck. —
83. a) Osu o, shodnosti (0;, 0y), kde o, || 05, poloZte bodem X; tu je X = X* = X,
nebot je 0y == 04, b) Pfi 0sové soumérnosti svird pfimka s osou tyZ thel jako jejf obraz;
kdyby bylo a’ | oy, bylo by té2 a’ | 04 t. j. a* | 05y t. j. a* 1 o, atimia | o, (viz
cvid. 64). ¢) Necht pfimky b, b’ maji spoleny bod X; jeZto v posouvini (které nenf
totoZnostf) je X' == X, je ¥’ = XX’. Ale XX’ | o, atedy &’ | 0, tim i b* | 0, 2
b 1 o,. Ale pak bodem X prochdzejf dv& kolmice b, b’ k ose oy, coZ je moZné jen tak,
Ze b = b’. d) Kdyby pfimka ¢ méla spole¢ny bod X s ¢’, bylo by ¢ | o, (viz cvit. 93¢),
cof je proti pfedpokladu. ) Véta je zfejmd pro pfimky ¢, ¢’y které nemajf spoletny bod
(neboli jsou navzdjem rovnob&iné). Pro pfimky b, b’, které majf spoletny bod, je b = b’,
t. §. b ]| ¥’ (viz cvid. 93c). — 94, Pfedpoklidime, 2e A4’ == A (jinak by bylo i B’ = B,
co% by vedlo k totoZnosti). Budi o, 0sa usetky AA’ a déle o, || 04 pfimka, jdouc bodem 4
(jist® je o, == 04). Shodnost (o0;, 0,) je posunuti, které pfevadi bod 4 v 4’, usetku 4B
v tisetku A’By, kde A'B, || AB a A'B, = 4B, t. j. By= B’. Podle zdkladn{ véty
se str. 146 existuje jedind p¥im4 shodnost, které A ABC pifevddi v A 4’B’C,. Proto
je A A'B'C’'2>2 A A'B'Cyatim Cy==C'. — 98.Je AB|| A\By || AsBy, AB = AB, =
= A,B,; dile viz cvi&, 93, — 98. a) BudiZ S, stfed tsetky BD; dvojice pfimek B4, DA
odpovidd v soumérnosti podle S, dvojice DC, BC, prusetiku 4 prvych dvou, prisetik
druhych dvou, to jest bod C. Je tedy S, == S, 4 = SC. b) Viz 98a (soumZrnostl) —
99. a) (Mime dokdzat, 3¢ BC|| AD.) Usetce AB odpovidd v soumérnosti podle S
tGsetka CD (nesouhlasné rovnobéind a ji rovnd), tak¥e C, D jsou obrazy bodd 4, B,
t. j. GiseCka BD je bodem S rozpilena. Potom piimka BC je obraz pfimky DA a tedy
BC || AD. b) Plyne z vlastnosti pffmek soumérnych podle stfedu. — 100. a) Budif
AB, polopfimka nesouhlasnd rovnob&¥ni s BC; potom B, leZ{ v polorovin® BAB'
‘aje X BAB, = ¥ ABGC = < BAB'. Proto polopfimka 4B’ spljvi s polopf{imkou AB,.
b) BudiZ 4B, polopfimka opa&n4 k polopfimce AC’; potom X C’AB + < BAB, = 2R
(dhly vedlejdf) a vzhledem k pfedpokladu je <t BAB, = < CBA, &mZ je tloha pfe-
vedena na cvi¢. 100a. ¢) Je X BAH + < ABL = 2R (jedna dvojice ramen souhlasné,
druhé nesouhlasn& rovrobéinych). Tedy B = < ABK < < ABL. P¥imky AH, BK
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se nutné protnou v bod¢ X (jinak by bodem B prochizely dvé pfimky BL, BK rovno-~
béiné s AH); bod X nemue leZet na polopiimce BK’, opatné k polopfimce BK (ta leZi
v poloroviné ABH), nebot polopfimka BK’ leti celd (az na B) v poloroviné opatné
k poloroviné BLH (a v té leZi celd pfimka AH).

101. (1) w < R; 2R — 2w; (2) R — {w; R — }w, kde w < 2R. — 103. Na pf.
vndj$i thel @ =2R—a=(a+ B+ —a=f+9» t j &>f a>y. —
104. Je <X BUC > < UVC > < BAV (ugijte poutky o vnéj§im thlu na A UVC
a A VAB). — 105. Budi 4, stfed usetky BC. (1) A4, = $BC; pak trojthelniky
A ABA,, A ACA, jsou rovnoramenné a tedy a = X BAA, + X CA4, =B+ y
apondvad: 2R = a + (B + ¥) = 2a,jea = R.(2) A4, > {BC; v A ABA,a A ACA,
je pak A4, > BA,, A4, > CA, a proto > & BAA;, & > X CAA,. Pak je 2R =
=a+ (f+9) > a+ (X BAA, + ¥ CAA,) = 2a, t. j. R > a. (3) Zaméfite zna-
ménka nerovnosti v pfipad& (2) za opa¥ni. — 106. Sta¥{ zn4t jediny. — 107. Je a = y;
B = 06; odtud: 4R = (a + y) + (B + &) = 2a + 28 (soudet Ghli ve &tyrihelniku)
atedy a + B = 2R. Uhly a, f le2f v téZe polorovin® ABC, jeden pir ramen je nesou-
hlasné rovnobéiny a protoZe a + f = 2R, je druhy pir rovnobé&Zny souhlasné, t. j.
AD || BC. Podobng je AB || DC. — 108. a) Pak i &tvrty thel je R; podle cvig. 107
je to rovnob&Znik a protoZe m4 jeden uhel pravy (definice), je to obdélnik. b) BudiZ o,
osa Usetky AB; v soumérnosti podle o, je B obrazem bodu A4 a pfimka BC obrazem
pimky AD || o, a tedy C obrazem bodu D (je totiz AD = BC). Budi¥ S prusedik
uselky AC s oy, v téZe soumérnosti je tisetka BD obrazem tsetky AC a bod S prusetikem
obou uhlopiiXek AC, BD. — Toté% o ose o, uselky BC, pfi &emsZ je o, || AD, 0, || AB.
c) (1) BudiZ o, | AB piimka, jdouci stfedem § rovnobé&inika ABCD; o, je ziejmé
osou rovnoramennych trojthelniki SAB, SCD, tedy a = . DAB = <X CBA = §,
6= X ADC = X BCD = y. Stejn& osa o, usetky BC je osou rovnoramennych
trojdhelnikd SBC, SDA aprotoje f=p, 6 =a,t.j,a=f=py=06=}-4R=R
a rovnobé&Znik je obdélpik. (2) V rovnobéiniku ABCD vidy plati a + B = 2R; ale
A ABCz=~ A ABD (sss) a proto § = a = }2-R = R. — 109. Utijte vlastnosti osy
rovnoramenného trojthelnika. —

111. Na pofadi os o, == 0, zdleZi, pokud neni thel otoZeni lichym nisobkem 2R
(stfedovd soumérnost). — 112. a) Budi¥ A4,4; libovoln4 strana n-tihelnika; viechny
body Aj, As,. .., AnleZi v tée poloroviné A,4,S (coZ plyne z rovnosti 3‘71 = 3}7; =
= 'S—As =...= SA,; viz poutka na str. ,143); tak jsou urleny opérné poloroviny
nafeho mnohotihelnika. Uhel < 4,4,4; je dvojnisobek thlu < 4,4,S rovnoramenného
A SA, 432 A SA;A, atd. Mnohothelnik se rozpad4 na n takovych shodnych rovno-
tamennych trojihelniki; fikejme jim pro stru€nost &istené trojuhelniky. b) Po-
lomér opsané kruZnice je r; polomér vepsané kruZnice je  vzdilenostbodu S od
pfimky 4,A4; nebo A,A4; atd. c) UvaZujme &iste¢né trojihelniky A SA,A45, A SAzd;.
Osami soumé&rnosti n-thelnika (jak snadno uZitim uhlu @, zjistite) jsou osy téchto
trojithelnikll (v poftu n) a na pf. také piimka SA4,. To plati o kaZdych takovych
trojihelnicich pfisluinych ke dvéma sousednim stranim n-uhelnika. To je celkem
nos SA;, SA,, ..., SAy a n o8 &isteCnych trojihelnikd. Pfi lichém 7 splyvd na pf.
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ptimka SA, s osou toho Zastetného troiﬁhelnika SApAy, ieho? vrchol Ap vznikne otote-
nim bodu A, kolem bodu S o thel w = ”—;- L. @n v Kiadném a bod A, podsbnym
zplisobem, ale v ziporném smyslu otdZeni. Zbyvi tedy n os. Pfi sudém n splyvé osa S4,
s ocou SAg, kde .1 vznikne otoZeniin bodu 4, kolem S o Ghel w’ = % Pn=12

(kladn& neho zéporn&); pravé tak splyva osa strany 4,4, s osou strany A,A4,, kde 4,

vznikne otodenim bodu A, kolem S o tihel w, = (——;5— - l) Pn ve smysiu kladnéma 4,

o tyZ thel w, ve smyslu zdporném (snadno zjistite, Ze Ap, Aq i§ou sousedni vrchely);
to je tedy ien—'zl- + -g— =n os, které viechny jdou bodem 3. Jinych os neni; kdyby

pfimka o byla osou tsetky AA4’, kde 4, A’ jsou dva rizné body z vrchola 4;, As, . . .,
Ap ncdeho n-thelnika, potom uvaZujeme tikto: Pfimka o jde jist® bodem § (Gsetka
AA’ je té&tivou kruZnice; pfipad 4 = A4’ vede k osim, o nich? jsme mluvili). Potom
uvnitf obou obloukit A4’ bude v pfipadé¢ sudého n sudy poéet vrcholi (nebo
Zidny vrchol) na¥eho n-tihelnika; ty si po piru odpovidaji a snadno zjistite, Ze osa o
je osou dvou (protéjsich) stran n-thelnika; reboli patfi mezi jiz spotitané osy. V pfipadé
lichého 7 je v jednom oblouku AA’lichy a v druhém sudy (nebo 2idny) polet vrchold;
druhy pfipad je tyZ jako pfi » sudém a osa je zase jednou z urenych 7 os. ¢) z. f) Jde o to,
abyk. @n = 47 (kde k je pfirozené &islo). Dv& sousedni osy sviraji tihel }m,; ma-l byt

0; 1 0y poloZime & - (¢n) = 47 (kde k je pfirozené &islo), t. j. 2—:”—- =m, tedy k =
n
2
A %= A’, B &= B’. Potom (1) bud body A4, B, A’, B’ leZi viechny v jedné pfimce nebo
(2) urtuji rovnob&znik ABB’A’. Budif o, osa Usetky AA’, t. j. o, | AA’s 0, | BB
V soumérnosti o ose o, budte? A* = A’, B* obrazy bodii 4, B. V pfipadé (1) je B~ == B’;
0sa 0, Gsetky B*B’ je hledana druh4 osa nasi shodnosti (03, 05), pii &emsz je o, || 0y, nebot
je o3 | BB’. V piipadé (2) je budto B* = B’, pak je 0, :== A'B’ = A*B* nebo je
B* == B’, potom osa zikladny A A*B*B’ (kde je AxB* = A*B’) jc hledani osa o,.
b) (1) JestliZe bedy A, B, A’, B’ le#i v jedn¢ pfimce, pfi vhodném oznalenf je 4 3= 4"
Osa o, usetky AA’ budi? osou soumérnosti, v niZ bodu A odpovidi obraz A* = 4’
a bodu B obraz B* = B’; 0, = AB | o, (stfedovd soumérnost). (2) JestliZe
AB || B’A’ jsou dvé& ruzné piimky, je ABA’B’ rovnob&nik o stiedu S. BudiZ o, osa
usetky AA’; v soumérnosti o ose o, je A* = A’ obraz bodu A4 a B* obraz bodu B. Budto
je B* = B (t.j. B lei na o, a AA’, BB’ jsou uhlopfitky kosoitverce ABA’B’), pak
0g==AA’ | BB’ je druhi hledani osa soumé&rnosti; nebo je B* 3= B, potom je o,
stfedni ptitkou v A BB'B* (pili usetky BB’ BB*, t.j. o, || B’B*). Proto 0sa 0= AA’
tseCky B’B* stoji kolmo na o; a v soumérnosti o ose o, je B’ obrazem bodu B*
(v obou pfipadech tedy opét jde o stfedovou soumérnost). (3) Budtez AB, A’B’ dvé
riznobézky; pfi vhodném oznaleni je 4 3= A’: — Budtez AA’, BB’ riizné rovnobézky
nebo budi? B= B’ a o, osa tsetky AA’, pak v soumérnosti o ose o, je A’ = 4*
obrazem bodu 4 a B’ = B* obrazem bodu B. Osa 0, = A’B’ (prisetik pfimek 4B,

. To je moZné jen pro n sudé. — 113. a) Lze predpoklidat, e je soulasnd
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A’B’ je stfed rotace a jeden z ihhi obou pfimek je thel oti¢enf). — Jestlize A4, BB’
jsou riiznobdzky a o, osa Gsetky A4’, body A* = A‘, B* obrary bodi A4, B v soumér-
nosti 0 osc o, potom BB*, B*B’ jsou ruznobéiky (jinak by byly A4’, BB’ rovno-
b&Zky, nebot BB*, AA’ jsou rovnob&Xky); proto jsou ¢;, oy (kde oy je osa dsedky
B*B’) rovné: ruznobéZky a jejich prisetik stfed S rotace. Jsou-li s, s’ rovaobéZky vedené
bodem S s pfimkami 43, 4’B’, s* obraz pfimky s v soumérnosti o ose oy, je s’ obraz
piimky s* v soumé&rnosti o 0se 0,. Ale obrazy dvou rovnob&Zek v osové soumérnosti jsou
opé&t rovnobd2ky a v nafi rotaci je s’ obrazem pfimky s; proto ud4va jeden z ihld piimek
$ 8 t. j. jeden z dhld pfimek AB, A’73’, tthel oti%eni. — 114, Ozname ¢’, ¢’
pHmky, které vzniknou otolenim piimky ¢ kolem bodu 4 o thel a v obou smyslech.
Pokud je a # R: jsou piimky ¢’, ¢’ navzijem riaznob&Zné; pro @ = R jsou spctu rovno-
‘bé%né. a) Jsou-li ¢’y b; ¢, b dvojice ruznobéZek, ma tloha dvé feleni. b) Jsou-li ¢’y b
dvé rizné rovnobéZky, isou ¢”, b: (1) pro a 7 R dvé riznobdZky a je jedno feleni;
(2) pro a = R dvé 1ovnobéZky a tloha nemi fefeni. <) Jsou-li ¢, b dvé splyvajict
ptimky, mi ‘Gloha nesfslné mnoZstvi feleni. Potom (1) pro @ # R jsou ¢”, b dvé
riznobézky, co% je dalii fefeni; (2) prc a == R, jsou ¢, b dvé rizné rovnobéiky. —
Piipad a) nastane, jc-li kazdy uhel ofimek b, ¢ jiny neZ a. Piipad (3) nastane, je-li
jeden Ghel p¥imek b, ¢ roven @, vzdilenosti edu A od piinek &, ¢ sob& rovny a leXi-li A
v tom dhlu ptimek b, ¢, ktery neni roven a. Jinak nastdvd piipad b).

IV. Podobnost.

15, 215, — 116.2)2,7; $33,634053b, =205 by = 3,2 1) by = 0,63 by = 7,2, —
117. a) Urgete stfedni piitky HL, LK v AABC, AACD. b) Je HL = }BC, Hf =}-AD, .
pfi &em (obr. 57) je BC > AD; tedy JL = }(E’—C — 4AD) a potédek bodi je HYLK;
BC || JL a ¥BCL je lichob&inik, bod U je prisetik jeho ramen BY, CL. Dile uZijte
pomocné poutky: Je-li v lichob&Zniku ABCD (obr. 57) AD < BC, potom se pfimky
BA,CD protnou v poloroviné opa&né k poloroviné ADB. Né¢rt dikazua: Budiz ABA'D
rovnobéZnik (cvid. 99a), pak bod A4’ oddéluje body B, C a plati & BAD -+ X ADC >
> < BAD + < ADA’ = 2R. RuznobéZky 4B, DC se neprotaou v poloroving ADB
(viz cvig. 100c). — 119. Narysujte dvé nﬁznobéiky POy, Hlixl, kde Py == Hy == L, == A,;
na prvni uréete body Q;, M, tak, aby Pth = PO, LM M = LM, na druhé bod }’('1 tak,
aby H K, = HK. Vedte M,B, || 0,K,, kde B, leZi na primca H,K, — 120. FE = 4;
EC = 63.

122, Dv& z rovnic (2) nebo dvé z rovnic (3) nebo po jedné rovnici z kazdé skupihy '
(2) a (3). — 123. Podobné jsou trojahelniky z (2), (3), (4). A FPO ~ A A,B,C, ~
~ A EDT. — 124, a), b) ano. — 125. a), b) podle I na str. 169. — 126, a) Obdélniky
4B, 1B, _ BC
A,B,C,D,, A,B,C,D, jsou podobné, je-li: (1) = ,7{ B, B_C.._ L1 (podleIID);(2) { AlslBl =
3L
= X AySyB, (viz cvid. 125a). b) Viz cvit. 125a c) Bud shodny (obvod 36) ‘nebo ne-
shodny (obvod druhého 180). — 127. Sestrojte pomocny A AB,C, ~ A ABC, kde
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B, le3i na poloptimce AB, C, na polopHimce AC tak, 3¢ 4B, = A'B’ (je B,G, || BC).
128. a) Oznatte A4,, B,, C, paty kolmic spuiténych s bodt A, B, C na prot&jii strany
A ABC.Je A ABBl ~ A ACC, (podle I, nebof <X 4 j )e spoleény, X B, = X C; = R)
s :edy;’—- : =—‘- —},—, L o =k- —, vy =k- ——(kdek>0)atd — 130.3) Po-
dle poulky o atfednl piitce je koeficient podobnosn k =} (t. j. a; = k- a atd.); po-
utka IIL b) Je < TA,B, = < TAB (ramena nesouhlasné rovnobdind), < A,TB, =
= X ATB (vrcholové); tedy A TA;B, ~ A TAB (podle I), pfi ¢emZ k = §, nebot
je 4B = 2. 4B, (stfednf piitka). TéZnice A4,, BB, sc protinaji v bod& T, pfi tem
je zfejm& (A4,4AT) = — §; t&inice Ad4;, CC; se protinaji v bod® T’ a zase plati
(AAT)= -}, t.§. T'=T.

131. a) Obsah &tverce na vyice pravoihlého trojihelnika je roven obsahu obdélnika
sestrojeného z obou Giseki pfepony; atd. e) Utijte Pythagorovy véty. — 132.a)1 : 1 : /2.
— 133. /3 : 2. — 134. a), c), d) Je; b) neni. — 135. a) Pomoci obricené véty Pythago-
rovy. b) a® = (3e)* + (3f)*. — 136. Z A ABD (kde <X D = R) plyne: AD = 12;
podic (6) ze str. 173 je AD-AE=AB% t.j. AE =" ar=%f. — 137. AE =
AB-Y2> 4B a bod E leXf na prodloufeni tsetky AB za bod B, takie X AED <

< 4 ABD = 45°; proto je <X BAP > 45° (viz A\ AEP) a bod P leZi uvniti polo-
toviny ACP. Z A DEA plyne: DE* = a® + 2a%; DE = a}/3; podle (6) ze str. 173 je
EP = AB*: DB = 2a* : a3 =% . a)3. — 138. V A ABC (obr. 60) stfed S kruZnice

trojihelniku opsané pili pfeponu, P je pata viiky CP | AB. (1) Je-li P= S, je
v? 1

A ABC rovnoramenny a ¢; + ¢ = 2v, t. j. c1+—c-——20aprov- l)ec1+——2
1 3

(@ Jeli P=£ S, je SC> CP,t.j.2- SC > 2vnebolic, +-"— > 20 atd, — 138, Je

5 5 5
AABC~ A AB,Cy; 8) ¢c = a atd., b) sina ==-Z— =% : -6—c, = ::-:'— = sina, atd.

~ 140. b) sina = cosf; cosa == sinf; tga == cotgf; cotga == tgf.

143. 8) » == 48}°; 273°; b) o = 681°; 27}°; ¢) w = 45}°; 543°; 0 = 19}°; 73}°
— 4. a), b)p<e<y; c) e<p<y — 145. V obr. 64a je AC = 1; roste-li
BC = tga = cotgf,roste téZ a, ale fubyvi. V obr. 64b je: 1 = AB > AC = cosa > 0;
1 = 4B > BC = sina > 0 (4B je pfepona A ABC). — 146. a) sin 30° = cos 60° = };
8in45° = c0845° = §}/2=0,707; sin60° = c0s30° = }}/3 == 0,866; tg30° = cotg60° =
= }J3 = 0,577; tg45° = cotg45° = 1; 1g60° = cotg30° = |3 = 1,732, — 149.a),
b) V A ABC (obr. 64b) je BC + CA > AB; dile je |BC — AC| < AB =1 a tedy
vidy (sina — cosa)® < 1. c) Pro a = 45° je tga = cotga = 1 a tga + cotga = 2;

1
‘proa#45jec=tga# 1, ¢ = :—=cotga¢l a podle cvil. 138 je tga -+ cotga =
1

1 _ .
= c,+;l->2. —150.8) w =90° —@g; D) w =@;c) =9 <45°;d),¢), f) 0 <
<¢; g p<o.

218



-~

151. a) 0; b) 15¢) 1; d) 1 (pro @ < 30°). — 152. a) cosa=i; —-; tga =

5
_ 3 5 V7T 5 11/7 24 7
b) sin — S = m»—-*-—-— = e
Y V") T U A T4 3V" O laa = 52 5 V35 oa = o5
1 i 5 3
>3 3 d) sina = 13 V._i -E; 3]/;—;. — 153, &) 0,3184; 0,9478; 0,3365; 2,9715;

b) 0,9603; 0,2790; 3,4421; 0,2905; c) 0,8545; 0,5197; 1,6448; 0,6080. — 164. a) 30°58’;
59°32’; b) 18°40’; 53°8’; c) 30°58’; 54°28’; a) 35°54’; 71°27°. — 1565, a) 27°36';
b) 29°42’; ¢) 16°2’; d) 10°49’. — 156, a) a == 53°8’; b) a = 36°52’; ¢) a === 2,16; b = 5,07;
d) a ==2,26. — 157. a) u, = 13,1; 13 == 14,25 u; == 7,5; ¢ = 14,7; b) 26°52’; 15°52';
59°19%; ¢) 61°4’; 52°46’; d) 23,7. — 158. a) Hornf meze: 3,465; 3,216; 3,160; 3,147;
b) dolni meze: 3; 3,105; 3,132; 3,139. — 159. 3,8 km; 5,1 km. — 160, 32°,

1
161. 31 m. — 162, 96,2mza vt. — 163. Asi 480m. — 164. :.:—v- = 10%.sina (%pp). —

165. Spéd je tangens Ghlu < BAB’; ¢y < &; < ay. — 189, Jsou soumérné podle bodu S.

—170.(1) Je AB || A’B’: Na ptimce A4’ urdime bod S tak, aby délicf pomér (4’4S) =
'BI 5

—%B—a rs Stejnolehlost (S, -—) pfevede bod 4 v A, pitimku ABCDE v pfimku -

A’B'C’'D'E’ (soublzend rovnohiZnou), bod B v B', ntbol A’'B’ = — . ABatd. (2) Je
AB|| B’A’: Pro § platf (A"AS5 = — —i— — Jeou-li v, v’ vzdélenosti bodu S od
pHimek AB, A'B’, je —3: = -:— V piipad€ (1) jc v — v' = 55; v/ = 27,5; v =33,
V ptipad€ (2) je v + v' =55; v =2,5; v =3.

171, a) Z podobnosti A ABC~ A A'B’‘Cplyne a = a’, § = f’, y = y’. Uitim
poudek o \ihlech s rovneb&nymi rameny dostaneme, 3¢ CA4 || C'4'. (1) Je-li 4B = 4B,
jde o piimou shodnest, Piedpoklidejme, #z oba trojihelniky nesplyvaji, pak plati
soutasné 4= A, B= B, CxEC’ (je-li A=A, jei B=B’,C=C').Pfitom jen
dv& z téchto dvojic bodd mohou lcet v jedné p#mce; zvolime-li vhodng oznalenf,
budou A4’, BB’ dvé rizné piimky a AA4’B’B je pak rovnobéinik (je 4AB|| A'B’
4B = A'B"), wuakie A4’ = BB’, AA’|| BB, Podobn plati BB’ = CC’, BB’|| CC’,
jestliZe jsou i BB’y CG’ jsou dv& rizné ptimky. To viak platf i kdy2 ptimky BB’, CC’
splyvaji: UvaZujme posunuti: (v pfimce BC) uréené vzorem B a obrazem B’ a budi? C*
obraz bodu C v tomto posunuti, Smysly tseiek B’C*, BC (posunutf) i useck B'C’,
BC (dany pfedpoklad) jsou souhlasné, tim i smysly tsetek B’CG*, B’C’. Déle je B'C’ =
= BC (dany pfedpoklad), BC = B’C* (posunutf) a tedy B’'C’ = B'C*, t. j. C¥=C’
a velikost posunuti BB’ = CC* = CC’. Trojihelniky Ize ztotoZnit posunutim, (2) Je-li
4B # A'B’, mideme jako v plipadé (1) pfedpoklidat, 3¢ AA’, BB’ jsou dvé rizné
pfimky. Potom A4'B’B je lichob&inik (AB || A’B’; AB # A'B’) a budiZ S prisetik
ramen AA’, BB’. Ve stejnolehlosti o stfedu S, budiZ A’ obrazem bodu A4; potom ze
znidmych vlastnosti stejnolehlych tsedek a Ghla snadno dokéZete, Ze B’, C’ jsou obrazy
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bodu B, C v této stejnolehlosti. b) Jako ve cvig. 171a dokéZete, Ze CA || A’C’; stejnd
Ize pfedpoklidat, Z2e AA4’, BB’ jsou ruzné pfimky a protoze AB || B’'A’, je ABA’'B’
lichobéZnik a jeho tihlopfitky maji spoleiny bod S. Stejnolehlost o stfedu S, v niZ 4’
je obrazem bodu A4, pnfazu)e zfejmé bodum B, C body B’y C’. — 172, Je na pfiklad

’

k
stejnolehlost (S, —;) . - 173._ Tro;uhelniky ‘A A,B,C,, A A3B,C; maji piisluiné

strany bud souhlasné nebo nesouhlasné rovnob&Zné a jsou podobné; podle cvié. 171
1ze jeden v druhy pifevést (1) posunutim nebo (2) stejnolehlosti, Necht A4, je ten vrchol
A A,B,C,, ktery nele?i na piimce S,3 S,3. Pfipad (1) nastaneprok = k’; je A A4;8385 ~
~ A A,A4,4, pii tems pfi k> 1 je Agds || Sya Sip» PH 0 # & < 1je 4345 || S13S1s
ale vidy je 4,4, = |k — 1]. §,8,; (tedy velikost posunuti). Pfipad (2) nastane pro
k # k’; pak se riiznob&2né pfimky Sy Sy3, A4, jist€ protnou v bod& S, jiném neZ S,
nebo S;;. Protoe bodu X == X; = §;, ve stejnolghlosti (Sy3, k) odpovidi obraz Xj,
ktery leZf na pfimce S;; Sy3, je Sy priselikem pfimek A,4;, X, X; a tedy hledanym

’

. k
stfedem Sy; stejnolehlosti (S,a, ko =—k-) . = 174, Sestrojte A A,B,C, stejnolehly

s A\ A’B'C’ tak, aby 4 B, = AB; za stied S zvolte bod C’ = C,. Pak je A A,B,Co ~
~ A ABG (ptimo). A ABC lze pievést v A 4,B,C, bud posunutim (je-li 4B ||. 4’B")
nebo ototenim {stfed otdZeni je prisetik os Gselek AA4,, BB, CC,). Viz cvit. 113, —
175. a), b) Vizcvit. 130. ¢) Bodu S’ = V ve stejnolehlosti (T, — 3) odpovid4 bod S, ktery je
stfedem kruZnice opsané A ABC, pfi dem3 je TS == | — } |- TS". d) Vite, 2e bod V le#
(1) uvnitf, (2) ve vrcholu C pravého thlu < G, (3) vné trojuhelnika ABC podle toho,
je-li A ABC: (1) ostrodhly, (2) pravothly, (3) tupoihly. Ale A ABC le# (aZ na 4,
B, C) uvnitf A A’B’C’ a proto v pfipadé (1) le{ bod V uvniti A A’B’C’, v piipadd (2)
le{ V"’ uvnitf strany A’B’ (tu je <X C’ = R). V pfipadé (3) budiz <x ACB > R a budte?
BP, | AC, P’sCP; | AB, kde P,, P, jsou pfisluiné paty. Tu < ABP; je ostry (dopli-
kovy k thlu a), < BP,C = R, takJe jejich soudet je men3i ne2 2R; proto polopiimky
BP,, P,C se protnou v poloroviné ABC (tiZ jako ABP;) v bodé V. Oznatme CP’,
polopfimku opatnou k polopfimce CPy, takie polopfimka CP’y leZi v poloroviné opatné
k poloroving A’B’C’ (tedy vné A A’B’C’). Poloptimky BP,, CP; se neprotnou (prvni
leZi aZ na hod B vné, kdeZto druh4 aZ na bod C leZi uvnitf < ACB), proto pro hledany
bod V zbyva z polopiimky P,C jeji ast, polopiimka CPy’, takZe V leZi vné A A’B’C’.
— 176. Sestrojte pomocny A SMoNy, kde SM, = 2j, SN, = 3 (tu j zna¥i jednotkovou
tsetku) a vedte bodem A piimku UV rovnobéinou s M,N,. Neni-li pomé&r vzdélenosti
bodu A4 od pfimek MSM’, NSN’ roven %, jsou feSeni dvé (k narysovanému bodu M,
plislulejt dva body N,, 3N, na opaénych polcpfimkich SN, SN*); jinak je feleni jediné.
Jde o steinolehlost se stfedem S obou trojuhelniki SM, N, SUV (bod 4 miiZe leZet
a% na prod'ouseni strany UV). — 177. (Body 4, B, H nesmi lefet v jedné piimce.)
Bodem A’ vodte AR’ || AB, A'H’ || AH, kde B’ 13 na b. Déle bodein B’ vedte B'H' ||
|| BH a ozmatte H’ prisetik piimek A’H’, B’H’. Hledani pfimka je HH'. —
178. Sestrojte pfimky a, || a || a3 ve vzdilenosti m jednotek od a a piimky- b, || 5 || bs
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ve vzdilenosti # jednotek od b. Uhlop#itky rovnobé&Znika uréeného pfimkami ay, by, a,, by
jsou hledané pfimky. — 179. a) Sestrojte pomocny A A’B’C’ (@' =436 =53¢’ = 1T),
v ném vy¥ku v’y s bodu C’ a ve stejnolehlosti o stiedu S = C’ sestrojte k fisetce v’y
stejnolehlou tGsetku dané velikosti v;. b) Sestrojte pomocny A A’B’C’ tak, aby a’ = a,
B’ = B a vySetite stfed S jemu vepsané kruZnice. Sestrojte kruZnici (S; @) a opiste ji
A ABC stejnolehly s A A’B’C’ vzhledem ke stfedu stejnolehlosti S.

181, a), b) Oba n-thelniky 4,4, ... An, BB, . .. B, pfemistime tak, Ze v nové
poloze splynou jejich stiedy v bodé S a ziroved jejich stfedové dhly (to je moZné).
Vznikaji dvojice stejnolehlych rovnoramennych, na pf. S4,4,, SB,B,. c) Pfemistéme
oba kosoétverce do polok ABCD, AB’C’D’ tak, %e oba rovné tGhly <t BAD, < B’AD*
splyvaji. Ve stejnolehlosti o stfedu A necht je S’ stfed druhého kosoltverce obrazem
stiedu S prvého; v dusledku toho je C’ obrazem bodu C atd. d) Rovnob&Zniky pie-
mistéte tak, aby: v pfipad& (1) splynuly jejich stfedy v bod& S a aby se pokryly tihlo-
ptitky v tom pofadi, ve kterém jsou imérné; bod § je stfed stejnolehlosti; v piipadé (2)
oba stejné 1ihly splynuly a aby se pokryla ta jejich ramena, v nich? leZ{ Gm&mé strany;
spoletny vrchol obou splyvajicich Ghld je stiedem stejnolehlosti.

V. KruZnice,

184, Prochizi stfedem kruZnice; obriceng kolmice vedens sifedem S k tétivé kruz-
nice je osou tétivy. — 185. V obr. 72 je AB =2-PB, SB=1r; A SBPmi X P=R
a tedy SB > PB.neboli 2. SB> 2. PB, t. j. 2r >> AB. — 1886. a) Jsou-li AB, CD
(srovnej obr. 72) dvé sobé rovné tétivy kruZnice (8; r) a P, Q paty kolmic spuiténjch
8 bodu S na ptimky 4B, CD, pak plati: PB = GD, SB = SD = r. Z pravodhlych.
A SBP, A SDQplyne SP = VS“B_I — PB: = V.—S"ﬁ‘ — 0Dt = §Q. Je tedy
A SBP =2 A SDQ (sss) a tim <L BSP = < DSQ a tedy i jejich dvojndsobky, totiZ
<. BS4, < DSC. b) Budtez }T}}; < H_B— dve tétivy kruZnice (S, r) a P;, P, jejich
stredy. Pakv A SPyA4;, A SP,A, je Pl < Py = R apodle Pythagorovy véty plati:
SP{ = SA’ — A4,P% > .SA' - A:P' , nebot S4; = SA =r a dile je AP =
=1{-4,B, < 3 A,B, P atm i AP? < 4P} . Tedy SP, > SP,. Oznatime-li
X A‘SB =2a;, < A,SB, = 2ay, pak a;, ag jsou ostré ﬁhly a plati: sina; =
- f_lrl_’l_ < .’_’;:P_’ =sing, a tedy o, <op — 187. Podle oznateni cvit. 186a
je SP ='S0O = o a stfedy P, Q rovnjch tétiv AB, CD le3f na krunici (S, 0). —
188, Oznitme B.prisetik kruZnice s polopiimkou opaincu k polopfimce ST. Pak
plati: X SBX = < SXB (A SBX je rovnoramenny). Proto X TBX > X TXB a .
v A TBX je tedy TX << TEH. Jeito je ziejm& TA < TB, je B nejvzdilendjii bod.
—- 189, Tu tsetka AB neni prumér kruZnice (S; r); men3i oblouk lezi v < ASB,
vét$f ve zbyvajicim wihlu vypuklém. — 190. (Viz obr. 74.) (1) Na polopiince SY, kde
S§Y > r, uréime bod X tak, aby SX = r a dile pokratujeme jako v textu (od véty
»Obricend. . . v polovin& str. 196). (2) Je-li Y v <X ASB a uvnitf kruZnice, jsou dv&
mozZnosti (nehledime-li k piipadu, Ze by bod Y leZel uvnitk Gsetky 4B), bod Y leii bud
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v polorovin® ABS nebo v poloroviné k nf opané. Tomu odpovidd bud pofddek
SYTX nebo potidek STYX [dikaz jako v pHpadd (1)].

101, Je-li S = Oy, jei Oy = § (soustfedné kruZnice); je-li $ == O,,jei S 5= Oy 3= Oy
(pro k 3 1). Obrazem bodu A4, kruZnice /, je bod A4,, obrazem poloméru 0,4, je tsetka
044y, kde O,A; = | k|- 0,4, = | k|- r, = ry a obrazem kruZnice J; je tedy kruZnice
Iy = (Oy; ry). — 192. a) (2) Je-li O4 = Oy, zvolte na /; bod X,, ktery nele2i na pfimce
0,0, a urlete na kruZnici /; body X,, X’s tak, aby X’;0,X, || Oy X;. ProtoZe r; # r,
protnou pHmky X,X,;, X,X’, pHimku 0,0, v riznjch bodech S,, S;; priisetk na
piimce X, X, budiZ S, (le2f vnd Usetky O,0,), prisetfk na piimce X;X,’ budiZ S,
(le2i uvnitf Gsetky O,0,). Ve stejnolehlosti o stfedu S; budi2 X, obrazem bodu X;

pak je k= -:—'- a obrazem bodu O, je bod O,. Ve stejnolehlosti o stfedu S, budi2 X7,
1
obrazem bodu Xj; pak je & = — -Elaobmzexnbodu O, je bod Oy, Déle viz cvi¢. 191. —
1

Je-li r; = ry, bod S, neexistuje, bod S, je stfed dsetky O,0,; misto prvni stejnolehlosti
méme posunuti, druh stejuolehlost je stfedova soumérnost. ¢) Je-liz (1) 0,0, > r, + 1y,
le2i body S, Sy vné kruinic l;, ly; (2) 0,0, = ry + 1y, le2f S, vn& kru2nic, S je dotykovy
bod obou kruznic (vn&j3f dotyk); (3) [ry — | < 'O;T): < ry + 1y, le2f S, vnd kruZnic,
S, uvniti obou kruznic; (4) 0,0, = | ry — r, |, je S, dotykovy bod obou kruZnic (vnitini
dotyk), S, le2i uvnitt kruZnic; (5) 0,0, < | ry — r, |, oba stfedy le{ uvnité krunic
(pro O, = O, splyvaji se spoletnym stfedem). V pfipadé (1) jsou 4 spoletné telny,
v ptipad¢ (2) jsou 3, v pfipad¢ (3) jsou 2, v pfipadé (4) jedini a v pfipad& (5) Zddn4. —
194, a) Uhlopfitky jsou si rovny a navzijem se pili. Nebo: Budi @ = ¥ 4SX,
@=XXSB; je o +9¢=2R; SAXB= X AXS+ L SXB=1¢% [2R— w) +
+ (2R — ¢)] = R. b) Budik S stfed ptepony AB; budiz Y obraz bodu X v soumér-
nosti o stfedu S. Pak AXBY je rovnob&inik s jednim pravym thlem a tudi? obdélnik.
Tomu lze opsat kruZnici. — 185. (1) 64°; 148°; 148°; (2) 232°; 64°; 64°. —
198, a) <X ABC = <L ABD = R (body S, S5 mohou leZet: (1) v riznych polorovinich,
- vytatych ptimkou AB; (2) v téZe poloroving vytaté ptimkou AB; (3) nebo jeden le:
na piimce 4B). §,S, je stfedni pfitka v A ACD. (ProtoZe je CD | AB, S,S,
1 4B, je S,S; || CD; dile je AC = 2.48S,; a tudif S,S, je stfedni pfitkou
v A ACD.) b) Budtez U,, V; stfedy tétiv UB, VB, pak je §,S, > U,V,, nebot
U,V, je vzdilenost rovnobéZek S,U;, S,V;. — 197. Na pf. k ob&ma obloukim 4B
plisluicjf stfedové Ghly o soutu 4R. — 198. Je#to je AB = CD, o obvodovych thlech
plati: X CAD = X CBD = { BDA = X BCA, t. j. AD|| BC;. ABCD je rovno-
ramenny lichob&infk. — 199, <X BAD = < BAC + < CAD = 80°; <X ABC je roven
tsekovému Ghlu v bod€ 4 nad tétivou AC, t. j. 25° + 48° = 73°; <X BCD = 2R —
— X BAD = 100°; & CDA = 2R — ¥ ABC = 107° (prot&jii Ghly ve &tyrthelniku
tétivovém). — 200, Oba vedlejif Ghly k < CAD majf velikost a (vrcholové). Jest
X AEF = a = < AFE (srovnejte s isekovymi tihly nad AD nebo AT, které jsou rovny
phisluinym dhlim obvodovym nad tymZ obloukem). V rovnoramenném A AEF
je tedy AF = 4E.
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201, UZitim Thaletovy véty. — 202. V dané kruZnici narysujte stfed M jedné tétivy
<7 st mé pFedepsanon velikost; ke kruZnici (S; r = SM) vedte z bodu P tedny. —
203, a) (1) V obr. 82 je y vndjii Ghel A YBU a tedy y > ¢y, ktery neni s y vedlejii.
(2) Je 3= <X AUC + X CUB > < AZC + ¥ CZB = & (poutka o vnéjiim thlu
trojihelnika). b) Oblouky v obr. 84abc spliiuji podminku, Ze z kazdého bodu U takového
oblouku je Gsetka AB vidét pod dhlem @. Podle cvié. 203a z bodu Y (obr. 82), ktery
le2{ uvniti kruZnice a z4rovesi uvnitf té poloroviny ABU, v niZ oblouk lei, je vidét
tsetka pod dhlem y, ktery je vétdf neZ @; z bodu Z (obr. 83), ktery le2f vn& kruZnice,
ale uvnitf poloroviny ABU, v ni? oblouk leX, je usetka vidét pod dhlem s, ktery je
men$i ne thel @. Neni tedy uvnitf uvatované polorovivy o hranici 4B 24dného daliiho
bodu, ktery by spliioval nali tilohu. Body A4, B samozfejmé& poZadavek tilohy nespliiujf. —
205. Nad usetkou MN sestrojte oblouky, z nichZ je tato tisetka vidét pod thlem a
a nad tGselkou NP oblouky, z nich¥ je tato Giselka vidét pod Ghlem f. Urdete prisedikd
obojich obloukd. — 208. U pravoihlého trojihelnika je bod § stfedem pfepony (viz
cvit. 194b). Uhel a trojihelnika ABC je v opsané kruZnici obvodovy tihel nad dsetkou
BC; kdy% je a tihel ostry, potom S lezi v poloroviné BCA a je-li a tupy, le2i S v polorovin&
k ni opa¢né. Jsou-li viechny thly trojihelnika ABC ostré, leZf S uvnitf polorovin BCA,
‘"CAB, ABC, t. j. uvniti trojuhelnika. Je-li jeden thel tupy, musf lelet vn&, protoZe
trojihelnik zfejmé& nem4 na piiklad uvnitf poloroviny opainé k polorovin& BCA 2idného
bodu. — 207. 5% — 12, — 208. Pro hledany bod P plati: a) SP? = r* + ¢%; body P
le2i na kruZnici (S; ¢ = SP). b) Body P leZi na dané kruznici. ¢) Body P le#{ na kruZnici
(S; @ = SP), kde P’ se stied tétivy AB dané kruZnice, pfi tem? AB = 2q; tloha
je omezena podminkou ¢ < r, pfi éemZprog =r mémc jediny bod P = §. — 209, PS ==
=5. — 210. 1 < PP, < (viz cvi. 188).

211. Jsou-li 4, B prisetiky obou kruZnic, pak kazdy bod P p¥imky AB m4 k obéma
kru2nicim tou# mocnost + PA.PB. — 212. (1) Véta o odv&sn& (obr. 92): Urleme
mocnost bodu A leZiciho vné kruinice (S; r) jednak jako ACH, kde C je dotykovy bod
jedné telny bodem A ke kruZnici vedené. Budiz B protéj§i bod kruZnice vzhledem
k bodu C a budiZ D pata kolmice CD | AB. Bod D padne dovnitf asetky BAC (pata
visky v A ABC, kde < C = R), pfi temZ pravouhly A BCD (kde < D = R) podle
Thaletovy véty m4 bod S za stfed opsané kruZnice (cvi€. 194b); je to nade kruZnice
a bod D na nf tedy lei. Pro setnu ADB pak plati PD - PB = PC:. (2) Véta o vyice:
Budiz A bod uvnitf kruZnice (S; r) a BAD jeji pramér, jdouci bodem A. Dile budiZ
CC’ tétiva, jdouci bodem A, pfi ¢em%'CC’ | AB. Potom A BDC mi X C = R.
Mocnost ' bodu A4 je —4B-AD = — AC - AC’ neboli AB- AD = AC* (kde AC
je velikost vySky pravodhlého A BDC). — 213, (1) Narysujte pfimku a na nf body
P, 4, B v potddku PAB tak, aby PA = a, PB = b a dile libovolnou kruZnici &, kters pro-
chézi body 4, B (stfedem je libovolné& zvoleny bod na ose tisetky 4B). Budiz T dotykovy
bod tetny PT této kruZnice; pak je x = PT. (2) Narysujte pfimku a na ni body 4, P, B
v pofddku APB tak, aby P4 = a, PB = b a dile libovolnou kru¥nici % o stfedu S,
ktera prochizi body 4, B. Polovina tétivy, jdoucf bodem P a kolmé k pfimce PS je x.
Je-li viak @ = b, je P= S a x = a. (Viz té% cvi&. 131D a text na str. 174.) — 214, a)
(1) Jsou-li pfimky AB, t rovnobéZné a o osa tise&ky AB, je o0 | ¢ a prisetik obou ptimek
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je dotykovy bod hledané kruZnice. Stfed S pak je priset{kem os stran A ABT. (2) Jsou-li
AB, t dvé niznobéiky a O jejich prisedik, pak pro dotykovy bod T tecny ¢ plas”, 573 =
= OA - OB. Uloha m4 dv& fefenf; bod T miZe lefet na ¢ nz jedné z obou opadnye.,
polopfimek o potitku O. b) K bodu 4 sestrojime obraz A’ podie osy, uréené osou
thlu MSN. Hledan4 kruZnice prochdzi pak body 4 3= 4" a dotyka se jedné z pfimek
MS, NS. Padne-li vak A4 na osu < MSN, je A = A’, potom kolmice %k vztyleni
v Ak ose X MSN je tetnou hledané kruZnice. Piimky SM, SN, k uréuwjf rovnoramenny
trojuhelnik, v némZ hleddme kruznici vepsanou a jednu kruZaici vnd vépsanou.
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VII. REJSTRIK.

Anulovéini rovnice 78

Arkus 138

Asociativni zdkon nisobeni 12, 26, 35

Asociativni zdkon s&itini 8, 25, 33

Axiom Eukleidiv 159 (srovnej 130);
viz téZ Zéikladni vlastnost

Bod: dotyku 195;
krajni bod use¢ky 116;
krajni bod oblouku 196;
protéj$f body kruZnice 194;
samodruZny bod 146;
bod uvniti polopfimky a useky 115,
116; bod wuvnitf dhlu trojuhelnika,
mnohouhelnika 120; 124; 127;
vnitini bod oblouku 196

Cinitel 11 ;
Cisla nesoudélni 22
Cislice (cifra) 43

Cislice platné 50

Cislo cel¢ 36

— irracionilni 36, 64, 134
mérné 135 .

kladné 30

opatné 30

prosté &tverci 68
pfirozené 7

racionidlné z4vislé na odmocmné 71
raciondlni 36

relativni 30

sloZené 24

— zdporné 30

Ci

Citatel 19

Clen prosty 78

Ctvrtd geometrickd timé&rni 168

Ctyrahelnik 125—129;
kosottverec 1603
obdélnik 159; 201;
rovnobéZnik 158; 160;
tétivovy 201

Definice 120
Délici pomér 135

15 Ckm. G 355-1

Délitelnost 17

Délka usetky 133
Diskriminant 90

Distributivni zikon 13, 26, 35
Doplnéni na &tverec 88
Dvojice 10

Exponent 39
Eukleidovy véty 173—174
Eulerova pfimka 192

Geometrie 115

Geometricky ttvar viz Utvary
Goniometrie 176—179
Goniometrické funkce 177

Hodnota mistni 43

Hodnota prostd (absolutni) 30
Hodnota pfevricena (reciproki) 28
Hranice poloroviny 117

Identita 29, 78
Irraciondlni &islo 36, 64, 134

Jednotka 18

Jednotka lomeni 19
Jednotka z4kladni 19; 42
Jmenovatel 19

Koeficient (soulinitel) 78
Koeficient podobnosti 165

— stejnolehlosti 188

Kolmice 139; 143

Kolmice a thel 143—144
Komutativni z4kon nisobeni 11, 26, 35;
— — stitani 8, 25, 32
Konvexni utvar 124

Kofen rovnice 74

Kofen dvojny (dvojnisobny) 82
Kosinus 177

Kosottverec 160

Kotangens 177

Kriceni zlomku 20

Kruh 195
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KruZnice: 193—197

mocnost bodu ke kruZnici 204—207;

stejnolehlé 197—198

Mensenec 17
Mentditel 17

Lichob&Znik 131; 158
stiedni pficka 166

M¢érné tislo usetky 135

Méfeni 18

Mnohotlen 78

Mnohothelnik: 125;
soudet uhlu 158;
uhlopiitky 127;
vnitiek 127;
vypukly 127

Mocnénec (zdklad) 39

Mocnina 39

Mocnitel (exponent) 39

Mocnost bodu ke kruZnici 204—207

Nisobenec 10

Nasobeni 7

Nisobitel 10

Nesetna 195

Normalni tvar kvadratické rovnice 79
Nula 15

Obdélnik 159; 201

Obecny tvar kvadratické rovnice 89

Oblouk 195;

— vétdi a mensi 196

Obloukova mira 138

Obraz 145—146; 156; 189—190

Obvodovy uhel 198—201; 206—207

Odiitani 17; 33

Odmocnina druhd 56

Odmoctiovani &dstetné 70

Odvésna 142

Opérna polorovina 127

Osa: tiselnd 30

— rovnobéZek 149

— ruaznobéZek 150

— soumérnost 146

— dhlu 150

— usedky 147

— trojuhelnika rovnoramenného 145
(cvik. 75)

Ot4eni: 160—163;
smysl otileni 119
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Paschova véta 118
Pata kolmice 143
Planimetrie 117

" Poletnost souboru 7

Podobnost 164—172;
definice 165;
stejnolehlost 188—191;
trojihelnika 169

PolokruZnice 196

Polomér kruZnice 193

Polopfimky opatné 115;

— rovnobé&Zné (souhlasné a nesouhlasng)

157;
— souhlasné 116
Polorovina: 117;
hranice 117;
opérni polorovina 127;
vnitfek poloroviny 117;
poloroviny, vytaté pfimkou 117
Pomér: délici 135;
dvou usetek 134
Pofidek bodu 115
Posouvini &iselné osy 31
Posouvini 153 —155
Pravy uhel: 137; 142; 200; 201
ProdlouZeni tse¢ky 116
Prostor 115
Pramér kruZnice 194 .
Prusetik: pfimek 115;
— polopfimek 159 (cvié. 100c)
Prvotislo 23
Potitek polopfimky 115
Pfepona 142
Pfitka stfedni: trojuhelnika 166;
— — lichobéZnika 166
Pfimka, pfimky: mimobéiné 117;
pfimka a kruZnice 195;
kolmé 139; 143 —144;
oddéluje bod 117;
rovnobéZné: definice 117;
ruznobézné 115;
pfimky ve stejnolehlosti 191;
totoZné (splyvajici) 117;
urdeni (zdkladni véta) 115
Pythagorova véta 174

Rameno: lichobéZnika 131;
trojihelnika 139;
rameno Ghlu 119;

uhly s rovnobé&Znymi rameny 157 —158

Rovina (zdkladni vlastnost) 116
Rovnice: 74;

— algebraickd 78;

— identickd 29; 78



Rovnice linedrni 78;
— kvadratickd 78;
— ryze kvadraticki 79;
Rovnobézky: axiom 130;
definice 117;
dvé rovnobézky 117;
dvé nesouhlasné (souhlasné) rovno-
bézky 132; 154; 157;
osa rovnobéZek 149;
tfi rovnobézky 132;
vzdilenost rovnobéZek 149
RovnobéZnik: definice 158;
-- vlastnosti 158—160
RovnobéZnost: nesouhlasni a souhlasnd
132; 154; 156
Rotace viz otdceni
Rozdil 17
Rozklad na prvolinitele 24
Roz§ifovani zlomku 20
Ruznobézky: 115;
osa ruznobéiek 150

Rad 42; 43
Reseni rovnice 74

SamodruZny bod 146

S¢itani 7

Stitanec 8

Setna 195

Shodnost 145—164;

— nepfima 146; -

— pfima 146; 153; 156; 163;

— trojuhelnika 140—141

Sinus 177

Smysl: opaény 115;
otadeni 119; 146; 163;
smysl v pfimce 115;
rovnobéZek 132; 149; 156

Soubor 7

Soubor prizdny 15

Soubor disjunktni 8

Soudet 8

Soucet uhlu: mnohouhelnika a  troj-
thelnika 158

Sowtin 10

Soumérnost: osovd 145—151;

— stiedovd 155—158; 163 .

Soustava ¢&iselnd 42

—. desitkova 42

— stovkova 43

Splyvajici pfimky. 117

Spojeni soubortt 8

Stejnolehlost 188—191

Strana viz vrcholy

Stfed: kruZnice 193;

— rovnobéZnika 159;

— soumérnosti 156;

— stejnolehlosti 188;

— usetky 136

Stfedni geometrickd umérnad 174;

— ptitka lichobéZnika a trojuhelnika 166
Stfedovy tihel 196

Sty¢né uhly 122

Svazek polopfimek 119

Tabulky goniometrickych funkci 181—183
Tangens 177
Teéna 195;

spole¢né teny 198 (cvié. 192b)
Tétiva 195;.197
Tézisté 173 (cvid. 130); 192 (cvit. 175)
Té%nice viz Teézisté
Thaletova véta 200; 201
TotozZnost: pfimek 117;
— ve shodnosti 146
Translace viz posouvani
Trojuhelnik: definice 118; 123;

Druhy: ostrouhly 143;

pravouhly 142; 173—174; 200; 201;

tupothly 143;

rovnoramenny 139

Poutky: (1) podobnosti 169—172;

(2) shodnosti 140—141;

(3) o stranich 142; 145 (cvié. 78);

(4) o stranich a tuhlech 139; 142;

(5) o uhlech 158

. Stfedni pficka 166

Vnitiek 124

Uhel, uhly: definice 119—120;
dopliikové 178;
duté 119; 137; 157—158;
lichobéZnika 158;
mnohothelnika 127; 158;
obvodovy 198—201; 206—207;
osa uhlu 150;
ostry 138; 142;
pravs" 137; 142; 200; 201;
pfimy 119; 137

Uhly ve stejnolehlostx 191;
stiedovy 196;
styény 122;
thly s rameny rovnobéZnymi 157 —158;
Ghly trojihelnika 158;
tupy 138; 142;
usekovy 200—201;
vedlejsi 120; 138;
velikost thlu 137;
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vnéjdi ahel 144 (cvii. 70);
vnitfek uhlu 120—122;
vrchol 120; 139;
vyplikovy 138;
vypukly 119; 137.
Uhloptitky: mnohotihelnika 126;
— rovnobé&Znika 158—160
Usetka 116;
osa uselky 147;
pomér a velikost uselek 133—134
Usekovy thel 200—201
Utvary (geometrické): konvexni 124;
podobné 165;
shodné 140—141;
stejnolehlé 188—192

Veli¢ina 18

Velikost: uhla 137; 160;

— usedek 133

Véta: Eukleidova 173—174,
— Paschova 118;

— Pythagorova 1743

— Thaletova 200; 201
Vnitfek: mnohotihelnika 126;
— thlu 119
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Vykony poletni 7

Vzdilenost bodu: od pfimky 143; 150—
151; .

— dvou bodi 134;

— dvou rovnobéZek 149

Vzor 145

Ziklad mocniny 39

Zikladna: lichobé&Znika 131;

— trojihelnika rovnoramenného 139
Zékladni misto 43

Zékladni tvar odmocniny 70
Zikladni tvar zlomku 21

Zakladni vlastnost:

(1) pfimky 115;

(2) roviny 116;

(3) rovnobézek 130; 159'r

(4) shodnosti 146;

(5) podobnosti 165
Zaokrouhleni &isel 49
Zlomek: 18
— desetinny 43
— sloZeny
Zména znameni 30

- Znameni nerovnosti 28"
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