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Uvodné poznimky.

Pri vyuéovani matematiky v prvej triede gymnazia maja ziaci
budovat svoje poznatky na vedomostiach zo strednej Skoly.
Prvou tlohou aritmetiky je objasnit zakladné poznatky o ¢isel-
‘nych oboroch. Treba, aby Ziak pochopil déleZitost a vznik
prirodzenych éisel, aby si objasnil, preco sa zaviedly ¢isla zapor-
né a lomené. Dalej je dolezité, aby poznal tlohu ¢isla jedna a
nula, najmé pri séitani a nasobeni.

V udebniciach st exaktne odvodené zakladné zakony poéto-
‘vych vykonov. Ziak sa vedie ku kritike vysledku svojich tvah.

Doterajsia Skola porovnavala najéastejsie veli¢iny navzajom si
rovné. Zavedenie nerovnosti sleduje sbliZenie teérie s praxou,
lebo v zivote musime castejSie porovnavat veli¢iny nerovné nez
sebe rovné.

Soznamenie s presnym pojmom odmocniny vedie Ziakov v me-
dziach ich vyspelosti i so zretelom na prakticky vyznam tychto
¢isel na ich praktickul aproximaciu.

Ziakove poznatky zo strednej Skoly o rovniciach sa preskii-
Saji a na ich podklade osvoja si Ziaci vyznam a pojem kvad-
ratickych rovnic.

Novej latky vcelku niet mnoho. Ulohou je scelit doterajsie
vedomosti, prehibit ich a dat ziakom zdravy zaklad pre d’alSie
kritické Studium matematiky.

V aritmetike a v geometrii hfadame stale ich styéné body, ¢o
je vlastne dlohou kazdého vedeckého $tidia. Pri vyucovani hla-
dame prileZitost pre logické uvaZovanie a usudzovanie. Nejde
ném len o ziskanie zasoby vedomosti, ale aj o sistavni vychovu
samostatného myslenia. Preto venujeme dbékazovym uloham
omnoho vicsiu pozornost ako prv. V ucebnici sa im venuje znac-
na pozornost. Kazdy dokaz metodicky pripravime, rozdelime na
jednotlivé kroky a vykoname za ucasti vSetkych Ziakov.
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Ziak mi poznaf tdlohu matematiky, ktora nespoéiva len
v tedrii a v zasobe vedomosti, ale vo vychove k rozvazitosti, kri-
tike, a tak sa stava aparatom pre Studium zjavov materialneho
sveta. O matematiku opiera sa mnoho disciplin a matematika
tak prispieva k §tadiu mnohych odborov, ktoré sii dolezité pre
budovanie nasho Statu.

Pestovanim tsudku a kriti¢nosti vedieme Ziakov k pochopeniu
zakonitosti vyvoja I'udskej spoloénosti, k socializmu.



I. PRIRODZENE CISLA.

1. Scéitanie prirodzenych ¢isel.

Prirodzenymi ¢islami nazyvame éisla 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10,
11, 12, 13.... Skupina predmetov rovnakého druhu je sibor.
Jednotlivé veci tohto stiboru si jeho prvky. Pocetnost prvkov,
obsiahnutych v siibore, je prirodzené éislo. Dva stbory A, A’
st rovnako poéetné, ak je mozné kazdému predmetu prvého si-
boru priradit uréity predmet druhého stiboru tak, Ze aj obra-
tene ktorykol'vek predmet druhého stiboru sa priradi jednému
predmetu prvého stboru. Ak napr. kazdy ziak ma svoju uceb-
nicu aritmetiky, je stibor vSetkych Ziakov rovnako pocetny ako
stbor ich uéebnic aritmetiky. Ak vSak niektory Ziak zabudne
svoju udebnicu, tak podet Ziakov, pritomnych v triede, nie je
rovnako podetny ako siibor uéebnic, ktoré mézu polozZit na la-
vice; prvy stbor je pocetnejSi nez druhy. Takto priamo po-
rovnavame pocetnost dvoch stborov v praxi iba zriedka; oby-
éajne vyjadrujeme pocletnost kaZdého stiboru prirodzenym ¢&is-
lom, ktoré udava pocet predmetov siboru; dva siibory sd rov-
nako pocetné, ak je poéet predmetov, obsiahnutych v stiboroch,
vyjadreny tym istym &islom; naproti tomu je jeden stibor
pocletnejsi neZ druhy, ak pocet jeho predmetov je vyjadreny
viaésSim éislom, neZ je to, ktoré vyjadruje pocet predmetov
druhého stiboru. Ak chceme napr. porovnat; pocetnost dvoch
tried, neporovnavame obycajne-priamo oba stbory, ale spoci-
tame,* Ze napr. v 1. triede je 43 Ziakov a v 2. triede 39; pretoze
¢islo 43 je vicsie nez 39, je 1. trieda pocetnejSia ako druha.

Z dvoch alebo viacej ¢isel odvodzujeme nové éisla pomocou
poctovych vykonov. Uz na narodnej Skole ste sa uéili Styri za-

* Spodital znamen4 zistit polet jedincov, ktori patria do siboru. Na-
proti tomu séitame napr. dve dané ¢&isla.
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kladné poétové vykony: séitanie, odéitanie, nisobenie a delenie.
To bolo Géelné pre narodni Skolu; teraz vSak bude udéelnejSie
pokladat za zakladné vykony iba séitanie a nasobenie; o od-
éitani a deleni budeme hovorif az neskdr v 5. ¢lanku.

Ak mame vysvetlit, éo znamena shcet

a-tb,

kde a, b st prirodzené éisla, zvolime si najprv 'ubovolny si-
bor predmetov A tak, aby sa pocet jeho predmetov rovnal ¢islu
a; potom zvolime stbor predmetov B tak, aby sa pocet jeho
predmetov rovnal ¢islu b; pritom vSak volime oba siibory 4, B
tak, aby boly disjunktné; to znamena, Ze nijaky predmet nesmie
patrit do oboch siiborov 4, B zaroven. Nazvime teraz spojenim
oboch stborov A, B subor vSetkych tych' predmetov, ktoré
patria alebo do siiboru A, alebo do siiboru B; potet predmetov,
vznikly spojenim oboch stborov, je prave siicet ¢ -+ b oboch
éisel a, b, ktoré sa menuju séitancami.

PretoZe spojenie dvoch disjunktnych stiborov A, B je totozné
so spojenim stiborov B, A, vidime, Ze plati komutativny zikon
scitania prirodzenych éisel:

a+b=>bLa.

Ak st a, b, ¢ tri prirodzené ¢&isla, je vim zname, Ze plati aso-
ciativny zakon séitania prirodzenych éisel

(@40)+c=a+ (b+0).

Bude uzito¢né vysvetlit si smysel tohto zakona. Preto si zvol'me
tri disjunktné stbory predmetov 4, B, C tak, Ze:

-

a je poéet predmetov siboru 4,
b je pocet predmetov stboru B,
¢ je pocet predmetov stiboru C.

Nijaky predmet nepatri do viac' ako jedného z troch stborov
A, B, C. Oznaéme M spojenie oboch disjunktnych stborov 4, B;
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potbm je a 4 b podet predmetm," siiboru M. Okrem toho stibor
M a sibor C si disjunktné a polet predmetov ich spojenia je

(a+4+Db)+c 1)

Zrejme sa spojenie siborov M a C sklada z tych predmetov,
ktoré patria do 4 alebo do B alebo do C. Ak d'alej ozna¢ime N
spojenie oboch disjunktnych stborov B a C, je b-4-c pocet
predmetov siboru N; okrem toho siibor 4, a sibor N sa dis-
junktné a pocet predmetov ich spojenia je

a- (b4 o) (2)

Avsak spojenie stiborov 4 a N sa zase sklada z tych predme-
tov, ktoré patria do A alebo do B alebo do C. Preto ¢&islo (1) je
to isté ¢islo ako ¢islo (2) a to hovori prave na§ asociativny za-
kon.

Predchidzajlice ivahy moZeme zovEeobecnit. Zvol'me si l'ubo-
voIny podet disjunktnych stborov 4, B, C,...., K (ako vieme,
slovo disjunktny znameni, Ze nijaky predmet nepatri do viac
ako do jedného z naSich siiborov); podet predmetov kaZdého
siboru oznaéme prisluSnym pismencm malej abecedy, takze
napr. A sa skladd z a predmetov, K sa skladd z k predmetov.

Stdet
a+dbtct...+k

so s¢itancami a, b, ¢, . . ., k znamen4 pocet predmetov toho si-
boru, ktory vznika spojenim vSetkych stborov 4, B, C,...., K,
t. j. poet predmetov stiboru, ktory sa sklada zo vSetkych pred-
metov, patriacich do niektorého z danych siborov 4,B,C,.. ., K,

Uvahami celkom podobnymi predoslym odévodnite pre pri-
rodzené éisla dva vSeobecné zakony o stGctoch s I'ubovolnym
poétom séitancov. Je to predovSetkym vSeobecny komutativny
zakon séitania prirodzenych ¢isel: S@cet Fubovolného poctu
scitancov nezavisi od poradia s¢itancov, napr. sucéty

a+b+4c+d,a+c+d+b,d+4 a4+ b+ c atd.
7



st vSetky rovnaké. Po druhé je to vSeobecny asociativny zikon
séitania prirodzenych éisel: Sacet 'ubovolného poctu scitancov
moéZeme pocitat tal, Ze rozdelime séitance na skupiny, spocitame
scitance v kaZdej skupine zvlast a potom séitame ciastoéné sacty
z jednotlivych skupin. Pritom méze niektora skupina obsahovat
i jedného séitanca. Napr. je

e+b+tct+dtedf=(a+b+c)+d+ (e+f)

Tu sme rozdelili séitance na tri skupiny; v prvej skupine st tri
s¢itance; v poslednej st dva a druha skupina obsahuje jediného
scitanca d.

Cvidenie.

1. Pomocou Gvah o pocetnosti stiborov dokéZte:
a) a=a;
b) z rovnosti ¢ == b plynie b—a;
c) z rovnosti a—="b, b=—c plynie a =c¢.

2. Pomocou tGvah o poletnosti stborov dokédZte, Ze z rovnosti a—="d
plynie a +c=b +c.

3. Ak je a=b, c=d, tak aj a + ¢c=D" + d. Dokézte!

4. Ak si dané dve prirodzené ¢&isla a, b, dokéZte, Ze pastane prive
jeden z pripadov: a) a=—b, b) a + x—=Db, ¢c) a=>b +} y; pritom x a y
s vhodné prirodzené é&isla.

5. Uzivajiac asociativny zdkon dokéZte: O kolko sa zvidsi jeden s&fi-
tanec, o tolko sa zvi&si saéet.

6. Uzivajic asociativny a komutativny =zikon séitania dokdZte, Ze
(@a+b)+ (c+d)=(a+c)+ (b+d).

7. Ak méme spocitat rad rs &isel

A1, 02,035...,Q,,

by, by, bz, ... b l
L0 T8 e Ty s riadkov

L )

klr kz, k3» ey k 3]

urobime to tak, Ze séitame najprv séitance v riadkoch ai+as+az+ ...+
+@ =t;, bi+betbst...+b =ta...., kstkatks+ ... +k, =t a po-
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tom stitame &34-t34-ta4-...4t,. Kontrolu urobime tak, Ze sCitame
a1+bi+ ... +Ei=uy, ay+bat ... +ka=us..., @ +b.+... 4k =u_ &
tieto sucty sc¢itame: wy+ug4-... 44, . Oddvodnite!

8. Pomocou vSeobecného komutativheho zdkona sc&itania odévodnite,
v &om je podstata skasky pri séitani!

2. Nasobenie prirodzenych é&isel. Nasobenie dvoch prirodze-
nych éisel ste sa uz na narodnej $kole uéili pomocou séitania
niekol'kych rovnakych prirodzenych ¢isel. Aby sme vysvetlili,
¢o znamen4 sicin

a X b alebo a . b alebo ab,

ktorého nasobenec je prirodzené éislo o a ktorého nasobitel’ je
prirodzené ¢islo b, zvolime si b disjunktnych stiborov

Al’ A2, oy Ab’ (1)

z ktorych sa kazdy sklada z a predmetov; stuéin ab je pocet pred-
metoy toho stiboru, ktory je spojenim vsetkych b siiborov (1).
Ale pri inych &islach, o ktorjch budeme hovorit neskér a ktoré
poznite uz zo strednej Skoly, napr. pri zlomkoch, je nemozné
previest nasobenie na séitanie. Preto je Géelné vysvetlit si uz
pri prirodzenych ¢éislach néasobenie -nezavisle od séitania, o
vedie aj k l'ahSiemu odvodeniu vlastnosti nasobenia. Vysvetlime
si preto nasobenie prirodzenych éisel ako uréenie poétu dvojic.

Z dvoch stborov A, B, z ktorych kazdy sa sklada z Fubovol-
nych predmetov, utvorime si novy sibor, ktory oznaéime (4, B)
a ktory je suiborom vSetkych takych dvojic (x, y), ktoré sa skla-
daji z predmetu x, nalezajiiceho do siboru 4, a z predmetu y,
nélezajiceho do siboru B. Ak sa napr. subor A sklada z knih
a stbor B skladi z obrazkov, ‘potom stbor (4, B) sa sklada
z dvojice knihy a obrazku, t. j. kazdy predmet stiboru (4, B)
si mbézeme predstavit ako knihu vzati zo stiboru 4, do ktorej
je vloZeny obrazok zo stiboru B. Ak

a je pocet prvkov stiboru 4,
b je pocet prvkov stboru B,

moZeme si stbor dvojic (4, B) rozlozit na stbory
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(1) VR L4, 1)

tak, Ze sGbor A; sa skladid z tych dvojfc (%, ¥), v ktorych
ku predmetom z siboru 4 je pripojeny vidy prvy predmet y
siiboru B, sibor 4, sa skladi z tych dvojic (x, y), v kto-
rych je y druhy predmet siiboru B atd. Sabory (1) st na-
vzajom disjunktné, kaZdy z nich sa sklada z a dvojic a spo-
jenie vSetkych siborov (1) dava stbor (4, B). Preto saéin ab je
pocet vSetkych prvkov stboru dvojic (4, B). PretoZe siibor
(4, B) a subor (B, A) maji zrejme ten isty pocet dvojic, do-
chidzame ku komutativnemu zikonu nasobenia dvoch prirodze-

nych ¢&isel: ab — ba.

PretoZe nasobenie vyhovuje komutativnemu zédkonu, je mélo
vyhodné davat kazdému z oboch ¢isel a, b iné meno (nésobenec,
nésobitel'), a preto oby¢ajne davame obom ¢islam a, b spoloény
nézov cCinitelia.

Ak s teraz A, B, C tri I'ubovolné stibory, pri¢om

a je polet predmetov siiboru A4,
b je pocet predmetov siiboru B,
¢ je pocet predmetov siboru C,

oznadime (4, B, C) stbor vSetkych trojic (z, y, 2), v ktorych

2 je ubovolny predmet siboru 4,
y je Tubovolny predmet stiboru B,
2 je 'ubovolny predmet siiboru C.

Oznaéme M slGbor dvojic (4, B); dalej oznaéme N stbor
dvojic (B, C). Teda kaZdu trojicu (x, y, 2) stiboru trojic (4,
B, C) moéZeme povazovat za dvojicu sloZzend jednak z dvojice
(%, y) vzatej z M, jednak z predmetu z siboru C; preto pocet
vSetkych trojic z (A, B, C) rovna sa sGéinu (ab)c, ktorého
prvy Cinitel ab rovnd sa poétu predmetov siboru M a druhy
¢initel rovna sa poétu predmetov stiboru C. Dalej v8ak mozeme
kazdu trojicu (x, y, z) siboru trojic (4, B, C) povaZovatl za
dvojicu, sloZend jednak z predmetu « stiboru 4, jednak z dvo-
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jice (y, 2z) vzatej z M; preto podet vietkgch trojic (z, ¥, 2) rovné
sa siéinu a(be)

ktorého prvy éinitel' je polet predmetov stiboru 4 a druhy é&i-
nitel' je poéet predmetov siiboru N. Ak porovname oba vysledky,
dochadzame k asociativhemu zakonu nasobenia:

(ab)c =a(bc).

Predchadzajice tivahy opdf modZeme zovSeobecnit. Nech st
dané I'ubovolné stbory 4, B, C, ..... , K; pocet predmetov kaz-
dého daného stiboru oznacime prisluSnym pismenom malej abe-
cedy, takze a je poCet predmetov stboru A atd. Stiéinom

abc...k

rozumieme to ¢islo, ktoré udava polet vSetkych predmetov si-
boru (4, B, C,.. ., K), ktory sa sklada zo vSetkych takych sku-
pin (2,9,2,...,t), v ktorych je x 'ubovolny predmet sitboru 4, y
TubovoIny predmet stiboru B, ... ., t 'ubovolny predmet siboru
K. Na zaklade tohto vSeobecného vysvetlenia suéinu I'ubovol-
ného pocétu prirodzenych éisel odvodite sami bez taZkosti predo-
vSetkym vSeobecny kemutativny zakon nasobenia prirodzenych
gisel: Sadin Fubovolného podtu dinitelov je nezavisly od po-
radia cinitelov, napr. stciny
abcd, acdb, dabe atd.

su vietky rovnaké. Dalej 'ahko odvodite vieobecny asociativny
zakon nasobenia prirodzenych cisel, ktory znie takto: Sdcin
Fubovolného poctu cinitelov méZeme pocitat tak, Ze rozdelime
¢initelov na skupiny, zniasobime dcinitefov v kaZdej skupine
zvlast a potom nasobime ciastocné suaciny z jednetlivych sku-
pin. Pritom moéZe niektora skupina obsahovat i len jediného &ini-
tela. Napr. je
abcdef = (abc) . d . (ef).

Tu sme rozdelili ¢initel'ov na tri skupiny; v prvej skupine st
traja cinitelia, v poslednej dvaja a druba skupina obsahuje
jediného ¢initela d.
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Cvicenie.

9. Na zédklade Gvah o dvojiciach odévodnite: Ak mame » radov, v kaZ-
dom je 8 predmetov, je tychto predmetov rs.

10. Podobne oddvodnite: Ak mdme r vrstiev, z ktorych v kazZdej je s
radov a v kazdom z tychto radov je t predmetov, je tych predmetov rst.

11. Pomocou definicie nésobenia dokdZte, Ze z rovnosti a=b plynie
ac=bc.

12. Ak je a=b, ¢=d, tak aj ac=>bd. Dokéazte!

13. Uzivajtc asociativny zikon dokéiZte: Kolkokrit sa zviEési jeden
ginitel, tolkokrat sa zvadsi saéin.

14. Dok4Zte vetu: SuUdin sa ndsobi danym ¢&islom, ak sa nim nédsobf
ktorykolvek &initel’.

15. Pomocou asociativheho a komutativneho zdkona nisobenia oddévod-
nite, Ze (ab) (cd)=(ac) (bd).

16. Ak méame spolu zndsobit rs é&isel usporiadanych v s riadkoch:

a, A2, A3,... A ,

blo ba, b3, .. br ’
s riadkov

D L N

klu k‘)r ka, .oy

(ed

robime to tak, Ze najprv utvorime siGéiny a;az...a,=ty, b1 be... b, =3, ...,
ky K2... k. =t_ a potom znisobime il ta... t . Kontrolu vykonime tak,
Ze znisobime a@; by ... k1=uy, @2 be... ka=ug,..., Q. b, .. . k,=u_a tieto
sudiny znisobime: uj ug... u,. Odovodnite!

3. Distributivny zakon.

V prvom ¢lanku sme hovorili o komutativnom a asociativnom
zakone pre séitanie; v druhom ¢lanku sme hovorili o tych
istych zakonoch pre nasobenie. Zo strednej $koly poznite eSte
jeden dolezity poétovy zakon, v ktorom je re¢ o oboch zaklad-
nych vykonoch: séitani i nasobeni. Je to tzv. distributivay
zakon alebo zdkon o roznasobeni. Je vyjadreny vzorcom:

a(b 4 ¢) =ab + ac; 1)

ako ho vyjadrite slovami? Aby sme odévodnili distributivny za-
kon pre prirodzené é&isla, zvolime ako obyéajne tri disjunktné
stbory A4, B, C s poétom predmetov rovanym a, b, c. Ak oznaéime
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M spojenie oboch stiborov B, C, sklada sa stbor M z b4 e
predmetov, a preto subor dvojic (4, M) sa skladd z a (b+c)
predmetov. Na druhej strane stibor M sa rozpada na dva dis-
junktné stbory B, O, a preto sa aj subor dvojic (4, M) roz-
pada na dva disjunktné stbory (4, B), (4, C), z ktorych sa
prvy skladi z ab predmetov a druhy z ac predmetov. Preto
poéet a (b 4 ¢) vSetkych dvojic siboru (4, M) rovna sa sacétu
ab - ac, ¢o je prave obsahom vzorca (1).

V distributivnom zakone (1) sme mali siiéty dvoch séitancov;
vo vSeobecnejSom tvare mame siéty I'ubovolného poctu séi-
tancov:

a(b+c+...+k)=ab-+}ac-...-tak.

ev e

Este vSeobecnejsi tvar distributivneho zakona si vyjadrime
slovami: Sdéet nasobime siétom, ked kazdého sc¢itanca prvého
siétu znasobime kaZdym séitancom druhého sicétu a vSetky
tieto siciny scéitame. Odovodnite sami hoci pre tento pripad,
Ze sucet @ + b -} ¢ + d o Styroch s¢itancoch nasobime stétom
r}s-t o troch s¢itancoch; teda:

(a-+-b-tetd)(rts+t)=
=ar-}br+cr-}-dr+4as-+bs-}cs+ds -+ at + bt 4 ct 4 dt.

Cvicenie.

17. Ak sa zvdd&Si kaZdy séitanec k-krat, zvad&si sa aj sGlet k-krat. Do-
kézte!

18. Ak viete, Ze a (b+c)=ab+tac, dokdzte, Ze aj (a+b) c=ac+be.

19. Pomocou distributivneho z4dkona vypoéitajte (dvoma spdsobmi) sG-
¢in (a+b) (c+d+e).

20. Doké4Zte, Ze sG&in dvoch siétov, z ktorych jeden mé r sé&itancov
a druhy s séitancov, mi rs séitancov.

21. Dokéazte, Ze sG¢in troch sG&tov, z ktorych jeden mé r séitancov,
druhy s séitancov a treti t séitancov, ma rst s&itancov.

22. Upravte na sGéin vyrazy: a) 12pq+46q; b) (2a+b)z+42a+4b; ¢) uwv+
+u+v+1.

23. Saéet &isel, z ktorych kaZdé je ndsobkom ¢&isla p, je aj ndsobkom
&isla p. Dokdazte!
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4. Nula a jednotka.

Stari matematici nepoznali iné éisla ako prirodzené. Roz-
Sirenie pojmu éisla znamenalo délezity pokrok vo vyvine
matematiky. Uz na strednej Skole ste poznali niektoré rozsirenia
pojmu ¢isla (zlomky, zaporné éisla), ktoré si v tejto triede zo-
pakujeme. V tomto ¢lanku zavedieme zatial jediné nové ¢islo
nula. Poéet predmetov v nejakom siibore sa rovna nule, ak je
ten stbor prazdny, t. j. ak neobsahuje vobec nijaky predmet.
Takym prazdnym siborom je napr. stibor vSetkych beznohyjch
medzi aktivnymi futbalovymi hraémi. Pomocou prazdneho si-
boru rahko vysvetlite pravidlo:

a+0=a, 0+4+a=a; 1)

slovami: Ak sa jeden scitanec rovna nule, sticet sa rovna dru-
hému scitancu.

Ak je A Tubovolny sibor predmetov a ak je B prazdny su-
bor, potom je prazdny aj sibor dvojic (4, B). Z toho plynie pra-
vidlo:

a.0=0, 0.a=0; 2)

slovami: Ak sa jeden ¢initel rovni nule, sacin sa rovna nule.
Sami I'ahko vysvetlite tiez obratené pravidla k pravidlam (1) a
(2) : Ak sa sicet rovna jednému z dvoch séitancov, druhy sci-
tanec sa rovna nule. Ak sa si¢in dvoch éisel rovna nule, aspoi
jeden cinitel sa rovna nule.

Porovnajte obe pravidla (1) a (2). Vidite, Ze nula ma pri
nasobeni celkom ind tlohu ako pri séitani. Thto Glohu, ktora pri
séitani mé ¢islo nula, méa pri nasobeni ¢islo jedna, ako vysvita
z pravidla:

g.1=a, 1.a=a; 3
slovami: Ak sa jeden cinitel rovna jednej, sicin sa rovna dru-
hému ¢&initel'u. Od6vodnite sami pomocou stiboru dvojic pravidlo
(3) a vyslovte a odovodnite aj obratené pravidlo!

Doteraz sme hovorili v tomto ¢lanku iba o suéte a suéine
dvoch éisel. O stéte a sudine I'ubovolného poctu cisel plati po-
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dobne: Siacet niekol’kych ¢isel ostava nezmeneny, ak vynechame
slebo pridame séitanca rovného nule.

Saéin niekolkych ¢&isel ostiva nezmeneny, ak vynechame alebo

pridime ¢initel'a rovného jednej.

Sicin niekolkych &isel sa rovna nule, ak aspoii jeden ¢initel
sa rovna nule. Ak sa s@¢in niekol’kych c¢isel rovna nule, musi
sa aspoii jeden Cinitel rovnaf nule.

Poctové zakony, ktoré sme v predchadzajicich €élankoch od-
vodili pre prirodzené é&isla (komutativny a asociativny zakon
sCitania, tie isté zakony nasobenia, distributivny zakon), ostant
v platnosti, i ked’ sa niektoré z danych éisel rovna nule.

Cvicdenie.

24, Pomocou Gvah o prdzdnych sGboroch dokédZte, Ze a) 04 0 =0,
b) 0.0=0.

25. Je moZné vyhoviet rovnicl ax=bx, i ked a, b 8G dve &isla navzdjom
rézne?

26. Je moZné vyhoviet rovnici a+x=b+tx, 1 ked a, b st dve &isla
navzijom r6zne?

27. DokaZte, %e zdkladné podtové zdkony, o ktorych sa hovorilo v &l
1—3, st splnené, i ked niektoré z &isel, ktoré sa v nich vyskytuja, rov-
naji sa nule.

V nasledujicich cvideniach pismend a, & méZu znamenat bud ¢&fisla
prirodzené alebo nulu. Pomocou Givah o sGboroch dokézte:

28. Ak je atx=a, je x=0.

29. Ak je a4x=0, je a=0 { x=0.

30. Ak je a+x=1, je alebo a=1, x=0 alebo a=0, z=1.

31. Ak je axr=a a a$0, je x=1.

32. Ak je ax=0, je alebo a=0 alebo x=0.

33. Ak je ax=1, je a=1i x=1, °

5. Porovnavanie velkosti prirodzenych &isel.
Uz v prvom ¢lanku sme si povedali, ak sa dve prirodzené ¢&isla

s WV e

nerovnaju, je jedno z nich vicsie a druhé mensie. PiSeme

a>b(a je vilsie ako b),
b<ua (b je menie ako a).
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Je zrejmé, Ze sGlet dvoch prirodzenych &isel je viacsi ako
ktorykol'vek séitanec. Stéet sa rovna jednému séitancu, ak sa
druhy séitanec rovna nule. AvSak sticet neméze byt nikdy mensi
ako niektory scitanec, pokial' nepripustime za séitanca aj zépor-
né ¢isla, éo v tomto opakovani urobime az v 10. ¢lanku.

Zatial' vSetky éisla, o ktorych hovorime, st prirodzené ¢&isla
alebo nula. Ak si teda a, b dané ¢isla, potom rovnica

at+x=>b 1)

S neznamou x nem4 nijaké rieSenie, ak @ > b, ma jediné rieSe-
nie £ = 0, ak a = b, m4 jediné rieSenie x, ktoré je prirodzenym
éislom, ak a < b. RieSenie rovnice (1) znaéime

r=—"b—a

a nazyvame ho rozdielom, ktorého mensencom je &islo b a men-
Sitel'om ¢islo a. Mensitel' teda nesmie byt vdési ako mensenec.
Poétovy vykon, ktorym od danych ¢isel a, b dochadzame k ich
rozdielu, menuje sa od¢itanim. Nebudeme opakovat vlastnosti
odé¢itania, pretoze, ako viete, po zavedeni zapornych ¢isel sa da
od¢itanie previest na séitanie.

Siéin dvoch prirodzenych éisel je vacsi ako ktorykolvek &i-
nitel v tom pripade, ked obaja Cinitelia si vicsi ako jedna. Vy-
svetlite!

Ak st a, b dané prirodzené ¢isla, potom rovnica

ar="> (2)

s neznamou % nema nijaké rieSenie (pokial nezavedieme zlom-
ky), ak a>b. Ak a=b, ma rovnica (2) jediné rieSenie x=1.
Ak a < b, potom rovnica (2) niekedy nema rieSenie (pokial ne-
zavedieme zlomky), niekedy ma jediné rieSenie. Hovorime, Ze
¢islo b je delitelné ¢islom a, ak jestvuje prirodzené ¢islo x, ktoré
je rieSenim rovnice (2). Nauku o delitel'nosti zatial nebudeme
opakovat. Ak je ¢islo b delitelné ¢islom a, potom rieSenie
rovnice (2) znacéime ‘

b:a.
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Ak st a, b dve dané prirodzené éisla a ak je napr. b > a,
moézeme sa pytat, o kolko je éislo b vicsie ako é&islo a; odpoved
na tato otazku je dana éislom b — a. MdzZeme si polozit aj inu
otazku: Kolkokrat je ¢islo b vicsie ako ¢islo a; ak je ¢islo b
deliteI'né ¢islom a, je odpoved na tuto otizku dana prirodzenym
éislom b :a. Ak vSak ¢islo b nie je delitel'né ¢islom a, potom
otazka kolkokrat je éislo b viésSie ako éislo @, nema nijaky
presny smysel.

Cvidenie.

V cvideniach 34—38 pismend a, b, ¢ znagia prirodzené &isla. Pomocou
Gvah o siiboroch dokéazte:

34. a) Ak je a>b, je b<a. b) Ak je aLb, je b>a.

35. a) Ak je a>b a b>c, je aj a>c. b) Ak je a<b a b<c, je aj a<c.

36. Ak s a, b ubovolné prirodzené ¢&isla, plati jeden a len jeden zo
vztahov: a) a>b, b) a=b, ¢) ab.

37. Ak je a>b, je at+c>b+tc. b) Ak je ab, je at-c<b+c.

38. a) Ak je a>b, je ac>be, b) Ak je a<d, je acbe.

39. Z nerovnosti medzi prirodzenymi ¢&islami a > b, ¢ > d odvodte
a) a+c>b+4d; b) ac>bd (pouzivajte vysledky cviieni 37 a 38).

40. Z definicie od¢itania dokazte: a) O kolko sa zvidlsi menSenec,
o tolko sa zvidési rozdiel (pri nezmenenom mensitelovi). b) Rozdiel sa
nezmeni, ak sa zvi€Si menSenec i mensitel o to isté ¢&islo.

41. Na ziklade definicie odéitania dokdzZte, Ze a) pre b =c je a+(b—
—c)=a+b—c; b) pre b=c¢c, a =b—c je a—(b—c)=a-+}+c—b.

42, Z definicie od¢itania odvodte, Ze a—a=0, b) a—0=a.

43. Ak je a>b a b=c, je a—c>b—rc. b) Ak je a>b a c=a, je
c—a < c—b. Dokdite!

II. ZLOMKY.

6. Vznik ¢isla pri merani. Dosial sme si vSimali iba to, ako
vznika pojem éisla pri uréovani poétu predmetov éize po spoci-
tani. Pri poéitani vystaéime s prirodzenymi ¢islami; pocet pred-

metov sa nikdy nerovné.% alebog a pod. Avsak s ¢islami sa

stretdvame aj pri merani a tu nevystaéime s prirodzenymi ¢is-
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lami. Na strednej Skole ste sa na hodinach geometrie zaoberali
meranim useéiek, uhlov, obsahov a objemov. Poznite aj meranie
¢asu, vahy, teploty. V&eobecne hovorime o merani veli¢in, Merat
moézeme iba dizku dizkou, vahu vahou, teplotu teplotou; me-
ranie je porovnavanie velkosti dvoch veli¢in toho istého druhu.
Ak meriame napr. dizku udebne a ak nameriame 12 m, &o
znamenj Cislo 12? Znamen4i, Ze merana tsecka (hrana ucebne)
sa rovna 12 dseckam rovnym 1 m; meter je pri tomto merani
jednotkou. Vysledok merania bude pravdepodobne vyjadreny
prirodzenym ¢islom 12 iba zhruba; merani hrana nebude asi
presne 12 m dlha, ale presnejSie bude dlha trebars 12 m 8 dm,
t. j. rovna 12 useékdm rovnym jednotke 1 m, a eSte 3 iseCkam
rovnym jednotke I dm,desatkrat mensej. Ak chceme dizku 12 m
8 dm vyjadrit pomocou pdévodnej jednotky I m, nevystacéime
s prirodzenymi ¢islami, ale musime zaviest nové ¢isla, tzv.
zlomky. S prirodzenymi ¢islami pracujeme v tych pripadoch,
ked je jednotka nedelitelna. Pocet cestujtcich vo vlaku, pocet
jablk na strome a pod. je vZdy prirodzené &islo alebo nula. Cas
straveny vo vlaku, vaha jablk na strome a pod. nebudu vzdy
vyjadrené prirodzenym ¢islom a okrem toho hodnota ¢isla,
ktoré vyjadruje ¢as alebo vahu a pod., zavisi od volby jednotky
¢asu, vahy a pod. Ak zvolime napr. hodinu za jednotku casu,

moze byt ¢as, ktory stravim vo vlaku, vyjadreny zlomkom% ’

ak si zyolime za jednotku €asu minatu, bude ten isty éas vy-
jadreny prirodzenym éislom 45. S beznymi jednotkami réznych
druhov veli¢in ste sa soznamili uZ na strednej Skole a dalSie
jednotky poznate vo vysSich triedach na hodinach fyziky.

Cvicenie.

44. Pri merani urditej vzdialenosti sa nameralo ¢ m. Ako by sa zmenil
tento tidaj, keby jednotkou dlZky nebol 1 m, ale a) 1 dm, b) 1 cm, c)
1 km?

45, Pri merani urditého &asu sa nameralo ¢ min. Ako by sa zmenil

tento Gdaj, keby jednotkou €asu nebola 1 min., ale a) 1 hod.,, b) 1 sek.?
46. Moderné uhlomerné pristroje maja delenie, ktorym sa pravy uhol
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nedelf na 90°, ale na 100 dielkov, zvanych grady. Desatina gradu sa
menuje decigrad, stotina gradu sa menuje centigrad. a) Kolko gradov
mé 19, I’, 1”? b) Kolko stupiiov (minut, sekund) m4 1 grad, 1 deci-
grad, 1 centigrad?

47. 11 je to isté ako 1'dm3. a) Kol'ko hl m4d 1 m3? b) Ak sa pri meranf{
objemu nameralo a hl, kolko je to m3?

48. Rychlost’ je pocet dlZkovych jednotiek, ktoré pohybujiice sa teleso
urazi za jednotku &asu. Ak je jednotkou dlZky 1 km a jednotkou &asu
1 hod., je jednotka rychlosti 1 km/hod. (&itaj Z km za 1 hod.) Nameralo
sa, Ze rychlost vlaku je 72 km/hod. Kol'ko je to m/sek.?

49. Mernd védha je polet vdhovych jednotiek, ktoré obsahuje objemové
jednotka nejakej latky. Ak je"jednotkou vdhy 1 g a jednotkou objemu
1 cm, je jednotkou mernej vahy 1 g/cm3 (&itaj 1 g na cm3). Nameralo sa,
Ze mernd védha Zeleza je 7,8 g/cm3. Kolko je to a) kg/dm3, b) tim3?

7. Zlomky a ich rozne tvary. Prirodzené ¢islo 1 nazvime za-
kladnou jednotkou; v nduke o zlomkoch mame popri zédkladnej
jednotke eSte lomené jednotky: polovice, tretiny, Stvrtiny, patiny
atd’. KaZdé prirodzené &islo sa skladi z uréitého poétu zaklad-
nych jednotiek; podobne sa skladi zlomok z urcitého poétu
rovnakych lomenych jednotiek, napr. z uréitého poétu polovic,
tretin atd. Zlomok je teda urdeny, ak pozname druh a pocet
lomenych jednotiek: druh je dany menovatefom zlomku, ich
pocet ¢itatelom. Zlomky zapisujeme znamym spésobom po-
mocou zlomkovej ¢iary; napr. zlomok % sa sklada z piatich lo-
menych jednotiek toho istého druhu, t. j. z piatich Sestin. Kazda
lomena jednotka sa skladi z uréitého poctu mensich lomenych
jednotiek, napr. Sestina sa skladd z troch osemnastin alebo
20 siedmich dvaaStyridsiatin & pod.; preto je 2 =-1; (15 =
=3.5); g zg ; (35="7.5) a pod. VSeobecne kaZdy zlomok,
ktory sa da napisat s menovatefom a, da sa napisat aj s meno-

vatelom 2a, 3a, 4a atd., &iZe zlomok i sa da pisat aj v tvaroch

2b 35 4b égatd’
2a’ 3a’ 4a’ 5a
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Prechod od tvaru % ku ktorémukolvek z tychto tvarov sa

menuje rozsirovanim zlomku; opaény prechod sa menuje krate-
nim zlomku,

Pomocou rozsirovania mézeme kazdé dva zlomky rozmanitym

spdsobom uviest na spole¢ného menovatel'a; napr. zlomky %, %
moZeme uviest na ktoréhokol'vek zo spoloénych menovatelov
2}, 48, 72, 96 atd.

5_20 9_27.5_40 9_ 54, ,q

6 24'8 246 488 48
Uvedenie na najmensieho spoloéného menovatel'a vyzaduje zna-
lost nauky o delitelnosti, o ktorej sa struéne zmienime az v 8.

¢lanku. Bez nauky o delitel'nosti mézeme dva zlomky 2, %
uviest na spoloéného menovatela ac, ktory je suc¢inom povod-
nych menovatel'ov:

bttt 0

Uvedenim na spoloéného menovatel'a moZzeme rozhodnit o tom,
¢i sa dva dané zlomky rovnaji, a v pripade, Ze sa nerovnaja,

s ww s

mozeme rozhodnit, ktory z nich je vicsi. Z rovnosti (1) sidime:

—b—=£, ak bc=ad, (2)
a ¢

b _d

-E< = ak bc < ad,

L2 >£: ak bc> ad,
a” ¢

KaZzdy zlomok mozno napisat v nespoéetne mnoho réznych
tvaroch; ale s danym menovatel'om mozno zlomok napisat v je-

dinom tvare. Napr. zlomok % mozno napisat v jedinom tvars
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3 5 . . .
Vi menovatelom %, a zlomok 3 vobec nemozno napisat s me-

novatelom 4. Preto zo vSetkych mozZnych tvarov zlomku je je-
diny tvar, ktorého menovatel ma najmens$iu moZni hodnotu;
tento tvar sa menuje zakladnym tvarom zlomku.

b < . .
Zlomok - ToZno, ako vieme, pisat v tvaroch

b 26 36 46 56 @3)
a’ 2a’ 32’ 4a’ 54’

Mozno zlomok ‘% napisat eSte v inom tvare, ako sa tvary (3) ?
Dokazeme bez pouZitia nauky o delitelnosti, Ze ak zlomok g—

< . . , b . .
mozno napisat v inom tvare ako st tvary (3), potom —; Tie Je

zakladny tvar, t. j. Ze zlomok moZno napisat v tvare, ktorého
menovatel' je mensi ako a. Nech je teda moZné napisat zlomok

—Z aj v tvare % , ktory je iny ako st tvary (3) ; mame dokazat,
Ze zlomok % da sa napisat v tvare, ktorého menovatel je
mensi ako a. To je zrejmé, ak je ¢ mensie ako a, lebo potom

uz je taky tvar. Ak nie je ¢ < a, menovatel' ¢ zlomku tvaru

sla o

sa nevyskytne medzi menovatel'mi

a, 2a, 3a, La, 5a, . ... 4)

tvarov (3), a preto menovatel ¢ je ¢o do velkosti medzi nie-
ktorymi dvoma susednymi ¢islami z éisel (4); to znamenai, Ze
jestvuje také prirodzené éislo n, Ze

ne<c,(nf1)a>ec

Pretoze je na < c, jestvuje také prirodzené ¢&islo k, Ze
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cxna 4k . (%)

PretoZe (n 4- 1) a >c, Je
(n+1)a>na-+Fk &ize na4a>na4k a z toho
sidime, Ze je a> k. (6)

Zlomok % sa da pisat v tvare %; z toho stidime podla (2), ze

bec =ad.
Podla (5) je vSak
bc="b (na 4 k) &ize bc = bna -+ bk,
teda
bc=a.nb 4 bk,
takze
ad =a .nb 4 bk. D

s vV

Z rovnice (7) vysvita, ze s(éin a.d je viaési ako sidin a.nb;
z toho sidime, Ze prirodzené &islo d je vidSie ako prirodzené
¢éislo nb. Preto jestvuje také prirodzené cislo h, Ze

d=mnb -|— h. (8) '
Podla (8) je
ad =a .nb -4 ah.

Ak porovname s (7), vidime Ze

bk = ah. 9
Podla (9) vSak studime z (2), Ze
b_+r
a k

Zlomok % mozno teda napisat v tvare % s menovatelom k,

ktory podla (6) je mensSi ako a. To sme chceli prave dokazat.
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Dokéazali sme, Ze ak zlomok % mozZno napisat v inom tvare

ako st tvary (3), tvar Eb nemoéze byt zikladny. Teda ak -Z—
je zékladny tvar zlomku, potom v (3) mame vSetky mozné
tvary zlomku —Z— ¢iZe: Zo zakladného tvaru zlomku vznikne kaZz-
dy iny tvar rozSirovanim. To mdzeme vyslovit aj takto: Ak je
zlomok napisany v tvare %i, ktory nie je zakladny, mozno zlo-

mok skratif, a tak uviest na zakladny tvar. Ak prirodzené ¢isla
a, b st nesidelitelné, t. j. ak nie s obe delitelné tym istym

. s xe - b .
prirodzenym ¢islom viaéSim ako 1, potom zlomok -, hemozno

kratit. Teda: Ak si a, b nesideliteFné &isla, zlomok 7[1)" musi byt
v zikladnom tvare.
Cvidenie

3
y —
5.

’

Wl

50. Srovnajte podla velkosti zlomky: %,

NN
YR

68 204 68
51. Plati 57 =-1—5‘3 pri€om 153=38.51 Plynie z toho, ¥e zlomok, 51 je
v zékladnom tvare?

35 65
52. Presvedcéte sa, Ze 01 769 Z toho ustdte, Ze nijaky z tychto dvoch
zlomkov nie je v zdkladnom tvare.

a c
53. Ak je 3 = 4, kde a, b, ¢, d st také prirodzené &isla, Ze ak b>d, je aj
a a—¢
- t—a DokéZte!

54. Uzivajc vysledok 53. cvid., uvedte zlomky z 52. cvid. na zékladny
tvar.
55. DokéZte vetu: Ak je zlomok v zdkladnom tvare, je alebo Eitatel
alebo menovatel (alebo obaja) nepirny. MoZno vetu obratit ?
a c. c e
56. Ak je eyl znamen§ to, Ze ad=:-bc; ak je 2= 7 znamené to, Ze

a e
cf=de. Odvodte odtial, Ze aj 7 = 7 t. J. Ze af=be.
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57. Dok4%te vety: a) Pri rovnakych menovateloch m4 v&g&siu hodnotu
ten zlomok, ktorého ¢itatel je vadési. b) Pri rovnakych ¢itateloch m&
vaésiu hodnotu ten zlomok, ktorého menovatel je mensi.

8. Delitelnost prirodzenych c¢isel. Prirodzené ¢islo p sa me-
nuje prvodislom, ak je p vicésie ako 1, ale p nie je mozné vy-

swv e

jadrit ako suéin dvoch prirodzenych ¢isel vécsich ako 1.
Cisla 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19

su prvodisla; si to vSetky prvoéisla mensie ako 20.

Zakladni vlastnost prvoéisel zneje takto:

Ak je sicin bc dvoch prirodzenych ¢isel delite’ny prvodis-
lom p, musi aspoii jeden z oboch éinitelov b, ¢ byt delitelny
prvocislom p.

Dokaz. PretoZe siuéin be je delitelny prvocislom p, musi jestvo-
vat také prirodzené éislo d, ze

bc = pd. . (1)

Ak je &islo b delitelné prvoéislom p, je vSetko dokadzané. Ak
¢islo b nie je delitelné prvoéislom p, potom ¢isla b, p st nestde-

litelné a z toho plynie (pozri koniec 7. &.), Ze zlomok 6 je

v zadkladnom tvare. Ale ak porovname rovnicu (1) s rovnicou
(2) ¢élanku 7. vidime, ze

Pretoze zlomok % je v zakladnom tvare, vznikne tvar % roz-

Sirovanim, a preto ¢islo ¢ je delitelné ¢islom p, ¢o sme prave
mali dokazaf.

Ak sGéin a; as.... a, je delitelny prvoéislom p, musi byt
niektory ¢initel' delitelny prvoéislom p? Pri dvoch ¢initel'och
sme to uz dokazali, ale pri viacej ako dvoch ¢initeloch nie je
zatial' vylucené, Ze by jestvoval stéin a, a, ... a ,, ktory by bol
delitelny prvoéislom p, pri¢om by nijaky ¢initel’ nebol delitelny
prvodislom p. Ak taky sGéin jestvuje, zvolme pocet éinitelov

24



tak, aby bol najmensi. Potom sGéin a, a; a3.... a, bude deli-
te'ny prvocislom p, hoci ani jeden z éinitelov a,, a,, as,..., a, ne-
bude delitelny prvoéislom p. Pretoze ¢éislo » sme zvolili ¢o naj-
menSie a pretoze nijaké z ¢isel ao, ..., a, nie je delitelné prvo-
¢islom p, stéin ¢c=a,...a, nebude delitelny prvocislom p.
Podrl'a asociativneho zikona nésobenia je a; a; a3...a,=a; c.
Teda suéin a, ¢ je delitelny prvocislom p, a pretozZe ani éinitel ¢
ani Cinitel’ @, nie je deliteny prvoéislom p, je to nemoZné. Tym
sme dokézali vSeobecne: Ak je sicin a; a; a3...a, niekolkych
prirodzenych ¢isel delitelny prveéislom p, musi niektory Einitel
byt delitePny prvocislom p. Ak napr. ¢initel a, je sm prvoéislom,
mozZe byt delitelny prvocislom p iba v tom pripade, ked sa rovna
p. Teda: Ak je sti¢in nickol'kych prvocisel delitelny prvocislom
p, musi sa niektory éinitel' rovnat p.

Prirodzené éislo vicsie ako 7, ktoré nie je prvoéislo, menuje
sa sloZzenym d¢islom. Kaidé sloZené cislo sa da napisat ako si-
&in prvodisel, z ktorych niektoré si moézu byt rovné. To je tzv.
rozklad na prvodinitelov, ktory je mozny iba jedinym spdsobom.
Lebo ak st p; P2 P3-+- D, 919293 - - - q,, dva rozklady na prvo-
dinitelov toho istého prirodzeného cisla, je

P1P2P3+++P,=—019293+-.q.

Shéin prvoéisel py ps . ... p, je delitelny prvoéislom q,, a preto
niektory ¢&initel' sa musi rovnat q;. Ak je napr. p; = q,, mézeme
tymto spoloénym ¢initelom kratit a dostaneme

P2P3ece-P,=9293+--qp.
Zase s0éin prvodisel je P p3....p, delitelny prvocislom g, a
niektory &initel sa musi rovnat q,, napr. p, = q,. Pokracujic
v tomto usudku dostaneme napokon, Ze oba rozklady sa mdzu
1iSit nanajvys poriadkom cEinitel'ov.

Cvicenie.
DokizZte vety:

58. Kazdé prvoéislo (s vynimkou prvoéisla 2) je nepirne &islo.
59. Cislo n2—1 nie je prvodislom pre nijaké n>>2.

’
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60. Ak je p prvodislo viitsle ako 2, je vidy jJedno z disel p—1, P+1
deliteIné Styrmi a druhé dvoma.

61. Ak je p prvodislo ViiGsie ako S, Je vZdy jedno z &isel (p—1), (P+1)
deliteIné Siestimi.

62. Ak je p prvolislo vi&sie ako 8, je &islo p2—1 deliteIné 2j.

63. Sa&in troch po sebe idGeich celych &fsel, z ktorych prostredné je
nepérne, je vZdy delitelny 24.

64. Ak sG a, b dve &isla nestGdelitel'né, nijaky prvod&initel! z rozkladu
&fsla @ nie je prvocinitelom v rozklade &isla b.

65. Ak je &fislo delitelné dvoma &islami navzijom nestdelitelnymi, je
delitefné aj ich stGéinom.

66. Odovodnite, Ze kazdé &islo menSie ako 30, ktoré je s tymto &fslom
nestdelitelné, je prvodislom.

9. Scitanie a nasobenie zlomkov. Pri séitani dvoch zlomkov
uvedieme oboch sé¢itancov na spoloéného menovatela; stdet
mozZno potom napisat ako zlomok s rovnakym menovatelom,
ktorého citatel je stdet upravenych (rozSirenych) ditatelov:

a , b __a+b
PR R M
PretoZe pre séitanie prirodzenych ¢&isel v é&itateli plati komuta-
tivny zakon, sidime z (1), Ze komutativny zakon scitania plati
aj pre zlomky.
I viac neZ dva zlomky mézeme vzdy uviest na spoloéného me-
novatela a mame: '

ay a, an_al+a2-|—...—|-an
L t . @

Z toho plynie, Ze aj asociativny zakon séitania, o ktorého plat-
nosti pre prirodzené éisla sme hovorili v 1. ¢lanku, plati i pre
zlomky . *

Pri nasobenf nemusime uvadzat zlomky na spoloéného meno-
vatela. Zo strednej Skoly vieme, Ze:

a b__ab
c'd dd )

* Pozn.: Ked su Citatele rovnaké, prejde s€itanie v nédsobenie zlomku
celym &islom.

26



Podobne mame pre viac ako dva zlomky:

PR @
1 2 n 17 Cqeu.Cn

Z (3) a (4) sidime, Ze komutativny a asociativny zakon néso-
benia, o ktorého platnosti pre prirodzené éisla sme hovorili
v 2. ¢lanku, plati i pre zlomky. Dokézte!

Rovnako distributivny zakon plati i pre zlomky. Tento zakon
je vyjadreny vzorcom (pozri 3. ¢l.):

u(r + 8) =ur 4 us. (5)

Aby sme dokézali, Ze zikon (5), ktorého platnost pre prirodzené
¢isla je ndm znama, zostava spravny i v tom pripade, Ze pismena
u, 7, $ znamenajai zlomky. NapiSme si najprv zlomok % v I'ubo-
volnom tvare

u=-5.

Dalej si napi§me oba zlomky 7, s tak, aby maly spoloéného me-
novatel'a:

- d
r=—y §=—,
e

takze p;al’a pravidla o s¢itani zlomkov

_c+d
r+s= P
Podl'a pravidla o nasobeni zlomkov je

u(,.l_s):'lff_'."_‘ﬁ,

be
ur=12¢ us—ﬂqo
T e’ 0T be

Oba zlomky ur, s mame napisané so spoloénym menovatelom,
takze
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_oct+ad
ur-+us ="

Pretoze vSak a, ¢, d st prirodzené ¢isla, plati pre ne distributiv-
ny zakon

a(c+d)=ac-+ ad

a z toho plynie, Ze plati aj (5).
Kazdé prirodzené ¢islo ¢ méZeme napisat ako zlomok s meno-
vatelom 1:

a=—

1
alebo aj ako zlomok, ktorého menovatelom je 'ubovolne zvole-
né prirodzené ¢&islo n;

an

aq=—n-:

n
Ak sa Citatel zlomku rovna nule a ak je menovatel akékol'vek
prirodzené éislo, zlomok sa rovna nule:

0
—E=0, pre n=1, 2, 3,...

Naproti tomu menovatel zlomku sa nikdy nerovna nule.
V 4. ¢lanku sme odvodili pravidla

a+0=a,a.0=0,a.1=a (6)

za predpokladu, Ze pismeno a znamena prirodzené ¢islo. Za toho
istého predpokladu sme odvodili aj obratené pravidla, z ktorych
najdolezitejSie je: Ak sa sicin rovna nule, aspoii jeden &initel
sa rovna nule.

Odé6vodnite teraz, preco vSetky tieto pravidla platia aj pre
zlomky!

V 5. ¢lanku sme hovorili predovSetkym o tom, Ze rovnica

a-tlx=> (9]
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S neznimou x nem4i nijaké rieSenie, ak je a > b, a ze tato rov-
nica ma jediné rieSenie, ktoré znacéime

r=>b—a,

ak je @ < b alebo a = b, pricom je x =0 v pripade a =121, ale
v pripade a < b nie je = 0. Pritom kazdé z pismen a, b, x
v 5. ¢lanku znamenalo prirodzené ¢islo alebo nulu. Odévodnite
teraz, Ze to vSetko ostane v platnosti i po rozsireni pojmu ¢isla
o zlomky.

V 5. élanku sme d’alej hovorili o rovnici

ar="> (8)

8 neznamou z. Ak pismeni a, b znamenaji prirodzené cisla,
bola rovnica (8) riesitelna pred zavedenim zlomkov iba v tom
pripade, Ze éislo b je delitelné ¢islom a. Po zavedeni zlomkov
ma rovnica (8) vidy jediné rieSenie, nech st a, b akékol'vek
prirodzené ¢isla; toto rieSenie je dané zlomkom

x=—. 9)

Rovnica (8) méa vSak jediné rieSenie i vtedy, ak pismena a,
b znamenaji zlomky. Nech je

A
4 L_b .
a——a’» b—b,’

kde a;, by, as, by st prirodzené &éisla. Ak nazveme zlomok a’ ==
a ’
= ;1—3 prevratenou hodnotou zlomku a,
1
potom rieSenie x=b.a’ rovnice (8) je séin ¢isla b s prevratenou
hodnotou éisla a. Ak b = 1, je # = o’ CiZe sicin ¢isla a jeho pre-
£
vratenej hodnoty sa rovna 1. RieSenie rovnice (8) sa niekedy
piSe v tvare b : a, Casto sa v3ak piSe v tvare (9) i vtedy, ked

a alebo b je zlomok, alebo a i b su zlomky. Taky vyraz % sa

nazyva sloZzenym zlomkom.
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O rovnici (8) sme doteraz hovorili za predpokladu, Ze ani
jedno z pismen @, b neznamena nulu. Tento predpoklad moézeme
zapisat takto

a+0,b+0. (10)

Znacka + je znamenie nerovnosti; éitame ho ,nerovna sa‘“ alebo

»je rozne od". Ked vyluéime predpoklad (10), ostavaji tri pri-
pady. Po prvé rovnica

a.x=0,kde a + 0,
m4 jediné rieSenie & = 0. Po druhé rovnica
 0.x=b,kdeb 4+ 0,
nema v6be§;;ijé;kého rieSenia. Napokon je
0.2=0,

identicka rovnmica ciZe identita, t. j. kazdé ¢&islo x je rieSenim
tejto rovnice.

.

Cvicenie.

. b
67. Od6vodnite, Ze zlomok x= - Je rieSenim rovnice ax=b, kde a0,
. .
68. Zlomok —. znamen4 to isté uko rieSenie rovnice cx=a pre ¢ += 0;

b
zlomok ¢ 2znamend to isté ako rieSenie rovnice cy=>b pre ¢ F 0. Odvodte

) a b
z toho, aky vyznam m4i stet alebo rozdiel zlomkov 3 a e

69. Zlomok % znamex;é, to isté ako rieSenie rovnice bx=a pre
b % 0; zlomok -ﬁznamené. to isté ako rieenie rovnice dy=c pre d = 0.
Odvodte z toho, aky vyznam m4 sidin zlomkov%. % !

70. Delit _‘;— : %, pri¢om b % 0, ¢ == 0 a d == 0, znamen4 to isté ako

rieSit rovnicu 5— x-=-'-;- . % toho odvodte pravidlo pre delenie dvoch zlom-
kov! ’
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71. DokéZte vetu: ndsobit zlomkom, ktory sa nerovné nule, je to isté,
ako delit jeho prevritenou hodnotou.

72. Ak je %-7:-, znamens to, Ze ad=bc. Z toho odvodte, Ze aj

T+ fi =2+ J_f_, t. J. Ze (af+be)df=bf(cf+de).

73. Ak je %=%, znamenid to, Ze ad = bc. Z toho odvodte, Ze aj

_Z_. {:% . £, t. ] Ze ae. df=Df. ce.

J

74. )dokéite, Ze sGlet dvoch zlomkov v zikladnom tvare, ktorych me-
novatelia st dve rézne &isla, nie je nikdy celé ¢&islo.

75. DokézZte, Ze sGéet dvoch zlomkov v zikladnom tvare, ktorych me-
novatelia st dve nestidelitel'né &isla, nemoZno d'alej kratit.

III. ZAPORNE CISLA.
10. Zavedenie zapornych d&isel; iselna os.

Doteraz zavedené ¢isla st vicSie ako nula, okrem ¢isla nula.
Cisla vidsie ako nula sa nazyvaja kladnymi &islami. S kladnymi
¢islami vystacime v praxi vSade tam, kde nula znamenéi medzu,
pod ktori nemozno ist; pocet robotnikov v tovarni, vaha akého-
kol'vek predmetu vo vzduchoprazdnom priestore, objem kvapa-
liny v nadobe a pod. st vzdy vyjadrené kladnymi éislami. Ale
¢isla pouzivame v praxi nielen pre vyjadrenie velkosti nemenia-
cej sa veli¢iny, lez vel'mi ¢asto aj na vyjadrenie zmeny velkosti.
ZvicSenie velkosti je vyjadrené ¢islom kladnym, neexistencia
zmeny je vyjadrena cislom nula, a zmensSenie velkosti je vy-
jadrené &islom zapornym. Cislo nula nepoditame ani medzi klad-
né &isla ani medzi ziporné. Stiborny nazov pre kladné i ziporné
¢isla i pre nulu je relativne éisla. ,

Kazdému kladnému éislu a je priradené uréité zaporné ¢islo,
ktoré zna¢ime — a, a ktoré nazyvame opacnym éislom ku klad-
nému ¢islu a; k zapornému ¢éislu —a je opaénym c¢islom pévodné
kladné éislo a. Obe ¢isla, kladné ¢islo a i zdporné &islo —a, maji
spoloénu prosth (CiZze absolitnu) hodnotu, ktorou je kladné éislo
a. Prosti Hodnotu znadime svislymi ¢iarkami; teda
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la|=@a, | —a|=ua

pre kaZzdé kladné éislo a. K ¢islu 0 je opaénym déislom é&islo 0
samo; piSeme —0 = 0. Prostou hodnotou ¢isla 0 zase je ¢islo
0 samo: |0|=0. Prostad hodnota kazdého ¢isla a 3 0 (klad-
ného alebo zaporného) je kladna; prosta hodnota nuly je nula;
nie je teda kladna.

Prechod od ktoréhokol'vek éisla k opa¢énému ¢islu sa menuje
zmenou znamienka; zmenou znamienka vznikne z kladného ¢isla

—;zéporné éislo—?]z—, zo zaporného ¢isla — 3 kladné c¢islo 3;

z ¢isla 0 vznikne zmenou znamienka to isté ¢islo 0.

O dvoch relativnych éislach hovorime, Ze maju to isté zna-
mienko, ak st obe kladné alebo obe zaporné alebo obe sa rovnaja
nule; hovorime, Ze maji opaéné znamienko, ak je jedno kladné
a druhé zaporné,

Scitanie ¢isel po rozsireni o ziporné ¢isla sa najlepSie pochopi
pomocou geometrického znazornenia na tzv. &iselnej osi. Ciselna
os je vodorovna priamka (obr. 1), na ktorej sa zvoli uréity bod,
zvany zaciatok, ktory je obrazom ¢isla nula. Napravo od za-
diatku sa zvoli bod, ktory je obrazom ¢isla 1. Vzdialenost oboch
zvolenych bodov na ¢éiselnej osi volime za dizkovii jednotku.
Obrazom kladného &isla a je bod napravo od zadiatku, ktorého
vzdialenost od zaciatku je vo zvolenej jednotke vyjadreni éis-
lom a; v tej istej vzdialenosti, ale nalavo od zadiatku, lezi obraz

” 1.4 vr L4 1.4 r v 5
zaporného Cisla —a. V obr. 1 s znazornené ¢isla 0,1, 2 —3,
-2 _5

3 2
3 <% ‘% 0 1 %
Obr. 1.

Cvicenie.

76. Parnik prejde silou stroja v km/hod.; rychlost pridu je ¢ km/hod.
Obe rychlosti meriame kladnymi &islami v smere pradu. Ak4 je rychlost
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parnika v pridiacej vode? Co znamen4, ked a) v je kladné, b) v je z4-
porné, ¢) v=0, d) v=—c?

77. Z dvoch miest A a B vzdialenych od seba ¢ km vyrazia stfasne
proti sebe dva vlaky; jeden ide rychlostou ¢; km/hod., druhy rychlostou
c2 km/hod., pri€om ¢; F c2. Obe rychlosti, ako aj vzdialenost vlakov me-
riame kladne v smere od A do B. Ak4 je ich vzdialenost po uplynuti h

hod.? Vysvetlite vyznam néjdeného vysledku, ak je a) £2< . ., b) & =
1— &

a a
a—q’ ©) h>"1 —C

78. Otec je trikrat tak stary ako syn; spolu maja 60 rokov. Za aky
¢as bude otec a) dvakrat, b) Styrikrat starsi ako syn? Vysvetlite vyznam
najdenych vysledkov.

79. Ak je a =0, je |a[=a, ak je a=<0, |a|=—a. Odovodnite!

80. Dokézte, Ze pre kazdé a je a| =a.

81. Dokéazte, Ze pre kaZdé a je |———a|= a|.

82. Ako treba volit éislo x, aby x-+41, x—2 boly dve opacéné ¢isla?

83. Pre ktoré x je a) |x——1|=x; b) |x|=x—1?

84. Pre ktoré a je |a——1|=1—a?

85. Co mozZno povedat o ¢islach a, b, ak je @) |a|+|b|=0; b) [a]-——lb]:O?

11. Scitanie relativnych disel.

V predchadzajicom ¢lanku sme si povedali, Ze relativne ¢isla
pouZivame v praxi predovSetkym na ¢&iselné vyjadrenie zmien
velkosti veli¢in. Také zmeny si moézeme velmi dobre znazornit
posunovanim ¢iselnej osi. Majme dve ¢Ciselné osi: Pevna éiselna
os nech je narysovand v soSite, pohybliva ¢iselnd os nech je
na priamej hrane papierového prizku. Zvolme si teraz na pevnej
¢iselnej osi bod, ktory je obrazom relativneho ¢isla a; prilozme
teraz pohyblivil ¢iselnti os k pevnej najprv tak, aby sa oba
zacCiatky kryly, ale potom posunujme pohyblivou ¢iselnou osou
pozdiZz pevnej tak, aby sa zaciatok pohyblivej osi napokon kryl
s obrazom ¢isla a na pevnej osi. Tymto spésobom sme zvolenému
relativnemu ¢islu a priradili uréité posunutie Ciselnej osi; toto
posunutie oznaéme (a). Ak je éislo a kladné, je (a) posunutie
doprava o dizku rovnu a; ak je ¢islo a zaporné, je (@) posunutie
dolava o dlzku rovnu a; napokon (0) vlastne nie je posunutie;
pre a — 0 kazdy bod ostava na svojom mieste.

Takym posunovanim si vysvetlime sicet @ 4 b dvoch rela-
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tivnych &isel takto: Vykonidme najprv posunutie (a), potom
posunutie (b). Ako vysledok oboch posunuti méme tretie po-
sunutie, o ktorom moZeme hovorit, Ze je sloZené z posunutia (a)
a z posunutia (b). Pri tomto sloZenom posunuti prejde poéiatok
do bodu, ktory je prave obrazom sictu a + b. Teda: Ak skla-
dame posunutie (a) a posunutie (b), dostaneme posunutie (a-}-
-+b). Vykonajte na prikladoch: (1) =2, b=3; (2) a=—2,
b=38; 3) a=28, b=—3; (4) a=—2, b=—3. Na tychto a
inych prikladoch vysvetlite pravidla zname zo strednej Skoly:
Ak sa jeden z oboch séitancov rovna nule, sicet sa rovna dru-
hému scitancu. Ak je a+ 0, b * 0, a ak majia oba scitance to
isté znamienko, ma to isté znamienko i sicet a prosta hodnota
sictu je sicet prostych hodndt oboch séitancov. Ak maja oba
séitance opaéné znamienka a tie isté prosté hodnoty, sicet sa
rovna nule, ¢ize kratSie: Staéet dvoch opaénych ¢isel sa rovna
nule. Ak maja oba séitance opacné znamienka, ale nerovnakeé
prosté hodnoty, prosta hodnota siétu sa rovna rozdielu prostych
hodnét oboch séitancov a sticet ma to isté znamienko ako ten
séitanec, ktorého prosta hodnota je vicsia.

Z pripomenutych pravidiel plynie, Ze komutativny zakon séi-
tania plati aj pre relativne cisla.

Doteraz sme hovorili iba o sGéte dvoch séitancov. Ak je vSak
dany Iubovolny pocet relativnych ¢&isel a4, as,...., a,, potom
suéet a,+as+...-a, vznikne zpociatku tym posunutim,
ktoré je sloZené z posunuti (a,), (az),..., (ay).

Vsimnime si najmi troch séitancov a, b, c. Ak mame slozit
tri posunutia (a), (b), (¢), mbzeme to urobit tak, Ze najprv
slozime dve posunutia (a), (b) v jediné posunutie (a¢ -} b) a
potom eSte toto posunutie skladime s tretim posunutim (c¢).

Mozeme vSak skladat aj posunutie (a) s tym posunutim
(b 4+ ¢), ktoré vznikne skladanim dvoch posunuti (b), (c¢).
Tym je odévodnené, Ze asociativny zakon séitania plati aj pre
relativne cisla.

Pravidlo

a+0=0-|—a=q
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plati zrejme i pre relativne ¢isla a.
Dokial sme nezaviedli zaporné ¢isla, bola rovnica

a4 z=D> @)

nerieSitelna v pripade.a@ > b. V oblasti relativnych ¢&isel je rov-
nica (1) vzZdy rieSitelna, lebo ma rieSenie
x=——a -+ Db. 2)
Vskutku podla asociativneho zakona scitania je

ata=a+(—a+b)=I[a+(—a)] +b
a sucet a 4 (—a) dvoch opaénych éisel sa rovna nule, teda
at+x=0-+4b=b.

Obratene, ak je x rieSenie rovnice (1), plati (2). Lebo podl'a
asociativneho zakona séitania je

—atb=—a+(a+a)=(—a+a)+a
teda
—0+b=0+2r=2.

Podl'a komutativneho zakona séitania moézZeme miesto (2)
pisat aj
2="b+ (—a),
¢o je zvykom kratSie pisat
 x=b—a. (3)

Teda: Odéitat od é&isla b Cislo ¢ znamena prave tolko, ako
k éislu b pricitat ¢islo —a, opacéné k ¢islu a. V oblasti rela-
tivnych ¢isel nemusime preto odé¢itanie vobec povaZovat za oso-
bitny poctovy vykon, pretoze sa dé previest na séitanie. V tom
je hlavny vyznam zavedenia zapornych ¢isel.

VsSeobecnejSie kazdy vykon, sloZeny z niekol’kych postupnych
s¢itani a od¢itani, javi sa po zavedeni zapornych éisel ako sci-
tanie, napr.,

a—b—c-}d
je sucet Cisel
a, —b, —c¢, d.
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Cvicéenle.

86. Dok4Zte, Ze stGlet dvoch opadnych &isel je o.

87. K &slu 8a—=2b+-5¢ utvorte opaZné &islo.

88. Ktoré &islo treba priéitat k ¢&islu a, aby vyslo &islo b?

89. a) Ktoré é&islo treba odéitat od &isla a, aby vyslo é&islo b? b) od
ktorého &isla treba odéitat &islo a, aby vy&lo.¢&islo b?

90. Dokéazte spravnost vety: O kolko sa zmenS$i jeden sc&itanec, o tolko
sa zmen3i stcet.

91, Doké4Z%te spravnost viet: a) O kolko sa zmen$i menSenec, o tol'ko sa
zmensi rozdiel. b) O kolko sa zmens$i mensitel, o tol'ko sa zvid&si rozdiel.

92. Dokdzte, Ze |a+b| = |a|+‘bl. Kedy nastane rovnost?

93. DokA4Zte, Ze a—bl = M'Hb . Kedy nastane rovnost?

94. Dok4zte, Ze pre ‘a\?—_ ‘b\ je la+b\ g\a\—\b\. Kedy nastane rovnost?
Co plati, ak je le|<|b|? .

95. Dokéz%te, Ze pre !al = |b| je la-—bl glal—\bl. Kedy nastane rovnost ?
Co plati, ak je |e|<|p|?

12. Nasobenie relativnych &isel.

Zo strednej Skoly viete, Ze relativne ¢isla sa néasobia podla
tychto pravidiel: Prosta hodnota s@éinu dvoch relativnych éisel
sa rovna sicinu prostych hodnot oboch ¢initelov. Ak zmenime
znamienko jedného ¢Einitela, zmeni sa znamienko sicinu. Na
podklade tychto zakladnych pravidiel 'ahko sami odvodite d’al-
Sie zname pravidla: Ak sa aspoii jeden @initel rovna nule, aj si-

” ve

¢in sa rovna nule. SG¢in dvoch kladnych éisel je kladny, tak isto
aj s@cin dvoch zapornych éisel. Ak je jeden cinitel kladny a
druhy zaporny, je sGcin zaporny. Z toho plynie, Ze i v oblasti
relativnych ¢éisel ostava spravne pravidlo: Ak sa s@cin rovna
nule, aspon jeden Cinitel sa rovna nule.

Sami rahko odévodnite, Ze komutativiy a asociativnay zakon

nasobenia plati aj pre relativne Cisla. Aj distributivny zaken
(a+b)r=ar - br 1)

plati aj pre relativne ¢isla, ale pri odévodneni rozoznavame nie-
kol'ko pripadov. Odovodnite sami, ze pravidlo (1) plati pre rela-
tivne &isla, ak r=0. Dalej oddvodnite, ze (1) plati tiez, ak
a =0 alebo b=0. Ostéava len od6vodnit (1) pre pripad, ze
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a* 0,bF0,7r+0.

PretoZe zmena znamienka éisla r ma za nasledok iba zmenu
znamienka na oboch stranach (1), stac¢i dokazat (1) pre kladné
r. Ak st aj &isla a, b kladné, vieme, Ze pravidlo (1) je spravne.
Stéasna zmena znamienka oboch é&isel @, b mi za nasledok na
oboch stranich (1) iba zmenu znamienka; preto plati (1), aj
ked st obe éisla a, b ziporné. Ostava dokazat (1) pre pripad,
Ze z Cisel a, b je jedno kladné a druhé zaporné, pri¢om r je klad-
né. Usudzujeme takto: '

Ak ¢isla a, b maja rovnaki prost hodnotu, li§ia sa iba zna-
mienkom, teda a 4+ b =20. Aj ¢isla ar, br sa lisia iba znamien-
kom, a preto ar 4 br =20, a vzorec (1) je spravny.

Ak éisla a, b nemajii rovnaki prosti hodnotu a jedno je
kladné a druhé zaporné, uvazime, Ze siiéasna zmena znamienka
oboch ¢éisel @, b ma za nasledok na oboch stranach (1) iba zmenu
znamienka. Okrem toho si v§imnime komutativny zakon séita-
nia! Vidime, Ze staéi dokazat (1) pre pripad, Ze a je kladné, b
zaporné, priom a ma vicsiu prosti hodnotu ako b. Okrem toho
r je kladné. PretoZe b je zaporné, polozme

b=—c;
éisla a, ¢ st kladné, @ > ¢ a mame dokazat, Ze
(a—c)r=ar—cr, (2)
pric':om aj r je kladné. PoloZme
a—Cc=—8; 3)

méme dokazat, Ze
8r=—=ar —cr, 4

pri¢om aj ¢ je kladné. Podla (3) je
ct+s=a (5)
a obe ¢isla ¢, s st kladné. Vieme teda, Ze

(¢c+4s8) r=cr-sr,
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ar =cr -} sr; (6)
pretoze vSak ¢, s, r si kladné éisla a pretoZe plati (5), vieme,
Ze plati (6). Tym je distributivny zakon (1) dokazany vo vSe-
tkych pripadoch.

Dokazte sami, Ze pravidlo
a.l=a

zostava v platnosti i pre relativne ¢&isla a.
Doteraz preberané ¢isla sa menuji racionilnymi ¢islami,
Medzi tieto patria celé éisla
0,1,2,3,45,6,....
—1, —2, —3, —}, —5, —6,....

a zlomky —;—; ;, g,..
1 2 5

2Ty e

Okrem racionalnych ¢isel jestvuja aj iracienalne éisla, z kto-
rych niektoré ste uZ poznali na strednej Skole. St to najmi

niektoré druhé odmocniny, ako /2, V3, V5 a pod., ktoré bu-
deme v tejto triede eSte podrobne preberat. Dalej sem patri
napr. vam uz tiez zname Ludolfovo ¢islo . .

Cvidenie.

96. DokéZte sprdvnost vety: SG&in niekolkych -¢&initelov, z ktorych ani
jeden sa nerovnd nule, je kladny, ak je pofet zdpornych &initelov parny;
sG¢in niekolkych ¢initelov, z ktorych ani jeden sa nerovn4 nule, je zi-
porny, ak je podet zdpornych ¢&initelov nepirny. Treba vyslovne uvidzat,
Ze ani jeden z ¢&initelov sa nerovné nule?

97. Od6vodnite, ako z pravidiel: SGéin dvoch kladnych é&isel je kladny,
sG&in dvoch zipornych &isel je kladny; stéin ¢isla kladného a ziporného
je zaporny, plynie pravidlo: Ak sa sG&in rovnéd nule, aspoil jeden &initel
sa rovné nule.

98. Odbvodnite, preo pre nisobenie relativnych &isel plati komutativny
a asocxativny zékon.
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99. Oddvodnite, Ze distributivny zdkon (a+b) r=ar-br plati, a) ked
r=0, b) ked a=0, c) ked b=0.

100. Dok4zte, Ze sugin dvoch opaZnych &isel nie je nikdy kladny. AkY je
teda?

101. Z vyrazu [a+ (—a)]b odvod'te na ziklade distributivneho zidkona
pravidlo: Ak zmenime znamienko jedného &initela, zmeni sa znamienko
siéinu.

102. Z pravidla o nésobeni relativnych &isel oddvodnite, Ze zlomok,
ktorého &itatel’ a menovatel maja to isté znamienko, m4 kladnG hodnotu,

a Ze zlomok, ktorého d&itatel! a menovatel! maji opa¥né znamienka, mé
ziporni hodnotu.
X ‘ | x|

103. Zpravidla o prostej hodnote sG€inu odvodte, Ze I m

yE 0

, pokial

13. Nerovnosti. Aj relativne ¢isla méZeme porovnavat ¢o do.
vel'kosti. Pritom je vhodné pouZivat éiselni os. Cislo a je mensie
ako ¢islo b a ¢islo b je viésie ako éislo a, ¢o piSemé

a<b alebo b > a,

ak na Ciselnej osi obraz ¢isla a lezi nalavo od é&isla b. Pomocou
¢iselnej osi vysvetlite: Nula je mensia ako kazdé kladné dislo.

o wwe

Nula je vicsia ako kaZdé zaporné éislo. Kazdé kladné éislo je

se wwe

vicSie ako kaZdé zaporné éislo. Z dvoch zapornych ¢isel je to

o wve

vicsie, ktorého prosta hodnota je mensia.

Ak je a < b, mdzu nastat tieto pripady:

(1) obe éisla a, b s kladné;

(2) é&islo a sa rovna nule, éislo b je kladné;

(3) é&islo b je kladné, éislo a je zporné;

(4) ¢&islo b sa rovni nule, &islo a je zaporné;

(5) obe é&isla a, b st ziporné.

V kazdom z tychto pripadov vysvetlite pomocou ¢&iselnej osi,
ze —a > —Db. Teda: Ak v nerovnosti zmenime na oboch stranach
znamienko, plati opacéni nerovmost (vicSsie miesto mensSieho,
mensie miesto viéSieho).

Nech je zase a < b. Ak je c¢ tretie ¢islo, vznikni éisla a -} ¢,
b -} c z &isel a, b uréitym posunutim éiselnej osi (napravo, ak je
¢ kladné, nalavo, ak je ¢ zaporné). KedZe obraz éisla a lezi
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nalavo od obrazu éisla b, lezi aj obraz ¢isla a -}- ¢ nalavo od
obrazu ¢isla b-}c¢, t. j. @ + ¢ < b 4 ¢. Teda: V nerovnosti je
dovolené na oboch stranach pricitat to isté cislo (kladné, za-
porné alebo nulu).

Majme teraz dve nerovnosti

a, < bl) ag < bz. (1)

Ak v prvej z oboch nerovnosti pricitame na oboch stranéch
éislo a,, dostaneme

a; + a; < b; 4 a,. 2)

Ak v druhej z oboch nerovnosti (1) pri¢itame na oboch
stranach ¢islo b,, dostaneme a, -+ by < by - b,, Cize

b1+a2<b1'kb2. (3)

Ak porovname obe nerovnosti (2) a (3), dospejeme k nerov-
nosti

a+ ax <by+ b,

Teda: Dve sihlasné nerovnosti moZno séitat. Slovo stihlasné
znamena, Ze v oboch nerovnostiach je znak < alebo v oboch
znak >.

Ak a Db, jestvuje &islo « + 0 také, Ze b—a-} 2. Na ¢&isel-
nej osi vznikne obraz éisla b z obrazu ¢isla a posunutim doprava
pri kladnom «, dolava pri zidpornom x. Preto v pripade a < b je
2« kladné a naopak pri kladnom x je @ < b.

Nech je teraz a < b; poloZme zase b=a -} », takie x je
kladné. Ak je c¢ kladné éislo, je bc = (a -} «)c, teda podla di-
stributivneho zakona: bc=—=ac--xc. Pretoze obe éisla %, ¢ s
kladné, je aj sucin xc kladny, a preto je ac menSie ako be. Teda:
V nerovnosti mozno obe strany nasobif tym istym kladaym d¢is-
lom. Vysvetlite, preco neslobodno obe strany nasobit éislom 0.
Ak chceme obe strany nerovnosti ¢ < b znésobit zapornym
¢islom d, znasobime najprv kladnym é&islom [d|, éo dava spravnu
nerovnost a|d| < b!d|. Potom vSak musime na oboch stranach
zmenit eSte znamienko a dochidzame k obratenej nerovnosti



ad > bd. Teda: Ak obe strany nerovnosti nisobime tym istym
zapornym c¢islom, plati medzi sicinmi obratend nerovnosf.
Majme teraz dve nerovnosti

a; < by, apg < by

a predpokladajme, Ze vSetky dané ¢isla st kladné. Potom mdZe-
me v prvej z oboch nerovnosti nasobit obe strany éislom a, a
v druhej ¢islom b,;. Dostaneme dve nové nerovnosti

a;y ay < by ag, by a; <b; by,

z ktorych plynie nerovnost a; @, < b; b,. Teda: Dve stihlasné
nerovnosti medzi kladnymi ¢islami mozZno znasobif. Mozno zna-
sobit napr. nerovnosti —2 < 1, —} < 3 alebo nerovnosti —2 <
<—1, —} <37

Cvidenie,

104. Opierajlic sa o zobrazenie ¢&isel na ¢&iselne] osi, dokidZte vety:
a) Ak je a>b, je b<a. b) Ak je a<b, je b>a. ¢) Ak si a, b I'ubovolné
¢&isla, plati vidy jeden a len jeden zo vztahov: a>b, a=b, a<b. d) Ak je
a>b a b>c, je a>e.

105. Je mozZné, aby sG&et dvoch &isel bol men3f ako a) niektory, b)
ktorykolvek séitanec? Kedy to nastane?

106. Kedy je a) a.b>a; b) a.b<a?

107. Je mozné, aby siéin dvoch &isel bol a) viadsi, b) mens$i ako ktory-
kol'vek &initel'? Kedy to nastane?

108. Ak sG a + 0, b & 0 dve ¢&isla s tym istym znamienkom, z nerov-

nosti a>b plynie i<’7. Dokézte! Co plati, ak maj &isla a, b rézne
- :

znamienka ?
109. Ako treba volit &islo z, aby platilo a) 3x—5>4—2x; b) 20—7>
>Tx—2; ¢) 3x—7<L8x+57 g

110. Zvolme si l'ubovolné &islo r>0. Ako treba volit &fslo s, aby oba
vyrazy 8r—=2s, 8s—2r boly kladné?

111. a) Ak je a>b, je a>"+b>b. b) DokéZte, Ze z vysledku plynie:
Medzi dvoma raciondlnymi éxslaml lezi vidy dalSie raciondlne C¢&islo.

112.'Cisla a, b, ¢ st kladné. Doksite a) Ak je _b“_‘>1, je ZiZ>1. b) Ak

atr <1

__1,
le —< je+
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113. Cisla a6, b, ¢, d 58 kladné a také, Ze .‘f.=|= £.. Dokézte, Ze zlomok:
a+c

—— &0 do velkosti leZf medzi oboma zlomkami

£
b+d b’ d "’

IV. DESIATKOVA SUSTAVA.
14. Mocniny s celymi mocnitel’

Casto sa vyskytnl sudiny, ktorych vSetci &initelia sa rovnaji
tomu istému é&islu a. Taky sGéin sa menuje mocnina. Cislo a sa
menuje zaklad mocriny; pocet éinitelov r sa menuje mocni-
tel' CiZe exponent; mocnina so zakladom @ a mocnitelom r sa
znaéi a”. Napr.

a3=a.qa.q,a5=a.a.a.a.a a pod.
Nevylucujeme pripad r = 1; je

al = 1)
pre kazdy zaklad a.

Na zaklade asociativneho zakona nasobenia Pahko odvodite
zdkon

ar.af=ar+s, (2)

Ako vyslovite tento zakon?

Mocnina a** je suéin rs ¢éinitelov, z ktorych sa kaZzdy rovna
éislu a; podla definicie sii¢inu rs dvoch prirodzenych ¢&isel
moZeme rs ¢initel'ov rozlozit na s skupin po r ¢initel'och. Stéin r
éinitel'ov z jednotlivej skupiny je a7; sGéin s takych ¢iastoénych
stuéinov je (a7)s. Preto zo vSeobecného asociativneho zikona
plynie zakon

(" )s=ars, (3)

Ako vyslovite tento zikon?

Zo vSeobecného komutativneho zikona nésobenia spolu s aso-
ciativhym zakonom nésobenia plynie eSte jeden zakon:

‘ar.br=(ab)". (4)
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Lav4 strana vo vzorci (4) sa podl'a asociativneho z4kona rov-
né stéinu 2r éinitelov, z ktorych prvych r ¢initelov sa rovna a,
ostatnych r sa rovna b. Podla komutativneho zikona sa tento
siéin rovna stiéinu 2r dinitelov, ktori sa striedavo rovnaju
a, b. Taky saéin sa vSak podla asociativneho zikona rovna si-
éinu r dinitelov, z ktorych kaZdy sa rovni ab, t. j. rovni sa
pravej strane vzorca (4), ktory sme tak dokazali.

Doteraz sme sa zaoberali iba takymi mocninami, ktorych
mocnitel' je prirodzené &islo. Ak sa mocnitel rovna nule, nech
je pri kazdom zaklade a:

ad =1, 5)

Sami sa presvedcte, ze zakony (2), (3), (4) st spravne i v tom
pripade, Ze jeden z mocnitelov r, s (alebo obaja) sa rovna nule:
Ak sa zaklad e rovna nule, je

00—=1,0=0prer=12,3,... (6)

Teraz sa budeme zaoberat mocninami, ktorych mocnitel je
Tubovolné celé ¢islo, ktoré moze byt aj zaporné. Ak je —r zé-
porné celé ¢islo, nevieme zatial, ¢o ma znamenat mocnina a—.
Budeme sa snazit vysvetlit vyznam mocniny a— tak, aby zakon
(2) bol spravny pre I'ubovolnych celych mocnitel'ov, nech maji

akékol'vek znamienko. Potom musi byt pre kaZzdé

pre kazdé prirodzené ¢éislo r. PretoZe symbol —z— v obore konec-

nych éisel je bezvyznamny, vidime z (6), Ze aj symbol 0— je
bezvyznamny pre kazdé prirodzené ¢éislo r. Obmedzime sa preto
na mocniny, ktorych zaklad a je iny ako nula. Potom pre kazdé
prirodzené ¢islo r je a sti¢inom r Cinitelov inych neZ nula, teda
a’ ¥ 0, a preto a—* ma celkom uréity vyznam.
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Ak st ziklady a, b iné neZ nula, platia zadkony (2), (3), (4)
i ked je niektory z macnitelov r, 8 (alebo obaja) zaporny. O tom
sa mozete bez tazkosti presvedéit sami. Presvedéte sa o tom
najprv v uréitom pripade, napr. pre r =4, s =3.

Cvicenie,

114. Historickd Gloha (Ahmesov papyrus okolo 2000 pr. n. e.). KaZdy
zo siedmich l'udi mi po siedmich madkach, kazd4d macka chyti po sied-
mich mySiach, kaZd4 my38 zoZerie po siedmich klasoch ja&meiia, z kaZ-
dého klasu moéZe vyrdst sedem meric zrna. Kol'ko meric zrna sa uchréni
vdaka ma¢kidm ?

115. FrancGzsky matematik Fermat dokézal vetu: ,,Ak je p prvoéislo,
a I'ubovolné é&fislo ¢&islom p nestdelitelné, tak é&islo ap—1—1 je deliteIné
&islom p.“ Overte sprivnost’ tejto vety pre a=2, p=3, 5, 7, 11, 13!

116. Historick4 @loha. Kupec si chcel dat podkovat koiia. Kovaié Ziadal
tento spOsob platenia: ,,Na v3etky podkovy potrebujem 24 klincov. Za
prvy klineec mi zaplatis 1 hal.,, za druhy 2 hal, za treti 4 hal. atd., teda
za kazdy d'al3f klinec dvakrit tolko.“ Kupec radostne sihlasil, neskér
v3ak horko Iutoval, Kol'ko musel zaplatit iba za posledny klinec ?

117. Kolko je a) (—1)+ (—1)2+4 (—1)3+4 (—1)4+ (—1)5+ (—1)8;
b) a2 + (—a)?; ¢) a® 4 (—a)3; d) 24— (—=x)4; e) 25— (—x)5?

118. Pre ktoré a je a) a2>a; b) a2=a; c) a2<a? (Prevedte a na lava
stranu.)

119. Pre ktoré a je a) a3>a; b) ad3=a; c) a3<a? (Prevedte a na lavd
stranu.) ]

120. Pre ktoré a je a) ad>a2?; b) a3=a2; c) a3laz;? (Prevedte a2 na
Tava stranu.)

121. Kolko je a) 89, $—1, 8—2; b) (—2)9, (—2)—1,(—2)—2; e) 0,10,
0,11, 0,12, 0,1—3?

122. Vypotitajte: a) (%)’. (—i—)-z’ (%)2 ’ (%)-"' b) (%)—l'

4\ 4\-2
(5 (=3)

123. Co znali: a) ab—1, (ab)—1; b) ab—2, (ab)—2; c) —ab—1, (—ab)-1,
—(ab)—-1; d) —ab—2, —(—ab)—2?

124. Vypotitajte: a) a2.a—S3, a—32.4a3, a—2.a—3; b) a—2:a3, a2: a—3,
a—2 :a—3! o

125. Vypotitajte: a) (a—3+a—2+al).a?; b) (a+b)(a—1+b-1).

126. DokéZte, Ze pre 7, 8 celé, a + 0 je a1' as=ar—s,

127. Dokézte, Ze pre 7 celé, b4 0 je = (” g



128. Platia zdkony ar.asmar+s, (ar)smaré, | ked je am0? Aké musia
byt v tomto pripade &isla r, s¢
129. Je pravda, Ze ar. br=(ab)r,1 ked a) a=0, b) db=0,¢) gm0 i b=0?

15. Ciselné ststavy.

Precitajte si znovu zaciatok 1. ¢lanku! Tam sme hovorili
o tom, Ze prirodzené ¢isla slizia na uréovanie poc¢tu predmetov
I'ubovolného suboru. Spoéitat, kolko ,jednotiek je v uréitom
subore, je prakticky ahké pri malych siboroch, je to vSak me-
nej Fahké pri siboroch, sloZenych z velkého poc¢tu predmetov.
Preto odpradavna sa vel'ké stibory spoéitavaly tak, Ze sa roz-
delovaly na mensie stibory s uréitym poétom predmetov. Tak
vznikly &iselné sistavy, z ktorych dnes ma prakticky vyznam
najmi sustava so zdkladom 10, zvana desiatkovou siistavou.
Pri spocitavani poétu predmetov v desiatkovej ststave nazyva-
me kazdy predmet spoéitavaného siiboru zakladnou jednotkou
¢iZze jednotkou radu nula, ktora sa rovna 1 ¢iZze 100. Desat jed-
notiek radu nula tvori jednotku radu 1, ktora sa rovna 10 dize
101; desat jednotiek radu 1 tvori jednotku radu 2, ktori sa
rovna 100 Gize 102; 10 jednotiek radu 2 tvori jedmotku radu 3,
ktora sa rovna 1000 ¢iZze 103. VSeobecne pre kazdé prirodzené
¢islo r jednotka radu r sa rovna 10" jednotiek radu nula. Lubo-
volne velky pocet predmetov sa da potom rozlozit na uréité
poéty jednotiek réznych radov, pricom pocet jednotiek kazdého
radu je mensi ako 10. Napr. ¢islo 9 72} je sticet 9 jednotiek radu
3, 7 jednotiek radu 2, 2 jednotiek radu 1, a } jednotiek radu 0
éize:

9725 =29.108 4 7.102 + 2.101 - }.100.
* Pritom jednotky uréitych radov méZu chybat: napr. je

8 040 =8.103 + 4.101
alebo Gplnejsie

8 040 = 8.103 -~ 0.102 4 4.101 - 0.100.

Pocéet chybajicich jednotiek sa rovni nule; zavedenie ¢islice
nula, ¢o je zasluhou starovekych indickych matematikov, zna-
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menalo obrovsky pokrok v aritmetike, lebo len pomocou znacky
0 je mozné vystihnit uz aj umiestenim radovy vyznam kaZdej
jednotky.

V desiatkovej stistave moéZeme pohodlne zapisovat nielen pri-
rodzené ¢isla, ale aj zlomky s menovatelmi 10, 100, 1000 atd'.,
vSeobecne zlomky, ktorych menovatel je mocnina ¢isla 10. Napr.
je

78,624 = 7.101 + 8.100 + 6.10—1 + 2.10—2 4 4.10—3
0,0235 = 2.10—2 -|- 8.10—3 -\ 5.10—.

Také zlomky sa menuji desatinnymi zlomkami. Pri pisani de:-
satinnych zlomkov treba vyznacit zakladné miesto, t. j. to
miesto, na ktorom s zakladné jednotky. To sa robi pomocou
desatinnej ¢iarky; v anglosaskych krajinich sa dosial pouziva
‘desatinni bodka, ktora sa predtym pouzivala aj u nis.

V desiatkovej ststave zapisujeme éisla pomocou desiatich
dislic (cifier) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Hodnota ¢isla je sticet
miestnych hodnét jednotlivych ¢islic. Miestna hodnota déislice
a sa rovni a, ak je a na zakladnom mieste, rovna sa a . 10%, ak
je @ o n miest nalavo od zakladného miesta, rovna sa a. 10—,
ak je @ o n miest napravo od zakladného miesta. V kazdom pri-
pade sa miestna hodnota ¢islice @ rovna a.107, kde r je celé
¢islo, ktoré moézZe byt kladné, zaporné alebo sa rovnat nule; r
sa menuje rad Cislice a; ¢islo 10" je jednotka radu r. Miestna
hodnota ¢éislice 0 sa rovna 0, nech je rad r akykol'vek.

Miesto desiatkovej sfistavy mozno vybudovat iné podobné
éiselné sustavy, v ktorych sa ¢islo 10 nahradi inym zakladom.
Vyhody desiatkovej ststavy sa plne vyuzily aZz po zavedeni
metrickej stistavy mier. V Anglicku, ktoré nezaviedlo metricka
stistavu, je praktické pocitanie omnoho tazsie ako u nas. Stari
Babylonci pouzivali stistavu so zakladom 60, ktorej zvySky
najdeme dosial pri jednotkach uhlovych a éasovych.

NajblizSia desiatkovej siistave je siistava stovkova, ktorej
zakladom je &islo 100. Cislicami v stovkovej sustave su é&isla
mensie ako sto, t. j. s to okrem éislic desiatkove]j sustavy esSte
¢isla pisané v beznej desiatkovej stistave dvoma ¢islicami. Ak
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chceme &islo pisané v desiatkovej stistave vyjadrit v stovkovej
sustave, soskupime ¢islice do skupin po dvoch, poéinajic od de-

s we

satinnej ¢iarky, ¢o si méZeme naznadcit svislymi ¢iarkami. Napr.:
23|56|87)04,
t. j. v stovkovej siistave mame:

23568704 — 23.1003 - 56.1002 -}- 87.1001 - 4.1000.
NajvysSia skupina moZe obsahovat aj len jedina éislicu; napr.:

8|50,06[73, t. .
8500678 = 8.1003 - 50.1002 - 6.1001 - 73.1000.

Pri desatinnych zlomkoch je niekedy potrebné primysliet si d'al-
8iu nulu
3|16,87)9, t. j.
316,879 —3.1001 + 16.100° - 87.100—1 4 90.100—2.

Cvidcenie.

130. Kol'ko je a) dvojcifernych, b) trojcifernych, c) Stvorcifernych pri-
rodzenych ¢&isel?

131. Kol'ko Stvorcifernych prirodzenych &isel mdéZeme napisat &islicami
0,2,8, 5, a) ak sa kaZda &islica smie v kaZzdom &isle vyskytnit iba raz;
b) ak sa kazdi ¢islica smie v kaZdom ¢&isle I'ubovolnekrit opakovat.

132. NapiSte dve dvojciferné prirodzené &isla, z ktorych prvé mé na
mieste jednotiek ¢islicu # a na mieste desiatok é&fslicu y; druhé je na-
pisané tymi istymi é&islicami v opadnom poriadku. DokdZte: a) Sucet
oboch &fisel je delitelny jedendstimi; b) rozdiel oboch ¢&isel je delitelny
deviatimi, ’

133. Rozdiel dvoch prirodzenych &fsel, pisanych tymi istymi &islicami
v opafnom poriadku, je delitelny 99. Dokézte!

134. Ak delime (aspoii trojciferné) prirodzené é&islo Styrmi, dostaneme
ten isty zvy3ok, ako ked delime 3tyrmi jeho posledné dvoj¢islie. Do-
kazte!

135. Ak delime (aspoll Stvorciferné) prirodzené &islo 6smimi, dosta-
neme ten isty zvySok, ako ked delime Osmimi jeho posledné trojéislie.
Dokdézte!
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136. a) Napiste najmen3sie prirodzené &islo, ktorého prv4 &islica zlava
in4 ako nula (zvani obyajne najvyssia &islica) je rddu r-tého. b) Kto-
rého rddu je najvy3Ssia éislica n-ciferného prirodzeného &isla?

137. a) Ak je a kladné &islo, ktorého najvyssia éislica je r-tého radu, jé
10r =< a < 10741, b) Ak je a n-ciferné prirodzené &islo, je 10n-1= a < 10n,
DokéZte to!

138. Napiste &slo, ktoré ma a) 5 jednotiek radu 2, 7 jednotiek ridu
1 a 38 jednotky rddu —1; b) 8 jednotky radu 0, 6 jednotiek rdadu —2 a 5
jednotiek rddu —s.

16. Pocitanie v desiatkovej sistave.

Poétové pravidla pre vykonavanie zdkladnych poétovych vy-
konov v desiatkovej stistave ste poznali uz na narodnej Skole.
Ich spravnost plynie zo zdkonov, ktorymi sme sa zaoberali
v predchadzajucich ¢lankoch. Napr. séitanie éisel, pisanych v de-
siatkove]j stustave, sa zaklada na asociativnom a komutativnom
zakone sc¢itania a na zakone distributivnom. Majme napr. tlohu
3,26 4+ 15,3 - 23,58. Kazdy scitanec je vlastne stéet:

3,26 —=3.100 4 2.10 4 6.10—2;
15,3 =1.101 }- 5.100 4 3.10—1;
23,58 = 2.101 4 3.100 -} 5.10—1 -} 8.10—=2.
Stcet vSetkych danych ¢isel sa teda podla asociativneho zakona
séitania rovna siétu s desiatimi séitancami:
3.100 4- 2.10—1 4 6.10—2 - 1.101 + 5.100 4 3.10—1
-+ 2.10t + 3.100 4 5.101 4- 8.10—2.

Podla komutativneho zakona séitania moZeme séitancov na-
pisat v ktoromkol'vek inom poriadku. Volime taky poriadok, aby
prisly najprv &islice najmensieho radu, potom radu o 1 vyssieho
atd.; teda

6.10—2 4 8.10—2 - 2.10—1 4 3.10—1 -} 5.10—1 -}- 3.100 -
-+ 5.100 4 3.100 4 1.101 4 2.101,

Dalej podra asociativneho zakona séitania-soskupime séitan-

cov tych istych radov, teda
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(6.10~2 4 8.10-2) + (2.10-1 + 8.10-1 4 5.10-1) +-
+ (8.100 - 5.100 4 8.100) + (1.10t - 2.101).

Podl'a distributivneho zakona je

6.10—2 4- 8.10—2 = (6 - 8) . 10~2 =— 1}.10~2
2.10~1 4 8.10—1 4 5.10~1 = (2 + 8 4 5) . 10—1 = 10.10—1
8.100 4 5.100 4-3.100— (8 45 1-3). 100 — 11. 10,
1.1014-2.101=(142).101=3. 101,

takze stiéet danych éisel sa rovna
3,26 4 15,3 4 23,58 =3.10t 4- 11.100 4 10.10—1 4 1} .10-2.

Pritom nam, pravda, vychadza pocet jednotiek jednotlivych ra-
dov viési ako 9, a preto v praxi postupujeme trocha inaksie:

6.10—2 - 8.10—2 — 1}.10~2 — 1.10—1 4 }.10~2,
1.10-1 4 2.10-1 4 8.10—1 4 5.10—1 — 11.10—1=1.100}-1.10-1,
1100 - 8.100 - 5.100 - 3.100 = 12.100 — 1.101 -}- 2.100,
' 1.101 4 1.101 + 2.101 = }.101,

teda ,
3,26 + 15,3 - 23,68 = .10t + 2.100 4 1.10—1 - 4.10—2

alebo
3,26 - 15,3 + 23,58 = }2,1}.

Cisla, pisané v desiatkovej sistave, sa odéitavaji obratenim
postupu séitania; hfadany rozdiel je to ¢islo, ktoré sa ma pri-
¢itat k mensitelovi, aby sme dostali menSenca. Vysvetlite sami
na priklade.

Vel'mi jednoduché je v desiatkovej stistave nasobenie moc-
ninou desat. Je zaloZzené na distributivnom zikone, na asocia-
tivnom zakone nasobenia a na zakone (2) z ¢lanku 13 pre naso-
benie mocnin o tom istom zaklade. Ak mame napr. tlohu 32,6 .
. 100, alebo 32,6 . 102,
je

32,6 = 3.101 - 2.10° 4 6.10—1,

teda podl'a distributivneho zakona
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82,6 .100=(3.101) . 102 4 (2.100) . 102 +- (6.10—1) . 102
a podla asociativneho zikona nisobenia
32,6.100=3.(101.102) 4 2 (10°.102) 4 6. (10—1. 102),
teda podla zikona o nasobeni mocnin s tym istym zidkladom
(3.10t 4 2.100 4 6.10—1) . 100 = 3.103 - 2.102 - 6.101,
t. j. stomi sa nasobi tak, Ze sa rady vsetkych cislic zvicsia
o dve, ¢o sa prakticky prejavi posunutim desatinnej ciarky a

pripisanim nuly:
32,6 . 100 = 3260.

Podobne napr. delenie éislom 1000 =103 alebo nasobenie,
¢islom 10—3 (ktoré je prevratenou hodnotou ¢éisla 10+3) sa robi
tak, Ze sa rady vsetkych éislic zmensia o tri, napr.

(5.104 }- 8.108 }- 6.102) : 1000 = 5.101 - 8.100 }- 6.10—1
alebo
58600 : 1000 = 58,6.

Nasobenie jednocifernym ¢islom je zaloZené na distributiv-
nom zakone. Ak mame napr. Glohu 52,} .7, alebo

(5.10t 4 2.100 + 4.10—1) . 7.
To sa podla distributivneho zakona rovna
(5.101) .7 4 (2.100) . 7 4 (4.10-1) .7,

. ¢o sa podla asociativneho a komutativneho zdkona néasobenia
rovné
(5.7) .10t 4 (2.7) . 100 4~ (4.7) .10
alebo
35.101 4 14.100 |- 28,101,

Pritom by sa objavily &islice vidsie ako 9, takZe je v praxi po-
trebna Gprava, ktori nebudeme preberat, pretoze je vam dobre
znama.

Na zéklade pravidla pre nasobenie jednocifernym éislom sa
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odvodi vSeobecné pravidlo pre nasobenie dvoch éisel, pisanych
v desiatkovej sistave. Ak mame napr. dlohu 5,87 . 2,3, je

587.23=5,87.(2.100 4 3.10—1)
alebo

5.87.2,8=(587.2).100 + (587.3). 10—
— 11,7} .100 4-17,61. 10—1
= 11,7} 4 1,761;

potom sa pokracuje podl'a pravidla o séitani éisel, pisanych v de-
siatkovej sustave, a vyjde

587.2,3 — 13,501

Pri nasobeni desatinnych éisel je prakticky dolezité preskii-
Sat spravnost umiestenia desatinnej éiarky. To sa deje naj-
lepsSie hrubym odhadom ¢initelov. Ak sme napr. vypocitali, ze
270.0,0023 = 0,621, umiestili sme desatinni éiarku spravne?
Cinitelia st priblizZne 200 =2.102; 0,002 == 2.10—3. Znisobime
zpamiti (2.102) . (2.10—3) = }.10—1. Pretoze vypocitany sucin
je priblizne 6.10—1, bola desatinna ¢iarka umiestena spravne.

Delenie cisel, pisanych v desiatkovej sustave, je zaloZené na
postupnom od¢itani jednocifernych nasobkov delitel'a. Podrobny
popis znameho postupu a jeho matematické od6vodnenie by bolo
dost zdlhavé a nebudeme sa nim zaoberat. Presny podiel dvoch
desatinnych ¢isel da4 sa obycajne vyjadrit desatinnym éislom
len priblizne. Tu si povieme len o umiesteni desatinnej ¢iarky
v podiele, ¢o sa najpohodlnejSie robi takto: Ak mame delit napr.
382, : 0,567, rovna sa prva ¢islica podielu 6 rovnako ako pri
deleni 382} : 567; ide o to, aky rad bude mat tato ¢islica v po-
diele 382,4 : 0,567. Miestne hodnoty dvojcislia 38 v delenci
a cislice 5 v deliteli su 38.101 a 5.10—1. Pretoze 10! : 101 =
==101. 10t = 102, ma najvysSia ¢islica podielu rad 2. V deleni
‘potom moézeme pokracdovat bez ohladu na desatinnd éiarku a
dostaneme napr. s presnostou na desatiny, ze

382, : 0,667 — 67)4.
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Rad podielu sa rovna radu delenca zmenSeného o rad delitela;
ak sa prvé ¢islice delitefa nenachodia v prvych ¢éisliciach de-

svvr

lenca, je rad podielu eSte o 1 nizsi.

Cvicenie.

139. Spoéitajte €o najvyhodnejsie: a) 1564144263, b) 224--3274-276,
c) 523+461+4539.

140. Vysvetlite, ako sa spolu nésobia &isla ukonéené niekolkymi nulami
a odovodnite sprdvnost vysloveného pravidla.

141. Znéasobte €o najvyhodnejSie: a) 13.14.25, b) 3.4.5.20, ¢c) 12,
.40.25.125.

142. a) Ak nésobime spolu a jednotiek r-tého rddu a b jednotiek s-tého
radu, dostaneme ab jednotiek rddu (r+s)-tého. b) Ak delime ab jednotiek
r-tého rddu a jednotkami s-tého radu, dostaneme b jednotiek raddu (r—s)-
tého. Dokézte.

143. Ak mame spolu ndsobit dve dvojciferné prirodzené é&isla, mbZeme
ihned napisat vysledok, napr. 47 . 26=1222. Po¢itame takto: 7.6=42, na-
piSeme 2 jednotky riddu 0 a 4 jednotky riddu 1 si zapamidtime 4.6+47.
.2+4=42, napiSeme 2 jednotky radu 1 a 4 jednotky radu 2 si zapaméitime,
4.2+4+4=12 jednotiek rddu 2, ktoré napiSeme. Od6évodnite v3eobecne.

144. Ak chceme spolu znésobit dve dvojciferné prirodzené &isla, ktoré
maja ta ist éislicu rddu 1 a ktorych éislice rddu 0 davaja saéet 10,
moézeme to urobit tak, Ze utvorime sugin &islice radu 1 (ktorad je obom
¢islam spologni) a &islice o 1 vddsej a k takto utvorenému sGéinu pri-
piSeme (dvojciferny) sucin ¢&islic rddu 0, napr. 71.79=5609, lebo 7.8=
=56, 1.9=09. DokézZte vSeobecne.

145. Ak chceme spolu znéasobit dve dvojciferné prirodzené &isla, ktoré
maji ta ista &islicu rddu 0 a ich ¢islice rddu 1 davaja sucet 10, moéZeme
to urobit tak, Ze utvorime saéin éislic rddu 1 zvidcSeny o &islicu radu 0
(ktord je obom ¢&islam spoloénd) a k takto utvorenému sicinu-pripiSeme
(dvojciferny) siiéin é&islic rddu O, napr. 63.43=2709, lebo 6.4+3=27,
3.3=09. DokaZte vSeobecne.

146. Kolko ¢&islic ma sG&¢in dvoch prirodzenych é&isel, z ktorych jedno
je n-ciferné a druhé m-ciferné?

17. Zaokruhlovanie &isel,

V tvare desatinného éisla mozno len tie zlomky presne na-
pisat, okrem prirodzenych éisel, ktoré sa daja napisat v tvare,
ktorého menovatel je mocnina desiatich, alebo tie zlomky, ktoré
vo svojom zakladnom tvare maji menovatela, ktory nie je
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delitelny inym prvoéislom okrem 2 a 5. Ale pomocou desatin-
nych zlomkov mozno napisat kazdé ¢islo priblizne s takou malou
chybou, Ze pre uéel, ktory &iselny tidaj sleduje, je bezvyznamna.
Priblizné vyjadrenie ¢iselnych hodnét sa vyskytuje pri ktorom-
kol'vek merani, pretoze ka?dé meranie je len priblizné. Okrem
toho prili§ presné merania ¢asto vobec nemaji prakticky smy-
sel; napr. nemi smysel uréovat vihu ¢loveka presne na gramy
alebo vzdialenost dvoch obci presne na metre. Ak na zaklade
priamo meranych veli¢in uréime poétovym vykonom hodnotu
inej veliéiny, byva jej presnost éasto len zdanlivd. Ak napr.
zmeriame strany obdlZnika presne na centimetre a nameriame
dlzku 87 em, $irku 65 cm, dostaneme znisobenim, %e obsah ob-
diznika je 5655 cm?2, ale tento vysledok je prili§ presny. Ved
v skutoénosti mohla byt i dizka i Sirka napr. o0 4 mm viésia a
potom by sa obsah rovnal 5715,96 e¢m2, bol by teda o viac ako
60 cm?2 viési nez 5655 cm?2; alebo by mohla byt i dizka i Sirka
napr. zase o 4 mm menSia a potom by sa obsah rovnal 5594 36
cm2, bol by teda o viac ako 60 cm mensi neZ 5655 cm2. Preto
je v danom pripade vhodné nis poétovy vysledok zaokruhlit na
dm?2; hovorime, Ze obsah nasho obdiznika je 57 dmz2.

Zackrmihlif &islo ¢ na radovi jednotkm 70" (m mdzZe bhvt aj
ziporné) znameni udat &islo tvaru c¢. 10*, kde ¢ je prirodzené
¢islo, priéom zaokrihleni hodnota m4 byt pokial mozno blizka
éislu a. Zaokrihlena hodnota moéze byt mensia ako a, to jest
zaokrihlenie klesajtice, alebo viiésia ako a, to jest zaokrithlenie
stipajiice. Ak napr. a — 48,275, bude hodnota zaokriihleni na
celky 48 (klesajiuce zaokriihlenie je vihodnejsie) ; hodnota, za-
okrithlena na desatiny, bude 48.3 (stinajiice zaokrihlenie je
vyhodnejsie); pri zaokruhlovani na stotiny si obe hodnoty
48,27 48,28 rovnako vyhodné!

Pri posudzovani miery presnosti zaokruhl'ovaného ¢isla nie ie
podstatny druh radovej jednotky, na ktort zaokruhlujeme,
pretoze tito radovi jednotka zivisi od volby jednotky miery
(alebo vahy a pod.) a pretoZe pri posudzovani presnosti je pod-
statné, aka je pomerna velkosf moznej chyby ku skutoénej vel-
kosti. Napr. vzdialenost 29,6 km zaokruihlend na desatiny je,
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pravda, rovnako presnd ako vzdialenost 29.600 m zaokrihlens
na stovky. Véaha 847 g zaokrihlena na gramy je omnoho pres-
nejsia ako vaha 0,4 g zaokrihlena na desatiny gramu, pretoze
v prvom pripade mozZna chyba je iste menSia ako tisicina sku-
toénej hodnoty, kym. v druhom pripade méze chyba presahovat
az desatinu skutoénej hodnoty.

Hrubou, ale pre prax vo vicSine pripadov postaéujiicou mie-
rou presnosti zaokrihleného éisla je pocet jeho platnych éislic.
Platné c¢islice s éislice vysSieho radu ako tie, v ktorych je
mozna chyba; pritom najvysSia platna éislica je ind neZ nula.
Ak je 790 hodnota zakriihlena na desiatky, mame dve platné
Cislice; hodnota ¢isla 789,96 zaokrihlena na desatinu je to isté
¢islo ako 790,0, ale platné ¢islice st teraz Styri.

Pri poditani so zaokrfihlenymi éislami treba zaokrahlit aj
vysledok poétovych vykonov. Pritom pre prax vo viéSine pri-
padov celkom postacia nasledujice dve pravidla: Ked scitame
alebo odéitame é&isla, zaokrithlené na rovnakd radova jednotku,
zaokrihlime na jednotky toho istého radu aj vysledok; ak bola
pri danych cislach nerovnaka, zaokrihlime na vyssiu z tychto
radovych jednotiek. Ak nasobime alebo delime dve éisla, z kto-
rych kaZdé je zaokrihlené na uréity pocet platnych éislic, za-
okrahlime vysledok na ten isty pocet platnych éislic, a ak bol
ten pocet pri danych c¢islach nerovnaky, spravujeme sa tym
éislom, ktoré malo menej platnych éislic.

Pri obyc¢ajnych meraniach sa daju zistit len dve alebo naj-
viac tri platné éislice. Jemnymi vedeckymi prostriedkami mozno
¢asto zistit i Stvrth platnu éislicu, ale viac éislic len vel'mi zried-
ka. Preto v praxi zpravidla vystaéime s ¢islicami zaokrihlenymi
na dve, tri, najviac Styri platné ¢islice a matematické tabulky,
o ktorych bude neskorsie re¢ a z ktorych niektoré ste uz na
strednej Skole spoznali, obsahujii hodnoty, zaokriihlené na §tyri
platné ¢islice. Pritom ak sa Stvrta platna éislica rovna 5, mozno
na zaklade zaokriihlenej hodnoty na Styri platné déislice len
vtedy spolahlivo urcit hodnotu zaokrihlenti na menej platnych
Cislic, ak vieme, ¢i ide o zaokrihlenie klesajice alebo stipajtice.
Ak posledna ¢islica rovna sa 5, piSe sa 5 v tom pripade, ak"
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zaokrihlenie je stipajiice. Ak éitame v tabulkach napr. 21,25,
vieme, Ze je to zaokruhlenie klesajice (skutoéna hodnota ie
viésia), a preto hodnota zaokrihlenid na tri platné &islice je

21,3. Ak &itame v tabulkich 65,45, vieme, %e je to zaokriihlenie
stipajice (skutoéna hodnota je mensia) a preto hodnota za-
okrihlena na tri platné éislice je 65,4. Ak ¢itame v tabulkach

12,25, znamena to, Ze ¢islo v tabulkach je éislo presné a za
hodnotu zaokrihlenia na tri platné &islice moZeme rovnakym
pravom zvolit 12,2 ako 12,3. Podobne je to v pripadoch, ak za
¢islicou 5 nasleduje eSte ¢islica 0 alebo niekol'ko nill. Ak ¢itame
v tabulkich napr. 63,50, je to zaokrihlenie stipajice a hod-
nota zaokrihlena na dve platné éislice je 63.

Cvidenie.
147. DokéZte, Ze kaXdy zlomok, ktorého zikladny tvar je P ra5s

méZeme napisat v tvare desatinného zlomku, ktory mé4 Kk desatinnych
miest; pritom k sa rovna viésiemu z oboch &isel r.s.

148. Naopak kaZdy desatinny zlomok, ktory mi k desatinngch miest,
a
or.58
pritom » =<k a 8 =<k a aspoil jedno z ¢&isel r, s sa rovna ¢islu k. Dok4zte!

149. Cisla 37,997; 420,005; 0,708 zaokruhlite na jednotky radu a) —2,
b) —1, ¢) O.

150. Cislo zaokrihlené (&o najvyhodnejiie) na jednotky n-tého radu sa
1i81 od svojej presnej hodnoty najviac o 5.10n—1, DokéZzte!

151. Cislo, ktorého najvyssia &islica je n-tého rddu a ktoré je zaokrthlené
(¢o najvyhodnejSie) na p platnych ¢&islic, 1i5i sa od svojej presnej hodnoty
najviac o §.10n-p. Dokézte!

152. Cisla a==32,7, b==5,48 st zaokriithlené (8o najvyhodnejsie) na tri
platné éislice. N4ijdite hranicu, ktorti neméZe presiahnut a) stcet, b) si-
¢in, ¢) rozdiel, d) podiel presnych hodnét &sel a, b. Ndjdené vysledky
porovnajte s vysledkami ziskanymi podla pravidiel na str. 54.

153. Ak spocéitame k &isel, z ktorych kaZdé je zaokrthlené (o najvy-
hodnejsie) na jednotky n-tého radu, lisi sa ziskany sGéet od svojej presnej

hodnoty najviac o% k jednotiek n-tého rddu. Dokézte!

154. Ak odpocitame dve &fsla, z ktorych kaZdé je zaokrahlené (&o naj-
vyhodnejSie) na jednotky n-tého radu, 1iSi sa ziskany rozdiel od svojej
presnej hodnoty najviac o jednu jednotku n-tého rddu. Dokézte!

’

moZeme napisat ako oby&ajny zlomok, ktorého zdkladny tvar je
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V. DRUHA ODMOCNINA.

18. Vzorec pre (a 4 b)2, x2 — y2. Na strednej Skole ste po-
znali vzorce

(a -+ b)2 =a2 + 2ab + b2, 1)
22—yr=(2+y).(x—y); (2)
hodnoty

02=0,12=1,22 =4, 32=09, 42 =16,
52 — 25, 62 = 36, 72 — 49, 82— 64, 92 —81

poznate z nasobilky. Viete tiez, Ze
102 =100, 202 =400, 302 =900, ... 902 = 8100.

Ak je n dvojciferné prirodzené ¢islo, méZeme rychlo vypocitat
n2 podla vzorca (1). Ak je a &islicou 0 ridu a c ¢&islicou 1 radu
v ¢&isle n, je n=a-}-10c, a preto je podl'a vzorca (1)

n2=a2 -} 2ac. 10 4 c2. 100, 3)

t. j. éislo n2 sa skladai z a2 jednotiek, 2ac desiatok a c2 stovak.
Preto vypoéitame napr. 872 takto: Najprv mame 72—49 jedno-
tiek, z nich 9 napiSeme a 40 prevedieme na 4 desiatky. Dalej
mame 4 -4 2. 8.7 =116 desiatok, z nich 6 napiSeme a 110 pre-
vedieme na 11 stovik. Nakoniec mame 11 4 82 =75 stovik,
ktoré napiSeme. Vysledok: 872 = 7.569.

Zvlast rychle moZno vykonat vypocet, ak sa é&islica @ rovna
5. V tom pripade (3) dava

n2 = 25 -+ 100c -} 100c2
alebo
n2 = 25 - 100c (¢ + 1).

Teda: Cislo ¢ znisobime o 1 vi#éSim éislom c¢4-1 a k sGdinu
pripiSeme 25, napr. 652 = 4225. Ak vieme vypoéitat druhi moc-
ninu dvojciferného éisla, vieme vypocéitat aj druhit mocninu
trojciferného &isla, ktoré sa konéi nulou, napr. 8502 = 722.500.
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Ak méime vypocitat druhii mocninu trojciferného ¢isla, ktord
sa nekonéi nulou, mézeme pouZit vzorec (2) takto. Nech je x
dané ¢islo a a jeho posledna &islica, takZe méZeme napisat:
x=10n + a,
kde n je dvojciferné ¢islo. Polozme eSte y = 10n, vtedy a =
=X —Y.
Cislo y2 vieme vypoditat. Z neho vypoéitame x2 takto:

t—y=a,2+y=20n -} a,

nasobenim dostaneme
%2 —y2 = (20n 4 a) a, ale y2 = (10n)2,

preto .

%2 = (10n)2 4 (20n +a).a
(20n 4 a) . a sa vypocita, ked' k éislu 2nr pripiSeme déislicu a,
tym vznikne éislo 20n -} a, ktoré este vynasobime éislom a.
Vypoétu divame Gipravu tu naznacenu pre pripad x — 876.

8762
872 ....... 7569.. .
1746 . 6 10476

- 767376

Ked'Ze vo vzorci (1) je ¢islo b pomerne malé oproti ¢islu a,
je na pravej strane ¢len b2 pomerne maly oproti ostatnym cle-

nom a mame pribliZny vzorec
(a+b)? a2+ 2ab, 4)
ktory je tym presnejsi, ¢im je b pomerne ku @ mensie. Ak je
napr. b viac ako stokrit mensSie nez a, je b2 viac ako dvest>-
krat mensSie nez ¢len 2ab a viac.ako 10 000-krat mensie nez ¢len

a2. Ak je b viac ako 1000-krat menSie nez a, je b2 viac ako
2000-krat mensie nez 2ab a viac ako miliénkrat mensie nez a2.

Cvicenie.
155. Je moZné, aby sa (a-+b)2=a2+4b2? Kedy to nastane?

158. Dvojciferné prirodzené ¢&islo, ktorého &islica rddu 1 je 5, umocnime
na druhi takto: Cislo 25 zvidsime o &islicu rddu 0 a k &islu takto vznik-
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nutému pripfSeme (dvojcifernd) druhG mocninu é&islice radu 0, napr.
532=2809, lebo 25+4-3=28, 32=09. DokéZte vSeobecnG platnost!

157. Ak sa zvHc&3f &islo a o x, zvddlsf sa jeho druh4d mocnina o x(2a4
“+x). Dokézte!

158. Ak sa lisia dve &isla a;y, az 0 x, 1i8ia sa ich druhé mocniny o x(a;+
+az). Dokézte!

159. Dok4Zte, Ze pre kazdé a, b je a24b2= 2ab.

160. DokéZte, Ze sGdet kladného &isla a a jeho prevritenej hodnoty nie
je nikdy mensi ako 2. Je moZné, aby sa rovnal dvom?

161. a) Overte spravnost identit:

(a2+b2) (22+y?) = (az+by) 2+ (ay—bx)2,
(a2+b2) (224y?) = (ax—by) 2+ (ay+bx)2.

Ukézte, Ze tieto rovnosti vyjadruja vetu: ,,SGéin dvoch &isel, z ktorych
kazdé je sG&tom dvoch Stvorcov, moZno (dvoma spdsobmi) vyjadrit ako
stidet dvoch 3tvorcov.* b) MozZno vZdy sG¢in (a2+40b2)(a2+y2) ovy-
jadrit ako sGlet dvoch Stvorcov dvoma rozliénymi spdsobmi? Priklad:
a=3, b=2, z=y=1.

162. Dokiite, Ze (a2+b2)Z= (a2—b2)2+4 (2ab)2. Ako to plynie z 161
cvidenia ?

163. Overte spravnost identity:

(a2+4-b24-¢2) (22 +y2+22) = (ax+by+-cz)2+
+ (ay—bx) 24 (bz—cy) 2+ (cx—az)?2.

164. a) DokézZte, Ze (a2+4b24c2)2= (a2+4b2—c2)2+4 (2ac)2+4 (2bec)?2! Ako
to plynie zo 163. cviéenia ?

164. b) Dokdazte, Ze
(a2+4b2-+4c2)2=(ab+bec+tca)2+4- (ac—b2)2+4 (ba—c2)2+ (bc—a2)2! Ako to
plynie zo 163. cvienia ?

165. Vypotitajte: a) (x+y+2) (x—y—=2); b) (x—y+2), (x+y—2);
¢) (a+b+c) (a+b—c) (a—b-+c) (—a+b-+tc).

166. RozloZte na sidin a) x2—y2+42y2—=22; b) ui—vt; ¢) pt—2p2q2+4
-+q4, d) at4a2b24-bd.

167. Vypocitajte: a) 752; b) 3762; c) 4052; d) 9372; e) pribliZne 832;
f) priblizne 8532; g) uvedte a vypotitajte priklady z praxe, ktoré sa
rieSia umocnenim dvoma.

19. Tabulka druhych mocnin. UZ na strednej Skole ste sa
soznamili s tabulkou druhych mocnin. Tabulka obsahuje hod-

noty n2 éisel zaokrihlené na Styri platné éislice.

n=1;1,01; 1,02; 1,03; 1,04;...; 10,07; 10,08; 10,09.



Rozdiel medzi dvoma susednymi hodnotami zakladu n je
0,1. Celkom ide o 910 hodnét n, ktoré si rozdelené na 91 riad-
kov. V kazdom riadku s druhé mocniny desiatich ¢isel n; tieto
¢isla » maji spoloéné prvé 2 ¢islice (udané na Yavom kraji
riadku) ; tretia éislica je vzdy rovnaka pre cely stipec (je
udana v kazdom stipci hore i dolu). Napr. druhii mocninu 8,362
hladame v riadku so zahlavim 8,3 a v stipci so zahlavim 6;
nijdeme 8,362 —— 69,89.

Okrem druhych mocnin horeuvedenych é&isel n vycitame bez-
prostredne z tabulky aj druhé mocniny éisel n.107, kde r je
T'ubovol'né celé éislo, kladné alebo zaporné. Je

(n.107)2 =mn2. 102",
a preto druhii mocninu é&isla ».10” dostaneme z druhej moc-

niny n2 zvidéSenim radu éisla o 2r pri kladnom r, zmenSenim
radu ¢isla o }-2r pri zapornom r, napr.

- 8362 =698 900; 0,08362 — 0,006 989.

V tabulke st zaokriihlené druhé mocniny ¢isel # medzi 1 a 10,
ktoré s uréené celistvym poctom stotin. Pomocou poslednych
stipcov v tabul'ke (stipcov oprav) najdeme vsak rychle aj (zase
na 4 platné ¢islice zaokrihlené) druhé mocniny &isel n medzi
1 a 10, ktoré s urcené celistvym poétom tisicin. Také éislo, ak
sa nerovna celému poc¢tu stotin, ma tvar

x=mn=+c.10-3,

kde n je celé ¢islo, ktorého druha mocnina je v tabulke a ¢ ma
jednu z hodnét

c=1,2,814>5.
Cislo n vznikne z &isla x zaokrihlenim na 3 platné ¢&islice, a to
klesajiicim zaokriihlenim v pripade x == +- c¢. 10—3, stupaja-

cim zaokrdhlenim v pripade x=mn—c.10—3. Podla vzorca
0 druhej mocnine dvojélenov je

x2=mn2 +2¢n.10—3 4 c2.10-6,
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Posledny ¢len je nanajvys 25. 109, vtedy je mensi ako 3.10—*
a pri zaokruhleni na 4 platné ¢islice je kezvyznamny. Preto je
priblizne
22 = n2 + 2cn.10-3,

Pri réznych hodnotach n v tom istom riadku sa jednotlivé n
od seba liSia o menej ako 10—1, preto sa mozZné hodnoty vy-
razu 2cn . 10—3 od seba liSia o menej ako 2¢ . 10—¢, teda o menej
ako 10—3, t. j. pri zaokrihleni na 4 platné cislice sa od seba
podstatne neliSia. Preto opravy, t. j. to, éo treba priéitat k n2
alebo odéitat od n2, aby sa dostalo 2, su v celom riadku rovna-
ké. St udané v stipci oprav, pricom ¢islica ¢ je udana v zahlavi
stipca oprav (hore i dolu); nie je udany rad oprav, ktory si-
hlasi s najnizSim radom zaokrithlenej hodnoty n2. Poéitajme
napr. 6,7232. '

V tabulke nijdeme 6,722 = 45,16
v stipci oprav najdeme a pricitame 4

teda: 6,7232 — 45,20.
Iny priklad: poéitajme 5,2682!

V tabulke najdeme 5,272 - 27,77
v stipci oprav najdeme a odé¢itame 2

teda: 5,2682 — 27,75.
Ked'ze
(r.10M)2 =2a2.102"

najdeme zmenou radov na 4 platné ¢islice zaokrithlenej druhej
mocniny ¢isla zaokrihleného na Styri platné ¢islice, napr.

672,32 = 452000,
0,052682 - 0,002775.

Cvicenie.
168. Ktoré &fsla uvedené v tabulke druhych mocnin st presné?
169. Cisla uvedené v prvych 22 riadkoch tabulky v stlpci 5 sa kondia

vSetky ¢&islicou 3. Viete to vysvetlit?
170. Cisla uvedené v prvych 22 riadkoch ktoréhokolvek stlpca (okrem



stlpca 0 a 5) maja tG vlastnost, Ze sa v nich vidy po piatich riadkoch
opakuje na poslednom mieste t4 ist4 &islica. Ako to vysvetlite?

171. Ak je ¢islo a vyjadrené v stotindch, tak d&isla a2 a (5+a)? za-
okrihlené na stotiny sa koné¢ia na ta ista éislicu. Vysvetlite!

172. Ak je &islo a vyjadrené v stotindch, pri¢om é&islica rddu —2 je ne-
parna, ¢&isla a2 a (2,5+a)2 zaokrihlené na stotiny sa konéia tou istou
¢islicou. Vysvetlite!

173. N4jdite v tabulke druhej mocniny zaokrihlené na 3tyri platné &isli-
ce: a) 3,272, 40,82, 9872, 0,1232, 0,02072, b) 2,3862, 8,7052, 12,412, 456,72
0,20082, ¢) Udajte si podobné vhodné priklady z praxe!

174. Pouzitim vzorca pre x2—y2 a tabulky druhych mocnin uréite na
Styri platné &islice: a) 32,7. 48,5, b) 127,3. 8,26.

175. Zistite, ¢i sa rovnajui vyrazy: 62,92-413,52 a 62,12-}16,83,

20. Pojem druhej odmocniny. Budeme sa zaoberat rovnicou
tvaru
x2=aq, 1)

v ktorej x je nezndme a a je dané éislo. RieSenim rovnice je
také ¢islo x, ktoré umocnené dvoma dava ¢islo a. Ak a =0, ma
rovnica (1) zrejme len jediné rieSenie x = 0. Ak je a ziporné,
nema rovnica (1) pre nas rieSenia, lebo druhd mocnina nuly,
kladného ¢éisla, zaporného ¢isla nikdy nie je ziporna. AZ v dru-
hej triede sa zavadza rozsirenie pojmu ¢isla o tzv. imaginarne
¢isla, a az potom sa stane rovnica (1) rieSitelnou so zipornym
a. Predbezne vSak rovnica (1) je so zadpornym a nerieSitelna
a budeme skimat rovnicu (1) len s kladnym a. Viete zo stred-
nej Skoly, Ze pri kladnom a je rieSenim urcité kladné ¢islo,
ktoré sa nazyva druhou odmocninou kladného ¢isla a a znagi
sa ']/E: Teda pri kladnom a vztah

c=)a (2)

znamen4 to isté, ako
¢>0, c2=a. 3)

Pri zipornom a je |/ a vyraz bezvyznamny a nadobudne vyznam
az po zavedeni imaginarnych éisel. Pre a =0 je iéelné polozit

)/ 0=0. 4)

V nasledujicom ¢lanku si pohovorime o tom, ako sa pri kladnom
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a nijde priblizna hodnota |/E pomocou tabuliek druhych moc-
nin. Ak ¢2=a, je aj (—c)2=a, a preto pri kladnom a ma
rovnica (1) dvojaké rieSenie:
Kladné rieSenie c= VE,
zaporné rieSenie —¢ —-— ‘/_d.
Rovnica (1) m4i len tieto dve rieSenia.

7z wr

Lebo ked ¢2 = a, je pre kaZdé Cislo
%2 —a =22 —c2 alebo 22 —a = (x—c) . (x +} ¢).

Ak je éislo x rieSenie rovnice (1), je 22 —a =0, teda sacin
(®x—c) . (% + c) sa rovna nule, a preto aspon jeden cinitel' sa
rovna nule. To dava dva pripady: Bud je x—c=0, vtedy x—c,
t.j.o=4 |/ a, alebo je x4 c=0, vtedy x=—c, t. j. z=
== — l/ a.

Pre druhé odmocniny plati (pri kladnych a, b) ddlezité pra-

vidlo:
Jab=)a. /. (5)

Lebo Vc?je to kladné éislo c, pre ktoré plati ¢2—=a; J/? je to
kladné ¢islo d, pre ktoré plati d2=b. Teda

(cd)? = c2d2 alebo (cd)2=ab a z toho |/ ab= cd.

PretoZe sifin cd dvoch kladnych é&isel je kladny, je Vab—
= cd, éo znamen4, Ze plati (5). VseobecneJSIe platl pri I'ubo-
vol'nom poéte kladnych ¢initelov a,, a,, a3, @,

l/al OaOg...0Q, = l/a1 l/az ‘/ﬂ” (6)

Lahko dokaZeme d’aleJ, Ze pri kladnych a, b plat1 pravidlo:
a _Va
1/7 =Ve = (M
Vb

e _ .
b 5
¢ je kladné é&islo, pre ktoré plati bc —=a. Podla (5) je vSak

Voe=V .b‘;l/z alebo Vb .-V¢ = l/a, takze
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_Va

C = ——»
Ve
&o nie je ni& iné ako vzorec (7).
Ak sd a, b kladné ¢isla a ak jea < b, je aj [/a_ < VB Lebo nech
je
€= l/(;; Y= '/ 5,
¢isla x, y s kladné a je a2 =a, y2=2>, teda
Y2 — 22 = b — a, takZe
b—a=(x+y).(y—=x). (8)
Ked'Zze a < b, sicin (8) je kladny; aj ¢initel x 4 y je kladny,
a preto i druhy é&initel y —x je kladny; takze x <y, alebo

Va<)/b.

Cvicenie.
176. Plati pravidlo |/a, as... a,= l/b—l ‘/71—2 ces Vcﬁ, i ked sa niektoré
z &isel ay, ag,..., a ,rovni nule?

177. Je moZné, aby %= %_9. , 1 ked sa niektoré z &isel a, b rovné
b

nule ?
178. Ako presktdate, ze 8) |/529=23; b ) |/100489=3177
179. a) Zna¥{ rovnica ?=7 & &= /7 presne to isté?
b) Co znadi |/a2?
180. Vypoditajte: a) ym; b) }/36.64; c) J/49.64.81
181. Vypotitajte: a) /5. V. ; b) V3. V12; c¢: V6 . V10. VI5.

182. Uréite a) l/,.l%; b) |/ 3.2‘15; ¢) V25.V8]1.

183. Urdite J/25 + J/10; b) Y25+ 16; c) V25 16.

184, Dokazte, Ze a) 14< )/ 2<1,5; b) 1,41< V2<1,42.
185. Je dany Stvorec o strane 5 cm a obdlZnik o strandch 6 cm a 4 cm.
Ktory z nich m4 dlhsiu uhlopriedku?
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21. VyhPadavanie druhych odmocnin z tabuliek druhych moc-
nin.

V tabulke druhych mocnin mame (zaokruhlené na Styri plat-
né éislice) hodnoty n2 pre dané n, kde

n=1; 1,01; 1,02; 1,03;...; 10,00.
Pretoze 12 =1, 102 =100, st vSetky tieto druhé mocniny medzi
¢islami 1 a 100. Obratene, ak je ¢islo a medzi ¢islami 1 a 100,
moze sa stat, Ze éislo a sa vyskytuje v tabulke druhych mocnin.
Tak je to napr. pre
a="7,673 alebo a = 94,67,
lebo podla tabulky je
2,772 —- 7,673 alebo 9,732 —-. 94,67.
Preto mame
/7,673~ 2,77 alebo |/94,67--9,73. ,_
Ale i ked cislo a, ktoré lezi medzi 1 a 100, nie je v tabulke
druhych mocnin, Tahko vyéitame z tabulky hodnotu [/ a, za-
okruhlenti na tri platné éislice. Staéi vyhladat v tabulke to
¢islo. n, pre ktoré je m2 ¢o najblizSie ¢islu a; potom je I/ E-=n\
na tri platné ¢islice. Napr. pre a = 32,92 je v tabulke najblizsie
¢islu a ¢islo 32,95 ===5,742, a preto je
|/ 32,92 =5,74

presne na tri platné éislice. Pomocou stipcov oprav moédzeme
urcit [/ 32,92 presne na Styri platné &slice. Lebo pomocou stip-
cov oprav mozeme urc¢it druhé mocniny ¢éisel, ktoré st vicsie
alebo mensie ako 5,74 o 0,001, alebo 0,002, alebo 0,063, alebo
0,004, alebo 0,005. 1)

V danom pripade, pretoze a =32,92 je onieCo menS$ie ako
5,742, bude ]/d— oniefo mensie ako 5,74. V riadku so zdhlavim
5,7 mame opravy 1, 2, 3, 5, 6; z nich vyhovuje oprava 3, lebo
éislo a = 32,92 sa liSi od ¢isla 5,742 ==32,95 o 3.10—2. Kedze

7 we

oprava 3 zodpoveda éislici 3 a kedze
5,74 — 0,003 = 5,737,
mame /32,92 == 5,737 presne na Styri platné &islice.

L3228
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Prakticky postup si vysvetlime na priklade VE pre a=
=1T,6. V tabulke druhych mocnin éislu a najblizSie je ¢isln
n2 = 7,618, kde n=2,76. Preto je J/a==|/7,6 2,76 presne
na tri platné &islice. Ked chceme urdit Stvrta éislicu éisla )’ @
postupujeme takto. Cislo a =17,6 je trocha mensie ako éislo
7,618, ktorému zodpoveda v tabulke 2,76.

Preto je ]/a trocha mensia ako 2,76. AvSak

7,618 — 7,6 —=0,018—=18.10—3
a Cislu 18 je v tabulke oprav (v riadku so zahlavim 2,7) naj-
blizSie éislo 16, ktoré zodpoveda ¢islici 3 alebo 7. Preto je
Va * 2,76 —0,003 = 2,757.

V niektorych pripac...ch nastane pri Stvrtej ¢islici malid po-
chybnost, napr. pre a=—14,08. V tabulke najdeme najblizSie
¢islu 14,08 ¢islo 14,06 ==3,752. Je 14.08 — 14,06 =2.10—2 a
v tabulke oprav rozdiel 2 zodpoveda i ¢islici 2 i €islici 3. Preto
presne na Styri platné éislice je bud [/14,08_;_3,752 alebo
I/ 14,08 == 3,753.

Dosial sme pocitali podl'a tabuliek hodnotu I/E len pre ten
pripad; ked je éislo @ medzi ¢islami 1 a 100. Ked je éislo a bud
vicsie ako 100, bud mensie ako 1, polozime

a="b.100", (2)
kde celé ¢islo » (kladné alebo zaporné) volime tak, aby b bolo
medzi 1 a 100. Potom vieme najst [/5 (presne na tri alebo Styri
platné cislice). Ked'ze 100 = 102, je podla vzorca (3) v ¢lanku
14, 100" = 1027 alebo 100" = (10%)2, teda

[/ 100=10r,

takze podla vzorca (5) v ¢lanku 20 je

Va=)b.10,
t. j. éislo |/-¢; vznikne z ¢isla 1/7) posunutim éislic o r miest

dol'ava pri kladnom 7, o r miest doprava. pri zapornom r. Prak-
ticky k ¢islu ¢ najdeme ¢islo b medzi 1 a 10, ktoré vyhovuje
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vztahu (2), ked napiSeme éislo a v stovkovej sustave. (Pozri
koniec ¢l. 15.)

Ak je napr.
a=3 568=35|68,

je
a = 35,68 . 100.

Z tabuliek najdeme |/ 35,68==5973, takze |/3568--59,73. Iny

priklad:
@=0,000567=0,|00|05|61.
Je ' '
a=—25,67.100—2,

Z tabuliek najdeme [/337 = 2,381, teda
}/ 0,000567 = 0,02381.

Cviéenie.
186. Uréite podla tabulky: }/6,656, }/ 45,16, }/723,6, /8968, }/0,9663,

Ve . V0,003753 0 01n388I.
187. Uréite podla taburky: /1,234, 1/3.456, V45,67, 155,55, }/6059,

V7575, V0,572, 10,0033, /0, 07284, }/0,0008103.

188. Urtite podra tabulky: }/7, V80, }/&00, /0,3, /0,017, 10,0023,/ 0,C01.

189. Obsah Stvorca je 125 cm2. Uréite jeho stranu.

190. Odvesny pravouhlého trojuholnika si 37,2 cm a 26,4 cm. Vypo-
&itajte preponu.

191. Prepona pravouhlého trojuholnika je 234 m, odvesna 176 m. Ak4
dlhé je druh4 odvesna?

192, V kruZnici s polomerom 78 mm je vedend tetiva dlZky 125 mm.
Ako je vzdialeni od stredu kruznice?

193. Hrany kvadra st 12,8 cm, 21,5 cm a 36 4 cm. a) Aké dlhé sa ste-
nové uhloprietky? b) Aka dlha je telesnd uhlopriecka?

194, Doba t (sekund) vorne padajiceho telesa s vys8ky s m je dani

vzorcom t= g , kde g - 9,81. Ako dlho pad4 teleso s vysky 60 m?
195. Doba kyvu t (sekind) kyvadla dl¥ky I m je urfeni vzorcom

== l , kde g _-.9,81. Vypocitajte dobu kyvu kyvadla, ktorého diZka je
a) 50 cm, b) 30 cm.
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swe

22. Presnejsie urcovanie druhych odmocnin.

Pre prax postaéi obyCajne urcenie druhej odmocniny presne
na tri platné ¢islice, ktoré mozno vykonat podla tabuliek bez
pouzitia stipcov oprav. SG vSak aj také ulohy, v ktorych sa
musi uréit druhd odmocnina presnejSie. Preto si prehovorime
strucne o tejto tlohe. Je dana pribliZzna hodnota b nejakej druhej
odmocniny z a; ma sa najst presnejSia hodnota tejto druhej
odmocniny. Nech

FEIERE Va=b4a; 1)
mame urcit, omu sa pribliZne rovna x. Poznamenajme, Ze éisla
a, b st kladné, ale x moéze byt kladné i zaporné. Rozhodne je
vSak ¢islo |x| oproti ¢islu b malé. Z rovnice (1) plynie, Ze a =
= (b + )2 alebo

a="b2 4 2bx 4 x2. 2)
Z troch séitancov na pravej strane (2) je posledny séitanec po-
merne maly, a preto je priblizne
a—b2 — 2bx
alebo
a—b2

20
Hodnotu (3) vypocitame delenim a dosadime do (1), ¢im je
uréena Ziadani presnejSia hodnota l/rt.

Tento postup si objasnime na dvoch prikladoch. Prvy pri-
klad: /2. Z tabuliek vidime, %e na Styri platné &islice je
)/2 — 1,414 alebo |/ 2 —1,415. Nasobenim vypotitame, Ze

» 14142 —1414.1,414 —1,999396,
1,4152 —1,415. 1,415 = 2,002225,
14142 je teda mensie ako dve; 1,4152 vicsie ako 2. Z toho si-
dime, Ze 1,414 < |/ 2; 1,415 > |/ 2. Okrem toho je &islo 1,414z
blizSie éislu 2 ako ¢islo 1,4152, a preto polozime
l/§ =1414 + 2, (4)

(3)

X ==
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kde ¢islo x bude kladné a menSie ako 0,001 = 10—3, pravdepo-
dobne mensie ako 0,0005 =_2].10-3. Podra (4) je

2—=1,4142 1 22.1,414 | 22,

kde zanedbime séitanca 2 a polozime teda 2 — 1,999396 - 2.
. 2,828, takze

x = 0,000604 : 2,828.
Delenim na tri platné Cislice najdeme

2 = 0,000214,
takze
e 2 =-1414 214, (5)
Nasobenim moZeme zistit, Ze
1,4142142 — 2,000001237796, (6)

1,4142132 = 1,999998409369,

z ¢oho sudime, Ze vysledok (5) je spravny na sedem platnych
¢islic. DA sa dokazaf, Ze tymto postupom méZeme kazdi druht
odmocninu vypo¢itat na sedem platnych éislic, ked vopred ur-
¢ime z tabuliek hodnotu odmocniny zaokrihlent na Styri platné
Gislice a potom uréime x delenim na tri platné éislice.

Druhy priklad: Vychadzajic z pribliznej hodnoty (5),
poloZme
)/ 2=1,4142141y.
Podla (6) je
2=2,000001237796 }- 2y . 1,414214 -} y2,
teda po zanedbani y2:
—y . 2,828428 == 0,000001237796;
¢islo y je teda zaporné. Delenim nijdeme

—y ==0,000000437627,
takze

[/ 2==1,414213562373. (7)
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D4 sa dokézat, Ze (7) mame skuto&ne hodnotu |/ 2 zaokrizhle-
ni na 13 platnych éislic. Taka presnost je pre praktické potreby
zbytoén4, ale teoreticky je dolezité, Ze je mozné vypocitat kazda
druhd odmocninu s I'ubovolne vysokou presnostou.

Cvicenie.
196. Ak b Je pribliZn4 hodnota Va, je Ju = %(b+§) Dokézte to!

197. Ak je b pribliZns hodnota }u a ked z= ‘L;_bi”, je V a<bt2.

Dokézte to! (N4vod: Skumajte, aké znamienko m4 vyraz a—b—uz.)
198. Ak sa hodnota VZI— najvyhodnejsie zaokrihlend na p platnych é&islic
- b2 —_

rovné &islu b, ked poloZime x= a2[7b » 1i8i sa &islo l/a od &isla b+=

o menej ako % jednotky stojacej na mieste (2p —1)-ej platnej &islice.
DokédZte to! (Navod: Ak je najvysgia ¢&islica éisla b radu n-tého, je

(V a—b) <5.10n—p [pozri cvienie 151]; dalej pouZite vysledok 2. pri-
kladu a pamitajte pritom, Ze b = 10n [pozri cvienie 137a v &L 15].)
199. Z vysledku predchddzajiceho cvienia odvodte, ze postupom opi-

sanym v texte dostaneme hodnotu I/E skutoéne na 7, prip. na 13 plat-
nych &islic.

200. Urtite na 7 platngch islic: a))/3, b))/5, o)/6, d)/10.
201. Uréite J 3 na 13 platnych &slic.

23. Iracionilnost druhych odmocnin.

Doteraz sme sa zaoberali len vypoétom zaokrithlenych hodnét
druhych odmocnin. Ak je a kladné racionalne éislo (teda zlo-
mok alebo prirodzené éislo), mézeme sa pytat, ¢i V,_a_ je ¢islo
racionalne. Uvidime, Ze v mnohych pripadoch je odpoved za-
porna, ze teda druha odmocnina racionalneho ¢isla éasto je ira-
cionalne ¢islo (p. koniec ¢lanku 12).

Nech je n prirodzené ¢islo. Budeme skimat, za akych pod-
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mienok je &islo 1/7; prirodzené éislo. Takym je pre n =1, lebo
) 1=1. Ak je n viéSie ako 1, vieme (p. lanok 8), Ze mozno
n napisat jedinym spdésobom ako sii¢in prvoéisel. Niektoré
z tychto prvoéisel mozu si byt rovné, ale siéin niekol'kych sebe
rovnych prvoéisel méZeme napisat v tvare

— . 7,
n=p} p}...ps, @
kde p,, pg,. - ., P, sG navzajom rdzne prvoéisla a mocnitelia 7,
72,..., T, Su prirodzené é&isla.

Pritom moze byt aj k = 1; v tomto pripade rozklad (1) zneje
jednoducho

n=pr,

» wp

kde p je prvocislo a r je prirodzené é&islo, ktoré sa mézZe rovnat 1.
Rozklad (1) je jednoznaény okrem poradia éinitelov; ak
chceme docielit iplntG jednoznadnost, predpokladime, %e prvo-
¢isla py, P, . . ., P, SU usporiadané stiipajico,t. j.od najmensieho
k najvidsiemu. Ak st vSetei moenitelia r,, 7y,..., 7, rozkladu (1)

&isla parne, vtedy |/n je prirodzené &islo. Lebo potom je
71==28;, Tg==289,:.., T, =28, (2

kde s,, S,..., 8, st prirodzené &isla a I'ahko sa presved¢ite, Ze

Va=p. P P (3)

takze ]/n_je prirodzené éislo. Obratene, ak 1/—n—je prirodzené
&islo, su vSetci mocnitelia ry, 7, . . ., 7, rozkladu (1) éisla parne.
Lebo pre prirodzené ¢&islo l/ﬁ musime mat rozklad tvaru (3),
z ktorého plynie rozklad (1), ktorého mocnitelia maja tvar
(2), st to teda ¢isla parne. Nech je n také prirodzené ¢&islo, ze
‘/ n nie je prirodzené ¢islo, takze mame rozklad (1), v ktorom
aspoii jeden mocnitel je ¢islo neparne. Skiimajme, ¢i je mozné,
aby [/7 bol zlomok. Ak je to tak, napiSme ten zlomok v za-
kladnom tvare:



kde u a v st dve nestdelitelné prirodzené éisla. Pritom je
v>1; akedZe aj n > 1, teda }/n>1a u>w, preto aj u > 1.
Cisla u, v rozlozme na prvoéinitelov:

by

a b
k, V"——(]llu-l]k ; (5)

_ 0@ G

u= pl pz e p h
pritom s py, po, . - ., P, Navzajom rozne prvocisla, qy, Qs . . ., q,
su tiez navzijom rézne prvocéisla a vSetci mocnitelia v rozkla-
doch (5) st prirodzené ¢isla. Ked'Ze éisla u a v st nesudelitelné,
je kazdé z prvociselp,, P2, . . ., P, iné nez prvocisla q;, qz, ... q,.
Teraz zo (4) plynie: v. l/n =u a z toho d'alej plynie:

V20 = u2

alebo

2b 2h 21, 21
7, ...qk".;;—_—pll...ph"' (6)

Oznaéme m spoloénu hodnotu oboch stran rovnosti (6); je
teda m prirodzené éislo a

2by ..

m= p;

2,
/A
qk

Ak rozloZime » na prvocinitelov, dostaneme rozklad na prvo-
éinitel'ov ¢isla m. Teda v rozklade ¢isla m na prvodinitelov sa
musi vyskytnat prvocislo q,. Na druhej strane

m=p12’11 pi’h,

t. j. v rozklade &isla m sa vyskytuji len prvoéisla py,..., p,
ktoré su rozne od q;. To je v rozpore s tym, Ze sa q, musi vy-
skytnat -v rozklade na prvocinitelov ¢isla m. Rozpor vznikol
Z predpokladu, ze éislo l/ri— je mozné presne vyjadrit v tvare
zlomku (4). Preto je tento predpoklad nemozny. Tym sme
dokézali: Ak je n prirodzené éislo a ak [/7— nie je prirodzené
dislo, je Wiracioné,lne éislo. Teda napr, ¢isla

V2, V3, V5, 16, V1atd

su iracionalne &isla.

71



AX sti m, n dve prirodzené &isla, a ak st aj |/m, )/ n pri-
rodzené ¢éisla, je aj [/ “mn prirodzené ¢islo. Lebo ak je V m=1z,
Yn=y, je | mn=ay; ak st x a y prirodzené &isla, je aj zy
prirodzené éislo. Ale i ked [/nT, [/; nie si prirodzené ¢isla,
moZe ]/Wbyt’ prirodzené ¢islo; napr. ¢isla 1/5,. l/8_sf1 ira-
cionalne, ale ‘/f8=4 je prirodzené ¢islo. Na druhej strane
plati: Ak s m, n dve nestudelitelné prirodzené éisla a ak je

|/ mn prirodzené &slo, st aj |/ m, |/ 'n prirodzené &isla. Je to
zrejmé, ak m =1, alebo n=1. Ak je vSak m > 1, n > 1, roz-
lozme obe éisla m, » na prvodinitel'ov:
_ ”1 ﬂh — ,71 bk.
m=p, ...ph,n 9.9, (7)
Ked'ze m, n s nesudelitelné ¢isla, je kazdé z prvoéisel py,...,p,
iné neZ ktorékol'vek z prvodéisel q,, ..., q, a preto vSetky prvo-
¢isla
PiseeoPh sy sy q’:
st navzijom rdzne. Z rozkladu (7) dostaneme rozklad na prvo-
¢initel'ov
— 3 W . gt .
mn=p," . .ph q, ...qk ‘ (8)
Pretoze mn je prirodzené ¢islo, musi kazdy z mocnitelov
v (8) byt &islo parne. Su teda vsetky ¢isla a,,..., @, parne,
a preto je ]/m prirodzené éislo; okrem toho s vSetky cisla
b;,..., b, parne, a preto je n prirodzené &islo.
Nech je

z= (9)
zlomok v zadkladnom tvare, takZze m, n si dve nesudelitelné
prirodzené ¢isla. Ak su ]/m, ]/ n prirodzené éisla, je

o)/t

T
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(p. vzorec (7) v €élanku 20) racionilne éislo. Obratene, ak je
[/ % racionilne ¢islo, si ‘/—17&, ]/; prirodzené ¢isla. Lebo nech
V 2z =z, kde x je racionalne &islo. Podl'a (9) je n2z = mn, teda
(p. vzorec (5) v ¢lanku 20) n l/ 2= [/ﬂz;, alebo nx_—_:l/'r?n,
takze 1/% je racionalne ¢islo. PretoZe m.n je prirodzené
¢islo, plynie z toho, zZe ]/—M je prirodzené ¢islo a pretoze m, n
su nesudelitelné, musia aj [/ m, l/n_byt: prirodzené ¢isla. Z do-
kazaného plynie, Ze napr.

VEVEVEVEVEYE

st iracionilne éisla.

Cvicenie.
202: Vysetrite, & s raciondlnymi ¢islami druhé odmocniny tychto
Cisel: 1296, 1728, 1764, 2268, 2304.

203. Ak éislo I/ a je prirodzené &islo a je delite'né dvoma, je delitelné
aj Styrmi. DokaZte to! Vyslovte a cdokdzte analogicka vetu pre l'ubovol-
ného prvodinitela p.

204. Ak st J/m, }'n, Vp prirodzené &isla, je aj |/ mnp prirodzené &islo.
Dokézte!

205. Ak je }/mnp prirodzené &islo, za akych podmienok st tieZ &isla
Vm, Vn, VP prirodzené &isla? Rozirte vetu i na vA&Si podet &initelov.

206. Aké podmienky musia byt splnené, aby } mn bolo prirodzené
&slo, i ked [/m, V' n nie st prirodzené &isla?

207. Je moZné, aby ‘/ 2 bolo racionélne &islo, i ked |,V n nie sa
n

prirodzené &isla?

208. Uréite: a) |/ 54, V‘—ﬁ, b) Vﬁ 1/3—5 VE:, c) 1/17 VE VZ Vg

209. Ktoré z nasledujicich &isel sii raciondlne? a) l/zl‘; b) V3 % .
I R ’
) Vi d)sk?

73



24. Ciastoéné odmociiovanie.

Nech je n prirodzené &islo. Budeme skiimat, éi &islo n moze
byt delitel'né druhou mocninou %2 nejakého prirodzeného ¢isla
u. To je mozné vidy, ked’ u = 1. Pre u > 1 nech je

a=pfl p:Z ...p;:z,

rozklad na prvoéinitelov ¢&isla u, takZe s;,..., s, s prirodzené
¢isla a

ug = plzel e pkzsk . (l)
Pretoze éislo n je delitelné éislom u2, je
n=u’, (2)
kde aj v je prirodzené ¢islo, takZe
=Py, )

Ked v=1, je n —=u2, takZe v (1) mame uz rozklad na prvo-
¢initel'ov éisla n, v ktorom mocnitel' 2s; prvocisla p; je vaési
ako 1. Ked je vSak v > 1 a ked rozlozime v na prvocinitelov,
dostaneme z (3) rozklad na prvoédinitel'ov ¢isla n a pozorujeme,
Ze mocnitel prvocisla p; je aspon rovny 2s,, teda je iste viési
ako 1. Tym je dokazané: AK je prirodzené éislo n delitelné
druhou mocninou 2 prirodzeného ¢&isla a v > 1, v rozklade disla
n na prvocinitelov musi aspoii jedno prvocislo matf mocnitel'a
vicsieho ako 1.

Nech je teraz
m=py--- px (4)

sGéin k roéznych prvocisel; pritom moéze byt k=1, t. j. ¢islo m
samé moze byt prvocislom. Z dokazaného vyplyva, Ze éislo m
nie je delitelné druhou mocninou %2 ani jedného prirodzeného
¢isla v > 1. Naproti tomu, ak sa v rozklade na prvocinitelov
nejakého prirodzeného éisla n vyskytuje asporni jedno prvocislo

p s mocnitel'om vaéSim ako 1, je ¢islo n deliteIné druhou moc-
ninou prvoéisla p. Z toho dévodu nazyvame &isla tvaru (4) ¢is-
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lami bez Stvorcov, pretoZe nie st delitelné druhou mocninou
alebo Stvorcom ani jedného prirodzeného éisla u > 1.

Nech je teraz n > 1 akékol'vek prirodzené éislo. Jeho rozklad
na prvocinitelov mézeme napisat v tvare

a a b b
n=p--prq'--qk, (5)

kde mocnitelia st prirodzené ¢isla, pricom mocnitelia ay,...,
a, su ¢isla parne, mocnitelia b,, . .., b, sl ¢isla neparne. Pritom
mozu prvocisla oznacené p (s réznymi indexmi) vobec chybat,
naco rozklad (5) ma tvar

n =’q:’1 .. .qflc (5)’

alebo méZu chybat prvoéisla oznacené g (s réznymi indexmi),
naco rozklad (5) ma tvar
ay a
, n=p’.. pr (5)"
Kedze ¢isla ay, ..., @, sl parne, je
ay=2r, -+ an = 2¢,

kde r,..., 7, su prirodzené ¢isla. Kedze ¢isla by, ..., b, 3l
neparne, je

b=2si+1,...0: =25 +1,

kde kazdé z éisel sy, .. ., 8, je prirodzené ¢islo alebo 0. Rozklad
(5) potom zneje

2r, 2r, 2s; + 1 25,11
n=p‘1...ph".q11+ ...qkﬁ+. (6)
PoloZme ’
ry,
u:p{l...ph”.qu...q:k,
m:ql.-.qk'
takZe z (6) plynie, Ze

n=um. (7



V pripade (5)’ zneje (6)
— 25 +1 2s 1
n-qlzl"l‘ ql‘ Ic"l"
a je u=1, vtedy n=m. V pripade (5)" zneje (6)
n=p?f1. . pi’h
a je m =1, vtedy n =2 je druha mocnina prirodzeného &isla

u. Ked nenastane pripad (5)”, t. j. ak V?nie je prirodzené
¢islo, plynie zo (7)
n=ulm.

Teda: Ak druha odmocnina |/ n prirodzeného ¢isla n je iracio-

nalna, je
Va=uVm, @)

kde u je prirodzené &slo a m je &islo bez Stvorcov. V pripade
(5)* je éislo n samo bez Stvorcov a u =1, n =m.
V tvare (8) budeme pisat kaZda iracionilnu druhi odmoc-

ninu [/h_prirodzeného ¢isla n. Uvedenie druhej odmocniny [/n
na tvar (8) sa menuje ¢iastoénym odmociiovanim. Priklady:

Ve=2V2Viz=2V3Vi8=3V2/20=2V5V24=2V6,
V21=3V 3,/28=2V1,/32=4V2, atd.

Ciastoénym odmocifiovanim uvedieme kaZdu iracionilnu druhd
odmocninu |/ n na zakladny tvar. V§Simnime si teraz iracionilnu

druh@t odmocninu
-_— —
* ‘/ n ©)

zlomku % . Predpokladame, Ze zlomok je napisany v zikladnom
tvare, takZe prirodzené éisla m, n s nestdelite'né. Je

m__mn

—=

n n
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teda
=_:' Vmn

n

X

Ked uvedieme druhii odmocninu ]/m_n prirodzeného ¢isla na
zakladny tvar,

Vim = uVv,

x=%l/—v', (10)

”ve

t. j. iracionalna druha odmocnina (9) je napisana v tvare stcinu

je

(10) zlomku % -8 druhou odmocninou Vv éisla v bez Stvorcov.

Tvar (10) je zakladny tvar iracionalnej druhej odmocniny (9)
zlomku. Priklady:

Vo= VeV Ve Vi3V e V3-
SV =Y 3=V ) = Y 5=
=l ol s sl G=a) sl =) e

Cviédenie.

(&)

210. Rozhodnite, ktoré z nasledujﬁcich &isel je bez Stvorcov? 210, 240,
256, 315!

211. Napiste &isla bez §tvorcov mensie ako 50!

212. a) Je mozné, aby odmocninou saéinu dvoch &isel bez Stvorcov
bolo &islo prirodzené? b) Je mozZné, aby odmocninou sG&inu troch &isel
bez Stvorcov bolo &islo prirodzené ? -

213. SGeEin dvoch odmocnin v zdkladnom tvare uﬁ v [/I pri¢om m, n
st dve rozne nesudelitelné ¢&isla bez Stvorcov, u, v sG raciondlne &isla
odli3né od nuly, nie je nikdy &islo raciondlne. Dokéite to!

214. Ked sl u|/n_1, vl/?dve odmocniny v zikladnom tva;re. pri¢om
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m, n sG dve rbézne &isla bez Stvorcov a u, v si racionilne &fisla odliné
od nuly, vtedy nie je mozné, aby u|/m = v |/n. Dokaste to!

215. Upravte na zékladny tvar &sla: a) |/40; b)|/45; c)})/48; d) |/50;
e) |/56;))/72;8))/147; h) |/ 338 i) |/363; j) )/ T000.

216. Upravte na zékladny tvar disla: a) |/ 1;6))/ 25011 )2
o [3pn)sLin)1gim)atia)se; M)fss.

217. Cisla p, g, » sG navzijom roézne prvodisla a rézne od 2 a od 3.
Upravte na zékladny tvar &sla: a) |/ p%; b))/ ¢%; 0))/ 17 ; d)/p%q; e}y pr3;
D )/a®r2;e)Y9p° g5 r ;) /8p g 1o,

218. Cisla p, g, r si prvodisla. Upravte na zikladny tvar vyrazy:

bl/ ,I/pq d‘/qu 8pq®
) e ) 4rs? 27r2s8
219. Ktoré zuvedenych tisel je vigsie: u)5)/3 alebo 2)/19;b)9)/3 alebo

1y2?

25. Cisla racionalne zavislé od druhej odmocniny.

Nech je n také prirodzené ¢islo, Ze [/n_ je iracionalna. O éisle
x hovorime, Ze je racionalne zavislé od ]/—n, ked sa da napisat
v tvare
=r+4sl n, (1)
kde r, s st ¢isla raciondlne. Ak s =0, je x =7, t. j. « je racio-
nilne. Teda kazdé racionadlne ¢islo je raciondlne zavislé od
]/E Ak s + 0, je cislo (1) iracionilne. Lebo ak je s + 0,
plynie z (1), Ze

_r —
=Vn ()
Keby bolo x racionalne, bolo by aj ¢islo (2) racionilne, a to je
nemozné. .
Cislo « racionalne zavislé od V n sa dé len jedinym spésobom

vyjadrit v tvare ).
Nech je

’1+$1V7=’a+sav.”—, )]
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kde 7y, 73, 83, Sz su racionilne éisla. Mame dokazat, Ze je
ry =7, S; = 8;. Ked poloZime

r=r—7s, §=8$;—Sg, 4)
plynie z (3), ze
rdsy n=o. &)
Avsak z (5) plynie, Ze
r=0, s=0. (6)
Ked'Ze 0 je racionalne éislo, plynie z (5) najprv, ze 8 =0, naco
(5) sama da r = 0. Podl'a (4) a (6) je skutoéne r; =1r,, 8; = 8,.
Stéet a sicin dvoch ¢isel racionalne zavislych od [/ n je zase
racionalne zavisly od [/n Lebo ak )
X =r+ 81I/E Xo="72+ 8 I/I
kde r;, s;, 75, 85 S racionalne éisla, je
%1+ X2 = (r1 +72) + (81 + 83) I/Z
%y . g=(T1 Ta+S1 S 1)+ (81 To+7y sz)l/”—
a tieto vSetky éisla
Ty+ 7o 81+ 82 1172+ 51821, 8727182
st racionalne.
Ak je cislo x racionalne zavislé od [/n, je aj opacné cislo
—u racionilne zavislé od |/n. Z (1) plynie
-x=(-1)+(—9V 7
a zaroven s Cislami r, s s aj ¢isla —r, —s racionalne.
Ak je &islo x + 0 racionalne zavislé od Vn_, je aj jeho pre-
vratena hodnota —)It-racionélne zavisla od [/ n. Je to zrejmé, ak
je x racionilne. Ale ak je x iracionalne, je v (1) iste s + 0.

Takze r —s|/n + 0, lebo inak by [pozri (5) a (6)] bolo r =0,
8 = 0. Teda iny nez nula je aj stéin

(r+81//;l—) . (T——Sﬁ) = r2 —82n
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a mime

7 r—sVn _r—s l/_

sy sV .=V P—s
r

—P—sn " r —~§ aVn=r+sVn,

kde 7’ a 8’ st racionilne ¢isla.
Rozdiel a podiel dvoch é&isel racionilne zavislych od [/7 je

zase racionalne zavisly od [/n— v pripade podielu musi, pravda,
delitel' byt odliSny od nuly. Lebo

X — T =2y + (—x3),

I =
X

1
X1oXe=X1.
17 X2 1x2

Cviéenie.

220. DokéZte, Ze sGin troch é&initelov, z ktorych kazdy je raciondlne
z4visly od V;T: je raciondlne z4visly aj od |/ n. Plati to i pre vadsi potet
&initelov?

221. DokéZte, Ze zlomok, ktorého &itatel i menovatel je stiin niekolko
tinitefov racionslne zavislych od |/ n, je tiez racionslne zavisly od /.

222. Dok4Zte, Ze kazd4 mocnina ¢&isla raciondlne z4vislého od ‘/TS Tubo-
volnym celym mocnitel'om je opidt ¢&islo racionédlne z4vislé od ]/n—

223, Je moZné, aby sGétom dvoch iraciondlnych é&isel bolo ¢&islo racio-
nilne? Uvedte priklad!

224, Je mozné, aby sGdinom dvoch iracionilnych &sel bolo &islo ra-
ciondlne? Uvedte priklad!

225. Napiste v tvare ¢&isla racionilne zivislého od odmocniny:

a)(1+V3-)V§;b)(3-|—2V'27(2_3|/2—,;c\722;d,1'1l‘/l;3 1+1V2
fl-H/— )2—31/”7:.
) —V5 14+VT

'226. Dokazte, ze &slox=s)/m+-t|/n je vidy iraciondlne, ked &isla
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m, n s dve rozne &isla bez $tvorcov a s, ¢ st dve ¢isla racionilne, priCom
nie je sucasne s=0, t=0.

227. Dokdzte, Ze nie je mozné, aby i+ s|/m =ry + tyr_f, ak m, n sa dve
rozne ¢&isla bez Stvorcov a 7y, 7o, s, t SU Cisla racionilne, pricom nie je
sucasne s=0, t=0.

VI. KVADRATICKE ROVNICE.

26. Opakovanie o rovniciach.

V matematike mame pred sebou casto ulohu vypocitat ne-
zname ¢islo, ktoré ma vyhovovat predpisanym podmienkam.
V najjednoduchs$ich pripadoch je hned zrejmé, ktorymi po-
¢tovymi vykonmi sa Ziadané ¢islo vypoéita a cela tloha spoéiva
v Sikovnom vykonani poétovych vykonov. Ale na strednej $kole
ste sa.naudili riesit aj dlohy, v ktorych nie je hned zrejmé,
aké poétové vykony sa majua pouzivat. V takych pripadoch si
pomahame usudzovanim, Priklad: Z dvoch miest, vzdialenych
od seba 27 km, vyjda sicasne dvaja chodci a ida si oproti.
Prvy prejde za hodinu 5 km, druhy 4 km. Za aky cas sa stretna?
Usudzujeme takto: Pretoze 5 |+ 4=29, priblizia sa, chodci za
kazdi hodinu o 9 km. Pretoze 27 :9 =23, stretni sa za tri
hodiny. UZ na strednej Skole ste poznali, Ze v podobnych pripa-
doch méZeme miesto priameho usudzovania postupovat aj tak-
to: Nezname c¢islo si oznaéime nejakym pismenom, najcastejsie
pismenom x. Potom si z danych podmienok tlohy vyjadrime
postupne vsetky cisla, o ktorych je reé v tilohe, pomocou ne-
zname]j hodnoty x. Nakoniec dojdeme pomocou x k dvojakému
vyjadreniu tej istej hodnoty. Ak naznaéime, Ze oba vyrazy, vy-
jadrujice to isté é&islo, st si rovné, dostaneme rovmicu s ne-
znamou . Thto rovnicu rieSime a jej riesemie alebo koreii je
hradana hodnota x. V predchadzajicom pripade bude postup
tento: Chodci sa stretnu za x hodin. Za tento cas ujde prvy
chodec 5x km, druhy 4x km. Obe tieto vzdialenosti daja do-
hromady (5x 4 4x) km, ¢o sa musi rovnat 27 km. Mame teda
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rovnicu 5x--42=27 a Iahko nijdeme jej rieSenie alebo koreii
=23, ¢im je uloha rieSena. V uvedenom pripade je priame
rieSenie Ulohy uisudkom vlastne jednoduchsie ako riesenie po-
mocou rovnice. Pozrime na iny priklad: Stvorec a obdlZnik maja
ten isty obsah. Dizka obdlinika je o 5 m vidsia ako strana
Stvorca, Sirka obdlZnika je o 4 m menS$ia ako strana Stvorca.
Comu sa rovna strana $tvorca? Toto riesit priamym tsudkom
je tazsie, preto rieSime tilohu pomocou rovnice. Zvolime 1 m za
jednotku dlzky, 1 m2 za jednotku plochy. Obsahy Stvorca a
obdlznika su vyjadrené vyrazmi x2, (x4 5) . (x—4).Mame teda
rovnicu (x4 5) . (x—4) =22 a lahko vypoéitame, ze x=
= 20. Teda strana Stvorca rovna sa 20 m.

RieSenie jednoduchych rovnic spoéiva na znimych zakonoch,
platnych pre zékladné poétové vykony. V prvej z naSich rovnic
52 4 42 =27 uvedieme 5x -} 4x pomocou distributivneho za-
kona na tvar (54-4) x alebo 92, a mame novu rovnicu 9x=27,
na jej rieSenie musime vSak vediet, Ze neznamy cinitel' siéinu
sa vypocita delenim. V druhej z naSich rovnic (x 4 5) . (x —
—4) =2, uvedieme (x4 5).(x—4) pomocou distributiv-
neho zakona na tvar 2 4+ 2 — 20 a mame novu rovnicu

x2 4+ x — 20 =a2. 1)

Rovnica (1) sa upravi podla pravidla, Ze kazdy ¢len rovnice
mozZeme preniest na druha stranu so zmenenym znamienkom.
Odovodnite toto pravidlo na zaklade pravidiel pre séitanie rela-
tivnych ¢isel! Ked prenesieme v (1) ¢len 2 nalavo a €len —20
napravo, dostaneme

x2 4 x — 22 = 20.

Lava strana je rovna 22 — 22 -}- 2 podla komutativneho zikona
s¢itania, teda je rovna 0 4 z, alebo x, takZe dostavame & = 20.

Cvicenie.
'228. Ak obratim poradie &islic v dvojcifernom ¢&isle, dostanem é&islo

o 1 mensie ako dvojnasobok pdvodného ¢&isla. Druh4 ¢&islica je o 4 vidSia
ako prva. Ktoré je to ¢islo? ‘
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229. Ked jedno z dvoch neznimych &isel zvé&sim o 5, dostanem ¢&fslo,
ktoré je trikriat vicSie ako druhé ¢islo; ked vSak druhé &islo zmen$im
o 7, dostanem ¢&islo, ktoré je Styrikrat mensSie ako prvé &islo. Ktoré st
to ¢&isla?

230. Dve kvapaliny maji merné vdhy 1,2 g/cm3 a 0,9 g/cm3. Kolko
z ktorej musime pomieSat’, aby sme dostali 100 cm3 smesi s mernou vdhou
1 g/jcm3? .

231. Za 5 kg hrachu a 3 kg kriap zaplatilo sa 136 Kés; za 4 kg hrachu
a 5 kg krip zaplatilo sa 140 Ké&s. Kol'ko stoji 1 kg hrachu a 1 kg krip?

232. Ur¢ita vzdialenost prejde jeden vlak za 6 hod. 25 min. a iny vlak
za 7 hod. Prvy vlak prejde za kazda hodinu o 3 km viac ako druhy. Kol'ko
km prejde kazdy vlak za 1 hod.? Aka je to vzdialenost?

233. Ked prejde vlak 1 km za 22/ min., d6jde do cielovej stanice o /3
hod. neskorsie, ako je v cestovnom poriadku. Ked vlak prejde 1 km za 2
min., dojde do cielovej stanice o 2 hod. skorSie, ako je v cestovnom po-
riadku. Vypocitajte vzdialenost oboch stanic a &as, za ktory mé vlak
tuto vzdialenost prejst.

234. Po dvoch rovnobeZnych kolajniciach ida tym istym smerom dva
vlaky: Rychlik 105 m dlhy rychlostou 57 km/hod. a osobny vlak 75 m
dlhy rychlostou 39 km/hod. a) Ako dlho trvi, kym kazdy vlak minie
pozorovatela, sediaceho v druhom vlaku? b) Aky dlhy &as uplynie od
okamihu, v ktorom sa stretne ruSeii rychlika s poslednym vozilom osob-
ného vlaku, do okamihu, v ktorom posledny vozeii rychlika predide ruSei
osobného vlaku?

235. Predchidzajiice cviCenie rieSte pre pripad, Ze oba vlaky idaG proti
sebe.

y A B
236. Vyhladajte &itatela zlomkov tak, aby pre kaZdé
¥y J 1 xF1i B ) Y P
x sidet oboch zlomkov bol i’f +12.
b) Podobne rozlozte zlomok ——{——_ na stéet dvoch zlomkov s me-
{x-+1,(x+2)

novatelmi 41 a x+42.

237. Cislo a rozloZte na tri séitance’ tak, aby prvy bol o 5 vidsi ako
druhy a trikrdt mensi ako treti.

238. Cislo 15 rozlozte na dva séitance tak, aby prvy séitanec, deleny
¢islom a, diaval podiel o 3 vilsi ako druhy séitanec, deleny &islom b. Je
Gloha vZdy rieSitena ?

239. Vo vyraze y=Ax-+B ustancdvte &isla 4 a B tak, aby pre x=a
bolo y=b a pre x=a’ bolo y=">’; pritom je a rozdielne od a’.

240. 100 Ké&s chcem vyplatit v pdtkorunich a desatkorunich tak, aby
celkovy polet Statoviek bol n. Kol'ko ich bude z kaZdého druhu? Ako sa
m4i volit’ ¢islo n, aby dloha mala rieSenie?
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241, Obvod obdlZnika je 2s m; ak zvid&sime jeho dlZku o 5 m a Sirku
® 3 m, zvilsi sa obsah o 195 m2. Aké st rozmery obdlZnika? Pre ktoré
8 m4 tloha rie3enie?

242, Za niekolko metrov sitikna sme zaplatili ¢ Kés. Keby ho bolo
o 2 m viac, stilo by b Ké&s. Kol'ko m sme kapili a 69 stdil 1 m? Ako sa
maja volit é&isla @, b, aby tloha mala smysel?

243.Mam dve kvapaliny o mernych vdhach s; g/cm3 a sg g/cm3. SmieSam
ich rovnaké mnozZstvd a) €o do objemu, b) &o do vdhy. Akl merna vidhu
m4 smes? }

244, Chceme dostat n kg smesi po b Kés za 1 kg z dvoch druhov to-
varu, ktory stoji p K&s a q Ké&s za 1 kg (p>q). Kolko kg mame vziat
z kaZdého druhu? Kedy m4 tuloha rieSenie?

245. Mam dva druhy tovaru. Ked si vezmem a kg jedného druhu a b
kg druhého druhu, dostanem smes v cene m Kés za 1 kg. Ked si vezmem
b kg prvého druhu a a kg druhého druhu, dostanem smes v cene n K¢s
za 1 kg. Kolko Kés stoji 1 kg z kazdého tovaru? Ako sa maji volit
¢isla a, b, m, n, aby Gloha mala smysel?

27. Pojem kvadratickej rovnice.

Najcastejsie sa vyskytuji rovnice tvaru

Vi(x)="V2 (%), v
kde znaky V,, V. naznacuji, Ze obe strany s vyrazy utvorené
zo znamych éisel a z neznameho ¢isla x s¢itanim a nasobenim
(alebo aj od¢itanim, ale odc¢itanie moZzeme po zavedeni relativ-
nych éisel nahradit s¢itanim). Také vyrazy, ako viete, volaji sa
mnohoé¢lenmi. Prenesenim vSetkych €lenov s pravej strany na
lavi dostaneme z (1) rovnicu tvaru

Vi(x) — V2 () =0, @

kde na pravej strane je nula. Prechod od tvaru (1) ‘ku tvaru
(2) vola sa anulovanim rovnice; hovorime tiez, Ze (2) je anulo-
vany tvar rovnice (1). Vyraz V(x) — Vo{z) je, ako viete,
zasa.mnohoclen, a preto rovnica (2) zneje takto: p

ot a, 14 o a4 ap=0, 3)

kde n je prirodzené ¢islo a ao, ay,..., @, si zname ¢isla, ktoré

sa volaji koeficientmi (slovensky siucinitePmi) rovnice (3).
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Clen a,, ktory neobsahuje neznamu 2z, vold sa absolGtnym
(slovensky prostym) clenom rovnice. Stéinitel’ @, pri najvys-
Sej mocnine neznamej, pri x", sa volad najvySSim saéinitel'om
(koeficientom) rovnice. Ak sa vsetky koeficienty rovnaja nule,
dostaneme identitu, ktorej vyhovuje kazdé &islo . Ak sa vietky
koeficienty rovnaja nule okrem a,, nema rovnica nijaky koren,
je sporna. Tieto dva pripady vynechajme. MdZeme teda pred-
pokladat, Ze nejaky najvyssi koeficient a, rovnice (3) je iny
ako nula. Hovorime potom, Ze (3) je algebraickd rovnica n-
tého stupfia. Pre n=1 mame rovnicu prvého stupia alebo
linearnu rovnicu:

a1x+a0=01 4)

€

pre » = 2 mame rovnicu druhého stupiia alebo kvadratickd
rovnicu:
2240, 2+a==0. (5)

O linearnej rovnici (4) vieme, Ze ma jediny korei,

Kvadraticka rovnicu (5) sa iba naucime rieSit. Kvadratickou
rovnicou sa da rieSit mnoho dloh. Také Glohy sa obycajne tazko
rie§ia isudkom, bez rovnic. Preto je nauka o kvadratickych
rovniciach vel'mi déleZita. PretoZe v (5) je ap + 0, mdZeme po-
lozit

a uviest kvadratickt rovnicu (5) na tvar
24 pr+g=0, (6)

ktorého najvyssi koeficient sa rovna jednej a vold sa normal-
nym tvarom kvadratickej rovnice. Koeficient p a prosty ¢len
q mo6zu byt kladné alebo zaporné, alebo sa rovnaji nule. Dokial
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neboly vSeobecne uznavané zaporné ¢isla, rozoznavaly sa roézne
druhy kvadratickych rovnic:

¥ =px +q, 22 4 pr=q, 2% 4- ¢ =P,

¢o bolo vel'mi nepohodiné. O tvare (6) s kladnymi p, g sa ne-
uvaZovalo vdbec, pretoZe sa hl'adaly len kladné korene a rovnica
(6) pri kladnych p, g neméze mat ani jeden kladny korei.
V tomto ¢lanku si preberieme tie jednoduché pripady, v ktorych
bud’ p, bud’ q sa rovna 0. Ak sa obe rovnaju nule, rovnica (6)
zneje x2 =0 a zrejme ma jediny koren x=—0. Nech je d'alej
q=0, ale p 4 0. Rovnica (6) zneje %2 4 px=0 alebo

x (x4 p)=0. (0]

Stéin na ravej strane v (7) sa rovné nule, ak sa niektory &i-
nitel rovna nule; obratene, ak sa si¢in rovna nule, aspoii jeden
¢initel' sa rovna nule. Teda rovnici (7) mozno vyhoviet dvoma
sposobmi: Bud' tak, Ze x=—0, alebo tak, Zze x-}p=0, to jest
x=—0p.

Nakoniec nech je v rovnici (6) p=_0. Dostaneme tzv. rydzo
kvadraticka rovnicu 2 4 g =0 alebo

o —a, ®)

kde @ =—=-—q. Hovorili sme uz, Ze pre a =0, ma rovnica (8)
jediné rieSenie # =— 0. Pre kladné ¢ ma rovnica (8) dve rieSenia:
Kladné rieSenie ac=|/ ‘a a zéporné rieSenie x=—]/a. Pre za-
porné a nema rovnica (8) rieSenie také, ktorému by sme roz-
umeli. Preco?

Pozorujeme, Ze ak sa niektoré z p, q v rovnici (6) rovna
nule, m4 rovnica (6) bud dva korene, bud jediny korei, alebo
ani jeden koreii. Dalej pozorujeme, Ze i ked p, g st éisla ra-
cionalne, m6zu byt korene iracionilne. Tak je to napr. v rov-
nici 22 — 2=0. V d’alSich naSich ¢lankoch zistime, Ze vysled-
ky naSich pozorovani st rovnaké, i ked sa ani p, ani g nerovna
nule.
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Cviéenie.

V cvifeniach, ktoré vyrieSite v znakoch &isel, preskiSajte spravnost
rieSenia v é&islach.

246. DokaZte: a) KaZdé &islo r, ktoré je koretiom rovnice ax2+ bxr+c=0,
je aj korefiom rovnice k (ax2+bx+c)=0, kde k je lubovolné ¢&islo.
b) Obréitene kaZdé é&islo r, ktoré je koreiiom rovnice k (ax2+ bx+c)=0,
kde k =50, je aj korefiom rovnice ax2+ bz +c=0.

247. DokdZte: Ak rovnica ax2+bx+c=0, kde a 3 0, mi kladny Kkoretl,
je aspoii jedno z &isel a, b, ¢ kladné a aspoil jedno ziporné.

248. DokdZte: Ak rovnica ax2+bxr+c¢=0 mi jeden korefi rovny nule
r=0, vtedy ¢=0.

249. DokéZte: Ak rovnica ax?2+4-bx-+c=0 méi dva korene rovnakej ab-
golitnej hodnoty, ale opatného znamienka, b=0.

250. Dok4Zte: Ak rovnica ax2+ bx+c=0 ma tri navzidjom roézne korene
7, 8, t, je a=0, b=0, c=0.

251. N4jdite korene rovnice: a) 22—5x=0, b) x2+3 Tx=0; c¢) 3x2=10z;
d) (2z+3)(x—2)=(42—38) (8x+2); e) (x+3)2+ (x+4)2=(x+5)2;

1 x . X — x—3 x—1

0 x— o oy=t+ 72y OF gt 25 Wiy + 5 -

1
- x———(x—ﬁ .

252. Teleso sme vrhli svisle nahor so za¢iatoZnou rychlostou 50 m/sec.

Za aky Cas dopadne zpét na zem, ked’ vyska telesa (v metroch) nad zemou

je vyjadrend vzorcom s=cf — -;- gt?, kde ¢ (v m/sec.) je zaliatond

rychlost, ¢ &as (v sekundéich) a g 9,81 m/sec2.

253. Urgite a tak, aby dana rovnica mala jeden koreii rovny nule
a urcite jej druhy koreii: a) 2ax2—7(a+1)x+a—1=0; b) (a—1)a2—
—(a—2)x+a(a—3) =0.

254. N4jdite korene rovnic: a) 422=9; b) 322—2=0; c) (x+42)2+4
+ (x—2)2=40; d) (22—3) (3x+2+ (224 3) (3xz—2) =0;

x+1 x—2 x—1

e)x+3+ 3_28’f)x—l+x+l =6gy 72y 2"
1 x4+2 42 32
= o=2) Wx—2—x—2 “x(x=%)"

255, Uréite a) x, b) y tak, aby sa rovnica 4x2-}16xy-+4x-48y—8=0
stala rydzo kvadratickou a potom tito rovnicu rieste.
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28. Kvadraticka rovnica so znAmymi koreiimi.

Zvorme si dve 'ubovol'né ¢isla r, s. Lahko sostavime kvadra-
tickl rovnicu, ktora ma za korene dané ¢isla r, s. Je to rovnica

(x—r).(x—s)=0. 1)

Predéo su ¢isla r, s korefiami rovnice (1) ? Preo nema rovnica
(1) ani jeden iny koren? '

Na tvar (1) modzeme upravit kvadratick rovnicu v normal-
nom tvare

x?+px+q=0, (2)
ak polozime
T+ 8=—p, rs=gq. 3)

Teda: Ak plati vzfah (3), ma kvadratickd rovnica (2) dva ko-
rene £ =71, X==:. ‘

Pritom sme mali na mysli predovSetkym ten pripad, Ze r == s.
Ale naSa ivaha je spravna i pre pripad » =s. V tomto pripade
ma4 rovnica (2) jediny korefi 2 = r. Napr. rovnica (& — 3)2=0
alebo %2 —6x + 9=0 ma jediny koren x—=3, teda p——=6,
q=29 a vztahy (3) platia pre r=3, s=3.

Kvadraticka rovnica nemusi mat ani jeden korefi; prikladom
je rydzokvadraticka rovnica 2 4 ¢ = 0 s 'ubovolnym kladnym
q. Ak kvadratickd rovnica (2) ma korefi, ma bud presne dva
korene, alebo jediny koren. Presved¢ime sa o tom takto: Vy-
chadzajme od lubovolnej kvadratickej rovnice v normalnom
tvare (2) a predpokladajme, Ze sa nam podarilo nejakym spé-
sobom ur¢it koren = r tejto rovnice. Ked'ze ¢islo r je korefiom
rovnice (2), je r2 4 pr 4+ ¢=0 alebo

q=—r(r+p). 4
Teraz uréime &islo s z podmienky .
T4+ 8=—p; (5)
je jediné také ¢islo, totiz éislo
s§=—(71+ p). (6)
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Avsak zo (4) a (6) plynie
q=="s. )

Podla (5) a (7) platia oba vztahy (3); vieme, Ze z toho
plynie, Ze rovnica (2) ma korene ¥ =17, x =32, a nijaky iny
koren. Ak s =+ 7, ma rovnica (2) presne dva korene, ak s=r7,
ma rovnica (2) jediny koreii, ktory sa menuje dvojnasobnym
korefiom rovnice (2).

Priklad 1. V rovnici

%2 4 524 q=0 (8)
uréime q tak, aby rovnica mala koreil £ = 3. Vsadenim hodnoty
x=23 do rovnice (8) najdeme lahko q ——24, takZe rovnica
zneje:

22 4 5x —24=0; 9)

vo vztahu (5) je v naSom pripade r =3, p =35, takZe s =—38.
Teda rovnica (9) ma dva korene x =3, x=—=—-—38.
Priklad 2. V rovnici:

%2 4-px 4+ 16=0

uréime p tak, aby rovnica mala koren r = —4. Lahko zistime,
ze musi byt p =8, takZe rovnica zneje:

2 -}- 8x 4 16 =0; (10)

zo vztahu (5) vypoéitame s =— —4. Teda rovnica (10) ma dvoj-
nasobny korefi r = —4.

Cvicenie.

256. Dok4aZte vetu: Ak m4 rovnica x2-+4px-+qg=0 dva koréne kladné,
je ¢>0, p<0; ak mi dva korene zdporné, je ¢>0, p>0; ak mi dva ko-
rene rézneho znamienka, je q<0.

257. Ak mda kvadratickd rovnica s racionilnymi koeficientmi dvojni-
sobny koreli, je ten koreil raciondlny. DokédZte to! )

258. Ak mé kvadratickd rovnica s raciondlnymi koeficientmi jeden
koreii iraciondlny, je aj druhy koreii iraciondlny a oba tie korene st
navzijom roézne. DokéZte to!

259. Ak ma kvadratickd rovnica 224-pxr-+q=0 dvojnisobny korei 7,

P . "
dokézte, Ze a) r= — o5 b) m;il/z c) p2—4q=0.
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260. Ked v rovnici x24px+q=0 plati p2—4qg=0, mé& rovnica dvoj-
nisobny korefi. DokédZte to!

261. Ak ma4 rovnica 22+px+g=0 dva korene r == s, je »2—4¢>0. Do-
kézte to!

262. Rovnica 22+4p2-+gq=0 mé dva korene. Uréite vztah, ktory musi
platit medzi p a q, ak jeden z tychto koreiiov ma byt a) o n, b) n-krat
véaesi ako druhy.

263. Ak rovnica 22+4pr-+4qg=0 md dva korene, z ktorych jeden je druhou
mocninou druhého, vtedy p3—3pq+q+4q2=0. Dok4Zte to! '

264. AK r a s su korene rovnice a2+pr+q=0, vyjadrite pomocou p a q

virazy: 8) (r+D(s+1); B) r4s% ©) rofsn @) L L9l S
265. Sostavte kvadratlcku rovmcu, ktorej korene si: a) 5 a 8; b) —22a 3;
¢) 1,2a—1,3; d) _Z a—_ e) 2+)/5a 2— )5 ) —1+)/2 a —1]/2,

266. Ked r a s s korene rovmce x24-px+q=0, sostavte rovnicu, ktord
mé korene a) —r a —s; b) r—n, s—n, kde n je dané ¢&islo; c) rn a sn,

kde n je dané &islo; d) %a % ;e) r2as?; f) r3ass; g)%a %

267. Je dané kvadratick4 rovnica a jeden jej koreii r; uréite druhy koreli
v pripadoch: a) a2—Tx—30=0, r=10; b) x245r—2346=0, r=—>51;
¢) #2—2z—3=0, r=1+}/2; d) a>—4x+1=0, r=2—}/3

268. Uréite q tak, aby rovnica x2—6x+qg=0 mala dany korei r. AKY je
druhy korehi v pripadoch: a) r=T; b) r=—2>5; ¢) r=3; d) r=3+2‘/§—?

269. Urcite p tak, aby rovnica a2+pxr+36=0 mala dany korefi r. Aky

je druhy koreii v pripadoch: a) r=12; b) r=§; c) r=—=6; d) r=7-]/13.

270. Ak méi rovnica 22+4px-+q=0 korene r, s, potom je a2+px+q=
= (x—r) (x—s) pre kazdé x. Dokizte to! Ako je to, ak dani rovnica mi
dvojndsobny koreit r? (Rozklad kvadratického trojélena x2+4px+q na
sGéin dvoch linedrnych dvojélenoy.)

.271. Ak ma4 rovnica ¢x2+4bx+4c==0 korene 1, s, je ax2+bx+c=al(x—r).
.(x—-s) pre kazdé x. DokdZte to! Ako je to, ak dand rovnica m4 dvoj-
nisobny koreil r?

272. Ak m4 rovnica x2-+4pxr+q=0 korene r & s a rovnica 224-p’x+q’=0
r S—

e e =2q-+2
— ss,.jpp q+29

korene »’ a §’, ktoré vyhovuji vzt’ahu_:

Dokézte to!
273. Ak maja rovnice x2-+pr+q=0 a x2+p’x+¢’ =0 spolo¥ny koreii 7,

_n'
Je r=-g _g, a (g—q’)2+ (p—P’) (pg’—p’q) =0. DokéZte to!

90



29. Celistvé korene kvadratickej rovnice.

Kvadraticka rovnica
22-+p2r+q=0, 1)

kde p, q st racionilne, nemusi mat ani jeden koren (priklad:
22 4+ 1=0) alebo mdze mat dva iracionalne korene (priklad:
22 — 3 =0). Ak rovnica (1) ma koreir x =7, vieme z ¢lanku
28, 7e mi esSte korefi s = —(r -}- p); ak koreii r i koeficient p
su éisla racionilne, je aj koren s raciondlny a aj prosty ¢len
q je racionalny, lebo vieme, Ze q =—rs. MéZe sa, pravda, stat,
ze s =r, t. j. Ze koreii r je dvojnasobny.
Ak rovnica (1) ma za korene celé ¢isla 7, s, tak zo znamych
vztahov
r+8s=—p, rs=q. (2)

z wr

plynie, Ze aj p a q st celé ¢isla. Pritom nevylucujeme pripad
r = s dvojnasobného koreiia 7.

Ak rovnica, ktorej p, g st celé &isla, ma za korene celé éisla
r, 8, mdzeme tieto korene l'ahko uréit skusmo na zaklade vzta-
hov (2). Pritom moéZeme vylaéit pripad g=0 prebrany uz
v ¢lanku 27. Podla druhého zo vztahov (2) je

lal =1r{. Isl,
kde vSetky tri éisla |g| (toto &islo poznime), |r], |s| (tieto ¢isla
hladdme) su prirodzené &isla. Aby sme urcili korene r, s, rozlo-
zime predovSetkym prirodzené éislo q vSetkymi moZnymi spo-
sobmi na sGéin r . s dvoch prirodzenych éisel; toto vieme urobit
uz zo strednej Skoly na zaklade rozkladu ¢isla ¢ na prvocini-
telov. Obyéajne &islo q nie je prili§ velké a moézeme rozklady
jednoducho uhadnut. Dalsi postup si objasnime na priklade.
Priklad: Pri rovnici

%2 4 pr—24=0 3)
vyjdeme od rozkladov

—24=——1.24=-2.12—=-3.8=-—4.6=—6.4=
——8.3=—12.2=—24.1,
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takZe mame osem mozZnosti:

r=——1; s=24; r— —6; s—4;
r—=—2; s=12; r— —8; s=3; (4)
r=—3; s=3_§; r—=—12; s=2;
r=—4; s=26; r——24; s=1.
(Pretoze éislo rs = q alebo rs = —24 je zaporné, musi z &isel

r, 8 byt jedno kladné a druhé ziporné.) Ak je napr. p =—=—b5,
potom vztahy (2) zneji

r+4+s8=5rs=-—24

a lahko zistime, Ze im vyhovuje jedini z 8 mozZnosti (4), totiz
r ——3, s = 8. Teda rovnica

x2—5r—24=0

ma korene r—=——3, s=_8. Podobne zistime napr., Ze rovnica
22 4+ 10x—24=0
mi korene r — 2, s = —12. Inak je to s rovnicou
%2 4 14 — 24 —0. (5)
Tu ani jedna z moZnosti (4) nevyhovuje vztahu r + s =—1J.
(MozZnost r=—2, s=-—12 by dala rs — 24. A teda cisla
r = —2, s = —12 nie st korene rovnice (5), ale s to korene

rovnice x2 - 14x 4+ 24 =0.
Preto rovnica (5) nema za koreii nijaké celé ¢islo.
Vyskytuje sa otazka, ¢i rovnica (1), ked p, q sa celé ¢isla,
moéze mat za korei racionalne ¢islo, ktoré nie je celé. Odpoved
je zaporna. Predpokladajme, Ze rovnica (1), ked p, q s celé
éisla, ma koren tvaru

—_tm
x_in' (6)

kde m, n s dve nesudelite'né prirodzené ¢isla a menovatel n je
viési ako 1. Lahko zistime, Ze je to nemozné. Vsadenim korefov
(6) do rovnice (1) dostaneme
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n

m 2
(*) ip.%-l-q'———O-
Po Gprave m2=——n (qn-+pm). (7N
Pretoze ¢isla m2, n st kladné, méZeme (7) prepisat v tvare
“M2=n |qn_-pm)|. (8)

PretoZe prirodzené Cislo n je viésie ako 1, je deliteI'né neja-
kym prvocislom k. Vztah (8) ukazuje, Ze prvocislom k¥ ma byt
delitelné aj ¢islo m2 a tak aj éislo m. Ale m a n s nesuadeli-
telné prirodzené éisla a nemdzu byt obe delitelné tym istym
prvocislom k. Predpoklad (6) bol teda nespravny.

Tak napr. rovnica (5) nemoze mat za korei nijaké racional-
ne ¢islo. Ked polozime

r=)/T8—7 s=—(/TB+7), (9)

rahko vypocitame, Ze pre p —14, q — —24 ¢isla (9) vyhovuja
vztahom (2). Teda rovnica (5) méa dva iracionalne korene (9).
Ako sa hladaju iracionalne korene kvadratickej rovnice, s tym
sa soznamime v nasledujicom é&lanku. ’

Cviéenie.

274. Ked v rovnici a2-4px+4q=0 si obe &isla p, q nepirne, rovnica
nemé celoc¢iselny koreil. Dokédzte to!

275. Ak rovnica ax2-t+bx+c¢=0 m4 dva navzijom roézne celoliselné
korene r a s, je b=ka, c=ha, kde k, h s vhodné celé &isla. DokéZte to!

276. Ak mé rovnica 224 px+4-g=0 celoéiselné korene, je p2—4qg druhou
mocninou celého ¢isla. DokéaZte to!

277. Urcite korene rovnic: a) w2—5m+6=0; b) 22+452x4+6=0; ¢) x2—
-—5:{0—6=0; d) x2—13x+30=0; e) x2+4-132x—30=0; f) x2—10x+49=0;
g) a2+4x—21=0; h) 22—3r—40==0; i) x2—x—30=0; j) a2—20x+4+96=0.

278. RozloZte na sGéin linedrnych dvojélenov: a) x2+4-6x+4-8; b) x2—
—5x+44; c) x2+4x—12; d) x2—3x—18; e) x2—4x—45; f) 2¥2—23x+120.

s 2x + 5 x4+ 5 1
79. Vypoditajte: — . —
2 ypocitajte: a) x24-3x+42 x? + x-2’ b)ch—é'x-}- 2
1 + 1 LN X2+x—6 x2—x—6
Y3V xi—bx¥6 ) xiqx—12 ' x?—x —I2
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280. Ak m4 rovnica ax24-bx+4c¢=0, kde a, b, ¢ st celé &sla a a$-0, racio-
nilny koreil v zikladnom tvare r= ﬂn, je ¢islo ¢ ndsobkom ¢isla m a &islo a

nisobkom ¢&isla n. DokézZte to!

281. Ak mAa rovnica ax24bx+c=0, kde a, b, ¢ si celé &isla a a = O,
raciondlny korefi r, ma rovnica y24-by-+ac=0 celo¢iselny korei ar. Do-
kéZte to! (N4avod: Danu rovnicu nasobte ¢islom a.)

282. Podla cvi¢enia 281 urcite korene rovnic: a) 2x2—3x—2=0; b) 62—
—Tx+4+2=0; c) 9x2—9xr—4=0; d) 4x2—xr—5=0.

283. RozloZte na sti¢in linedrnych ¢initelov: a) 322—5x+42; b) 322+45x—2;
c) 4x2—4x—3; d) 6x2-413x+}6.

80. RieSenie kvadratickej rovnice dopinenim na Stvoree.

Ked n, d st dané ¢éisla, vtedy rovnica
(x4+n)2=d 1)

je kvadraticka rovnica. Ak povaZujeme x - n za neznamu, je
rovnica (1) rydzokvadraticka. O rieSeni rydzokvadratickej rov-
nice sme uz hovorili v élanku 27. Lahko ustidime: 1. Ak d<0,
nema rovnica (1) korefi; 2. ak d =0, ma rovnica (1) dvoj-
nasobny koref ——n; 3. ak d>0, ma rovnica (1) dva korene:

=—n—|-[/¢_i: s=—n— [/t—i_ (2)
Najdolezitejsi je pripad, ked c¢isla n, d st racionalne. Ak
d > 0, m6zu korene (2) byt racionalne alebo iracionalne. Za-

lezi na tom, éi ]/ d je ¢islo racionalne alebo iracionalne. O tom
mobZeme rozhodnit podla ¢lanku (22); v pripade iracionilnom

uvadzame ]/d_ na zakladny tvar [zase podla élé.r}ku (22)1].
Rovnicu (1) moézZeme uviest na tvar

22 -+ 2nx + n2—d =0, 3)
t. j. na tvar normalny _
%2 4 pxr 4+ qg=0, 4)

v ktorom je
p=2n, q=n2—d. (5)
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Obratene, ak mame rieSit kvadratickil rovnicu v normalnom
tvare (4), staéi urcdit c¢isla n, d zo vztfahu (5). Rovnica (4)
prejde tym na tvar (1), ktory vieme riesit, t. j. vieme rozhodnut,
¢éi korene existuju alebo nie, a ked existuji, vieme ich uréit.
Tato metoda vedie k cielu pri kazdej kvadratickej rovnici, lebo
vztahom (5) vyhovuji ¢isla

Ako sa pritom prakticky postupuje, vylozime si na prikladoch.
Treba si len zapamitat, Ze

n= 5 ©

Danti rovnicu neuvidzame na normalny tvar (4), ale radsej
na tvar
%2 + pxr=1t, (7
kde teda t=-—q. Zo (6) urcime » a napiSeme rovnicu (1),
v ktorej n je zname a d uréime porovnanim s rovnicou (7).
Priklad 1.

22 — 102 = 56. €))
Podla (6) je n—=-—b5, teda rovnicu (8) uvedieme na tvar
(x—5)2=d,

kde sa d mi uréit. KedZe (x—5)2=x2—10x - 25, porov-
nanie s (8) da, Ze d = 56 - 25, takZe rovnica nadobudne tvar

(x —5)2 =281. 9)

Ked'ze |/8_1= 9, plynie z (9), Ze x—5= + 9. Dani rovnica ma
teda korene r — 14, s=—4. Od tvaru (8) sme presli k tvaru
(9) tak, Ze sme na oboch stranich prié¢itali také éislo, aby sa
Pava strana stala druhou mocninou alebo Stvorcom vyrazu
tvaru (x 4 n)2. Preto sa tato metdéda rieSenia kvadratickej
rovnice vola doplnenim na $tvorec. V jednoduchych pripadoch
vieme uhadnut, ktoré éislo treba pri¢itat na oboch stranach
rovnice (7), aby lava strana bola doplnena na Stvorec.
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Priklad 2. 224524 7=0. Tu n=£ a doplnenie na

5
Stvorec da (x -+ 55)2 = —7::— , kde prava strana je zaporna.
Teda dana rovnica nema4 rie§enie.

Priklad3.
(hx—9)2 4 (32 4+ 2)2=097.
Postupnymi tGpravami najdeme:
1622 — 72x + 81 - 9x2 4 122 + [ =097,
25x2 — 60x = 12,

ez, _12

5728

a_ O\ _48

5 25’

teda 6 18
x=4x)/ %

Odmocninu l/‘;_g uvedieme na zikladny tvar %'_V 3 a vysle-
dok je, Ze dana rovnica mé iracionalne koreng:
2 2 =
r=-506+2)3), s=+ 3-2)3)
Podl'a tabuliek je
r =-2,56856, s--0,1856. (10)

Presvedcte sa, s akou presnostou vyhovuji priblizné hodnoty
(10) korefov r, s vztahom
12 1

12 5, 12
r+s—5_2,4, rs 25 0,48.

Cviéenie.

284, Doplnenim na $tvorec rieSte rovnicu: a) 22—6x45=0; b) 22—6x+
+9=0; c) a2—x=42; 4) x?—5x=84; e) x2—2x—1=0; £f) 22+450—5=0;
g) 222—xr—1=0; h) 3x2—32x+4+20=0; i) 9x2—30x+25=0; j) 8x2+38x+
+4-35=0.
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285. Upravte a doplnenim na &tvorec rieste: a) (3x—2) (22—3)=1;
b) (B3z+5)2+3(x+5)2=37; ¢) (22+4+1)(Bx—2) = (4x—1)(z—2); d)

o) X Lo 1
($+2)z+2(3+2)(x 2)+9=0; e) x—+—2+;:—2‘ B’f)l-i-x

LT NEpt TV A A ) g
X

—

1 —x +1 2x 41 xitx  xX24-x x4+ 3
- 2x-—_l
3x+41

286. Ako sa m& volit ¢, aby rovnica x#2—7x+c¢=0 mala a) dva korene,
b) dvojndsobny koredi, ¢c) nemala rie§enia?

287. Ako sa mé& volit b, aby rovnica 2x2+4bx-{24=0 mala a) dva ko-
rene, b) dvojnidsobny koreii, ¢) nemala rieSenie?

288. Ako sa ma volit a, aby rovnica ax2+3x—4 =0 mala a) dva korene,
b) dvojnidsobny koreifi, ¢) nemala rieSenie?

289. Ako mozno uréit znamienko ¢&isla q tak, aby rovnica x2+4px+q=0
mala aspoil jeden kored bez ohladu na to, aké znamienko m4. &islo p?

290. Ak v kvadratickej rovnici x2+4px+q=0 vyraz p2—4q >0, mi
rovnica dva korene; ak p2—4q=0 ma rovnica dvojnisobny koref; ak
p2—4q<0 nemd rovnica korefl. DokédZte to!

291. Ak v kvadratickej rovnici ax2+4-bx+c=0 vyraz b2—4ac > 0, ma
rovnica dva korene; ak b2—4ac=-0, ma rovnica dvojnisobny korefi; ak
b2—4ac < 0 nem4a rovnica koreii. Dokézte to!

31. RieSenie kvadratickej rovnice vzorcom.

V jednoduchych pripadoch riesime kvadraticki rovmicu do-
plnenim na Stvorec. Aby sme nemuseli vidy opakovat cely po-
stup rieSenia upravou na uplny Stvorec, rozrieSime rovnicu
danu v znakoch ¢isel, to jest vypocitame vzorec rieSenia. Podl'a
vzorca vypoéitame korene, ak, pravda, existuji a zarovei zisti-
me, éi rieSenie existuje. Pri odvodeni vzorca vyjdeme z tzv. vSe-
obecného tvaru kvadratickej rovnice

ax? 4 bx 4+ ¢=0. 1)
Normalny tvar

2?2 +pr+q=0
je ten zvlastny pripad vSeobecného tvaru (1), v ktorom naj-
vysS$i koeficient @ rovna sa jednej. Zo vSeobecného tvaru (1)
prejdeme do normalneho tvaru, ked poloZime
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Ked v normélnom tvare p, q nie st celé racionalne ¢éisla, mézeme
vieobecny tvar (1) volit tak, aby a, b, ¢ boly celé éisla. V tom
je vyhoda vSeobecného tvaru. Vo vSeobecnom tvare kvadra-
tickej rovnice a, b, ¢ si I'ubovolne dané éisla, lenze musi byt
a+0, 2)

lebo by inaé¢ (1) vGbec nebola kvadraticka rovnica.

Aby sme dostali vzorec pre rieSenie rovnice (1), prepiSeme
ju na tvar

a(ax2 4 bx4¢c)=0
alebo
a2x2? -}- abx — —ac.

. 2
K obom stranam pripoé¢itame b~—-, dostaneme

4
3 b2
2 x2 —_—— ——
a2 x2 4 abx + y, TG
alebo
b\ _ 8
(ax+ 2) =g —a 3)
5\* D
it 2y 22
kde
D — b2 — 4ac. (4)

Od tvaru (3) sa uZ ahko prejde ku vzorcu pre rieSenie. Predo-
vietkym je zrejmé, Ze existencia rieSenia zavisi od znamienka
éisla D, ktoré sa menuje diskriminantom kvadratickej rovnice
1).
AK je diskriminant (4) zaporny, nema rovnica (1) koreii.
AKk je diskriminant (4) kladny, mi rovnica (1) dva korene da-
né vzorcom:

x=—0b+VD

2a ®)

t. j. rovnica (1) ma korene
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Ak sa diskriminant (4) rovna nule, ma rovnica (1) dvojna-

sobny koreii 2 — — 2ﬁ, ktory je tiez dany vzorcom (5), lebo
a

V-E= 00

Pri rieSeni kvadratickej rovnice treba si zapamitat vzorce
(4), (5). Najprv vypocitame diskriminant D podla vzorca (4).
Ak je D menSie ako 0, nema rovnica (1) koreii a sme hotovi.

Ak D =0, ma rovnica (1) jeden dvojnasobny koren x =—_g_3
a

ak su éisla a, b, ¢ celé, je dvojnasobny koreii racionalne ¢islo,
Ak D > 0, rozlozime D na prvocinitelov a podla élanku (24)
uvedieme do tvaru

D =n2F,
kde n; k su prirodzené ¢isla a éislo k je bez Stvorcov. Ak
k=1, je V' D=n a oba korene sii racionilne &isla. Ak k > 1,

je VD =n.Jk a korene piSeme v tvare

b n - b n -
r—_z_l_é—a'l/k' s_'—EE—z_‘;Vkv
oba korene si iracionilne éisla tvaru prebraného v predoslych

élankoch.
Priklad 1.

222 4 3x 4+ 5=0.

Tu je D =9 — 40, teda D < 0 a rovnica nem4 rieSenie.
Priklad 2.
(2x—T7)2 — 3z 4 2)2 =125,
Rovnicu upravime postupne:
452 —28x% - 49 — (922 4 12z 4 4) =125,
—bx2 —40x — 80 =0,
22 + 8x 4 16 =0. (6)
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Diskriminant rovnice (6) je D=-82 —4.16=0; teda dana
rovnica ma dvojnasobny korei x ——4.
Priklad 3.
1222 - 38x —23 =0.
Vypocet zjednodusSime, ak si uvedomime, Ze podla (4) diskri-
minant D je delitePny Styrmi, ak koeficient b je Cislo parme.
V naSom pripade je

D=4.(192 412.23) =4.637=22.72.13,

a preto
Vo=14 /13.

Zo vzorca (5) dostaneme, Ze dani rovnica mi iracionilne ko-
rene

_—19+17Vi3 s_—49—7Vﬁ
12 0T )

12
Podla tabuliek je na tri desatinné miesta
r ==0,520; s-=—3,687. (M

Vypocitajte, s akou presnostou vyhovuja priblizné hodnoty
(7) znamym vztahom

r+s=—§ rs= 23

12’ 12
Priklad 4.
tx24-2(3t—1) 24-9t—T7=0, (8)
kde t znamena dané &islo a x je neznima. Ak t=0, je (8)
linedrna rovnica — 2 —7=0 s jedinym koreficm % —— L

2
Ak t ¥ 0, je (8) kvadraticka rovnica s diskriminantom:

D=4[(Bt—1)2—1t (9t —T)]
alebo po tprave

D=4 (t+1).
Ak

t<o0,it| >0,
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je diskriminant zaporny a rovnica (8) nema koren. Ak ¢{=—
=—1, je D=0, rovnica zneje —x2? —8x —16 =0 a ma dvoj-
nasobny koren x =—=—4. Ak

t <0, [¢| <1 alebo t >0,

je diskriminant kladny a rovnica (8) ma dva korene

_1—=3t+ViF1
xX= .
t
Vratme sa k vSeobecnej kvadratickej rovnici (1), v ktorej
a == 0 (ina¢ by to nebola kvadraticka rovnica).
Ak ma rovnica (1) dva korene (ozna¢me ich r, s), platia
zname vzfahy

b
—
a

rts=-— 9

c
rs=-_- (10)
Tieto vztahy platia i pre pripad, Ze rovnica (1) ma dvojna-
sobny koren r =3s. Vztahy (9), (10) nemaji smysel v pripade
D < 0, lebo v tomto pripade rovnica (1) nema nijaky koremi.
Ak a>0ac<0, alebo a <0, ¢>0 je ac <0, takZe podla
(4) je D > 0 a rovnica (1) ma dva korene; z (10) plynie, Ze
jeden koren je kladny a druhy zaporny. Ak a > 0, ¢ > 0, alebo
a<0,c¢c<0,mobze byt D>0,D=0, D<0.V pripade D >0
ma rovnica (1) dva korene a z (10) plynie, Ze tieto korene si
oba iné ako nula a maji rovnaké znamienko, ktoré najrychlej-
Sie uréime podla (9). Ako je to v pripade ¢c=07?

Cvicdenie.
292. Zo vzorca pre korene r, 8 rovnice axz3+4bx+c=0 dokiite, Ze

b
r+s=-—a: rs=7

293. Podra znamienka diskriminantu rozhodnite, & nasledujice kvadra-
tické rovnice maja korene, a ak ich maja, urdite ich:
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a) 222—9x+7=0; b) 6x2+T7x+1=0; c¢) x242—1=0; d) 22+3x+3=0;
e) 3x2—5x+3=0; f) 3x22+45x41=0; g) 1022+427x—63=0; h) x2—xr—
—272=0.

294. Ak v rovnici ax2+bx+c=0 st &isla a, b, ¢ celé a ak diskriminant
D=0b2—4ac je delitelny Styrmi, je &islo b parne. DokdazZte to!

295. Ak rovnica ax2+4bx+c=0 mi celofiselné koeficienty, priéom b
je nepirne, nemdze mat dvojnasobny koreit. DokéZte to!

296. UzZivajtic to, Ze diskriminant je delite’ny Atyrmi, rieSte rovnice:
a) 7x2—22x4-3=0; b) 4522—106x+45=0; c) 2x2—14x+25-=0; d) 4x2—
—4x—1=0; e) 322+2x—2=0; f) 63x2—4x—35=0; g) 64x2—1442+}81=0;
h) 22+42+1=0; i) 22—62x+10=0; j) x2436x+325=0.

297. AK vV rovnici ax?2+4bx+c=0 stcinitelia b, ¢ st ndsobky prvoéisla p,
pri¢om c nie je ndsobkom ¢&isla p2 a a nie je ndsobkom ¢&isla p, a ked mé
rovnica dva korene, tie korene sa iraciondlne. DokéZte to!

298. Ak v rovnici ax2+bx+c=0 sGéinitelia a, b s niasobky prvodisla p,
pricom a nie je nidsobkom &isla p2 a ¢ nie je ndsobkom ¢&isla p, a ked ma
rovnica dva korene, s iracionidlne. DokéizZte to!

299. Ak rovnica ax2+4bxr+c=0 nemd koreii, maji &isla a a ¢ to isté
znamienko. Dokéite to!

300. Rieste rovnice: a) 12x=1-+2—1; b) 52—~2—92xr—1+4x0=0; c) X _: 3

2 x x+2 2x—1 2 5
x5~ 0Dt =%t -2  +
8 10 x+3 x+4+1 x-3 x—3 x—5
+ x¥a~ x+2;g)?'x*—x+x2-x+x1-—l=0;h)x2—1+x3-—-3x+2 +
x+7
+x—x—3 =0

301. Ako treba volit &islo w, aby dané rovnice maly spoloiny koreii,
a ktory je ten koreil v pripadoch: a) 3x2—14x+u—2=0; b) 3x2+4x—
—3u—12=0; c¢) 2a2—11x+u+2=0; d) 2x2—5xr—2u-+15=0.

302. RieSte nasledujice rovnice a vykonajte rozbor rieSenia (neznima
Je x): a) ma2—(m+1)2+1=0; b) mx24-2(m+1)x+m=0; c) (m+1)x2+4
+2mx4 (m—1)=0; d) (m—1)x2—max—(m+1)=0; e) (m—1)x2—mr—
—(m—1)=0.

303. RieSte rovnice a vykonajte rozbor rieSenia (neznima je x):

a) x2—2ax+a?—b2=0; b) ax24(a+b)x+b=0; c) aba24 (a2—b2)x—
—ab=0; d) x(abx2—(a2+b2)x+ab=0; e) a(a+b)x2+4abx+ (a+b)b=0.

304, Ak aspoil dve z &fisel a, b, ¢ s rézne, mé rovnica (r—a) (x—b) 4
4 (z—a) (x—¢) + (x—Db) (x—¢) =0 dve rieSenia. DokaZte to! [Diskrimi-
nant moZno upravit na tvar (a—b)2+4 (b—c)2+4 (c—a)2.]

102



2
305. Pokial rovnicax a +3 b? =1 vedie k rovnici kvadratickej, m§

vidy dva rozne korene. DokéZte to! [Diskriminant mozno upravit na tvar
(a2—b2-+p—q)2+ (2ab)2.]

32. Slovné tlohy.

RieSenie slovnych tiloh pomocou rovnic ste dékladne preberali
uz na strednej Skole. Ked'Ze teraz uz vieme riesit kvadraticki
rovnicu, pomocou tychto rovnic mézeme l'ahko riesit rozmanité
slovné ulohy, ktoré by bolo omnoho taZzsie rieSit isudkom nez
rovnicou.

Priklad 1.

Pri Studentskej akadémii predalo sa celkom 256 listkov, za
listky I. miesta sa vybralo 2800 K¢s, za listky II. miesta 2160
Kés. Kol'ko bolo ktorych a po ¢om boly, ak listky I. miesta boly
o 10 K¢s drahsie nez II, miesta?

Moézeme zvolit za neznamu 2 cenu druhého miesta v Kés.
Cena I. miesta je (#-}-10) Kcs. Pocet predanych I. miest bude

2800 . . . ,2160 - .
I 10° , pocet predanych II. miest p - KedZe bolo predanych

celkom 256 listkov, mame rovnicu:
2800 2160

x+ IO+ x
Mozno kratit 16 a mame jednoduchs$iu rovnicu
175 135
x+1 0+ x

Odstranime zlomky tak, Ze obe strany znasobime vyrazom
% (2 4 10) = 2 }- 102 a dostaneme

175z + 135 (x 4 10) =16 («2 4 10x),
po uprave

=250.

=16.

1622 — 1502 — 1350 =0,

po skrateni dvoma
82 — T5x — 675 =0.
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Na zéklade poznimok, urobenych ku koncu predoslého élanku,
pozorujeme, Ze naSa rovnica ma jeden koreii kladny a jeden za-
porny. Pre slovnl rovnicu ma vyznam len kladny korei. Vy-
pocitajme diskriminant.

D=175244.8.675="75. (75 +4.8.9) =
=T75.3(2544.8.3)="175.3.121=232.52.112;
teda ]/_5= 3.5.11=165 a podl'a vzorca kladny koren je

_ 134165 _240_
16 16 :
Dalej mime
280 2160
% 4 10=25, PRI =112, 7—144.

Teda I. miesto stalo 25.— K¢és, druhé 15.— Ké¢&s, predané bolo
112 prvych a 144 druhych miest. Lahko sa presvedéime, Ze tieto
¢isla vyhovuji danej slovnej dlohe.

Mohli sme neznidmu volit aj inaé. Ak oznaéime napr. y pocet
predanych I. miest, bude 256 — y pocet predanych II. miest,

cena I. miesta bude—%—Kcs, cena II. mlestai-z——;’—g— Kés a do-

staneme rovnicu:

2800 2160 _ 0 gratime desiatimi
y 256—y

280 216 _ .

y  256—y

Néasobime vyrazom y (256 —y):

- 280 (256 — y) — 216y = 256y — y2
a po uprave
y2 — 752y -+ 280 . 256 = 0. 1)
Vypodet diskriminantu sa zjednodusi, ked rozlozime 752 na
prvocinitelov. Bude 752 —=24.47 =16. 47, teda

D= (16.47)2 —4.280.256 =162 (472 —4.280) =
=162, (2209 —1120) =162 . 1089.
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Ak je tiloha riesiteln4, musi byt |/ 1080 = n prirodzené &islo,
ktoré je zrejme dvojciferné a ma prva éislicu 3 (pretoze 302 <
< 1189, 1189 < 402) a druhu éislicu bud’ 3 alebo 7; teda bud
n =33 alebo n = 37. KedZe 332 — 1089, teda n =33, V D=
=16 . 33. Podl'a vzorca ma rovnica (1) rieSenie:

75—2%'—(”’3 —376+8.33.

Podl'a vyznamu neznima y je mensia ako 256; preto musime
volif zaporné znamienko a mame

y=376 —8.33 =112 (pocet predanych I. miest), d'alej
256 — y =144 (pocet predanych II. miest),

2800 =199 — 25— 25 (cena L. miesta je 25 Kés)
%)=]—18§ =15(cena II. miesta je 15 Kés) v siihlase
8 predchadzajicim rieSenim.

Priklad 2. Polet uhloprieéok mnohouholnika je o n vaesi
ako pocet stran. Kol'ko ma stran?

Nech je x pocet stran, teda aj pocet vrcholov. Uhlopriecku
dostaneme, ked’ spojime Gseckou ktorykol'vek vrchol 4 s kto-
rymkolvek vrcholom B, ktory nie je susedny s A. Podet vSe-
tkych vrcholov A je z. Pri zvolenom vrchole 4 mame 2z —3
moznych vrcholov B; to by dalo £ (x — 3) uhlopriecok, ale pri-
tom je kazda pocitand dvakrat. Teda pocet stran je z, pocet
x (x—3)

uhlopriecok 5 2 mame rovnicu

x2(x—3)

-——‘—2—— =& + n A
alebo 22 — 5 — 2n=0. (2)

Pri kazdej volbe prirodzeného ¢&isla n ma rovnica (2) jeden
kladny a jeden ziporny koren; do ivahy prichadza len kladny
korefi . Ked n zvolime odhadom, bude z iracionalne a tiloha

bude nerieSitelna. Ak ma byt tloha rieSite'na, musi Vf) byt
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racionalne ¢islo. D =02 — 4ac =25 -} 8n, teda n musi byt
volené tak, aby
D =254 8n=m?, 3)

kde m je prirodzené ¢islo, ktoré zrejme musi byt ¢islom ne-
parnym. Ak ma » byt napr. trojciferné, bude
n > 100 alebo n=100, = < 1000, vtedy podla (3)
m2 > 825 alebo m2 — 825, m2 < 8 025.

Z tabulky druhych mocnin okamzite nijdeme, Ze moiné hod-
noty m si viSetky neparne ¢isla poéinajiic ¢islom 29 a kondéiac
¢islom 89. Napr. pre m — 65 bude podla (3)

25 - 8n —4 225,
teda n =525 a rovnica (2) zneje
22 — 52 —1 050 =0;
a diskriminant D = 4 225 = 652 a kladny koreii
=38 gy

Pocet uhloprieéok 35-uholnika je

x(x—3) 35132
2 2

o je skutodne o n = 525 vi&si ako podet stran @ — 35.

=35.16 = 560,

Cvicenie.
306. Stdet dvoch &isel je 20, ich su¢in je 96. Ktoré st to &isla?
307. Sucin dvoch za sebou iddcich neparnych &isel je 399. Ktoré si to
¢isla? ’
308. Sudet Stvorcov troch za sebou iducich celych &isel je 1202. Ktoré
sh to &isla?

309. Stucdet é&fslic dvojciferného é&isla je 7. Ak zmenime poradie oboch
Cislic, dostaneme nové &islo, ktoré znédsobené p6évodnym d4i 1462. Ktoré
Je to é&islo?

310. Uloha Bhaskarova (z XII. storodia): Stddo opic sa bavilo. Stvorec
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jednej osminy ich poltu 3antil v lese. Zbyvajicich dvandst krifalo na pa-
horku. Povedz mi, kol'ko bolo v3etkych opic?

311. Uloha Bézoutova (XVIII. storo¢ie): Niekto kiipil kofia a po neja-
kom &ase ho predal za 24 pistolf. Pritom stratil tol'ko percent, kolko
pistoli ho stil kéi. Za & ho kupil?

312. Uloha Maclaurinova (XVIIIL. storoie): Niekolko priatelov obedo-
valo spolo¢ne a mali zaplatit celkom 175 Silingov. Vysvitlo, Ze dvaja ne-
maji pri sebe peniaze, a tak kazdy z ostatnych musel zaplatit o 10 Silingov
viac, ako naii malo pripadnut. Korko Iudi bolo pri obede?

313. Jeden z dvoch lyZiarov preSiel vzdialenost 36 km za &as o pol
hodiny kratsf ako druhy. Rychlost prvého bola o 1 km/hod. vidésia ako
rychlost druhého. M4 sa uréit rychlost kaZzdého z tychto lyZiarov.

314. Rolnicke druZstvo obrdbalo 300 ha pozemkov. Keby mali o tri
traktory viac, skonéili by pracu o 6 dni skor. Kol'ko mali traktorov, ked
kazdy traktor obrobfi 15 ha denne?

315. KaZdy z dvoch robotnikov mal zhotovit 400 rovnakych sudiastok.
Jeden z nich zhotovi za hodinu o 5 stidiastok viac ako druhy. Kolko hodin
pracoval kaZdy, ked na celG pricu bolo treba 36 pracovnych hodin?

316. Plavec preplaval vzdialenost 480 m po prude rieky i proti pridu
za 121/ min. Ak& je rychlost pridu, ked vlastnd rychlost plavca je
80 m/min.?

317. Dvaja turisti vy3li sifasne z miest A a B proti sebe a stretli sa
za 3 hodiny. Prvy prisiel do B o 21/; hod. neskorSie neZ druhy prisiel do A.
Za aky &as presiel kaZdy z nich celt vzdialenost ?

318. Z dvoch brigdd jedna vykond uréitG pracu za ¢as o 10 hod. kratsf
ako druh4i. Keby pracovaly spolo&ne, vykonaly by ta pricu za 12 hodin.
Za aky ¢as vykond prdacu kazd4 brigida sama?

319. Dva mnohouholniky maji dohromady 18 strin a 55 uhloprieéok.
Ktoré st to mnohouholniky?

320. V jednej debnici bolo 152 pomaran&ov, v druhej 70 a v tretej 23.
Kol'ko pomaranéov treba preloZit z prvej debnice do tretej, aby v prvej
bolo tolkokrat viac ako v druhej, kolkokrit viac je v druhej ako v tretej?
(Zo sbierky tloh K. Krajevi¢a z r. 1882.)

321. Z dediny poslali do mesta, vzdialeného 101/ versty (versta =1 km
66 m) posla na ndkup. Po 30 min. poslali za nim druhého, aby dohonil
prvého a oddal mu akysi odkaz. Druhy posol, ktory usiel za kaZda hodinu
4 versty, nielen Ze dohonil prvého, ale vritil sa domov prave vtedy, ked
prvy posol doSiel do mesta. Kol'ko verst u8iel za hodinu prvy posol? (Z tej
istej sbierky.)

322. Dve dedindianky priniesly na trh 140 jablk a predaly ich za r6zne
ceny, ale utfZily rovnako. ,, Keby som mala tvoje jablkd*, hovorila jedna
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z nich, ,,a predivala by som ich za svoju cenu, dostala by som za ne
90 kopejok.”“ ,,A keby scm ja,” odvetila druh§, ,mala tvoje jablk4 a pre-
d4vala ich za moju cenu, utrzila by som 1 rubel 60 kopejok.* Kolko jablk
mala kaZdi. (Podla L. Eulera.)

323. Obvod obdiznika je o dlzkovych jednotiek dlhy a m4é plosny obsah P
zodpovedajucich jednotiek Stvorcovych. Uréite jeho strany. Kedy je mozZno
Glohu riesit?

324. Strany obdlZnika si @ m a b m. O kolko sa mi predlzit kazd4
strana, aby sa jeho obsah zviésil o m m2? Ako by to bolo, keby sa jeho
obsah mal o m m2 zmen3it? M4& ulloha vidy rieSenie?

325. Obvod obdiZznika je o m, jeho uhloprietka u m. Aké si rozmery
obdlznika? M4 tloha vZdy rieSenie?

326. Rozdiel tretich mocnin dvoch prirodzenych za sebou idGeich &isel
je n. Urtite tie ¢isla! Urdite, aky tvar musi mat ¢&islo n, aby tloha mala
rieSenie.

327. Pravidelny mnohouholnfk m4 o n uhlopriefok viac, ako je dvoj-

nésobny polet jeho stran. Kol'ko m4 strdn? Ak4 je podmienka pre n, aby
tloha bola riesitelni ?

328. Do priepasti pustili kameii a po uplynuti t sektind bolo podut’ niraz
na dno. Ak4 hlbok4 je priepast? (P4d kameiia je pohyb rovnomerne
zrychleny so zrychlenim g.-9.81 m/sec2; pohyb zvuku je rovnomerny
8 rychlostou ¢_= 333 my/sec.) MoZno tulohu vZdy riesit ?

329. Teleso bolo vrhnuté svisle nahor rychlostou ¢ mjsec. Za aky &as
bude vo vyske s m? (Pozri tlohu 252 pri ods. 27.) V akom pripade je tiloha
rieSiteI'na ?

330. Ak sa zvil3i nejaké &islo o @, jeho prevritend hodnota sa zmensi
o to isté a. Ktoré je to &islo? M4 tloha vZdy rieSenie? Ako musime volit
&islo a, aby Gloha mala rieSenie racionélne?
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