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Uvodné poznamky.

V aritmetike v II. (riede doplnime vedomosti Ziakov o pocitanie
s mocninami. Pravidla odvodzujeme ulebo definujeme najprv pre podi-
tanie s ¢islami prirodzenymi a potom rozSirujeme ich platnost na poci-
tanie s ¢islami raciondlnymi, iracionidlnymi, relalivnymi-a popripade
komplexnymi. Pre spravne pochopenie funkeii je dolezité, aby sme ich
neponimali len ako analylicky vyraz ¢tiary, ale ako .mnoZiny. Sustavne
precvicujeme Ziakov aj v numerickom pocitani a nauc¢ime Zziakov pocitat
aj pomocou logaritmov a ich tabuliek.

Komplexné ¢isla ponimame ako rozsireny pojem ¢isla, ktoré vyjadruji
uréita redlnu skutocnost. V rozgirenom odbore komplexnych ¢isel ucelime
poznatky Ziakov o rieSenie kvadratickych rovnic. PoukaZeme na prak-
tické pouzilie pocitania s komplexnymi ¢islami. PouZijeme ich na po¢toveé
vyjadrenie sCilania a olacdania vektorov a najma na definovanie a vy-
Setrovanie goniometrickych funkcii. Tieto funkcie delinujeme pomocou
komplexnych tisel vieobecnejsie, ako by sme to mohli urobit len v ramei
geometrie a tieZ poukdZeme na ich doslednejiie pouZitie najmi vo fyzike.

Pri rozdirovani ¢iselného odboru, pri rozbore funkeii a tieZz pri inych
vhodnych prilezitostiach cvi¢ime a rozvijame dialekticky usudok Ziakov
a tym prispievame k spravnemu ulvaraniu ich dulevna a socialistického
charakteru. _

Vysledky abstrakinych uvah overujeme na rieSeni slovnych uloh
z praktického Zivota. Vhodnou volbou ndmetov pre tieto ulohy, vzatych
20 socialistického budovania a pretvarania spolo¢nosti, prispievame tiez
k vychove socialistického pokolenia.
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I. Obeend mocnina a logaritmus.

1. Odmoechovanie.

Uz v prvej triede sme preberali druhé odmocniny. Ak je a
kladné ¢islo, potom druhou odmocninou ¢isla ¢ rozumicme to
kladné ¢islo x, pre kloré plati x* = a. Podobne trelia odmocnina
kladného éisla a je to kladné éislo a, pre ktoré plati 2® = a. Tak
isto mdzeme definovat Stvrtu, piatu odmocninu atd. Vseobecne
nech je dané prirodzené ¢islo n > 1, a nech je a l'ubovolne zvo-
lené kladné Cislo. Budeme sa zaujimal o kladny koreii rovnice

A" = a. 1
Tato rovnica moZe mat len jeden kladny koren. Lebo alk st «y,
x, dve rozne kladné ¢isla a ak je napr. x; <z, tak

7} = oy xy....2, (n cinitelov) 2)
Xy = Ty * Ty....Ty (n Cinitelov). 3)

V (3) je kazdy cCinitel véési ako v (2), preto je aj ich sucdin
a3 > a7 a tak nemoZu sa obe &isla a7 a a2 rovnat tomuZe éislu a,
t. j. rovnica (1) moze mat len jeden kladny koren. Vyslovime
definiciu: n-ta odmocnina éisla @ je to kladné ¢islo «, ktoré
vyhovuje rovniei (1).
PiSeme
n,—
z ='Va ) (/‘)

kde ¢islo a je zaklad a ¢islo n odmoenitel nasej n-tej odmocniny.
Prakticky je pripad n = 2 omnoho doleZitejsi ako ostatlné, preto

miesto % sa skoro vidy piSe ya, t. j. odmocnitel 2 sa vy-
nechava. Teoreticky nevylucujeme v nasej definicii ani pripad
n = 1. Podl'a definicie je pravda,

1

Ya = a



n
pre kazdé kladné ¢islo a. Znacku Ya definujeme len v tom pri-
pade, ked’ ziklad « je éislo kladné a odmoenitel’ » €islo prirodzené.
Pre n = 2 mali sme v prvej triede

Y = 0.
Tuato definiciu pripustime pre Tubovolné n, nie je to viak prili$
délezité. Pri zapornom a nebudeme sa zapodievat otazkou, ¢i je
mozné a ucelné definovat (%4).

7. delinicie n-tej odmocniny plynie niekolko doleZitych viet,
vyjadrenych jednoduchymi vzorcami. Vo vsetkych vetich n
znamenda Fubovolne dané prirodzené ¢islo.

1. Ak st «, b kladné &isla, tak

n

Jab = ']l/g- ?b_. )

kladné ¢isla a a® = a, y» = b. Z 1. triedy viete, Ze z"y* = (xy)".
Teda zy je kladné &islo « (xy)* = ab. Vzhladom na vyznam
pismen x, y to znamend, Ze plati (5).

Tak isto sa dokaZe veta i pre viac ako dvoch ¢initelov.

Il. Ak st a;, a3......, 0, kladné ¢&isla, tak

N, —— N — N — n—
Yaia,. . .a, = Ya, - Vag. ... ... . Va,.
Ak su vietky ¢isla ay, a,,.. ... ..., G, rovnaké, mame dalsi

dolezity vysledok.
III. Ak je @ kladné é&islo, tak
i@ = (far ©
pre kaZdé prirodzené é&islo r.
Dalsie vety:

IV. Ak je @ kladné &islo a ak sa m, 7 prirodzené &isla (rovnaké
alebo nerovnaké), tak

mn—

V'i/a_z l’/a. (@

D 6k az. Poloimez = m'i/;. Podla definicie je z kladné ¢islo
a zm = q. Z 1. triedy viete, Ze z»* = (z")*. Ak teda poloZime



2 = ¢, je x kladné ¢islo a a" = zm#, tiZe x" = «a. Teda podla
. . n— -

definicie n-tej odmocniny = Ja. Na druhej strane bolo z

kladné ¢islo a z# = x. Teda podla definicie m-tej odmocniny

m— r
z = Ya. Teda

M ——

n-— m n
x=1Va, z=17Jxr, a tak z = VVI

. . "‘”/—— . R
Na druhej strane z = Ya a tak vzorec (7) je spravny.
V. Ak je « kladné éislo, tak
”n—
i1 1
V? Ta @)
Va
n,—
D 6k az. PoloZzme & = Ja. Podla definicie je x kladné ¢islo
a a® == a. Preto je aj%kladné ¢islo a z 1. triedy viete, Ze
(—1—)” =L Gize (—l-)n =L a tak podla definicie n-tej odmoc-
z an z a
—
. 1 /1
nmy -5;— == l/ ';
7e vzorec (8) je spravny.

. Vzhladom na vyznam pismena z to znamena,

VI. Ak je « kladné é&islo, tak
i = (o ®
pre kazdé celé éislo s (kladné, ziporné alebo nulu).

Doékaz. Pre kladné s je to uz dokazané v III. vete. Pre
s=0: 'i/g = ('i/g)o a to je spravne, lebo jednak nultd mocnina
kazdého ¢isla je 1, jednak

T=1 ()
podla definicie n-tej odmocniny. Ostdva pripad, ked s = —r
je zaporné. Podla definicie mocniny s celym zdpornym mocni-
telom je jednak

T (8)
jednak

11



a tak

1
(@) 9
n,—— n_T
PretoZe podla IIL. jeVar = (Ya) , z (8) a (9) plynie (6).

Pri definicii n-tej odmocniny vychadzali sme z faktu, Ze pri
kaZdom kladnom ¢isle @ ma rovnica (1) kladny korer. Presné
odovodnenie tohto faktu je obtainé zvIast preto, Ze uZ pri
najjednoduchsich volbich ¢isla a koreni a rovnice (1) je oby-
¢ajne iraciondlny a nedd sa vypocital presne, ale len pribliZne.
Tymto odévodnenim nebudeme sa viobec zaoberat.

1. GCviéenie.

1. Ako sa presveddite, Ze

V cvi¢. 2—7n znamend prirodzené cislo.

2. Kedy znali rovnica 'if':z—zb presne to ist¢ ako rovmica
a ="

3. Co znamena vyraz: a) ya*; b) (Ja)*? Kedy maju oba vy-
razy ten isty vyznam?

4. Kedy mda smysel vyraz a) "V—— a; b) ’]‘/Hf?

5. Za akych podmienok ma smysel vyraz a) ']‘/E;; b) (?/35’,
kde r je celé ¢islo?

6. Platia vety I. az VI., ak niektory zo zakladov, ktory sa
v nich vyskytuje, rovna sa nule?

ol

7. Dokazite vetu: Ak a >0, b> 0, tak 'l/

=[=]

-3 l<=

=

8. Rozkladom na prvoéinitelov vypoéitajte:
a) ¥487775; b) Y3035 42; c) J12-18; d) y9- 15 - 25;
e) J30-42-70-105; 1) J128 - 162.

9. Vypotitajte: a) ¥3-YI2; b) 120 - y24 -Y30; ¢) y19,2-Y10,8;

80— §—
Q) Y55 -Y75; o) VA9 158 -164; ) |13 11

12



10. Upravte na tvar sictinu, ktorého jednym c¢initefom je od-
mocnina ¢o najmensieho pnrodzencho disla: a) Y125; b) yY960;

c) ‘]»lb; d) }’:)4; e) }/_‘,38; f) ]'-320; ) '|'.)00; h) }048;
i) 180; j) Vi62.

11. Vypoéitajtc: a) V::, ]/l ) ‘ ;Z, 17
]/z 1, ]/2‘0.

12. Upravte na tvar sad¢inu zlomku a odmocniny ¢o najmen-

Sieho prirodzeného c¢isla: a) l ‘l,; b) Vl/-l~; c) V%, d) VQ.%;

. 2
1
C) ]/?; 4; b Vlzr; /NT'

13. Upravte a zakaZidym uvedte, k( :dy ma dany vyraz simysel:
3)4]/?; b) Vﬁa_4 ¢) Ya=2; d) ]/- e) ],a" f) 1/21:'5; g) 1/;17; h) i’?ﬁ;
i) Ya=%; j) Ya®.

14. Upravl;e a zakai(lym uvedte, kedy ma dany vyraz smysel'

4 o

>va- ) Va=; o) Va¥; a) Vs o) Va0 Va~si ) Va5 ) 40

) Vs §) Y.

15. N4jdite hodnoty danych vyrazov a zakaZdym udajte,
kedy maju tieto vyrazy smysel'

a) Va-¥a; b) ¥z V2 o Y- Vs d) Yasb - Yabss o) vaz - )2
VE:VZ; g) %/azb‘l-}/ab-z' h) ]/rt—I:]/rt‘s.

16. Upravte a udajte, kedy mé dany vyraz smysel:

’

\,!ml

a) Y9a&%; b ]/2.)a'2b° ) V8B d) Y27u=305; o) Ve,

b2
/‘271) q°. 16 a? /64 a3
] riz iz ) Ts—v ) ¥

17. Najdite hodnotu vyrazu:

a) V;/; b) V;% c) VVj d) Vfg2 e) V 2_1’—2 f) Véi??

18. Najdite hodnotu vyrazov a zakaZidym udajte, kedy ma

13



..... 3_

dany vyraz smysel: a) V}/a, b) I Va; ¢) V%/E; d) V;}/i:-;

ey ey e

19. Pomocou tabulky druhych a tretich mocnin vypodéitajte
na Styri platné &islice: a) ¥4,683; b) y16,83; c¢) Y274,4;
d) Y2744; o) Y1.235; ) J1285; «) VI935; h) Y4147,
i) YO,4147; j) Y0,04147.

20. Pomocou tabuliek druh) Lh a treh(,h mocnin vypoutajte
na bLyn platne tislice: a 1/— b) V.)O c) ,)00 d) ]/—000 e) ]/T)

;/100, g) ]/1000, h) VI0.000, )yl()().()()(), i) }/1,000.0()0.
21. Zjednodustc

) YT — Vz7 + Y45 b) VI6 + V54 —12; o) 2+,
3 e 2
a) )%+ %

22. Vypocitajte:
a) (V6 +V15) - ¥3; b) (24 + 81) §9;
3 3_ 3_ 8
¢) (5 +13) (6 —13) ,d 15 —12) (05 + 12);

(
(V2+13) - (6 +718); 1) (
23 Vypotitajte:

(Ya—yB)2; b) (Ja—1B)*; o) (Ja+VB)2; d) (Ya—yb)e.
24. Dokaizte, zc

a) V5 —216+V5 + 216 =)12; b) V74 2yT0 —}/7 —2yT0 =
= ]/g, ¢) l/a +va* —b + l/a —Va> —b2 =V2 (a+b), kde a>

>5>0; d) Va +Y@ = —Va —ya* —5 =2 (a —b), kde
a>b>0

|

2. Mocniny s racionalnymi moenitel'mi.

V I. triede sme preberali mocninu a* s tym omedzenim, Ze
mocnitel n bol celé ¢&islo (kladné, zaporné alebo nula). Naproti
tomu zaklad a bol T'ubovolné ¢islo okrem pripadu a = 0, ked

14



nebolo moiné definoval mocninu so zidpornym mocnitel'om.
Teraz budeme predpokladat, Ze ziklad je ¢islo kladné; pred-
poklad, Ze mocnitel n je celé &islo, nahradime omnoho ve-
obecnej$im predpokladom, Ze n je racionilne ¢islo. Pre pripad
celého mocnitela v 1. triede odvodili sme vzorce

a -t =qts (1)
(@) = (2)
ar- b= (ab) (3)
. 1
== (%)

Uvidime, Ze mocninu a’ s kladnymn zakladom a a s racionil-
nym mocnitelom r jedinym spdsobom moZno definoval tak, aby
bolo stale

a >0 5)

a aby prave pripomenuté pravidla (1) aZ (4) zostaly v platnosti.
KazZdé racionalne ¢islo r mozno napisatl vo tvare zlomku

r= (6)

ktorého menovatel n je prirodzené ¢islo (CiZe celé kladné ¢islo)
a Citatel m je celé &islo (kladné, ziporné alebo nula). Ak zvolime
racionalne ¢islo r v tvare (6), musime definovat hodnotu a tak,
aby pre vetky racionalne ¢isla s platilo (2). Ak zvolime s = n,
bude rs = m a z (2) dostaneme

() = am

zkadial (7)

n
a”ﬁ'i/;zT".

Vztah (7) je definiciou mocniny s kladnym zakladom a a racio-
nalnym mocnitelom (6). Definiciu (7) mozZno pisat aj v tomto
tvare:

o =(7a)" (7)
Ze (7') a (7) davajt tu ista hodnotu pre a, plynie z ¢lanku 1, VL.

15



Prv nez dokiZeme, Ze pre prave definovani mocninu s klad-
nym zakladom a raciondlnym mocnitelom platia pravidla (1),
@), (3, (%), musime previest dve veci. Predne musime
uvizit, Ze racionalne €islo r méZeme rozmanitymi spo-
sobmi uviest na tvar (6) a musime dokazat, Ze nasa definicia
mocniny « je nezdvisla od toho, pre ktory tvar (6) sa roz-
hodneme. Preto uviaze, Ze zo vietkych moZnych tvarov (G) je
jeden zakladny tvar, v ktorom ¢isla m, n st nestdelitelné a Ze
ak (6) je zakladny tvar, potom ktorykolvek iny tvar je

1
kn’
kde & > 1 je prirodzené Cislo. Musime teda dokazat, Ze

Var ="y, ®)
Polozme ’-i/;l‘,‘n =z, kde z >0
ar = qm, 9)
Z (9) vsak plynie
(@) = (am)*. (10)

PreloZze ¢isla n, m, k st celé, mdZeme upotrebit pravidlo (2)
a miesto (10) napisal
akn = qhm, (11)

preloze @ >0, bude a* >0 a z (11) vyplyva, Ze x =k’%Tm';
teda skuloc¢ne plati (8).

Z a druh ¢ musime uvazit, Ze medzi racionalne ¢isla patria
aj vieltky celé Cisla a Ze mocniny s celym mocnitelom sme uZ
predtym definovali; musime dokazat, Ze pre celé r nova defi-
nicia vyrazu a” suhlasi so starou. To je Tahké, lebo to staéi
urobit za predpokladu, Ze ¢islo r je pisané v zakladnom tvare.
Ak viak r je celé &islo, tak v zdkladnom tvare (6) je n =1,
m=rapre n =1 je (7) zrejme spravne.

Ostava dokazat, Ze pre kladné zaklady a racionalnych mocni-
telov platia pravidla (1), (2), (3), (%).

Doéokaz pravidla (1). Racionalne ¢isla r,s mobZeme
napisat so spolo¢nym menovatelom

_m

m, m, + m,
Gl § = —= = ———.
r = n,teda r+s -

16



Pritom oviem n je prirodzené &islo a my; a m, st celé ¢isla.

Polozme
1

€ro=an .,
7. toho nasleduje
' ar = a™; qd == e @t == pmiton
ato znamend, ze plati (1).
Dokaz pravidla (2). PoloZzme
m,

n,
=1 =2 leda rs =
n, n, n,n,

mym,

r s

pritom ny, n, su prirodzené ¢isla, my, m, s celé ¢isla.
1: Mg 1+ Mg
Podla definicie (7)

ny ——

ar = '(,m,
podla definicie (7')

(ar)s == ( i?) .
Podla ¢lanku 1, IV.

V,/(,f'.,~ i
preto podla (12)

ni/.a; _ ”|”il/'a1n.l ,

podla (13)

(a’)é‘ — ( 1 i/am,) t
podla ¢lanku 1, III.

(=

my, my su celé ¢isla, preto

(am,)mz = (™M,
Zo (14), (15), (16) plynie, Ze

(ar)s — n’n'i!am, m

a podla definicie (7) je aj

nyn,
ars = V(l"'l m,

a tak plati (2).

2 Aritmetika

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

17



Doékaz pravidla (3). Nech je opit

m
r —=-—

n )

kde n je prirodzené ¢islo, m je celé Cislo. Podla definicie (7p

a=Yam, b=y, (ab)y=}[abm
PretoZze m je celé ¢islo,
(ab)y™ = am - hm
a podla ¢lanku 1, I.
Vem o ym — Yom . Vim
takze Ya™ - b ya™- yo™
(ab) = Jam- i ;
teda plati (3).
Dokaz pravidla (4). PretoZe sucet ¢isel r, —r je nula,
je podla uZ dokizaného pravidla (1)
a-a’=a% Cile a-a’=1

a z toho plynie (4).

2. Cvicenie.

1. Vypotitajte: a) 49%; b) 16%; ¢) 85; d) 273; e) 257 %; 1) 327%;
g) 817%; h) 1257%.

2. Pomocou tabulick vypocitajte: a) 10%; b) 103; ;¢)5 5%; ; d) 5%;:
e) 125; f) 20%.

3. Ako mocmny s Iomenyrm mocnitelmi vyjadrite vyrazy:
a) Ya5; b) I <) ¥ d) Vw‘"" f) yrs.

4. Odmocninami vyJadnte. a) a5, b) b3, c)z” 3, d) u‘%;e) x’h
f) 2= .

5. Vypocitajte nasledujice V\’rrazy a vysledky vyjadrite od-
mocninami: a) 3% - 3%; b)82 .8%; ¢) 75 77%; d) 12 - 1273,
e)5 ¢:57%; f)at-a¥; g) ¥ -2 %:, h) d% - d7F; ) m—?-m%;

1 3

HETS K

.t-|--
0o
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6. \"ypoCitajte a vysledok vyjadrite odmocninou: a) (2"‘2')3;
o) (7H¥ @) (0475 o) (107H7E 1) (a¥p; g) @

R V\poutaJLc a) o i ")’:; b) 33 J-l%, c) 8¢ 8%; d) 6% : 673
e) 1275 0127 Tv; ; 0) a3 :a¥; ) ud ;i ud h):""i z3; 1) p 10 [)_5
j) 5 hTTs

9. Vyjadrite ako mocniny s lomenymi mocnitelmi a polom

vypoditajte: a) }fi—:;/:* i/:i“; b) T/h_’ Y63 ; ¢) VQV?; d) '/‘21/?
3. 6
= Mo oswm o soE 5.
V‘)l 250 Yiz s fE l’l_ i h) '/? V%, i) ‘/; V?’
S A
) l BN

10. Vyjadrite ako mocniny s lomenymi mocnitelmi a potom
vypoditajte:

a) Yud- 7/1_13' b) %Tb :?’EBE ‘/r?i/rz P« Va: Vx}/x ;
3
/ I /I) V_a_z_
I m ]/m]/; f) Vb Va ; 8) bVab .
11. Dokaite, ze 17 = 1 pre kaidé racionalne r.
12. Dokaite, Ze a” : a®* = a’—* pr¢ a >0 a pre Tubovolnych
raciondlnych mocnitelov r, s.

13. Dokaite, ie—ba;r = (%)rpre b > 0 a 'ubovolné racionilne r.

3. Exponencialna funkeia.

Zvolme kladné ¢islo a. Pre kaidé raciondlne ¢&islo =
sme definovali hodnotu a?; oznaéme tato hodnotu pismenom y,
poloZme teda '

y = a* )]

PAJ
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Vo vztahu (1) pismeno ¢ znamenda urcilé dané cislo (kladné);
hovorime, 7e « je konitanta. Naproti tomu pismena «, y zna-
menaji premenné veliéiny. Za hodnotu premennej veliciny
moZeme zvolit I'ubovoIné racionalne &islo; = je nezavisle pre-
menna veli¢ina. Len ¢o zvolime hodnotu premennej veli¢iny r,
je vo vztahu (1) urend hodnota premennej veli¢iny y; hovorime,
Ze y je funkeiou premennej veliciny x. Tato funkcia a® bola
doteraz definovand len pre racionilne hodnoty ne-
zivisle] premennej veli¢iny «.

U7 na strednej $kole sme hovorili o grafoeh funkeii. Sostrojime
si graf funkcie a@#, pricom budeme volif a = 2. Nakreslime
vodorovnu priamku, zvani os a, ktorej body znazornuja ¢iselné
hodnoly nezavislej premennej veli¢iny x; pre kazdé racionilne
¢islo @ nanesieme od prisluiného bodu osi z nahor dizku «=
a dostaneme prislus$ny bod grafu P,. PretoZe a* je vidy kladné,
lezi cely graf nad osou x. Najprv vsadime za x celé ¢isla 0, 1, 2,
—1, —2, a dostaneme body grafu Py, Py, P,, P_;, P_,. Aby sme

R
N +
! !
[}
|
| . |
p ! ! |
) 4 \ |
F I : i 1%
! 8 v | |l
R X I - [
T 12 I | m |
. P » } ! p 18 |
G/ T S S ' { I
‘2 -1 0 1 2 X, X X3
Obr. 1. Obr. 2.

dostali body grafu, odpovedajice lomenym hodnotdm premennej
veli¢iny x, prevedme tato ivahu (obr. 2). Zvolime tri racionalne
éisla @y, x,, a3, tak, Ze z, <x,<ax; a Ze oba rozdiely z,—x;
a x3—x, rovnaju sa tomuZe d&islu ¢. Potom na osi 2 obraz
¢isla i, lezi uprostred medzi obrazmi &isel z,, ;.

PoloZzme Yy = a*n, Yp = A%, Yz = ez
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Pretoze &Iy ==y 4 e, vy =y + ¢, bude
Yp == amrF ¢ = a5 - a® = y,q°,
g == (% + 0o %2 f == Yl = Yy aze
. . 2 =V
a teda Ui = YrYss Y2 =V Ya-
Kladné ¢islo y, spojené s kladnymi éislami gy, y, vztahom (2),
vola sa strednou geometrickou twmernou veliéinou kladnych
¢isel yq, g5 a ddcsasostrojit takto (obr. 3): Narysujme na priamke

Obr, 3.

body A, B, C tak, 7e BlezimedziAaCaic AB = y,, BC = y,.
Potom opiseme nad priemerom AC polkruZnicu; kolmica,
vztycend na nasu priamku v bode B pretne polkruZnicu v bode D;
A ACD ma podla Thalesovej vety pravy uhol pri vrchole D;
usetky AB = y,, BC = y, st tseky na prepone, usecka Bl)
je vyska trojuholnika. Podla Eukleidovej vety o vyske ‘BD® =
= AB-BC, tiZe BD*= y,y, takie podla (2) y, = BD.
Za predpokladu y, < ys;, ktory v nasom pripade je splneny,
y, mdZeme sostrojit aj inak (zas obr.3). Opat mame tri body
A, B, C tak, 7e B lezi medzi A a C; teraz je viak AB = y,,
AC = y,. Opat sostrojime pravouhly A ACD; podla Euklei-
dovej vety o odvesne AD®*= AB-AC, &ize AD? = y,, y,,
takze podla (2) y,= AD.

Pomocou prave opisanej konstrukcie mozeme graf funkcie
y = a* doplnit daldimi bodmi. Doteraz (obr.1) sme mali len
body na grafe, zodpovedajice hodnotam z = 0, 1, 2, —1, —2
konstrukciou strednych geometrickych amernych veli¢in (obr. 4)
doplnime najprv body, zodpovedajice hodnotam
1 3 1 3 .

Doy T Ty T o
2 2 2

~
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potom takou istou konstrukciou doplnime body, zodpovedajice
hodnotam

1
'.2 )

h 7 1 3 5 7

35 7 —
1 T4

T == YA g 1 1 4 4

Takto by sme mohli pokracovat dalej. Ak spojime sostrojené
body ¢tiarou, dostaneme graf funkcie y = a* (obr. 5, pre a = 2).

0
b — o

b

o ——

o — ——t

e —_—
S —
S
e e e — —q

L e e —4

Js Sy
- —
-
- —1

[ S
Gt——
e ————

N

o

1 0
Obr. 4. Obr. 5.

-

Z narysovaného grafu modZeme priblizne vyhladat hodnoty
funkcie @®. Danému ¢islu, napr. z = 1,7, zodpoveda uréity bod M
na osi x; v tomto bode vztyéime na os z kolmicu. Ak odmeriame
na tejto kolmici vzdialenost od priesedika s osou z az ku prie-
sec¢iku s grafom, dostaneme bez pocitania ¢islo y = a®, v nasSom
priklade y = a%7. Tymto spésobom moZeme k danému x uréit
¢islo a® len s neprili§ velkou. presnostou. Z nasho grafického
sposobu je zrejmé, Ze na to, aby sme mohli é&islo a* priblizne
vypocitat, nemusime ani éislo = presne poznat, ale tieZ len pri-
blizne. Teoreticky je to velmi doleZité, lebo doteraz sme defi-
novali hodnotu @® len pre racionalnu hodnotu éisla x. Ak je
vSak x iraciondlne, ak napr. z sa rovna Ludolfovmu ¢islu
7 = 3,141592653589. .., modzeme pribliZzni hodnotu ¢éisla a®
(ktora doteraz vobec nebola definovana) tak podéitat, Ze miesto
¢isla w vezmeme racionalne ¢islo, vel'mi blizke ¢&islu n. Hodnotu
disla a® takto mozeme uréit s presnostou na 3 desatinné miesta:
23 =8, 231==8574; 2314 =8 81H; 2311 =8 82]; 231415 = 8,824;
hodnota vSetkych dalSich Cisel 2314159; 23141502, 23,1415926, 3,14150265

22



atd.. zaokrihlend na tri desatinné miesta, bude 8,825. Teda
270 =8.825 presne na tri desatinné miesta. Nebudeme sa za-
oberat presnou definiciou hodnoty a® pre iraciondlne x a spo-
kojime sa s vyslovnym uvedenim fakta, Ze je moZné presne
definovall hodnotu a® pre iracionilne = a 7e pravidla

at-q¥ = a**v

(@) —a=

a®- b* = (ab)®.

1
a®

-

l

a~* = ,
odvedené¢ v predchadzajicom ¢lanku pre racionalnyeh mocni-
telov, st spravne i ked z, y st l'ubovolné reilne ¢&isla, raciondlne
alebo iraciondlne. Pismend a,b znamenaji stile kladné
¢isla, ’

Ak je a >1 (ako na naSich obrazcoch; na ktorych a = 2),
potom «® je rastiicou funkciou, ak sa zvicsi x, zvidsi sa aj a?,
Cize:

Ak je z, <z, je am < a®. 3)
Dokazeme aritmeticky, Ze (3) plati pre raciondalne a, z,
. v . . . ’ v n
{za predpokladu, %¢ a > 1). Najprv je zrejmé, ¥e Ja > 1. Lebo

n— . . vr 3
ak b =7Va, je b>0 a plati rovnica b* = a. Teda d&islo a je
suéinom n &initelov, ktoré vSetky sa rovnaju ¢islu b; tento
sudin a je vacsi ako 1 a to je len tak moZné, Ze aj Cinitelia
n . - ’ . ’ v AV

b = Va su vadsie ako 1. Ak je x kladné racionalne ¢islo, mozeme

m , . r wr .
-3 m,n st prirodzené ¢isla, potom je

polozit x =
n, -
a* = Yam.

Ak je ¢ >1, je aj am > 1, a tak aj n-ta odmocnina ¢isla a™ je
vidsia ako 1, teda a® > 1. Nech su teraz x; < z, dve racionélne
tisla. Ak z == z, — x;, je x kladné racionilne ¢islo a preto je
a® >1. Aviak z, = z; + x, teda a% = a%-a*. Teda kladné
¢islo a% vznikne z kladného ¢isla a® tym, Ze ho znésobime
¢initefom a® >1, z ¢oho nasleduje, Ze a% >a% a to sme mali
dokazat.
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Ak v8ak « je kladné cislo, mensie ako 1, je a® klesajucou
funkciou.
Ak je x <y, je a™ > a%. ()

Aby sme si to nazorne uvedomili, ozna¢me prevralent hodnotu
¢isla @ pismenom b a tak &islo b je vicsie ako 1 a je ab = 1.
teda (ab)* =1, &iZze a®-b* = 1. To
znamena, Ze C¢islo b* je prevratenou
hodnotou d&isla a®; dalej vieme, Ze
a=%-a* = 1,leda a=® je prevratenou
hodnotou ¢isla a® a tak

b* = a~—®. (3)

7. (5) je zrejmé, Ze graly funkeii .
b* si simerné obrazy podla osi y,
pozri obr. 6, v ktorom je plne vytiah-
nuty ¢graf funkcie b* a ¢iarkovany graf
funkeie a®. PretoZe funkcia b% rastie.
je z grafu zrejmé, Ze funkcia a® klesa, t. j., Ze plati (4). Z porov-
nania grafov oboch funkeii je zrejmé, Ze plati (4).

Doteraz sme hovorili o grafe funkcie a* za predpokladu. ze a
je kladné ¢islo, viicie alebo mensie ako 1; ak ¢ = 1, tak 17 =1
pre kaidé x, preto (obr. 7) graf funk-
cie 1% je rovnobezka s osou «, ktora

Obr. 6.

]
!
lezi nad osou x vo vzdialenosti 1 od ;1
osi . 0
Studovani funkcia «® vold sa ex-
Obr, 7.

ponencidlnou funkeiou, lebo nezavisle
premenna veli¢ina x je exponentom, ¢ize mocnitelom vy-
razu a®.

3. Cvidenie.

1. Ak je dany bod P, grafu funkcie y = a® odpovedajuci
hodnote x nezavisle premennej veliiny, sostrojime bod P,,.
odpovedajuci hodnote 2, takto: Priamka P,P, (pricom 0P, =
=1, pozri obr. a) vytne na osi z tisek A0. Tento usek pre-
nesieme na os x od bodu x do bodu A, a priamka A4,P, pretne
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rovnobezku, veden < osou y vo vzdiadenosti 2 od pociatku,
v bode P,,. Dokiite! Ako sostrojite body Py, P_,, P_,, ald.?

By
/ l
/o
7 |
E/
()
P
Rl- 7 | I
P, |
R, -1~ | l
TR S | -
A"-zx A _x A] 0 X zx
)

2. Ak mame

sostrojené body Py, P,, zobrazujice hodnoty
funkcie y = a®

pre x =x; a = x; + ¢, dostaneme bod P;,
zobrazujuci hodnotu nasej funkeie pre x == r; 4+ 2¢ lakto:
Priamka P, P, pretne os & v bode .1, usek «; /1, prenesieme od
obrazu ¢isla x; 4 ¢ (zachovavajuc smysel) do A,; potom priamka
AyP, pretne rovnobezku s osou y, vedeni obrazom hodu
r; + 2¢ v bode P,. Dokaite!

3. Ak je narysovany graf funkcie y = «® a ak kaZdé 2 Lohto
grafu k-krat zvic$ime (ponechivajic prisluiné y bez zmeny,

1
pozriobr. b), dostaneme graf funkcie y = b%, kde b =« * . Dokazte!
Co vznikne pre k = — 1?2

)

4. Vypotitajte: a) (2'/2_)‘,;- b) 3{/; 3\/';-; ¢) (Vgl’?)l/z_;
d) ((1V2_+ l/2—) VamVe : e) (x3+V;) Ve 1)

s+Ve 2V
@ ;



a V2 s s
:-" 1-1‘“ P2 i) (al;)]"~(l;c)]8
3:1'3—-1 (ac) Iz

i) (¥)l/§-+ 1 (%)I‘T_l .

H. Srovnajte podla velkosti cCisla: 33; 3¢; 331; 332; 33M;
3315, 3311, 3312, 33115 Kam medzi ne zaradite 3+?

. Ve
6. VyloZte vyznam symbolu 10 " .

4. Pojem a vlastnosti logaritmu.

Zvolime ¢isloa via¢$ie ako 1. Ak je dané ¢islo b, moZeme
vypocital x z rovnice
a®=Db. (1)

Ak je Cislo b zaporné alebo nula, rovnica (1) nema riedenia.
Ak je ale b kladné c¢islo, rovnica (1) ma prave jedno riedenie;
pribliznd hodnota riesenia sa da
ur¢il meranim, ak je narysovany
graf funkeie a®; pozri obr. 8 pre
a=2, b=3. Koreil rovnice 22 =3
je priblizne

a = 1,b8.

=3
I}' Koren x rovnice (1) sa menuje
/ | logaritmom ¢isla b pri zaklade a;
| piSeme
- 5 L z = log,b.
Obr. 8. Teda logaritmus ¢isla b je moc-

nitel, na ktory musime umocnit
zaklad a, aby sme dostali ¢islo b. PretoZze a® =1, a! = a, loga-
ritmus jednotky je nula (pri kaidom zaklade) a logaritmus
zdkladu je 1. Len kladné é€isla maji logaritmus.

Pretoze o ziklade predpokladime, Ze je vacsi ako 1, a* je
rastucou [funkciou, teda vécéSia hodnota logaritmu odpoveda
vidsej hodnote &isla, t. j. ak je by >b, >0, je loggb; > log,b,,
pri kazdom zadklade a >> 1. PretoZe log, 1 = 0, z toho plynie:

26



Vacsie cisla ako 1 maja kladné logaritiny, kladné ¢isla, mensie
ako 1, maju zaporn¢ logaritmy.

Zo znimych vlastnosti exponencidlnej funkeie plvna tieto
vlastnosti logaritmu:

I. Logaritmus sa¢inu dvoeh alebo viae kladnyeh éisel rovnd sa
suétu logaritmov ¢initelov, t. j.

loggiry == loge.r 4+ log.y: (2)
vieobecnejsie
logaaiay. ... =logea; 4+ logawy + ... = logg 0.
Lebo ak je napr.
loggx =r, logay == s,
tak ar=ur, @t =y
a preto a-at=ati=2y,

¢iZze @ musime umocnit na r 4 s, aby sme dostali hodnotu xy.
preto
log,zy =r+s,
t. j. plati (2).
II. Logaritmus podielu dvoch kladnych ¢isel dostaneme, ak
-od logaritmu delenca odéitame logaritmus delitela, t. j.
T

loga § = log,x —logay. 3
Lebo ak je
x e
“l—] ==Xy ta]& X = y~,
a tak

logsx =logq.y + log. =
a z toho plynie (3).
III. Logaritmus I'ubovolnej moeniny dostaneme, ak logaritmus
zékladu nisohime mocnitel'om, t. j.
log,2* =Ilog, x. (%)
Nech je
logez =r, teda a" =z,
potom bude
a* = (a")* = ¥, a tak
loge x* = kr, t. j. plati (4).

o
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Cislo k vo vete 111. nemusi byt cel¢. Ak je k prevratend hod-
nota prirodzeného disla n, je
1 vew n
ok = g, CiZe at = Jz.
Zvlastnym pripadom III. vety je teda veta:

IV. Logaritmus n-tej odmoeniny kladného éisla dostaneme, ak:
logaritmus zakladu delime odmoenitel'om, t. j.

log. Yz = (loge @) : n
Z 111. vety plynie stvislost logaritmov tohoZe ¢isla x pri dvoch:
roznyeh zakladoch ¢ > 1, b > 1, vyjadrena

logazx
logy r = TBE:_I}' . (5)
Doxaz Ak jelogyax=r, tak b"= . (6)

Pretoze oba vyrazy v (6) st rovnaké, st rovnaké aj ich logaritmy
pri zdklade a, t. j.

rlog,b = log,r, zkadial r= ;9‘3—"—9’ to je ale (3).

4. Cvicenie.

Vypocitajte: a) log,4; b) log,8; c) log, 16; d) log, ‘.1), e) log, i >
f) log, 8; ) log, ¥2; h) logz]/z, i) log, }/4 Dzi-%:.

2.V Vpocitajte' a) log; 1; b) log33' c) log;9; d) log, 27;

1 1
C) ]Oga £l ; )IOga ) ; g 10g3V3 h 10g3V9 IOO‘SVg) .]) 10033

VBI
3. Vypocitajte: a) logs1; b) logsb; c) log5 125; d) logs-;jg 5
1 3
e) log,,-(—s-;js; f) 10g5]/ ;) 10"5]/1~5 h) ‘7--
1 1
i) logs;—; J) logs
25 Vo5t
4. Stanovte x tak, aby a) log, £ =0;b) log, z =1, ¢)log,z =2
d) log,  =5; e) log,z = —1; f) log,z = —4; g) 103295:'5};;
4, . 1 . 3
h) log, & =53 1) log,x = —5; J) logyz=—+.
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9. Stanovte x tak. aby a) loggx = 0; b) loggr = 1; ¢) loggr =3

.

=X
. 1
d) logge = —1; e) loggr = —2; ) loggr == —3: «) loggr = ,
3. . 3. 2
h) logge = i) loggr = — ;) loggw == - .
6. Stanovte x tak, aby a) logya = 0; b) log,a == 1; ¢) logyr = 2:
d) logge =4; e) loggr = —1; 1) logga == 37 g) loggr ==, ;
5. . 1, . 3
h) loggar = 1) 1) log,x = = J) log,x == R
7. Stanovte r tak, aby a) log, 1 ==2; b) log,8 = 3; ¢) log. 7 =1;
1 . 1 .
d) log, g = —2; ¢) log, 0,001 = ---3; f) logz.r):-:f ;) log,3 =

=-:1§~; h) log, 1 =0; i) log, 10 == 2; j) log,2 = 10.

Dz~

vep e o 1 1
8. Vypocitajle: a)log,z; b) log.z*; ¢) log.%; d) log, _;e)log,

P 3

— 3, 4 3. 1 . 1
f) log,}/z; g) log.V¥z; h) log,y2%; 1) logzvz_; i) log, 3/
yz2

9. Vyjadrite pomocou log,a: a) log,az; b) log, az?; ¢) log,az;

a, a
) log.-; e) logz%2 .

10. Pomocou log.a, log,b vyjadrite: a) log.a®b; b) log,(ab)?;
3

<) logzaV.b'; d) 10g‘§[;2'.1/b'-5; e) lngl/t-'-‘;-; f) l“g:%)i; g) log, E%:_;?
: 2 3 e

h) log, 2-; i) logeYabz; j) log.a /"

aVb z

11. Vypocitajte =z, ak a) log.x = log.a + log,b —log.c:

b) log,z=2log,a + 3log.b; c) log.x =log,a — l, log,b; d) log,xr =

=—;— (log,a—l— -})— log,b) ; e) log,x=1; f) log,x =2 4 log, a;
g) logz:c=%—log,a; h) log;z = log, (a + 1) 4 log.(a —1);

’

i) log.z =log.(a + 2) + log,(a —1); j) log.x = log,a +
+ log. (1 +2).

iy o

12. Dokaite, Ze log, b = fogoa”

13. Dokaite, Ze a) log.b - logyc - logca =1; b) log,r =
= log, x - log.b.
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Yokizle. e r — 10gaZ -logyz

14. Dokdile, Ze logg, x = logaz -+ Togos °

15. Pri ktorom ziklade = je log,a o n vadsi ako log b? (Pri-
klad: @ = 500, b = 256, n = 3.)

5. Tabulka logaritmov.
V' praxi sa uZivaji najcastejie dekadické logaritmy, t. j.
logaritmy so zikladom 10. PiSeme stru¢ne
log ® miesto log,x.
Teda rovnica log & = r znamend to isté ako rovnica 107 = x.
A lak
log 1 = 0; log 10 = 1; log 100 = 2; log 1000 = 3 atd.
log0,1 = —1; log 0,01 = —2; log 0,001 = —3 atd.
Zo 4. ¢clanku vieme, Ze, ak sa zviidcsi ¢islo, zvacsi sa jeho loga-
ritmus.

Teda
isla medzi 1 a 10 maja logaritmy medzi 0O al,
“ 10 a 100, ” ” 1a?2,
. " 100 a 1000 ., ) . 2 a 3 atd.
. . 0,1 a 1, " . —1a0,
. . 001 a 01 " .  —2a—1,
- , 0,001 a 0,01 ’ ,, —3a —2atd.

Viimnime si najmé ¢isel medzi 1 a 10, teda é&isel, ktorych naj-
vysSia C¢islica ma nulovy rdd. Ich logaritmy leZzia medzi O a 1,
su to teda kladné ¢isla, ktoré majua pred desatinnou ¢iarkou 0.
Ak ma cislo medzi 1 a 10 tri cifry, ako napr. &islo N = 3,14,
v tabulke je udany jeho logaritmus, zaokrihleny na 4 desatinné
miesta. Tento logaritmus m4, ako vieme, pred desatinnou ¢iarkou
len O a tato nula nie je v tabulke uvedena. V tabulke najdeme
len ¢islice za desatinnou ¢iarkou, ktoré tvoria tzv. mantisu
logaritmu. KaZdy riadok tabulky obsahuje 10 mantis; to sa
mantisy logaritmov ¢isel s tymiZe prvymi dvoma ¢éislicami.
Napr. mantisu logaritmu éisla N = 3,14 najdeme v riadku 31
a stipec 4; mantisa je 4969, teda

log 3,14 = 0,4969
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na Styri desatinné miebla U ¢isla 2V = -l hladame v riadku 10
a stipei 0; teda log-1==0,6021. Alebo log 7,7 == 0,8865; ¢iarka
nad platlu)u znaci vzostupné zaokrahlenie, teda log 7,7 == 0,886
na tri desatinné miesta.

Ak ma cislo V| ktoré je medzi 1 a 10, viac ako tri cifey, ako
napr. cislo 2N = 9,728, nenidjdeme log N priamo v tabulke
a uzivame interpoliciu podobne ako napr. pri tabulkach gonio-
metrickyeh funkeii. Cislo .V je medzi ¢islami 5,72 a 5,73, ktorveh
logariltmy  podla tabulky su: log 5,72 == 0,7574, log 5,73 =
= 0,7082. Cislo 2V je blizie k ¢islu 5,73 ako k ¢islu 5,72 a tak
aj log N bude blizsie k ¢islu log 5,73 ako k ¢islu log 5,72, Ak
prejdeme od ¢isla 5,73 k ¢islu 5,72 zmenSenim o 0,01, zmensi sa
logaritmus o 0,0008 = 8- 107%; ak prejdeme od cisla 5,73
k ¢islu 5,728, bude zmensenie (lnlxl' 2 desaliny z 0,01 a interpola-
ciu prevedieme tak, 7e log 5,73 zmensime o 2 desaliny z 8 - 104,
t. j. o 1,6-101=2-10"%. Preto bude log 5,728 = (.7580,.
¢o je skutofne spravne na Styri desalinné miesta. Podobne
htadame napr. log 2,023. Pri prechode od ¢isla ‘)U" k sl
2,023 ¢ini zvédsenie tri desatiny z 0,01, prelo log 2,02 =2= 0,3051
zvicsime o tridesatiny tabulkového Iozdlelu(307o -3 O. - )- 101 =
== 21 - 107%; zvictsenie je 6,3 - 10~ =6 - 10~¢; teda log 2,023 =
= 0,3062 a Lo je zas spravne na $tyri desatinné micsta. Privelkych
tabulkovych diferencifich popisand interpolacianiekedy moze udat
stvrté desatinné miesto logaritmu trocha nespravne; preto loga-
ritmy ¢isel 1,001; 1,002; . ... 1,109 s osobitne udané¢ v tabulke.

Doteraz sme hovorili len o logaritmoch tych ¢isel IV, ktoré
simedzi 1 a 10; ale ked vieme uré¢il dekadické logaritmy takychto
c¢isel IV, Tahko uZ uré¢ime dekadicky logaritmus kioré¢hokol'vek
kladného ¢isla. Lebo kazdé kladné ¢islo sa da pisal v tvare

x = 10%- N, )
kde k je celé c¢islo (kladné, ziporné alebo nula) a IV je cislo
medzi 1 a 10, ktorého logaritmus je medzi 0 a 1. Napr. 314 =
= 102 - 3,14; 0,000314 = 10%- 3,14 atd. Je zrejmé, Ze L je
rad najvyssej ¢islice v éisle . PretoZe ide o logaritmy so zakla-
dom 10, je log 10 = 1, teda log 10¥ = k a podla (1) bude

log x = k + log N, (2)
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Napr. log 314 == 2,4969, log 0,000314 == 0,4969—4 atd. Celé
<islo & sa vold charakteristikou logaritmu kladného éisla z.
Ak je &islo x viicsie ako 1, je jeho logaritimus kladny a méa tvar

log @ == [ xxxx )

kde pred desalinnou ¢iarkou sloji charakteristika L, ktora sa
rovni radu najvyssej dislice ¢isla z; hodnota charakteristiky
nezivisi od ¢islic v ¢isle 2, ale len od umiestenia desatinnej
ciarky. Naproti tomu mantisa, oznafena hviezdickami v (3),
ziwvisi len od sledu ¢islic v ¢isle @ a nemeni sa pri posunuti
desatinnej diarky.

Ak je ¢islo z mengie ako 1, je jeho logarilmus zaporny a piseme
ho v tvare

log a0 == 0, Xxxx —. ), (%)
kde h=|L| je prirodzené¢ ¢islo a hviezdicky opal znadia

mantisu. Teda napr.
log 0,000314 == 0,4969 —4; log 0,314 == 0,4969 —1 atd.

{4) nie je obvykly tvar pisania ziporného ¢isla; v obvyklom
tvare mali by sme napr.

log 0,000314 = — 3,5031; log 0,314 == —0,5031 atd.

Ale tvar (4), v ktorom mdZeme logaritmus kladného ¢isla o <1
bezprostredne napisat, len ¢o poznime charakteristiku a man-
tisu, je pre logaritmus vel'mi ucelny a zisadne budeme pisat
zaporné logaritmy v tomto tvare. S logaritmom, ktory ma
zapornu charakteristiku, pocitame ako s dvojc¢lenom!

Ak ma ¢islo x viac ako tri cifry, uZivame zas interpoliciu,
napr.

log 202300 == 5,3060; log 0,5728 = 0,7580 —1 atd.

Doteraz sme hovorili len o urfeni logaritmu daného kladného
¢isla pomocou tabulky. Ale tabulky logaritmov moéZeme po-
uzit i na obrateny vykon: uréit ¢islo, ak je znamy jeho logaritmus.

Priklad 1. log z == 3,9425. V tabulke najdeme, Ze mantisa
9425 zodpoveda éisliciam 876; rad najvy$sej c¢islice sa rovna
charakteristike, v naSom pripade trom, a preto ¢islica 8 znamené
tisice. Teda x = 8760.
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Priklad 2. log & == 08851 =2 tiZe log « == --1,11(6. Druhy
Lvar je pre nas nevhodny a ak by ¢islo log « bolo dané povodne
v tvare --1,1146. najprv by sme ho previedli na prvy tvar
0.88)-1--2, Pre mantisu 8851 ndjdeme v tabulke &islice 768
a najvyssia cisliea 7 ma rad —2. teda stotiny a lak x == 0,0768.

V oboch doterajSich prikladoch mantisu sme nasli v tabulke;
vo vitcsine pripadov viak dand manlisa nebude v tabulke.
Nahradime ju potom najblizsou tabulkovou mantisou a dosta-
neme hodnotu ., zaokrahleni na Lri platné ¢islice, kltorda pre
prax v mnohych pripadoch postaci. Ale pomocou interpolicie
moéZeme urcil aj stvrta platnu ¢islicu, ktord zvIast v pripadoch
malého labulkového rozdielu manlis nebude vidy presnd.

Priklad 3. log & == 0,4702. Mantisa 1702 nie je v tabulke.
Najbliz&ia tabulkovd mantisa 4698 je o nicéo menSia a dava
cislice 295, z ktorych najvysfia ma rad 0 (ktory sa rovni charak-
teristike) a teda znamend jednotky. Bude teda na tri platné
cislice @ = 2,95+, kde malé znamienko plus naznacuje, e za-
okrahlenie 2,95 je sostupné. Aby sme urcili Stvrla platna ¢islicu,
v§imneme si v tabulke vedla zmiencnej uz mantisy este druh
tabulkovi mantisu 4713, ktora je vidsia ako dand manlisa 4702,
Rozdiel oboch tabulkovych manlis 4713 -—4698 = 15. Na
Stvrtu ¢islicu, ktord oznac¢ime pismenom n, pripada n desatin
lohto rozdielu mantis, teda n-krat 1,6 - 1071 ako rozdiel loga-
ritmov. Dand mantisa je 4702; pretoze 4702 —4698 = 4, hod-
notu n uréime takto: 1,bn =4, zkadial n==3 a preto ==2,953
na styri platné ¢islice.

Priklad 4. log x = 0,4575—1. Najblizsia tabulkova mantisa
je 4579; dana mantisa je o nieco menéia. Mantise 4579 v tabulke
odpovedaju c¢islice 287; najvysSia ¢islica ma rdd —1. Teda na
tri platné ¢islice = 0,287-; malé minus naznacuje, Ze skutoéna
hodnota @ je o mnieto mensia. Tabulkovy rozdiel mantis
4579 --4565 = 24 porovnavame s danym rozdiclom mantis
4579 —4575 = 4. Podmienka 2,4n = 4 dava priblizne n==2.
Teda na $tyri platné &islice je x = 0,287 — 0,002, t. j. = == 0,2868.

Priklad 5. log x = 0,900 —3. Tabulkova mantisa 8998 dava
Lislice 794; najvyssi rad je —3 a preto z = 0,00794. Tabulkovy
rozdiel 9004 —8998 = 6 porovnavame s danym rozdielom
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9000 — 8998 == 2; dd 0,6 n = 2, teda n =3 a tak x == 0,007943.
Ale nie je vylucené, Ze na $tyri platné &islice zaokrahlené ¢islo x
je v skutoénosti x = 0,007944. O tom by bolo mozné rozhodnut
len vtedy, keby sme poznali presnejsie hodnotulog z a i potom by
bolo na to treba presnejsie tabulky.

Na urychlenic interpolacie je v tabulke posledny stipec,
oznaceny P. P. (latinsky Partes proportionales = timerné diely).
Tym sa nebudeme zaoberat.

Hh. Gvicenie.

1. Najdite dekadické logaritmy ¢éisel: a) 2,63; b) 8,37; e} 1,02;
d) 1,02; e) 1,032; 1) 7,7; g) 4,2; h) 3,8; 1) 5; ) 9.

2. Najdite dekadické logaritmy ¢isel: a) 3,452; b) 7,546;
¢) 8,888; d) H,H03; e) 1,308; f) 2,034; g) 6,057; h) 4,003; i) 9,007;
j) 1,043,

3. Najdite dekadické logaritmy ¢isel: a) 23,6; b) 457; ¢) 8700;
d)0,172; ) 0,003; ) 48,42; g) 530,7; h) 8765; 1) 0,6089; j) 0,007006..

4. K danym dekadickym logaritmom najdite éisla: a) 0,5119;
b) 0,7505; ¢) 0,9196; d) 0,9566; e) 0,0282; f) 0,4472; g) 0,1761;
h) 0,8808; i) 0,7782; j) 0,9542.

5. K danym dekadickym logaritmom vyhladajte ¢cisla:
a) 0,1113; b) 0,5228; ¢) 0,6696; d) 0,0419; e) 0,4846; f) 0,7040;
g) 0,5568; h) 0,9195; i) 0,6993; j) 0,3027.

6. K danym dekadickym logaritmom najdite ¢isla: a) 1
b) 25752; ¢) 4,4440; d) 0,2718—1; e) 0,0233—2; f) 1
g) 2.5000; h) 3,0180; i) 0,4177—1; j) 0,3456—3.

7. Najdite ¢islo, ktorého dekadicky logaritmus je: a) —0,3782;
b) —1,1409; ¢) —2,2222; d) —3,3; ¢) —4; f) —=.

8. Vypocitajte (na dve desatinné miesta) dekadické logaritmy
prirodzenych &isel od 1 do 10 z pribliznych vztahov: 210 = 1000;
3t =10-2% 5 =10:2; 72 = 50.

9. Ak priblizne platia rovnosti: 2-33% = 1017; 216 = 10 - 38.
Vypocitajte odtial (na Styri desatinné miesta) dekadické loga-
ritmy c¢isel 2 a 3.

10. Ak sa zvacsi c¢islo z k-krat, zvicsi sa jeho dekadicky
logaritmus o log k. Dokajte!

,8222;
7775
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¢islo @ o hy 2vicsi sa jeho dekadicky logarit-

11. Ak sa zvacsi
I
mus o log (l + l) . Dokaite!

12. Ak sa zvicsi dekadicky logaritmus ¢isla @ o m, zvidsi sa
toto ¢islo o x (10m — 1). Dokazte!

6. Pouiitie tabulky logaritmov.

Pomocou nasej tabulky daji sa rychle a pohodlne riesit roz-
manilé ulohy, pri ¢com presnosC riefenia je zavisli od presnosti
tabulky. Stvormiestna tabulka oby¢ajne umoziiuje urcit lyri
platné ¢islice vysledku, pricom Stvretia oby¢ajue nie je uplne
spolahliva. Tato presnost je postacujaca pre beiné fyzikilne
ulohy, lebo presnost vysledku zavisi v prvom rade od presnosti
priamo meranych hodndél a uZ meranie na tri platné ¢islice je
prakticky obtaZné.

Logaritmy umoznuji nahradit ndsobenie s¢ilanim.

Priklad 1. \ypoutajtc = 0,236:1 - 0,3481. Podl'a Labulky:
log == 00,3736 1
log 0.3481 = 054171

log x = 0,9153 =2, teda x == 0,08229
alebo x = 0,08228. Presvedéte sa, Ze presnd hodnota je
= 0,008229084.

Dalej logaritmy umozfiuju nahradit delenie od¢itanim.
Priklad 2. Vypocitajle x = 3,489 : 156,4. Podla tabulky
log 3,489 == 0,5427
—log 156,4 ==2,1942
log x = 00,3485 —2, teda x == 0,02231.
Presveddéte sa delenim! ’
Pomocou logaritmov umociiovanie nahradime nasobenim.

Priklad 3. Vypocitajte pribliZnu hodnotu mocniny 32
log 3 == 0,4771, teda log 37 = §8,1107 a tak
317 = 1,28 108. Zistili sme hodnotu ¢isla 37 na tri platné
dislice.

3‘.
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Skamajme spolahlivost vysledku. Udaj log 3 = 0,4771 zna-
mend, Ze log 3 > 0,47705; log 3 <0,47715. PretoZe log 317 =
= 17 log 3, je log 317 >> 8,10985; log 317 < 8,11155. Teda podla
tabulky 317 > 1,287 - 108; 317 << 1,291 - 108. Je teda na$ udaj
317 = 1,29 - 108 v podstate spolahlivy.

Konedne odmocnovanie nahradime delenim:

Priklad 4. 2 — 100 . Preloze log 100 = 2, bude log z== 0,2857
a tak £==1,930 alebo xz==1,931.

Priklad 5. z — J0.0002433; log 0,000243 == 0,3856 —4; Loto
¢islo mame delit 3. Prevedieme ho najprv na tvar 2,3856 —6,

“vktorom aj charakteristika je delitelna 3. Potom delime a dosta-
neme log x = 0,7952 -2, odkial 2 == 0,06240.

Na prikladoch sme si ukazali, ako sa pomocou logaritmov
nasobi, deli, umocrtiuje a odmocnuje. A teraz este vypocitame
sloZitejsi priklad s tymito vykonmi.

>ile]. v /11,2 - 23,4 - 37,6
Priklad 6. z = AT
log 11,2 == 1,049
log 23,4 = 1,3692
log 37,6 = 167562
log ¢itatela == 3,9936
Jog 256,4 = 2,4089
log 97,6 = 1894 -
log menovatela = 4,3983
3,9936
—4,3983
log zlomku == 0,5953 —1 -

(1,5953 —2) : 2 = 0,7976 —1
log z = 0,7976 —1
x = 0,6274.

Viimnite si, Ze sme nevypocitali hodnotu ¢itatel'a, menovatela
a zlomku, ale len ich logaritmy.
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6. Cvicdenie.

1. Vypotitajte: a) 2,47 - 1,86; b) 701 - 14,2; ¢) 0,3721 - 1.276;
1) 51,36 0,02873; e) 3,05 -0, 1Gb - 0,256.

2. Vypoditajte: a) 56,2 :-1,81; b) 6,254 : 9,236; ¢) 0,2.187 : H.602;
d) 1:3,784; e) 10 : 0,07138.

3. Vypoditajte: a) 3257 bh) 18,73 ¢) 1,035 d) 0.0682;
e) 0,21543.

3

1.V Vpoutajto a) 615 b)Y VIZS; ¢) V156,85 ) Y0231 ;
5
e) Y10; Vo L.
5. Vypoéitajle: a) Y2,262-0,3186; b) Vb,4262 — 1,862 ;
52 3— 56,28\ 2
c) 2-3,872; d) Y7: 15 «) ((__1_03) .
6. S akou presnostou moZno pomocou $tvormiestnej lLabulky
7 7
logaritmov vypotitat: a) (77); b) 7(7) 2

7. Vypotitajte: a) J7 - -5 ; b) J0.3253 + 04867 ;

5 3 _—
3\3 B ¢ f 5
o (57 + (3% w212+ 02
8. Vypocitajte obsah trojuholnika, ktorého strany si:
a = 965 dm; b = 6,38 dm; ¢ = 5,84 dm.

9. a) Vypoditajte dizku kruznice, ktorej polomer r = 31,2 cn.
b) Vypoditajte plochu kruhu, kl;oreho priemer d = 26,3 dm.

10. a) Obvod kruhu je 1 m. Vypoditajte jeho plochu.
b) Plocha kruhu je 1 m?. Vypoditajte jeho obvod.

11. Povrch kocky je 1 m® Vypocitajte jej objem.

12. Litrova nadoba ma podobu valea, ktorého vyska sa rovna
dvojnasobnému priemeru zdkladne. Vypocitajte rozmerynidoby.

13. Vypodéitajte a) povrch, b) objem Zeme (polomer 6371 km).

14. Vypoditajte pomer a) povrchov, b) objemov Zeme a
Mesiaca (polomery 6371 km a 1741 km).

15. a) Vypotitajte, kolko percent objemu gule zaujima kocka,
do nej vpisana. b) Rieste tuto ulohu aj pre povrch.

16. a) Aky velky je polomer gule, ktorej objem je 1 m3?
b) Aky velky je polomer gule, ktorej povrch je 1 m2??
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17. V pravouhlom trojuholniku je jedna odvesna 152 cm,
prepona 25,7 cm. Vypoditajte druhu odvesnu.

18. Vzdialenost 32,7 cm dlhej tetivy od stredu kruZnice je
12,6 cm. Vypocitajte polomer kruZnice.

19. Hrany kvadra sa: 26,3 cm, 42,5 cm, 56,8 em. Vypoditajte
a) jeho povrch, b) jeho uhlopriecku.

20. Ak st dané: log a = 3,2683, log b = 23548 a chceme vy-
pocital log (a + b), moéZeme pocitat alebo tak, Ze stanovime
¢isla a, b, potom tieto ¢isla s¢itame a vyhladame log ich saétu,
alcbo aj tak, %e pocitame podla rovnosti log(a 4 b) = loga +

+ log (1 +~z—), kde najprv stanovime hodnotu f;-» a potom vy-

pocitame log(l +—Z—) . Prevedte oba spdsoby a rozmyslite si,

ktory z nich je vyhodnejsi.
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II. Komplexné ¢isla.

7. Zavedenie komplexnyeh &isel.

Slovo ¢islo doteraz stale znamenalo reilne ¢islo. Realue &isla
sa delia na racionalne a iracionddne. Viastnosti pottovyeh vy-
konov s raciondlnymi ¢islami sme podrobne opisovali a odovod-
noval v prvej triede; u iracionalnych fisel vvehadzali sme zo
skutocnosti, Ze kazdé iracionalne ¢islo moZno nahradit racio-
nalnym, ktoré sa od neho li$i tak malo, Ze na tom prakticky
nezaleZi. S iracionalnymi cislami sme tak poditali, Ze sme ich
nahradzovali racionalnymi ¢islami $pecialneho tvaru, kloré sa
im priblizne rovnaju, totiz desatinnymi zlomkami. Vietky
poclové pravidla, ktoré sme odovodnili pre raciondlne éisla,
zostavaju spravnymi i pre reidlne ¢isla (racionilne a iraciondlne);
ale odovodnenie sme neprevadzalianebudeme ho prevadzal jednak
preto, 7e je zdlhavé a obtazné, jednak prelo, %e pri praktickych ilo-
hédchidevo vaé¢sine pripadov len o pribliZné vypoéty a ako uZ vieme,
kazdé iracionilne ¢islo mdZeme nahradit raciondlnym, kloré sa
od neho lisi tak malo, 7e pri pribliZznom vypodte na tom nezaleZi.

Pojem realneho ¢isla sa vsak ukdzal pre matematiku prilis
Gzkym a jednym z najvacsich pokrokov v matematike bolo zavede-
nie v§eobecnejsicho druhu ¢isel, ktoré sa volaju komplexué ¢éisla.
Tieto ¢isla budeme teraz definoval a naucime sa s nimi pocitat.

NepostaciteInost realnych ¢isel pre matematikusahistoricky pre-
Jjavila najprv tou skutoénostou, 7e celkom jednoduché rovnice ne-
maju ¢asto realne korene. Predovsetkym su to zname nam kvad-
ratické rovnice so zapornym diskriminantom, t. j. rovnice tvaru

ax*+br+c=0, (@ =£0) (1)
u ktorych b2 — 4ac < 0. Najjednoduchsia taka rovnica je
a*+1=0, (2)
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n ktorej je na prvy pohlad zrejmé, Ze nemd realny koreri.
Zavedenim komplexnych ¢isel bude mat korefi nielen rovnica
(2), ale kazda kvadralicka rovnica. Ostatne doleZitost zavedenia
komplexnych ¢&isel spotiva aj v tom, Ze ich zavedenim nielen
kazda kvadraticka, ale aj kaZzda algebraickd rovnica tretieho.
Stvrtého, piateho a vobec Tubovolného stuptia ma vidy koreii.
To je tzv. zikladna veta algebry, ktori viak nie je v uéebnom.
programe gymnazia.

Mnozstvo komplexnych ¢isel musi teda obsahovat vedla
realnych ¢isel predovietkym ¢islo, ktoré oznaéime i a ktoré bude-
koretiom rovnice (2). Cislo i sa vola imaginirnou jednotkou:
pismeno i je pociatoéné pismeno slova imaginarny, ktoré je
latinského povodu a znamend: obrazny; v starej ¢eskej matema-
tickej literaliare sa slovo imaginarny poce$tovalo a nahradzovalo
slovom ,,pomyslny‘. Niazov imaginarny je akysi protiklad
nazvu realny, ktory vlastne znamena skutoény. Neskorsie
vidime, Ze komplexné ¢isla nie st o ni¢ menej skuto¢né nez ¢isla
redlne. Zatial poznamenajme, Ze sme pismena doteraz uZivali
vo vyzname redlnych disel; tieto pismena «, b, ¢ atd. boly
tladené lzv. kurzivou a nie antikvou (a, b, ¢ atd). Pismeno ¥
viak neznamend redlne cCislo, preto bude tlatené antikvou.
Kurzivne pismend a,b,c budeme uZivat len vo vyznamne
redlnych ¢isel. Vedla redlnych ¢&isel zavedieme najprv tzv.
rydzo imaginarne ¢islo tvaru

ai, )
kde pismeno a znamena I'ubovolné reilne ¢islo. Aky je skutoény
vyznam rydzo imaginirnych a komplexnych &isel vobec, bude
ucelnejsie pohovorit si o tom neskorsie, az po definicii séitania
a nasobenia tychto ¢isel. Bude vSak tudéelné uZz teraz zaviest:
geometrické znizornenie, ktoré je u komplexnych &isel velmi
dolezité. Ako viete, redlne ¢islo zndzorfiujeme pomocou bodu na
vodorovnej priamke, ktori sme doteraz volali ¢iselnou osou;
pretoZe na ¢iselnej osi s znazornené len redlne ¢isla a nam pojde
teraz aj o iné nové ¢isla, budeme miesto ¢&iselna os radsej hovorit’
realna os. Zadiatkom, t. j. obrazom ¢isla 0, nakreslime este svisla:
priamku a tuto budeme volat imaginarnou osou. Na tejto ima-
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ginarnej osi budeme si znizornovat rydzo imaginarne ¢isla (3)
a to tak, Ze obraz ¢isla (3) lezi na imaginarnej osi vo vzdialenosti
ta | od potiatku nad redlnou osou, ak « ™0, pod realnou osou,
ak @ < 0. Pre a = 0 mame O0f a poloZime

0f =0;

to znamena, ze redlne éislo 0 je ziroven rydzo imaginarne éislos
okrem tejto vynimky rydzo imaginirne ¢isla nie st realne
a geonetricky st inde znidzornené nez realne ¢isla. Ako mozno
otakavat, polozime

i1, (%)

{. . medzi rydzo imaginarne ¢isla patei aj imaginarena jednolka i,
znazornend bodom, ktory je svisle nad zacialkom v lakej vzdia-
lenosti od zadiatku, ktora sa rovna zvolenej dizkovej jednotke.
Podobne poloZme este

. (%)
V obr. 9 st zndzornené redlne ¢isla 0, 1,20 -1, - -2 a rydzo ima-

ginarne ¢isla 0, i, 2§, —1i, —2i; pripomenme si znovu, Ze cislo ()
je zaroven redlne i rydzo imaginarne.

Teraz si zavedieme vSeobecny pojem komplexného cisla;
slovo komplexny je latinského povodu a znameni: sloZeny.

2i

Obr. 9.

Komplexné ¢islo je dvojica, sloZena z realneho ¢isla ¢, a z rydzo
imaginarneho”¢isla a,i; realne ¢islo @; sa vola redlnou éastou
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komplexného ¢isla, realne ¢islo a, sa vold imaginarnou éastou
komplexného cisla. Medzi komplexné ¢isla pocitame aj vetky
redlne ¢isla @ a Lo tak, Ze redlnou castou ¢isla « je éislo @ samo,
kdeZto imaginarnou castou je v tomto pripade ¢islo 0. Medzi
komplexné Cisla pocitame aj vSetky ryvdzo imagindrne ¢isla ai
a bo tak, Ze teraz je redlna ¢asl 0 a imaginirnou castou je «.

Komplexne ¢islo s reélnou castou a, a s nnagmarnou castou a,
geometricky znazoriiujeme bodom, ktory je priesesikom svislej
priamky, vedenej obrazom reidlneho ¢isla a; s vodorovnou

ER

T lma T e

e 4
! I
|

= S
21 | 4]
Obr. 10

priamkou, vedenou obrazom imaginarneho ¢isla «,i. Toto
komplexné ¢islo odteraz budeme oznacovaf

Lay, as): (6)
malé pismend (kurzivou pisané; pismeno i, pisané antikvou
sem nepatri) nateraz budia znamenat len redlne éisla. Pre jasnost
vykladu komplexné ¢isla budeme oznacovat velkymi pismenami
a to tak, Ze redlnu a imaginarnu Cast oznatime prislusnymi
malymi pismenami s indexom 1 pri redlnej ¢asti a s indexom 2
pri imaginarnej casti, napr.

A =[a,a)], B=[b,b], ©C=/c,c,]
V obr. 10 su znazornené komplexné ¢isla [1, 1]; [3,1]; [1, —17;
Ako realne tak i rydzo imaginarne ¢isla st zvlastnymi pri-
padmi komplexnych ¢isel, a preto ich budeme takto ozna-
covat:
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a = [a,0] je redlne ¢islo,
ai = [0, a] je rydzo imaginarne ¢islo,
i =[0,1] je imaginarna jednotka,
0 = [0, 0],

1 =1T1,0].

Posledna definicia: imaginirne islo je taks komplexné ¢islo,
ktoré nie je redlne, teda komplexné cislo je imaginarne, ak
ay #= 0. Medzi imaginarne ¢isla patria aj vietky rydzo imagi-
narne ¢isla s vynimkou 0, ktord sme sice zaradili medzi imagi-
narne &isla, ktora vSak podla nasej definicie nie je rydzo ima-
ginarna, lebo 0 je redlna.

7. Cvidenie.

1. Existuje komplexné ¢islo, kloré je sacasne a) realnym,
b) rydzo imaginirnym, ¢) imagindrnym ¢islom?

2. Existuje redlne ¢islo, ktoré je sucasne a) komplexnym,
b) rydzo imaginirnym, ¢) imaginarnym c¢islom?

3. Existuje rydzo imaginarne cislo, kloré je siéasne a) kom-
plexnym, b) realnym, ¢) imagindrnym ¢islom?

4. Existuje imaginarne ¢islo, ktoré je sucasne a) komplex-
nym, b) redlnym, c) rydzo imaginirnym c¢islom?

5. Komplexné ¢islo [y, ay] je zobrazené bodom M. Ktoré
komplexné ¢&islo je zobrazené bodom, sumernym k bodu M
a) podla redlnej osi, b) podla imaginarnej osi, ¢) podla poéiatku?

6. Dve komplexné ¢&isla [ay, a,], [by, by] povaZujeme za rov-
naké, ak st zobrazené tym istym bodom. Dokaite, Ze to nastane
len a jedine vtedy, ked a, = by, a, = b,.

7. Je moiné, aby pre nejaké komplexné cislo platilo a)
lay, @] = [a, —a,]; b) [ay, @) = —[ay, ar]; ) [ay, 5] =
= [—a;, —a,]? Ktoré je to ¢islo a kde leZi jeho obraz?

8. Je moiné, aby pre nejaké komplexné ¢islo platilo [ay, a,] =
=[ay, a;]? Kde lezi obraz takéhoto ¢isla?

9. Ktoré komplexné ¢islo zobrazuje vrcholy Stvorca, ktorého
jeden vrchol lezi v zac¢iatku a jedna jeho strana, dizky 1, lei
v realnej osi? Je niektoré zo zobrazenych Cisel a) redlne, b)
rydzo imaginérne, c¢) imaginarne? (Vcelku S$tvoro rieseni.)



10. Ktoré komplexné ¢isla zobrazuju vrcholy pravidelného
SesCuholnika, ktor¢ho stred leZi v zacdiatku a jeden vrchol leii
vo vzdialenosti 1 od zaciatku a) na realnej osi, b) na imaginarnej
0si?

11. Stvorec ma stred v zatiatku a jeden vrchol v bode, ktory
je obrazom ¢isla [ay, a,]. Ktoré komplexné ¢isla zobrazuji
ostatné vrcholy tohto Stvorca?

12. Ktoré komplexné ¢isla st zobrazené bodmi, leziacimi na
priamkach, ktoré rozpoluju uhly, sovrené realnou a imagi-
narnou osou?

8. Sc¢itanie a nidsobenie komplexnyeh éisel.

Ak st dané dve komplexné éisla
A = [a,, a,], B = [by, b,),

ich sta¢et A + B definujeme takto:
A + B = [a; + by, a; + by),

t. ). dve komplexné c¢isla s¢itame tak, Ze sCitame ich realne a ich
imaginarne ¢asti. Podla definicie (1) komplexné ¢isla séitaju sa
tak jednoduchym spdsobom, ako je z definicie priamo zrejmé,
ze zndme zakladné vlastnosti sc¢itania redalnych ¢isel platia i pre
stitanie komplexnych ¢isel. PredovSetkym plati

A+B=B-+A, (2)
t. j. komutativny zakon s¢itania plati i pre komplexné ¢&isla.
Dalej mame pre tri komplexné disla

A = [ay, a5], B = [by, by], € = [cy, G,):
(A+B) +C=A-+ (B +0),
t. j. asociativny zékon stitania plati i pre komplexné &isla, takze
moézZeme pisat A 4 B 4 G i bez zatvorky. Asociativna veta
stitania plati pre Tubovolny pocet s¢itancov. Treba poznamenat,
Ze aj pre kaidé komplexné ¢islo A plati:

A-+40=A.
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Ako pri redlnych, tak i pri komplexnych ¢islach mame ku
kazdému komplexnému ¢&islu A =: [a;, a,] opainé komplexné
¢islo

—A =[—ay, —a), (%)
ktoré ma tuto vlastnost:
(—A) + A =0. (3)

Ak su dané komplexné Cisla A, B, existuje prive jedno kom-
plexné &islo X, ktoré je korefiom rovnice A - X == B;
toto cislo je
jednoduchsie piseme X = B — A a volame ho rozdiclom s men-
sencom B a s mensitelom A. Tym sme zislili, Ze vielky zakladne
zdkony scitania realnych cisel bez zmeny platia 1 pre kom-
plexné ¢isla.

Poznamenajme eSte toto: Medzi komplexné ¢isla palria aj
vietky redlne ¢isla.

Ak su A = [a, 0], B = [b, 0] dve realne cisla, tak podla defi-
nicie (1) A + B = [a + b, 0], t. j. obeend definicia stc¢tu dvoch
komplexnych ¢isel v tom zvlistnom pripade, ked oba scitanci
su redlne c¢isla, vedie znovu na obycajnu definicin suctu realnych
¢isel. Podobne v pripade A = [0, a], B = [0, )] dvoch rydzo
imaginarnych séitancov podla definicie (1) bude

A+B=[0,a+0]
alebo
ai + bi = (a 4 b)i, (6)
<o zas potvrdzuje ucelnost definicie (1). Nakoniec si v§imneme
pripad, ked prvy s¢itanec A = [a, 0] = a je realne ¢islo a druhy
stitanec B = [0, a,] je ¢islo rydzo imaginarne. Podl'a definicie (1)
A +B = [0, 5], ale
[a;, az] je to isté ako a; + a,i. (7)
Preto pre komplexné ¢islo [ay,0,] zavedieme aj oznalenie
al + azi.
Pristupme k definicii nésobenia dvoch komplexnych ¢&isel.
Uz v ¢&lanku 7. sme poznamenali, Ze zavedenim komplexnych
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c¢isel rovnica z* + 1 = 0 ma korefi = i. Aby tito podmienka
bola splnend, musi byt definicia nasobenia dvoch komplexnych
¢isel taka, aby z nej plynulo

it= —1 (8)
v tom smysle, Ze I? znamené sGéin i-i. Nech je znovu
A= [(11, 02]7 B = [blv b2] (9)

alebo
A = a; 4+ a,i, B = b; + b,i.

Ak ma byl sac¢in A - B tak definovany, aby zostaly v platnosti
vietky pravidla pre pocitanie s realnymi ¢éislami a aby okrem
toho platilo (8), bude

(ay + asi) « (by + bod) = arby + azbyi + a1bsi + a,b,1,

Cize
(ay + agi) * (by -+ byi) = (a;by — ayby) + (a2by + a1by)i.

Tym sme dogli k nasledujtcej definicii su¢inu dvoch komplex-
nych c&isel (9):

A * B = [albl ——(121)2, 011)2 + azbl]. (10)

NaSou ulohou ‘bude teraz presved¢it sa, Ze pri platnosti
definicie (10) bude mat nasobenie komplexnych ¢isel skutoéne
tie vlastnosti, ktoré poznime pre nasobenie redlnych ¢isel. Predo-
vietkym si vSimneme, Ze vo zvlistnom pripade A = [a, 0];
B = [b, 0] z definicie (10) vychadza A-B = [ab, 0]; t. j. vSe-
obecnd definicia sutinu dvoch komplexnych ¢isel v tom zvlast-
nom pripade, ked oba ¢initelia s realne &isla, znovu vedie na
obycajni definiciu su¢inu dvoch readlnych d¢isel. V pripade
A =[0,1]; B=[0,1], alebo A = B =i z definicie (10) plynie
A-B =[—1,0]. Teda podla definicie (10) skuto¢ne plati za-
kladny vzorec (8). Je bezprostredne zrejmé, Ze z definicie (10)
plynie A-B =B -A, t. j. komutativny zikon nasobenia plati
i pre komplexné éisla.

Ak st dané 3 komplexné tisla

A= [ah' 02], B = [bl’ b2]1 C= [clv C'Z]’
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potom podla definicie (10) bude
(AB)C =

= [{arby—ashs) ey —(ayby 4 azhy) . (a3y -+ ashy) ey + (a1h; —azhy) ¢g]
A (BC) =
= [y (0161 —bsep) —— g (bycy + baey), ay(byey + byey) + ay (byey ~-byey)]
na zaklade zndmych pravidiel o pocitani s vealnymi eislami
z toho vyplyva, 7e
A (BC) = (AB) C, (11)
asoeiativny zikon ndsobenia plati i pre komplexné &isla a tak
moZeme pisat A - B - €1 bez zitvorky a to i pre F'ubovolny pocet
¢initelov.
Ak B = [1,0] = 1, alebo B == [0, 0] =: 0, z (10) plynic:
A-1=A, (12)
A-0:=0, (13)
pre kazdé komplexné ¢islo A. Dalej nech je
A= [ah “2]: A = lf‘i) (lé], B = [bls l’z]‘
Podla definicie s¢itania a nasobenia bude

AB + A'B =
= [(ayby—ashy) 4 (ajhy—aghy), (ashy-+aby) + (azhy+ ajb,)]
(A +A)B =
= [(“1"{‘(’/1) by — (ug+ a3) by, (ag+a3) b+ (ay+ aj) b,];

podla znamych pravidiel o pocitani s redlnymi éislami z toho
vyplyva, Ze
AB +- A'B = (A + A')B, (1%)

t. j. distributivny zdkon plati aj pre komplexné &isla.

V tomto ¢lanku definovali sme s¢itanie a nasobenie komplex-
nych ¢isel a zistili sme predovselkym, Ze pri s¢itani komplexnych
¢isel platia presne tie isté pravidla ako pre reilne disla. Pri
nasobeni tiez sme zistili suhlas u vii¢siny zadkladnych pravidiel,
ale s nasobenim nie sme este hotovi. VSimnime si pravidla (13):
A - 0 = 0; podla komutativneho zakona je aj 0+ A =0 a mo-
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Zeme povedal: Stéin dvoch komplexnych éisel je nula, ak je
aspont jeden ¢initel nula. Naskyla sa otazka, ak A-B = 0, ¢i aj
obritene mdZeme sudif, Ze aspon jeden ¢initel je nula. Vieme,
Ze pri reddnych ¢éiniteloch je to tak a aj pre komplexnych ¢ini-
telov plati tato veta, ale doteraz sme to este nedokazali, a to je
v nafich doterajsich vysledkoch podstatnou medzerou. Druha
medzera, ktora dzko savisi s prvou, je to, Ze doteraz cste nié
nevieme o deleni komplexnyveh ¢isel.

8. Gvicdenie.

1. Vypocitajle: a) [2,3] + [3,1]; b) [8, b] + [2, 0]; ¢) [3, —R] +
+ =L 1 d) (2,1 +[=3, —1); e [, —3] + [2, —1];
) [2,3) (1,0 g) (211 —(0,25 ) 5 1] [T, 2
i) [~3,5) —[~2, 4 j) [3, —1] —[—3, —2].

2. vaoul.nle a) 431+ (1 +2i); b) 2-—1i) + 2i;
€) (2 -=31) + (=3 + 20); d) (=2 =)+ (2 —i); ¢) (—1 —i) +
+ (—2 ~3 i, f) @+20)—2+3i); g (t—3i) —b;
R TR R LS R R

— (-2 -=3i).

3. Je moziné, aby a) sacet, b) rozdiel dvoch komplexnych
<isel bol realny? Kedy to nastane?

4. Je moZné, aby a) sucet, b) rozdiel dvoch komplexnych
&isel bol rydzo imaginarny? Kedy to nastane?

5. Je moiné, aby a) sucet, b) rozdiel dvoch komplexnych
{isel bol imaginarny? Kedy to nastane?

6. Vypo(;itajte: a)[3,3] [2,1];b)[2,1] [3,0];¢) [3, —2] 1, 2];
d) [3, 0] [0, 2]; e) [4, =3] [0, —1]; 1) [4, —2] [2, 1]; g) [—2, 4]
.{-‘i, —ﬁ; h) [3, =2} [2, —=3]; 1) [3,1] [3,1]; j) [—2, —3]

7. Vypocitajte: a) (4 + 31)2; b) (3 +5i)i; c) (2 + 3i) (44 Oi);
d) (2 —=31) (2 +1); e) (—3 + 41) (4 —31); f) (—6 4 31) (—4 —210);
g) (—1—1i) (L—i); h) (1 4i)% 1) (R—=3i)p; J) (—2—i)p

8. Vypocitajte: a) i?; b) i3; c) i4; d) i%; e) i%; f) I7; g) i®

9. Vypoditajte: a) (1 +1i) (2 +1) + (1 +1i) (1 4+ 2i); b) (24
F'H1—4) (2 —3i) (1 + 4i); ¢) (65 +1i) (i —3) (8 +i);
d) (140 (1+20) (1430 e (1+0% 0 (—1+iy3);

>a—n h) (1 + ). |
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10. Je moZné, aby sucin dvoch k()lllplt}}(l])"k:h ¢isel bol realny?
Kedy to nastane?

11. Je moZné, aby sacin dvoch komplexnych ¢isel bol rydzo
imaginirny? Kedy to nastane?

12. Je mozné, aby sicin dvoch komplexnyeh ¢isel bol imagi-
narny? Kedy to nastane?

9. SdruZen¢ komplexné ¢islag ahsoliitna hodnota.

<¢islo je A (Citame A s prizkom) = a; -- ayi. Je jasné, Ze aj
obratene k ¢islu A sdruZené komplexné ¢islo je povodné kom-

plexné ¢islo A. Ak je &slo A redlne, A = Aj ak je ¢islo A rydzo
imaginarne, A = — A. Obratene: Ak A = A, je ¢islo A redlne;
ak A = —A, je éislo A rYdzo imaginarne. Pri geometrickom

znazorneni komplexnych ¢isel, kioré sme zaviedli v ¢lanku 7
a ktoré budu mat neskorsie doleZita nlohu, je A stiimerny obraz
bodu A podla realnej osi.
Zrejmé a doleZité s vzorce:
Ak A == a; + a,i, tak A + A = 2q,,
A —A = 2aq,i. (1)
Teda cislo A 4 A je redlne, ¢islo A — A je rydzo imaginarne.
Z definicie suc¢tu a sacinu dvoch komplexnych cisel je bez-
prostredne zrejmé, Ze:

A+B-=A+B, AB=A-'B (2)
podobne
(“A)= —-A, A - B=A_—B. 3)

Z toho plynie, Ze ak z danych komplexnych cisel A, B, G, ...
séitanim, od¢itanim, ndsobenim odvodimme komplexné éislo K,
tak zo sdruZenych komplexnych ¢isel A, B, G, ... vznikne
tymize pocetnymi vykonmi komplexné ¢islo K, sdruzené s kom-
plexnym ¢&islom K.

Ak napr. vypocitame, Ze

R+30) B —i0) — (I +2i0) —10)+ (1 +30) (4 5i) =

= —8 4 Ibi,
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bez nového vypoctu bude

(=30 B+1i) — (1 —=20) 2+1) + (1 —31) (2 —5di) =
= —8 —1Hi.
Po zavedeni delenia komplexnych ¢isel uvidime, Ze ani tento
vykon nerobi vynimku; preto: Ak z komplexnych ¢isel A, B, C,. . .
s¢itanim, oddéitanim, nisobenim a delenim odvedieme kom-
plexné ¢islo K, tak zo zdruZenych ¢isel A, B, G, ... vznikne
tymiZe vykonmi sdruZené ¢islo K.
Zvl1ast déleZily je sacin A - A dvoch sdruZenych komplexnych
¢isel, kde
A =a, + ai, A=a —ai.
Podla zndmych pravidiel bude:
A 2 2
A’A=(11+(12. (’l)

Cislo A-A je teda vidy reilne a zpravidla kladné; jedina vy-
nimka nastane pre A=0; v tomto pripade A-A=0. Druha
odmocnina /A -A je dolezitejsia ako &islo A-A samo; ak je A
realne, teda A =aq,, a,=0, tak A-A =dj, VA-R=Vai= |ay |-
Preto i v pripade T'ubovolného komplexného ¢isla A =a, + a,i
piSeme

A|=VA-A )

a volame ¢islo | A| absoliitnou hodnotou é&isla A. Teda

|a1+a2i|=l'/af+a§. (6)

Absolitna hodnota éisla 0 je éislo 0; absolitna hodnota kazdého
iného komplexného é&isla je redlne kladné éislo.

Pri znazorneni komplexnych ¢isel bodmi v rovine ¢islo (A)
znamena vzdialenost bodu A od pociatku; toto plynie zo zna-
mej Pythagorovej vety.

Nech su

A=a +a,i, B=0b +b,i

dve Tubovolné komplexné ¢isla. Podl'a uz dokdzanych pravidiel



a pretoZe
|A|=VAR, |B|=/BB. |AB|=|AB-AB,
|A|-1B|=VAA-IBE=|AB-AB=|AB]|.
dostaneme ‘ABI=|A|-|B], (7)

rve

t. j. absolitna hodnota saé¢inu dvoeh komplexnyeh é&isel rovna
sa stiéinu absolitnyeh hodnét oboeh EiniteTov. Veta o absolalnej
hodnote stcinu plati i pre Fubovolny pocet Einitelov.

Teraz uz l'ahko doplnime doteraz esle neprebrané vlastnosti
nasobenia komplexnych ¢isel (pozri konice ¢lianku 8). Predo-
vietkym dokdZeme, Ze, ak si¢in AB dvoch komplexnyeh &isel
je nula, musi byC aspon jeden ¢&initel’ nula.

Dokaz. Ak AB =0, je aj |AB| =0 a podla (7) je aj
|A|-|B|=0; avak absolitne hodnoty si - redlne ¢cisla,
preto z tejto rovnice sleduje, Ze alebo |A | = 0, alcho |B | =
a to znamena, Ze alebo A = 0, alebo B = (0.

Dalej dokaZeme, Ze ak je A komplexné ¢islo, rozne od nuly,
existuje k nemu prevrateni hodnota, L. j. také komplexné ¢islo,
ktoré vyhovuje rovnici

AX = 1. 3)
Postupujeme takto: Najprv predpokladajme, Ze X vyhovuje
rovnici (8), z ¢oho nasleduje

AAX =A
a ¢islo AA = | A |? je kladné realne ¢&islo, ku ktorému iste existuje

prevratena hodnota-Ali»-. Ak tymto zlomkom nasobime obe

strany predoslej rovnice, dostancme
l -—
AA
Obratene vsadenim sa moZeme presvedéit, Ze c¢islo (9) vyhovuje
rovnici (8). Teda kazdé komplexné ¢islo A, rozne od nuly, méa
; . T .1
prevratenu hodnotu, ale len jedinu, a to jegx-
Vsimnime si vSeobecnejsie rovnice

AX =B, (10)

,
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v ktorej A, B st dané komplexné ¢isla a X je neznama. Ak
A = 0, B = 0, vyhovuje rovnici (10) kazdé komplexné &islo X;
ak A =0, B =+ 0, rovnica (10) je nerieSitelna. Ak A = 0, ma
(10) prave jedno rieSenie.
Lebo, ak plati (10), je zrejmé
1
X=xB (11)
a obratene z (11) moZeme dostat (10). Riesenie (11) rovnice (10)
znacime obvykle
_B o
X=x" (12)
Znak % md teda vyznam len v pripade A == 0. Prakticky postup
je zrejmy z prikladu:

9

~

B (BB (2430 34103 1
2—3i T 2—30) (2+ 30 13 3Tl

Pre komplexné ¢isla definovali sme doleraz s¢ilanie a ndsobenie
a zistili sme, Ze platia pre ne tie islé poclové pravidla ako pre
redlne ¢isla. ZvIASt sme videli, Ze 1 pre komplexné ¢isla moZno
definovat obratené¢ poctové vykony, odcitanie a delenie, s tym
omedzenim, 2¢ nulou delit nemoZno.

Ale medzi reilnymi a komplexnymi ¢islami je ten podstatny
rozdiel, Ze rcalne ¢isla moZeme porovnavat podla velkosti
{z dvoch roznych redlnych ¢isel jedno je mensie a druhé vadsie),
<o u komplexnych ¢isel nie je mozné. Pri komplexnych éislach
velkosti porovnavame len podla absolatnych hodnét. Aj roz-
liSovanie kladnych a zapornych é&isel pri komplexnych ¢islach
odpada.

Tie partie aritmetiky, v ktorych sa vychadza len od vlastnosti
zikladnych pocétovych vykonov a v ktorych pojmy vaési,
mensi, kladny, ziporny nehraja nijuka ulohu, prenesi sa bez
zmeny i na komplexné &isla. Prikladom takej partie je nauka
0 mocninach s celymi exponentmi. Ak je n prirodzené ¢islo,
vicsie ako 1, tak A" znamend pre kaidé komplexné &islo A
sidin n éinitelov, ktoré sa rovnaju ¢islu A; mimo toho je

AL—A A =1



pre kazdé komplexné ¢islo A, (1 = 0 pre kaZdé celé kladné
¢islo n; naproti Lomu pre A == 0 plali A* 4= 0 pre kazdeé, celé
kladné n (i pre n ==0). Preto v pripade A = 0 delinujeme
mocninu A~ s celym zapornym mocnitel'om ako prevrilenu
hodnotu komplexného ¢isla A (kdexto 077 nedelinujeme).

Na zaklade tychto definicii, klore tuplne sthlasia s predoslymi
definiciami pre redlne zaklady, mame i pre komplexné ziklady
pravidla:

A A= A,
(Ar)s —- Ar.v‘
—-r .- '

A B A—’ y

A" B = (AB)’

za predpokladu, 7Ze mocnitele st celé ¢isla; zaklady si 'ubovolné
komplexné &isla. Vylaceny je len pripad, ked ziklad je 0 a sa-
¢asne mocnitel je zaporny. Dokazy tychto pravidiel s doslova
také isté, ako pre redlne ¢isla, a je prelo zbyloéné znovu ich
preberat.

9. Cvidenie.

1. Vyhladajte komplexné ¢isla, sdruZené s ¢islami: a) H 4- 2i;
b) 4 —3i;¢) —2+41i;d) -3 —1i;¢)8; [)i; g) —di. Zobrazte
tieto cCisla! B

2. Rozplsamm na slozky dokaZte, Ze a) A+B.=A - E;

b) AE —A-B.

3. Ak je [A] obraz ¢isla A, v akom vztahu si k nemu obrazy
cisel A A, —A? Dokaite, ¢ —A = —A, dalej, 7¢ A —B =
— R B! B B

4. Aky vyznam mé symbol A? Co znadi A + B?

5. Vypocitajte: (2 +1i) (3 —i) + (1 + 2i) (1 —31i). Viete
hned napisat, kolko je (2 —1) (3 + i) + (1 —2i) (1 + 3i)?

6. Dokazte, Ze z podmienky |A | = 0 plynie A = 0.

7. Co je geometrické miesto bodov, kloré zobrazuju vietky
komplexné ¢isla danej absolitnej hodnoty?

8. Ktoré komplexné &isla sa rovnaji svojej absolilnej hod-
note?

53



9. Rozpisanim na slozky dokizte, Ze |AB| = |A|-|B|.
10. Rozpisanim na slozky dokaite, Ze z podmienky AB = 0
plynie, Ze alebo A = 0, aleho B = 0.

—_ H) 2 i 1
11. Vypocitajle: a) 3 _;_ Ti’ b) T3 ) T d) T
Wl e i 21— i — 1 =20 a
)¢ Dyro®egzv s Vo= az=a -
. St s ] . 1 ]
12. Vypocitajte: a) T + = h) iy + =0

1 +i I —i I — i) 1 i)

13. Je moiné, aby podiel dvoch komplexnych éisel bol &islo
a) redlne, b) rydzo imagindirne, ¢) imaginarne? Kedy to nastane?

14. Ktoré komplexné ¢isla sa rovnaju svojej prevratenej
hodnote?

15. Ktoré komplexné cisla maju ta vlastnost, Ze sa rovnaju
svojej a) druhej, b) tretej mocnine?

16. Aké hodnoly mdZe postupne nadobudat i», ked n je celé
¢islo? Dokazte, Ze i* = i* 4.

17. Dokazte, e a) 1 :A=1:A; A:B =A :B.

18. Dokazte, ze |A| = |A|.

19. Je moZné, aby bolo a) A =
Kedy to nastane?

;b)) A=1iA; ¢)A = —iA?

»[—

10. Kvadratické rovniee.

Uz v ¢lanku 7. sme uviedli, Ze objav komplexnych ¢isel histo-
ricky vznikol zo skuto¢nosti, Ze niektoré kvadratické rovnice
s realnymi koeficientmi nemaja realne korene. Ako sme uZ
uviedli a ako teraz dokdZeme, zavedenim komplexnych &isel, je
rieSitelna kazda kvadraticka rovnica.

Zacnime s rvdzo kvadratickou rovnicou

X = A, (1)

kde A je dané komplexné &islo, ktoré mozZe a nemusi byt realne,
X je neznama veli¢ina. Ak A = 0, ma rovnica (1) korenn X = 0,
to je v tomto pripade jediny koren rovnice (1), lebo siéin dvoch
komplexnych éisel, roznych od nuly, neméze byt nula. Ak je A
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kladné realne ¢islo, ma rovnica (1) redalny koren X = JA (ako aj

koreri X = —VA); ak je A zaporné redlne Sislo, rovnica (1) ma rydzo
imaginarny koreti X = y|A|i (a tieZ aj koren X = V| ATi).
Ostava pripad, ked ¢islo

A = _‘" (I2i

Jje imaginarne, takie a; = 0, teda aj ¢ >>0. V lomlo pripade
vyjdeme zo skiisenosti, e mocninou imaginarneho &isla z, je opit
imaginarne ¢islo. Skusime teda vypocilal také imaginarne ¢islo
X = x; + a,i, aby jeho druhd mocnina sa rovnala danému éislu A.

(2 + )2 == a, -+ a,l. (2)
z ¢oho nasleduje e 2)
2,1y == Ay )~

Vylacenim napr. z, a dosadenim a2 = z po Gprave na normaln
1 2
tvar dostaneme rovnicu
o a3 .
2tz -3 =0 3
(3) je kvadratickd rovnica s realnymi koeficientmi a s diskrimi-
nantom a} + a >0, ma teda dva redlne korene, ktorych

Py foo . e iH . v
sufin sa rovna zdpornému dislu -——f, preto jeden koreii je

kladny a druhy zaporny. Nech je z kladny koreii rovnice (3)
potom aj jeho odmocnina &, = }z j= realna. Z rovnice (2)" vypo-
ditame x, a potom

= % 7 4
X -QV;"‘]ZI. (%)
z ¢oho X = (—Zi — z) + a,i,

podla (2) je teda X* = a; + a,i, t. j. X je korei rovnice (1).

Dokazali sme, Ze pri kaZdej volbe komplexného ¢isla A rov-
nica (1) méa aspon jeden komplexny korerit X = €. Ak je A = 0,
je 6 =0 a vieme, Ze v tomto pripade nula je jediny koren
rovnice (1). Ak A =0, tak ani € &= 0 a pretoZe Cislo —C sa
li3i od ¢&isla G, ale (—G€)2 = €2, je aj ¢islo —C korenom rovnice (1).

Iny korefi viak rovnica nemd, lebo, pretoze X =G je koreri, je
G2 = A arovnicu (1) moZno uviest na tvar X* —G* =0 alebona tvar

(X—0) (X+C) = 0. (%)

o
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Na lavej strane rovnice (5) mame sucin, ktory sa rovni nule.
preto aspon jeden ¢initel je nula; ak X --€ = 0, je X =0, ak
X+6=0,jc X= —C.

Zaver: Zavedenim komplexnych ¢isel rovniea (1) ma pre A = 0
jediny koreni X = 0, pre A 2= 0 ma dva korene, navzajom opaéné.

Dalsi postup je Gplne taky ako u realnych rovnic, prebra-
nych v 1. triede. MéZeme predpokladat, Ze koeficient kvadratic-
kého ¢lena je 1. Kvadratickd rovnica potom ma tvar

X2 +PX+Q=0
alebo (X + %)2: PTz —Q (6)

a ma jediny koren, ak v (6) prava strana je nula; inak ma dva
korene, ktorych stdet je -—P a sacin Q. Kvadraticka rovnicu.

AX: +BX +6€=0 (7)
moZeme riegil aj vzorcom X = B -f‘,—;-}‘/g- , (8)

kde D =B? ——%AC je diskriminant rovnice. Ak D =0, je
YD = 0 a rovnica (7) ma jediny koreii. Ak D = 0, ma rovnica
(7) dva korene, ktoré st dané vzorcom (8), ak v tiom }D zna-
mend ktorykol'vek z oboch koreriov rovnice |D [* = d. Ak je D
realne, divame symbolu YD obvykly vyznam pre D >0 a pre
D <0 kladieme YD = }[D|[i. Podla tejto dohody je ¥—I =1i.
Aj pre imaginirne D by bolo mozZné podat uréity predpis, ktory
by jednoznac¢ne opisal YD, napr. tak, ked predpiSeme, Ze ima--
ginarna ¢ast ¢isla YD je kladna. To viak nemé velky vyznam.

10. Cvicenie.
1. Ak su a,, a, racionalne ¢isla, ¢o je podmienka, aby rovnica
2

224 a;z —% =

2. Podla navodu v texte rieSte rovnice: a) X® =4 4+ 3i;
by X2 =9 —40i;¢) X2 =i;d) X2=1+41i;e) X2=1+44i}3;
f) X2 =4iyb —1.

3. Vypotitajte: a) ¥32 + 1261; b) Y15 —81; ¢) V1 + 2i y2:
d) V?i J6 —1; e) Y— 1—i. (Z oboch moZnych hodndt zvolte
tu, ktord ma imaginarnu ¢éast kladnua.)

0, o ktorej je re¢ v texte, mala racionalny koren?
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4. Rloéte rovnice: a) X2 — X - 1 == 0; b) X2 - . 2X
¢) X2+ 88X+ 13 =0; d) X2 - 2X}24-H = 0;¢) X2 - iX +
+1= O f) X2 —3X 4+ 3 4+i=0;g) X+ 3X 4 10§ . 0;
h) X2+ (2 —-3) X —DH (1 +i)=0.
5. Ak ma rovnica AX® - BX 4+ € -= 0 korene R, S, napiste
rovnicu, ktora ma korene R, §.
6. Ak ma rovnica aX® + b X + ¢ = 0 s redlnymi koeficientmi
imagindrne korene, maju ¢isla a, ¢ jednale znamienka, Dokazte!
7. Ak ma rovnica aX®+ bX 4 ¢ =0 s reilnymi koeli-
cienlmi korefi R, ma aj korefi R. ])nk{xilc!
8. Ak ma rovnica aX® + bX 4 ¢ = 0 s celocisclnymi koefi-
cientmi imaginarne korene, klorvch re .nlna a imaginarna cast
st racionalne ¢isla, je b parne. Dokadte!

Geometricky vyznam komplexnych &isel.

V praktickom Zivote stretavame sa obyéajne s kladnymi
realnymi ¢islami. Takéto ¢&isla vznikaju jednak séitanim - - a to
len kladné celé Cisla (EiZe prirodzené ¢isla), -- jednak meranim.
Pri merani sa vyskytuju aj také ¢isla, ktoré nie st celé. Praklické:
merania st vZdy pribliZné, a preto vysledky praktickych merani
udavame raciondlnymi d¢islami, obyéajne desatinnymi é&islami
s malym poctom desatinnych miest. Teoreticky nickloré iracio-
nalne ¢isla vystupuju pri merani vel'mi prirodzenym spdsohom,
napr. Y2 (dizka uhloprietky 3tvorca, ktorého strana je dizkova
jednotka) alebo z (polovica dizky kruZnice, ktorej polomer je
dizkova jednotka).

V matematike, ktorej ulohou nie je prosty ziznam cisel,
ziskanych séitanim alebo meranim, ale okrem iného S$tadium
metdd, pomocou ktorych na zaklade priamo meranych ¢isel
dochidzame k novym éislam, ktorych priame meranie by bolo
obtaZné alebo i nemoZné, nemézeme vystacit s kladnymi redl-
nymi ¢islami. UZ na strednej $kole ste poznali ziporné cisla
a teraz sme sa soznamili aj s imaginidrnymi cislami. Je vam
zname, aké zjednodudenie dosiahneme pomocou zapornych
¢isel napr. v nduke o rovniciach (pravidlo o prevadzani ¢lenov
s jednej strany rovnice na druhi); bez zipornych ¢isel museli by
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sme miesto jedného Lypu 22 + px + ¢ = 0kvadratickych rovnic
rozoznaval tri Ltypy: a®=pa +q, @ +pax=gq, 22+ q=pa.

Kladné redlne cislo vyjadruje velkost nejakej veli¢iny. Na-
proli lomu relativne ¢islo vyjadruje nielen velkost, ale zarovei
aj jeden z dvoch navzijom opaénych smerov (hore alebo dolu,
vzrast alebo pokles, budacnost alebo minulost a pod.). Relativne
¢isla zndzornovali sme si na priamke (na Ciselnej osi), a tak sme
najlahsie pochopili pravidla séitania relativnych ¢isel. Vyznam
komplexnych ¢isel je celkom podobny; komplexné ¢islo vyjad-
ruje nielen velkost, ale sac¢asne aj uréity smer, pritom, na roz-
dicl od relalivnych Cisel, teraz nejde len o dva navzajom opacné
smery na priamke, ale o vietky moZné smery v rovine, ktorych
je nckoneéne mnoho.

Dva rozne body A, B méZeme spojit usetkou AB; usetka ma
urcila polohu a uréita velkost. Ak nas nezaujima poloha usecky
a polrebujeme poznat len jej velkost (¢iZze vzdialenost bodov A,B),
tak Lato velkost vyjadrujeme (po zavedeni dizkovej jednotky)
kladnym realnym ¢islom. Sa vSak mnohé pripady, ked sice
nezaleZi na urc¢itej polohe usecky AB, ale predsa treba poznat
vedla jej velkosti aj smer, veduci od bodu A do bodu B. Usecka,
u klorej na urcitej polohe sice nezalezi, ale u ktorej je vedla jej
velkosti urdite predpisany aj smer, vedici od za¢iatoéného
bodu A ku koneovému hodu B, vola sa vektorom. Dve usetky
AB, A'B’ urcuju len isty veklor, ak obe maju ta istu velkost
a ak je sucasne

AB tt A'B’,

kde 11 znamena priamu rovnobeZnost. Pritom poloha zaéiatoc-
ného bodu je celkom I'ubovolna. Ak je v jednej polohe zadiatoény
bod A, koncovy bod B a ak si zvolime iny zaciatoény bod A’
tohoZe vektora, potom novy koncovy bod B’ je obrazom bodu B
pri posunovani, pri ktorom obrazom bodu A je bod A’. Ak je
zaciatoény bod A (teda koncovy bod B) vektora urdite zvoleny,
hovorime o uréitom umiesteni vektora. Vsimnite si, Ze u vektora
starostlivo musime robit rozdiel medzi zad¢iatoénym a koncovym
bodom. Ak vymenime funkciu oboch bodov, dostaneme opaény
vektor. Ako je ucelné medzi ¢isla pocitat aj nulu, tak isto je

58



ucelné medzi vektory pocilal aj nulovy vektor: u nulového
vektora pri kaZzdom umiesteni zaciatoény a koneovy bod splyva.

Vektory, ktoré maji nielen ur¢iti velkost, ale i uréity smer,
su vo fyzike vel'mi doleziteé. Ako priklad uvedieme pojem rych-
losti. Ak napr. len to vieme, Ze sa aulo pohybuje ryehlostou
60 km za hodinu, nemdoZeme vypocilal zo znalosti polohy aula
v jednom okamihu jeho polohu v inom okamihu; aby bol vy-
pocet mozny, musime poznal ryehlost ako veklor, L j. nestadi
poznat len velkost rychlosli, ale Lreba poznal aj jej smer.

Nas budu teraz zaujimat len vekltory, kloré leZia vietky
v uréitej rovine. Zvolime si v rovine urcity hod 0, ktory nazveme
zaciatkom. Zakladny¥m umiestenim vektora nazveme to umieste-
nie, ktorého zaciatoénym bodom bude zvoleny bod 0. Este si
zvolime urc¢ity zakladny¥ smer; to bude vodorovny smer od Tava
do prava. Teraz mozZeme priradil kaZdému komplexnémua ¢islu
urc¢ity vektor a obratene kaZzdému vekloru uréité komplexneé
¢islo. Komplexnému cislu

A ==« + a,i

priradime ten vektor, ktory pri svojom zikladnom umiesteni
bude mat svoj koncovy bod v tom bode, ktory sme zaviedli uz
v-¢lanku 7 ako geometrické znazornenie komplexného cisla A;
nech je [A] znatka pre tento bod. Cislo 0 je teda priradend
k nulovému vektoru; kladné redlne ¢isla s priradené k tym
vektorom, ktorych smer je zikladny; ziporné redlne cisla st
priradené k tym vektorom, ktorych smer je opac¢ny zikladnému
smeru; koneéne, ak ani smer da-
ného vektora ani smer opacny
v jaikladnim amorom, o [~ 5
priradené ¢islo je imaginarne; . i

rydzo imaginarne ¢isla prira- || |
dené su k tym vektorom, kto- - — 1
rych smer je kolmy na zi- [o1 W fa] [a-b]
kladny smer. Obr. 11.

Obraz [a, + a,i] komplex-
ného tisla a, + ayi bol v priesetiku svislej priamky, vedenej
obrazom [a,] redlneho ¢isla a, (ktory leZi na redlnej osi) s vo-
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dorovnou priamkou, vedenou obrazom [a,i] rydzo imaginirneho
¢isla a,i (klory leZi na imaginirnej osi). Zvolme teraz (obr. 11)
realne cislojb, a urobme vodorovné posunutie, ktorym podiatok.
[0] prejde do’ bodu [b,], tym prejde bod [a,] do bodu [a; + b,],
vodorovna priamka, vedend bodom
[a,i] zostane na svojom mieste a

laomil 1|-[a" @y Pod[as+ asi]prejde do bodu((a, +

| + by) + a,i]. Ak znovu zvolime

bl | (obr. 12) redlne ¢islo b,, ale teraz
g - 1 urobime svislé posunutie, ktorym
lo =[a,'q:] prejde zadiatok [0] do bodu [b,i],
! tym prejde bod [a,i] do bodu [(a, +

o] [a] + b,)i] a svisla priamka, vedena
bodom [a;] zostane na svojom
mieste, takZe bod [a; + a,i] prejde
do bodu [a; + (ay 4 by)i].

Prevedme najprv vodorovné a potom svislé posunutie! Pri
vodorovnom posunuti prejde bod [0] do bodu [b,], bod [a, + a,i]
do bodu [(a, + b;) + a,i]; pri svislom posunuti prejde bod [b,]
do bodu [b; + b,i], bod [(a; + b;) + a,i] do bodu [(a, + b;) +
+ (ay + by)i]. Ak poloZime A = a, 4+ a,i, B = b; + b,i, tak
A+ B = (a; + by) + (ay + b,)i, teda mdZeme povedat, Ze cel-
kovy vysledck obidvoch posunuti je ten, Ze bod [0] prejde do
bodu [B] a bod [A] prejde do bodu [A + B]. Teraz komplexnému
¢islu A je priradeny vektor, ktory v zdkladnom umiesteni ma
zaciato¢ny bod [0] a koncovy bod [A]. Pri posunuti vektor sa
nemeni, ale meni sa len jeho umiestenie, teda ten isty vektor,
umiesteny tak, aby jeho zadiatolny bod bol [B], bude mat.
koncovy bod [A 4 B]. MoZeme napisat

A +B=G0C, teda A=0C —B.

Mozeme povedat: Vektor, ktory pri jednom umiesteni ma za-
¢iatoény bod |B] a koneovy bod [C], ma pri zikladnom umiesteni
koncovy bod [C —B].

Z toho plynie: Vektor so zatiatoénym bodom [B] a koneovym
bodom [C] ma velkost [C —B].
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7. predchiadzajiceho je zrejmé, Ze séitanie komplexnyeh éisel
je geometricky znidzornené skladanim vektorov, kloré poznite
z fyziky. '

Ak su A,B dve Tubovolné komplexné ¢isla, tak kaZdému
z nich je priradeny vektor. Prvy vektor ma v zikladnom umies-
teni zaciatoény bod [0] a koncovy bod
|A]; druhy umiestime tak, aby zalia- A [aB)
totnym bodom bol koncovy bod pred- el
-chddzajiceho, t. j. bod |A]; koncovym -~
bodom bude podla predchidzajiuceho ¢
bod [A + B]. Ako vysledok skladania
dostaneme vektor so zaciatoénym bo-
dom [0] a koncovym bodom [A 4 B]. (W
Poriadok oboch vektorov mozeme vyv-
menit (obr. 13).

Ak su [A], [B] dva rozne body a ak o]
je [X] stred usetky [A] [B], tak vek- Obr. 13,
tor so zacdiatoénym bodom [A] a kon-
covym bodom [X] rovnd sa vektoru so zaciabotnym bodom | X]
a koncovym bodom [B]. Podla predchadzajiceho je teda

X —A=B —X,

\

a z toho plynie
1
X =+ (A+B). (1
Vzoree (1) vyjadruje stred tse¢ky pomocou komplexnyeh éisel.

S geometrickym vyznamom nasobenia komplexnych c¢isel
sa soznamime v ¢lanku 14.

11. Cviéenie.

1. Pomocou vektorov znazornite a) (2 —31i) + (—1 + Ri);
b) (=4 +20) + (3 —2i); ¢) (2+30) — (R -—i); d) (3 —2i) —
—(—2 —1).

é. a) Da)ny je vektor v ziakladnej polohe, priradeny k éislu
A = 2 4 3i. Ktory je koncovy bod tohto vektora pri. takom
umiesteni, pri ktorom je jeho zactiatotnym bodom [B], zobrazu-
juci ¢islo B =3 —i? b) Dany je vektor zakladnej polohe, pri-
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radeny k Cislu B = 3 — 1. Klory je koncovy bod tohto vektora
pri takom umiesteni, pri ktorom je jeho zaciatoénym bodom
bod [A], zobrazujici ¢islo A = 2 + 3i? Urobte nacrtok!

3. a) Dany je vektor v zakladnej polohe, priradeny k &islu
A = 2 4 3i. Ktory je zaciatoény bod tohto vektora pri takom
umiesteni, pri ktorom je jeho koncovym bodom bod |B], zobra-
zujucim &islo B = 3 —i. b) Dany je vektor v zikladnej polohe,
pritadeny k &islu B = 3 —1i. Ktory je zadiatoény bod tohto
vektora pri takom umiesteni, pri ktomm je jeho koncovym bodom
bod |A], zobrazujucim ¢islo A = 2 + 3i. Urobte naértok!

1. Body [0], |A], [B], ktoré neleZia v priamke, su obrazy
komplexnych c¢isel 0, A,B a tvoria tri vrcholy rovnobeznika.
Obrazom ktorého cisla je Stvrly vrchol tohto rovnobeinika?
(Troje rieseni.)

b. Na zaklade stitania vektorov dokaite, Ze a) |[A + B | <
=|A|+|B|;b) |[A—B|=z|A|—|B]|.

6. Ak jek uslu A priradeny urtity vektor, aky vektor je pri-
radeny k &islu a) —A; b) A; ¢) —A? Odovodnite, ze A + A je
realne, A — A rydzo imaginarne.

7. Vyhladajte stred usetky [A] |B], ak je a) A =6 — 3i,
B=1-—-2i; b) A=3+2i; B=5—21i; ¢) A=‘2~5i,
B=—2+05i

8. Komplexné ¢isla A, B (A == B) st zobrazené bodmi [A], [B].
Ktor¢ komplexné ¢isla zobrazuju body [C], [D], |E], leZiace na
polpriamke [A] |B], ktorej krajnym bodom je bod [A], ktory
mi ta vlastnost, Ze [A] [B] = [B] [C] = [C] [D] = [D] [E]?

9. Body [0], |A], [A + B], [B] su obrazy komplexnych ¢&isel
0, A, A + B, B a tvoria vrcholy rovnobeZnika. Stanovte stredy
usediek, omedzenych vidy dvoma nesusednymi vrcholmi. Ktoru
vetu mozZno vydéitat z vysledku?

10. Podobne body [0], [A], [A + B], |A + B 4+ C], [B + C],
[C] su obrazy komplexnych ¢isel 0, A, A+ B, A+ B + G,
B + C, € a tvoria vrcholy Sestuholnika, ktorého protilahlé strany
si spolu rovnobeiné. Stanovte stredy useéiek, omedzenych
vidy dvoma protilahlymi vrcholmi, ako i stredy tseciek, omedze-
nych vidy stredmi dvoch protilahlych stran. Vysledok vyslovte
geometricky!
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I1. Dané st Styrinavzijom rozlicné komplexné ¢isla A, B, C, D.
ktoré sa zobrazujui bodmi [A], [B], |C], |D]. Ticto body moZno
(troma spdsobmi) rozdelit vo dve dvojice, ¢im dostavame veelku
tri dvojice tusetick. Usecky kazdej dvojice nazveme naproliv-
nymi. Dokaite, Ze usetky, omedzené stredmi ndprolivaych
usecick, sa navzijom rozpol'uji!

12. Dané st dve komplexné ¢isla A, B (A == B). kloré st zobra-
zené bodmi [A], |B]. Najdite ¢islo 6, ktorého obraz |G] a) lezi
na usecke [A] |B] a deli ju v pomere |A] |C] : |B] |C] = K : I;
b) leZi na predizenej usecke [A] |B] Lak, 7e |A] [C] : |B] |6] == /: h,
kde k % .

13. Dané sa tri komplexné ¢isla A, B, G, klorych obrazy
tvoria trojuholnik |A] [B] [€]. Vyhladajte bod, ktory leZi na
Gsecke, spojujucej ktorykolvek vrchol tohto trojuholnika so
stredom protilahlej strany a deli tuto usetku v pomere 2 : 1
(vacsia Cast pri vrchole). Ktora veta je tym dokiazana?
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III. Goniometria.

12. Vyjadrenie otaéania okolo zaéiatku
pomocou komplexnyeh éisel.

Poznali ste, Ze Skolska matematika sa deli na dva velké celky:
aritmetiku, v ktorej Studujeme vlastnosti ¢isel, a geometriu,
v ktorej Studujeme vlastnosti priestoru. Medzi oboma tymito
«celkami prileZitostne objavily sa ur¢ité suvislosti; napr.: v arit-
metike pri niuke o relativnych é&islach bolo velmi uZitoéné
geometrické znazornénie a v geometrii pri nduke o utvaroch
a objemoch boly doleZité vypocty. Jednako vSak aritmetika
a geometria sa javily pri vyuCovani v podstate ako dve rozli¢né
nduky. To vsak nezodpoveda stcasnému stavu matematickej
vedy, v ktorej dnes aritmetika a geometria tvoria jediny suvisly
celok. Nauka o komplexnych ¢&islach, s ktorou ste sa prave
soznamili, poskytuje vybornu prileZitost poznania, Ze vztahy
medzi aritmetikou a geometriou si omnoho hlbsie, neZ ste si
doteraz mohli uvedomit.

Komplexné cislo 8§, ktorého absolatna hodnota je 1, t. j.

I§]=1, (M
volime komplexnou jednotkou. Medzi komplexnymi jednotkami
su dve realne, a to 8 =1, 8 = — 1, vietky ostatné komplexné

jednotky su imaginarne a je ich nekoneéne mnoho. Pri nasom
obvyklom geometrickom zndzorneni komplexnej jednotke 8
odpoveda bod [8], ktorého vzdialenost od zadiatku je dizkova
jednotka; vSetky tieto body vypliuju kruznicu so stredom v za-
&atku a s polomerom jednotkovej dizky. Tato kruznica sa vola
jednotkovou kruZnieou. '

Teraz nas budua zaujimat shodnosti, pri ktorych zacdiatok 0
Jje samodruinym bodom. Takato shodnost je jednoznacne
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urcend, ak pozndme obraz este jedného bodu, incho ako zatialok,
napr. bodu [1] a ak vieme, ¢i je Lo shodnost priama alebo ne-
priama. PretoZe sa pri shodnosti vzdialenosti nemenia, musi
obraz [8] bodu |1] Iezat na jednotkovej kruZnici. 1. j. musi byt
komplexnou jednotkou. Ak § =1, je 1] samodruzny bod;
priama shodnost v lomto pripade je identita a nepriama shodnost
Je osova sumernost s osou stimernosti v realnej osi. Ak 8 21, je
nepriama shodnost zas osovi stmernost s osow v osi Gsecky [1] 18] ;
lebo tato osova simernosl, ako vieme. je nepriama shodnost
aje zrejmé. ze bod 0] je samodruiny a Ze obrazom bodu [1]
Je bod [8]. Priama shodnosl je otacanie okolo pociatku o uhol,
ktorého ramend s polpriamky 0] [1].]6] |S]. Teraz nas bude za-
ujimat len otacanie. DokiZeme, Ze obraz |X] Tubovolného
hodu [X] je dany jednoduchym vzorcom

X =8X. ()
Najprv dokazeme, Ze vzorec (2) definuje shodnost. Prelo
zvolme dva Tubovolné body |X,], |X,]; ich obrazy st [X{],

1 X3], kde
1=8X;, X;=8X,. 3)

‘Vzdialenost bodov [X,], [X,] je podla élanku 11. | X, — X, |;
‘podobne vzdialenost obrazov je | X; — Xi|, t. j. podla (3)
| 8 (X, — X;) |. Podla ¢lanku 9. vieme, Ze

IS(XZ——X])|=]SI-|X2——X1|.

Podla (1) je ale | X; — X} | = | X, — X; |. Tym sme dokazali,
Ze pri zobrazeni, ktoré je definované vzorcom (2), nemenia sa
velkosti tuseéiek ani velkosti uhlov; lebo ak je dany < [X,]
Xzl [X;], st trouholniky 4 [ X,] [ X,] [ X;] a4 [X]] [ X5] [X5] shodné
podla sss a z toho plynie, Ze

< [XA [X3] [X5] = < [Xq] [Xe] [Xs]-

‘Teda zobrazenie, definované vzorcom (2) je shodnost. Je zrejmé,
Ze obrazom bodu [1] je bod [S] a Ze bod [0] je samodruiny;
-dokonca je [0] jediny samodruiny bod a preto nasa shodnost
nemoze byt nepriama, lebo potom by to bola osova simernost,
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ktorda ma viac ako jeden samod:-uzny bod. Teda vzorec (2
vyjadruje pomocou komplexnych ¢isel otacanie okolo zaciatku,
pri ktorom obrazom bodu |1] je bod [S]; pritom mdZe byt S Tubo-
volnd komplexna jednotka; pre 8 =1 znamena (2) identitu.

12. Cvidenie.
iy3; ) 3

1. Dokdite, Ze Cisla o) i; b) —i; ¢) %—}— =
st komplexné jednotky. i

2. Napiste komplexni jednotku, ktord ma (4 vlastnost, Ze
niasobenie Loulo jednolkou znamend otacanie okolo zaciatku
o uhol 45° a) v kladnom, b) v zipornom smysle.

3. Ak znamena nasobenie komplexnou jednotkou 8§ olocenie
okolo zaciatku o uhol ¢, znamend niasobenie sdruZenou jednotkou
§ otocenic okolo zatialku o lenZe ohol @ v opafnom smysle.
Dokazle! i

4. Napisle komplexné jednotky, ktoré maju tu viastnost, Ze
nasobenie, tymilo jednotkami znamena oticanie okolo zadiatku
o uhol a) 30%; b) 60° v kladnom alebo v zipornom smysle.

H. Body |0] a|A], kde A == a; + a,i, st dva vreholy rovnostran-
ného trojuholnika. Stanovte jeho treti vrchol. (Dvoje rieseni.)

6. Ak je |A] obraz cisla A = a; + a,i, aky utvar tvoria
obrazy cisel A, Ai, A2, Ai*? '

7. Aké otacanie je urdené komplexnou jednotkou —1?

8. Nasobit komplexnou jednotkou 8 znaci otacat okolo zaciat-
ku o akysi uhol . Ak si dané dve komplexné ¢isla A,B (A =+ B),
ako dostaneme ¢islo, ktorého obrazom je bod, ktory vznikne
otacanim a) bodu |B] o uhol « okolo bodu |A]; bodu |A] o uhol «.
okolo bodu |B]?

9. Dané si body [A] |B] ako obrazy komplexnych <cisel
A, B (A +=B). Ktoré komplexné ¢isla zobrazuju dalsie dva vrcholy
Stvorca, ktorého dva vrcholy su v bodoch [A], [B]? (Vcelku troje
rieSeni.)

10. Ak S = —i— (1 +i ¥2) a A = a; + a,i, aka vlastnost maja
body [A], [AS], [AS?], [AS%] ...., |AS?]? Kde leZi bod [AS8]?

11. Ak je S komplexna jednotka, akd vlastnost maju obrazy
cisel 1, S, 82, 83, ..., 8"? Co znadi podmienka §* =17

] =
S
-
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13. Pojem uhla.

Pri uhloch bude dolezité vsimat si aj ich smysel, ¢o sme
doteraz robili len prileZilostne. Budeme rozoznaval zadiatoéné
a koneové rameno uhla; uhol vznikne oliacéanim polpriamky
okolo vrcholu tak, Ze prvid poloha pohyblivej polpriamky je
zaciatoCné rameno, poslednd poloha je koncové rameno. Ak sa
toto otacanie deje v kladnom smysle {proti pohybu hodinovych
ruti¢iek) mame kladuy uhol, ak sa olac¢anie deje v zipornom
smysle, mame uhol zaporny. Velkost uhla budeme vyjadrovaC
relativnymi éislami (kladuymi pre kladné, zipornyvmi pre za-
porné uhly); pritom budeme uZival oblakovit micru ako u
dosial v geometrii v 1. triede; napr. velkosU pravého uhla bude
+ i;— v pripade kladucho smyslu, -- % v pripade zaporného
smyslu. Ak zamenime zaciatoéné rameno uhla za koncove, zmeni
sa jeho smysel, teda zmeni sa znamienko ¢isla, kloré vyjadruje
velkost uhla.

V prvom rade bude nis zaujimat velkost uhla a nie jeho
poloha. Ak chceme mat uhol danej velkosli v uréilej polohe,
zvolime I'ubovolne polohu zadialo¢ného ramena; poloha konco-
vého ramena je potom jednoznadne urtena, ak pozniame velkost

Obr. 14,

»

uhla vyjadreni relativnym ¢islom, t. j. ak pozname niclen vel'kost
uhla, vyjadrena kladnym ¢islom, ale aj smysel uhla. V obr. 11 je
duty uhol ¢ = KVH = 60°; ak je VK zacialotné rameno, je
smysel uhla kladny a podla ucinenej dohody ¢ =%~n; ak je

v y- v . . , 1
vSak VH zadiatoéné rameno, je smysel uhla zdporny, ¢ = —5 7

5*
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V obidvoch pripadoch i§lo o duly uhol. Ak je y vypukly uhol

P ey . H) . \ . ..
s tymiZe ramenami, tak p = — 5@ V pripade, 2e VK je zatia-

to¢né rameno, y = %n v pripade, 7Z¢ VH je zacialoéné rameno.
V kaidom pripade je velkost dutého uhla vyjadrena cislom ¢,
ktorého absolitna hodnota je mensia ako & a ktoré moze byt
kladné alebo ziporné podla toho, aky je smysel uhla; velkost
vypuklého uhla je vyjadrend ¢islom v, ktorého absolitna
hodnota je vii¢sia ako =z, ale mensia ako 2x a kloré zas méZe byt
kladné alebo zaporné; velkost priameho uhla je vyjadrena
¢islom & alebo ¢islom —=n podla toho, aky je smysel uhla. Ak
duty uhol ¢ a vypuky uhol ¥ maju tie isté ramend, pre oba uhly
spolo¢né, tak jeden z nich je kladny a druhy ziporny a mame

v = ¢ —2x v pripade ¢ >0,
v = ¢ + 2z v pripade ¢ <O.

Doteraz sme hovorili o dutych, priamych a vypuklych uhloch,
pricom sme mali na zreteli aj smysel uhla; velkost uhla bola
vyjadrena &slom kladnym alebo zépornym, ktorého absolitna
hodnota je mensia ako 2x. Ak by sme sa pridriiavali tohto
omedzenia i nadalej, tak by realne ¢islo ¢ mohlo vyjadrovat
velkost uhla len v tom pripade, ak je od nuly rézne a ak je jeho
absolitna hodnota mensia ako 2x; to je aritmeticky velmi ne-
pohodIné, pretoZe napr. s¢itanie uhlov a nasobenie uhlov éislom
je potom moZné len za nepohodlnych podmienok.

Z nazoru je viak zrejmé, Ze pojem uhla sa di tak zovseobecnit,
Ze velkost uhla bude vyjadrena celkom I'ubovolnym reilnym
¢islom. Napr. uhol velkosti 7 ¢ vznikne, ak urobime sedemkrat za
sebou otolenie o uhol ¢ v kladnom smysle. Ak je znovu zadia-
to¢né rameno VK (obr. 14), bude koncové rameno VH to isté
ako pri velkosti ¢; jediny rozdiel je v tom, Ze polpriamka, ktora
vytvori uhol velkosti ¢, otoéi sa napred vo sviazku polpriamok
so zadiatkom V dookola v kladnom smysle, priGom sa vrati do
zatiato¢nej polohy VK (otodi sa o uhol 2z) a potom sa ete
dalej otoc¢i v kladnom smysle o duty uhol ¢.
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Ak zilezi na tom, akymi polohami prejde postupne otadajuci
sa polpriamka, vylvirajuc ulol so zatialoénym ramenom VK
a koncovym ramenom VH,; je velkost uhla vyjadrena celkom
urditym realnym cislom «. Oby¢ajne viak na postupnych polo-
hach otacajucej sa polpriamky nezalezi a zilezi len na polohe
zadiatotného ramena VK a koncového ramena VH. Tejlo
dohody sa budeme teraz pridrziavat. Cislo, vyjadrujice velkost.
uhla, nie je potom jednoznaine stanovené; ak je « jedna z jeho
moznych hodndt, véetky moZné hodnoly st vyjadrend vzorcom:

74 +— 2 /\'.7[,

v ktorom £ zunaci vietky celé cisla (kladné, ziporné i nulu).
Napr. velkost so zaciatotnym ramenom VK a koncovym rame-
nom VH v obr. 14 je vyjadrena klorymkolvek z ¢isel

2 Sx liﬂ ZQn

6 6 6 6
A= Wx 16z 2R2an
6 6 ? 6 6

Pritom nevylutujeme ani ten pripad, ked zacialo¢né a koncové
rameno splymi; v tom pripade hovorime o nulovom uhle; jecho
velkost je tvaru 2Lz (k celé &islo), t. j. je dana ktorymkol'velk
z Cisel

0, 2, 47, 6bn, 8z, ...

—2n, —4dnx, —6n, —8=a

VyloZeny pojem uhla sa trochu 1i$i od pojmu uhla, znimeho
z elementirnej geometrie; je doleZity medzi inym pre Stidium
goniometrickych funkeii, ktorymi sa budeme zaoberat v nasle-
dujacich ¢lankoch.

Séitanie uhlov pre uhly v smysle tu vyloZienom da sa takto
definovat: Zadiatotné rameno VK, prvého scitanca zvolime
v Tubovolnej polohe; ak je dand velkost « prvého séitanca,
je potom jednozna¢ne urfend poloha VK, jeho koncového
ramena. Tu ista polpriamku VK, zvolime za zaciatoné rameno
druhého séitanca a na ziklade velkosti g tohto sc¢itanca uréime
jeho koncové rameno VK;. Sulet oboch danych uhlov méa
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zatiatoéné rameno VK, a koncové rameno VKj;. Jeho velkost y
je dana vzorcom

7 =« + ﬂ’
ktorého presny smysel je ten, Ze ak je a ktorékolvek z Cisel,
vyjadrujicich velkosl prvého scéitanca a ak je B ktorékol'vek

Obr. 15.

z Cisel, vyjadrujucich velkost druhého séitanca, je « + g jedno

z Cisel, vyjadrujucich velkost sactu. MoZe byt napr.

n 2 1 o 5
= —Z7, B =g Y= TR

alebo aj napr.

4 1 19
d'———FﬂT, ﬁ=zﬂ, J’='ﬁi’t

Podobne, ako pre dva uhly, moZeme definovat sticet TI'ubo-
volného poctu uhlov; sifet n rovnakych uhlov a je n-nasobok
uhla «; jedno z ¢isel, vyjadrujucich velkost n-nidsobku uhla «, je
na; ale aj kaidé ¢islo tvaru na + 2 kxn (k celé ¢islo) vyjadruje
velkost tohoZe n-nisobku. Napr. pre « =%—vel’kosﬁ desatna-

Ay . s vl 47 .
sobku uhla o« mdZeme vyjadril ¢islom 5 A sedemnasobok uhla
e je znovu uhol «.

13. Gvidenie.

1. Ak povazujeme za rovnaké také dva uhly, ktoré sa lisia
o nasobok uhla 2z, mozeme velkost kaZdého uhla vyjadrit
vhodnym ¢islom «, ktoré ma ta vlastnost, Ze 0 =« <2x. Do-
kazte!



2. Velkosti nasledujucich uhlov vyjadrite ¢islom « lak, aby
C
D=sas2a a) 9a; b) 12a; ¢) —a: d) —6a; ¢) ;):r; f) 10

R 3
Wa T . 137 . AWM
@ Bn) g i) =BTy L

. vr \ - , . v . .
3. Cislom «, ktoré m:l Lu \'lzlslm)sl,, 7ze Usa < 2a, vyjadrite

asl e T 7 . 4 5
nasledujiice uhly: n) T+ :z, L) Tadai¢) ga+ T

1 3w, bw 7 . L 3. 4 2
(]) ’—2——1‘—3—', e) 'E'JI -|—Fn, 1) *?.’( ———:2—.7'(, ;.I) -E.)—Tl R 8 }l) -3—7( —
3. 11 mn . 1 1 1
—5 1) g AT T 1) Ty A A S A
L. Podobne, ako v predchiadzajicom cviteni, vyjadrite:
3 . . 3 ) 4 7
Q) -7 3 b)—n 6; ¢) ST 15; d) ——-G—n 8 ¢) g5,
S 4 5 1 5
f) 757355 8 gy ) e lg

o. Ak povaZzujete za rovnaké také dva uhly, ktoré sa lisia
-0 nasobok uhla 2z, vyhladajte vietky x, ktoré maja t vlastnost,
; . ‘o ‘o . : 3
ZeVs <22z a vyhovupl rovniciam: a) 2x = a; b) 2z = il
<) 3x=0;d) 3z ==

5 D ) dz=2a; ¢) 10z =

—0; W) 20 4 a=0;0) Bz +4a=0;]) bz + Fa=0.

=a; e) b=

6. Ak je n prirodzené &islo a ak .« znac¢i uhol, ma rovnica
nx = ¢, kde ¢ je dany uhol, prive n Lakych rieSeni x, pre ktoré
) = x=2x. Dokiite a udajte vietky lieto riedenia.

7. Pri takych istych podmienkach, ako v predchadzajacich
cviteniach, rieSte ststavy rovnic: a) ¢ +y =a, 2 —y =0;

¢

b)2r 4 y=-—tm 3z —y=—n; ) 3r+2y=nx2c+3y=15.

14. Kosinus a sinus.

V tejto ¢asti nebude zileZat na polohe uhla, ale len na jeho
-velkosti. Zakladnou polohou ulla nazveme tu polohu, v ktorej
zadiatoénym ramenom je priamka [0], [1]; koncovym ramenom
uhla je polpriamka so zadiatkom [0], ktora pretne jednotkova
kruznicu v bode [8], kde &islo 8 je komplexnd jednotka, jedno-
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znafne urcena velkoslou uhla a jednoznacne urtujaca tulo
velkost. Komplexnit jednotku 8§ nazveme komplexnou mierou
uhla. Nezabudajme, 7e vyraz velkost uhla zahrnuje v sebe aj
smysel uhla. Ak zmenime smysel uhla, tak novy uhol v zikladnej
polohe bude simerny obraz povodného uhla podla redlnej osi,
a tak jeho komplexnou microu bude ¢islo S, sdruZené s tislom §.
Pretoze |S| =1, je 8 =1 (pozri ¢lanok 9). Teda: Ak je § kom-~
plexna miera ubla a, je S &iZe —;-lmmploxn:i miera ubhla —a.

Je jasné, Ze:

pre @ =0, 8§ =1, pre « == s, $ = —I,
pre o —ij,—, S =1 pre %= —2, 8§ = —i. (1y

z
: 2
ktorého zadiatoné rameno ide vodorovne doprava a koncové
rameno Sikmo doprava nahor. (Obr. 16.) Ak je [M] péita kolmice..
spuslenej z bodu [8] na reilnu os,
vznikne 4]0] [M] [S] s pravym uhlom

Nech je teraz o kladné a mensie ako takze o je oslry uhol.

, IlS] pri vrchole [M]. Velkost [0] [S] sarov-
lI nd jednej a preto podla znimej defi-
|l nicie goniometrickych funkeii ostrého
Ll , uhla je [0] [M] = cos«, [S] [M] = sin«.
[} 1) B A T '
Obr. 16, 7. toho plynice*)

S = cosa + isina. (2)

Pre Tubovolny uhol 2 definujeme funkeie cos e, sinea vzorconr
(2), v ktoromn § znamena komplexnit mieru uhla «. Z tejto arit-
metickej definicie funkcii kosinus a sinus odvodime ich zakladné
vlastnosti rychlejsie, ako je to mozné ktoroukol'vek inou cestou.
Najprv si viak vyslovime na$u definiciu rydzo geometricky:
Ubol « umiestime v zdkladnej polohe. Neeh je H priesetik jed~
notkovej kruznice s koncovym ramenem a neeh je H, piita ko~
miee, spustencj z hodu II na za¢iatotné rameno. Potom je
cos & = + |0] I so znamienkom plus (obr. 17a20), ked H, padne

*) PiSeme radsej isina miesto sinai, aby nevznikla pochybnost
o tom, Ze by sndd sin «i znamenalo sinus stéinu disel «, i.
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do zaciato¢ného ramena, so znamienkom minus {obr. IS a 19),
ked H, padne na opaénit polpriamku. Dalej =inz = 4 1111, so
znamienkom plus (obr. 17 a I8), ked' I lezi nad zaéiatoénym ra-

Obr. 17.

menony, so znamienkom minus (obr. 19 a 20), ked II lezi pod
zaciatoénym ramenonmi.

PreloZze zmena uhla o nasobok ¢isla 27 nemd vplyvu na
umiestenie ramien, bude:

cos (o + 2n) = cos a, sin (a 4- 27) == sin a, )
\
——. \
o N
L/ \
g \
101 \H,
[
|
|
I
H
Obr. 19. . Obr. 20,
a vieobecnejsie
cos (@ + Rkn) = cos«,  sin (& -+ 2hx) = sina 3y

pre kaidé celé k. Hovorime, Ze funkcie kosinus a sinus maji
periodu 2x. Z (1) a (2) plynie:
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. . w . T
€080 =1; sin0=0; cosa=-—1; sinm=0; cos o =0; sinz =

~ ~

=1; (:os(-—-%) = 0; sin (--—7} = —1. (%)

Podla (2) je
'§ = cosa —isina. (5)

PretoZe 8§ je komplexnd miera ubla —a, z (5) plynie:
cos (—a) = cos a, sin (—a) = — sin «; (6)

slovom: zmena znamienka pri « nema vplyvu na cos a, ale spdsobi
zmenu znamienka pri sina. PretoZe $§ je komplexna jednotka,
je 88 =1 a tak z (2) a (5) plynie doleZitd identita

cos®a 4 sin*a = 1. (7

Najdolezitejsia vlastnost funkeii kosinus a sinus plynie z ¢lan-
ku 12. Nech su dané dva uhly «, § a nech je §; komplexna miera

uhla «, §, komplexna miera uhla g, § komplexnd miera uhla
o + 8, teda

S, =cosx +isina, 8, = cosp +ising,

8 = cos (« 4 f) 4 isin (a + ). (8)

Uhol « v zakladnej polohe ma zatiato¢né rameno |0] [1], kon-
cové rameno |0] |S,] (obr.21). Uhol B v zikladnej polohe ma
zacialoéné rameno [0] [1], koncové
rameno [0] [S,]. Aby sme dostali uhol

7/ « 4+ B v zakladne] polohe, musime
7 polohu uhla # otocenim okolo za-
¢iatku Lak zmenit, aby bod [1] pre-
Siel do bodu [8,]. Pri tomto otoceni
podla ¢lanku 12 Tubovolny bod [X]
prejde do bodu [X'], kde X' = §; X.
A tak prejde bod [S,] do bodu [$,8;]
07 n a to znamena, Ze uhol « + g v za-

Obr. 21. kladnej polohe ma druhé rameno v pol-
priamke [8,8,], ¢iZe polpriamky [0]

I8:8.], [0] [S] splynu. Pretoze viak |8, | =1, |8;| = 1, podla
¢lanku 9 je aj | 8,8, | = 1 a mimo toho je, pravda, aj |$| = 1.
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Preto splynt i body [S], [8;8,] a to znamend, 2e § == §,8,.
Vysledok, ku ktorému sme dosli, vola sa Moivreovou vetou.
Podla (8) Moivreova veta, vyjadrend vzorcom, je:

€0s (& 4 f) i sin (@ 4 f) = (cosa +isina) {cos g - ising). (9)

Priam tak sa da odvodil vicobecnejsi vzoree, klory hovori, ze
komplexna jednotka

cos (o) oy + .. o) A isin (g das L ay)
je sudin komplexnych jednotick:
cos oy + isineay, cosa, +isina, ... coso, +isna,.

NajdoleZitejsi pripad vSeobecncého vzorca je Llen, ked vsetky

uhly a;, 2, ... @, s@ rovnaké. Tento pripad je vyjadreny
vzorcom
(cosa +isina)® = cos no + isin na. (10)

Smysel vzorca (9) da sa vyjadrit taklo: Z komplexnej jed-
notky cos « + i sin « vznikne komplexna jednotka cos (« + ) --
+ isin (@ 4+ B) znisobenim komplexnou microu uhla g. Naj-
doleZitejsie zvlastne pripady si: f = x (komplexnd miera je
—1), 8 =%(komplexnz’1 miera je —-). Zo vzorca (9) dostaneme
vzorce:

cos (& + z) - isin (e + ) = — (cosa + isin«),
cos (a—l-g-) —+isin (a—!— 72—') =i(cosa +isinx),

z ktorych po oddeleni redlnych a imaginarnych ¢asti doslaneme:

cos (& + ) = —cosa, sin (¢ + ) = -—sina (11)
cos (oc + %) = —sine, sin (ac,—l— %) = COs . (12)
Ak v t}'fchto. vzorcoch miesto « piseme —a podla (6) dostaneme:
cos (m —a) = —cosa, sin (v —a) = sina, (13)
cos (g ——oc) =sine, sin (g —a) = Ccos 2. (14)



Vielky vzorce (11) az (17) 'ahko sa daja odviest priamo z defi-
nicie funkeii kosinus a sinus (pozri obr. 17 aZ 20).

Zo vseobecného Moivreovho vzorca (9) oddelenim redlnych
a imaginarnych casli dostaneme:

cos (& 4 f) == cos a cos # ~-sin asin 3, (15)
sin (¢ 4 B) = sinacos f + cosasin . ?

Jediny vzorec (9) hovori presne to isté, ¢o oba vzorce (15)
dovedna; uz z lohto je jasnd vyhoda zavedenia komplexnych
¢isel v geomelrii.

Ak a = f, zo vzorcov (15) sleduje:

cos2a == cos®x -—sin*a, sin2a = 2sinacosa. (16)

To plynie aj zo vzorca (10) pre n = 2. Vzorcom (10) pre n = 2
budeme sa zaoberal v nasledujacej triede.

Ak je A komplexné &islo, ktoré sa nerovna nule, mozeme
jednoznacne definovat komplexné cislo § pomocou rovnice
A = | A | -8, z ktorej plynie, Ze 8 je komplexna jednotka, ktoru
moZeme napisat vo tvare (2). PoloZme este | A | = r a dostaneme

A = r (cosa 4 isin «); 17

rgeometricky znamend vzdialenost bodu |A] od zaciatku, « je uhol
so zaciatonym ramenom [0] [1] a koncovym ramenom [0] |A],
ktory sa vola amplitiidou komplexného ¢isla A; miesto « mézZeme
vzial aj « -+ 2kz, kde &k je Tubovolné celé &islo. Ak je aj A~
komplexné ¢islo, rozne od nuly, mame podobne

A’ = 1" (cosa’ + isina’). (18)
Zo (17) a (18) nasleduje:
AA’ = ri'[cos (2 + &) + isin (@ 4 )] (19)

Zo (17), (18) a (19) lahko vycitame geometricky vyznam naso-
benia komplexnych ¢isel. Z (10) a (17) plynie este

A" == r* (cos na + isin n ) (20)

pre kazdé prirodzené ¢Cislo n.
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14. Cvicenie.

1. Vypocitajte (bez tabulky) hodnoly sinu a cosinu tychlo
uhlov: a) 120°; b) 135°; ¢) 150°; d) 210°; e) 225°; {) 240°; a) 270°;
h) 300°; 1) 313°, j) 330°.

2. Pre ktoré « plati' a) Isina| = sina; b) |cosa] == cos a?

3. Kedy je a) sin & >> cos a; b) sin & < cos «; ¢) sin a0 = c¢ox a;
d) sin 2z > -~ cos «; e) sina < —-cosa; ) sine = cosa?

- 4. Vypocitajte komplexnt mieru uhlov: a) 30°%; b) 15°; ¢) 90°;
d) 135°; e) 150°; ) 180°; g) 220°; h) 240°; i ’) 270°%; ) 3007,
e
vypoditajte komplexni mieru uhlov: a) 105°; ) 19575 ¢) 285H°;
d) 345°; e) 205°; ) 165°; g) 76°.

6. Zjednodustc a) sin o —sin « cos®* «; b) (sin 2 4 cos a)* +
~+ (sin @ — cos a)?;

5. Ak viete, Ze komplexnamiera uhla 15° J(‘

1 1 . sin

sine
¢ : . a4y T
) l+sma+1—sma’ )l—c()sa+l—(-(<)sa
) sin o 1 - sina | ) sin?a — sin?f
14 coso sinee ’ costo — costf

Kedy maju dané vyrazy smysel?
7. Dokaite, Ze a) sina — cos?f = sin?f - cos®a
b sin¢ _ lcose | cosa 1—\!110&
) I—cose  sinax ' ‘) Ifsina  cosa
Pre ktoré o maju vyrazy smysel?

8. Dokéi-te‘, Ze a) gg:%i_‘——:—?ﬁ:% = cos (x—f1) +isin (@ —f);
) %2—%—: : :ig; = cos (f —=) + isin ( —a).

9. Dokaite, Ze a) cos (2 —f) = cos «cos f + sin asin g;
b) sin (@ — ) = sin @ cos § — cos « sin f.

10. Dokazte, ¢ a) sin & 4 cos & = Y2 sin (45° + «);
b) sina —cosa = }2sin (a —45°); ¢) sin (30° +a) +sin (30° —a) =
=cosa; d)cos(30°+a)—cos (30 —z) = —sina; e)sin(z+ f)
sin (¢ — B) = sin?« —sin?g; f) cos(« + R)cos (&« —f) = cos’a —
—cos? B.

11. Dokazte, Ze a) (sina + cos a)® = 1 + sin 2 «;

b) sin®a« —cos*a = —cos2«; ¢) 2 sin®asin?p + 2 cos’a cos? f =
1
=1+ cos2acos2p; d) —5= sina cos < .
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12. DokdZle, Ze sin 3o =3 sina —4sina; b) cos3a=
=4 cos* @ — 3 cos a.

13. Dokazle, Ze

105—] __‘l/l-lr—coxa b)I .

o
T
Cup s T e o
14. Dokazte, 7Ze a) 1 + sin & == 2 sin? (4:)" +7) ;

. . - 27
b) T —-sin & == 2 sin? (4:)*’ -~-—7).

x—p.
COS —5— 3

~

*+p

15. Dokiile, 7¢ a) sina -+ sin 8 == 2 sin

bh) sine --sinf = 2cos ---»l Bin® -.ﬁ; ¢) coso + cos® f =

4B s &b ot f

(22
= 2 cos - 5 vos T ) cos @ —cos i = —2sin-o=
- sin ——--f-‘
16. P odlv evicenia  IH. upravie: a) sin H0° --sin -10°;
b) sin 105° 4 sin 7H°; ¢) c0s240° —cos 150°; d) cos 125° + cos 22H°.
Dokazte, 7Ze pre a4 f+y==a plali: a) sin2a« +
- sin 2B 4 sin2y = Asinasin fsiny; b) cos*a 4+ cos®pf +
4 coxty = 1 -2 ¢osacos feosy; ¢) sina 4 sin g 4 siny =
o ’
== 1 cos 5 cos ﬁ, cos i,— ; d)cosa + cosf 4 cosy =14

[
+ b sin -3 sin 5 ﬂ sin l.

18. Co je gcomcl,rwk(: micslo bodov, ktoré zobrazuja vietky
komplexné cisla danej amplitady?

19. Ak s komplexné cisla A £ 0, B == 0 zobrazené¢ bodmi
[A], |B], soslrojle bod, klory zobrazuje ich sucin AB. (Pomocou
vlastnosti podobnych trojuhiolnikov.)

20. Ak je komplexné ¢slo A 4= 0 zobrazené¢ bodom [A],

sostrojte bod, ktory zobrazuje éislo%.

21. Aku absolatnu hodnotu r a aka amplitadu «, pre ktora
plati 0 =« <3060° maja ¢&isla: a) 1; b) —2; e¢) i; d) —2i;
) o H4il3 N1 —ig) Y3410 h) —2 —y3 —i

£ 1Ty 20
22. Vypotitajte: a) (I + i)®; b) (3 — I)*%; ) (IIL_"I—**) .
23. Aka absolitnu hodnotu a aku amplitidu maju ¢isla

a) 1 4 cosa 4+ isina; b) 1 + sina —i cos a.

24. Ak A = cosa + isina,B = cos 8 + isin 8; vypocitajte

absolitnu hodnotu a amplitadu ¢isel a) A 4+ B; b) A —B.
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I5. Tangens a kotangens,

IFunkeia tangens a kotangens =t pre kazdy uhol definované
pomocou vztfahov

lga == ——, cotga == E}E;- . 1))
kloré st nam zname z 1. triedy pre ostry uhol «. Na rozdiel od
funkeii sin @ a cos a funkeie tg @ a colg a nie s definované pre
vietky «, ale len pre lie z, pre ktoré v menovaleli nie je nula.
Také nazveme pripustnymi. Pre tg a nepripustné hodnoly sit
o = ﬁ) +4- Ik, pre colg e nepripustné hodnoty st o == ka (k je
celé ]1!;1(111(», zaporné alebo 0).

7. geomelrickej definicie funkeii kosinus a sinus (pozri obr. 17
aZz 20) sa Tahko odvedd pomocou (1) nasledujice geometrické
definicie funkeii tangens a kotangens: Uhol « umiestime v zi-
kladnej polohe. V jednolkovej kruZnici nech je £ dolycnica v bode
[1], ¥ dotynica v bode [i]. Priamka, obsahujica koncové rameno
uhlaa, pretne doly¢nicu v bode M, dotyénicu ¥’y hode M'. Polom
je tg e = + [1] M so znamien-
kom plus (obr. 22 a 24) ak bod M iy

N i S

Obr. 22. Obr. 23.
lezi nad bodom [1], so znamienkom minus (obr.23 a 25), ak

bod M lezi pod bodom [1]. Dalej je cotg « = 4 [1] M’ so zna-
mienkom plus (obr. 22 a 24), ak bod M’ lezi napravo od bodu [i],
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s0 znamienkom minus (obr. 23 a 25), ak bod M’ lezi nalavo
od bodu [i].

Vlastnosti funkeii g a cotg plyni bezprostredne z odvedenych
uz vlastnosli funkeii sin @ a cos «. NajdoleZitejsie z tXchto vlast-
nosli si shrnuté v nasledujtcich vzorcoch. U kaZdého z t¥chto

Obr. 24. Obr. 25.

vzorcov treba udat, ktoré st pripustné hodnoty uhlu; to nie je
uvedené v texte uéebnice, ale je to cvitenie. Priam tak odve-
denie nasledujicich vzorcov na zaklade vzorcov predchiadza-
juceho ¢lanku je 'ahkym cvifenim, a preto nie je v texte uvedené.

Vzorce:
lga - cotga =1 m
tg (—a) = —tga, cotg (—a) == -—cotg«, (2)
tg (@ +=n) =tge, cotg (@ + a1) = cotge, ()]
tg(n —a) = —tga, cotg (m —a) = —cotga, (%)
te (az +‘—’f) = —cotga, cotg (a + 1:—) = —lga, (3)
tg (%' —a) = cotg«, cotg (1, —z) =tga, (6)

tga 4 tgp b __colgacotgf—1
tg(e+4) =y tga tgp’ cotg (a + £) = cotga | cotgp ’ ()
. 2tga P cotg2a — 1

tg2a = l_ffg, , (:0Lﬂ.2a=—2gm, (8)
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1. Cvicdenie.

\ nasledujacich eviceniach udajte sami, ktoré hodnoly ublov
st pripustné:

1. Vypotitajle {(bez tabuliek) tangens a kotangens Lyvchlo
uhlov: a) 120°; b) 135°; ¢) 150°; d) 210°; 1) 2107; @) 270°; h) 300°7;
1) 315°%; j) 330°.

2. Pre ktoré a plati a) [lga| ==lga; b) |colga] = colga?
3. I'\'ode a) tea >colga; b) tgz <colga; ¢) lga = coltgy;
d) tga > —colga; e) tga <-—cotga; {) lea == -colga?

4. Dok(mt-e. e funkcic tangens a kotangens s periodicke

s periodou .
COs & cos o gV lga-}- 1 |
N e T wined D) x wiat ) cotga § oo
) colga — 1 ) sine— cosa | ) smac-—:sm o
tga— 1" g — 1 cos e —costa
i v ) ox -+ Lo
Dokidte, 7o a) txa-colgp = oo oib) o F R
d Cus o sino .
D Zige t = coiva =

Upravie: a

= lgalgf; ) lg*-a —sine = lg2a-sina;
=sina -+ cosa.
7. Dokaite, Ze [L«r + colg a | =22, Moze platil rovnos(?
ilga Lticolga | I—ilga
e ) Teolea ) B

1 +ieolg”
9. Dokaite, Ze a) tg (T +a)°tg(—}—a) =1,

I+ 1g
h) cotg (% -+ a) cotg (1;— a) =1; ¢ 1i~:—zz = lg (cx + i:-)
([uo‘ l— 1
) (&3}

2o eolg|la ).
mlo'oz— 1 k ( K )

8. Vypocitajte a)

lgo — g p
I -1l

10, Dokdite, Ze a) lg(z  p) == 5 h) eolgin p) =
_ | -+ colgacolgp
colgf—cotga *

11. Dokazte, Ze tg3a —tgRa —tga = Lﬂ&ocl«r‘)aLgoc

) &  sine _]—cowx L
12. Dokdzte, Ze a) tg T Tl cosa T b) ilg ) !
T C) ('Ol'(ri — l—_l::E)_\
«’ 2 Fleos”
2€£ 2
l——lgz—;z 2 ‘{I—i)’- .
13. Dokaite, Ze a) -———— = cosa; b) - ~—-Zo =sina.
1+tw- I+
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11, Dokazle, 7 a) te ktgf—:‘:;":—gé’i%, b) tea —lgf —
_sin (e —f)
«()sa(m I

. Dokazle, 7e pre « - i -} y == 7 plati: lge 4 tg

== tga t(rﬂ lgy; b) tgla + tgRp +tg2y = lg’ t

},

) ('()tg-—— +- u)lgﬁ + colg £ 5 = cnl«r-—(n!;:— cotg 2.

[

16. Goniometrieké rovniee.

Takto sa nazyvaju rovnice, v klorych sa vyskytuju gonio-
metrické funkcie neznameho uhla. Najjednoduchsie su tie gonio-
metlrické rovnice, v ktorych je priamo dand hodnota niektorej
goniomelrickej funkecie neznimeho uhla @ a ma sa uréit velkost
uhla «. Ak je dand hodnota goniometrickej funkcie kladna,
mozZeme, ako sme sa to vlani ucili v geometrii, ur¢it pomocou
tabuliek pribliZn hodnotu toho riefenia =z, kloré vvhovuje
nerovnostiam 0 < % <—7£

’, T
(ln znamend: 0 <2 a okrem Loho =z <‘—,).

Riesenie sme udavali v sluptoch; ak znadi «° velkost uhla
v stuptioch, tak potom «, velkosl tohoZe uhla v oblukovej miere,
je g e K0T

‘ 180° °

Prevod stupriov na oblukovi mieru sa da prevadzat rychle
pomocou tabulky prevodu, ktori mozno pouZit aj k obriatenému
prevodu oblikovej miery na stupne.

Goniomelrické rovnice uvedeného tvaru moZeme riesit gra-
ficky na zaklade geomelrickej definicie goniometrickych funkeii,
naznacenej v obr. 17 az 20 a 22 az 25.

Hladany uhol si myslime v zakladnej polohe, LakZe podcia-
Lo¢nym ramenom je polpriamka [0] [1]; koncové rameno pretne
jednotkovu kruZnicu v bode M, ktorého poloha sa da ur¢it
z danej rovnice jednoduchou konstrukciou, ktora pre vietky
pripady teraz vysvetlime. Poznamenavame, Ze vidy vyjda dve
polohy M,, M, bodu M, ktorym odpovedaji dve hodnoty a;, «,
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hladaného uhla «. Miesto Cisel e, @y moZeme, ako znamo, za
mieru uhla vzial aj ¢isla o, + 2k, ay + 2ka (s Tubovolnym
celym k), v stuptioch af + k- 360°, af + k- 360°.

I. sin a = a (obr. 26 pre kladné a, obr.27 pre zaporné a).
Na imaginirnej osi uréime si bod [ai], ak je |a | <1, padne
tento bod dovniitra jednotkovej kruznice. Rovnobezka s redlnou
osou pretne jednotkova kruznicu v dvoch bodoch (My, M, v obr. 26,
M;j, M5~ obr.27), ktoré urénja Ziadane uhly. Tieto uhly ozma-

Ohr, 26, Obye, 27,

¢ime ay, a, pre kladné «; af, ag pre zaporné «. Body My, M, a lak
i uhly oy, o, sG navzijom samerné podla imaginarnej osi; ak je
absolatna hodnola |a | ¢isla @ v oboch obrazcoch 26 a 27 ta
istd, st oba obrazy navzajom sumerné podla redlnej osi; stner-
nym obrazom uhla «; je uhol &, simernym obrazom uhla «,
je uhol aj, je teda ay =% —a;, o = —oay, a3 = —oa,, takle
sta¢i urcit «; (pomocou tabuliek). Majme napr. rovnice sin « ==
= 4 0,7528. Podla tabuliek «f = 48°50’, teda o3 = 180 —
-y == 131°10". V oblikovej miere «; = 0,8523, «, == 2,2893.

Pre a = 0 mime rovnicu sin 2 = (), ktorej vyhovuja uhly
%y =0, «, == 7; priamka M; M, v tomto pripade splynie s redlnou
osou. Pre ¢ = 4+ 1 mame rovnicu sin « = 4 1.V tomlo pripade
oba body My, M, splynti s bodom [i], oba body Mj, Mj splynt
s bodom [ —i]; jedinym rieSenim rovnice sin & = 1 je uhol & ==,
jedinym rieSenim rovnice sin & = — 1 je uhol & = ——%. Ak je
|a|>1, leii bod [ai] mimo jednotkovej kruZnice a rovnici
sin &’ = a nevyhovuje nijaky uhol,

6*
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Il cos 2 == b (obr. 28 pie kladné b, obr. 29 pre zdporné b,
¢islo | b | v obidvoch pripadoch rovnakél. Na realnej osi uréime
bod b; ak je | b | << 1, padne tento bod dovnutra jednotkovej
kruznice. Rovnobezka s imaginarnou osou pretne jednotkovu

Ohp, 28, Ohe, 29,

kruznicu v bodoch M, M, (obr. 28) alebo M M;, obr. 29),

ktoré wrcuja dva uhly «p, 2, alebo o3, 5. Teraz je a, == o

ay = a ey ay == oy op saopil uréi z labulick, pre a == 0
, . Y . J Jr

mame rovoicu cos a = 0, riesenie 2y = |, a, = —-5. Rov-

nici cos « = 1 vyhovuje jediny uhol & = 0; rovnici cos & == -~ 1

vyhovuje jediny uhol a = 7. Pre | b | > 1 nevyhovuje nijaky
uhol rovniei cox o = b.

T tga = e {obr. 30 pre Kladneé eo obe 31 pre zaporné e):
cislo e | je v oobidvoch pripadoch rovoaké. Sostrojime bod
[T 4 ci, kltoey lezi na dotyénici jednotkovej kruznice s hodom
dotyku [1] vo vzdialenosti ¢ od bodu dotyku. Priamka [0] [L-fcij

|
Obr. 30. Obr. 31.
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pretne jednotlkovi kruZnicu v dvoch bodoch (M, M, v obr. 30,
M. M3 v obr. 31). ktoré urcia hl'adané uhly (2, 2, pre ¢ >0,
o1. 25 pre ¢ < 0); bude teda

2y = Ap A T Ay Gy e 22;

. sa urdi z Llabuliek. Pre ¢ = 0 mime rovnicu g z = 0 ktora

ma riefenie a; = 0, a, == 7. Pre Ziadne ¢ nevyjde « == - lebor

‘) )
hodnoly 4 Z-nie st pripustné pre funkeiu hmguns.
Podobne riesime rovnicu coty o == .
Iné goniometrické rovnice budeme preberat az v tretej triede.

16. Gvicdeniec.

prikladoch 1—7 vypocitajte (ua stupne a minuaty) také
hodnoly i, pre kloré plati 0 = » <27 a ktoré vyhovuju danym
rovniciam.

I. a) sin @& = -{,—}/5, b) sinx = -———%; ¢) cos . = 0,6; d) cosx =
»---%; e)lgao=1;tg.r=--2;g colg x = —ll— ; h) cotg x ==

=: = ),

2. ) sin (x - B30%) = 04567; b) sin (120° — ) =
¢) cos (=02 == 15 d) cos (1507 -k 2) = —0,625; ¢) Lg (x—20°) =
= LBTSH; 1) L (1307 ) == - ~00678; g) colg (x + 100°) =

38 W) colg (120 - p) == .,__(),l.

3.a) sin 2 -——% ;b)) sindx = —~1; ¢) cos2x = »—%;
dyeos-ba==096; ¢)tg2r = % ; Dig3x = —5; g)eotg 10x=1;

h) cotg 6 = — 3,2

1. a) sinae =sin2x; b) cos3r=-cosw; ¢) tgx=10z;
d) cotg bx = cotg 2. ’

9. a) sinz =sin (32° 4+ 20°); b) sin 2z = sin (46° — 3x);
¢) cos 3x = cos (2x + 60°); d) cos (30° -— x) = cos z;e) tgHa =
=tg 3z —90°); f) tg3z =tg(—7x); g) cotg(x + 135°) =
= cotg 4x; h) cotg (100° —Hx) = cotg3a.

6. a) sinz=cos 35°; b) cosz= —sin 27°; ¢) tga = cotg 125°
d) cotg x + tgh4° =0,




7. a) sinx = cos 2x; b) cos 3 = sin (20° -~ z); ¢) cos r
sin (45° —x); d) tg3x =cotghHr; ) colg2e==lg7x; {) cotgx =
..... lg (120° 4 3).

8. Aké vzlahy medzi # a y urcuja rovnice: a) sin @ = sin y;

b) sinx = cosy; ¢) cosx=cosy; d) cosx = —sin y; ¢) cotgx =
= cotg y; N lgx = - lgy; g) tgr=cotgy; h) colgr=—1gy?

17. Rovnomerny pohyh po kruZniei.

Z goniomelrickych funkeii najdolezilejdie sa sinus a kosinus,
ktoré sa vyskytuju v najdoleZilejsich olizkach mechaniky
a fyziky vobec. V lomto éldnku rozrieSime jednoduchu, ale
dolezita ilohu matematicky vyjadeit rychlost bodu, ktory sa
rovnomerne pohybuje po kruZnici K. Stred kruZnice nech je
v zadiatku; polomer oznacime r. Ako obvykle ¢as (v sekundach)
oznacime pismenom ! a predpokladime, Ze¢ pre [ = 0 pohyblivy

Y]
\

Obr, 32,

bod je vodorovne napravo od zadiatku a Ze otacanie sa deje
v kladnom smysle. Polpriamka, vychddzajica zo zaciatku [0]
@ prechadzajica pohyblivym bodom, opiSe uhol, ktorého
velkost je priamo umerna ¢asu. Koeficient imernosti oznac¢ime
o a uhly budeme merat v oblikovej miere; ¢islo @ menuje sa
uhlovou rychlostou pohybu. Pohyblivy bod [X] odpoveda

86



komplexnému eislu X, ktorého absolatna hodnota je 1V a ktorého
amplitida (vid koniee ¢lanku 1) je ol takze

X == r{cos wl -+ isinml).

Od okamihu {1, do okamihu [ =1, opise bod |X] obluk
kruznice K; keby r =1, rovnala by sa velkost tohto oblika
velkosli uhla (v oblikovej miere), ktory opife polpriamka
[0] [X], t.j. o Ly - I}). PriTubovol'nom r opife bod [X] r - na-
sobok, t. j. re (I, - I).

Podiel

je velkost rychlosti pohyblivého bodu. Tato velkosl je kon-
stantnd, ale rychlost sama nie je konstanlna, lebo rychlost je
vektor, ktorého smerom je okamzity smer pohybu a tento smer
sa stile meni. V obr. 32 je vektor rychlosti, ten vektor, ktorého
zadiatoénym bodom je bod [X] a ktoré¢ho koncovy bod [Y] leZi
na dotyénicikruZnice K vo vzdialenosli ro od [ X] v smere, odpo-
vedajucom otacaniu v kladnom smysle. Vektor rychlosti radsej
tak umiestime, aby jeho zatiatoénym bodom bol zaciatok [0];
koncovy bod podla ¢lanku 11. bude bod [Z], kde Z=Y — X.
Ide tu len o vyraz pre komplexné ¢islo Z. Zrejme viak | Z | = ro
a amplituda ¢&isla Z = amplitade cisla X, zvicSenej o %-, t.].
alebo podTa vzorcov (12) ¢lanku 14.:

== -—rwsino l +irwcosw l.

17. Cvidenie.

1. &) Ak poznate uhlovia rychlost @ rovnomerného pohybu
po kruZnici, vypocitajte Cas I, potrebny na jeden obeh. b) Ak
poznate dobu obehu iy, vypoéilajte uhlova rychlost.

2. Miesto uhlovej rychlosti pri rovnomernom pohybe po krui-
nici niekedy zavadzame L. zv. frekvenciu f, t.j. potet obehov,
ktoré vykond pohybujuce sa teleso za 1sek. Udajte, ako sa
vypodita a) frekvencia z uhlovej rychlosti, b) uhlova rychlost
z frekvencie.
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3. Motocyklista na kruhovej zavodnej drahe, ktorej dizka je
prave 1 km, ide rovnomerne r¥chlostou 90 km|hed. Aka je jeho
uhlova rychlost (za 1 sek.)?

4. Zem pri svojom obehu okolo Slnka kond pribliZzne rovno-
merny pohyb kruhovy, pri¢om priemerna vzdialenost Zeme od
Slnka je 149,5 - 16® km. Vypocitajte postupnu i uhlova rychlost
tohto pohybu (za 1 sek.).

H. Bod na povrchu Zeme kond pri otacani Zeme okolo osi
rovnomerny pohyb kruhovy. Ak je ¢ zemepisna Sirka tohto bodu
a r polomer Zeme, vypocitajte postupni i uhlova rychlost tohto
pohybu (za 1 sek.).

6. Koleso zotrvacnika, ktorého priemer je 1 m, koni 100 obri-
tok za 1 min. Vypocitajle postupnu i uhlova rychlost, ktorti ma
bod na obvode kolesa (za 1 sek.).

7. Ak je bod, konajuci rovnomerny pohyb kruhovy, v case
Il =1 v bode [3 —4i], aky je polomer jeho drihy a akd je jeho
uhlova rychlost?

8. Bod, konajuci rovnomerny pohyb kruhovy, nadobudne
po uplynuti 1 sekundy rychlost, vyjadrent vektorom [0] [Z],
kde Z = 1 —1i. Vypocitajte polomer drahy a uhlovit rychlosC.
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