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IJvoclnc poznámky. 

V aritmetike v JI. Iriecle doplníme vědomosti žiakov o počítanie 
s mocninami. Pravidla odvodzujeme alebo definujeme najprv pře počí-
tanie s číslami prirodzenými a potom rozšiřujeme ich platnost na počí-
tanie s číslami racionálnymi, iracionálnymi, relativnými a popřípadě 
koniplcxnými. Pře správné pochopenie funkcií je dóležité, aby sme ich 
neponímali len ako analytický výraz čiary, ale ako množiny. Sústavrie 
precvičujeme žiakov a j v numerickom počítaní a naučíme žiakov počítat' 
a j pomocou logaritmov a ich tnbuliek. 

Komplexné čísla ponímame ako rozšířený pojem čísla, ktoré vyjadrujú 
urči tú reálnu skutočnosť. V rozsírenom odbore komplexných čísel ucelíme 
poznatky žiakov o riešenie kvadratických rovnic. Poukážeme na prak-
tické použitie počítania s komplexnými číslami. Použijeme ich 11a počtové 
vyjadrenie sčítania a otáčania vektorov a najma na definovanie a vy -
šetrovanie goniometrických funkcií. Tieto funkcie definujeme pomocou 
komplexných čísel vseobecnejšie, ako by sme to mohli urobiť len v rámci 
geometrie a tiež poukážeme 11a ich dóslednejšie použitie najma vo fyzike. 

Pri rozšiřováni číselného odboru, při rozbore funkcií a tiež pri iných 
vhodných príležitostiach cvičíme a rozví jame dialektický úsudok žiakov 
a tým prispievame k správnému utváraniu ich duševna a socialistického 
charakteru. 

Výsledky abstraktných úvah overujeme na riešení slovných úloh 
z praktického života. Vhodnou volbou námetov pře tieto úlohy, vzatých 
zo socialistického budovania a pretvárania spoločnosti, prispievame tiež 
k výchove socialistického pokolenia. 
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I. Obecná mocnina a logaritmus. 

1. Odmocňováni?. 

Už v prvej triede sme preberali druhé odmocniny. Ak je a 
kladné číslo, potom druhou odmocninou čísla a rozumienie to 
kladné číslo x, pře kloré platí x1 = a. Podobno třeli a odmocnina 
kladného čísla a je to kladné číslo x, pre ktoré platí x3 = a. Tak 
islo možeme definovat štvrtú, pialu odmocninu atd. Všeobecne 
nech je dané prirodzené číslo n > 1, a nech je a Tubovolne zvo-
lené kladné číslo. Budeme sa zaujímat o kladný kořeň rovnice 

A'» - a. (1) 

Táto rovnica može mat len jeden kladný kořeň. Lebo ak sú xlr 

x2 dve rózne kladné čísla a ak je napr. xx < x2l tak 

xJ == xx • xx. . . .xx (n činiterov) (2) 

x2 — x2 ' x2- - • • x2 ( n činiterov). (3) 
V (3) je každý činitel váčší ako v (2), preto je aj ich súčin 

> a tak nemóžu sa obe čísla xx a x% rovnat tomuže číslu ar 

t. j. rovnica (1) móže mat len jeden kladný kořeň. Vyslovíme 
definíciu: n-ta odmocnina čísla a je to kladné číslo as, ktoré 
vyhovuje rovnici (1). 

Píšeme 
x = -^čT (4) 

kde číslo a je základ a číslo n odmocníte! nasej n-tej odmocniny. 
Prakticky je případ n = 2 omnoho dóležitejší ako ostatné, preto 

2. . 
miesto f a sa skoro vždy píše yčT, t. j. odmocniteF 2 sa vy -
nechává. Teoreticky nevylučujeme v našej definícií ani případ 
n = 1. Podia definície je pravda, 

i, 
ya = CL 
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pre každé kladné číslo a. Značku /a~ definujeme len v t om pří-
pade, lteď základ a je eíslo kladné a odmoenitef n ěíslo prirodzené. 

Pře n = 2 mali srne v prvej triede 

']/lT= 0. 

Túlo definíciu pripuslírne pre l ibovolné n, nie je lo však příliš 
<Jolcžité. Pri zápornom a nebudeme sa zapodievať otázkou, či je 
možné a účelné definovat (4). 

Z definície n-tej odmocniny plynie niekofko dóležitých viet, 
vyjádřených jednoduchými vzorcami. Vo všelkých větách n 
znamená Tubovolne dané prirodzené číslo. 

I. Ak su a9 b kladné čísla, lak 
ti n— n— /pr\ 

= }'b. ( * ) 

I) 6 k a z. Položme x = ]/a, y = ^b . Podia definície sú x, y 
kladné čísla a xn = a, yn = b. Z 1. triedy viete, že xnyn = {xy)n. 
Teda xy je kladné číslo a (xy)n = ab. VzhVadom na význam 
písmen ar, ij to znamená, že platí (5). 

Tok isto sa dokáže veta i pre viac ako dvoch činitefov. 

II. Ak su al9 a2 a, kladné ěísla, tak 
» n— n— n — 
y«ia2. . ,a8 = ]/«! • ya2 ya9. 

Ak sú všetky čísla ax, a2, .a,, rovnaké, máme další 
důležitý výsledok. 

III. Ak je a kladné eíslo, tak 

= Cffi ( 6 ) 

pre každé prirodzené eíslo r. 
Ďalšie vety: 

IV. Ak je a kladné eíslo a ak sú m, n prirodzené čísla (rovnaké 
•alebo nerovnaké), tak 

m, mn.— 

D ó k a z. Položme z = Wya~. Podia definície je z kladné číslo 
íi zmn = a. Z 1. triedy viete, že = (zm)n. Ak teda položíme 



zm = x, je x kladné číslo a xil = zmn, číže xn = a. Teda podl'a 
n — 

definície /i-tej odmocniny ¿c = ya. Na druhej straně bolo z 
kladné číslo a = x. Teda podia definície m-tej odmocniny 

m — 

z = y.r. Teda 

n— w.— 1 n — 
x = ýí/, z — yx , a tak r = p ya. 

mn,— 

Na druhej sírane z = } a a tak vzorec (7) je správný. 

V. Ak je a kladné řislo, tak 
n ~Y ^ 
V l T ^ - » - - ( « ) y« 
n — 

D ó k a z. Položme x = ya . Podia definície je # kladné číslo 

a x? = a. Preto je aj ~ kladné číslo a z 1. triedy viete, že 

— čiže --- — a tak podia definície n-tej odmoc-

niny -i- = . Vzhladom na význam písmena x to znamená, 

že vzorec (tt) je správný. 
VI. Ak je a kladné číslo, tak 

y V - ( ] fa )* ( 6 ) 

pře každé celé číslo s (kladné, záporné alebo nulu). 

D ó k a z. Pre kladné s je to už dokázané v III. vete. Pře 

8 = 0 : y ^ = (yTT)0 a Je správné, lebo jednak nultá mocnina 

každého čísla je 1, jednak 

] r = i (?) 
podia definície n-tej odmocniny. Ostává případ, ked s = —r 
je záporné. Podl'a definície mocniny s celým záporným mocni-
telem je jednak 

í f o " i (8) 

jednak 

a*=— ar 
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a tak 

Pretože podFa I I I . j e j V = z ( » ) a (9) plynie (G). 

Při dcfinícii n-tcj odmocniny vychádzali sme z faktu, že pri 
každom kladnorn čísle a má rovnica (1) kladný kořeň. Přesné 
odóvodnenie tohto faktu je obEažné zvlášE preto, že už při 
najjednoduchších vorbách čísla a kořeň x rovnice (1) je oby-
čajne iracionálny a nedá sa vypočítat presne, ale len přibližné. 
Tým to odóvodnením nebudeme sa vobec zaoberat. 

1. C v i č e n i e. 

1. Ako sa presvedčíte, že 

a) i/529 = 23; b) 3/5l2 = 8; c) ^625 = 5; d) y243 = 3? 
V cvič. 2—In znamená prirodzené číslo. 

2. Kedy značí rovnica b presne to isté ako rovnica 
a = tn? 

~ n,— n — 
3. Co znamená výraz: a) ]'an; b) (ya)n? Kedy majů oba vý -

razy ten istý význam? 
N. n 

4. Kedy má smysel výraz a) y — a; b) yabl 
r- l n/ n ' 

5. Za akých podmienok má smysel výraz a) yď\ b) (ya)ry 

kde r je celé číslo? 
6. Platia vety I. až VI., ak niektorý zo základov, ktorý sa 

v nich vyskytuje, rovná sa nule? 
n -

7. Dokážte vetu: Ak a > 0, b > 0, tak 1/4 = — . 
ib 

8. Rozkladom na prvočinitelov vypočítajte: 

a) y48~75; b) V30 • 35 • 42; c) ^12-18; d) ^ H l T ^ o ; 

e) y30 • 42 • 70 • 105; f ) ^128 • 162. 
9. Vypočítajte: a) V3 • /Í2; b) ]/20 • y24 • )/30; c) j/19^-yiO^; 

d) ]/45.3y75; e) • • fe f ) ]3/l3-l • f í l ± . 

12 



10. Upravte na tvar súčinu, ktorého jednýni činitel'oni jc od-
mocnina c*o najmenšieho prirodzeného čísla: a) /Í25; b) |/l)60; 

c) i'TG; d) í'54; e) |T28; f ) ^320; g) l'500; li) ^648; 

i) }'80; j ) J/Í62. 
¡j 

11. Vypočítajtc: a) ] / g ; b) ] / l ± ; c) ) / 4 § ; d) ]/|=; 

e) 1/3-1; f) } h § ; g) f / 2 ^ . 

12. Upravte na tvar súčinu zlomku a odmocniny čo najmen-

šieho prirodzeného čísla: a) j / í ; b) c) d) ; 

13. Upravte a zakaždým uvedte, kedy má daný výraz sinysel: 

a) yč5; b) K ; c) V«-2 ; d) e) fe f ) V « " ' ; g) í ^ ; *>) fe 

i) }ía~™; j ) 

14. Upravte a zakaždým uvedte, kedy má daný výraz smysel: 
4,— 4 6,— 8 6, 6r- 9— 1C(— 

a ) ya2 ; b ) r « ; 2 ; C) ya 3 ; d ) e ) j V ; f ) }rx~*; g) fx"; l i ) 

i) j) T^5-
15. Nájdite hodnoty daných výrazov a zakaždým udajte, 

kedy majů tieto výrazy smysel: 

Í) } / - • g) 3 y^6 - i - 3 ya^ ; h) :4yr/-®. 

16. Upravte a udajte, kedy má daný výraz smysel: 
4 

a ) b ) pha~2b-; c ) fed) fZlu^v-3; c ) ]/•£ ; 

0 i ^ i e) i / ^ ; h) i / ^ . 

17. Nájdite hodnotu výrazu: 

a) )/y2; b) )/y2; c) j / ^ ; d) ^ 2 ; e) 14/2 ; í) 

18. Nájdite hodnotu výrazov a zakaždým udajte, kedy má 
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daný výraz smyscl: a) ]/ j a ; b) \ \ c) f ]/a; d) \ x^x\ 

e> V i ' ^ " I ; ' i « > I i :,• 

19. Pomocou t,abul'ky druhých a třetích mocnin vypočítajte 

na štyri platné číslice: a) V4,683; b) /4(V$3; c) y'274,4; 
d) /2744; e) ^ 2 3 5 ; f ) 3yr>,3"5; g) faššč"; h) faf47; 

i) feíM?; j ) y'0,(»41 Í7. 

20. Pomocou tabuliek druhých a třetích mocnin vypočítajte 

na štyri platné číslice: a) fa; b) fa); c) y'500; d) faOOO; e) fa); 

f ) faoČ; g) }T000; li) 6y10.000; i) }T007)00; j ) faoOOOOO. 
21. Zjednodušte: 

a) V B - V 2 7 + f-45; b) )1S + í®4 - » ' 2 ; c) + | / i ; 

22. Vypočítajte: 

a) (/6 + y i5 ) • } '3; b) $24 + fal) fa; 

«) (V& + VS) (y& - /3 ) ; d) (fa - f a ) (fa + fa) ; 
e) ( y2 + y3) - (V6 + y8 ) ; f ) ( f a - f a ) • ( f a - f a ) . 

23. Vypočítajte: 

a) (ia—yí)2; b) ( f i - f b f ; c) ( f a + f a ) 2 ; d) ( f a - f a ) 3 . 

24. Dokažte, že 

a) - 2 / 6 +1/5 + 2/6 = / l2 ; b) ]/7 + 2/10 -\'7 —2/10 = 

= l^Š; c) j/a + ya2' — + j/aT—/a2 — b2 = |/i (a + 6), kde a > 

> ^ . ^ 0 ; d) /a + /a2—"ó2 — ]/a —fa 2 —b2 = ^2 (a —6 ) , kde 

2. Mocniny s raciontílnymi mocnitcrmi. 

V I. triede sme preberali mocninu an s tým omedzením, že 
mocnitel' n bol celé číslo (kladné, záporné alebo nula). Naproti 
tomu základ a bol l'ubovol'né číslo okrem případu a = 0, keď 
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nebolo možné definovat mocninu so záporným mocnitelom. 
Teraz budeme předpokládat, že základ je číslo kladné; před-
poklad, že mocnitel' n je celé číslo, nahradíme omnoho vše-
obecnejším predpokladom, že n je racionálně číslo. Pre případ 
celého mocnitela v l.triede odvodili sme vzorce 

ar-aa = ď + a (1) 

(a»-)» = ďs ( 2 ) 

ar- br = {aby (3> 

= i <*> 
Uvidíme, že mocninu ď s kladným základom a a s racionál-

nym mocnitelem r jediným spósobom možno definovat tak, aby 
bolo stále 

ď > 0 (5) 

a aby právě připomenuté pravidlá (1) až (4) zostaly v platnosti. 
Každé racionálně číslo v možno napísat vo tvare zlomku 

in 

ktorého menovatel' n je prirodzené číslo (čiže celé kladné číslo) 
a čitatel' m je celé číslo (kladné, záporné alebo nula). Ak zvolíme 
racionálně číslo r v tvare (6), musíme definovat hodnotu a tak, 
aby pre všetky racionálně čísla s platilo (2). Ak zvolíme s ••= ny 

bude rs = m a z (2) dostaneme 

(ď)n = am, 

zkadial' m n (7) 
an = /a™ 

Vztah (7) je definíciou mocniny s kladným základom a a racio-
nálnym mocnitelom (6). Definíciu (7) možno písat aj v tomto 
tvare: 

« M ^ r (7 ' ) 

Že (7') a (7) dávajú tú istú hodnotu pre a, plynie z článku 1, VI. 

15 



Prv než dokážeme, že pře právě definovánu mocninu s klad-
ným základom a racionálnym mocnitelom platia pravidlá (1), 
{2), (3), (4), musíme previest dve veci. P r e d n e musíme 
uvážit, že racionálně číslo r možeme r o z m a n i t ý m i spó -
s o b m i uviest na tvar (6) a musíme dokázat, že naša definícia 
mocniny ď je nezávislá od toho, pre ktorý tvar (fi) sa roz-
hodneme. Prcto uvážme, že zo všetkých možných tvarov (6) je 
jeden základný tvar, v ktorom čísla m, n sú nesúdelitelné a že 
ak (fi) je základný tvar, potom ktorýkolvek iný tvar je 

_ km 
r "" kn ' 

kde k 1 je prirodzené číslo. Musíme teda dokázat, že 

Položme nf~Hi = x, kde x > O 

xn = am. (9) 
Z (í)) však })lynie 

(xn)k = (am)k. (10) 

Pretože čísla /*, m, k sú celé, možeme upotřebit pravidlo (2) 
a miesto (10) napísat 

x *» = akm, (11) 

pretože x > 0, bude akm > 0 a z (11) vyplývá, že 
teda skutočne platí (8). 

Z a d r u h é musíme uvážit, že medzi racionálně čísla patria 
aj všelky celé čísla a že mocniny s celým mocnitelom sme už 
predtým definovali; musíme dokázat, že pre celé r nová defi-
nícia výrazu ď súhlasí so starou. To je Tahké, lebo to stačí 
urobit za předpokladu, že číslo r je písané v základnom tvare. 
Ak však r je celé číslo, tak v základnom tvare (6) je n = 1, 
m = v a pre n = 1 je (7) zrejme správné. 

Ostává dokázat, že pre kladné základy a racionálnych mocni-
telov platia pravidlá (1), (2), (3), (4). 

D ó k a z p r a v i d l a (1). Racionálně čísla r, s možeme 
napísat so spoločným menovateíom 

r = teda r s — HhjtJJh . 
n 7 n ' 1 n 
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Přitom ovšem n je prirodzené číslo a m1 a m2 sú celé 
Položme 

x — an . 

7, toho nás leduje 

dr = ,i'mť (/s ./»'"i; dr + * — ,rmí + »'t 

•a to znamená, že platI (1). 
D o k a z p r a v i d 1 a (2). Položme 

m, nu , , tn-.m» /•=—*, ,s* —-, leda /\s-= 2 ; 
/Z2 W in2 

přitom n±, AÍ2 SÚ prirodzené čísla, //i-,, ;//2 sú celé čísla. 
PodFa definície (7) 

podTa definície (7') (n2 \wi2 

K ) • 
Podia článku 1, IV. 

I/"-, "•»!, 
\ ]/ « » * .= i ' « ' " ' , 

přelo podl'a (12) 
ÍI2 
)'(ť = , 

podl?a (13) 

(^W» \»'2 

podia článku 1, I I I . 

(niw2 \wi n.n2 

y a « » j = •y'(am>)m* 

m2 sú celé čísla, preto 
Zo (14), (15), (16) plynie, že 

(ar)8 = nin]!ami m>, 

a podia definície (7) je aj 
»i*»/— 

ar* = ya1 

a tak platí (2). 

2 Aritmetika 



D ó k a z p r a v i d l a (3). Nech je opat 
m 

kde n je prirodzené číslo, m je celé číslo. Podia definície (7) 

ar = , br = yF , (ab)r = }/{ab)m . 

Pretože m je celé číslo, 

(a i)™ = am • bm 

a podia článku 1, I. 

]/am • = yV* • y F , 
takže 

(ab)r = "y a» • ; 

teda platí (3). 

D ó k a z p r a v i d l a (4). Pretože súčet čísel r, —r je nula, 
je podia už dokázaného pravidla (1) 

aT - a~r = a°, čiže rcr • a~r = 1 

a z toho plynie (4). 

2. G v i c e n i c . 

1. Vypočítajte: a) 49*; b) 16*; c) 8 Í ; d) 27*; e) 25"* ; f ) 3 2 " í ; 

g) 81 - í ; h) 125"*. 
3 2 4 3 

2. Pomocou tabulick vypočítajte: a) 10^; b) 10 »; c) 5^; d) 5*;: 

e) 12«; f ) 20*. 

3. Ako mocniny s lomenými mocnitermi vyjadrite výrazy: 

a) Vo3; b) } '¥ ; c) d) \x*\ e) f ) . 
3 5 2 3 12 

4. Odmocninami vyjadrite: a) a's"; b) b"3"; c) d) ; e) 
f) x~ íV . 

5. Vypočítajte nasledujúce výrazy a výsledky vyjadrite od-

mocninami: a) 3 * • 3* ; b) 8 * • 8* ; c ) 7 * • d) 12* -

e) 5 T • 5 "s; f ) a* • as; g) x* • x h) d~s • d i) m * • m"«; 

j ) fc-J • 
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6. Vypočitajte a výsledok vyjádříte odmocninou: a) 

1>) ( 5 i ) i ; c) ( 7 * ) * ; d) (Ol ) " ' ! ; c) ( 1 0 " * ) - * ; f ) ( a t y ; g) ( a * ) * ; 

h) i) j ) (/>"*)"*. 

7. Vypočitajte: a) {ab)%; 1>) (.'*;/)'; c) (a263)«"; d) 
, , 1 _ 5 , 3 .> - i 

e) (//i 3 /i "6) "2; f ) (3p iq s) T. 

8. Vypočitajte: a) 5 * : 5 * ; b) 3$ : 3 * ; c) 8~í :8*; d) 6 * :<r$; 
. . 7 S 1 . 3 _1 , . __1 1 „ 3 _ 1 

<;) 12 r' : 12 i'»"; f ) a'»' : <7»; g ) u* : u*; h) 5 a : i) p w" :/> 

j) h~i : h~k . 

9. Vyjadrite ako mocniny s lomenými mocnitelmi a polom 

vypočitajte: a) y i í -y íP- fo; 1») j V • }'(T3; c) l4/2~; d) 

e) l/2|/Íyf ; f ) )'\-> ; g) : ; li) ) / f ; i) f f : ; 

» P ř 
10. Vyjadrite ako mocniny s lomenými mocnitelmi a potom 

vypočitajte: 

11. Dokažte, že l r — 1 pře každé racionálně r. 

12. Dokážte, že ď : a8 = ď p ř e a > 0 a pre l ibovo lných 
racionálnych mocnitelov r, .9. 

13. Dokážte, ž e ~ = l~ ) r pre 6 > 0 a l ibovo lné racionálně v. 

3. Exponcnciálna funkeia. 

Zvolme kladné číslo a. Pre každé r a c i o n á l n ě číslo x 
sme definovali hodnotu ax; označme túto hodnotu písmenom y, 
položme teda 

y = (1) 
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Vo vzĚahu (1) písmeno a znamená určité dané číslo (kladné); 
hovoříme, že a je konstanta. Naproti tomu písmena x. y zna-
menajú premenné veličiny. Za hodnotu premennej veličiny x 
móžeme zvoliC Tubovolné racionálně číslo; x je nezávisle pro-
měnná veličina. Len čo zvolíme hodnotu premennej veličiny ;r, 
je vo vztahu (1) určená hodnota premennej veličiny y; hovoříme, 
že ij je funkeiou premennej veličiny x. Táto funkcia ax bola 
doteraz definovaná len pre r a c i o n á l n ě hodnoty ne-
závislej premennej veličiny x. 

Už na strednej škole sme hovořili o (jraíoch funkcií. Sostrojíme 
si graf funkcie a*, pričom budeme volit a = 2. Nakreslíme 
vodorovnú priamku, zvanú os x , ktorej body znázorňujú číselné 
hodnoty nezávislej premennej veličiny x; pre každé racionálně 
číslo x nanesieme od příslušného bodu osi x nahor dížku ax 

a dostaneme příslušný bod grafu Px. Pre to že ax je vždy kladné, 
leží celý graf nad osou x. Najprv vsadíme za x celé čísla 0, 1, 2, 
—1, —2, a dostaneme body grafu P0 , P x , P2 , P_ x , P_ 2 . Aby sme 

Rr 
P. 

- 2 

i 

-1 0 1 

Obr. 1. 

\4 

\/< 

X, 

+ 
I 
l 
I 
!/-

X, 

Obr. 2. 

dostali body grafu, odpovedajúce lomeným hodnotám premennej 
veličiny x, prevedme túto úvahu (obr. 2). Zvolíme tri racionálně 
čísla xx, x2, x3, tak , že x1<x2<xz a že oba ro zd i e l y x2—x± 

a xs—x2 rovnajú sa tomuže číslu c. Potom na osi x obraz 
čísla x2 leží uprostřed medzi obrazmi čísel xv x3. 

Položme y1 = ax^ y2 = ax«, y3 = a**. 
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Protože .r2 ---•= .rx -f r, ,r3 -= + c, bude 
//2 == u*» + c = ax* - ac = yxac, 
!h + r ' a C //2 ĉ = i h a 2 c 

a teda y* - yxy3 , y2 = y ^ , y2. 

Kladné číslo y, spojené s kladnými číslami y1? y3 vzťahom (2), 
volá sa střednou geometrickou úmornou veličinou kladných 
čísel y1? y3 a dá sa sostrojiC takto (obr. 3): Narýsujme na priamke 

Obr. 3. 

body yl, B, C tak, že /i leží medzi yl a C a že A B = yl7 BC = y3. 
Potom opíšeme nad priemerom A Č polkružnicu; kolmica, 
vztýčená na našu priamku v bode i? přetne polkružnicu v bode jD; 
A yl CD má podia Thalesovej vety pravý uhol při vrchole D; 
úsečky AB = y1? BC = y3 sú úseky na prepone, úsečka BD 
je výška trojuholníka. PodFa Eukleidovej vety o výške BĎ2 = 
= ~Á~B-~BČ, čiže BĎ 2 = y1y3, takže podia (2) y2 = TTĎ. 
Za předpokladu yx < y3, ktorý v našom případe je splněný, 
y2 móžeme sostrojit aj inak (zas obr. 3). OpáC máme tri body 
A , B, C tak, že leží medzi A a C; teraz je však A B == y1? 

A C = y3. Opáť sostrojíme pravoúhlý A A C D ; podia Euklei-
dovej vety o odvěsně AD2 == AB - AC, čiže AD2 = y v y3? 

takže podFa (2) y2 = ÁĎ. 
Pomocou právě opísanej konštrukcie móžeme graf funkcie 

y = ax doplnit dalšími bodmi. Doteraz (obr. 1) sme mali len 
body na grafe, zodpovedajúce hodnotám x = 0, 1,2, —1, —2; 
konštrukciou středných geometrických úměrných veličin (obr. 4) 
doplníme najprv body, zodpovedajúce hodnotám 

— JL A __JL __JL. 
X .) ? O 1 i) J c) J 
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potom takou istou konštrukciou doplníme body, zodpovedajúce 
hodnotám 

2 I I ± _ A _ JL Z. 
x = 2 7 4 7 4 ' ~4 • 4 ! 4 7 4 ' 4 ' 

Takto by sme mohli pokračovat dalej. Ak spojíme sostrojené 
body čiarou, dostaneme graf ftinkcie ij = a* (obr. 5, pře a = 2). 

7 7 I I 

• M l 
I i 

J_L 

I I 
I I 

I I 
I I 
I I 
i ! 

7 1 ' 
1 I I 

! i 

o 
Obr. 4. 

I I 
\2 

'2 
J i L_ 
-1 0 1 

Obr. 5. 
ti 

Z narýsovaného grafu móžeme přibližné vyhFadat hodnoty 
funkcie ax. Danému číslu, napr. x = 1,7, zodpovedá určitý bod M 
na osi x; v tomto bode vztýčíme na os x kolmicu. Ak odmeriame 
na tejto kolmici vzdialenost od priesečíka s osou x až ku prie-
sečíku s grafom, dostaneme bez počítania číslo y = ax, v našom 
příklade y = a1»7. Týmto spósobom móžeme k danému x určit 
číslo ax len s nepříliš vefkou presnostou. Z nášho grafického 
spósobu je zřejmé, že na to, aby sme mohli číslo ax přibližné 
vypočítat, nemusíme ani číslo x presne poznat, ale tiež len při-
bližné. Teoreticky je to velmi dóležité, lebo doteraz sme defi-
novali hodnotu ax len pře racionálnu hodnotu čísla x. Ak je 
však x iracionálně, ak napr. x sa rovná Ludolfovmu číslu 
-ji = 3,141592653589. . . , móžeme približnú hodnotu čísla oř 
(ktorá doteraz vóbec nebola definovaná) tak počítat, že miesto 
čísla n vezmeme racionálně číslo, velmi blízké číslu ji. Hodnotu 
«čísla a* takto móžeme určit s presnostou na 3 desatinné miesta: 
23 = 8, 23»1 == 8,574; = 8,815; 23>141 = 8,821; 2^415 = 8,824; 
hodnota všetkých dalších čísel 23-14159; 23>141592; 23-1415926; 23>14159265 
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íitcl., zaokrúhlená na tri desatinné mieslu, bude 8,825. Teda 
"2-"1 = 8.825 presne na tri desatinné niiesta. Nebudeme sa za-
•oberať přesnou definíciou hodnoty ax pre iracionálně x a spo-
kojíme sa s výslovným uvedením fakta, že je možné presne 
•definovat hodnotu ax pre iracionálně x a že pravidla 

, ax-a* = ax + v 
(ax)y = 
a*-bx - (ab)x. 

odvedené v predchádzajúcom článku pre racionálnych mocni-
telův, sú správné i ked x, y sú l ibovolné reálne čísla, racionálně 
•alebo iracionálně. Pismená a, b znamenajú stále k l a d n é 
č í s l a . 

Ak je 1 (ako na našich obrazcoch, na ktorých a = 2), 
potom ax je rastúcou fiinkciou, ak sa zváčší x, zváčší sa aj a®, 
•či že: 

Ak je x± < x2l je ax* < ax». (3) 

Dokážeme aritmeticky, že (3) platí pre r a c i o n á l n ě xv x2 

ni— 
(za předpokladu, že a > 1). Najprv je zřejmé, že ya > 1 . Lebo 

».— 
^k b = ya, je b > 0 a platí rovnica bn = a. Teda číslo a je 
súčinom n činitelov, ktoré všetky sa rovnajú číslu b; tento 
súčin a je váčší ako 1 a to je len tak možné, že aj činitelia 
h = fa sú váčšie ako 1. Ak je x kladné racionálně číslo, móžeme 

položit x = m, n sú prirodzené čísla, potom je 

ax ^ nfam # 

Ak je a > 1, je aj am > 1, a tak aj n-tá odmocnina čísla am je 
váčšia ako 1, teda ax >> 1. Nech sú teraz x1 < x2 dve racionálně 
čísla. Ak x — x2 — xt, je x kladné racionálně číslo a preto je 
ax > 1. Avšak x2 — xx + x, teda = a*» • ax. Teda kladné 
číslo a** vznikne z kladného čísla axi tým, že ho znásobíme 
činitelům a * > l , z čoho následuje, že a to sme mali 
dokázat. 
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Ak však a je kladné číslo, menšie ako 1, je ax klesajucoif 
iunkeiou. 

Ak je xx < ;r2, je > ax<. ( í> 

Aby sine si to názorné uvědomili, označme prevrátenú hodnotu 
čísla a písmenom b a tak číslo b je vačšie ako 1 a je ab = L 

teda (ab)x = 1, čiže ax • bx = 1. To-
znamená, že číslo bx je prevrátenou 
hodnotou čísla ax\ dalej vieme, že 
a~x • ax = 1, teda a"x je prevrátenou 
hodnotou čísla ax a tak 

bx = a~x. <5> 

Obr. 0. 

Z (5) je zřejmé, že grafy funkrií uxr 

bx sú súmerné obrazy pod Ta osi //, 
pozři obr. 0, v ktororn je plne vytiah-
nutýgraf funkcie bx a čiarkovaný graf 
funkcie ax. Pretože funkcia bx rastie. 

je z grafu zřejmé, že funkcia ax klesá, t. j., že platí ( i ) . Z porov-
nania grafov oboch funkcií je zřejmé, že platí (4). 

Doteraz sme hovořili o grafe funkcie ax za předpokladu, že a 
je kladné číslo, vačšie alebo menšie ako 1; ak a =•- 1, tak 1* -= 1 
pre každé x, preto (obr. 7) graf funk-
cie 1* je rovnoběžka s osou x, ktorá 
leží nad osou x vo vzdialenosti 1 od 
osi x. ~~ 

Študovaná funkcia ax volá sa ex-
poneneiálnou funkeiou, lebo nezávisle 
premenná veličina x je exponentom, čiže mocnitelom vý-
razu ax. 

J 
0 

Obr. 7. 

3. C v i č e n i e. 

1. Ak je daný bod Px grafu funkcie y = ax, odpovedajúci 
hodnotě x nezávisle premennej veličiny, sostrojíme bod P2X 

odpovedajúci hodnotě 2x, takto: Priamka PXP0 (pričom OP0 = 
= 1, pozři obr. a) vytne na osi x úsek AO. Tento úsek pre-
nesieme na os x od bodu x do bodu Ax a priamka AXPX přetne 
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rovnoběžku, vedenu s osou // vo vzdialonosli '2x od poeiatku r 

v bode P2X. Dokážte! Ako sostrojile body l\lJP< P-2X atd.? 

B - . 
• r - " t r »• — 

A.,'** A -* 

¥ , v i 
/ I 

/ 

4,1 o 

a) 

zx 

2. Ak mánie soslrojené body P±1 P2, zobrazuj úce liodnoty 
funkcie // = ax pre x = x± a x = xx + c, došlaueme bod P3, 
zobrazujúci hodnotu nasej funkcie pre x xx + 2c takto: 
Priamka P±P2 přetne os x v bode At, úsek x1A1 prenesieme od 
obrazu čísla xx + c (zachovávajúc smysel) do A2; potom priamka 
A2P2 přetne rovnoběžku s osou ;/, vedenu obrazom bodu 
xx + 2c v bode P3. Dokážte! 

3. Ak je narýsovaný graf funkcie y = ax a ak každé x tohto 
grafu /r-krát zváčšíme (ponechávajúc příslušné // bez změny, 

pozři obr. b), dostaneme graf funkcie ij = bx, kde b = a k . Dokážteí 
Čo vznikne pre k = — 1? 

4. Vypoč í ta j te : a) J„ ( » * > " " ; .,) 

,, / V í +VsWs -VT 2+vr\2-y 2 „ z+te s - v * 
d) \a / ; e) \x ) ; f) x - z ; 
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íí * : * ; i') - = ; O ; 
V 3— 1 , li* 

x (ac) 

j> ( l f " Mi) ' ' " '• 
T>. Srovnajte podia velkosti čísla: 33 ; 34 ; 33*1; 33-2; 33>14; 

; j3 ř l f i ; 33,141 . 33,142. ;>3,1415 K a m m e d / i Z a r a d í t e 3 " ? 

l T 
6. Vyložte význam symbolu 10 

<í. Pojem a vlastnosti logaritmu. 

Zvolíme číslo a v ¿i č š i e a k o 1. Ak je dané číslo 6, móžeme 
vypočítat x z rovnice 

a' = b. (1) 

Ak je číslo b záporné alebo nula, rovnica (1) nemá riešenia. 
A k je ale b kladné číslo, rovnica (1) má právě jedno riešenie; 

přibližná hodnota riešenia sa dá 
určit meraním, ak je narýsovaný 
graf funkeie ax; pozři obr. 8 pre 
a — 2, b — 3. Kořeň rovnice 2X = 3 
je přibližné 

x = 1,58. 

Kořeň x rovnice (1) sa inenuje 
logaritmom čísla b pri základe a; 
píšeme 

x = lo gab. 
Teda logaritmus čísla b je moc-

nitel', na ktorý musíme umocnit 
základ a, aby sine dostali číslo b. Pretože a° = 1, a1 = a, loga-
ritmus jednotky je nula (pri každom základe) a logaritmus 
základu je 1. Len kladné čísla majů logaritmus. 

Pretože o základe předpokládáme, že je váčší ako 1, ax je 
rastúcou [funkciou, teda váčšia hodnota logaritmu odpovedá 
váčšej hodnotě čísla, t. j. ak je bx > & 2 > 0 , je l o g ^ ^>logafe2, 
pri každom základe 1. Pretože loga 1 = 0, z toho plynie: 

26 



Váčšie čísla ako 1 majů kladné logaritmy, kladné čísla, mensie 
ako 1, majů záporné logaritmy. 

Zo známých vlastností exponeneiálnej funkcie plynů iielo 
vlastnosti logaritmu: 

I. Logaritmus siíčinu dvocli alebo viac kladných čísel rovná sa 
súčtu logaritmov řiiíitďov, t. j. 

loga a'// == loga + loga// í ( - ) 

všeobecnejšie 

loga XtX2 = loga 4 l<>ga + 7- loíTa . 

Lebo ak je napr. 

loga X = r , loga// =••= 

t ak ď — .r, a* ----= y 

a preto ď • a8 = ar + í — xy, 

cize a musíme umocnit na r + s, aby sine dostali hodnotu xy. 
preto 

loga x IJ = r + s, 
t. j. platí (2). 

II. Logaritmus podíelu dvoch kladných čísel dostaneme, ak 
od logaritmu delcnca odčítáme logaritmus dclitcfa, t. j. 

loga | = loga X — loga // • ('*) 

Lebo ak je 

~ = tak x = yz, 

& tak 
loga X = loga y + loga-

a z toho plynie (3). 

III. Logaritmus TubovoFncj mocniny dostaneme, ak logaritmus 
základu násobíme mocnitelům, t. j. 

loga Z* = k\ogaX. ( í ) 
Nech je 

loga x = r, teda ď = x, 
potom bude 

ark = = a tak 

loga xk = kr, t. j. platí (4). 
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Číslo /»* vo vete I I I . nemusí byt relé. Ak je k prevrátená hod-
nota prirodzeného čísla n, je 

1 

ťk ~ x n , cize xk = yx. 

Zvláštnym prípadom I I I . vety je teda veta: 
IV. Logaritmus n-tcj odmocniny kladného čísla dostaneme, ak 

logaritmus základu dělíme odmocniterom, t. j. 
n. 

\ogayx = (logaa:) : n. 
Z I I I . vety plynie súvislost logaritmov tohože čísla .rpridvoch 

roznvc.il základoch a > 1, b > 1, vyjádřená 

¿ » — š s - (5> 
D ó k a z. Ak je log& x — i\ tak br — x. ((í) 

Pretože oba výrazy y ((i) sú rovnaké, sú rovnaké aj ích logaritmy 
pri základe a, t. j. 

rloga b == Ioga zkadial' r = , to je ale (5). 

4. C v i č e n i e. 

Vypočítajte: a) log24; b) log28; c) log216; d) log2 e) log2 * 

f ) log2 V; g) log2/2; h) l o g ^ Ž ; i) log2)/4; j ) l o g 2 ^ . 

2. Vypočítajte: a) l o g 3 l ; b) log33; c) log39; d) log3 27; 

e) log3 J ; f ) l og 3 ^ ; g) log3V3; h) log3]/9; i) log3-~:; j ) l og 3 ^-~ 
v ysí 

3. Vypočítajte: a) log5 1; b) log55; c) log512o; d) 

e) f ) log5)/5; g) log5i/l25; h) log5-^; 
i) j ) l o g a i r ^ — -

yiE y62o2 

4. Stanovte x tak, aby a) log2 x = 0; b) log2 x = 1; c) log2# = 2;: 

d) log2x = b; e) l o g 2 ^ = — 1; f ) log2;r = —4; g) log2 z = 

h) log2x = ; i) log2x = g-; j ) log2x = — 
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5. Stanovte x tak, aby a) log5;r = 0; 1>) log5.r = 1; c) log5.r = 3; 

d) log5x = — 1; e) log5.r = — 2; f ) log6.r - - 3 ; g) log5.r = * ; 

h) log5.r = * ; i) log5.r = — ; j ) log5.r - — ; . 

<>. Stanovte .t tak, aby a) log3;r -- 0; 1>) log3.?- — 1; c) loga.r --= 2: 

d) log3.r = 4; e) log3.r = — 1; f ) l o g : r r — — 3 ; g) log3.r--- ; 

li) log3.r — i) log3.r = — ^ ; j ) log3.T --- . 

7. Stanovte z tak, aby a) log, 1 -- 2; b) log, 8 ••== 3; <-) log-7 — 1; 

<i) log, l = - 2 ; e) log,0,001 = -3; f ) log,r> = \ ; g) log,3 = 

= 1 ; h) l o g , l = 0 ; i) log, 10 = 2; j ) I og , í>= 10. 

8. Vypoeítajte: a) log,z; b) log,z2; c) log,c3; d) log, • ; e) log. ; 

/- 3 4/ 1 l 
f ) l og ,yz ; g) log, ] ' z ; h) log ,y ť J ; i) log, ; j ) log, . 

9. Vyjádříte pomocou log,a: a) log, ar; 1>) log, ať2; e) log,az; 

«1) log,-?-; e) log,-? . 

10. Pomocou log,a, log,6 vyjádříte: a) log,a2t ; b) log,ía/j)3; 

3 4 i/ 
c) log,a fb; d) log, fa-fa6; log,-§-; í) l o g , - ^ ; g) 

3 - • 
h) l o g z ^ : ; i) log tfabž\ j ) l o g , a ] / y . 

11. Vypoeítajte a:, ak a) log,® = log* a + log,/> — log,o ; 

b ) log,® — 21og,a + 31og,ř>; c) log,® = log,a — * log,b; d) log,® = 

= ~ | l o g , a + l o g , ; e) log,® = l ; f ) log,® = 2 + log ,a ; 

g ) l o g , z — log ,a ; h) log',a: == log, (a + 1) + log* (a — 1); 

i) log,® = í o g , (a + 2) + log, (a — 1); j ) log,a: = log,a -f 

+ l o g . ( l + 4 ) . 

12. Dokažte, že loga6 = 

13. Dokážte, že a) loga6 • log ftc • logca = 1; b) log« x = 

= \0gbX • l0g a b. 
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14. Dokažte, že \ogab x = . 

15. Při ktorom základe z je log2a o n váčší ako log fc? (Pří-
klad: a = 500, b = 256, n = 3.) 

3. Tabulka logaritmov. 

V praxi sa užívajú najčastejšie dekadické logaritmy, t. j . 
logaritmy so základom 10. Píšeme stručné 

log .T miesto log10A:. 
Teda rovnica log x — r znamená to isté ako rovnica 10r = x. 

A lak 

log 1 - 0; log 1 0 - 1 ; log 100 = 2; log 1000 = 3 atd. 
log0,1 = —1; log 0,01 = —2; log 0,001 = — 3 atd. 

Zo 4. článku vieme, že, ak sa zváčší číslo, zváčší sa jeho loga-
ritmus. 

Teda 

čísla medzi 1 a 10 majů logaritmy medzi 0 a 1, 
10 a 100 „ „ „ l a 2, 

100 a 1000 „ ,, „ 2 a 3 atd. 
0,1 a 1 „ ,, „ —1 a 0, 

0,01 a 0,1 „ „ —2 a —1, 
0,001a 0,01 „ „ „ — 3 a — 2 a t d . 

Všimnime si najma čísel medzi 1 a 10, teda čísel, ktorých naj-
vyššia číslica má nulový rád. Ich logaritmy ležia medzi 0 a 1, 
sú to teda kladné čísla, ktoré majů pred desatinnou čiarkou 0. 
Ak má číslo medzi 1 a 10 tri cifry, ako napr. číslo N = 3,14> 
v tabuVke je udaný jeho logaritmus, zaokrúhlený na 4 desatinné 
miesta. Tento logaritmus má, ako vieme, pred desatinnou čiarkou 
len 0 a táto nula nie je v tabul'ke uvedená. V tabul'ke nájdeme 
len číslice za desatinnou čiarkou, ktoré tvoria tzv. mantisu 
logaritmu. Každý riadok tabulky obsahuje 10 mantís; to sú 
mantisy logaritmov čísel s týmiže prvými dvoma číslicami. 
Napr. mantisu logaritmu čísla N = 3,14 nájdeme v riadku 31 
a stípec 4; mantisa je 4969, teda 

log 3,14 = 0,4969 
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na štyri desatinné miesta. V čísla A' = l hVadáiiie v riadku 10 
a stípci 0; teda log l = 0,6021. Alebo log 7,7 = 0,8805; čiarka 
nad piatkou značí vzostupné zaokrúhlenie, teda log 7 , 7 0 , 8 8 G 
na tri desatinné iniesta. 

Ak má číslo A , ktoré je niedzi 1 a 10, viac ako tri cifry, ako 
napr. číslo Ar — 5,728, nenajdeme log N priamo v tabulko 
a užíváme interpoláViu podobné ako napr. pri tabuFkách gonio-
metrických funkcií. (líslo Ar je niedzi číslami 5,72 a 5,73, ktorých 
logaritmy podFa tabuFkv sú: log 5,72 == 0,7571, log 5,73 = 
•-= 0,7582. (Vislo A' je bližsie k číslu 5,73 ako k číslu 5,72 a tak 
aj log Ar bude bližsie k číslu log 5,73 ako k číslu log 5,72. Ak 
přejdeme od čísla 5,73 k číslu 5,72 zmenšením o 0,01, zmenší sa 
logaritmus o 0,0008 .-= 8 • 10~4; ak přejdeme od čísla 5,73 
k číslu 5,728, bude zmenšeme čísla: 2 desatiny z 0,01 a interpolá-
ciu prevedieme tak, že log 5,73 zmenšíme o 2 desatiny z 8 • JO-4, 
t. j. o 1,6- 10-4 = 2 - 10"4. Proto bude log 5,728 db 0,7580,. 
čo je skutočné správné na štyri desatinné miesta. Podobné 
hFadáme napr. log 2,023. Pri přechode od čísla 2,02 k číslu 
2,023 činí zváčšenie tri desatiny z 0,01, preto log 2,02 = 0,3051 
zvačšíme o tri desatiny tabulkového rozdielu (3075 - 305 1) • I O-4 == 
- 21 • 10-4; zváčšenie je 6,3 • I0~4 = 6 • 10~4; teda log 2,023 = 
= 0,3062 a to je zas správné na štyri desatinné miesta. Pri verkých 
labuFkovýchdiferenciáchpopísaná interpolácianiekedyniože udat 
štvrté desatinné miesto logaritmu trocha nesprávné; přelo loga-
ritmy čísel 1,001; 1,002; . . . . 1,109 sú osobitne udané v tabuFke. 

Doteraz sme hovořili len o logaritmoch týcli čísel N , ktoré 
sú medzi 1 a 10; ale ked vieme určit dekadické logaritmy takýchto 
čísel A7, 1'ahko už určíme dekadický logaritmus ktoréhokoFvek 
kladného čísla. Lebo každé kladné číslo sa dá písat v tvare 

x = 10* • N, (1) 

kde k je celé číslo (kladné, záporné alebo nula) a N je číslo 
medzi 1 a 10, ktorého logaritmus je medzi 0 a 1. Napr. 314 = 
= 102 • 3,14; 0,000314 = 10"4 • 3,14 atd. Je zřejmé, že k je 
rád najvyššej číslice v čísle x. Pretože ide o logaritmy so zákla-
dom 10, je log 10 = 1, teda log 10* = k a podia (1) bude 

log x = k + log A7; (2) 

31 



Napr. log 314 = 2,4969, log 0,000314 = 0,4969—4 atd. Celé 
«číslo k sa volá charakteristikou logaritmu kladného čísla x. 

Ak je číslo x váčšie ako 1, je jeho logaritmus kladný a má tvar 

log x = A\xxx* (3) 

kde pred desatinnou čiarkou stojí charakteristika A*, ktorá sa 
rovná rádu najvyššej číslice čísla x; hodnota charakteristiky 
nezávisí od číslic v čísle x, ale len od umiestenia desatinnej 
čiarky. Naproti tomu mantisa, označená hviezdičkarni v (3), 
závisí len od sledu číslic v čísle x a nemení sa pri posunutí 
desatinnej čiarky. 

Ak je číslo x menšíc ako 1, je jeho logaritmus záporný a píšeme 
ho v tvare 

log x = ( ) , x x x x —•//, (4) 

kde h — | Ic | je prirodzené číslo a hviezdičkv opřít značia 
mantisu. Teda napr. 

log 0,000314 = 0,4969 —4; log 0,314 = 0,4969 — 1 atd. 

{\ ) nie je obvyklý tvar písania záporného čísla; v obvvklom 
tvare máli by sme napr. 

log 0,000311= —3,5031; log 0 ,314= —0,5031 atd. 

Ale tvar (4), v ktorom móžeme logaritmus kladného čísla x < 1 
bezprostredne napísať, len. čo poznáme charakteristiku a man-
tisu, je pre logaritmus velmi účelný a zásadné budeme písat 
záporné logaritmy v tomto tvare. S logaritmom, ktorý má 
zápornú charakteristiku, počítáme ako s dvojčlenom! 

Ak má číslo x viac ako tri cifry, užíváme zas interpqláciu, 
napr. 

log 202300 = 5,3060; log 0,5728 = 0,7580 —1 atd. 

Doteraz sme hovořili len o určení logaritmu daného kladného 
čísla pomocou tabul'ky. Ale tabul'ky logaritmov móžeme po-
užit i na obrátený výkon: určit číslo, ak je známy jeho logaritmus. 

Příklad 1. log x = 3,9425. V tabulke nájdeme, že mantisa 
9425 zodpovedá čísliciam 876; rád najvyššej číslice sa rovná 
charakteristike, v našom případe trom, a preto číslica 8 znamená 
tisíce. Teda * = 8760. 
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Příklad 2. log x = 0,885 1 - 2 cize log ,ť = -1,1 MG. Druhý 
tvar je pre nás nevhodný a ak by číslo log x bolo dané povodně 
v tvare -1,1 MG, najprv by sine ho previedli na prvý tvar 
•0,8854--2. Pre mantisu S854 nájdeme v tabulko číslice 768 
a najvyššia číslica 7 má rád —2, teda slotiny a tak x = 0,0768. 

V oboch doterajších príkladoch mantisu sme našli v labulke; 
vo vačšine prípadov však daná mantisa nebude v tabulke. 
Nahradíme ju potom najbližšou tabulkovou mantisou a dosta-
neme hodnotu zaokrúlilenú na tri platné číslice, klorá pre 
prax v mnohých prípadoch postačí. Ale pomocou interpolácie 
móžeme určit aj šlvrtú platnú číslicu, ktorá zvlášť, v prípadoch 
malého tabulkového rozdielu manlís nebude vždy přesná. 

Příklad 3. log x = 0,4702. Mantisa «1702 nie je v tabulke. 
Najbližšia tabulková mantisa 4698 je o niečo nienšia a dáva 
číslice 295. z ktorých najvyššia má rád 0 (klorý sa rovná charak-
teristiko) a teda znamená jednotky. Bude teda na tri platné 
číslice x = 2,95+, kde malé znamienko plus naznačuje, že za-
okrúhlenie 2,95 je sostupné. Aby sme určili štvrtú platnú číslicu, 
všimneme si v tabulke vedl'a zmienenej už mantisy ešte druhu 
labulkovú mantisu 4713, ktorá je váčšia ako daná mantisa 4702. 
Rozdiel oboch tabulkových manlís 4713—4698 = 15. Na 
štvrtú číslicu, ktorú označíme písmenom n, připadá n desatín 
lohto rozdielu mantís, teda n-krát 1,5 • 10"4 ako rozdiel loga-
ritmov. Daná mantisa je 4702; pretože 4702—4698 = 4, hod-
notu n určíme takto: l,5n = 4, zkadial' n = 3 a preto x= 2,953 
na štyri platné číslice. 

Příklad 4. log x = 0,4575—1. Najbližšia tabulková mantisa 
je 4579; daná mantisa je o niečo menšia. Man tise 4579 v tabulke 
odpovedajú číslice 287; najvyššia číslica má rád —1. Teda na 
tri platné číslice x = 0,287~; malé mínus naznačuje, že skutočná 
hodnota x je o niečo menšia. Tabulkový rozdiel mantís 
4579 — 4565 = 24 porovnáváme s daným rozdielom mantís 
4579—4575 = 4. Podmienka 2,4n = 4 dáva přibližné n== 2. 
Teda na štyri platné číslice je x = 0,287 — 0,002, t. j. x == 0,2868. 

Příklad 5. log x = 0,900—3. Tabulková mantisa 8998 dáva 
číslice 794; najvyšší rád je —3 a preto x = 0,00794. Tabulkový 
rozdiel 9004—8998 = 6 porovnáváme s daným rozdielom 

"-3 Antiretika 33 



9000 - 8 9 9 8 = 2; dá 0,0/7 - 2, teda n = 3 a tak * = 0,007943, 
Ale nie je vylúčené, že na štyri platné číslice zaokrúhlené číslo x 

je v skutočnosti x = 0,007944. O tom by bolo možné rozhodnut 
len vtedy, keby sme poznali presnejšie hodnotu log x a i potom by 
bolo na to třeba presnejšie tabulky. 

Na urychleme interpolácie je v tabuFke posledný štipec,, 
označený P. P. (latinsky Partes proportionales = úměrné diely). 
Tým sa nebudeme zaoberať. 

5. (I v i č e n i e. 

1. Nájditc dekadické logaritmy čísel: a) 2,63; b) 8,37; o) 1,52; 
d) 4,02; e) 1,032; í) 7,7; g) 4,2; h) 3,8; i) 5; j ) 9. 

2. Nájdite dekadické logaritmy čísel: a) 3,452; b) 7,546;: 
o) 8,888; d) 5,503; e) 4,308; f ) 2,034; g) 6,057; h) 4,003; i) 9,007; 
j ) 1,0434. 

3. Nájdite dekadické logaritmy čísel: a) 23,6; b) 457; c) 8700; 
d)0,172; e) 0,003; f ) 48,42; g) 530,7; h) 8765; i) 0,6089; j ) 0,007006.. 

4. K daným dekadickým logaritmom nájdite čísla: a) 0,5119;. 
b) 0,7505; c) 0,9196; d) 0,9566; e) 0,0282; f ) 0,4472; g) OJ761; 
h) 0,8808; i) 0,7782; j ) 0,9542. 

5. K daným dekadickým logaritmom vyhladajte čísla: 
a) 0,1113; b)* 0,5228; c) 0,6596; d) 0,0419; e) 0,4846; f ) 0,7040;, 
g) 0,5568; h) 0,9195; i) 0,6993; j ) 0,3027. 

6. K daným dekadickým logaritmom nájdite čísla: a) 1,8222; 
b) 2,5752; c) 4,4140; ď) 0,2718—1; e) 0,0233 —2; f ) 1,7777;, 
g) 2.5000; h) 3,0180; i) 0,4177-1; j ) 0,3456-3. 

7. Nájditc číslo, ktorého dekadický logaritmus je: a) —0,3782; 

b) -1,1409; c) -2,2222; d) - 3 , 3 ; e) - i ; f ) - § . 
8. Vypočítajte (na dve desatinné miesta) dekadické logaritmy 

prirodzených čísel od 1 do 10 z přibližných vztahov: 210 = 1000; 
3* = 10 • 23; 5 = 10 : 2; 72 = 50. 

9. Ak přibližné platia rovnosti: 2 • 335 = 1017; 216 = 10 • 38. 
Vypočítajte odtiaF (na štyri desatinné miesta) dekadické loga-
ritmy čísel 2 a 3. 

10. A k sa zváčší ČÍSIQ xk-krat, zváčší sa jeho dekadický 
logaritmus o log A\ Dokážte! 
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11. Ak sa zvačší číslo x o //, zvačší sa jeho dekadický logarit-

mus o log |l + . Dokažte! 

12. Ak sa zváčší dekadický logaritmus čísla x o //?, zvačší sa 
toto číslo o X (10m - - 1). Dokažte! 

(>. Použit ie tabulky lojjarilmov. 

Pomocou nasej labiďky dajú sa rychle a pohodlné riešiť, roz-
manité úlohy, pri čom přesnost riešenia je závislá od přesnosti 
tabulky. Štvormieslna tabulka obyčajne umožňuje určit styrí 
platné číslice výsledku, pričom štvrtá obyčajne nie je úplné 
spofahlivá. Táto přesnost je postačujúca pre běžné fyzikálně 
úlohy, lebo přesnost výsledku závisí v prvom rade od přesnosti 
priamo meraných hodnot a už meranie na tri platné číslice je 
prakticky obtažné. 

Logaritmy umožňujú nahradit násobenie sčítáním. 

Příklad 1. Vypočítajte - 0,2364 • 0,3181. Podia tabutky: 
log 0,2364 = 0,3736 - 1 
log 0,3481 =0,5-117 — 1 

log x 0,9153—2, teda .7: = 0,08229 

alebo x = 0,08228. Presvedčte sa, že přesná hodnota je 
x = 0,008229084. 

Dalej logaritmy umožňujú nahradit delenie odčítáním. 

Příklad 2. Vypočítajte * - 3,489 : 156,4. Podia tabuťky 

log 3,489 =0,5427 
- l o g 156,4 =2,1942 

log"* = 0,3485—"2, teda * = 0,02231. 
Presvedčte sa delením! 
Pomocou logaritmov umocňovanie nahradíme násobením. 

Příklad 3. Vypočítajte približnú hodnotu mocniny 317. 

log 3 = 0,4771, teda log 317 = 8,1107 a tak 

317 = 1,28 • 10®. Zistili sme hodnotu čísla 317 na tri platné 
číslice. 
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Skúmajme spofahlivosC výsledku. Údaj log 3 ==0,4771 zna-
mená, že log 3 >0,47705; log 3 < 0,47715. Pretože log 3 " = 
= 17 log 3, je log 3 " >8,10985; log 3 " < 8,11155. Teda podl*a 
tabufky 3 " > 1,287 • 10«; 3 1 7 < 1,291 • 108. Je teda náš údaj 
317 = 1,29 • 108 v podstatě spolahlivý. 

Konečné odmocňovanie nahradíme delením: 

Příklad 4. a: = }/l00 . Pretože log 100 = 2, bude log x= 0,2857 
a tak x =1 ,930 alebo 1,931. 

Příklad 5. x = fa,0002433; log 0,000243 = 0,3856-4; toto 
číslo máme dělit 3. Prevedieme ho najprv na tvar 2,3856—6, 
vktoromaj charakteristika je delitel'ná 3. Potom delíme a dosta-
neme log x = 0,7952 —2, oďkial' .r = 0,06240. 

Na príkladoch sme si ukázali, ako sa pomocou logaritmov 
násobí, delí, umocňuje a odmocňuje. A teraz ešte vypočítáme 
složitější příklad s týmito výkonmi. 

log 11,2 = 1,0492 
log 2 3 , 4 = 1,3692 
log 3 7 , 0 = 1,5752 

log čitatela = 3,9936 

log 256,4 = 2,4089 
log 9 7 , 6 = 1,894 • 

log menovatela = 4,3983 

3,9936 
-4,3983 

log zlomku = 0,5953—1 

(1,5953—2) : 2 = 0,7976—1 
log x = 0,7976—1 

x = 0,6274. 

Všimnite si, že sme nevypočítali hodnotu čitatďa, menovatel'a 
a zlomku, ale len ich logaritmy. 
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6. G v i č e n i e. 

1. Vypočítajte: a) 2,47 • 1,86; b) 704 • 14,2; <••) 0,3721 • 1,276; 
d) 54,26 • 0,02873; e) 3,05 • 0,468 • 0,256. 

2. Vypočítajte: a) 56,2 :4,81; b) 6,254 :9,236; c) 0.2 187 : 5.602; 
d) 1 : 3,784; e) 10 : 0,07138. 

3. Vypočítajte: a) 3,252; h) 18,73; c) 1,0325; d) o.r>(>H\»; 
e) 0,21543. 

4. Vypočítajte: a) fiťjíi ; I.) ; c) }/-156,8 ; <l) /0,'>:{i:> ; 

e) 5/l0; f )3y(M. 

5. Vypočítajte: a) /2^>62 • 0,3186 ; b) y5,426a — -1,802®; 

c) 2 -3 ,872- d) 

6. S akou presnostou možno pomocou štvormiestnej labuFky 
logaritmov vypočítat': a) (77) ; b) 7Í?7)? 

7. Vypočítajte: a) V7~- - IŤT; b) ^0,3253* + 0,48672 ; 
5 3 

c ) ( 4 ) t + ( T ) t ; ( | ) ^ + vž+W-

8. Vypočítajte obsah trojuholníka, ktorého strany sú: 
a = 965 dm; b = 6,38 dm; c = 5,84 dm. 

9. a) Vypočítajte dlžku kružnice, ktorej poloměr r --- 31,2 cm. 
b) Vypočítajte plochu kruhu, ktorého priemer d 26,3 dm. 

10. a) Obvod kruhu je 1 m. Vypočítajte jeho plochu, 
b) Plocha kruhu je 1 m2. Vypočítajte jeho obvod. 

11. Povrch kočky je 1 m2. Vypočítajte jej objem. 

12. Litrová nádoba má podobu valca, ktorého výška sa rovná 
dvojnásobnému priemeru základné. Vypočítajte rozměry nádoby. 

13. Vypočítajte a) povrch, b) objem Zeme (poloměr 6371 km). 
14. Vypočítajte poměr a) povrchov, b) objemov Zeme a 

Mesiaca (poloměry 6371 km a 1741 km). 

15. a) Vypočítajte, kol'ko percent objemu gule zaujíma kočka, 
do nej vpísaná. b) Riešte túto úlohu aj pre povrch. 

16. a) Aký vetký je poloměr gule, ktorej objem je 1 m3? 
b) Aký vel'ký je poloměr gule, ktorej povrch je 1 m2? 
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17. V pravouhlom trojuholníku je jedna odvěsna 15,2 cm, 
přepona 25,7 cm. Vypočítájte druhu odvěsnu. 

18. Vzdialenost 32,7 cm dlhej tětivy od středu kružnice je 
12,6 cm. Vypočítajte poloměr kružnice. 

19. Hrany kvádra sú: 26,3 cm, 42,5 cm, 56,8 cm. Vypočítajte 
a) jeho povrch, b) jeho uhlopriečku. 

20. Ak sú dané: log a = 3,2683, log b = 2,3548 a chceme vy-
počítat log (a + b), móžeme počítat aleho tak, že stanovíme 
čísla a, ř>, potom tieto čísla sčítáme a vyhradáme log ich súčtu, 
aleho aj tak, že počítáme podta rovnosti log ( a - f fr) = log a + 

+ log|l + j , kde najprv stanovíme hodnotu ^ a potom vy-

počítáme log|l + • Prevedte oba spósoby a rozmyslíte si, 

ktorý z nich je výhodnější. 



II. Komplexně čísla. 

7. Zavedeni® koiuplexnýeli čísel. 

Slovo číslo doteraz stále znamenalo reálne číslo. Keálne čísla 
sa delia na racionálně a iracionálně. Vlaslnosli počlových vý-
konov s racionálnymi číslami sine podrobné opisovali a odůvod-
ňovali v prvej triede; u iracionálnych čísel vychádzali sme zo 
skuločnosli, že každé iracionálně číslo možno nahradit racio-
nálnym, ktoré sa od nelio líši tak málo, že na tom prakticky 
nezáleží. S iracionálnyini číslami sme tak počítali, že sme ich 
nahradzovali racionálnymi číslami špeciálneho tvaru, ktoré sa 
im přibližné rovnajú, lotiž desatinnými zlomkami. Všetky 
poctové pravidlá, ktoré sme odůvodnili pre racionálně čísla, 
zostávajú správnými i pre reálne čísla (racionálně a iracionálně); 
ale odůvodnenie sme neprevádzali a nebudeme ho prevádzat jednak 
preto, že je zdlhavé a obEažné, jednak přelo, že pri praktických úlo-
hách ide vo váčšine p řípa do v len o přibližné výpočty a ako už vieme, 
každé iracionálně číslo můžeme nahradit racionálnym, ktoré sa 
od neho líši tak málo, že pri približnom výpočte na tom nezáleží. 

Pojem reálneho čísla sa však ukázal pre matematiku příliš 
úzkým a jedným z naj váčších pokrokov v matematike bolo zavede-
me všeobecnejšieho druhu čísel, ktoré sa volajú komplexné čísla. 
Tieto čísla budeme teraz definovat a naučíme sa s nimi počítat. 

Nepostačitelnost reálných čísel pre matematiku sa historicky pre-
javila najprvtou skutočnosEou, že celkom jednoduché rovnice ne-
majú často reálne kořene. Predovšetkým sú to známe nám kvad-
ratické rovnice so záporným diskriminantom, t. j. rovnice tvaru 

aa* + bx + c = 0, (a + 0) (1) 

n ktorých b2 —4cic < 0 . Najjednoduchšia taká rovnica je 

a ? + 1 = 0 , (2) 
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n ktorej je na prvý pohled zřejmé, že nemá reálny kořeň. 
Zavedením komplexnýeh čísel bude mať kořeň nielen rovnica 
(2), ale každá kvadratická rovnica. Ostatně dóležitost zavedenia 
komplexnýeh čísel spočívá aj v tom, že ich zavedením nielen 
každá kvadratická, ale aj každá algebraická rovnica tretiehov 

štvrtého, piateho a vobec l ibovolného stupňa má vždy kořeň. 
To je tzv. základná veta algebry, ktorá však nie je v učebnonr 
programe gymnázia. 

Množstvo komplexnýeh čísel musí teda obsahovat vedla 
reálných čísel predovšelkým číslo, ktoré označíme i a ktoré bude 
koreňom rovnice (2). Číslo i sa volá imaginárnou jednotkou:, 
písmeno i je počiatočné písmeno slova imaginárny, ktoré je 
latinského póvodu a znamená: obrazný; v starej českej matema-
tické j literatuře sa slovo imaginárny počešťovalo a nahradzovalo-
slovom „pomyslný". Názov imaginárny je akýsi protiklad 
názvu reálny, ktorý vlastně znamená skutočný. Neskoršie 
vidíme, že komplexné čísla nie sú o nič menej skutočné než čísla 
reálne. Zatial' poznamenajme, že sme písmená doteraz užívali 
vo význame reálných čísel; tieto písmená r/, b, c atd. boly 
tlačené tzv. kurzívou a nie antikvou (a, b, c atd). Písmeno i 
však neznamená reálne číslo, preto bude tlačené antikvou*. 
Kurzívne písmená a, ft, c budeme užívat len vo významné 
reálných čísel. Vedla reálných čísel zavedieme najprv tzv . 
rýdzo imaginárně číslo tvaru 

a i , (:$) 

kde písmeno a znamená l ibovolné reálne číslo. Aký je skutočný 
význam rýdzo imaginárnych a komplexnýeh čísel vóbec, bude 
účelnejšie pohovořit si o tom neskoršie, až po definícii sčítania 
a násobenia týchto čísel. Bude však účelné už teraz zaviest' 
geometrické znázornenie, ktoré je u komplexnýeh čísel vefmi 
dóležité. Ako viete, reálne číslo znázorňujeme pomocou bodu na 
vodorovnej priamke, ktorú sme doteraz volali číselnou osou: 
pretože na číselnej osi sú znázorněné len reálne čísla a nám pojde 
teraz aj o iné nové čísla, budeme miesto číselná os radšej hovořit 
reálna os. Začiatkom, t. j. obrazom čísla 0, nakreslíme ešte svišlú 
priamku a túto budeme volat imaginárnou osou. Na tejto ima-
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ginárnej osi budeme si znázorňovat- rýdzo imaginárně čísla 
a to tak, že obraz čísla (3) leží na imaginárnej osi vo vzdialenosti 
| a | od počiatku nad reálnou osou, ak a " O , pod reálnou osou, 
ak a < 0. Pre a ~ 0 máme Ol a položíme 

0 i — 0 ; 

to znamená, že reálne číslo 0 je zároveň rýdzo imaginárně číslo; 
okrem tejto výnimky rýdzo imaginárně čísla nie sú reálne 
a geometricky sú inde znázorněné než reálne čísla. Ako možno 
očakávať, položíme 

n i , 

t. j. medzi rýdzo imaginárně čísla patří aj imagiiiárna jednotka i, 
znázorněná bodom, ktorý je svisle nad začialkom v takej vzdia-
lenosti od začiatku, ktorá sa rovná zvolenej dl/kovej jednot,ke. 
Podobné položme ešte 

n - i (•">) 
V obr. 9 sú znázorněné reálne čísla 0, 1, 2, 4, -2 a rýdzo ima-
ginárně čísla 0, i, 2i, —i, —2i; připomeňme si znovu, že číslo 0 
je zároveň reálne i rýdzo imaginárně. 

Teraz si zavedierne všeobecný pojem komplexného čísla; 
slovo komplexný je latinského povodil a znamená: složený. 

2i 

i 

-2 -1 0 1 2 

- i 

-2i 

Obr. 9. 

Komplexné číslo je dvojica, složená z reálneho čísla a± a z rýdzo 
imaginárneho"čísla a2i; reálne číslo a1 sa volá reálnou časťou 
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komplexného čísla, reálne číslo a2 sa volá imaginárnou časťou 
komplexného čísla. Mcdzi komplexné čísla počítáme aj všetky 
reálne čísla a a to tak, že reálnou častou čísla a je číslo a samo, 
kdežto imaginárnou častou je v tomto případe číslo 0. Aledzi 
komplexné čísla počítáme aj všetky rýdzo imaginárně čísla a i 
a to tak, že teraz je reálna časť 0 a imaginárnou častou je a. 

Komplexné číslo s reálnou častou ax a s imaginárnou častou a2 

geometricky znázorňujeme bodom, ktorý je priesečíkom svislej 
priamky, vedenej obrazom reálneho čísla s vodorovnou 

[í-12] ' 

i 
I 
I | 

" I m 
i i 
I ! 

I 
I | 

I 
I 
| 

. [-2,1] [1;-1] 

Obr. 10. 

priamkou, vedenou obrazom imaginárneho čísla a2\. Toto 
komplexné číslo odteraz budeme označovat 

[ « „ a j ; (6) 

malé písmená (kurzívou písané; písmeno i, písané antikvou 
sem nepatří) nateraz budú znamenat len reálne čísla. Pře jasnost 
výkladu komplexné čísla budeme označovat vetkými písmenami 
a to tak, že reálnu a imaginárnu časť označíme příslušnými 
malými písmenami s indexom 1 pri reálnej časti a s indexom 2 
pri imaginárnej časti, napr. 

A = [a^ a2], B = b2], C = [cv c2]. 

Y obr. 10 sú znázorněné komplexné čísla [1, 1]; [3, 1]; [1, —1]; 
[ - 1 , 2 ] ; [ - 2 , - 1 ] . 

Ako reálne tak i rýdzo imaginárně čísla sú zvláštnymi prí-
padmi komplexných čísel, a preto ich budeme takto ozna-
čovat: 
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a = [«, 0] je reálne číslo, 
a\ = [0, a] je rýdzo imaginárně číslo, 

i = [0, 1] je imaginárna jednolka, 
0 = [0, ()]. ' 
1 = [ 1 , 0 ] . 

Posledná definíeia: imaginárně ríslo je lak'> komplexně ríslo, 
ktoré nie je reálne, teda komplexné číslo je imaginárně, ak 
a2 4= 0- Medzi imaginárně čísla patria aj všelky rýdzo imagi-
nárně čísla s výnimkou 0, ktorú sine sice zařadili medzi imagi-
nárně čísla, ktorá však podia nasej definíeie nie je rýdzo ima-
ginárna, lebo 0 je reálna. 

7. C v i c e n i e . 

1. Existuje komplexné číslo, ktoré je súčasne a) reálným, 
b) rýdzo imaginárnym, c) imaginárnym číslom? 

2. Existuje reálne číslo, ktoré je súčasne a) komplexuvm, 
b) rýdzo imaginárnym, c) imaginárnym číslom? 

3. Existuje rýdzo imaginárně číslo, ktoré je súčasne a) kom-
plexným, b) reálným, c) imaginárnym číslom? 

4. Existuje imaginárně číslo, ktoré je súčasne a) komplex-
ným, b) reálným, c) rýdzo imaginárnym číslom? 

5. Komplexné číslo [a v a2] je zobrazené bodom M. Ktoré 
komplexné číslo je zobrazené bodom, súrnerným k bodu IVI 
a) podia reálnej osi, b) podia imaginárnej osi, c) podFa počiatku? 

6. Dve komplexné čísla [ax, a2], [bv b2] považujeme za rov-
naké, ak sú zobrazené tým istým bodom. Dokažte, že to nastane 
len a jedine vtedy, ked ax = b11 a2 = b2. 

7. Je možné, aby pre nějaké komplexné číslo platilo a) 
[av a2] [al7 — a2]; b) [av a2] = — [a l t a2]; c) [av a2] = 

= [ — — «2]? Ktoré je to číslo a kde leží jeho obraz? 
8. Je možné, aby pre nějaké komplexné číslo platilo [al7 a2] = 

= [a2, ax]? Kde leží obraz takéhoto čísla? 
9. Ktoré komplexné číslo zobrazuje vrcholy štvorca, ktorého 

jeden vrchol leží v začiatku a jedna jeho strana, dížky 1, leží 
v reálnej osi? Je niektoré zo zobrazených čísel a) reálne, b) 
rýdzo imaginárně, c) imaginárně? (Vcelku štvoro riešení.) 
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10. Ktoré komplexné čísla zobrazujú vrcholy pravidelného 
šesluholníka, ktorého střed leží v začiatku. a jeden vrchol leží 
vo vzdialenosti 1 od začiatku a) na reálnej osi, b) na imaginárně] 
osi? 

11. Štvorce má střed v začiatku a jeden vrchol v bode, ktorý 
je obrazom čísla [a1? a2]. Ktoré komplexné čísla zobrazujú 
ostatně vrcholy tohto štvorca? 

12. Ktoré komplexné čísla sú zobrazené bodmi, ležiacimi na 
priamkach, ktoré rozpolujú uhly, sovrené reálnou a imagi-
nárnou osou? 

Sčítanie a násobenie komplexnýeh čísel. 

Ak sú dané dve komplexné čísla 

A = [a^ a2], B = [bXi b2], 

icli súčet A + B definujeme takto: 

A + B = [ax + a2 + ¿>2], 

t. j. dve komplexné čísla sčítáme tak, že sčítáme ich reálne a ich 
imaginárně časti. Podta definície (1) komplexné čísla sčítajú sa 
tak jednoduchým spósobom, ako je z definície priamo zřejmé, 
že známe základné vlastnosti sčítania reálných čísel platia i pre 
sčítanie komplexnýeh čísel. Predovšetkým platí 

A + B = B + A, (2> 

t. j. komutatívny zákon sčítania platí i pre komplexné čísla. 

Dalej máme pre tri komplexné čísla 

A = [ax, a2], B = [fij, fc2], C = [cls c2]: 
(A + B) + C = A + (B + C), 

t. j. asociatívny zákon sčítania platí i pre komplexné čísla, takže 
móžeme písat A + B + C i bez zátvorky. Asociatívna veta 
sčítania platí pre rubovolný počet sčítancov. Třeba poznamenat, 
že aj pre každé komplexné číslo A platí: 

A + 0 = A. 
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Ako při reálných, tak i při komplexných číslach mánie ku 
každému komplexnému číslu A -- [al% a2] opačné komplexné 
číslo 

— A = [—a x , —a2 ] , (\) 

ktoré má túto vlastnost: 
(—A) + A = 0 . (3) 

Ak sú dané komplexné čísla A, B, existuje právě jedno kom-
plexné číslo X, ktoré je koreňom rovnice A X B; 
toto číslo je 

X = B + [ - A ] , 

jednoduchšie píšeme X = B — A a voláme ho rozdielom s men-
šencom B asmenšiterom A. Tým sme zistili, že všetky základné 
zákony sčítania reálných čísel bez změny platia i pro kom-
plexné čísla. 

Poznamcnajme ešte toto: Medzi komplexné čísla patria aj 
všetky reálne čísla. 

Ak sú A = [a, 0], B = [6, 0] dve reálne čísla, tak podia dcfi-
nície (1) A + B = [a + b, 0], t. j. obecná definícia súčtu dvoch 
komplexných čísel v tom zvláštnom případe, kccl oba sčítanci 
sú reálne čísla, vedie znovu na obyčajnú deíiníciu súčtu reálných 
čísel. Podobné v případe A = [0, a], B = [0, b] dvoch rýdzo 
imaginárnych sčítancov podia definície (1) bude 

A + B = [0, a + h) 
alebo 

ai + bi = (a + 6)i, ((») 

čo zas potvrdzuje účelnost definície (1). Nakoniec si všimneme 
případ, ked prvý sčítanec A = [a, 0] = a je reálne číslo a druhý 
sčítanec B = [0, a2] je číslo rýdzo imaginárně. Podia definície (1) 

A + B = [a1} a2], ale 
[ax, a2] je to isté ako ax + a2i. (7) 

Preto pre komplexné číslo [ax,a2] zavedieme aj označenie 
« i + o2i. 

Pristúpme k definícii násobenia dvoch komplexných čísel. 
Už v článku 7. sme poznamenali, že zavedením komplexných 
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čísel rovnica x2 + 1 = O má kořeň x = i. Aby táto podmienka 
bola splněná, musí byt definícia násobenia dvoch komplexných 
čísel taká, aby z nej plynulo 

i2 - - 1 ( « > 

v tom smysle, že ¡- znamená súčin i • Neeh je znovu 

A = [ax, a2], B = [blt b2] (9> 
alebo 

A = ax + a2i, B = b1 + b2 i. 

Ak má byt súčin A • B tak definovaný, aby zostaly v platnosti 
všetky pravidla pre počítanie s reálnými číslami a aby okrem 
toho platilo (8), bude 

(«i + <*2i) • [bx + fc2i) = ci1b1 + a^i + a ^ i + a2b2i2, 
či že 

+ a2l) • (bx + fc2i) = (a1b1 — a2b2) + [a2b1 + c^bji. 

Tým sme došli k následuj úcej definícii súčinu dvoch komplex-
ných čísel (9): 

A • B = [a1bl — a2b2, axb2 + «2^1]- (10) 

Našou úlohou bude teraz presvedčit sa, že pri platnosti 
definície (10) bude mat násobenie komplexných čísel skutočne 
tie vlastnosti, ktoré poznáme pre násobenie reálných čísel. Predo-
všetkým si všimneme, že vo zvláštnom případe A = [a, 0]; 
B = [6, 0] z definície (10) vychádza A • B = [a6, 0]; t. j. vše-
obecná definícia súčinu dvoch komplexných čísel v tom zvlášt-
nom případe, ked oba činitelia sú reálne čísla, znovu vedie na 
obyčajnú definíciu súčinu dvoch reálných čísel. V případe 
A = [0, 1]; B = [0, 1], alebo A = B = i z definície (10) plynie 
A - B = [—1,0] . Teda podia definície (10) skutočne platí zá-
kladný vzorec (8). Je bezprostredne zřejmé, že z definície (10) 
plynie A • B = B • A, t. j. komutatívny zákon násobenia platí 
i pre komplexně čísla. 

Ak sú dané 3 komplexné čísla 

A = [a lva2], B = [bx, b2], C = c2], 
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potom podia definície (10) bude 

( A B ) C = 
= [ ( a A — a 2 6 2 ) c 1 — ( « 1 f t 2 + a 2 6 1 ) c 2 , (axb2 + « 2 ^ 1 ) ^ 1 + {(hlh-~aJ)2)c2] 

A (BC) = 
= [ f f i t V i - W - ^ í V ž + V i l i "i(V2 + b2cx) + ft2c2)] 

na základe známých pravidiel o počítaní s reálnými číslami 
z toho vyplývá, že 

A (BC) — (AB) C, (11) 

asociatívny zákon násobenia plati i pře komplexně čísla a tak 
móžeme písat A B C 1 bez zátvorky a to i pre l ibovolný počet 
činitelov. 

Ak B - [1, 0] = 1, alebo B - [0, 0] - 0, z (10) plynie: 

A • 1 = A, (12) 

A • 0 0, (13) 

pre každé komplexně číslo A. f)alej nech je 

A = [<*!, a2l A' = |«í, říj], B = [&1? b2]. 

PodFa definície sčítania a násobenia bude 

AB + A B = 
= [ ( « A — « 2 ^ 2 ) + ( ^ 1 —«2^2)» ( «2^1+ «1 b z ) + ( « 2 f t l + «1^2)] 

(A + A ) B = 
= [{<*i+(Q bx—{a2+aí) b2, [a2+ a2) bx+ K + « i ) 6 2 ] ; 

podl'a známých pravidiel o počítaní s reálnými číslami z toho 
vyplývá, že 

AB + A B - (A + A')B, (14) 

t. j. distributívny zákon platí aj pre komplexné čísla. 

V tomto článku definovali sme sčítanie a násobenie komplex-
ných čísel a zistili sme predovšetkým, že pri sčítaní komplexných 
čísel platia presne tie isté pravidlá ako pre reálne čísla. Pri 
násobení tiež sme zistili súhlas u vačsiny základných pravidiel, 
ale s násobením nie sme ešte hotoví. Všimnime si pravidla (13): 
A • 0 = 0; podia komutatívneho zákona je aj 0 • A = 0 a mó-
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žeme povedat: Siíčin dvoeh komplcxnýeh čísel je nula, ak je 
íispon jeden činitel' nula. Naskýtá sa otázka, ak A • B = 0, či aj 
obrátene móžeme súdit, že aspoň jeden činitel' je nula. Vieme, 
že pri reálných činiteloch je to tak a aj pre komplexných čini-
tel'ov platí táto veta, ale doteraz sine to ešte nedokázali, a to je 
v našich doterajších výsledkoch podstatnou ínedzerou. Druhá 
medzera, ktorá úzko súvisí s prvou, je to, že doteraz ešte nič 
nevieme o delení komplexných čísel. 

<S. ( l v i č e 11 i e. 

1. Vypočítajte: a) [2,3] + [8,1]; b) [8, 5] + [2, <)]; c) [3, - 2 ] + 
+ [ - 1 , l ] ; d) [2, 1] + [ - 3 , - 1 ] ; e) [-4, - 3 ] + [ - 2 , - 1 ] ; 
I ) [2,3] - [ - 1 , 5 ] ; g) [2,1] - [ 0 , 2 ] ; h) [3, 1] - [ - 1 , - 2 ] ; 
i) [—3,5 ] - [ - 2 , 4]; j ) [ - 3 , - 1 ] - [ - 3 , - 2 ] . 

2. Vvpočí lajte: a) (2 + 3i ) + (1 + 2i) ; b) (2 - i) + 21; 
« ) (2 - 3 i ) + ( - 3 + 21); d) ( - 2 - i) + (2 - i); e) ( - 1 - i ) + 
+ ( - 2 - 3 1 ) ; f ) ( 3 + 2 1 ) - ( 2 + 31); g) ( - 1 - 3 1 ) - 5 ; 
h) ( 4 - 5 1 ) - ( 2 - 3 1 ) ; i) (3 + 1) - ( 2 - 1 ) ; j ) ( - 1 - 1 ) -
- ( - 2 - 3 1 ) . 

3. Je možné, aby a) súčet, b) rozdiel dvoeh komplexných 
•čísel bol reálny? Kedy to nastane? 

4. Je možné, aby a) súčet, b) rozdiel dvoeh komplexných 
«čísel bol rýdzo imaginárny? Kedy to nastane? 

5. Je možné, aby a) súčet, b) rozdiel dvoeh komplexných 
-čísel bol imaginárny? Kedy to nastane? 

6. Vypoěítajte: a) [3,3] [2,1]; b) [2,1] [3, 0]; c) [3, - 2 ] [1, 2]; 
<1) [3, 0] [0, 2]; e) [4, - 3 ] [0, - 1 ] ; f ) [4, - 2 ] [2, 1]; g) [ - 2 , 4] 
1—2, - 4 ] ; h) [3, - 2 ] [2, - 3 ] ; i) [ - 3 , 1] [3, 1]; j ) [ - 2 , - 3 ] 

t - 1 , - I ] -
7. Vypočítajte: a) (4 + 31) 2; b) (3 + 51)1; c) (2 + 3 i) ( 4 + 51); 

d ) ( 2 - 3 1 ) ( 2+1 ) ; e) ( - 3 + 41) ( 4 - 3 1 ) ; f ) ( - 6 + 31) ( - 4 - 2 1 ) ; 
g ) ( - 1 - 1 ) ( 1 - 1 ) ; h) (1 + i ) 2 ; i) ( 2 -31 ) » ; j ) ( - 2 - 1 )*. 

8. Vypočítajte: a) i2; b) i3; c) i4; d) I5; e) 1«; f ) i7; g) i8. 
9. Vypočítajte: a) (1 + 1) (2 + 1) + (1 + 1) (1 + 2i) ; b) (2 + 

+ 31) (1 - 4 1 ) - ( 2 - 3 1 ) (1 + 41); c) (5 + 1) (1 - 3 ) (8 + 1); 
d) ( 1 + 1 ) ( 1 + 2 1 ) ( 1 + 3 1 ) ; e) (1 + !)•;• f) ( _ l + i y 3 ) » ; 
g) ( l - l ) * ; h) (1+1)«. 
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10. Je možné, ahv súčin dvoch komplexných čísel bol reálny? 
Kedy to nastane? 

11. Je možné, aby súcin dvoch komplexných čísel bol rýdzo 
imaginárny? Kedy to nastane? 

12. Je možné, aby súcin dvoeli komplexných čísel bol imagi-
nárny? Kedy to nastane? 

9. Sdružené komplexně čísla; absolutna hodnota. 

Ku komplexnému číslu A =•= a1 + a2i sdružení» komplexně 
číslo je A (citanie A s prúžkoni) = ax i. Je jasné, že aj 
obrátene k číslu A sdružené komplexné číslo je povodně koin-
plexné číslo A. Ak je číslo A reálne, A =--- A; ak je číslo A rýdzo 
imaginárně, A = - A. Obrátene: Ak A = A, je číslo A reálne; 
ak A = —A, je číslo A rvdzo imaginárně. Pri geoinetrickom 
znázornění komplexných čísel, kíoré sme zaviedli v článku 7 
a ktoré budu mat neskoršie doležilú úlohu, je A súmerný obraz 
bodu A podia reálnej osi. 

Zřejmé a doležité sú vzorce: 

Ak A = ax + a2i, tak A + A == 2a1? 

A — A = 2a2í. (1) 

Teda číslo A + A je reálne, číslo A — A je rýdzo imaginárně. 
Z definície súčtu a súčinu dvoch komplexných čísel je bez-

prostredne zřejmé, že: 

Á + B = A + B, A B = A • B (2) 
podobné 

( - - A ) - — A, A — B = A — B. (3) 

Z toho plynie, že ak z daných komplexných čísel A, B, C, . . . 
sčítáním, odčítáním, násobením odvodíme komplexné číslo K, 
tak zo sdružených komplexných čísel A, JB, C, . . . vznikne 
týmiže početnými výkonmi komplexné číslo K, sdružené s kom-
plexným číslom K. 

Ak napr. vypočítáme, že 

(2 + 3 i) (3 - i) - (1 + 2 i) (2 - i) + (1 + 3 i) (2 + 5 i) = 
= - 8 + 15i, 
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bez nového výpočtu bude 

(2 - 3 1 ) (3 + i) - (1 - 2 1 ) (2 + i) + (1 - 3 1 ) (2 - r>i) = 
= — 8 — 1 5 i. 

Po zavedení delenia komplexných čísel uvidíme, že ani tento 
výkon nerobí výnimku; preto: Ak z komplexných čísel A, B, C,. . . 
sčítáním, odčítáním, násobením a delením odvedieme kom-
plexně číslo K, tak zo združených čísel A, B, C, . . . vznikne 
týmiže výkonmi sdružené číslo K. 

Zvlášt dóležitý je súčin A • A dvoch sdružených komplexných 
čísel, kde 

A = a± + a2i, A = — a2 i. 

Podťa známých pravidiel bude: 

A A = al + al ( i ) 

Číslo A - A je teda vždy reálne a zpravidla kladné; jediná vý-
nimka nastane pre A — 0; v tomto případe A - A = 0. Druhá 
odmocnina J^A-A je dóležitejšia ako číslo A * Á samo ; ak je A 
reálne, teda A = a2 = 0, tak A - Á = a?, • A — = | aL |. 

Preto i v případe Tubo volného komplexného čísla A = a1-f-a2l 
píšeme 

|A|=//TÁ (5) 
a voláme číslo |A| absolutnou hodnotou čísla A. Teda 

K + G 2 i | = l + (6) 

Absolutna hodnota ěísla 0 je číslo 0; absolútna hodnota každého 
iného komplexného čísla je reálne kladné číslo. 

Pri znázornění komplexných čísel bodmi v rovině číslo (A) 
znamená vzdialenosE bodu A od počiatku; toto plynie zo zná-
mej Pythagorovej vety. 

Nech sú 

A = aL + a2i, B = 6í + 6 2 i 

dve Tubovolné komplexné čísla. Podl'a už dokázaných pravidiel 

AB = A B, 
A B A B = A B A B = A Á B B 
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a pretože 

¡A| = J/AA, I B [ = J/BB, | AB| = | AB AB, 

| A | - | B | = I A A • I BB = 1 AĚTAB = | AB 

dostaneme • AB j = | A | *|B|, (7) 

t. j. absolutna hodnota súeinu dvoeb komplexnyeli čísel rovná 
sa súeinu absolutných hodnot oboeh činíteFov. Veta o absolútnej 
hodnotě súeinu platí i pre rubovoVny počet činitefov. 

Teraz už 1'ahko doplníme doteraz ešle nepřebrané vlastnosti 
násobenia komplexných čísel (pozři koniec článku 8). Prcdo-
všetkým dokážeme, že, ak siíčiii AK dvoeb komplexních čísel 
je nula, musí byť aspoň jeden činiter nula. 

Dókaz. Ak AB = 0, je aj | AB | = 0 a podia (7) je aj 
| A | • | B | = 0; avšak absolútne hodnoty sú r e á 1 n e čísla, 
preto z tejto rovnice sleduje, že alebo | A | = 0, alebo | B | 0 
a to znamená, že alebo A = 0, alebo B = 0. 

Ďalej dokážeme, že ak je A komplexné číslo, rózne od nuly, 
existuje k nemu prevrátená hodnota, t. j. také komplexné číslo, 
ktoré vyhovuje rovnici 

A X = 1. (8) 

Postupujeme takto: Najprv předpokládá jme, že X vyhovuje 
rovnici (8), z čoho následuje 

A A X = Á 

a číslo AA = j A |2 je kladné reálne číslo, ku ktorému iste existuje 

prevrátená hodnota - L . Ak týmto zlomkom násobíme obe 

strany pradošlej rovnice, dostaneme 

A A 

Obrátene vsadenírn sa móžeme presvedčit, že číslo (9) vyhovuje 
rovnici (8). Teda každé komplexné číslo A, rózne od nuly, má 
prevrátenú hodnotu, ale len jedinú, a to je . 

Yšimnime si všeobecnejšie rovnice 

A X = B, (10) 

4' 51 



v k to rej A, B sú dané komplexně čísla a X je neznáma. Ak 
A = 0, B = 0, vyhovuje rovnici (10) každé komplexně číslo X; 
ak A = 0, B =t= 0, rovnica (10) je neriešitelná. Ak A 4= 0, má 
(10) právě jedno riešenie. 

Lebo. ak platí (10), je zřejmé 

X = 1 B (11) 

a obrátene z (11) móžeme dostat (10). Riešenie (11) rovnice (10) 
značíme obvykle 

X = | . (12) 
r B 
Znak má teda význam len v případe A + 0. Praktický postup 

je zřejmý z příkladu: 

+ i ( 3 + - I ) (2 + 31) 3 + l l i 3 , 11-
3i ( 2 — 31) (2 + 3i ) 13 13 13 1 ' 

Pre komplexně čísla definovali sme doteraz sčítanie a násobenie 
a zistili sme, že platia pre ne tie isté poctové pravidla ako pre 
reálne čísla. ZvlášC sme viděli, že i pre komplexně čísla možno 
definovat obrátené poctové výkony, odčítanie a delenie, s tým 
omedzením, že n u l o u d ě l i t n e m o ž n o . 

Ale medzi reálnými a komplexnými číslami je ten podstatný 
rozdiel, že reálne čísla móžeme porovnávat podia vďkosti 
(z dvoch různých reálných čísel jedno je menšie a druhé váčšie), 
€0 u komplexných čísel nie je možné. Pri komplexných číslach 
vďkosti porovnáváme len podTa absolutných hodnot. A j roz-
lišovanie kladných a záporných čísel pri komplexných číslach 
odpadá. 

Tie partie aritmetiky, v ktorých sa vychádza len od vlastností 
základných poctových výkonov a v ktorých pojmy váčší, 
menší, kladný, záporný nehrajú nijakú úlohu, prenesú sa bez 
změny i na komplexně čísla. Príkladom takej partie je náuka 
o mocninách s celými exponentmi. Ak je n prirodzené číslo, 
váčšie ako 1, tak An znamená pre každé komplexně číslo A 
súčin n činitelův, ktoré sa rovnajú číslu A; mimo toho je 

A1 = A, A° = 1 
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pře každé komplexné číslo A. On o p ro každé celé kladné 
číslo n; naproti tomu pře A 4= 0 platí An 4 O pre každé, celé 
kladné n (i pre n = 0). Preto v případe A 0 definujeme 
mocninu A~n s celým záporným mocnilelom ako prevrátená 
hodnotu komplexného čísla A (kdežto 0""n nedefinujeme). 

Na základe týchto definici!, kloré úplné súhlasia s predošlými 
definíciami pre reálno základy, máme i pre komplexné základy 
pravidla: 

Ar A* - A \ 

(Ar)* - A r\ 

A - - í - , 
Ar ' 

Ar B' = (AB) ' 

za předpokladu, že mocnitele sú celé čísla; základy sú l ibovolné 
komplexné čísla. Vylúčený je len případ, ked základ je 0 a sú-
časne mocnitel' je záporný. Dokazy týchto pravidiel sú doslova 
také isté, ako pre reálne čísla, a je preto zbyločné znovu ich 
preberat. 

9. C v i č e n i e. 

1. Vyhl'adajte komplexné čísla, sdružené s číslami: a) T> -f 2i; 
b) 4 — 3 i; c) - 2 + i; d) - 3 - i; e) 8; f) i; g) --5 i. Zobrazte 
tieto čísla! _ __ 

2. Rozpísaním na složky dokážte, že a) Á + B A B; 
b) AB = A B. 

3. Ak je [A] obraz čísla A, v akom vztahu sú k němu obrazy 
čísel —A, A, -A? Dokážte, že —Á = —A, dalej, že Á - B = 
= A — B ! = _ 

4. Aký význam má symbol A? Co značí A + B? 
5. Vypočítajte: (2 + i) ( 3 - i ) + (l + 2 i ) (1 — 3i) . Viete 

hned napísat, kol'ko je (2 — i) (3 + i) + (1 — 2 i) (1 + 3 i)? 
6. Dokážte, že z podmienky | A | = 0 plynie A = 0. 
7. Čo je geometrické miesto bodov, ktoré zobrazujú všetky 

komplexné čísla danej absolútnej hodnoty? 
8. Ktoré komplexné čísla sa rovnajú svojej absolútnej hod-

notě? 



9. Rozpísaním na složky dokažte, že | AB | = | A | • j B |. 
10. Rozpísaním na složky dokažte, že z podmienkv AB = 0 

plynie, že alebo A = 0, alebo B = 0. 
r)() <.) | | 

11. Vypočí tajte: a) ; b) j - ^ - j j ; <•) j - j r j ; d) -y ; 

x 1 + 1 n 1 + i \ 2 — 1 . v — 2 + 3i ., — 1—21 + i 
« ) T = n > 1) T + T i ; 2 + 1 ; h ) ; ^ = T = - n ' J) • 

12. Vypočítajte: a) + ; b) - j - j - . - + - y - L ^ ; 

1 + I 1 " i . (1 - ¡ ) 2 (1 + Í)2 

i — i - r + i ' - 7 + 1 n = n ~ • 
13. Je možné, aby podiel dvoch komplexných čísel bol číslo 

a) reálne, b) rýdzo imaginárně, c) imaginárně? Kedy to nastane? 
14. Ktoré komplexně čísla sa rovnajú svojej prevrátenej 

hodnotě? 
15. Ktoré komplexně čísla majů tú vlastnost, že sa rovnajú 

svojej a) druhej, b) třetej mocnině? 
16. Aké hodnoty móže postupné nadobúdat in, ked n je celé 

číslo? Dokážte, že in = in~4. 
17. Dokážte, že a ) T T A" = 1 : A; Á T B = Á : B. 
18. Dokážte, že | A | = | A |. 
19. Je možné, aby bolo a) A =~ ; b) A = i A; c) A = — ¡A? 

Kedy to nastane? 

10. Kvadratické rovnice. 

Už v článku 7. sine uviedli, že objav komplexných čísel histo-
ricky vznikol zo skutočnosti, že niektoré kvadratické rovnice 
s reálnými koeficientmi nemajú reálne kořene. Ako sme už 
uviedli a ako teraz dokážeme, zavedením komplexných čísel, je 
riešiterná každá kvadratická rovnica. 

Začnime s rýdzo kvadratickou rovnicou 

X2 = A, (1) 

kde A je dané komplexně číslo, ktoré móže a nemusí byt reálne, 
X je neznáma veličina. Ak A = 0, má rovnica (1) kořeň X = 0, 
to je v tomto případe jediný kořeň rovnice (1), lebo súčin dvoch 
komplexných čísel, róznych od nuly, nemóže byt nula. Ak je A 
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kladné reálne číslo, má rovnica (1) reálny kořen X = ^A (ako aj 
kořeň X = —VA); ak je A záporné reálne číslo, rovnica (1) má rýdzo 
imaginárny kořeň X = / |A| i (a tiež aj kořeň X -]/| Á | i). 
Ostává případ, ked číslo 

A = a1 + a2i 

je imaginárně, takže a2 4=0, teda aj </f > O. V lomlo případe 
vyjdeme zo skúsenosti, že mocninou imaginárneho čísla xx je opat 
imaginárně číslo. Skúsime teda vypočílaf také imaginárně číslo 
X — xx + .T2Í, aby jeho druhá mocnina sa rovnala danému číslu A. 

+ < u i . (2) 

z čoho následuje x; —x\ al (2) ' 

2;rl.r2 ----- a2. (2 ) " 

Vylúčením napr. xL a dosadením x\ — z po úpravě na normálny 
tvar dostaneme rovnicu 

Z2 + Hi- = 0. (li) 

(3) je kvadratická rovnica s reálnými koeficienlmi a s diskrimi-
nantom a \ 0 , má teda dva reálne kořene, ktorých 

a2 
súčin sa rovná zápornému číslu preto jeden kořeň je 
kladný a druhý záporný. Neeh je z kladný kořen rovnice (3) 
potom aj jeho odmocnina x2 = ]z j? reálna. TL rovnice (2 ) " vypo-
čítáme xx a potom 

x = 7 ) a ;_ + yFi, ( i ) 
^ I ^ 

z čoho X2 = — zj -f a2 i, 

podia (2) je teda X2 = ax + ci2i, t. j. X je kořeň rovnice (1). 
Dokázali sme, že pri každej vol'be komplexného čísla A rov-

nica (1) má aspoň jeden komplexný kořeň X = C. Ak je A = 0, 
je C = 0 a vieme, že v tomto případe nula je jediný kořeň 
rovnice (1). Ak A 0, tak ani C #= 0 a pretože číslo —C sa 
líši od čísla C, ale (—C)2 = C2, je aj číslo —C koreňom rovnice (1). 

Iný kořeň však rovnica nemá, lebo, pretože X = C je kořeň, je 
C2 = A a rovnicu (1) možno uviest na tvar X2 — C2 = 0 alebona tvar 

( X - C ) (X + C) = 0 . (5) 



Na 1'avej straně rovnice (5) máme súčin, ktorý sa rovná nule. 
preto aspoň jeden činitel' je nula; ak X — C = 0, je X = C, ak 
X + C = 0, je X = - C . 

Závěr: Zavedením komplexnýeh čišel rovníea (1) má pře A = O 
jediný kořeň X = 0, pre A 4= 0 má dva kořene, navzájom opačné. 

Ďalší postup je úplné taký ako u reálných rovnic, přebra-
ných v 1. triede. Móžeme predpokladat, že koeficient kvadratic-
kého člena je 1. Kvadratická rovnica potom má tvar 

X2 + P X + Q = 0 

alebo (x + 4 ) ' = ^ - Q («) 

a má jediný kořeň, ak v (6) pravá strana je nula; inak má dva 
kořene, ktorých súčet je —P a súčin Q. Kvadratickú rovnicu 

AX2 + BX + C = 0 (7) 
• v.,, . w B ± VD /ov 

mozeme nesit aj vzorcom X = -y^—••, (o) 

kde D = B2 — \ AC je diskriminant rovnice. Ak D = 0, je 
]/D = 0 a rovnica (7) má jediný kořeň. Ak D =J= 0, má rovnica 
(7) dva kořene, ktoré sú dané vzorcom (Jí), ak v ňom ^D zna-
mená ktorýkolvek z oboch koreňov rovnice | D = d. Ak je D 
reálne, dáváme symbolu ]/D obvyklý význam pre D > 0 a pre-
D < 0 kladieme ^D =)rpĚT]í. Podia tejto dohody je f—í = i. 
A j pre imaginárně D by bolo možné podat určitý předpis, ktorý 
by jednoznačne opísal j i ) , napr. tak, ked predpíšeme, že ima-
ginárna čast čísla yD je kladná. To však nemá vel'ký význam. 

10. C v i č e n i e. 

1. Ak sú a2 racionálně čísla, čo je podmienka, aby rovnica 

z2 -f axz — = 0, o ktorej je reč v texte, mala racionálny kořeň? 

2. PodFa návodu v texte riešte rovnice: a) X2 = 4 + 3 i ; 
b) X2 = 9 —40 i; c) X2 = i; d) X2 = 1 + í; e) X2 = 1 + 4 i )/3; 
f ) Xa = 4 iV5 —1. 

3. Vypočítajte: a) fó'Z + 12bi; b) y i5 — 8i; c) + 2i j j ; 

d) Í2\ ytí — 1; e) 1—i. (Z oboch možných hodnot zvo l te 
tú, ktorá má imaginárnu čast kladnú.) 
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4. Riešte rovnice: a) X2 — X -f 1 b) X2 2X -j- 2 .-•= O;-
c) 4X2 + 8X + 13 = 0; d) X2 2X }2 + r> - O; e) X2 - iX + 
+ 1 = 0 ; f) X2 — 3X + 3 -4- i - O; <x) X2 -f 3X 4- l o j 0; 
h) X2 + (2 —- 3 i) X — 5 (1 + i) --= 0. 

5. Ak má rovnica AX2 -f- BX + C -- 0 koře,ne R, S, napište 
rovnicu, ktorá má kořene Ř, S. 

6. Ak má rovnica r/X2 + ¿X + r = 0 s reálnými koeficient mi 
imaginárně kořene, majů čísla a, c jednaké znamicnka. Dokážte! 

7. Ak má rovnica aX2 + t X + = 0 s reálnými koefi-
cienlmi kořeň R, má aj kořeň R. Dokážte! 

8. Ak má rovnica aX2 + bX + c = 0 s celočíselnými koefi-
cientmi imaginárně kořene, klorých reálna a imaginárna časC 
sú racionálně čísla, je b párnc. Dokážte! 

11. (ieometrieký význam komplexnýeli čísel. 

V praktickom živote střetáváme sa obyčajne s kladnými 
reálnými číslami. Takéto čísla vznikajú jednak sčítáním a to 
len kladné celé čísla (čiže prirodzené čísla), - - jednak meraním. 
Při meraní sa vyskytujú aj také čísla, ktoré nie sú celé. Prakt ické 
rnerania sú vždy přibližné, a preto výsledky praktických meraní 
udáváme racionálnymi číslami, obyčajne desatinnými číslami 
s malým počtom desatinných miest. Teoreticky niekloré iracio-
nálně čísla vystupujú pri meraní velmi prirodzeným spósobom, 
napr. V2 (dlžka uhlopriečky štvorca, ktorého strana je dížková 
jednotka) alebo n (polovica dlžky kružnice, ktorej poloměr je 
dížková jednotka). 

V matematike, ktorej úlohou nie je prostý záznam čísel, 
získaných sčítáním alebo meraním, ale okrem iného studium 
metód, pomocou ktorých na základe priamo meraných čísel 
dochádzame k novým číslam, ktorých priame meranie by bolo 
obtažné alebo i nemožné, nemóžeme vystačit s kladnými reál-
nými číslami. Už na strednej škole ste poznali záporné čísla 
a teraz sme sa soznámili aj s imaginárnymi číslami. Je vám 
známe, aké zjednodušenie dosiahneme pomocou záporných 
čísel napr. v náuke o rovniciach (pravidlo o prevádzaní členov 
s jednej strany rovnice na druhů); bez záporných čísel museli by 



srrie micslo jcdného typu x2 + px + q = 0 kvadratických rovnic 
rozoznávat tri typy: x2 = px + q, x2 + px = q, x2 + q = px. 

Kladné reálne číslo vyjadřuje vďkost nejakej veličiny. Na-
proti tomu relatívne číslo vyjadřuje nielen velkost, ale zároveň 
aj jeden z dvoch navzájom opačných srnerov (hoře alebo dolu, 
vzrast alebo pokles, budúcnost alebo minulost a pod.). Relatívne 
čísla znázorňovali sme si na priamke (na číselnej osi), a tak srne 
najťahšie pochopili pravidlá sčítania relativných čísel. Význam 
komplexných čísel je celkom podobný; komplexné číslo vyjad-
řuje nielen vďkost, ale súčasne aj určitý smer, pričom, na roz-
diel od relativných čísel, teraz nejde len o dva navzájom opačné 
směry na priamke, ale o všetky možné směry v rovině, ktorých 
je nekonečné mnoho. 

Dva rózne body A, B móžeme spojit úsečkou AB; úsečka má 
určitú polohu a určitú vďkost. Ak nás nezaujíma poloha úsečky 
a potřebujeme poznat len jej vďkost (čiže vzdialenostbodovA,B), 
tak tuto vďkost vyjadřujeme (po zavedení dížkovej jednotky) 
kladným reálným číslom. Sú však mnohé případy, ked sice 
nezáleží na určitej polohe úsečky AB, ale predsa třeba poznat 
vedla jej vďkosti aj smer, vedúci od bodu A do bodu B. Úsečka, 
u klorej na určitej polohe sice nezáleží, ale u ktorej je vedla jej 
velkosti určité predpísaný aj smer, vedúci od začiatočného 
bodu A ku koncovému bodu B, volá sa vektorom. Dve úsečky 
AB, A'B' určujú ten istý vektor, ak obe majů tú istú vďkost 
a ak je súčasne 

A B t t A B', 

kde tt znamená priamu rovnobežnost. Přitom poloha začiatoč-
ného bodu je celkom 1'ubovolná. Ak je v jednej polohe začiatočný 
bod A, koncový bod B a ak si zvolíme iný začiatočný bod A' 
tohože vektora, potom nový koncový bod B' je obrazom bodu B 
pri posunovaní, pri ktorom obrazom bodu A je bod A'. Ak je 
začiatočný bod A (teda koncový bod B) vektora určité zvolený, 
hovoříme o určitom umiestení vektora. Všimnite si, že u vektora 
starostlivo musíme robit rozdiel medzi začiatočným a koncovým 
bodom. Ak vymeníme funkciu oboch bodov, dostaneme opačný 
vektor. Ako je účelné medzi čísla počítat a j nulu, tak isto je 
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účelné medzi vektory počítat aj nulový vektor; u mílového 
vektora pri každom umiestení začiatočný a koncový hod splývá. 

Vektory, ktoré majů nielen určitú velkost, ale i určitý smer, 
sú vo fyzike velmi dóležité. Ako příklad uvedieme j)ojem rých-
losti. Ak napr. len to vieme, že sa aulo pohybuje rýehlosfou 
60 km za hodinu, nemóžeme vypočítal' zo znalosli polohy auta 
v jednom okamihu jeho polohu v inom okamihu; aby bol vý-
počet možný, musíme poznat rychlost ako vektor, t. j. neslači 
poznat len velkost rychlosti, ale Ireba poznal- aj jej smer. 

Nás budu teraz zaujímat len vektory, ktoré ležia všetky 
v určitej rovině. Zvolíme si v rovině určit ý bod 0, ktorý nazveme 
začiatkom. Základným umicstciiím vektora nazveme to umieste-
nie, ktorého začiatočným bodom bude zvolený hod 0. lište si 
zvolíme určitý základný smer; to bude vodorovný smer od Vava 
do prava. Teraz móžeme přiřadit každému komplexnému číslu 
určitý vektor a obrátene každému vektoru určité komplexně 
číslo. Komplexnému číslu 

A = ax + a2i 

přiřadíme ten vektor, ktorý pri svojom základnom umiestení 
bude mať svoj koncový bod v tom bode, ktorý sme zaviedli už 
v článku 7 ako geometrické znázornenie komplexného čísla A; 
nech je [A] značka pre tento bod. Číslo 0 je teda priradené 
k nulovému vektoru; kladné reálne čísla sú priradené k tým 
vektorom, ktorých smer je základný; záporné reálne čísla sú 
priradené k tým vektorom, ktorých smer je opačný základnému 
směru; konečne, ak ani smer da-
ného vektora ani smer opačný 
nie je základným smerom, tak fejj 
priradené číslo je imaginárně; 
rýdzo imaginárně čísla prira-
dené sú k tým vektorom, kto- - — 
rých smer je kolmý na zá-
kladný smer. Obr. 11. 

Obraz [ax + a2 i] komplex-
ného čísla a-L + a^boX v priesečíku svislej priamky, vedenej 
obrazom reálneho čísla ax (ktorý leží na reálnej osi) s vo-

\[a+b, + qi] 

ÍO] (tf lal [a,*bj 
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dorovnou priamkou, vedenou obrazom [a2i] rýdzo imaginárneho-
čísla a2i (ktorý leží na imaginárnej osi). Zvolme teraz (obr. 11) 
reálno číslo [bx a urobme vodorovné posunutie, ktorým počiaiok 
[0] přejde do^bodu [j^], tým přejde bod [ax] do bodu [ax + bx], 

vodorovná priamka, vedená bodom 
[a2 i] zostane na svojom mieste a 
bod [aj + «2•] přejde do bodu [(<*! + 
+ bj) + a2i]. Ak znovu zvolíme 
(obr. 12) reálne číslo ale teraz. 
urobíme svislé posunutie, ktorým 
přejde začiatok [0] do bodu [b2i], 

tým přejde bod [a2i] do bodu [(a2 + 
[OJ [a] + b2) i] a svislá priamka, vedená 

bodom [ax] zostane na svojom 
mieste, takže bod [ax + Přejde 
do bodu [ax + (a2 + b2)i]. 

Prevedme najprv vodorovné a potom svislé posunutie! Pri 
vodorovriom posunutí přejde bod [0] do bodu [6J, bod [ax + a 2 i j 
do bodu [(ax + bx) + a2 i ] ; pri svislom posunutí přejde bod [6J 
do bodu [b± + b2i], bod [(ax + bx) + a2i] do bodu [(ax + bj + 
+ («2 + b2)•]• Ak položíme A = ax + a2i, B = b± + i 2 i , tak 
A + B = (a± H- b±) + (a2 + b2)i, teda móžeme povedat, že cel-
kový výsledek obidvoch posunutí je ten, že bod [0] přejde do 
bodu [B] a bod [A] přejde do bodu [A + B]. Teraz komplexnému 
číslu A je priradený vektor, ktorý v základnom umiestení má 
začiatočný bod [0] a koncový bod [A] . Pri posunutí vektor sa 
nemení, ale mení sa len jeho umiestenie, teda ten istý vektorr 

umiestený tak, aby jeho začiatočný bod bol [B], bude mat 
koncový bod [A + B]. Móžeme napísat 

A + B = C, teda A = C — B. 

Móžeme povedat: Vektor, ktorý pri jednom umiestení má za-
čiatočný bod [B] a koncový bod [C], má pri základnom umiestení 
koncový bod [C—B]. 

Z toho plynie: Vektor so začiatočným bodom [B] a koncovým 
bodom [C] má veFkosť [C — B]. 

M 

laji 

Kastyi] i [a,* (asb2)i] 

^[a^aj] 
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ÍB1 

ía-bJ 

Z predchádzajúceho jc zřejmé, že sčítanie komplexnýeli čísel 
je geometricky znázornene skládáním vektorov, ktoré poznáte 
z fyziky. 

Ak sú A, B dve lubovolné komplexné čísla, tak každému 
z nich je priradený vektor. Prvý vektor má v základnom umies-
Lení začiatočný bod fOJ a koncový bod 
[A ] ; druhý umiestime tak, aby začia-
točným bodom bol koncový bod pred-
chádzajúceho, t. j. bod [A] ; koncovým 
bodom bude podia predchádzajúceho 
bod [A + B]. Ako výsledok skladania 
dostaneme vektor so začiatočným bo-
dom [0] a koncovým bodom [A + B|. 
Poriadok oboch vcktorov možeme vy-
měnit (obr. 13). 

Ak sú [A], [B] dva rózne body a ak 
je [X] střed úsečky [A] [B], tak vek-
tor so začiatočným bodom [A] a kon-
covým bodom [X] rovná sa vektoru so začiatočným bodom |X| 
a koncovým bodom [B]. Podia predchádzajúceho je leda 

Obr. i:*. 

a z toho plvnie 
B 

X = ^ ( A + B). ( 1 ) 

'Vzorce (1) vyjadřuje střed úsečky pomoeou komplexnýeli čísel. 

S geometrickým významom násobenia komplexných čísel 
.¿a soznámime v článku 14. 

11. G v i č e n i e. 

1. Pomoeou vektorov znázorníte a) (2 — 3 i ) + (—1 + 2i ) ; 
b) ( - 4 + 2i) + (3 - 2 i ) ; c) (2 + 3i) - ( 2 - i); d) (3 - 2 i ) -
- ( - 2 - i ) . 

2. a) Daný je vektor v základnej polohe, priradený k číslu 
A = 2 + 3 i. Ktorý je koncový bod tohto vektora pri takom 
umiestení, pri ktorom je jeho začiatočným bodom [B], zobrazu-
júci číslo B = 3 — i? b) Daný je vektor základnej polohe, pri-
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radony k číslu B =•- 3 — i. KLorý je koncový bod iohto vekLora 
pri lakom umiestení, pri klorom je jeho začiatočným bodom 
bod [A|, zobrazujúci číslo A = 2 + 3 i? Urobte náčrtok! 

3. a) Daný je vektor v základnej polohe, priradený k číslu 
A = 2 + 3i. Ktorý je začiatočný bod tohto vektora pri takom 
umiestení, pri ktorom je jeho koncovým bodom bod |B], zobra-
zuj úcim číslo B = 3 — i. b) Daný je vektor v základnej poloher 

priradený k číslu B = 3 — i. Ktorý je začiatočný bod tohto 
vektora pri takom umiestení, pri ktorom je jeho koncovým bodom 
bod |A], zobrazujúcim číslo A = 2 + 3i. Urobte náčrtok! 

<1. Body |0], [A], |B], ktoré neležia v priamke, sú obrazy 
komplexných čísel 0, A, B a tvoria tri vrcholy rovnoběžníka. 
Obrazom ktorého čísla je štvrlý vrchol tohto rovnoběžníka? 
(Troje riešení.) 

5. Na základe sčítania vektorov dokážte, že a) | A + B | ^ 
á | A | + | B |; b) | A' — B | ž | A | — | B |. 

0. Ak je k číslu A priradený určitý vektor, aký vektor je pri-
radený k číslu a) —A; b) A; c) —A? Odóvodnite, že A + A je 
reálne, A — A rýdzo imaginárně. 

7. Vyhladajte střed úsečky [A] |B], ak je a) A = 6 — 3ir 

B = 1 — 2i; b) A = 3 + 2i; B = 5 — 2i; c) A = 2 — 5 i , 
B = - 2 + 5i. 

8. Komplexně čísla A, B (A =f= B) sú zobrazené bodmi [A], [B]. 
Ktoré komplexně čísla zobrazujú body [C], [D], [EJ, ležiace na 
polpriamke [A] [B], ktorej krajným bodom je bod [A], ktorý 
má tú vlastnost, že [A] [B] = [B] [C] = [C] [D] = [D] [E]? 

9. Body [0], LA], [A + B], [B] sú obrazy komplexných čísel 
0, A, A + B, B a tvoria vrcholy rovnoběžníka. Stanovte středy 
úsečiek, omedzených vždy dvoma nesusednými vrcholmi. Ktorú 
vetu možno vyčítat z výsledku? 

10. Podobné body [0], [A], [A + B], LA + B + C], [B + C]r 
[C] sú obrazy komplexných čísel 0, A, A + B, A + B + C, 
B + C, C a tvoria vrcholy šestuholníka, ktorého protilahlé strany 
sú spolu rovnoběžné. Stanovte stredv úsečiek, omedzených 
vždy dvoma protilehlými vrcholmi, ako i středy úsečiek, omedze-
ných vždy stredmi dvoch protilehlých stráň. Výsledok vyslovte 
geometricky! 
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11. Dané sú štyri navzájom rozličné komplexné čísla A, B, C, D. 
ktoré sa zobrazujú bodmi [A], |B|, |C|, |DJ. Tieto body možno 
(troma spósobmi) rozdělit vo dve dvojice, čím dostáváme vcelku 
tri dvojice úsečiek. Úsečky každej dvojice nazveme náprotiv-
nými. Dokážte, že úsečky, omcdzené stredmi náprotivných 
úsečiek, sa navzájom rozpoFujú! 

12. Dané sú dve komplexné čísla A, B (A =j= B), ktoré sú zobra-
zené bodmi [A], [BJ. Nájditc číslo C, ktorého obraz |C| a) leží 
na úsečke [AJ [B] a dělí ju v poměre |A| |C| : |B| |C| = k : li; 

b) leží na predíženej úsečke | A| |B| lak, že | A| |C| : |B| |C] == /«•: hr 

kde k + h. 
13. Dané sú tri komplexné čísla A, B, C, ktorýeh obrazy 

tvoria trojuholník |A] |B] |CJ. Vyhladajte bod, ktorý leží na 
úsečke, spojujúcej ktorýkolVek vrchol tohto trojuholníka so 
stredom protilahlej strany a delí tuto úsečku v poniere 2 : 1 
(váčšia část při vrchole). Ktorá veta je tým dokázaná? 
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III. Goniometria. 

12. Vyjadrenic otáčanía okolo začiatku 
pomoeou komplexných čísel. 

Poznali ste, že školská matematika sa delí na dva vel'ké celky: 
aritmetiku, v ktorej študujeme vlastnosti čísel, a geometriu, 
v ktorej študujeme vlastnosti priestoru. Medzi oboma týmito 
celkami příležitostné objavily sa určité súvislosti; napr.: v arit-
metike pri náuke o relativných číslach bolo velmi užitočné 
geometrické znázorněme a v geometrii pri náuke o útvaroch 
a objemoch boly dóležité výpočty. Jednako však aritmetika 
a geometria sa javily pri vyučovaní v podstatě ako dve rozličné 
nauky. To však nezodpovedá súčasnému stavu matematickej 
vedy, v ktorej dnes aritmetika a geometria tvoria jediný súvislý 
celok. Náuka o komplexných číslach, s ktorou ste sa právě 
soznámili, poskytuje výbornú příležitost poznania, že vztahy 
medzi aritmetikou a geometriou sú omnoho hlbšie, než ste si 
doteraz mohli uvědomit. 

Komplexné číslo S, ktorého absolutna hodnota je 1, t. j. 

|S| = 1, (1) 

voláme komplexnou jednotkou. Medzi komplexnými jednotkami 
sú dve reálne, a to 8 = 1, S = — 1, všetky ostatné komplexné 
jednotky sú imaginárně a je ich nekonečne mnoho. Pri našom 
obvyklom geometrickom znázornění komplexnej jednotke S 
odpovedá bod [S], ktorého vzdialenost od začiatku je dlžková 
jednotka; všetky tieto body vyplňujú kružnicu so stredom v za-
čiatku a s polomerom jednotkovej dížky. Táto kružnica sa volá 
jednotkovou kružnicou. 

Teraz nás budú zaujímat shodnosti, pri ktorých začiatok 0 
je samodružným bodom. Takáto shodnost je jednoznačne 
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určená, ak poznáme obraz este jedného bodu. inélio ako začiatok, 
napr. bodu [1] a ak vieme, či je lo shodnost priama alebo ne-
priama. Pretože sa pri shodnosti vzdialenosli nemenia, musí 
obraz |S| bodu |1| ležať- na jednotkovej kružnici, t. j. musí byt 
komplexnou jednotkou. Ak 8 = 1 , je |1| samodružný bod; 
priama shodnost v tomlo případe je ide.nl ila a nepriama shodnost 
j e osová súmernost s osou súmernost i a- reálnej osi. Ak S 4= 1, je 
nepriama shodnostzas osová súmernost s osou v osi úsečky [1] [SJ; 
lebo táto osová súmernost, ako vieme, je nepriama shodnost 
a je zřejmé, že bod | 0 | je samodružny a že obrazoni bodu |1| 
je bod [SJ. Priama shodnost je otáčanie okolo počiatku o uhol, 
ktorého ramena sú polpriamky |0J |1|.|0| |S|. Teraz nás bude za-
ujímat len otáčanie. Dokážeme, že obraz |X'| libovolného 
bodu [X| je daný jednoduchým vzorcom 

X ' - S X . (2) 

Najprv dokážeme, že vzorec (2) definuje shodnost. Preto 
:zvol'me dva l ibovolné body IXJ, [X2J; ich obrazy sú [Xi], 
|X '2],kde 

Xi = SXx, X ' 2 - S X 2 (3) 

Vzdialenost bodov [XJ, [X2] je podfa článku I I . | X 2 — X x |; 
podobné vzdialenost obrazov je | X2 — Xi |, t. j. podfa (3) 
| S (X2 — X^ |. Podl'a článku 9. vieme, že 

| 8 (X, — Xa) | = | 8 | • | Xa — Xx 

Podia (1) je ale | X2 — Xi | = | X2 — Xx |. Tým sme dokázali, 
že pri zobrazení, ktoré je definované vzorcom (2), nemenia sa 
vefkosti úsečiek ani vefkosti uhlov; lebo ak je daný <£ [Xx] 
IX2 ] [X3],sútrouholníkyzl[X2] [X2] [X3] azl [X'J [X'2] [X3] shodné 
podfa sss a z toho plynie, že 

< [Xi] [X'2] [X'3] = <í [Xx] [X2] [X3]. 

Teda zobrazenie, definované vzorcom (2) je shodnost. Je zřejmé, 
že obrazom bodu [1] je bod [S] a že bod [0] je samodružný; 
dokonca je [0] jediný samodružný bod a preto naša shodnost 
nemóže byt nepriama, lebo potom by to bola osová súmernost, 
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klorá má viac ako jeden samod:užný bod. Teda vzorec (2) 
vyjadřuje pomocou komplexných čísel otáčanie okolo začiatku,. 
pri ktorom obrazom bodu |1] je bod [SJ; přitom može byt S l i bo -
volná komplexná jednotka; pre S znamená (2) identitu. 

12. C v i č e n i e. 

1. Dokážte, že čísla a) i; b) - i; c) ~ + -1 i p; d) ~ 
~ O 'O 

sú komplexně jednotky. 
2. Napište komplexnú jednotku, ktorá má tú vlastnost, že 

násobenie touto jednotkou znamená otáčanie okolo začiatku 
o uhol 45° a) v kladnom, b) v zápornoin smysle. 

Ak znamená násobenie komplexnou jednotkou S otočenie 
okolo začiatku o uhol <p, znamená násobenie sdruženou jednotkou 
S otočenie okolo začiatku o tenže ohol <p v opačnom smysle. 
Dokážte! 

4. Napište komplexné jednotky, ktoré majů tú vlastnost, že 
násobenie, týmito jednotkami znamená otáčanie okolo začiatku 
o uhol a) 30°; b) 00° v kladnom alebo v zápornoin smysle. 

f>. Body [0| a | A] , kde A = + a2í, sú dva vrcholy rovnostran-
ného trojuholníka. Stanovte jeho třetí vrchol. (Dvoje riešení.) 

(>. Ak je [A] obraz čísla A = a1 + a2\, aký útvar tvoria 
obrazy čísel A, A i, A i2, A i3? 

7. Aké otáčanie je určené komplexnou jednotkou —1? 
8. Násobit komplexnou jednotkou S značí otáčat okolo začiat-

ku o akýsi uhol a. Ak sú dané dve komplexné čísla A, B (A 4= B), 
ako dostaneme číslo, ktorého obrazom je bod, ktorý vznikne 
ot áčaním a) bodu |B] o uhol a okolo bodu [A] ; bodu [A] o uhol a 
okolo bodu | B] ? 

9. Dané sú body [A] [B] ako obrazy komplexných čísel 
A, B (A 4= B). Ktoré komplexné čísla zobrazujú dalšie dva vrcholy 
štvorca, ktorého dva vrcholy sú v bodoch [A], [B]? (Vcelku troje 
riešení.) 

10. Ak S = ~ (1 + • a A = ax + a2i, akú vlastnost majů 

body [AJ, [AS]~ [AS2], [AS3] . . . . , [AS7]? Kde leží bod [AS8]? 
11. Ak je S komplexná jednotka, akú vlastnost majů obrazy 

čísel 1, S, S2, S3, . . . , Sw? Čo značí podmienka Sn = 1 ? 
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13. Pojem ulila. 

Při uhloch bude dóležité všímat si aj ich smysel, co sme 
doteraz robili len příležitostné. Budeme rozoznávat začiatočné 
a koncové rameno ulila; uhol vznikne otáčaním polpriamky 
okolo vrcholu tak, že prvá poloha pohyblivej polpriamky je 
začiatočné rameno, posledná poloha je koncové rameno. Ak sa 
toto otáčanie deje v kladnom smysle (proli pohybu hodinových 
ručičiek) máme kladný uhol, ak sa otáčanie deje v zápornom 
smysle, máme uhol záporný. Velkost ulila budeme vyjadřovat 
relativnými číslami (kladnými pre kladné, zápornými pre zá-
porné uhly); přitom budeme užívat oblúkovú mieru ako už 
dosial' v geometrii v 1. triedc; napr. vďkost pravého ulila bude 
+ ~ v případe kladného smyslu, — 4r v případe zá])ornélu> 
smyslu. Ak zaměníme začiatočné rameno ulila za koncové, změní 
sa jeho smysel, teda změní sa znamienko čísla, kloré vyjadřuje 
vďkost uhla. 

V prvom rade bude nás zaujímat velkost uhla a nic jeho 
poloha. Ak chceme mat uhol danej velkosti v určité j poloho, 
zvolíme l ibovolné polohu začiatočného ramena; poloha konco-
vého ramena je potom jednoznačné určená, ak poznáme vďkosE 

Obr. 14. 

uhla vyjadrenú relativným číslom, t. j. ak poznáme niolen vďkosE 
uhla, vyjadrenú kladným číslom, ale aj smysel uhla. V obr. 14 je 
dutý uhol <p = KVH = 60°; ak je VK začiatočné rameno, je 
smysel uhla kladný a podia učinenej dohody ak je 

však VH začiatočné rameno, je smysel uhla záporný, <p — —}rjt. 
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V obidvoch prípadoch išlo o duly uhol. Ak je ?/; vypuklý uhol 

s týmiže ramenami, tak y) = — -—n v případe, že V K je začia-

točné rameno, y> = -^n V případe, že VH je začiatočné rameno. 

V každom případe je velkost dutého uhla vyjádřená číslom <p, 
ktorého absolutna hodnota je menšia ako n a ktoré móže byt 
kladné alebo záporné podia toho, aký je smysel uhla; vďkost 
vypuklého uhla je vyjádřená číslom ktorého absolutna 
hodnota je váčšia ako n, ale menšia ako 2n a ktoré zas móže byt 
kladné alebo záporné; velkost priameho uhla je vyjádřená 
číslom jz alebo číslom —n podta toho, aký je smysel uhla. Ak 
dutý uhol cp a vypuký uhol ip majů tie isté ramená, pre oba uhly 
spoločné, tak jeden z nich je kladný a druhý záporný a máme 

ip = tp — 2ti v případe cp >> 0, 

y> = <P 2JT V případe <p < 0. 

Doteraz sme hovořili o dutých, priamych a vypuklých uhloch, 
pričom sme mali na zřeteli a j smysel uhla; veFkosť uhla bola 
vyjádřená číslom kladným alebo záporným, ktorého absolútna 
hodnota je menšia ako 2jt. Ak by sme sa pridržiavali tohto 
omedzenia i nadalej, tak by reálne číslo cp mohlo vyjadřovat 
velkost uhla len v tom případe, ak je od nuly rózne a ak je jeho 
absolútna hodnota menšia ako 2n\ to je aritmeticky vďmi ne-
pohodlné, pretože napr. sčítanie uhlov a násobenie uhlov číslom 
je potom možné len za nepohodlných podmienok. 

Z názoru je však zřejmé, že pojem uhla sa dá tak zovšeobecnit, 
že velkost uhla bude vyjádřená celkom l ibovo lným reálným 
číslom. Napr. uhol velkosti 7 cp vznikne, ak urobíme sedemkrátza 
sebou otočenie o uhol cp v kladnom smysle. Ak je znovu začia-
točné rameno V K (obr. 14), bude koncové rameno V H to isté 
ako pri velkosti cp\ jediný rozdiel je v tom, že polpriamka, ktorá 
vytvoří uhol velkosti 97, otočí sa napřed vo svazku polpriamok 
so začiatkom V dookola v kladnom smysle, pričom sa vráti do 
začiatočnej polohy V K (otočí sa o uhol 2n) a potom sa ešte 
dalej otočí v kladnom smysle o dutý uhol cp. 
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Ak záleží na tom, akými polohami přejde postupné otáčajúca 
sa polpriamka, vylvárajúc uliol so začiatočným ramenom V K 
a koncovým ramenom VH, je vetkost uhla vyjádřená celkom 
určitým reálným číslom a. Obyčajnc však na postupných polo^ 
hách otáčajúeej sa polpriamky nezáleží a záleží len na polohe 
začiatočného ramena V K a koncového ramena VH. Tejlo 
dohody sa budeme teraz pridržiavat. Číslo, vyjadrujúce velkost 
uhla, nie je potom jednoznačné stanovené; ak je a jedna z jeho 
možných hodnot, vsetky možné hodnoly sú vyjádřené vzorcom: 

a + 2 kn, 

v ktorom k značí všetky celé čísla (kladné, záporné i nulu). 
Napr. velkost so začiatočným ramenom V K a koncovým rame-
nom VH v obr. 11 je vyjádřená ktorýmkolVek z čísel 

•2jt 8JT 11 jt 20 n 
(> ' 6 ? (> , . . . 

•l 71 10 ji 1G n 22 ti 
(>" : 6" ' 6 

Přitom nevylučujeme ani ten případ, ked začialočné a koncové 
rameno splynu; v tom případe hovoříme o nulovom uhle; jeho 
vetkost je tvaru 2kn (h celé číslo), t. j. je daná ktorýmkolVek 
z čísel 

0, 2zx,, An, Grc, 8J*, . . . 
—271, —4TT, —6j t , —871 . . . 

Vyložený pojem uhla sa trochu líši od pojmu uhla, známého 
z elementárnej geometrie; je dóležitý medzi inýin pre šlúdium 
goniometrických funkci!, ktorými sa budeme zaoberat v nasle-
dujúcich článkoch. 

Sčítanie uhlov pre uhly v smysle tu vyloženom dá sa takto 
definovat: Začiatočné rameno VKX prvého sčítanca zvolíme 
v lubovolnej polohe; ak je daná vetkost a prvého sčítanca, 
je potom jednoznačne určená poloha VK 2 jeho koncového 
ramena. Tú istú polpriamku VK 2 zvolíme za začiatočné rameno 
druhého sčítanca a na základe veFkosti p tohto sčítanca určíme 
jeho koncové rameno VK 3 . Súčet oboch daných uhlov má 
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začiatočné rameno VKX a koncové rameno VK 3 . Jeho velkost y 

je daná vzorcom 
y = a + /i, 

ktorého přesný smysel je ten, že ak je a ktorékolvek z čísel, 
vyjadrujúcich vetkost prvého sčítanca a ak je ¡5 ktorékolvek 

Obr. 15. 

z čísel, vyjadrujúcich vďkost druhého sčítanca, je a -f f> jedno 
z čísel, vyjadrujúcich vetkost súčtu. Móže byt napr. 

2 n 1 5 
a = —-3 r̂, P = y = — j ^ , 

alebo aj napr. 
4 „ 1 10 

« = ^ = Z ~ "12 

Podobné, ako pre dva uhly, móžeme definovat súčet l ibo -
volného počtu uhlov; súčet n rovnakých uhlov a je n-násobok 
ubla a; jedno z čísel, vyjadrujúcich vetkost n-násobku uhla a, je 
na; ale aj každé číslo tvaru + (k celé číslo) vyjadřuje 
velkost tohože n-násobku. Napr. pre a = ^ velkost desatná-

sobku uhla a móžeme vyjádřit číslom ^ a sedemnásobok uhla 

a je znovu uhol a. 

13. C v i c e n i e. 

1. Ak považujeme za rovnaké také dva uhly, ktoré sa líšia 
o násobok uhla 2jt, móžeme vetkost každého uhla vyjádřit 
vhodným číslom a, ktoré má tú vlastnost, že 0 ^ a < 2 j r . Do-
kážte! 
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2. Yefkosti nasledujúcich uhlov vyjádříte číslom a lak, a b y 

O š « s 2 . 7 a) 9.-*; b ) 12.-7; c) - . « r : d) --<>.,; o) | r r ; í) ; 

N *J3 JI 1 x 1 .v 13 JT .v l JT 
.jí) 4 ~ ; h) — g . « ; i) - .,) 8 . . 

li. Číslom a, ktoré má lú vlastnost, že 0 ̂  a ^ 2;r, vyjádřilo 

následujťicc uhly: a) ~ t t ~ tz; b) -j n + n; e) ~ tx + ji ; 

, v :\7t , 5tt v 7 , 7 ťx i 3 v 4 , N 2 
<(1) — -Í- — ; e) 1) -y.T —y^r; ---^r; h) -^tt -

3 11 11 l 1 1 

4. Podobné, ako v predchádzajúcom cvičení, vyjádříte: 

: a ) -| j r -3 ; b) • G; c) tt • 15; d) — • 8; e) n • ; 

řv o J x 4 5 v . 1 , r> 

5. Ak považujete za rovnaké také dva uhly, kloré sa líšia 
•o násobok uhla 2tt, vyhladajte všetky x1 ktorc rnajú tú vlastnost, 

3 

:že O ̂  x< 2ti a vyhovujú rovniciam: a) 2.x -= ji; b) 2x = 

<•) 'Ax = 0; d) 3x = -^n; e) 5x = f) 4x = ~ji; g) 10a: = 
•= O; h) 2x + ti = 0; i) + 4 * = i ) {>x + 7 1 = 1 

G. Ak je n prirodzené číslo a ak x značí uhol, má rovnica 
71 x = c, kde c je daný uhol, právě n takých riešení x, pre ktoré 
•() ̂  x ^ 2 j i. Dokážte a udajte všetky tieto riešenia. 

7. Pri takých istých podmienkach, ako v predchádzajúcich 
cvičeniach, riešte sústavy rovnic: a) x + y = n, x — y = 0; 
b) 2 .r + y = ± 7z, 3 a: - y = -J 7*; c) 3 .r + 2 y = *, 2 x + 3 y = 15. 

14. Kosinus a sinus. 

V tejto časti nebude záležat 11a polohe uhla, ale len na jeho 
vefkosti. Základnou polohou ulda nazveme tú polohu, v ktorej 
začiatočným ramenom je priamka [0], [1]; koncovým ramenom 
uhla je polpriamka so začiatkom [0], ktorá přetne jednotkovú 
ikružnic-u v bode [8], kde číslo S je komplexná jednotka, jedno-
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značné určená vefkostou uhla a jednoznačne určujúca tuto 
vefkosť. Komplexnú jednotku S nazveme komplexnou iiiierou 
ulila. Nezabúdajme, že výraz velkost uhla zahrnuje v sebe a j 
smysel uhla. Ak zmeníme smysel uhla, tak nový uhol v základnej 
polohe bude súmerný obraz póvodného uhla podia reálnej osi, 
a tak jeho komplexnou mierou bude číslo S, sdružené s číslom S. 
Pretože | S | = 1, je SS = 1 (pozři článok 9). Teda: Ak je S kom-
plexná micra uhla a, je S čiže y komplexná miera ulila —a. 
Je jasné, že: 

pre a = 0, 8 — 1 , pre a = a, S = —1, 

pre a == S =--• i, pre a = S — —i. (1> 

Neeh je teraz a kladné a menšie a k o ~ , takže a je ostrý uhoL 
ktorého začiatočné rameno ide vodorovné doprava a koncové-
rameno šikmo doprava nahor. (Obr. 10.) Ak je [M] pata kolmice.. 

spuslenej z bodu [S] na reálnu os,, 
vznikne A [0] [M] [S] s pravým uhlom 
pri vrchole [M]. Velkost [0] [S] sa rov-
ná jednej a pre to pod Ta známej defi-
nície goniometrických funkcií ostrého 
uhla je |0] [M] = cos a, [S] [IVI] — siná-
Z toho plynie*) 

S = cos a + i sin a. (2) 
Pře FubovoFný uhol a definujeme funkeic cos a, sin a vzorcom 

(2), v ktorom S znamená komplcxnu micru uhla a. Z tejto aril-
metickej definície funkcií kosinus a sinus odvodíme ich základné 
vlastnosti rýchlejšie, ako je to možné ktoroukolvek inou cestou. 
Najprv si však vyslovíme našu definíciu rýdzo geometricky: 
Uhol a uniiestiine v základnej polohe. Neeh je I I priesečik jed-
notkovej kružnice s koncovým ramenem a necli je II0 pata ko!~ 
mice, spustcncj z bodu 11 na začiatočné rameno. Potom je 
cos a = ± [0] JI SO znanrienkom plus (obr. 17 a 20), kcď ř/0 padne 

*) Píšeme rad sej ¡sin a miesto sin a i, aby nevznikla pochybnost? 
o tom, že by snáď s í n a i znamenalo sinus súčinu čísel <x, i. 
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do zaeiatoenélio ramena, so znamieukom minus (oln\ IN a 19), 
keď 7fo padne na opačnu polpriamku. í)alej sin a == ± I I l h so 
znamienkom plus (obr. 17 a 18). keď II leží nad začiatočnvm ra-

Obr. 17. 

meiiom, so znamieiikoiu minus (obr. 1(J a 20), keď 11 leží pod 
zaeiatoeným ramenom. 

Prelože změna uhla o násobok čísla 2,t nemá vplyvu na 
umiestenie ramien, bude: 

cos (a + 2 T I ) = cos a, sin (a + 2.t) --- sin a, (3) 

a všeobecnejšie 

cos (a + 2k7i) = cos a, sin (a + 2/.,rr) = sin a (3) 

pre každé celé k. Hovoříme, že funkcie kosinus a sinus majů 
periodu 2n. Z (1) a (2) plynie: 
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<;osO==l; sin<) = 0; cos;r = — 1; sin~r^=0; cos = U; síntt = 

= 1; cos ( - i ) = 0; sin ( - f ) = - 1. ( i ) 

Podia (2) je 

S = cos a — i sin a. (5) 

Pretože S je komplexím miera uhla —a, z (5) plvnie: 

cos (—a ) = cos a, sin (—a) = — sin a; (6) 

slovom: změna znamienka pri a nemá vplyvu na cos a, ale sposobí 
změnu znamienka při sin a. Pretože S je komplexná jednotka, 
j e SS = 1 a tak z (2) a (5) plynie důležitá identita 

cos2 a + sin2 a = 1. (7) 

Najdóležitejšia vlastnost funkcii kosinus a sinus plynie z člán-
ku 12. Nech sú dané dva uhly a, p a nech je Sx komplexná miera 
uhla a, S2 komplexná miera uhla /}, S komplexná miera uhla 
a + P, teda 

Sx = cos a + i sin a, S2 = cos p + i sin /?, 
S = cos (a + P) + i sin [a + p). («) 

Uhol a v základnej polohe má začiatočné rameno |0j [1], kon-
cové rameno |0] |S l̂ (obr. 21). Uhol p v základné] polohe má 

začiatočné rameno [0] [ 1 ] , koncové 
rameno [0] [S2|. Abv sme dostali uhol 
a + p v základnej polohe, musíme 
polohu uhla p otočením okolo za-
čiatku tak změnit, aby bod [ 1 ] pre-
šiel do bodu [SJ. Pri tomto otočení 
podia článku 12 lubovolný bod [X ] 
přejde do bodu f X ' ] , kde X ' = S x X. 
A tak přejde bod [S2] do bodu [SXS2] 
a to znamená, že uhol a + P v zá-

Obr. 21. kladnéj polohe má druhé rameno v pol-
priamke [ S ^ ] , čiže polpriamky [0] 

[SiS2 ], [0] [S] splynú. Pretože však | Sx | = 1, | S2 | = 1, podVa 
článku 9 je aj | SXS2 | = 1 a mimo toho je, pravda, a j | S | = 1. 
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Preto splynu i body [S], [S1S2] a to znamená, že S -= SxS2. 
Výsledok, ku ktorému sme došli, volá sa Moivreovou větou. 
Podia (8) Moivreova veta, vyjádřená vzorcom, je: 

eos (a + p) + i sin (a + p) = (cos a + i sin a) (cos /j -{- i sin />). (9) 

Priam tak sa dá odvodit všeobecnejší vzorec, klorý hovoří, že 
koinplexná jednotka 

cos (ax + a2 + . . . + On) -f i sin (ccí -j- a2 -j • ... -j an) 

je súčin komplexných jednotiek: 

cos -f- • sin ax, cos a2 + i sin a2, . . . cos otn -f- i sin an. 

Najdóležitejší případ všeobecného vzorca je ten, ked všetky 
uhly ax, a2, . . . an sú rovnaké. Tento případ je vyjádřený 
vzorcom 

(cos a + i sin a)n == cos na + i sin na. (10) 

Smysel vzorca (9) dá sa vyjádřit takto: Z komplexnej jed-
notky cos a + i sin a vznikne komplexná jednotka cos (a + p) -f-
+ i sin (a + p) znásobením komplexnou microu ulila p. Naj-
dóležitejšie zvláštně případy sú: p = 7r (komplexná miera je 
—1), p = ^ (komplexná miera je - i). Zo vzorca (9) dostaneme 
vzorce: 

cos (a + 71) + i sin (a + 71) = — (cos a + i sin a), 

cos |a -f + i sin |a + = i (cos a + i sin a), 

z ktorých po oddelení reálných a imaginárnych častí dostaneme: 

cos (a + n) = —cos a, sin (a + n) ~ --sin a (11) 

cos|a + ^J = —sin a, sin = co sa . (12) 

Ak v týchto vzorcoch miesto a píšeme —a podia (0) dostaneme: 

cos (ti — a) = — cos a, sin (ti — a) = sin a, (13) 

cos —a) = sin a, sin —a) = cos a. (14) 
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Všetky vzorce (11) až (17) lahko sa dajú odviest priamo z defi-
nície funkcií kosinus a sinus (pozři obr. 17 až 20). 

Zo všeobecného Moivreovho vzorca (9) oddelením reálných 
a imaginárnych častí dostaneme: 

cos (a + ft) ---= cos a cos fí — sin a sin /?, , 
sin (a + /}) — sin a cos fi + cos a sin /?. ^ 

Jediný vzorec (9) hovoří presne to isté, čo oba vzorce (15) 
dovedná; už z lohto je jasná výhoda zavedenia komplexných 
čísel v geometrii. 

Ak a = fí, zo vzorcov (15) sleduje: 

cos 2 a == cos2 a —sin2 a, sin 2 a — 2 sin a cos a. (1(5) 

To plynie aj zo vzorca (10) pre n = 2. Vzorcom (10) pre n — 2 
budeme sa zaoberat v nasledujúcej triede. 

Ak je A komplexné číslo, ktoré sa nerovná nule, móžeme 
jednoznačné definovat komplexné číslo S pomocou rovnice 
A = | A | • S, z ktorej plynie, že S je komplexná jednotka, ktorú 
možeme napísat vo tvare (2). Položme ešte | A | = r a dostaneme 

A = r (cos a + ¡sin. a); (17)-

r geometricky znamená vzdialenost bodu [A] od začiatku, a je nhol 
so začiatočným ramenom [0] [1] a koncovým ramenom [0] [A] , 
ktorý sa volá amplitudou komplexného čísla A; miesto a móžeme 
vziat aj a -f 2/ťjr, kde k je 1'ubovolné celé číslo. Ak je aj A r 

komplexné číslo, rozne od nuly, máme podobné 

A ' - r' (cosa' + ¡ sin a'). (18> 

Zo (17) a (18) následuje: 

AA' = rr' [cos (a + a ) + i sin (a + a')]. (19) 

Zo (17), (18) a (19) lahko vyčítáme geometrický význam náso-
benia komplexných čísel. Z (10) a (17) plynie ešte 

An == rn (cos n oc + i sin n a) (20) 

pre každé prirodzené číslo n. 
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14. C v i č e n i e. 

1. Vypočítajte (bez tabulky) hodnoty sinu a cosinu tvchto 
uhlov: a) 120°; b) 135°; c) 150"; d) 210°; e) 225°; f) 240°; g)'27o°; 
h) 300°; i) 315°; j ) 330°. 

2. Pře ktoré a platí: a) j sin a j — sin a; b) | cos a | coS a? 

3. Kedy je a) sin a cos a; b) sin a < cos a; c) sin a cos a; 
d) sin a — cos a; e) sin a < — cos a; í) sin a cos a? 
• 4. Vypočítajte koniplexnň niieru uhlov: a) 30°; b) 15°; c) 90°; 

<1) 13r>°; e) 15()°; f) 180°; g) 22r>°; h) 240°; i) 270°; j ) 300°. 

5. Akviete,žekomplexnámierauhla + 

vypočítajte komplexnú mieru uhlov: a) 105°; b) 195°; c) 285°; 
<l) 345°; e) 255°; f) 165°; g) 75°. 

6. Zjednodušte a) sin a — sin a cos2 a; b) (sin a + cos a)"2 + 
•+ (sin a — cos a)2; 

\ 1 , 1 ,v sin . siná c) -r-—-.--•- -f . ; d) - - -f . ; 
' 1 + sin a 1 — sin a ' ' 1 — cos a 1 cos a ' 
x sin a , 1 s i n a . -v s i n 2 a — sin2/? 
' ' l + cosa"' sin a ' ' cos2 a—cos2/3 

Kedy majů dané výrazy smysel? 
7. Dokažte, že a) sin2a —cos2/? — sin2/) — cos2a; 

sin a l c o s a x cos a 1—s in a b) = — r ; c) • = . . 
' 1 — cos a sin a ' 1 + s i n a cos a 

Pře ktoré a majů výrazy smysel? 

8. Dokažte, že a) J- = cos (a —/») + i sin (a —/í); 
-.v cos a — i sin a l o x , - . f o x 
b ) Tošp^Tšiňp = cos-(^ - « ) + 1 s m (P - «)• 

9. Dokažte, že a) cos (a — p) = cos a cos p + sin a sin P; 

b) sin (a — P) — sin a cos p — cos a sin /?. 
10. Dokážte, že a) sin a + cos a = ]/2 sin (45° + a); 

b) sin a — cos a = / 2 sin (a — 45°); c) sin (30° + a ) + sin (30°—a) = 
= cosa; d) cos (30° + a ) —cos (30—a) = —sina; e) sin (a +/i ) 
sin (a —p) = sin2 a — sin2/f; f ) cos (a + fi) cos (a — p) = cos2 a — 
— cos2/í. 

11. Dokážte, že a) (sin a + cos a)2 = 1 + sin 2 a; 
b) sin4 a — cos4 a = — cos 2 a; c) 2 sin2 a sin2 p + 2 cos2 a cos2 /? = 

= 1 + cos 2 a cos 2/8; d ) — — ̂  sin a cosa^-|-. 
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12. Dokažte, že sin 3 a = 3 sin a — 1 sin3 a; b) cos 3a -

j/* — cos a 13. Dokažte, že | cos ~ | — J/ 1 ; b) j sin 7 

14. Dokažte, že a) 1 + sin a --- 2 sin2 (<15° 

b) 1 - sin a - 2 sin2 ( li)2 

lf>. Dokažte, že a) sin a ~f sin ¡5 =- 2 sin a- cos ; 

l \ • o aV P ' a — P \ i * /> b) sm a sin p 2 cos --;>-ř- sin :r'- ; c) cos a + cos- p — 

= 2 cos J, cos v) , cl) cos a — cos p = — 2 s in-~ r - • 
a — ~ 

Slil 

16. Podia cvičenia í;>. upravte: a) sin r>0° --sin 10°; 
b) sin 105° + sin 75°; e) cos240° —cos 150°; d) cos 125° + cos225°. 

17. Dokažte, že pre oc + p + y = 7z platí: a) sin 2 a + 
sin 2 p + sin 2 y = 4 sin a sin p sin y; b) cos2 a + cos2 p + 

cos2 y =•--- 1 - - 2 cos a cos P cos y\ c) sin a + sin p + sin y — 

== 4 cos ~ cos ~ cos ~ ; d) cos a + c.os p + cos y — 1 + 

, . . (X . P . Y 

+ 4 sm sin -^-sin ^ . 

18. C o j e g e o m e t r i c k é m i e s l o b o d o v , k t o r é z o b r a z u j ú v š e t k y 

k o m p l e x n ě č í s l a d a n e j a m p l i t u d y ? 

19. Ak sú komplexně čísla A 4=0, B zobrazené bodrni 
|A], |B], sostrojte bod, ktorý zobrazuje icli súčin AB. (Pomocou 
vlastností podobných trojuholníkov.) 

20. Ak je komplexně číslo A 4= 0 zobrazené bodoni [A] , 

sostrojte bod, ktorý zobrazuje číslo—. 
21. Akú absolutnu hodnotu r a akú amplitudu a, pre ktorú 

platí O ^ a <300° , majů čísla: a) 1; b) —2; c) i; d) —2i; 

c) ^ + f ) 1 - i ; g) —)/3 + i; h) _ 2 — V3 — i. 

22. Vypočítajte: a) (1 + i ) " ; b) ( 3 - 1 ) » ; c) ( ^ f ) " 

23. Akú absolutnu hodnotu a akú amplitúdu majů čísla 
a) 1 + cos a + i sin a; b) 1 + sin a — i cos a. 

24. Ak A = cos a + i sin a, B = cos p + i sin P; vypočítajte 
absolutnu hodnotu a amplitúdu čísel a) A + B; b) A —B. 

78 



15. Tanjjens a kolnmfcns. 

Funkcia tangens a kolangens sú pro každý uhol definované 
pomoeou vzfahov 

. sina , cosot 
l ir a =•= , cotg a----.-•-•, (1) 
^ o>s<x ' ^ sni a * ' 

kloré sú nám známe z 1. triody pro ostrý uhol a. >ía rozdiel od 
funkeií sin a a cos a funkcic tg a a co lga nio sú definované pro 
všetky a, ale len pre lie a, pre ktoré v menovaleli nio je nula. 
Také nazveme přípustnými. Pre tg a nepřípustné hodnoly sú 
a = + /»*„t, pre co lga nepřípustné hodnoly sú a == ka (k je 
celé kladné, záporné alebo 0). 

Z geometricko] definício funkeií kosinus a sinus (pozři obr. 17 
až 20) sa 1'ahko odvedu pomocou (1) nasledujúce geometric.ké 
definície funkeií tangens a kotangens: Uhol a urniestime v zá-
kladnej poloho. V jednotkovej kružnici nech je l dotyčnica v bode 
[1], ť dotyčnica v bode [i]. Priamka, obsahujúca koncové rameno 
uhla a, protne dotvčnicu t v bode M , dotyčnicu V v bode M'. Potom 
je tg a = ± [ 1 ] M so znamien-
kom plus (obr. 22 a 21) ak bod M JV ['II f . 

Obr. '22. Obr. 23. 

leží nad bodom [1], so znamienkom minus (obr. 23 a 25), ak 
bod M leží pod bodom [1]. Ďalej je cotg a — ± [ 1] M' so zna-
mienkom plus (obr. 22 a 24), ak bod M' leží napravo od bodu [i], 
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so znamienkom mínus (obr. 23 a 25), ak bod M' leží naVavo 
od bodu [¡]. 

Vlastnosti funkcií tg a cotg plynů bezproslredne z odvedených 
už vlastností funkcií sin a a cos a. Najdóležitcjšie z týchto vlast-
ností sú shrnuté v nasledujúcich vzorcoch. U každého z týchto 

Obr. '24. Obr. 

vzorcov třeba udat, ktoré sú přípustné hodnoty uhlu; to nie je 
uvedené v texte učebnice, ale je to cvičenie. Priam tak odve-
denie nasledujúcich vzorcov na základe vzorcov predchádza-
júceho článku je 1'ahkým cvičením, a preto nie je v texte uvedené. 

Vzorce: 

tg ( — a ) = — t g « , 
t g ( a + 7 r ) = tg a, 
t g ( * — a ) = — t g a, 

t g ( a + " j ) = — COtpa, 

t g a ) = c o t g a > 

I o 2 t g « 
tg 2 a == 

& 1 — U?2 a 

tg a • cotg a — 1 

cotg (—a) = —cotg a, 
cotg (a + 7j) = cotg a, 
cotg (TZ — a) = — cotg a, 

cotg ( « + "?•) = — tg a, 

cotg — a) = tg a, 

^ „ z . _L _ cotga c o l g ^ — 1 , cotg ( « + / * ) -

c o t g 2 a ^ - C Q t f 2 f ^ 'Z cotg a ' 

(i) 

(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 

(7) 

(8) 
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IT). C v i c e n í e. 

V nasledujúcieh cviceniach udajte sami, ktoré hodnoty uhlov 
sú přípustné: 

1. Yypocítajte (bez tabuliek) tangens a kotangens týchlo 
uhlov: a) 120°; b) 135°; e) ir>0°; d) 210°; f) 210°; g) 270°; h) 300\-
i) 315°; j ) 330°. 

2. Pře ktoré a platí a) | tg a | — tg a; b) ¡ cotg a ¡ • - cotg a? 
3. K e d y j e a) t g a > c o t g a ; b) tga < co t g a; c) ( ga cotg a; 

d) tg a > — eotg a; e) Ig a < — eotg a; f ) tg a ----- - cotg a? 
Dokažte, že funkeie tangens a kotangens sú periodické 

s periodou n. 
,r . . cusa cusa Iira x lira 4- I 

o. L pravte: a . . - —. . -.-• ; b) ; c) 7 v 
v ' 1 — sin a 1 -f- sin a ' 1 4- tg2 a y <m>I a f I 

1N col&a— 1 v sina — cosa sin a — sin3a 
d) ~r" ; e) , ; O <i . 

tg a — 1 ' ' I g a — 1 ' cusa — co.y1 a 
0. Dokažte, že a) t g a c o t g / í - 1 b) 

' ^ 1 sin a cus/? ' colga-f-colg// 
, . /> \ , • > , •> • .> j\ cusa . s ina = t g a t g p ; c) U r - a - - sm-a — tg -a • s i r ra ; d ---- - - — = n r>i > ) n ^ 1 | — colira 

— sin a eos a. 
7. Dokažte, že | tg a -f cotg a | ^2 . Može platit rovnost? 

8. V y p o č l U j t e a ) ; b ) c) 

9. Dokažte, že a) tg + a j • tg a) = 1; 

b) c o l g ( ^ - f « ) c o t ř ( f - a ) = l ; c) } l , ( a 4 • ; 
n cólg a -(- 1 . i jt \ ,n _ íl_„j. co lir a — . ' colg a — 1 \ \ I 

10. Dokažte, že a) t<r (a H) = -,. í I») «•nlir(a ...//) ,• = 
' ^ v ' ' I I g a I g /» ' ' ' 

I + cotg a colg/j? 
colg /? — co tg a 

11. Dokažte, že tg 3 a — tg 2 a — tg a = tg 3 a tg 2 a tg a. 

12. Dokažte, žc a) tg 4 - = ^ ^ ; h) i l K £ Í -
' 1 2 1 + c o s a sin a ' ' • n 2 

l/l — cosa v . a |/lcos 
= r r + c o 7 « ; c ) ( , o t R-2 = h e o s -

13. Dokažte, že a) = rosa; h) = sin a. 
1+tg 2 - ^ - i + t g ' 4 
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H . Dokáži^, že a) Iga + tg/?- ros a cos /? ' 1>) tg a -Ig/J 
sin O — /?) 
cos a cos ¡i 
15. Dokažte, že pre a /> -}- y .t platí: tg a -f- tg/9 + tg} ' = 
tg a tg/? tg y; b) tg 2 a + tg 2 /? + tg 2 y = tg 2 a tg 2 ft tg 2 y: 

Takto sa nazývajú rovnice, v ktorých sa vyskytujú gonio-
metrické funkcie neznámeho uhla. Najjednoduchšie sú tie gonio-
metrické rovnice, v ktorých je priaino daná hodnota niektorej 
goniomel rickej funkcie neznámeho uhla a a má sa určit velkost 
uhla a. Ak je daná hodnota goniometrickej funkcie kladná, 
móžeme, ako sine sa to vláni učili v geometrii, určit pomocou 
tabuliek približnú hodnotu toho riešenia a, kloré vyhovuje 
nerovnostiam O < a 

Riešenie sme udávali v slupnoch; ak značí a° vetkost uhla 
v slupnoch, tak potom a, velkost tohože uhla v oblúkovej miere, 

Převod stupňov na oblúkovú mieru sa dá prevádzaC rychle 
pomocou tabuVky převodu, ktorú možno použit aj k obrátenému 
převodu oblúkovej miery na stupně. 

Goniometrické rovnice uvedeného tvaru móžeme riešit gra-
ficky na základe geomet rickej definície goniometrických funkcií, 
naznačenej v obr. 17 až 20 a 22 až 25. 

IIFadaný uhol si myslíme v základnej polohe, takže počia-
točným ramenom je polpriamka [0] [ 1 ] ; koncové rameno přetne 
jednotkovú kružnicu v bode M , ktorého poloha sa dá určit 
z danej rovnice jednoduchou konštrukciou, ktorú pre všetky 
případy teraz vysvetlíme. Poznamenáváme, že vždy vyjdú dve 
polohy Mv M2 bodu M , ktorým odpovedajú dve hodnoty a1? a2 

Ifi. (ioniometrieké rovnice. 
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hladaného ulila « . Mieslo čísel at, a2 móžeme, ako známo, za 
mieru uhla vziať aj čísla ax + 2//:t, a2+2A:rr (s lubovofným 
celým /;), v stupňoch a® + k • 360°, a§ + k • 300°. 

I. sin a = a (obr. 26 pre kladné a, obr. 27 pre záporné a). 
Na iniaginárnej osi určíme sí bod [ai], ak je |a| < 1 , padne 
tento bod dovnťil ra jednotkovcj kružnice. Hovnobežka s reálnou 
osou přetne jednotkovú kružnicu v dvoeh bodoch (Mv M a v obr. 26, 
Mí , M i v obr. 27), kloiv určujú žiadané uhly. Tielo uhly ozna-

číme ax, a2 pre kladné a; aj, a2 pre záporné </. Hody M l 5 M 2 a Lak 
i uhly al5 a2 sú navzájoni súmerné podia ímaginárnej osí; ak je 
absolutna hodnota | a | čísla a v oboch obrazcoch 26 a 27 tá 
istá, sú oba obrazy navzájom súmerné podia reálnej osi; súmer-
ným obrazom uhla ax je uhol a(, súmernýni obrazom uhla a2 

je uhol a2, je teda a2 = tc — ax, aí = — ax, a2 = — a2, takže 
stačí určit ax (pomocou tabuliek). Majme napr. rovnice siná — 
= ± 0,7528. Podia tabuliek a? = 48° 50', teda a2° = 180 — 
- a j = 131° 10'. V oblúkove] miere ax = 0,8523, a2 = 2,2893. 

Pre a = 0 máme rovnicu sin a — 0,, ktorej vyhovujú uhly 
ax = 0, a2 = ti] priamka Mx M 2 v tomto případe splvnie s reálnou 
osou. Pre « = ± 1 máme rovnicu sin a = ± 1. V tomto případe 
oba body MXl M 2 splynú s bodom [i], oba body Mí , M£ splynu 
s bodom [—i]; jediným riešením rovnice sin a = 1 je uhol a 

JT ^ 
jediným riešením rovnice sin a = — 1 je uhol a = — — . Ak je 
| a | ^ > l , leží bod [ai] mimo jednotkovej kružnice a rovnici 
sin a' = a nevyhovuje nijaký uhol. 

\[11 

Olo-. Obr. 27. 
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I I . cos a - - b (obr. 2S pře kladné b, obr. pro záporné />, 
číslo | b | v obidvoeh prípadoeh rovnaké). Na reálnej osi určimc 
bod b\ ak je | b | < 1, padne lento bod dovnútra jednolkovej 
kružnice. Rovnoběžka s imaginárnou osou přetne jednolkovú 

kružnicu v bodoch M1A'I2 (obr. 2S) alebo M[ Mí, obr. :><)), 
ktoré určujú dva uhly a1? a2 alebo o\,olí. Teraz je a2 =--•- ax; 
oc[ -- ti aL; = — a{; a1 sa opat určí z labuliek, pre a ----- O 
máme rovnieu cos a — 0. riešenie — ^ , a2 — —-~. Rov-
nici cos a = 1 vyhovuje jediný uhol a = 0; rovnici cos a =--- — 1 
vyhovuje jediný uhol a TI. Pre | b | > 1 nevyhovuje nijaký 
uhol rovnici cos a ----- b. 

11!. I ga ~r íobr. 30 pre kladné r. obr. 31 pre záporné c): 
číslo j r | je v obidvoeh prípadoeh rovnaké. Postrojíme bod 
| 1 | čij, klorý leží na dotyčnici jednolkovej kružnice s bodom 
dotyku |11 vo vzdialenosti c od bodu dotyku. Priamka [0| [1 - fc i i 
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přetne jednotková kružnicu v dvoch bodoch (Mv AI2 v obr. 30, 
M[. M'y v obr. 31), ktoré určia htadané ulily (at, a2 prc c > O, 
aí, a2 pre c < 0 ) ; bude teda 

Y\ —- OCJ, a2 ~~ ,T A 2 a2; 

sa určí z tabuliek. Pre c = 0 mánie rovnicu tg a — 0, ktorá 

má riešenie = 0, a2 -- rr. Pre žiadnc c nevyjde a -- -j- ~ , lebo 

hodnoty nie sú přípustné pre funkciu tangens. 

IV. Podobné riesime rovnicu cotg a — <1. 
Jné goniometrické rovnice budeme preberat až v tretej triede. 

10. Cl v i č e n i e. 

V príkladoch 1—7 vvpočítajte (na stupně a minuty) také 
hodnoty a-, pre ktoré platí 0 ^ x < 2 TT a ktoré vyhovujú daným 
rovniciam. 

1. a) sin x — /2; b) sin x — — - ; c) cos x -- 0,(i; d) cos a; = 
v «5 

- - Y ; e ) 1 « .r - - 1 ; f ) U í .r == — 2 ; f í ) c o l « .t = — ; h ) c o t g a; 

= : - 10. 

2. a) sin (x + ;5()°) - 0,4007; l>) sin (120° — ./•) - ; 

.•I cos (x --52°) = I ; <1) cos (150° -j- ;,;) = - 0 , 6 2 5 ; c) t« ( .x — 20°) = 
- 1,3785; f) I.» í i:tr>° -x) - - -0,5678; « ) colg (.c + 100°) = 

: o , 8 ; li) col,« í I 2 a -.r) ^ -0,1. 
1 5 

3. a) sin 2x = ; b) sin 3 a; = 1; c) cos 2 x = " 

<I) cos l«/* —-0,9(>; e) tg2x —- ; f) tg 3ar = —5; g) cotg 10ar= l ; 

h) cotg Gx = —3,2. 

4. a) sin x = sin 2a*; b) cos 3.x* = cos x; c) tg a; — 10 ar; 
d) cotg dx = cotg 2a\ 

5. a) sin a; --= sin (3arc + 20°); b) sin 2 a; = sin (45° — 3 a;) ; 
c) cos 3x- = cos (2x + 60°); d) cos (30° — x) = cos x; e) tg 5 a: = 
- tg (3a; - 9 0 ° ) ; f ) tg 3a; = tg ( - 7 a ; ) ; g) cotg (x + 135°) = 
= cotg 4ar; h) cotg (100° — 5ar) == cotg 3 a;. 

6. a) sina; = cos 35°; b) cosx = —sin 27°; c) tgx = cotg 125°; 
d) cotg ar + tg 54° = 0. 
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7. a) sin x = cos 2x; h) cos 3x = sin (20° - x); c) cos x = 

— sin (45° —x); (1) tg3;j;==cotgr>.T; c) colg2.r ~ lg7;r; f) cotg a* 
- tg (120° + 3x). 

8. Akc vztahy medzi x a y určuj ú rovnice: a) sin x = sin y; 
h) sin .x* = cosy; c) cos .x -- cos y; d) cos .x — —siny; e) cotg o:— 
= eotg ;/; f) tg x --- - tg y; g) I g .r cotg y; h) cotg .r = — tg y? 

17. ltovnoiiierny pohyb po kružnici. 

Z goniometrických lunkcii najdóležitejsie sú sinus a kosinus, 
ktoré sa vyskytujú v najdoležitcjších otázkách mechaniky 
a fyziky vóbec. V tomto článku rozriešime jcdnoduchú, ale 
dóležitú úlohu matematicky vyjádřit rýchlost bodu, ktorý sa 
rovnoměrně pohybuje po kružnici K . Střed kružnice nech je 
v začiatku; poloměr označíme r. Ako obvykle čas (v sekundách) 
označíme písmenom i a předpokládáme, že pre / — 0 pohyblivý 

\ 
\ 

bod je vodorovné napravo od začiatku a že otáčanie sa deje 
v kladnom smysle. Polpriamka, vychádzajúca zo začiatku [0] 
a prechádzajúca pohyblivým bodom, opíše uliol, ktorého 
velkost je priamo úměrná času. Koeficient úměrnosti označíme 
co a uhly budeme merat v oblúkovej miere; číslo co menuje sa 
uhlovou rýchlostou pohybu. Pohyblivý bod [X ] odpovedá 
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komplexnému číslu X, kterého absolutnu hodnota je 1' a kloreho 
amplituda (vid koniee. článku 11) je o>/, takže 

X - - r ( cos cul + i sin r/>/). 

Od okamihu / lL do okamihu / ----- l2 opise bod |XJ oblúk 
kružnice K\ keby v—- 1, rovnala by sa velkost tohto oblúka 
vefkosli uhla (v oblúkovej miere), ktorý opíše polpriamka 
[0] [X ] , t. j. o [t2 /i). Pri rubovotnom r opíše bod f X ] v - ná-
sobok, t. j. v co [l2 — • 

Podiel ' 

je velkost rychlosti pohyblivého bodu. Táto vďkost je kon-
štantná, ale rýchlost sama nie je konštantná, lebo rychlost je 
vektor, ktorého smerom je okamžitý smer pohybu a tento smer 
sa stále mení. V obr. 32 je vektor rychlosti, ten vektor, ktorého 
začiatočným bodom je bod [X ] a ktorého koncový bod [YJ leží 
na dotyčnici kružnice K vo vzdialenosli rco od [X ] v smere, odpo-
vedajúcom otáčaniu v kladnom smysle. Vektor rýchlosti radšej 
tak umiestime, aby jeho začiatočným bodom bol začiatok [0]; 
koncový bod podl'a článku 11. bude bod [Zj , kde Z = Y — X. 
Jde tu len o výraz pre komplexné číslo Z. Zrejme však | Z | = ray 
a amplituda čísla Z = amplitudě čísla X, zváčšenej o t. j. 
alebo podia vzorcov (12) článku 14.: 

Z ~ — rco sin co l + i rco cos o> l. 

17. C v i č e n i e. 

1. a) Ak poznáte uhlovú rýchlost co rovnoměrného pohybu 
po kružnici, vypočítajte čas /0, potřebný na jeden obeh. b) Ak 
poznáte dobu oběhu /0, vypočítajte uhlovú rýchlost. 

2. Miesto uhlovej rýchlosti pri rovnomernom pohybe po kruž-
nici niekedy zavádzame t. zv. frekvenciu /, t . j . počet obehov, 
ktoré vykoná pohybujúce sa teleso za 1 sek. Udajte, ako sa 
vypočítá a) frekvencia z uhlovej rýchlosti, b) uhlová rýchlost 
z frekvencie. 
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3. Motocyklista na kruhovej závodnej dráhe, ktorej dížka je 
právě 1 km, ide rovnoměrně rýchlosťou 90km|hod. Aká je jeho 
uhlová rychlost (za 1 sek.)? 

4. Zem pri svojom oheliu okolo Slnka koná prihližne rovno-
měrný pohyb kruhový, pričom priemerná vzdialenost Zemo od 
Slnka je 149,5 • 10° km. Vypočítajte postupnú i uhlovú rychlost 
tohto pohybu (za 1 sek.). 

5. Hod na povrchu Zeme koná pri otáčaní Zeme okolo osi 
rovnoměrný pohyb kruhový. Ak je 99 zemepisná sirka tohto bodu 
a v poloměr Zeme, vypočítajte postupnú i uhlovú rychlost tohto 
pohybu (za 1 sek.). 

G. Koleso zotrvačníka, ktorého priemer je 1 m, koná 100 obrá-
tok za 1 min. Vypočítajte postupnú i uhlovú rýchlost, ktorú má 
bod na obvode kolesa (za 1 sek.). 

7. Ak je bod, konajúci rovnoměrný pohyb kruhový, v čase 
/ — l v bode [3—4i ] , aký je poloměr jeho dráhy a aká je jeho 
uhlová rýchlost? 

8. Bod, konajúci rovnoměrný pohyb kruhový, nadobudne 
po uplynutí 1 sekundy rýchlost, vyjadrenú vektorom [0] [ZJ, 
kde Z = 1 —i. Vypočítajte poloměr dráhy a uhlovú rýchlost. 
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