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UVODNE POZNAMKY.

Latka aritmetiky tretej triedy je rozdelena na Styri samostatné
oddiely: postupnost, limity, kombinatorika a pravdopedobnost.
Ponatim i spracovanim st takmer vSetky state rozdielne od pre-
doslych ucebnic a z toho vyplyvaja ur¢ité naroky na metodické
podanie.

Tak postupnosti st definované rekurentne, podstatny déraz sa
kladie na porozumenie pojmu postupnosti a na odvedenie n-tého
¢lena a ¢iastoénych stétov postupnosti, pricom sa vynechaly umelé,
iba formalistické ulohy. Ani prili§ umele vykonstruované priklady
sa nemaja pouzivat. Finanéna matematika je, v sihlase s dneSnym
nazorom, velmi obmedzend a doéraz sa kladie na riesenie 1uloh
o vzraste nejakej veli¢iny v danom pomere. Samostatne a podrobne
sa prebera metdéda matematickej indukcie.

V oddiele ,,Limity,, sa dopliiaji vety o nerovnostiach, preberaju
sa ohrani¢ené a nulové postupnosti, konvergentné postupnosti, ich
limity a Gvahy o realnych ¢&islach ako limitach. Tato éast je podla
svojho spracovania nova a uddva pevné zaklady pre §tudium vyssej
matematiky i pre nové moznosti pestovania logického myslenia.

Vzorce v kombinatorike sa dokazuji priamo tsudkom, takze
vzorec sa objavi priamo vo svojej definitivnej forme. Uptsta sa od
formalistickych tiloh a od zmechanizovania celej partie, ako sa to
robievalo prv, a kladie sa hlavny déraz na usudzovanie.

Podet pravdepodobnosti sa zaéina kritickym rozborom pojmu
pravdepodobnosti, zaklada sa na skutoénych pokusoch, spracovanie
je ukazkou jednoty teérie a praxe.

V celej aritmetickej ¢asti sa kladie doraz na uvahy.

Toto poriatie aritmetiky prispeje k tomu, aby Ziaci rozumeli
prirodnému a spolodenskému dianiu aj so stranky kvantitativnych
vztahov a aby poznavali vyznam matematiky pre rozvoj vied a pre
technicky pokrok v sluzbach socializmu.
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I. POSTUPNOSTI.
Uvod.

Ak ku kazdému prirodzenému &islu » priradime podla akokolvek
zvoleného pravidla &islo a, (nemusi to byt prirodzené ¢islo), hovo-
rime, Ze

Ay, Gy, Az, Gy,. .. (1)

je postupnost &isel; ¢islo a,, je n-ty €len postupnosti (1); prirodzené
¢islo n je index ¢lena a,; miesto (1) piSeme niekedy strutne {a,}.

Priklady:

[1] 1,2,3,4, ....;vSeobecne {n}.

[2] 0,0,0,0, ....;vSeobecne {(0}.

(3] 1,4,9,16, ....; vSeobecne {n?}.

[4] —1, 2, —3, 4, ...; vieobecne {(—1)"- n}.
1111 1

5] == o=y ... VE .

Bl 335 ; véeobecne {n T 1}
1111 1
—_ v et —-n

[6] > TR vSeobecne {2n} alebo {2-"}.

[7] 0,1,0,1, ....;v8eobecne {l-l_—(z_l—)”}

Postupnosti [1], [3] maja ta vlastnost, Ze pre r < s je a, < ag;
to sa rastice postupnosti. Postupnosti [5], [6] maja ta vlastnost, ze
pre r < 8 je a, > ag to st klesajice postupnosti. Postupnosti [2],
[4], [7] nie st ani rastuce, ani klesajtce:

V predchadzajacich prikladoch bolo moiné udat jednoduchy
vzorec, platny pre kazdy ¢len postupnosti, t. j. udat podetny vyraz,
ktory sa pouziva na vypocet ¢lena a, na zéklade indexu n. Dolezité
st vSak aj iné, omnoho nepravidelnejsie budované postupnosti,
u ktorych takyto vzorec nevieme udat. V tomto smere je pozoru-
hodna najmi rastica postupnost {p,}, ktorej ¢leny st vietky prvo-
¢isla:

2,8, 5 17, 11,13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, ...



Postupnost (p,} je nesmierne sloZita a patri medzi najkrajsie
a pritom najtaZsie oddiely matematiky. Na zdklade skitmania tabu-
liek prvocisel boly o postupnosti {p,} vyslovené rozmanité do-
mnienky, z ktorych mnohé boly neskorsie s neoby¢ajnym démyslom
dokéazané, iné, i pri usilovnej snahe najlepsich matematikov, dosial
nie s4 dokazané. Dosial nedokizana je napr. Goldbachova do-
mnienka, vyslovena r. 1742, Ze kazdé parne éislo vicsie nez 3 sa da
napisat ako sucet dvoch prvodisel; na zaklade tabuliek sa zistilo,
ze to plati pre vSetky ¢isla az po 10 milionov, ale vSeobecny doékaz
nebol urobeny. Velky pokrok v tom smere urobil sovietsky mate-
matik I. M. Vinogradov, ktory r. 1937 dokazal, Ze kazdé dost velké
neparne Gislo sa dd napisat ako stcet troch prvocisel a ze kaidé
parne lislo je siidet najviac Styroch prvodéisel; tento dokaz sa po-
vazuje za jeden z najskvelejSich vykonov modernej matematiky.

Velmi asty a ddlezity je pripad, Ze je priamo dany prvy dlen
alebo nickolko prvych ¢lenov postupnosti, a Ze pre nasledujtice
¢leny je dany vSeobecny predpis, ako sa ma poéditat ¢len a,,, na
zaklade poznania predchadzajucich ¢lenov

Ay, gy .oy Gy

V takomto pripade hovorime, Ze postupnost {a,} je definovana
rekurentne (latinsky recurrere = bezat zpit). Priklad rekurentne
definovanej postupnosti dostaneme, ak zvolime prvé dva éleny a,,
a, celkom Tubovolne a kazdy nasledujici ¢len uréime podla pred-
pisu:

Qpty = Qg + Bpyg.

Ak volime napr. a, = 1, a, = 1, je zatiatok naSej postupnosti
tento:

1,1,2 8, 5,8, 13, 21, 34, 55, 89, ...

a lahko mozno poé¢itat lubovolné mnozstvo dalsich élenov.

Poznamka. Casto. je tielné zadat indexom 0 miesto indexom 1,
pisat teda postupnost vo tvare:

@y, Ay, Gy, Ag, ... (2)

miesto vo tvare (1). Vo tvare (2) n-ty &len je a,_;, kym a, je
(n 4+ 1)-vy ¢&len.

Cviéenia.

1. Napiste prvych desat 8lenov postupnosti: a) (1};b) (1 — n];c){ n };

n+1



d) (n(n—1));e) {%+%(—1)n};f) (14"},

2

10.

11.

. Napiste prvych desat ¢lenov postupnosti, danej rekurentne: a) @, = 1,

apn4y=an+1; b) ay=a, an+y=a-ap; ¢) a; =0, an+, = k- an;
d)a,=1,a,+;,=1"ap;€)a, =a, Ap+y =0 + d; fla, =a,an+, =
=ap-q g =1, ay=2, an+, =an —an—-;;h) ¢, =0, a, =1,
an+qy = 2an + an—;-

. Vyjadrite vzorec n-tého élena postupnosti: a) a, 2a, 3a, 4a, 5a, 6a, ...;

b) a, a?, a3, a4, a’, ab, ...; c) l 3 j_ i _‘i _6. ...;d) E,i,i,i,
2’34567 1 2 3 4
%, coe) 1 =1, +1, =1, +1, —1, ...; ) 1, 4, 7, 10, 13, 16,
2 2
8)1,2,4,8,16,32 ..5h) —54, 18, —6,2, ——, ...

. Napiéte vzorec n-tého &lena postupnosti, danej rekurentne: a) a, = 1,
n+; = —ay; b) a3 = L, an+y=an + Li¢)ay = —1, an+,; = an; d)
ay=a,ap+,=0an+d; €)ay=LlLant,=an 4 f) oy = 1, an4, =
=1 — ap.

. Vyjadrite &len an +, pomocou élena an v postupnosti: a) {1}; b) {1 —

—n}; e) ((—1)n}; d) (nd}; e) {a’j"“);f){%}; g) (1 + (=D}

. Vyjadrite élen an+, pomocou ¢&lena an postupnosti: a) {1 + (—1)7};

b) (1 — 2n}; ¢) (a™); d) {1 + in).

7. Pré ktoré x je postupnost a) {nx}, b) {an} rastiica a pre ktoré z je kie-

sajuca?

. Postupnost, ktoré je dané rekurentnym vzorcoman+, = (n 4+ l)an +

+ (—1)2+1, vyhovuje tieZ rekurentnému vzorcu an+, = n (an +
+ an+,). Dokazte.

. Vyjadrite ¢len an+, pomocou élenov an & an—, v postupnosti

{V 5 [( 1 +2V 5) ( ! —2]/3)"']}. Ktord je to postupnost?

Vzorec n-tého 6lena postupnosti, danej rekurentnymi podmienkami

a,=1,a,=1, an+, = an + ap -, mMa tvar ap = k (xn — yn). Urdite

éisla k, z, y.

Postupnost, dand rekurentne podmienkami a, =1, a, =1, ap+, =

k= an — an—q, Mé tieto vlastnosti: a) an+ 5 = —an; b) an+ ¢ = an. Do-
azite.

. Vzorec n-tého ¢lena postupnosti a; = 1, a, = 1,ap+,; = Gp — an—; Mé

tvar ap = k (zn — yn). Urdite k, x, y.

2. Aritmetické postupnosti.

Nech je dané Iubovolné éislo d.

Potom méZeme rekurentne definovat postupnost {a,} takto: Prvy
dlen zvolime Iubovolne a vietky nasledujice Eleny uréime pred-
pisom:

Ant1 =y + d. (1)
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Takto vzniknuté postupnost sa vol4 aritmeticka postupnost. Cislo
d sa menuje jej diferenciou (latinsky vyraz pre rozdiel), pretoze sa
rovna rozdielu o, 4, — @, ktorychkolvek dvoch susednych ¢&lenov
postupnosti. Zrejme aritmetickd postupnost s kladnou diferenciou
je rastiica postupnost; so zipornou diferenciou je to klesajica postup-
nost; ak je d = 0, si1 vietky ¢Eleny postupnosti rovnaké.

Ak su r, s dva indexy a ak napr. r < s, podla rekurentného pred-

pisu (1) je
gy =a,+ (d+d+ ... +d),

kde pocet séitancov v zatvorke rovna sa rozdielu s — r oboch inde-
xov. Teda
@ = a, + (s — 1) d. 2)

Vztah (2) bol odvodeny za predpokladu r < s, ale fahko z neho
vypotitame, Ze pri tom istom predpoklade musi byt aj a, =
= ay — (s — r) d, CiZe

a =as -+ (r—s)d

¢o znamena, Ze vztah (2) musi zostat spravny i pre r > s; zrejmé
je, ze (2) plati aj pre r = s. Teda (2) plati pre ktorékolvek dva
indexy r, s.

Zvlastnym pripadom vzorca (2) je vzorec

G =a, + (n—1)d (3)

pre vypodet n-tého ¢lena a, na zaklade prvého ¢lena a, a diferencie
d. Ako priklad vezmime neparne prirodzené &isla; tie tvoria zrejme
aritmetickt postupnost s prvym ¢lenom 1 a s diferenciou 2, takze
n-té neparne ¢&islo podla (3) rovna sa a, =1+ (n — 1) -'2 alebo

a, = 2n — 1. (4)

Ak podla poznidmky na konei ¢lanku 1 zaciatoénému élenu ddme
index 0, mdme miesto (3) jednoduchsi vzorec:

a, = ay + nd. (5)

Na zaklade vzorca (2) mdZeme jednoznacne uréit aritmeticky
rad, ak st dané ktorékolvek dva jeho ¢leny (s réznymi indexami),
a vypocxtaﬁ ktorykolvek iny ¢len radu. Ak ma byt napr. a,y = 15,

a,, = —15, vsadime r = 10, s = 20 do (2) a dostaneme
—15 = 15 4 10d,
z ¢oho vypotitame diferenciu d = —3. Ak chceme vypoéditat prvy

¢len a,, vsadime r = 10, s = 1 do (2) a dostaneme a, = 15 — 9d =

8



= 15 4 27, teda a, = 42. Ak chceme vypoéitat napr. as, je zby-
toéné pocitat najprv a,; vsadime r = 20 (alebo r = 10), s = 50

do (2) a dostaneme az,= a,, + 30d alebo ayy = —15 — 90, a,y =
= —105.
Ak je
@y, Ao, Qg, Gy, . .. (6)

lubovolnd postupnost, mézeme pomocou nej definovat rekurentne
nova postupnost {s,} takto: Prvy élen je s; = a,; kaidy nasledu-
juci ¢len je uréeny rekurentnym predpisom

; . Spn+1=Sn + Bn+y, (7)
takze zrejme

Sp =10y + Gy + ... + @y (8)

Cisla s, sa menuja ¢iastotné sidty postupnosti (6).

Naudime sa, ako mozno po¢itat ¢iastoéné siuéty aritmetickej po-
stupnosti. Zaéneme prikladom. O sldvnom matematikovi K. F.
Gaussovisa hovori tito anekdota: Ked bol Ziakom narodnej $koly,
dostali Ziaci za doméace cvidenie vypocitat sadet

14+2434 ...+ 99+ 100 (9)

so sto séitancami. Ziak Gauss hned vyhlésil, ze vyjde 5050. Ci sa to
skutoéne prihodilo, nie je zaruéené, ale nie je to ani nemozné, lebo
sadet (9) rovna sa suétu

100 4+ 99 4+ 98 + ... + 2 + 1,
a tak dvojnasobok stétu (9) sa rovna stuétu
(1 - 100) + (2 4 99) + (3 + 98) + ... - (99 + 2) + (100 + 1)

so 100 rovnakymi séitancami, rovnymi 101. Teda ¢islo (9) rovna sa.
polovici stéinu 101 - 100, t. j. 5050.

Ak poctitame tou istou metédou vSeobecne stcet (8), dostaneme
najprv:

28y, = (@ + @) + (@ + @p—y) + ... + (@0 + ay). (10
Dva susedné séitance napravo v (10) maja tvar
ar + Q55 Apiy + A5y
Podla definicie aritmetickej postupnosti je vak

iy =0 +d, @Gy = a;, — d,
a preto

A + @5 = Qpyq + G-y,

9



t. j. v suéte napravo v (10) vSetky scitance sa rovnaju. Pretoze
pocet séitancov rovna sa n, mame 2s, = n (a, + a,) alebo
1
Sn = - n(a; + an), (11)
¢o je ziadany vzorec pre ¢iastoéné sudty aritmetickej postupnosti.
Vzorec (11) méZeme este troSku zovseobecnit, ak uvéazime, Ze pri
Tubovolnom r, ked je (6) aritmetickd postupnost, je aj

Ay, Gpiyy Cpig, -

aritmetickd postupnost s prvym &lenom a,; ak je s > 7, je a; potom
(s — r 4+ 1)-vy ¢len tejto postupnosti, takze

1
G+ Gryq + . +“s=?(3—7'+1)'(a’f+as)

alebo slovami: Siéet lubovolného poétu za sebou nasledujicich &le-
nov aritmetickej postupnosti rovni sa polovici sicinu ich poétu
so siétom prvého a posledného z mich. Napr. v hornom priklade
(str. 8) sucdet Clenov aritmetickej postupnosti s dvoma danymi
¢lenmi
Ao = 15, @9 = —15 je ayo + @y + @33 + ... + @y = 0.

Zaujimavy je pripad postupnosti neparnych &isel (4). Podla (4)

a (11) je
14+34+54 ...+ (@2n—1)=n?

t. j. sticet prvych » neparnych éisel rovnd sa n% Pre n = 5 pozri
obr. 1, ktory jasne ukazuje, ze 52 =1+3 + 54+ 7 4 9,

Obr. 1.
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Ak do vzorca (11) vsadime za a, zo vzorca (3), dostaneme po
Iahkej Gprave vzorec

3n=na1+—})—n(n— 1)d. (12)

Vzorec (12) si v8ak netreba pamitat.

13.

14.

Cvidéenia.

Napiste prvych desat &lenov aritmetickej postupnosti, ak je a) a; = 3,

1
d=2;b)ya, =2,d= -3¢ a=—3,d=04d)a=0,d= -1
Napiste prvych desat ¢lenov aritmetickej postupnosti, ak je a) a, = 5,
d=3;b)a,=1,d=—T7;¢) a;, =5, d=08;d) ¢, =3, a,=17;

e)a, =9, a; = 6.

15. Ak je v aritmeticke]j postupnosti dané a, a d, vypotitajte as v pripadoch:

a) a; =12, d="1T, s=5;b) ay =8, d= —3, s =125 ¢) a; = 4,
1

d=— 5, s=14d)a,=7d=—001,s=1000.

16. Napiste k-ty ¢len aritmetickej postupnosti, ak je a) @, = 4,d=3;b) a, =
=—-2d=—2¢)a;="T7,d=12; d)a;q =10, d = —3; e)a, =1,
d = 0,l.

17. Ak je v aritmetickej postupnosti dané ar a as, vypoditajte d a udajte
k-ty élen v pripadoch: a) a; = 7, ¢y = 9; b) ay = —2, a;, = —5; ¢)

18.

=105 =2;d) a,=05a,=2;e)ar=2x,a5=1y, T #s.
Urdite sudet prvych desat ¢lenov aritmetickej postupnosti, ak a) a, = 3

) )
ap =30; b)a, =10,d = —2;¢)a, =5,d = ——2—;(1) A, = —4,a, =
= 2,4.

. Aspon kolko é&lenov prirodzeného radu &isel treba séitat, aby sulet

presiahol: a) 100, b) 1000, c¢) 1000 000?

. Stéet prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti je dany vyrazom

4n? — 3n. Uréite prvych pit &lenov tejto postupnosti a vyraz pre
k -ty ¢len.

. Aritmetickd postupnost je uréend tymito podmienkami: a) a, = 3,

1
d=—1;b)a,=184d =733 c) a; = 3, a; = 12. Uréite vyraz pre an
a pre sn.

. Kedy je postupnost &iastoénych suétov aritmetickej postupnosti: a)

rastuca, b) klesajica?

. V aritmetickej postupnosti -ty ¢len mé hodnotu x, diferencia je d.

Ktory é&len je y? Kedy mé uloha rieSenie?

. V aritmetickej postupnosti je a, = a, ar = z, ss = s. Urcite r. Kedy mé

tato tloha riesenie?

. 'V aritmetickej postupnosti je a; = 3, d = 2. Kolko ¢lenov déva sicet

sp = 1207

. V aritmetickej postupnosti je dany r-ty &len x a sudet prvych r élenov

s. Uréite prvy &len a diferenciu. M4 tloha vidy rieSenie?

. V aritmetickej postupnosti stdet prvych r &lenov rovné sa x a sucet

prvych s élenov rovnéa sa y. Uréite prvy ¢&len, diferenciu, r-ty a s-ty
¢élen.

11



28. Ak sa saéet prvych r élenov aritmetickej postupnosti rovné nule, je
ay = —a,. Dokéite!

29. n priamok v rovine, z ktorych nijaké dve nie s rovnobeZné a nijaké
tri neprechadzaju tym istym bodom, deli rovinu na Axn ¢asti. Dokazte,
7e pre &islo An plati rekurentny vzorec Ay .., = An + n + 1, a udajte
vzorec pre k-ty ¢len tejto postupnosti.

3. Geometrické postupnosti.

Nech je dané IubovoIné &islo q. Potom mdzeme rekurentne de-
finovat postupnost {a,} takto: Prvy ¢len zvolime [ubovolne a
vietky nasledujice ¢leny uréime predpisom

Gy = Gn. (1)

Také postupnost sa vols geometricka postupnost. Cislo ¢ sa me-
nuje jej kvoeient (latinsky nazov pre podiel), pretoZe v pripade
a, 7 0 rovna sa podiclu a, 4, : @, dvoch susednych ¢lenov postup-
nosti.

Ak je a; = 0, zrejme vSetky ¢leny a, rovnaji sa nule a kvocient ¢
je celkom neurdity. Ak ¢ = 0, vSetky ¢leny okrem prvého rovnaju
sa nule. Ak a, #~ 0, ¢ 7 0, nijaky ¢len nerovna sa nule, lebo podla
(1) ¢len a, +, mohol by sa rovnat nule len vtedy, keby sa uz pred-
chddzajtci ¢len @, rovnal nule. Teda v pripade a; %= 0, ¢ # 0 je
(p4q : @y = q pre vSetky indexy m. Vyzdvihnime si eSte pripad
¢ = 1; v tomto pripade vSetky ¢leny postupnosti sa navzajom
rovnaju.

Z (1) plynie (a to i v tom pripade, ked berieme do tivahy éisla
komplexné), zZe

Ian+1|=|a’n '|Q| (2)

Teda: Ak je {a,} geometricki postupnost s kvocientom ¢, je
{|a, |} geometricka postupnost s kvocientom |q |.

k prvy ¢&len a, i kvocient ¢ su ¢isla kladné, plynie z (1), Ze vietky
¢leny st cisla kladné. Ak okrem toho je ¢ > 1, plynie z (1), Ze
@y 49 > Gy, takie v tomto pripade {a,} je rastiica postupnost. Ak
tisla a4, q st kladné, ale ¢ < 1, plynie z (1), Ze a,+, < @, takZe
v tom pripade {a,)} je klesajica postupnost. Ak je ¢ zdporné a
@, 7 0 je redlne, maja ¢leny postupnosti {a,} striedavé znamienka,
a preto postupnost nie je ani rastica, ani klesajuca.

V pripade a; > 0, ¢ > 0sh vetky ¢leny geometrickej postupnosti
kladné éisla, ktoré mézeme logaritmovat. Podla (1)

log an 4, = log an + log q,
takZe logaritmovanim vznikne aritmetickd postupnost s diferenciou
d = log q.
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Vratme sa k Tubovolnej geometrickej postupnosti. Ak st », s dva
indexy a napr. r << s, je podla rekurentného predpisu

@G =ar (¢ g 7.9,
kde poclet ¢initelov v zatvorke rovna sa s — r. Teda
Qs = Qp * @57, (3)

Vztah (3) bol odvodeny za predpokladu r < s, ale je zrejmé, Ze
platiiprir =s. Ak je ¢ #£ 0, je

(IS—T . qr—s — (10 s ],

takze z (3) plynie
Qs * qr—s = Qy,

¢o znamena, Ze vzorec (3) plati i pre » >s. Teda (ak je ¢ # 0)
vzorec (3) plati pre ktorékolvek dva indexy r, s.
Zvlastnym pripadom vzorca (3) je vzorec

@y = ay* Q=1 (4)
pre vypocet n-tého ¢lena geometrickej postupnosti na zaklade prvé-

ho ¢lena @, a kvocienta ¢. Ak zacdiatoény ¢len oznalime a,, ako
v poznamke na konei élanku 1, mame pohodlnejsi vzorec

an = ()

Ak sa prvy &len geometrickej postupnosti rovna jednej, sudet
prvych n élenov rovna sa

sn=1+q+ ... + gL
Z toho vsak plynie, Ze
S =g+ @+ ...+

a od¢itanim vyjde
snlg—1)=q"—1,
lebo v8etky ostatné ¢leny sa zrusia, Teda pre ¢ 7 1:
n_ 1
T (6)

qg—1

14q+ ... 4q-1=

¢o mozeme pisat aj vo tvare

1 —gn

14+ q+ ... +q-1= T (6")
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Ak je q zaporné alebo kladné a mensie nez 1, mame vo tvare (6’)
kladného menovatela; ak je ¢ > 1, mame kladného menovatela
vo tvare (6). Ak je ¢ = 1, nemaja vzorce (6), (6’) smyslu; Tava
strana potom rovna sa n.

Pre geometrickd postupnost s Iubovolnym prvym ¢élenom a,
mame

sn=0a,+ a4+ ... +a,=a =1 = a, T—q

Stadi viak pamitat si vzorec (6) a (6').

30,

31.

Cvidenia.
Napiste prvych desat &lenov geometrickej postupnosti, ak je a) a; = 3,

1
=2 b) =1, g = —1; ¢) a, = —437,4, ¢ =33 Q) a = —1,
g=1VZe a =3 g=1+1i

\Iapiite prvych desat &lenov geometrickej postupnosti, ak je a) u, =
= _,q= -,b)a, = 25,4 = —0,2;¢) a9y = —1, q—_, d) a; = 512,
az—- 768; o)a5—30 ag = —3; f)a4—l+|,a5_.l—1

. Ak je v geometrickej postupnosti dané a, a d, vypoditajte as v pripa-

doch: a) a;q = 243, ¢ = %, s=58b)ag="79=1,8=12;¢) ag =

= 2500, g = —2,5, s = 1; d) ag = 5, __(1 +i) V2, s == 13.

33. Napiste k-ty ¢len geometrickej postupnostn, ak je a) a, =3, y = 5;
b) = —2, = —2; ¢) ag = 96, 1 = -%; d) aype =1, g = —i.

34. Ak je v geometricke] postupnosti dané ar a as, vypoditajte 7 a udajte
k-ty 8len v pripadoch: a) a5 = 2, a;, = 4; b)a, =1,a4 = —1;¢) a;, =

35. ;réi,t: 5‘;1:ie};6i)1vy"ch desat ¢lenov geometrickej postupnosti, ak je a)
a,=1,47=2;b)a, = 19683, 4 = ——,C)a5~9,{,f= Vg;d)a4=5,
ag; = d.

36. Uréite (s pouZitim logaritmov) ¢iastoéné sucty s;, s19, 810, S50 geOmetric-
kej postupnosti, v ktorej a, = 1, g = 1

37

38.

14

. (Historicka tloha.) Kupec chcel kupit kona. Prehnany predavaé¢ mu

povedal: ,,Komia ti dam zadarmo, zaplati§ mi iba klince v jeho podko-
véch. KaZdd podkova je pribitd Siestimi klincami, celkom je ich 24.
Za prvy klinec mi d4§ 1 kopejku, za druhy 2, za kaZdy dalsi’dvakrat
tolko ako za predchadzajici.** Kolko mal podla toho kupec zaplatit?
Geometrickd postupnost je dand tymito podmienkami: a) a; = 2-

q=%;b)a4=10,q=—l;c)a

Taz pre Sp.

;3 = 10, a; = 9; urdite vSeobecny vy,



39. Kedy je postupnost &iastodnych suétov geometrvickej postupnosti:
a) rastuca, b) klesajica?

40. V geometrickej postupnosti je r-ty élen x, kvocient je 4. Kolky ¢&len
je y? Kedy ma dloha riesenie?

41. V geometrickej postupnosti je kvocient 2, r-ty &len 5%. stdet prvych
7 &lenov 10 .%; urdite 7.

42,V geometrickej postupnosti s kvocientom 4 = — _;_ je sudet prvych
osem ¢lenov rovny 14 760. Uréite tieto éleny.

43. V geometrickej postupnosti je prvy ¢len %, r-ty Glen 38_; sucet prvych

r ¢lenov ﬁ0_5; urdite r.
864

41. Urdite hodnoty sUétov a) c¢p = cosa + cos 2a + cos 3a + ... +

+ cosra; b) s, = sina + sin 2a + sin 3a + ... + sin ra. — Névod:
poéitajte cr + 48, a uvedomte si, Ze coska + ¢-sinka = (cosa +
-+ 7 sin a)k,

45. Uréite hodnotu saétov: a) cos a 4 cos 3a + cos 5a + ... + cos (2n —

— 1)a; b) sina + sin 3a + sin 8a + ... + sin (2n — 1) a.

4. PouZitie geometrickych postupnosti.

S geometrickymi postupnostami stretdvame sa v ulohach, v kto-
rych ide o vzrast (alebo pokles) nejakej veliéiny v stdlom pomere.
Predpoklad, Ze zmena velid¢iny sa deje v stdlom pomere, v désledku
ktorého postupné hodnoty skumanej veli¢iny tvoria geometricku
postupnost, nebyva v skutoénosti splneny presne, ale je dasto
splneny priblizne, a na tomto zaklade urobené vypoéty mézu viest
k cennym zaverom, i ked st tieto zavery len zhruba spravne.

Prakticky sa vzrast uddva najéastejSie v percentidch nejakého
zdkladu Z; pri vzraste o p percent znamend vzrast zo zakladu Z

Zp s PR P ) .
na Z + T00 & da sa vyjadrit stéinom Z (1 + 100/ Z toho:
_ 4
7=1+ 55 (1)

»

V dalsom texte vzrastom o p percent sa mysli vzrast za jedno
obdobie, obydajne jeden rok. Ak zaciatoéna hodnota velidiny je
a,, zvictSend hodnota po n obdobiach je dana vzorcom

an = Qg * " (2)
Ak st zo §tyroch hodndt

@o; an; P (alebo g); n
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dané ktorékolvek tri, mézeme vypodcitat Stvrtu na zaklade vzorca
(2). Vypocet (a,) je priamo dany vzorcom (2); pre vypolet ¢, mame

Ay = Qp * G~ ™ (3)

Pre najcastejSie sa vyskytujice hodnoty percentovej miery p si
¢isla g™, ¢~ udané v tabulkach. Pre iné hodnoty p pocitame loga-
ritmicky; z (2) a (3) plynie:

log an = log ay + n - log q, (4)
log ay = log an — n - log q. (5)

Ak pracujeme so Stvormiestnymi logaritmami a ak je » < 100,
treba k Stvormiestnemu vypodltu sidinu poznat log ¢ na 6 miest.
Sedemmiestne hodnoty log ¢ st pre rad hodnét p udané v nasledu-
jacej tabulke.

0, 1, 2, 3, 4,
0 0,000 0000 0,0043214 0,0086002 0,0128372 0,017033 3
1 04341 4751 2 9025 7 3 258 7 74507
2 0867 7 5180 5 9450 9 36797 7867 17
: 13009 5 609 4 9 875 6 41003 8 284 3
4 17337 60380 0,010 300 0 45205 87005
5 2166 1 6 466 0 017239 4940 3 91163
6 2 598 0 6 893 7 1147 4 5359 8 95317
7 30295 73210 15704 5778 8 9946 7
8 34605 7747 8 1993 1 61974 0,020361 3
9 38912 81742 2415 4 6 615 5 07755

Tabulka udava logaritmy hodnoty ¢ = 1 + l_gf) zaokrihlené na

7 des. miest pre p = 0,1; 0,2; 0,3. .. az po 4,9. Cela Cast percent je
udansd v zdhlavi stipcov, desatiny percenta st udané v zahlavi
riadkov. Nasledujtica hodnota p by bola p = 5; prislusna hodnota
log g = 0,021 189 3.

p

Vo finanénych tabulkdch sa zvykne miesto 700 pisat 2 (angl.

interest = Urok), namiesto ¢ pisat » (angl. rate = pomer).
Logaritmovanie je nevyhnutné, ak nezndma je n alebo p. Ne-
znama n je dana z rovnice (2) vyrazom
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_ log a, — log ao, 6)
log q
nezndma p sa urdi takto:
log a loga

209 Gn n*("’ p =100 (g — 1). (7)

Ale p moéZeme urdit aj tak, ze k vypocitanej hodnote log ¢ najde-
me jej najblizsiu tabulkova hodnotu log ¢ a z tabulky vyéitame
priamo p.

Netreba si paméitat vzorce (3) aZ (7); pamitajme si iba vzorec
(2), ktorého upravu urobime vo vySetrovanom numerickom pri-
klade.

Pozndamka. Ak ¢islo b vznikne z &isla @ zmenSenim o p percent,
vznikne ¢islo a z &isla b zviacSenim. O kolko percent?

Ak oznatime x hladany podet percent, je

_ _ b _
b_“(l 100)’ “_b( + 100)

Ak z prvej podmienky vsadime za b do druhej, dostaneme po
skrateni ¢islom a:

_(y_ P L_M( L)
1"(1 100)’(1+100)_ 100 1 100

logq =

x 100 P
' 160 = 100 — p _l+100——p’f
teda
_ 100p
100 —

Pretoze 100 — p je mensie nez 100, je

100 p - 100 »
100 —p = 100 °

t.j. clslo x je vidy o nieco vicsie nez p- Ak je viak p malé, je rozdiel
medzi p a = nepatrny.

Priklad. Mesto ma 87 000 obyvatelov. Za kaidy rok sa podet
obyvatelov zvy$i o 1,3%,. a) Kolko obyvatelov bude mat mesto
o 10 rokov? b) Za kolko rokov vzrastie pocet obyvatelov o 25%

Podla vzorca (2) je a, = 87 000, ¢ = 1,013. Na 6 des. miest je
log ¢ = 0,005 609. V ulohe a) je n = 10, teda

an = ay* q1% log an = log ay + 10 log g,

2 Aritmetika III. 17



teda log a, = 1,995 6; a, = 99 000. Teda o 10 rokov bude mat
mesto skoro 100 000 obyvatelov. V ulohe b) je a, : ay = 1,25, teda
= 1,25; n = log1,25 17,3.
log q

Pocet obyvatelov vzrastie skoro o 259, asi za 17 rokov.

Najcéastejsie sa vyskytujice Glohy tohto druhu st tlohy periazné.
Ak je nejaka istina a, uloZena na p9%,, vynesie za kazdy rok turok,
ktory, ak sa nevyzdvihne, pripoéita sa k istine, a za druhy rok uz
mame okrem troku z povodnej istiny aj urok z Groku. Po n rokoch
koneéna istina a, ma hodnotu (2), kde ¢islo ¢ je dané vzorcom (1).
Celkovy 1rok rovna sa a, — a,.

Vzhladom na toto uZitie geometrickej postupnosti na vypocet
uroku sa &isla ¢ nazyvajua troéditelia a ich prevratené hodnoty sa
menuju odiroditelia.

Priklad. Ak uloZim zaciatkom kazdého roku 1 000 K¢é&s, kolko
budem mat pri 29%,-nom trokovani po 20 rokoch? Tu ¢ = 1,02.
a = 1000. Vklad a vzrastie po » rokoch na a - ¢*; takych vkladov
méame veelku 20; prvy je uloZzeny 20 rokov, druhy 19, ..., posledny
jeden rok. Po 20 rokoch budeme mat

aq?® 4 ag®+ ... +ag=a¢g (1 +q¢+ ... 4+ q'9),

teda podla vzorca (6), élanku 3:

g2 —1 oo q—1
i __ —1020- = 51 000 (¢2° — 1).
aqq_l 020 0,02 51 000 (g )

Z tabulky troditelov vyéitame ¢2° -=- 1,4859. Teda po 20 rokoch
budem mat 24 781 Kés.

Cvidenia.

46. a) Ak zvySime vyrobu kaZdoroéne o 109, o kolko percent ju zvySime
za cela péatroénicu? b) O kolko percent treba zvysit kazdoroéne vyrobu,
aby sa za pitroénicu zdvojnasobila?

47, Ak prirastie drevo v lese kazdym rokom o 29, za aky &as sa zdvojné-
sobi?

48. Pocet obyvatelstva istého mesta vzrastol za 10 rokov o 109%. Kolko
percentnému roénému prirastku to odpoved4?

49. Aku dnesSnt cenu mé pohladavka 10 000 Ké&s, splatna: a) za rok, b) za
3 roky pri 29, celoroénom sloZenom urokovani?

50. JRD si vypoZi¢alo 10 000 K&s a zaviazalo sa, Ze ich splati dvoma
rovnakymi splédtkami, z ktorych prvé je splatnéd za 2 roky a druhd za
4 roky odo dria vypoZiSania. Aké velké budu splatky pri 29, sloZenom
urokovani?
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51.

52

53.

Svetelny lu¢ straca pri prechode sklenou doskou uréitej hribky 5%,
svojej intenzity. a) O kolko percent sa zoslabf intenzita svetla pri
prechode piatimi takymi doskami? b) Kolkymi doskami sa zoslabi
priblizne na polovicu?

. Tlaku vzduchu ubtida so stipajucou vyskou (pri stélej teplote) asi

0 1,2% na 100 m. a) Ak je normaélny tlak vzduchu na hladine morskej
760 mm Hg, aky je normalny tlak vzduchu na vrchole Krivina? b)
Udajte vzorec, podla ktorého moZno z tlaku nameraného vo dvoch
réznych vyskach uréit vySkovy rozdiel oboch pozorovacich miest.
¢) O kolko percent klesne tlak vzduchu, ak vystipime o 1 000 m vysSie?
Rozdielom vySok dvoch ténov rozumieme pomer ich kmitodtov. Ak
predpokladame, Ze kaZzdé dva susedné poltény maji rovnaky rozdiel
vysok, a ked je kmitoget ténu a, = 435 kmitov za sek., najdite kmitocet
vSetkych celych ténov od tonu ¢, po tén ¢, (tzv. temperované ladenie).

. Tlmeny pohyb kyvadla deje sa tak, Ze kaZzdé dve po sebe nasledujiace

krajné vychylky od rovnovéznej polohy (zvanej rozkyv) st v stalom
pomere. a) O kolko percent sa zmensi kazdy nasledujaci rozkyv, ak sa
po 100 kyvoch rozkyv zmensi na 0,01 pévodného rozkyvu? b) Po kol-
kych kyvoch klesne rozkyv na polovicu pé6vodného rozkyvu?

5. Ak je nejaké suma uloZend vo sporitelni len na &ast roka, podita sa

urok len za tu Gast roka, za ktoru bola suma uloZena (a to zaokrihlene
sostupne na polovice mesiacov). Ak uloZime kapitdl K na p9%, medzi
rokom, poéita sa tirok do konca roka za zvySnych m mesiacov takto:
Najprv vypoéitame, aky kapitdl x treba uloZit za¢iatkom roka, aby za
12 m mesiacov od zadiatku roka vzrastol (jednoduchym urokovanim)
na hodnotu K. Potom vypoéitame hodnotu y, na ktora vzrastie kapitél
a za jeden rok. Rozdiel y — K je hladany urok. Vypoéitajte a stanovte
vzorec, podla ktorého sa vypoéita drok z vkladu vloZeného medzi

" rokom do konca roka za zvysnych m mesiacov.

61.

62.

63.

2‘

. Kolko musime ukladat zaéiatkom kaZdého roka za 10 rokov, ak chceme

mat koncom 10. roka nasporené 10 000 K¢és pri 29, sloZenom trokovani?

. Nérodny podnik zakupil stroj za 1 000 000 K¢és, ktory bude v previdzke

10 rokov. Po uplynuti tohto éasu bude pre podnik bezcenny. O kolko
Kés rotne sa musi tymto strojom zlacnit prevadzka, ak mé byt stroj
rentabilny ? (Poéita sa 39, urok.)

. Ak chceme zaistit fond roénych 1 000 Kés za éas 10 rokov, kolko sa

musi ulo#it zadiatkom prvého roka? (Urokovanie 29%,.)

. Ak mam v sporitelni na zadiatku prvého roka 10 000 K¢és, kolko modzem

roéne za 10 rokov koncom kaZdého roka vyberat, kym tento vklad
vygerpam? (Urokovanie 29.)

. PéZicka mé byt zaplatend rovnakymi splatkami, platenymi vidy kon-

com roka za 20 rokov. Prvé splitka sa plati rok po vypoziéani. Kolko
percent z vypoZidanej &iastky treba platit rodne, ak sa poéita 39, uro-
kov?

Mnoistvo dreva v lese sa odhaduje na 50 000 m3. Roény prirastok robi
2,59%. Kolko m? dreva zostane v lese po 10 rokoch, ak sa vyribe
4 000 m? roéne?

Vyrobné druZstvo si vypozialo 1000 000 Kés na rozSirenie previdz-
kového zariadenia a spléca svoj dlh kaZdoroéne sumou 50 000 Kés
(prva splatka za rok po vypoZiéani). Za kolko rokov bude dlh zaplate-
ny? Akéa velkéd bude posledna splatka? (2,59, troku.)

Stary ¢lovek dostéaval cez 10 rokov mesaéne 950 Kés starobného po-
istenia. Kolko Ké&s roéne by musel ukladat za 20 rokov, aby si nasporil
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sumu, ktord by mu zaistila taky déchodok, aky dostaval zo starobného
poistenia? (29, arok.)

64. NovomanZelia si prenajali byt so zariadenim a platili mesaéne 500 Ké&s
najomncho Ini manZelia si prenajali podobny byt bez 7auadema a pla-
tili ndjomné 3 600 K¢és rocnc, kuplll s1 ndbytok za 80 000 Kés a 5 rokov
splacali rozdiel medzi ndjomnym so zariadenim a bez zariadenia. Kolko
K& dlhu mali eSte na konci piateho roku? (2%, tirok.)

65. Objem valca vyvevy rovna sa 0,1 objemu recipienta, objem skodlivého
priestoru ¢ini 0,01 objemu valea. Ak je tlak vzduchu pod recipientom
pred n-tym tahom piestu pn—, a po n-tom tahu pn, plati rekurentny

vzorec
(R + V+ r) Pn = RPn—l + Pl)m

kde R je objem recipienta, ¥ objem valea, I” objem 3kodlivého priestoru
a p, atmoslericky tlak. a) Vyjadrite pn pomocou p,. b) Stanovte, aky
tlak je pod recipientom po 10, 50 tahoch piestu, ak je p, = 740 mm Hg.
¢) Uréite maximilne zriedenie, ktoré sa moéZe vyvevou dosiahnut pri
Po = 740 mm Hg.

5. Matematicka indukeia.

S ndukou o postupnostiach tuzko stvisi jedna velmi doélezita
metéda matematickych dokazov, tzv. matematicka indukeia. Touto
metédou dokazujeme, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati nejaky
vyrok V,. Ako priklad takého vyroku V, vezmeme zniamy vzorec

Ay = ay -+ (n—1)d (1)

pre n-ty clen aritmetického radu s prvym ¢lenom @, a s diferenciou
d. Mézeme ho dokazovat tak, Ze podia rekurentného pravidla
@p+1 = @, -+ d sudime postupne:

a, =a, + 0 alebo ¢; = a, + 0-d,

a,=a, +daleboay=a,+ 1-d,
aa_a2—|—d~(a1+ d) + d alebo a; = a, + 2d,

a, =0y +d=(a, + 2d) + d alebo a, = a, + 3d,
a5=a4+d—(a1+3d)+daleboa5=a1+4d,
ag=ag+d = (a, + 4d) + d alebo a; = a, + 5d atd.

Ak z takto vykonanného vypoétu pre niekolko prvych » hodnot
posidime spravnost dokazovanej vety pre vSetky =, hovorime
o netiplnej indukeii. Na konci tohto ¢ldnku si ukdZeme na prikla-
doch, Ze netiplnd indukcia mdéze mnohokrat viest k prenahlené-
mu zaveru. Preto netplnd indukcia nie je doékazom spravnosti,
ale ma velku cenu heuristicku (t. j. objavitelskd; grécky heuriskein
=: najst, objavit). Naproti tomu matematickd indukcia, niekedy
zvana tiez uplna indukeia, je spravny a déleZity spdsob matema-
tického dékazu. Dokaz vSeobecnej platnosti vety V, pre vietky
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prirodzené ¢isla » metodou matematickej indukeie prebieha v dvoch
krokoch:

[1] dokdZe sa, Ze veta V, je spravna pre n = 1;

[2] urobi sa vSeobecny dokaz, Ze ak pre nejaké prirodzené ¢&islo
n veta V, je spravna, pre to isté n je spravna aj veta V, 4.

Matematickd indukcia je spravna metoda ddkazu. Lebo ak sme
pri nejakej vete V', urobili oba kroky [1], [2] matematickej indukecie
a predsa veta ¥, nebola by sprz’wna pre vietky n, tu prebiehajtace
vzostupne prirodzené ¢isla 1, 2, 3, 4, ..., museli by sme dospleﬁ
k n&]menslemn pnrodzenemu Sslu k, pre ktoré veta V je nerrav-

na. To vSak nie je mozné, lebo krok [1] zarucuje, Ze nemdze byt
k =1, kedZe veta V, je spravna. Musi preto prirodzené ¢&islo w
byt vAdSie nez 1, a preto existuje také prirodzené Cislo n, ze k =
=n 4 1. Pretoze n < k, veta V, je sprivna, naproti tomu veta
Va4, alebo veta Vy nie je spravna. To nie je moZné, ak bol spravne
urobeny krok [2] dékazu.

V pripade vzorca (1) dékaz matematickou indukciou zneje takto:

Prvy krok. Ak vsadime » = 1 do vzorca (1), dostaneme a, =
=a, + 0-d, ¢o je zaiste spravne.

Druhy krok. Pre lubovolné prirodzené &islo » predpokladame,
ze je vzorec (1) spravny; mame dokazat, Ze je spravny aj obdobny
vzorec pre prirodzené ¢islo n 4+ 1, t. j. mame na zaklade vzorca (1)
od6vodnit vzorec:

piq = @y + nd. (2)
To je Iahké, lebo podla rekurentnej definicie aritmetickej postup-
nosti je
Upyq = Gy + d. (3)
Ak do vzorca (3) vsadime za a, podla (1), dostaneme

Ayt = [al + (n - 1) d] + d
z ¢oho lahkou dpravou vychddza vzorec (2). Tak je vieobecna
platnost vzorea (1) dokdzand metédou matematickej indukeie.
Dokazme si matematickou indukeciou pre aritmetickd postupnost
s prvym ¢lenom a, a s diferenciou d vzorec

1 ,
sn=na1+—2—n(n—l)d, (4)
ktory sme mali v ¢ldnku 2 pod éislom (12).
Prvy krok. Pre n = 1 vzorec (4) dava s; = a,, ¢o je sprivne.
Druhy krok. Zo vzorca (4) mame odvodit obdobny vzorec

nu—(n—l-l)%-l- g (n + 1) nd. (5)
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Podla definicie ¢iastoénych suétov je
Sn41 = Sn T Gnyy. (6)

Do (6) jednak vsadime za s, hodnotu (4), jednak vsadime za
a, +, hodnotu (2). Dostaneme

Spp = Ny + —l—n(n —1)d+a, +nd
alebo
1
Sp1 = (nay + @) + [Tz‘n (n—1)+ 7’] d,
z ¢oho Tahkou tpravou plynie (5).

Teraz si udame niekolko prikladov na nedostatotnost netplnej indukeie.
I. Pre ka#dé prirodzené é&islo n poloZme

an = n? —n + 41.
Je teda
a, =41, a, =43, ay; = 47, a, = 53, a; = 61, ¢y = 71, a; = 83,
ag = 97, ay = 113, a; = 131.

Vietky vypoéitané éleny an st prvodisla. Netuplnd indukeia by viedla k do-
mnienke, Ze sa nasa postupnost skladd zo samych prvocisel a pre vSetky n
aZ po n = 40 je an skutoéne prvoéislo. Ale a,;; = 412 nie je uZ prvocislo.
1I. Ak je ap = n? — n + 72 491, d4 sa dokazat, Ze an je prvocislo pre
vSetky n aZ po 11 000. Ale pre nijaké prirodzené &islo ¢ nemoéze byt

an=n2—n-+c

prvodislom pre vietky n, lebo pre n = ¢ je an = c2.
III. Nech je {pp} rastiica postupnost vSetkych prvodisel (pozri str. 5).
Definujeme nova postupnost {Al,} takto:

My = 2p* — 1, kde »n znaéi n-té prvodislo.
Cisla M, sa volaji Mersennove &isla. Jeo

M =22—-1=3 M,=2—1=17 M;=2%—1=31,
M,=2"—1=127,
&o st prvoéisla. Ale uZ nasledujtice Mersennovo éislo M ; = 211 — 1 = 2047 =
= 23.89 nie je prvoéislo. Tento priklad je historicky velmi zaujimavy.
PredovSetkym Iahko dokazat, Ze ak p nie je prvoé&islo, ani 2p — 1 neméze
byt prvocislo. Lebo ak sa p rovna suéinu rs dvoch prirodzenych &isel » > 1,
s > 1, a ked poloZime ¢ = 2r, je 2p = 2rs = 45, a tak podla &lanku 3 &islo
2p —1 ¢gs—1 _ )
F_1-g-1=1te+ ... +e-
je gislo celé, t. j. &islo 2p — 1 je deliteIné mensim é&islom 2r — 1, ktoré je
viitSie ako jedna: teda 2p — 1 nie je prvoéislo. Naproti tomu pre mnohé
prvocisla p je 2p — 1 prvoéislom. R. 1644 tvrdil Mersenne, Ze pre n < 258
&islo 2" — 1 je prvodislom presne v tychto pripadoch:
n=23,5,17,13, 17,19, 31, 67, 127, 257.
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Od toho 8asu bolo vSak dokézané jednak, Ze pre n = 67 a pre n = 257
&islo 27 — 1 nie je prvodislo, jednak Ze 2" — 1 je prvodislom aj pre n = 61.
89, 107. Ze &islo

2127 _ 1 = 170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727

skutoéne je prvogislo, dokdzal Lucas r. 1877. Je to najvidsie z Sisel, o ktorych
je zname, Ze su prvodisla.

66.

67.

68.

69.

73.

4.

Cvidenia.
Pomocou matematickej indukeie dokéZte spravnost viet:
. . " —1
Ak je an+y = aQu s jea) ap = a, "~ b) sp=a, T 1L
1
a)l1-24+2-34+3-44 ... +n(n+ )=35n(+ 1) (n 4 2);

1 n

nm+1) " a+l

1 1 1
Diztastyat -+
1
a) 12 4+ 22 4 32 4 ...+n2=Fn(n+l)-(2n—|—l);

b) 13 + 23 4 33 4 ... +n”=%n2(n+l)2;

c) 12+32+52+...+(2n——l)’:%n(2n+l)‘(2n—l).

a) Cislo n® — n je delitelné Siestimi pre ka?dé prirodzené &islo n. b)
Cislo n® — n je delitelné tridsiatimi pre ka¥dé prirodzené &islo n.
c) Cislo n” — n je deliteIné $tyridsiatimi dvoma pre kaZdé prirodzené
&islo n.

. a) Cislo a» — b® je pre ka¥dé prirodzené &islo n delitelné &islom a — b,

b) Cislo an 4- bn je pre kaZdé neparne kladné n delitelné &islom a + b.

. a) Sucet uhlov vypuklého n-uholnika je (n — 2)-180° b) Vypukly

1
n-uholnik mé SN — 3) uhlopriedok.

. a) n priamok v rovine, z ktorych nijaké dve nie si rovnobezné a nijaké

tri sa nepretinaji v jednom bode, mé,-%n (n — 1) priesedikov. b) n
bodmi v priestore, z ktorych nijaké tri neleZia na jednej priamke, je
uréené —;-n (n — 1) priamok.

n bodmi v priestore, z ktorych nijaké tri nelezia na jednej priamke
a nijaké Styri na jednej rovine, je uréené% n(n— 1)+ (n — 2) rovin.
a) V postupnosti a;, = 1; @, = Lian (= an + an—; plati anan4,—

— a%p 4, = (—1)7+1 b) V tej istej postupnosti je n-ty ¢iastoény sudet
dany vzorcom sp = an+2 —
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@ — (n+ 1) an+1 4 nagn+?
1—=2)° ’

7%.a)x+ 2224+ 322+ ... + nat =
pokial x # 1.

1 1
sin—2— na sin-§- n+1)a

b) sin @ 4 sin2a + sin3a + ... + sinna = 1
sin—2-a

1
pokial sin 3 a # 0.
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II. LIMITY.

6. Nerovnosti.

V aritmetike sa po starocia klddol velky doéraz predovsetkym na.
niuku o rovniciach. Ale v modernej matematike st velmi déleZité
aj nerovnosti. Zakladné pravidlda o nerovnostiach sme poznali
v prvej triede a teraz siich zopakujeme. Kym skoro vietky vysledky
predchadzajucich stati st spravne nielen pre &isla redlne, ale aj pre
¢isla komplexné, zatial v tomto oddiele je podstatné, Ze vSetky
¢isla st redlne. Pravidld, ktoré si chceme pripomenut, zneji takto
(v udebnici pre I. triedu, ¢lanok 13):

I. Ak v nerovnosti na oboch stranieh zmenime znamienko, plati
obratena nerovnost. (Ak je a < b, je —a > —b.)

IL. V nerovnosti je dovolené na oboch stranich pricitat to isté
¢islo (kladné, zaporné alebo nulu).

III. V nerovnosti je dovolené obe strany nasobit tym istym klad-
nym ¢islom.

IV. Ak obe strany nerovnosti znasobime tym istym zipornym
¢islom, plati obratenid nerovnost.

Dve nerovnosti nazveme sithlasné, ak mame v oboch znamienko
,,mensie‘‘ alebo v oboch znamienko ,,vadésie. Uz v 1. triede sme si
v&imli, Ze z pravidla II. plynie nasledujice pravidlo V. a z pravidla
I11. nasledujice pravidlo VI.

V. Dve siihlasné nerovnosti je dovolené séitat.

VI..Dve siihlasné nerovnosti medzi kladnymi islami je dovolené
znasobit.

Z pravidla II. nasleduje, ze pre nerovnosti plati pravidlo, ktoré
poznidme u rovnic: Ktorykolvek &len nerovnosti mdZeme previest
$ jednej strany nerovnosti na druhi s opaénym znamienkom. Totiz
previest dlen a s jednej strany na druhd s opaénym znamienkom
znamend to isté, ako na oboch stranach priéitat ¢islo — a.
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V nasledujicom bude uZitoéné aj toto pravidlo:

VII. Ak pre dve kladné &isla a b plati nerovnost @ < b, potom

1
pre ieh prevratené hodnotv — = platn obratena nerovnost i ll) ,
lebo nerovnost @ < b je dovolené znasobit kladnym ¢islom a—IB
z ¢oho vznikne nerovnost _ll)— < —;—, ktord znamenda to isté ako
1o
a b’
Priklad 1. Uréit, pre ktoré = plati nerovnost:
3¢ — 5 x4+ 2 r —|— 8
1 + 3 -I- (1)
Obe strany znisobme kladnym (,lblom 60, aby sme odstranili zlomky
15 (3¢ — 5) + 20 (x + 2) < 302 + 12 (x + 8) 2)
alebo :
452 — 75 4+ 202 4 40 < 302 + 122 + 96. (2
Cleny obsahujiice 2 prevedieme nalavo, zname &leny prevedieme
napravo:
452 + 202 — 302 — 12x < 75 — 40 + 96 (3)
alebo
23x < 131. (3)
Obe strany vynasobme kladnym ¢islom 2—13 < -%! (4)

Dokézali sme, Ze kazdé x, ktoré spliiuje nerovnost (1), spliuje aj
nerovnost (4). Obratene kazdé x, ktoré spliiuje nerovnost (4), spl-
fiuje aj nerovnost (1), lebo ak obe strany nerovnosti (4) znasobime
kladnym &islom 23, dostaneme nerovnost (3’), ktortt mézeme upra-
vit na tvar (3). Z nerovnosti (3) dostaneme prevodom niektor)'rch
¢lenov s jednej strany na druht nerovnost (2’), ktortt mézeme upra-
vit na tvar (2). Ak obe strany nerovnosti (2) znidsobime kladnym
Gislom 610’ dostaneme nerovnost (1). Teda rieSenie nerovnosti (1) je
dané nerovnostou (4). VSimnime si, Ze (4) plati aj vtedy, ak je x
rovné nule alebo zédporné.
Priklad 2. Ur¢it, pre ktoré x plati nerovnost:

*r4+1 245

x¥§<x+o (5)
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Tu moéZeme obe strany nasobit siéinom (x + 3) - (¢ 4 6), pre-
toZe tento sGéin je pre niektoré x kladny, pre nicktoré x zaporny,
pre niektoré x rovny nule. Pravu stranu prevedieme nalavo:

r+1 ax+5
e ¥3 xge6? (6)
alebo po uprave
—x—9
: _< 0. 7
CE Ry @

Podla I. plynie zo (7)
x+9
- >0
(* +3).(x +6)
PretoZe podiel dvoch ¢isel ma rovnaké znamienko ako ich siéin,
plynie z (8)
(x+9)-(x+3) (x4 6) >0. (9)

Obratene sa lahko presvedéime, Ze kazdé x, ktoré spliiuje nerovnost
(9), splituje aj nerovnost (5). Ostdva rozriesit nerovnost (9); na to

(8)

Obr. 2.

si vytydime na ¢iselnej osi tie body, ktoré anuluji mnohoélen

(+9)-(x+3)-(x+ 6), (10)
t. j. body odpovedajace ¢islam —9, —6, —3. Tieto tri body roz-
delia éiselni os na Styri casti a skimame postupne éisla z, zodpo-
vedajiice bodom jednotlivych &asti:

[1] # < —9; vSetci traja Cinitelia su &isla zaporné, sudin (10) je
zaporny a nerovnost (9) je splnena.

[2] —9 < x << —6 (takto piSeme struéne, aby sme naznadili, Ze
platia zaroven obe nerovnosti —9 << z, x << —6); Cinitel =z + 9 je
kladny, ¢initel « 4+ 6, x 4 3 st zaporné a nerovnost (9) je splnena.

[8] —6 <z << —3; Cinitel = + 9, = -+ 6 su kladné, &initel 4 3
je zdporny, sudin (10) je zdporny a nerovnost (9) nie je splnena.

[4] x > —3; vSetci traja ¢initelia st kladni, stéin (10) je kladny
a nerovnost (9) je splnend.

Veelku teda nerovnost (5) ma rieSenia dvojakého druhu: —9 <
< x < —6, z > —3. Na obr. 2 si vyznadené éiarkovanim tie body
na ¢iselnej osi, ktoré st obrazmi rieSenia nerovnosti (5).
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Cvidenia.

76. Ako treba volit &islo z, aby boly splnené nerovnosti:

x 4r—3 3r—1 1
a)12+3x<3;b)—4—+—4—-g§;
2c —3 3r—4 9z — . r—1 2x+41 z—2
°)5+6<10")3‘4>‘”'6'

77. Ktoré « vyhovujui si¢asne nerovnostiam:
a)b —Tr<3z+2, 7T— 52> 3+ 2x;
b)yx+4+ 2> 2x+ 3> 3z + 5;
c)22+6>32x+2, 5x—3>3r—4, z—1> 5¢-+ 2.
78. Pre ktoré z p]a.ti: a) 6z — Tx + 2> 0;b) 222 — 3x + 1 = 0;¢) 22 —
—x4+1>0 d)2'c’——3.r+2<0

12 — — 2z — 1
79. Ktoré x spliiuji nerovnosti: a) 77 4 > 0; b) 7 = 3. c) —l +
xz+1 —4 w—2 x4+ 3 a:+4
t > 6 Al <, “per—3tz—4=%

- 1
80. Cisla a, b st kladné. DokdZte Ze, (a + b) (; + & = 4. Kedy nastane:

rovnost ?

1 1
81. Ak je |2 | < 1, jena)T—% = l+x,b)l+ = 1 — z. Dokéite.
82. Ak su ¢isla a, b kladné a také, Ze a = b, potom ¢ = —; = Jab =
2ab
_T_ 5= = b. Dokéite. Kedy nastava niektora rovnost?

83. Matematickou indukciou dokéite: a) Ak je a > 1, potom aj an > 1
pre kazdé prirodzené n. b) Ak je 0 < a < 1, potom aj 0 < an < 1 pre
kazdé prirodzené n.

84. Matematickou indukciou dokézte, Ze (1 4+ z)» = 1 4 nx pre z > —1
a n celé kladné. Kedy moéZe nastat rovnost?

85. Matematickou indukciou dokéZte: a) 2n > n pre kaidé prirodzené n;
b) 2n > n? pre kazdé celé n = 5; c) 2" > n? pre kaidé celé n = 10.

7. Absolitne hodnoty.

Zo strednej Skoly poznéate pojem absolitnej hodnoty |a | rel-
neho é&isla a.

Uvedomme si, Ze

|0] =0, |a|> 0 prekazdé a # 0. (1)
Podla znamych pravidiel o nasobeni relativnych éisel je
lab|=la]|-]b] (2)

pre ktorékolvek dve redlne &isla a, b. KedZe | —1 | = 1, plynie zo (2)
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Podla pravidiel o séitani relativnych disel je
la+bl=]a|+]b] (4)

pre ktorékolvek dve realne {isla a, b, priCom znamienko rovnosti
plati, ak je niektoré z ¢isel a, b (alebo obe) rovné nule, dalej ak st
obe ¢isla a, b kladné alebo obe zaporné; znamienko mensie plati
v (4), ak je z Cisel a, b jedno kladné a jedno zaporné.

V predchddzajicej triede ste sa obozndmili (v uéebnici pre II.
triedu, ¢lanok 9) s pojmom absolitnej hodnoty komplexného ¢isla

) ) X =z, 4 ix,, (5)
ktora sa rovna

| X | = Val a3 (6)

alebo rovna sa VXX, ked ako obvykle X = a, — i, je komplexné
¢islo sdruzené s .X. Na pripomenutom mieste sme poznali, Ze i pre
komplexné é&isla plati pravidlo (2), a teda i pravidlo (3), ktoré je
dosledkom pravidla (2). Je zrejmé, Ze i pravidlo (1) je spravne i pre
¢isla komplexné. Nasim cielom je dokazat spravnost pravidla (4)
pre ¢isla komplexné. Preto si najprv dokdzeme, ze pre kazdé kom-
plexné ¢islo (5) plati nerovnost

[T+ X|=14|X| (7)

Ak je X sdruzené komplexné éislo s ¢islom Y, je s ¢islom 1 + X
sdruzené &islo 1 + X, a teda

1+ X[P=(14+X)(1+X)

alebo _ .
[14+X[2=1+ (X +X) + XX.
Ale . .
X+X=2, YX=|X]
Teda

|14+ X[|2=1+22, + | X2 (8)

Podla (6) je vSak zrejmé, x; < | X |, teda aj 2x, <2 |X | Ak
v tejto nerovnosti na oboch stranich’ pric¢itame ¢islo 1 + | X |2
dostaneme

1420+ [ XP<142|X 4+ |XP=0+|X)>2

Z toho plynie podla (8), ze |1 + X |2 =< (1 4 | X |)?, a teda plati
i(7).
Teraz lahko dokdzeme, Ze nerovnost (4) je spravna, ak obe pisme-
ni @, b znamenaju ¢isla komplexné. Nerovnost (4) je zrejma, ak
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a = 0. Ak je vSak a 7 0, mozno uréit komplexné ¢&islo X tak, aby
bolo
b=aX.
¢+b=a(l+X),

takZze podla pravidla (2) je

Potom je

la +b|=]a| |1+ X]| (9)
Okrem toho je podla toho istého pravidla aj |b|=|a|-]|X |
takze

lal+]b]=lal+]X]. (10)

Dokéazanu nerovnost (7) je viak dovolené na oboch stranich zné-
sobit kladnym &islom | a |; ak to urobime, dostaneme

la |- |1+ X|<Z]a|(14+]|X)),

z ¢oho podla (9) a (10) plynie (4).
Matematickou indukciou sa Iahko dokaze, ze pre lubovolné kom-
plexné ¢isla ay, a,, ..., a, plati jednak

ey +as+ ... +au| <oy [+ ]ag|+ ... + |as ], (11)

jednak
| @@y . 0y | = |a, |- |ag|... || (12)

Ak v dokizanom vzorci (4) miesto b napiSeme —b, dostaneme
podla (3), Ze pre Iubovolné komplexné ¢&isla a, b je
a—b|=Z|a|+1b] (13)
Pri obvyklom geometrickom zndzorneni ¢isel (na diselnej osi pre
¢isla redlne, v rovine pre &isla komplexné) znamen4 éislo | a | vzdia-
lenost zadiatku od bodu, ktory zndzoriiuje &islo a; &islo |a — b |
znamena vzdialenost bodov znazoriiujucich &isla a, b. Pre redlne
¢isla je to jasné; pre komplexné &isla pozri uéebnicu pre II. triedu,
¢lanok 11.

Cvidéenia.

V cvideniach 85—92 ide vSade o redlne &isla.

86. Ktoré x spliujii nerovnosti: a) |z + 1| > a; b) |z + 1| < a;¢)x +
+il<|zjd)z+ 1> |z|?

87. Pro ktoré x plati:a) [z | < |z + 1 |;b) |22 — 3| = |3z — 2 |;¢)
lz|+|z=1|>Ld) |z|+|2—2|<2e) ||+ |2—x|=2?

88. Ktoré x vyhovuji nerovnostiam: a) 1 < |z 4 2| =<3; b) 3x — 1 <
<|lz|<8z+Le)|3r—1|<|z|<|3z+ 1]

89. Rieste rovnice: a) |2z + 1|+ |22 — 1| =3;b) |20 + 1| — | 22| +
+ 1 = 2zx.



90. RieSte sustavu rovnic: |z +y| =1, |z|+ |y|= 2.

91. Ktoré x spliiuju nerovnost | 2x2 + 5z | > 3?

92, Ak je |x — a | < b, kde b > 0, znadi to presne to isté ako« — b < & <
< a + b. Dokaite.

93. Matematickou indukciou odvodte, Ze
a)la,+a,+ ... Fan| =Z|ay |+ ay]+ o0 A Jenls
b) |a,ay...an|=|a, | |a,|... |an].

9. |a+b| =|a|+ |b]|. Dokdite. Ze | — y| = |a | — |y |, pouziva-
Jacvztah |[a + b | < |a| + |b] .

95. Ak je | x — a | <), kde b > 0, dokdite, Ze a) |x|<<|a|+ b; b)
=/ >]al—b.

96. Co znamené v obore komplexnych &sel podmienka: a) |z | < I;

>

— c—1
b) [z —2|> |/3; c)l<|r—4]<2;d)|x]=|.v+]|;t‘)l‘5ﬁ’;__

= 1? Znézornite graficky.
97. RieSte rovnice: a) || —x =1+ 2i; b) x|+ 2 =24 1i.

1 3
98. Ak je | x| < 5, potom | (1 + i) * + ix | < . Dokéite.

8. Ohrani¢ené a nulové postupnosti.

Postupnost {a,)}, ktorej &leny si &isla redlne alebo komplexné,
menuje sa ohranifend, ak existuje také kladné ¢islo K, ze

|an | < K
pre vSetky indexy n. O ohraniéenych postupnostiach Tahko dokaze-
me dve vety:

I. Ak st obe postupnosti {a,}, {b,)} ohraniéené, je aj postupnost

{a, + b,} ohraniCena.
Dokaz. Kedze {a,)} je ohrani¢end, existuje také kladné ¢islo K,

ze

len | < K (1)
pre vietky indexy ». KedZe {b,} je ohranitena, existuje také kladné
éislo H, ze

| b, | < H (2)

pre vietky indexy n. Nerovnosti (1), '(2) je dovolené séitat; preto
| |+ |60 | < K + H
pre vietky indexy n. Ale podla predchadzajiceho ¢lanku je
lan +bn | < |an |+ |bal;

|Gy + by | < K + H

teda
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pre vietky indexy n. Pretoze stéet K + H dvoch kladnych &isel
K, A je kladné éislo, je veta dokazana.

II. Ak st obe postupnosti {a,}, {b,,} ohrani¢ené, je aj postupnost
{a, - b,) ohranitena.

DAkaz. Podla predpokladu existuja také kladné éisla K, H, Ze
plati (1), (2). Ak je a, # 0, b, 7% 0, st (1), (2) nerovnosti medzi
kladnymi ¢islami, ktoré je dovolené znasobif; ¢o dava nerovnost

I @ * bn l < KH, (3)

pretoze KII je kladné dislo, plati (3), i ked a, = 0 alebo b, = 0,
t. j. (3) plati vidy, a teda {a, - b,} je ohraniend postupnost.

Ak vietky Cleny postupnosti {b,} st rovné tomu istému éislu c,
je (b,) zrejme ohranidena postupnost. Preto z vety II plynie:

III. Ak je {a,} ohranifenad postupnost a ked je c ITubovolné &islo,
_je aj {ca,} ohranifena postupnost.

O postupnosti {a,} hovorime, Ze skoro vSetky €leny maja nejaka
vlastnost V, ak mozno udat index r tak, Ze vlastnost ¥ majt
vietky tie ¢leny postupnosti {a,}, ktorych index n je viGsi nez r.
Napr. skoro vSetky éleny postupnosti {100 — n} st zdporné; pre
r == 100 plati, Ze 100 — » je zaporné pre vietky n > r. Tiez skoro
vietky Cleny postupnosti {100 — 0,001 - 2} st zaporné, ale tu mu-
sime volit » omnoho vii¢sie nez 100; {100 — 0,001 - n} je zaporné
az pre n > 100 000.

Priklad. Nech je ¢ > 1. Hoci zvolime kladné ¢&islo K akokolvek,
skoro vSetky ¢leny geometrickej postupnosti (¢} s vicSie nez K.
Ak je q napr. &islo celé, je to jasné. Ak je vSak ¢islo ¢ len o mélo
vidSie nez 1, ked je napr. ¢ = 1 000 001, nie je to také jasné, ale
da sa to lahko dokazat logaritmovanim, lebo nakolko ¢ > 1, je

-log ¢ > 0. Okrem toho je log q® == n - log q. Zvolime index r tak, Ze
log K

r >
log ¢

Pre vSetky » > r je tym skorej
log K
logq -~

Tiato nerovnost je dovolené nasobit kladnym ¢islom log g.
Dostaneme

n - log ¢ > log K ¢ize log ¢® > log K;
‘pretoze z dvoch kladnych &isel je to vidsie, ktoré mé vadsi logarit-

mus, je aj ¢ > K. Teda ¢ > K pre vetky n > r, t. j. takmer pre
vietky n.
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Teraz si zavedieme déleZitu definiciu. Postupnost {a,}, ktorej
¢leny s Iubovolné ¢isla redlne alebo komplexné, nazyva sa nulova
postupnost, ked, hoci sa zvoli kladné ¢islo k akokolvek, vidy plati,
7e nerovnost

la, | < k (4)

je splnena takmer pre vSetky n. Od ktorého indexu n zacne platit
nerovnost (4), zalezi na tom, aké malé bude kladné &islo k. Cim
mensie bude £, tym neskorsie zalne pla,tit nerovnost (4). Ak zvo-
lime £ velmi malé, za¢ne (4) platit velmi neskoro, to zdlezi jednak
na volbe ki adneho ¢isla Ik, jednak na volbe postupnmh {a,}.

Sy . 1 , .
Je skoro samozrejmé, Ze postupnosti {0} a [ st nulové. Pre
nas je délezita veta:
IV. Ak je |¢ | < 1, je | ¢* | nulova postupnost.

Dokaz. To je zrejmé pre ¢ = 0. Ak ¢ # 0, je |¢ | > 0; okrem
toho je | ¢ | < 1, takZe pre prevritena hodnotu Q=1:|¢ | plati

Q > 1. Zvolme temz Iubovolné kladné ¢islo k; t akth K=1:%
je kladné é&islo, a pretoze Q > 1, nerovnost
Q" > K (5)

plati-takmer pre vSetky #. No z nerovnosti (5) nasleduje (pozri vetu
VII na str. 27) nerovnost

1
(7L<f alebo | ¢ [* < k.
Ale |q |* == | q"|, teda nerovnost |¢™ | < k plati pre Vsetky ",

pre ktoré plati (5), t. j. | ¢" | < k takmer pre vietky n»
Zrejma je tato veta:

Y. KaZda nulova postupnost je ohranicena.

O nulovych postupnostiach lahko dokdZeme nasledujice dve
vety:

YI. AK st {a,}, {b,} dve nulové postupnosti, je aj {(a, + b,)
nulova postupnost.

Dokaz. Zvolme kladné ¢islo k. Potom je aj 4k kladné dislo,
a pretoZe {a,} je nulovd postupnost, mézeme udat index r, tak, ze

|a,n|<%k (6)
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pre vietky n > ;. Podobne méZeme udat index r, tak, Ze

1
Ibnl<?L (7)

pre vietky n > r,. Zvolme teraz index r tak, aby bolo sudasne
r >r,, r >r, Ak n >, platia obe nerovnosti (6), (7), ktoré je
dovolené séitat, ¢o diava
|@n | + | bp | < Ky
avsak
Ian+b1z| é lan,‘l’ Ibn [’

| @y + bn | < k.
pre vietky n > r. Veta je dokazana.

VIIL. Ak je {a,} nulova postupnost a {b,) ohraniéena postupnost,
je {a, - b,} nulova postupnost.

Dékaz. Podla definicie ohranidenej postupnosti existuje také
kladné ¢islo K, Ze |b, | < K pre vietky indexy n. Ak zvolime
teraz Tubovolné kladné ¢islo k, je tiez k : K kladné ¢&islo. KedZe
postupnost (a,} je nulova, mézeme udat index r tak, Ze |a, | <
< k: K pre vietky n > r. Teda pre vietky n > r platia obe ne-
rovnosti

takze

k ,

lanl<7€) |bn,|<]\'
Liahko uvéazime, Zc tieto dve nerovnosti je dovolené zndsobit.
Pretoze |a,, |+ | b, | = | @by |, vyjde | and, | < k pre vietky n > r.

Désledok dokdzanej vety:

VIII. Ak je {2,) nulovi postupnost a ak je ¢ luhovolné &islo, je aj
{ca,} nulova postupnost, lebo postupnost {c} je zrejme ohranidend.

Cvidenia.
99. DokaZte vetu: Ak je {an) ohranidend postupnost, je i postupnost (| ax |}

ohraniend.

10 Dokézte vetu: Ak st {ay), (bn) ohranifené postupnosti, je ohraniéena
i postupnost {ra, + sbn}, kde 7, s stt TubovoIné &isla.

101, Ak je | 4| = 1, je postupnost {47} ohranifend. DokdaZte.

102, Dokdzte vetu: Ak je {an) postupnost ohranilend a ak je | by | < |an |
pre skoro vSetky n, potom je {by) tieZ postupnost ohranicend.

103. Ak v postupnosti {a,} zmenime koneény poclet ¢lenov, dostaneme
postupnost {bs}. Potom je a, = b, pre takmer vSetky n. DokdZte.

104. Dokéite, Ze postupnost {_71?} je nulova.
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105, DokaZte vetu: Ak je {ap) nulova postupnost, je i postupnost {|an |}
nulové.

106. Dokézte vetu: Ak st {an}, {b,,) nulové postupnosti, je nulovd i postup-
nost a) {ran + sbn}. kde r, s st Tubovolné &isla; b) (a,bn).
107. Dokaite, Ze kazdd nulova postupnost je ohraniend.
198. Ak je {an} postupnost nulovi, je i {u” } kde r je TubovoIné prirodzené
" &islo, nulova. DokaZte matematickou indulkeiou.
1¢9. Utvorte vyrok, ktory presne popiem to, ¢o tvrdi vyrok:
a) Existuje také kladné é&islo K, Ze | an | < K pro vietky n.
b) Nerovnost | a, | < k je splnend skoro pre kazdé ».
¢) Hoci zvolime kladné éislo & akokolvek, vidy je splnend nerovnost
| an | < & takmer pre vietky n.
110. DokéZte vetu: Ak je postupnost {a,} ohrani¢end a ak je a, # 0 pre

vSetky n, postupnost Il nie je nulovi.
an
111. Dokazte vetu: Ak je postupnost {ar) nulovd a ak je an # 0 pre vSetky
n, potom postupnost { 1l e je ohraniéena.
an

112. DokéZte vetu: Ak je {an) postupnost nulové a ak je | ba | < | an | tak-
mer pre vietky n, potom je i {bn) nulova postupnost.

9. Konvergentné postupnosti.

Teraz sa obozndmime s pojmom, ktory je azda najdélezitej$im
matematickym pojmom vdébee, okolo ktorého sa sustreduje celd
tzv. vySsia matematika. Je to pojem limity. Slovo limita je
latinského pévodu a znamensd medzu alebo hranicu. V matematike
sa velmi ¢asto stretavame s ¢islami, ktoré nevieme vypoéitat presne,
ale len priblizne. Ak spdsob priblizného pocitania je taky pruiny,
ze ho mozno upravit tak, aby stupent pribliznosti bol taky velky,
ako si prajeme, alebo tak, aby sa presnd hodnota a pribliznd hod-
nota lifily tak malo, ako je Iubovolnym spdésobom predpisané,
hovorime, Ze presna hodnota hladaného ¢&isla je limitou poéitanych
pribliznych hodnét. S takymi éislami, ktoré vo vyloZenom smysle
mozeme pocitat len priblizne, sme sa uZ stretli. Takto sa poditaja
okrem iného druhé odmocniny, ]2, /3 atd., Ludolfovo &slo =,
ale aj logaritmy, goniometrické funkcie a i.

Zikladny druh limity je limita postupnosti. O postupnosti (a,}
hovorime, Ze méa ako limitu ¢&islo a, ak {a, — @) je nulova postup-
nost. To prave znamena, Ze pri velkych hodnotach indexu » &islo
|a, — a | je velmi malé, alebo ze pre vietky velké n je ¢islo a,
dobrym priblizenim k &islu a.

Nie kazda postupnost ma limitu. Zrejme napr. ani postupnost
{n}, ani postupnost ((—1)*} nemd limitu. Ked vSak postupnost
{a,} ma limitu, je tato limita jedina, lebo povedzme, Ze by postup-
nost {a,) mala dve rézne limity a, b, potom by boly {a, — a},
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{a, — b} nulové postupnosti. Pre kazdé ¢islo ¢ by aj {¢(an — b)}
bola nulava postupnost. Pre ¢ = —1 dostaneme, ze {0 — a,)
je nulova postupnost. Z nulovych postupnosti {a, — a}, {b — n,}
by sme s¢itanim dostali novtt nulovia postupnost

{(a¢,, — a) + (b — a,)} alebo (b — a}.
Kedze viak « 5% 0, zrejme (b — a} nie je nulova postupnost.
Ak postupnost {ax} ma limitu a, piSeme
lim a,, = a. (1)
O postupnosti, ktora ma limitu, hovorime, Ze je konvergentni
(t. j. sbiehava); o postupnosti, ktora nema limitu, hovorime, ze je
divergentna (t. j. rozbichava). Uzivame tiez slovesa: konverguje,
diverguje. Ak plati (1), hovorime, Ze postupnost {a,} konverguje
k &isla a.
Zrejme
lima, =0
znamend to isté, ako Ze postupnost {a,} je nulova. Teda podla vety
IV ¢ldnku 8 tejto kapitoly:
lim g == 0, ak je |¢| < 1. (2)
Z viet ¢lanku 8 [ahko odvodime zakladné vety o konvergentnych
postupnostiach.
I. Ka%di konvergentna postupnost je ohrani¢eni.

Dokaz. Ak plati (1), je {a, — a} ohraniend postupnost podla
vety V ¢lanku 8. Zrejme aj {a} je ohranicena postupnost. Pretoze
a, = (a, — a) + a, je {a,} ohraniend postupnost podia vety VI
¢lanku 8.

II. Ak lim a,, = a, lim b, = b, je aj lim (a, + b,) = a + ).

Doékaz. Pretoze postupnosti {a, — a)}, {b, — b} st nulové a
pret-oie (a'n + bn) - (0, + b) = (an - a’) + (bn - b) je [(an + bn) -
— (@ + b))} nulova postupnost podla vety I ¢lanku 8.

IIL. Ak lim a, = a, je lim ca, = ca pre kaZdé &islo c.

Dé6kaz. Pretoze postupnost {a, — a} je nulovd a pretoZe
ca, —ca = c(a, — a), je {ca, — ca} nulovd postupnost podia
vety VIII ¢lanku 8.

IV. Ak lim a,, = a, lim b, = b, je aj lim (a, — b,) = a — b.
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Dékaz. Z predchadzajicej vety sidime pre ¢ = —1, Ze
lim (—b,) = —0b, takie nasa veta plynie z vety II tohto ¢lanku.

Y. Ak lim a, = a, lim b, = b, je aj lim a,b, = ab.

Dokaz. Podla vety I tohto ¢lanku je {a,) ohrani¢end postup-
nost, takze {a, (b, — 1)} je nulovid postupnost podla vety VII
¢lanku 8. Podla vety VIII toho istého ¢lanku je aj {b (¢, — a)}
nulova postupnost. Lez

(lnbn — ab = Un (bn — l)) —I— b ((l/n — a),
takZe {a,b, — ab} je nulova postupnost podla vety VI ¢lanku 8.
YI. Ak je lima, = a a ak je a, 7~ 0 pre vietky n, a # 0, je aj

.1 1
i — = —, 3
lim a. a (3)
.1 .
Dokaz. Pretoze a # 0, je |a | kladné dslo, teda aj—-|a| je
kladné ¢islo. Pretoze (a, — a} je nulova postupnost, existuje taky
index 7, Ze

|an—a]<——;—la|prevéetky n >r.

Potom
|a|=I—a/|=|(¢7fn—“)+(—an)|§
Sla,—al|4| an|< la| +|an |,
takze
an|>la| =5 |a]=la|
n g 1¢1= g lalk
Ztade
1 1 1
~ | = re n > r 4)
an| " Tan] “Tal®

podla vety VII ¢lanku 6. Zo (4) ustidime Tahko, Ze {El—} je ohra-

n

s . . 1

ni¢ena postupnost. Podla vety III ¢lanku 8 je teda aj {:w_}
n

ohranidend postupnost. Pretoze {a® — a} je nulova postupnost a je

LIS WS UM
a, a  aa, " ’
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1

je {E_ — }l—{ } nulovd postupnost podfa vety VII &lanku 8.
n

VIL. Nech je lim a, = a, lim b, = . Ked b, # 0 pre vietky n a aj
b # 0, je aj

. Oy, a
hmb—n = _b_‘

Dokaz. Podla predchadzajicej vety je limbl — %
n
1 . .
Pretoze Gn _ a, -—, plynie nasa veta z vety V.
bn by,

Podla (2) je postupnost {¢"} konvergentnd pre |q | < 1. Moze
byt postupnost {¢"} konvergentna i v pripade |[q| = 1? Pre ¢ =1
je ¢* = 1 pre vietky n, teda lim ¢» = 1. Ale:

VIIL Ked | ¢ | = 1 alebo ¢ # 1, potom postupnosf {q,} je diver-
gentna.

Dobkaz. Predpokladajme, Ze |¢| =1 a ze lim ¢" = ¢. Mame
dokazat, ze ¢ =1. KedZe |¢g| =1 a g | = |q ] je |q*]| =1
pre vietky n, preto je | ¢ | = 1, teda ¢ # 0. Ak z nulovej postupnosti
{¢» — ¢} vynechame prvy &len, dostaneme postupnost {¢g»+1 — c},
ktora je zrejme tieZ nulova.

Teda

‘ bimqr =c¢, imgntt =,

takZe podla vety IV je
lim (qn+1 — qn) = 0.

Na druhej strane je ¢*+1 — ¢* = ¢ (¢ — 1), takZe podla vety III
je )
lim (qgn+! —qn) = (¢ — 1) c.
A teda (¢ — 1) ¢ = 0, a pretoze &initel ¢ je od nuly roézny, musi byt
g—1=0,tjqg=1
IX. Ak ¢ | <7 1, potom
1

lim(l—;—q—{—qz—l,-...—'rqn—l)-_—.l—:—q. (5)
Doékaz. Podla vzorca (6') ¢lanku 3 je
1 —oqgn
R T e e
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takze

1 24 el g
+q+9®+ 4 —q¢ T—4¢

, P 1 . .
Mame teda dokazat, Ze [ e qn} je nulovd postupnost. To

plynie z viet IV a VIII ¢lanku 8.
Vzorec (5) sa oby¢ajne pise vo tvare
1
1 -2 4 = — 5
+q+ ¢+ T (5)
Bodky na lavej strane naznaduja, Ze sa ma v séitani pokradovat
bez akéhokolvek obmedzenia. S¢itat nekoneéne mnoho ¢isel nema,
pravda, nijaky vyznam; lavéd strana neznamens vobec sidet, ale
limitu sii¢tu. Predsa sa prakticky (z historickych dovodov) ¢asto
hovori o nekoneénych radoch a ich konvergencii alebo divergencii
a v pripade konvergencie o ich stiéte. Nekoneény rad

a, +ay +a;+ ... (6)

neznamend nié iné nez postupnost ¢iastoénych suétov s, = a; +
+a, + ... + a, postupnosti {a,)}; konvergencia alebo divergen-
cia nekoneéného radu (6) nie je ni¢ iné nez konvergencia postupnosti
{s,}; v pripade konvergencie sticet nekoneéného radu (6) nie je nié
iné nez lim s,.

Cvidenia.

113. Ak je lim an = a, potom lim | un | = | a |. Dokézte.
114. Ak je lim an = a & lim bn = b, potom lim (ran + sWn) = ra + sb, kde
7, s sti lubovolné é&isla. DokéZte.

115. Ak je lim an = a, potom lim a;, = ar, kde r je prirodzené &islo. Dokéazte
matematickou indukciou.

116. Z cvidenia 115 odvodte, Ze lim a; = aripre r =0 celé, pravda, za
predpokladu, Ze a # 0, an # O pre vietky n.

1
117. Dokéite, ze lim = 0.

118. Ak je an = a takmer pre vSetky n, potorn lim an = 2x. DokéaZte.

119. Ak v postupnosti {an} zmenime Kone¥ny podet ¢lenov, dostaneme
postupnost {bn}. Ak je lim an = a, potom aj lim bn = a. Dokézte.

120. Nech je liman = a # 0 a nech an = 0 najviac pre konecny podet

8lenov. Utvorte postupnost {bn} tak, Ze dite bn = an’ ak je an # 0,
1
ak je an = 0, ba zvolime Iubovolne. Dokéite, Ze lim bn = =

 b) lim L

’ n
121. Na zéklade viet IT— VII vypoditajte: a) lim nF D on ¥ a Pre
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’
et 0 ) lim | — ), reels; dylim "ot o) 1im 207+ 30— 1,
n+41 n? —1 3n? — o2n + 1
. 2n "
f) lim T )
122, Dokézte vetu: Ak je lim an > lim bn, je an > bn takmer pre vsetky n.
123. Ak je liman = a, limbn = b a un = bn takmer pre vsetky n, potom
a =< b. Lokdzte. Navod: Co by sa stalo, keby bolo 2 > b?
124, Pre ktoré¢ @ je postupnost {7} konvergentna?
125. Rozhodnite, ktory z nasledujiicich radov je konvergentny, a ked je
konvergentny, napiSte, aky mé sicet:

2 4 8

a)l+ w4+ g5+o7+ -5
3 9 27

b) l-?-}-z‘—g-{—...;

1 1 1 1
(:)—.—3--|;F—T-2-+§Z“.; '

HA=VD+ -+ —J2r+..;

(1 +)2) — a+)22+a+V22—Q 41204 ...;

1+ (1+i\* (141}’
£) 1 L L = .
e () < (79) -
1—i, (1-i\ (1=
T4+ 4 (= e
g1+ — +(2 )4( 2)-+
W 1—(+0)+0+)2—(1+iP+ ... N
126. Udajte, pre ktoré x si konvergentné nasledujiice rady a aky je ich stdet:
a)z+ a4 a3+ at+ ...; b)l—;‘-}—p-—ﬁ»—i—...;‘
r x x
c)x—2x+4r—8x+ ...; d)—af—-g—z—-g—...
127. Pre ktoré redlne x si konvergentné nasledujuce rady a aky je ich studet:
a) 1 4 sinw + sin?2 4 sin3x 4 .. .;
b) tgx — tg2x + tgdx — tglxe 4+ ...
c) 1 4 (cosx +i-sinx) + (cosz + i-sinx)? + (cosx + i-sinx)+...;
3

2
1 — iz 1 —ix 1—irx
d — —_

10. Realne ¢isla ako limity postupnosti desatinnych zlomkov.

Pri praktickom poé¢itani nadradzujeme redlne ¢isla skoro vidy
desatinnymi zlomkami, im tak blizkymi, Ze chyba nemd praktické-
ho vyznamu. Historicky je zaujimavé, ze hoci desatinné zlomky
boly zname omnoho prv, predsa sa sistavne pouzivaja az od XVII.
storodia. Zasluha o to patri predovSetkym holandskému matemati-

*) MozZe sa stat, Ze v postupnostiach tohto druhu mé koneény podet
¢lenov v menovateli nulu. Tieto éleny méZeme nahradit inymi, ktoré zvolime
TubovoIne, o nemé vplyv na limitu — pozri cvié. 119 a 120.
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kovi Simonovi Stevinovi (1584—1620). Nasa generacia, ktord sa
s desatinnymi zlomkami oboznamuje uz na narodnej $kole, nema
nalezitt predstavu o tom, ako nepohodlné boly vypoéty v dobe,
ked este nepoznali desatinné zlomky. Koneéne pIné vyuzitie vyhod,
ktoré poskytujii desatinné zlomky, mohlo nastat az po zavedeni
desiatkovej sistavy mier a vah; jej potreby pre pokrok vedy si bol
dobre vedomy uZz Stevin, uskutoénila ju vSak aZ velka revolacia
franctazska.

Teoreticky je doleZité presne oddvodnit, Ze vSetko poditanie s re-
dlnymi éislami sa da previest na poc¢itanie s desatinnymi zlomkami.
Nebudeme sa zaoberat vietkymi podrobnostami tohto odévodnenia.
Za zakladni vetu v tejto suvislosti mozno povazovat vetu, Ze
ku kazdému realnemu d&islu @ mozno udat taka postupnost {a,}
desatinnych zlomkov, Ze ¢ = lim a,. Pomocou viet II, IV, V a VII
¢lanku 9 sa potom odévodni, ze zakladné poétové vykony s redl-
nymi ¢islami sa daji nahradit zakladnymi poétovymi vykonmi
s koneénymi desatinnymi zlomkami tak, Ze chyba, ktorej sa pri tom
dopustime, je takd mala, ako je vopred predpisané. Tym sa nebude-
me podrobnejsie zapodievat. Zato si viak struéne pohovorime o naj-
jednoduch$om spdsobe, ako napisat IubovoIné redlne ¢islo a vo
tvare a = lim an, kde kazdé a, je desatinné ¢&islo. Tento najjedno-
duchsi sposob je v tom, Ze za a,, volime najviaési n-miestny desatinny
zlomok, ktory je alebo rovny alebo mengi nez a. Ak je napr. a = m,
je

a, =3,1; ay=3,14; a; = 3,141; a, = 3,1415; a5 = 3,14159.

Vsetky rozdiely # — a,, 7 — ay, @ — a4, ... su kladné a je
y 1 2 3 ]

1 1 1
ﬂ_a1<‘i‘6, n—a2<‘i'()“2‘, ﬂ—‘a3<m§""

takze skutoéne lim a, = n. Strutne piSeme
7 = 3,141592653589793. .., (1)

kde bodky znamenaju, Ze sa mdze napravo bez obmedzenia pokra-
¢ovat dalej a dalej; prava strana v (1) je teda struéné oznadenie pre
limitu postupnosti {a,}, ktorej n-ty ¢len a, sa dostane, ak nechdme
napravo len n prvych desatinnych miest. V tom istom smysle méme
pre kazdé.redlne ¢islo a:

@ =C,C CyC3CyCsy ... (2)
kde ¢ je IubovoIné celé &islo (kladné, zaporné alebo rovné nule),

kym ¢, ¢y, €3, €4, C5, ... st Cislice, z ktorych kazdd mé jednu
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z hodnét 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Teda (2) znamena, Ze
a = lim a,,

kde
o A (3)
10 102 107’
Vyraz (2) sa menuje desatinny rozvoj ¢isla a.
Ak ¢&islo @ samo je r-miestny desatinny" zlomok, t. j. ak
a=c |— 5+ 1o _—— o
102 10’
kde opit ¢ je celé ¢&islo a ¢, ¢y, ..., ¢, 80 Cislice, potom rozvoj (2)

ma tvar
G =2¢,0¢Cy...C 00000...,

t. j. v8etky dCislice cn pre » > 7 st rovné nule.

Pristapme k pripadu, Ze a je kladné raciondlne ¢islo, teda a =

m ,
= kde m, n st prirodzené {isla, o ktorych mézeme predpokladat,
Ze su nesudelné. Ak ¢islo » nemd inych prvoéinitelov ako 2 a 5,

13 12

250 2-5%
s menovatelom 107, napr.

napr. ¢ = mdzeme roz§irenim uviest @ na tvar zlomku

13 13-22 13-4 52
5TE = 35 EE = [ = 1oi = %052 = 0,05200000. . ;

a je v tomto pripade r-miestny desatinny zlomok. Ak n ma inych
5

i moéZeme rozvoj (2) uréit

prvoédinitelov nez 2 a 5, ak napr. a =

obydajnym delenim.
5:14 = 0,3571428571
80
100
20
60
40
120
80
100
20
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Vsetky zvySky, 8, 10, 2, 6, 4, 12 atd., pri tomto deleni sit mensie nez
13; je teda len 14 moZnych zvyskov:

0,1,2,3,4,5, 6,7 8,9,10, 11, 12, 13.

Z toho plynie, Ze musi raz nastat okamih, ked sa znovu vyskytne
zvySok, ktory sa vyskytol uz prv; v danom priklade taky prvy raz
sa opakujtci zvySok je 8. Ked sa raz opakuje zvySok, musia sa
opakovat tieZ vSetky nasledujiice zvy$ky a musi sa tiez opakovat
tislica podielu; v danom priklade je

—152 = 0,3571428571428571428. . ., . (4)
t. j. skupina &islic 571428 sa stile opakuje. Hovorime, Ze desatinny
rozvoj (4) je periodicky (periéda je slovo gréckeho pdévodu a zna-
mend cestu dookola); Gislice 571428 tvoria periédu rozvoja, ¢islica 3
tvori predperiodu. Je jasné, Ze takyto periodicky rozvoj musime
dostat, kedykolvek ¢islo a je racionalne, i ked je zaporné. Ak je
vsak a iracionilne, potom desatinny rozvoj (2) nie je periodicky,
lebo, ak je desatinny rozvoj
r——— | r— e, pm— e,
&=C P -PeQ--- T
periodicky, ¢islo @ musi byt racionalne.
Vskutku zrejme
a = lim a;  pp,

kde

rr———— | p—— pr—
Optnh =€ Pr---Pr Q1+ -+ Q1+ qn

priéczl'n skupina é&islic ¢, ... g sa n-krat za sebou opakuje. Ak
polozime

1’1 Pr_
o tigit o o=
Lily vl
je
v v
Qpeynp =€ + © + 10"+W+ R TR T=
alebo

v 1 1
“k+nh=0+u+—10—k(1 -’rW-l— +W)'
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Podla vety IX ¢lanku 9 je viak

. 1 1 1 100
l'HN,(I +-i—6’—;+ +Wn—_m‘)—— 1 =W:—l~,
10k

teda

v 10% v 10h~k

i e M VTV

=l ;=c+u +W.W

z toho vidno, Ze ¢islo a je raciondlne.

Periodi¢nost desatinného rozvoja raciondlneho ¢isla e je zauji-
mavym ddsledkom vety IX élinku 9, mé v8ak nepatrny prakticky
vyznam.

128.

130.

131.

132.

133.

44

Cvidenia.

Kazdé redlne &islo @ moZno pisat vo tvare a = ¢ + u, kde ¢ je celé
éislo a # vyhovuje nerovnostiam 0 =< u < 1. Podobne ¢islo 10u =
= ¢, + uy, kde ¢, je celé a u, vyhovuje nerovnostiam 0 < u, < 1. Dalej
100, = ¢, + u,, kde ¢, jo celé a 0 < u, < 1. Ak pokratujeme takto
bez obmedzenia, dostaneme postupne dalSie &isla cj, ¢4, . .., Ug. Uy, .
?"clh istych vlastnosti. Dokdite, Ze c,cic.c5¢,... je desatinny rozvoj
C1sla «.

. KaZdé redlne é&islo @ moZno pisat vo tvare ¢ = d + v, kde d je celé

éislo a v vyhovuje nerovnostiam 0 < v < 1. Podobne &islo 10v =
=d, + v,, kde d, je celé a v, vyhovuje nerovnostiam 0 < v, < 1.
Dalej 100, = d, + v,, kde d, je celé a 0 < v, < 1. Ak pokradujeme
takto bez obmedzenia, dostaneme postupne dalSie &isla dg, d,, ...,
Vg, Uy, - - . tych istych vlastnosti. Dokéite, Ze d,d,d,d d,. .. je desatinny
rozvoj &isla a.
Pokial ani jedno z &isel w, u,, #,, %3, ... v cvié. 128 nerovna sa 0, ani
jedno z v, v,, vy, v3, ... Vv cvic. 129 nie je rovné 1 a oba rozvoje st
totozné. DokaiZte.
Ak je v cviceni 128 &islo ug —y # Qaur = 0, je vevid. 129 éislovg —y # 1
avr = 1, priom ¢y = di + 1, cn = 0, dn = 9 pre vSetky n > k.Potom
je ¢islo a vyjadrené dvoma réznymi rozvojmi
a = ,,CsC3. . .CL 000. .. = c,6,C,C5. .. (e — 1) 999... Dokéite.
——— L ——

samé nuly samé deviatky

Ak nepripustime, Ze cn = 9 skoro pre vSetky n, potom kaZdé reélne
¢islo @ mé ‘prave jeden desatinny rozvoj. Dokaite. Navod: Ze mé
aspoii jeden desatinny rozvoj, plynie z cvié. 128. Ze mé najviac jeden,
dokéZeme matematickou indukciou takto: [1]. Nech a = ¢,c4€p¢5... =
=d,dd,d;... sa dva rozvoje ¢Cisla a, t. j. ¢ +u =d + v, kde 0 =
Su<l,0=v<]1 Potomc—d=v—u je celé dislo. Ale —1 <
<v—u<l, preto v — u = 0. [2.] Ak je ¢ = d, ¢ = di pre vSetky
E<mn, musi cn-10-7 + up = dn-10—7 4 vn, kde 0 < un < 10—-7,
0 < vn < 10—n, Potom e¢n — dn = (vn — un) - 107 je celé &islo; Ale
—1 < (vn — un) - 107 < 1, preto tn — un = 0.

Pomocou suétu nekoneéného radu prevedte na obyéajné zlomky: a)
0,583; b) 0,227; ¢) 0,259.



134.

135.

136.
137.

Ak v periodickom rozvoji niet predperidody, hovorime. Ze rozvoj je
rydzo periodicky; ak je v fiom predperidoda, rozvoj je neryvdzo
periodicky. Ktoré zlomky v zdkladnom tvare ved k rozvojom rydzo
periodickym a ktoré k rozvojom nerydzo periodickym?

Ktoré zlomky v zakladnom tvare vedu k rydzo periodickym rozvojom
s periédou: a) jednocifernou, b) dvojeifernou. e¢) trojeifernou, d) h-
cifernou?

Ktoré zlomky v zikladnom tvare vedii k nerydzo periodicky'm rozvojom
s predperiodou h-cifernou?

DokéZte spravnost viet: a) Rydzo periodicky rozvoj je rovny zlomku,
ktorého é&itatelom je periéda a menovatelom &islo, ktoré ma tolko
deviatok, kolko m4 peridda &islic. b) Nerydzo periodicky rozvoj rovna
sa zlomku, ktorého &itatela utvorime tak, Ze napiSeme predperiodu,
za fiu pripiSeme peridédu a od vzniknutého &isla odéitame predperiédu;
menovatela potom utvorime tak, Ze napiSeme tolko deviatok, kolko
¢éislic mé peridda, a k nim pripiSeme tolko nul, kolko &islic mé pred-
peridda.
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III. KOMBINATORIKA.

1. Variacic a permutiecie.

Na zaciatku 1. triedy sme podrobne hovorili o séitani predmetov
nejakého stiboru. V tomto oddiele pojednavame strucéne o s¢itavani
skupin predmetov. Ak sa dany stbor skladd z r lubovolnych pred-
metov a ked je n prirodzené éislo, potom utvorime skupinu »-tej
triedy z danych r predmetov, ak si z nich akymkolvek sposobom
vyberieme n réznych predmetov, ¢o je, pravda, mozné len vtedy,
ked n = r, lebo z r predmetov nemoZno vybrat viac neZ r réznych
predmetov. Pri tom moéZeme vyberané predmety volit v uréitom
poriadku a vsimat si tento poriadok; také skupiny, pri ktorych
zalez{ na poriadku vybranych predmetov, nazyvaja sa variacie.
Ale moézeme si tiez mysliet celt skupinu vybrana naraz a vébec
nehladiet na poriadok vybranych predmetov; takéto skupiny sa
menuji kombinaeie. V tomto ¢lanku si budeme viimat len varidcie;
kombinaciami sa budeme zaoberat v ¢lanku 12. Varidcia a kom-
binacia st slova latinského pdvodu; varidcia = zmena, kombina-
cia = spojovanie, skladanie.

Nech je dany I'ubovolny stibor » predmetov; jednotlivé predmety
stiboru mézZeme oznadit Jubovolnymi znackami; najpohodlnejsie st

znacky
(1); (2); B); + -5 (). (1

Kazdy jednotlivy predmet tvori sim osebe varidciu prvej triedy;
je teda zrejmé, Ze podet varidcii prvej triedy siboru r predmetov sa
rovna r. ’

Napr. pre » = 5 mame 5 varidcii 1. triedy:

(1); (2); (3); (4); (5). (2)

Pri varidcidach 2, triedy mame postupne zvolit dva rézne prvky
z daného stiboru, pri¢om si v§imame poriadok vybranych predme-
tov. Ak je uz uréitym sposobom zvoleny prvy predmet, potom dru-
hym predmetom variacie 2. triedy je ktorykolvek z danych r
predmetov, vyjmic uZ zvoleny prvy predmet, t. j. ak je prvy pred-
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met nejako zvoleny, mame pre druhy predmet eSte 1 — 1 mozZnosti;
napr. pre r = 5 mame pri uréitej volbe prvého predmetu este
r — 1 = ¢ moznosti pre volbu druhého predmetu, t. j. z kazdej
z piatich varideii (2) prvej tiiedy vzniknu 4 varidcie druhej triedy
a celkovy pocet variacii druhej triedy je pre r = 5 rovny 54 =
= 20; v8etky tieto varidcie su:

(1), (2); (1), (3); (1), (4); (1), (3); l

(2), (1); (2), B); (2), (4); (2), (B);

(3), (1); (3), (2): 3), (4); (3), (5); (3)
(4), (1); (4), (2); (4), 3B); (4); (5);

(6), (1); (5), (2); (), (3); (D), (4);

VSeobecne mame pre kazdé r > 1 celkom r (r — 1) varidcii 2.

triedy r predmetov.

Tak ako sme z kazdej variacie 1. tliedy utvorili vieobecne r — 1
varidcii druhej triedy, teda 4 varidcie druhej triedy pre 7 =5,
utvorime z kazde] varidcie 2. trledy uréity podet varideif tl(tc]
triedy. Pri varidcii 2. triedy sme uz zvolili dva z danych » predme-
tov; aby sme utvorili variaciu 3. triedy, musime k obom zvolenym
predmetom pridat treti predmet, ktory musi byt rézny od oboch
predmetov uz zvolenych, takie v kazdom pripade mame pre treti
predmet volbu z r — 2 e§te nevybranych predmetov, t. j. z kazde]
variacie 2. triedy vznikne pridanim tretieho predmetu » — 2 varié-
cii 3. triedy. Pocet vSetkych variacii 3. triedy teda vznikne, ked
potet vSetkych varidcii 2. triedy zndsobime ¢islom r — 2. Pre
r = 5 sme mali celkom 20 varidcii 2. triedy; z kazdej z nich dosta-
neme 3 variacie 3. triedy, napr. z variacie 2. triedy (4), (2) dosta-
neme varidcie 3. triedy:

(4), (2), (1); (4), (2), (3); (4), (2), (3);
celkovy podet varidcii 3. triedy z 5 predmetov je teda 3 - 20, t. j. 60.
Potet varidcii n-tej triedy z r predmetov oznaéme V,(r). Je
zrejmé, Ze
Va(r) =0, ak n > r, (4)

lebo z r predmetov nemdzeme vybrat vobec nijak skupinu viac neZ
r predmetov. Uz sme si v8imli, Ze

Vl(r) =T, (5)
Var) =r(r — 1), (6)

(6) plati i pre » = 1. Dalej plati rekurentny vzorec
Vaia(r) = (r — m) - Valr). (7)
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Dokaz vzorm (7). Ak je n >r, je aj n + 1 >, a teda podla
(4) Valr) = 0, I, 4,(r) == 0, takZe v tomto pupade ( 7) ])lwtl

Ak n=1r, je V,i,(r) = 0, ale tiez » — n == 0, takZe i v tomto
pripade pldtl (7). Neeh je konetne n < r. Z kazde; variacie n-tej
triedy dostaneme varidcie (n + 1)-vej triedy pridanim takého z n-
predmetov, ktory eSte nebol vybrany do varidcie n-tej triedy.
Takychto predmetov je r — n, a preto z kazdej n-tej varidcie
vznikne veelku r — » variacii (n 4 1)-vej triedy, z ¢oho plynie (7).

Potet variieii n-tej triedy » predmetov rovna sa stcinu » ¢initelov,
z ktorych prvy rovna sa » a kaZdy nasledujiei je o jedni¢ku mensi
nez predchadzajiei. (To platii pre n = 1, ak pod séinom s jednym
¢initelom, rovnym 7, rozumieme ¢&islo r.) Prv, nez si tito vetu do-
kazeme, vyslovme ju vzorcom. Preto uvazime, Ze Cinitelia nasho
stéinu tvoria aritmetickt postupnost s prvym ¢lenom r a s diferen-
ciou rovnou —1, takie podia vzorca (3) élanku 2 r-ty (posledny)
¢initel sarovna r — (n — 1) alebor — n + 1, takZe veta je vyjadre-

na vzorcom
Var) =r(@ —1) ... (r —n+ 1), (8)

ktory pre » = 1 znamena (5), pre » = 2 znamena (6). Pre n = 1
vieme, Ze vzorec je spravny. Aby sme ho dokazali matematickou
indukeiou, sta¢i dokazat, Ze ak pre nejaké n plati vzorec (8), potom
plati aj vzorec, ktory md nalavo n 4 1 miesto » a napravo mé
o jedného ¢initela viac, pricom tento novy ¢&initel je o jednicku
mensi nez r — n 4 1, ¢iZe novy ¢initel sa rovna r — n. To je vSak
zrejmé podla (7).

Pozoruhodny osobitny pripad variicii mame pre r ==n. Tu mame
z n réznych predmetov postupne vybrat n réznych predmetov,
v8imajuc si poriadok vybranych predmetov V tomto pripade vy-
berieme postupne vietky dané predmety v nejakom poriadku, t. j.
v danom pripade varidcia znamena jednoducho akékolvek uspo-
riadanie vSetkych predmetov. Miesto slova varidcia sa v tomto
pripade oby¢ajne pouziva slovo permutécia; to je opit slovo latin-
ského povodu, ktoré znamend premetiovanie. Podla vSeobecnej vety
0 podte varidcii pocet vietkych permuticii » predmetov sa rovna !,
priéom n! (éitame n faktoridl, z latinského slova faktor = &ini-
tel) znamend sGéin vSetkych prirodzenych ¢éisel od jednicky az po
n véitane, teda

I'=1; 21=2 3! =6; 4! =24 5! =120 atd.
Je teda pre kazdé prirodzené ¢&islo n:

(n+1) = (n+1)n! (9)
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Je udelné polozit
0! = 1. (10)

Vzorec (9) plati potom aj pre n = 0. Pre iné ¢isla n nez prirodzené
¢isla a nulu znadku n! nedefinujeme.

Pomocou faktoridlov mézZeme vyjadrit polet varidcii I',(r) aj pre
n < r. Potom je r — n prirodzené ¢islo, a ked obe strany \zorca
(8) znésobime &islof® (r — n)!, dostaneme (r — n)! F,(r) = 7!,
takze

!
Val) = Gt ()

pre n < r. Podla (10) plati (11) aj pre n = 7. Pre n > r sa v (11)
Tavd strana rovnd nule a prava nie je definovana.

Cviéenia.

188. Dokéite, Ze » predmetov moZno umiestit na n miest (predpokladajte,
%Ze r > n, takie r — n predmetov zostane neumiestenych) prave tolko-
krat, kolkokrdat moZno umiestit n predmetov na r miest (pricom r — n
miest zostane volnych).

139. Kolko roznych (jedno- aZ pétcifernych) 8isel mozno napisat Sislicami
0, 1, 2, 3, 4, ak sa nemé ani v jednom d&isle Cislica opakovat?

140. V rovine je dané n bodov, z ktorych nijaké tri neleZia v priamke. Kolko
je nimi uréenych réznych uzavretych lomenych é&iar, ktorych vrcholy
st vo vietkych danych bodoch? (n = 3.)

141. Ak sa zvadsi podet predmetov o dva, zvidsi sa podet permutécii dvanést-
krat. Kolko je predmetov? :

142, Dokéite, Ze a) nn! 4+ (n — 1)!] = (n + 1)}; b) n! + n2(n — 1)! =
=n+1)hec) (n+ 1) —n!=n-nl

T (O o § L R S I
143. Vypocitajte: a) poy TRk
(n + 2)! 1 n!
D= o Tmoo

144. Ak znali Va(r) poet variacii n-tej triedy r predmetov, dokéazte, Ze
plati rekurentny vzorec: a) Va(r) =7+« V_n, (r — 1); b) Va(r + 1) =
= Vnlr) + n+ Vn—, (r). — [Navod: a) Poéitajte, kolko varidcii mé
uréity pevne zvoleny predmet na prvom mieste. b) Poéitajte, o kolko
sa zvacsi poéet variacii, ak priddme k r predmetom este dalsi predmet.]

145. Dokéizte, Ze a) Vn(r) = (Vm(r) * Va—m (r — m);
b) Va(r) = Vin(r — n 4+ m) - Va—n(r).
[Névod: a) Poéitajte, kolko variadcii ma m urditych pevne zvolenych
predmetov na prvych m miestach. b) Poditajte, kolko varidcii vznikne,

ked k uréitej pevne zvolenej variacii (n — m)-tej triedy pridame dalSich
m predmetov.]
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146. Ak znadi P (r) poet permutécii r predmetov, dokaite, Ze plati reku-
rentny vzorec P (r 4+ 1) = (r + 1) - P (r). Odvodte odtial matematic-
kou indukciou, Ze P (r) = r!.

1497. Ak je medzi r predmetmi k predmetov rovnakych (k < ), moZno z nich

!
utvorit ]:—' permutécii; ak je okrem toho eSte dalSich A predmetov

rovnakych (k + h < r), ale réznych od predchadzajicich k predmetov,
r!
kb

148. Ak tvorime z r predmetov skupiny po n predmetoch, ale tak, Ze sa kazdy
predmet méZe v kaZdej skupine Iubovolne mnohokrat opakovat, ak
dbame pritom na poriadok predmetov, vznikaji tzv. variacie s opa-
kovanim. Ich potet oznadime V’n(r). DokaZte, Ze plati rekurentny
vzoree V'n(r) = r - V'n—,(r). Odtial odvodte (matematickou indukciou),
e Vinlr) = rm.

11). Kolko §tvorcifernych &isel mozno sostavit z &islic 0, 1, 27

1560. Kolkoraké vrhy moZno urobit: a) dvoma, b) troma kockami?

1561. Kazdé znacka slepeckého pisma sa skladé z jedného aZ Siestich hmata-
teInych bodov, ktoré sa sostavuju najviac do dvoch stipcov, z ktorych
v ka’dom je najviac po troch bodoch. Kolkoraké znacky st moiné?

152. Kolkaraké znatky moZno utvorit, ak sostavujeme body a éiarky v sku-
pindch po 1 a% n prvkoch? Prepoditajte pre n = 4.

mozno z nich utvorit permutécii. Dokaite.

12. Kombinaeie.

Z ¢lanku 11 vieme, Ze utvorit z r predmetov kombinaciu n-tej
triedy znamena z danych r predmetov vybrat nejakym sposobom
n-predmetov, pri¢om na poriadku vybranych predmetov nezalezi.
Pocet vSetkych kombinécii n-tej triedy r predmetov je zvykom

znadit
()

o ¢itame r nad n. Cisla (1) sa menuju kombina¥né ¢isla; dévod
pozname v ¢lanku 13; menujua sa tiez binomické koeficienty.
Pre n = 1 niet rozdielu medzi kombiniciami a variaciami; je

r
=7 2
(7) (2)
pre kazdé prirodzené &islo r. Zrejme

(r)=0pre n>r; (3)
n

()

pre kaZdé prirodzené ¢islo r.

prave tak je zrejmé, Ze
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Ak 1 < n = r, pocet kombindcii je mensi nez podet variacii; aby
sme dostali v8etky kombinacie n-tej triedy predmetov oznadenych

(1), (2), (3), -, (r), (6)

sta¢i napisat vsetky také varidcie n-tej triedy tych istych pred-
metov, v ktorych vyberané predmety idi za sebou napr. vo vzo-
stupnom poriadku prislusnych ¢islic. Napr. pre r = 5 vietky kom-
binacie druhej triedy st:

(1), (2); (1), (3); (1), (4); (1), (5);

(2), (3); (2), (4); (2), (5);

(3), (4); (3), (5);

(4), (5);
veelku ich je 10. Kombinacie tretej triedy tych istych predmetov
sa:

(1), (2), (3); (1) (2), (4); (1), (2), (5);

(1), (3), (4); (1), (3), (5); (1), (4), (B);

(2), (3), (4); (2), (3), (5);

(2), (4), (5); (3), (4), (5);

je ich zasa desat.

Z kazdej kombinacie r predmetov dostaneme vetky tie varicie,
ktoré obsahuji prave predmety obsiahnuté v danej kombinécii, ak
predmety obsiahnuté v tejto kombindcii vSetkymi moZnymi spé-
sobmi usporiadame. Napr. z kombinacie (2), (3), (5) dostaneme
veelku 6 variacii:

(2), (3), (5); (2), (5), (3),
(3), (2), (8); (3), (5), (2),
(6), (2), (3);  (8), (3), (2).

Vseobecne z kaZdej kombindcie n-tej triedy r prvkov vznikne
veelku n! varidcii tejZe triedy tychZe prvkov, takze podet Va(r)

¥ , er . PR Y y r v ,
vietkych varidcii sa rovnéd sGéinu éisla n! s poétom ( ) vietkych
n

kombinacii, t. j.

Podla vzorea (8) ¢lanku 11 je teda
(r) _r(r=1)...(r—n+41)

, (6)
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kde v ¢itateli je sa¢in n postupne o jedniku sa zmensujteich ¢éini-
telov. Pre m > r st obe strany v (6) rovné nule; pozri (3); pre n < r
mdzeme podla vzorca (11) élanku 11 pisat tiez

7 r! -
(n) = n!(r —mn)!’ (7)

Ak je prirodzené Cislo » mensie nez prirodzené Cislo », je aj r — n
prirodzené ¢islo mensie nez r; kedze

r—(r —mn)=n,

()- (=)

O spravnosti vzorca (8) sa moézeme Iahko presvedéit bez akého-
kolvek pocitania, ked si uvedomime vyznam oboch stran vzorca
(8). Myslime si napisané vSetky kombinacie n-tej triedy predmetov
(5) vedla seba do riadkov. Pod kaZda napisantt kombindciu moéze-
me napisat do druhého riadku prave tie z predmetov (5), ktoré sa
nevyskytuja v kombindcii, napisanej v riadku prvom. Potom
mame v druhom riadku zapisané vSetky kombindcie (r — n)-tej
triedy predmetov (5) a vidime, Ze polet kombinacii (r — n)-tej
triedy sa rovna po¢tu kombinacii n-tej triedy, o je prave vyjadrené
vzorcom (8).

plynie zo (7), ze

, v r . . ;v
Vyznam znacky( )sme definovali pre prirodzené d&isla

n

r, n; ak je r prirodzené ¢islo, je udelné definovat aj

((’)) =1 9)

nakolko 0! = 1, je to v stihlase so vzorcom (7). Vzorec (8), odvodeny
za predpokladu, Ze 0 << n < r, plati podla (4) a (9) aj pre n = 0
a pre n = 7.

Ked v8ak r = 0 a » je prirodzené &islo, definujeme

()

a pre r = 0, n = 0 polozime eSte

()~

zasa v suhlase so vzorcom (7).
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Okrem vzorca (8) platia o kombinaénych ¢islach este iné vzorce,
o spravnosti ktorych sa tiez moézeme lahko presvedéit bez akého-
kolvek pocitania. Najvyznamnejsi zo vzorcov tohto druhu je \zorec

() =G+ Gl) 0o

platny pre Tubovolné pnrodzene tisla n, r. Ak je n > r, zneje vzorec
(10): 0 = 0 4 0, ¢o je spravne. Ak je n =: r, vzorec (10) podla (3)
a (4) hovori, Zze 1 = 1 4 0, ¢o je tiez sprévne. V pripade n < r sa
o spravnosti vzorca (10) presvedéime takto: Lava strana znamend
potet kombinacii (n 4 1)-vej triedy r + 1 predmetov

0), ), ..., (). (11)
r 4+ 1

_ ) rozdelime na dve sku-

Tieto kombinacie ur¢ené poé¢tom (
n +1

piny: Do prvej skupiny zadelime tie z kombinacii, ktoré vsetky
obsahuja uréity predmet, oznafeny hoci (0). VSetky takéto kom-
binacie dostaneme, ked z r + 1 predmetov vyliéime predmet ozna-
geny (0), sostavime vSetky mozné kombinacie po n predmetoch
z ostavajucich r predmetov a ku kaZdej z tychto kombinacii nako-
niec pripojime aj predmet oznaceny (0); takychto kombindacii je

(r ) V druhej skupine st kombinacie (n + 1)-vej triedy z r pred-
n
metov, ktoré neobsahuju prv vyladeny predmet, oznadeny (0);

tychto kombinacii je ( + 1). Oba druhy kombinécii vyéerpavaja
n

vS8etky moZné kombindcie (n + 1)-vej triedy z pdvodného poétu

r + 1 predmetov, priéom sa ani nijakd kombindcia nevyskytuje

v obidvoch skupinach. Z toho vyplyva rovnost (10).

Vzorec (10) sme dokédzali pre prirodzené ¢isla 7, n. Pre kazdé
prirodzené ¢&islo » je vzorec (10) spravny, i pre = == 0, éo plynie
ihned z (2) a (9).

Kombinaéné &isla méZeme sostavit do trojuholnikove;j tabquy,
ktorej kaidy riadok odpovedd uréitému r a obsahuje za sebou

r 41 Esel: (;)(:)(;) (:)

Prvych desat riadkov tabulky, ktord sa nazyva Pascalov trojuhol-
nik, je
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1 8 2 56 70 56 28 8 1
36 84 126 126 84 36 9 1
10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
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Podla (4) a (9) kaZdy riadok Pascalovho trojuholnika zaédina a
konéi éislom 1. Podla (8) kaZzdy riadok zostane nezmeneny, ak
napiSeme jeho ¢isla v obriatenom poriadku. Konedéne podla (10)
mozeme z ¢isel r-tého riadku vypoditat éisla (r 4+ 1)-ho riadku: az
na jednicky na zadiatku a na konci dostaneme kazdé éislo (r + 1)-ho
riadku s¢itanim oboch Sikmo nad nim stojacich ¢isel 7-ho riadku.

Pascalov trojuholnik ma rad zaujimavych vlastnosti, z ktorych
si uvedieme iba jednu. Zvolme prirodzené é&isla n, r (n <) a
v kazdom riadku, zaéinajic n-tym a konéiac r-tym, vyberme n-té
éislo riadku. Ak séitame vietky vybrané ¢isla, dostaneme déislo,
ktoré stoji v Pascalovom trojuholniku §ikmo vpravo pod posled-
nym z nich. Priklad:

(n=417=9)1+4+ 10+ 20 + 35 + 56 + 84 = 210.
Vseobecne

(:) + (nl-l) ER (;) - (;:11) 12

Vzorec (12) dokazeme takto: Prava strana znamend poéet kombi-
nacii (» 4 1)-vej triedy predmetov

(1), (2), ..., (1), (r 4 1) (13)
Tieto kombindcie si rozdelime na druhy tak, ze kazdy sc¢itanec na-
lavo v (12) bude znamenat podet kombinécii jedného z tych druhov;
tak bude vzorec (12) dokdzany. Konkrétne urobime dokaz takto:
Prvky (predmety) rozdelime na dve skupiny a oznadime ich a,,
@y, Gy, @y, ..., Gy V PIvej skupine a @y 44, Gnt g, - - -, Gn4p v druhej
skupine; v prvej skupine je ich zrejme 7, v druhej 4, pricom n + b=
=: 1 + 1. Z prvej skupiny utvorime vSetky mozné kombindcie n-tej
triedy a ku kaZdej z nich priddme prvok a, +,. Takychto soskupeni

je (n) Potom utvorime vietky mozné kombindcie n-tej triedy
n

z prvkov a;, ..., @n4+, a ku kaidej z nich pridime prvok ano;
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n+1

tychto soskupeni je ( ) Takto pokradujeme aZ do vyGerpania

prvkov z druhej skupiny. Poéty soskupeni sa rovnaju ¢lenom na
Tavej strane rovnice (12), priom nijaké soskupenie z poétu zahrnu-

n -4k

tého v Clene ( ) nie je obsiahnuté ani v jednom z predcha-

n

dzajtcich ¢lenov. Soskupenia n + 1 prvkov takto sostavované sa
neopakuju a vylerpavaji vSetky mozné kombinicie (n + 1)-vej
triedy z pévodného poétu r + 1 prvkov. Tym je spravnost rovnice
(12) dokazana.

Cviéenia.

153. a) V kolkych bodoch sa pretina n priamok roviny, z ktorych nijaké dve
nie st spolu rovnobeZné a nijaké tri neprechddzaju jednym bodom?
b) Kolko priamok je uréenych n bodmi v rovine, z ktorych nijaké tri
neleZia v jednej priamke?

154. a) V kolkych bodoch sa pretina n rovin priestoru, z ktorych nijaké dve
nie si spolu rovnobeZné, nijaké tri neprechadzaju jednou priamkou
a nijaké Styri jednym bodom? b) Kolko rovin je uréenych n bodmi
v priestore, ak neleZia nijaké tri z nich v priamke a nijaké Styri v rovine?

155. Je dané n priamok roviny, z ktorych Ziadne dve nie s spolu rovnobez-
né. k tychto priamok (k <X n) sa pretina v jednom bode a z ostatnych
n — k priamok sa nijaké tri nepretinaju v jednom bode. Kolko priese-
Sikov je tymito priamkami uréené?

156. Je dané n bodov v rovine, z ktorych nijaké tri neleZia na jednej priamke.

Nimi je uréené(n )priamok. Mob%u tieto priamky okrem danych bodov

mat eSte dalSie priesediky ? Ak méZu, kolko najviac?

157. Je dané 5 bodov v rovine, z ktorych nijaké tri neleZia v priamke a nijaké
Styri na kruZnici. a) Kolko kruZnic je nimi uréenych? b) Kolko zo
zmienenych kruZnic prechadza kazdym z danych bodov? ¢) Maju tieto
kruZnice okrem danych bodov eSte iné prieseéiky, a kolko?

1568. V yraz (a + b)r, kde r je prirodzené &islo, méZete vypoditat tak, Ze
utvorite saéin (@ 4+ b;)* (@ + b,) * (@ + b,)...(a + by) a do vysledku
vsadite b, = b, = by =...= by = b. Urobte to! Aky koeficient bude
pri ¢lene, ktory obsahuje vyraz ar—nbn? (0 <n 7))

159.Dokme,iea)('_l) =’i( ) )( ) "”*1( ’ )

n—1 r n—1

[Navod: a) Poéitajte, kolko je kombindcii n-tej triedy, ktoré obsahuju
urdity pevne zvoleny predmet. b) Poéitajte, kolko vznikne kombinéeii,
ked k urditej pevne zvolenej kombinécii (n — 1)-vej triedy pridame
dalsi predmet.]

160. Dokézte, Ze
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161.

163.

164

165.
166.

56

( n ) (r —n - m)
r—m m r r

(2 = = )

n—m r\ \n n n n—m

() ()

[Navod: a) Poéitajte, kolko je kombinécii n-tej triedy, ktoré obsahuja

uréiti pevne zvolenu skupinu m predmetov. b) Poéitajte, kolko vznikne

kombinécii, ked k uréitej pevne zvolenej kombindcii (n — m)-tej triedy

pridame dalsich m predmetov.]
a) Dokézte, Ze

(rj;s) = (;)(3) + (nil)(;) + (niz),(;)+...+
(1) 23 + (5).(2),

b) Z predchddzajiceho odvodte, Ze
2n\ _ [n)\? n\?2 n\? n \? n\?
() = (6)7+ )7+ () -+ (20) "+ (2)°

. Pocet kombinécii (n 4 1)-vej triedy r + 1 predmetov (0), (1), (2),..,

(r) mo6Zeme spoditat takto: Najprv vezmeme vSetky kombinécie, ktoré
obsahuju predmet (0), potom tie, ktoré neobsahuju predmet (0), ale
obsahuji predmet (1), dalej tie, ktoré neobsahuju predmety (0) & (1),
ale obsahuja predmet (2) atd., aZ nakoniec tie, ktoré neobsahuju pred-
mety (0), (1), (2),.., (r — n), ale obsahuju predmet (r — n -+ 1). Urobte
to! (r = n.)

Ak tvorime z r predmetov skupiny po r predmetoch, ale tak, Ze sa
kazdy predmet v kaZdej skupine méze vyskytovat Tubovolne mnoho-
krat, pri¢om nedbéme na poriadok predmetov, vznikajua tzv. kombi-
nacie s opakovanim. Ich podet oznadime C'n(r). Dokéite, Ze plati
rekurentny vzorec

n.c:n(r) _ C'n_l(r)-l—- (n— l)of’n—l (1‘) .

[N4vod: Skimajte, kolkokrdt sa vyskytne uréity predmet, hoci pred-
met (1), vo vSetkych kombindcidch n-tej triedy. Dostanete &islo

n - C'n (1) Ked vynechdme v kaZdej kombinécii, ktoréd obsahuje predmet
r

(1), tento predmet, ostant vSetky kombindcie s opakovanim (n — 1)-vej

triedy, ktorych je C’n—, (r)a v ktorych sa podla predchddzajiceho

prvok (1) vyskytuje este (n=1)C'n—, () krat.]
r

Z rekurentného vzorca, odvodeného v predchddzajicom cviéeni, dokaz-
te matematickou indukciou, Ze podet kombindcii s opakovanim n-tej
r+n-—1

triedy r predmetov je C'n (r) = ( ) .
n

Kolko podstatne réznych poletnych spojov obsahuje malé nésobilka?
Kolko kameriov obsahuje hra domina, ked podet bodov na kaZdom
poli rovné sa niektorému z éisel od 0 do a) 7, b) 8, c) 9?



167. Ndzvom Apolloniovej ulohy sa oznaduju ulohy, v ktorych sa Ziada
sostrojit kruZnica, vyhovujuca danym trom podmienkam, z ktorych
kaZda moéze zniet: Kruznica prechadza danym bodom alebo kruZnica.
sa dotyka danej priamky alebo kruZnica sa dotyka danej kruZnice.
Kolko je tychto tloh?

168. Mnohoélen, t. j. vyraz vzniknuty séitanim niekolkych &lenov tvaru
Axkylzm. . ., nazyva sa homogennym, ked stiéet mocnitelov k& 4+ 1 +
+ m 4 ... = n je pri vietkych &lenoch ten isty; &isla x, y. z,... sa.
menujd premenné a &islo n je stupen homogenného mnohoélena.
Kolko- ¢lenov ma homogenny mnohoé¢len n-tého stupna s » premenny-

mi?
169. Ak nie je mnohoélen homogenny, jeho stuperli rovnd sa najviéSiemu
saétu k + 7 4+ m + ... a) Kolko ¢élenov méa nehomogenny mnohoélen

n-tého stuptia s » premennymi? b) DokéaZte vetu: Mnohoélen n-tého
stupnia s r premennymi méa prave tolko ¢lenov ako uplny mnohoélen
r-tého stupna s n premenrymi.
170. Rovnica x; + %, + 3 + ... + 2 = n, kde n je prirodzené &islo, mé
r+mn—1
n—1

spolu ( ) rieSeni celymi nezdpornymi &islami. Dokéazte.

13. Binomicka veta.

Binomicka veta ddva vyraz pre -t mocninu (@ + b)" dvojélena
a + b, kde r je éislo prirodzené. Pre najnizs$ich Sest hodnét r = 1,
2, 3, 4, 5, 6 mocnitela r zneje binomicka veta

(@+b)i=a +b

(@ + b)2 = a?+ 2ab + b2

(@ 4+ b)® = a® + 3a2b + 3ab? + b3

(@ + b)t = a* + 4a%b 4 6a2b? -+ 4ab® - b4

(& + b)5 = a5+ 5a%b 4 10a362 4 10a2b® + 5ab* -+ b

(@ + b)8 = a® + 6a%h + 15a4b2 + 20a3b® + 15a2b% + 6ab5 + bE.
Na pravej strane vieobecného vzorca pre (@ + b)" je r -+ 1 ¢lenov,
z ktorych prvy obsahuje a” (alebo a9, druhy obsahuje a™—1b
(alebo ar—1b1), treti obsahuje a’—2b? atd.; mocnitel pri a klesd
o jednidku a zdroven mocnitel pri b vzrastd o jedni¢ku. Koeficienty
jednotlivych €lenov tveria -ty riadok Pasealovho trojuholnika, takze
v8eobecna binomicks veta pre mocnitela # znie:

(a—l—b)?:a’—}-(r)a"'lb—k(r)a"%z—l—...—}—( ’ )
1 2 r—1
abr—1 4 br. (1)

Doékaz spravnosti binomickej vety moézeme urobit matematickou
indukciou. Spravnost vety pre r = 1 je zrejma. Je teda potrebné len
pri Tubovolne danom prirodzenom ¢isle r zo vzorca (1) odviest
vzorec
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(@ +by+l=—a+l4 (”; 1)a’b+(r_;l)a'-’b+ Rt

+ (r t 1) abr 4 br+1, 2)

Aby sme to urobili, uvdZme, %e (@ 4 b)"*! = (a + b)" - (@ + b)
alebo (@ + b)yr+1= (a4 b a + (a + b)b. Podla (1) teda je
(@ + b)"+ ! rovné vyrazu

a"+l+(T)a"b—}-(r)u’—’bz—!-- +( ’ )a2b"1+ab' +
1 2 r—1

<

~+a'h 4 (:) ar—1+ (:) a™— %34 ...+ ( 4 1) ab” + U+ 1

r —

&~

ktory sa rovna

writ | () + ()] +[(G) + ()] et o+
L O (RO

-¢o sa po Uprave rovna pravej strane v (2) podla vzorea (10) ¢lanku
12.

Ak pocitame koeficienty v (1) postupne pre rad hodnét 7, je naj-
kratsie uzit vlastnosti Pascalovho trojuholnika, zaloZené na vzoreci
(10) ¢lanku 12. Ak mdme v8ak poéitat (¢ + 0)" pre jedint hodnotu r,

pouzijeme na vypocet koeficientov (r ) vzorec (6) ¢lanku 12. Podla
n
tohto vzorca poéitame(r) postupne pre n =1, 2, 3, ..., ak
n

prejdeme od n k n + 1, pripoji sa v tomto vzorci napravo v Gitateli
¢initel » — n, v menovateli ¢éinitel » + 1, takZe mame rekurentny

Vvzorec
( r ) 7r n (7’)’ ( )

ktory je na vypocet najvyhodnejsi. Pomocou vzorca (3) v8ak po-

ve . . r , . . v .

(itame len polovicu koeﬁclentov( ), druhd polovica je uréend
n

vzorcom (8) ¢lanku 12.

. viz sy v s r .y
Uz v ¢&lanku 12 sme hovorili, Ze kombinaéné &isla ( ) sa tiez

n
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menuju binomické koeficienty; dovod je teraz uz jasny.
V druhej triede sme poznali vzorec

(cos a 4 1i - sin a)* = cos na + i - sin na. 4)

V ucebnici pre 2. triedu, str. 55, vzorec (10). Na zaklade tohto
vzorca moéZeme nijst pomocou binomickej vety pre kazdé priro-
dzené ¢islo n vyjadrenie cos na, sin na pomocou cos a, sin a. Napr.
pre n = 4 je podla binomickej vety
cos 4a +1-sin4a = costa 4 4i-cos3asina — 6 cos2 asin? a —
— 4i * cos a sin3 a -+ sint a.

Ak porovname na oboch stranach najprv redlne a potomn imaginér-
ne Casti, dostaneme jednak

cos 4a = cos?a — 6+ cos? asin? a + sint q,
jednak

sin 4a = sin a (4 - cos® @ — 4+ cos a sin? q).
Ako je zname, je

sin2a =1 — cos 2 q,
teda
sinfa = (1 —cos2a)2=1— 2-cos?a + cos?a.

Preto z predchadzajicich vzorcov dostaneme po Jahkej uprave
cos 40 = 8 cos?a — 8cos?a + 1,
sin 4a = sin a (8 cos® a — 4 cos a).
Podobne sa daja odviest vzorce tvaru
cos na = T, sin na = sin a * Sy,
kde T, Sy st vyrazy obsahujice len cos a.
V praxi sa ¢asto uZiva pribliznych vzorcov

A4ay=1+rx (5)

alebo
(1—|—x)’i1-|—rx+-—§~r(r—l)x2 (6)

pre ten pripad, Ze &islo | x | je malé. Vzorec (5) je jednoduchgi nez
(6); vzorec (6) je presnejsi nez (5).
Priklad. Podla binomickej vety je

1,035 =(1 is_:l 5.3 10 -
’ +102 +‘) 102+

35
+ g5 = L+ 0,15 4 0,009 4 0,00027 + 0,0000005 -+ 0,000000043.

32

33 34
L TR T
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Ak séitame iba prvé dva ¢leny, mame 1,03% = 1,15 s chybou men-
Sou nez 10-2; ak séitame prvé tri ¢leny, mame 1,035 = 1,159

)

. 1
s chybou mensou nei - 10-3,

Aby sme odhadli chybu vo vzorcoch (5), (6), uvazme najprv, Ze
z (1) plynie prea =1, b = 1:

() (L) o

Presnd hodnota (1 + z)" je podla binomicke] vety
(L4 af == 1 41z 4o (r — 1) 22 —|-(’)x3+ Y
2 3 r—1}°
at=1 4 am,
Vo vzorei (5) sa teda dopistame chyby

TNz (T g r Sl g
(2,,)‘:1: +(3)x +”.+(r—1)‘xr + a”,

ktorej absoliitna hodnota je podla vzorca (11) ¢éldnku 7 najviac
rovni

(;) |z |2 + (;)|x|a+...+(r:])|x|r_1+|xl,.

Ak |z | <1, je
@]t > [z > [eft> .,
takZe absolitna hodnota chyby v (5) je mensia nez

“[(9() ()]

a teda podla () je mensia nez 27 | x |2. Podobne absolitna hodnota
chyby vo vzorei (6) je pre |z | < 1 mensia nez 27 | x |3,

Cvidéenia.

z
. b) najvaési koeficient vo vyraze (5a + 3b)2°.
172. Vypoditajte na 5 desatinnych miest: a) 1,02515; b) 0,991°,
173. S pouZitim binomickej vety vyjadrite cos 7a, sin 7a.

174. Ak oznalime cosa +i-sina= S, cosa—i-sina=S je cosa =

24 12
171. Urcte a) absoliitny élen vo vyraze (2;102 - —) ;

1 —
=3 (S + 9). Odtial moZno vyjadrit mocninu vyrazu cos a ako li-

nearnu funkciu kosinov nésobkov uhla a. Urobte to pre a) cos‘a;
b) cos®a; c) cosra, kde r je prirodzené é&islo.
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1
175. Dokéite: a) (;) 2 (1) + 2t (2) +23(;)‘+ . +2r(:) - 3r;
Do) = (1) + (o) (o) +orimir (5) =0
0 1 ‘2 i 3 r
176. Dokéite: a) (T)-‘+ (')54. (r) + (r) T o= 2r1
0 1 2 [] 4 6
D)+ () )+ (o) 4o
1 3 5 7
- P Y tyr r T : 1
177. Dokéaite: a) (0) —‘(2) + (4) — (6) + =2 cos 1 ra;
r r r r 1
b)(l) B (3) * (’») B (7) Hee = 2T sing
[Navod: Pocitajte vyraz (1 4 i)r.]
178. Ak oznalime s = 1k 4+ 2k 4 3k + ... 4+ nk, mbéZeme zo vzorca pre

(h + 1)r, ktory napiSeme pre h = 1, 2, 3, ..., n a vSetky takto vznik-
nuté rovnice séitame, odviest rekurentny vzorec

r r r r
n+ 1yr=1 +(1)s"‘+ (2) Sr— ot (3) Sr—ad .o+ (r_ l)sl—l-n.
Urobte to a vypoditajte z toho: a) s,; b) s,; ¢) <;.
1
179. Ak vyhovuje é&islo x podmienke 0 < ) n—1x<qg<1, kde g je

nx

vhodné é&islo, potom (1 4 z)*» < 1 + i . Dokéite a odhadnite
-9

podla toho chybu, ktorej sa dopuStame, ked miesto (1 4 x)» pribliZne

poloZime 1 + nur.
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IV. POCET PRAVDEPODOBNOSTI.

14. Uvod.

V histérii matematiky je mnoho prikladov, Ze matematici dlho
§tudovali nejakd skupinu problémov len pre jej teoretickdl zauji-
mavost, a len o mnoho neskorsie sa ukazalo, Ze vysledky ich Gvah
maju velky prakticky vyznam. Jeden z najpouénejsich prikladov
je polet pravdepodobnosti, ktorého predmetom je Stidium zakoni-
tosti, ktoré sa podla skusenosti vyskytuji medzi nadhodnymi zjavmi.
Na prvy pohlad sa zd4, Zze zakonitost a ndhodnost sa navza.
jom celkom vyluéuja, ale v skutofnosti je to naopak, a pocet
pravdepodobnosti sa ukazal velmi délezitym vo fyzike, v biologii,
vo vyrobe pédohospodarskej i priemyselnej a inde. Poéiatky poétu
pravdepodobnosti naproti tomu, ako sa o tom v dalSom zmienime,
st v matematickom rozbore pravidelnosti, ktoré boly zistené pri
hazardnych hrach.

Zatneme s jednoduchym prikladom, aby sme si objasnili, aki
pravidelnost mozno odakavat pri nahodnych javoch. Prikladom
nahodného javu, ktory si najprv rozoberieme, je hadzanie kockou.
Ak hidZeme kockou, vyjde pri kazdom vrhu jedno z éisel 1, 2, 3, 4,
5, 6. Ktoré z tychto ¢isel vyjde pri jednom vrhu, neda sa vobec
predvidat. Ak urobime rad vrhov za sebou a zapisujeme ¢isla, ktoré
vychddzaji, zdd sa na prvy pohlad, Ze jednotlivé ¢isla nasleduja
za sebou bez ladu a skladu. Ak je poéet vrhov maly, nepozorujeme
ani po podrobnejSom Stadiu nijakd pravidelnost. Ale celkom inak
sa nam to javi, ked skimame vysledky dlhého radu vrhov. Tu
pozorujeme okrem iného, Ze v3etky ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6 vychadzaju
priblizne v rovnakom pocte, stupen pnbhznostl je pn ne-
prili§ velkom poéte vrhov mélo uspokom ¥, ale pri velmi znaénom
pocte vrhov je pozoruhodne presny. VSimnime si niektoré z moz-
nych vysledkov vrhu, napr. skimajme ten nidhodny jav, Ze padne
Sestorka. Ked urobime % vrhov, tu pri kaZdom z nich alebo padne
Sestorka, alebo nepadne. Pocéet A-tych vrhov, pri ktorych skimany
jav nastane (pri ktorych padne Sestorka), nazveme absollitna podet-
nost skimaného ndhodného javu. Délezitejsia je relativha pocet-
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nost. To je zlomok% , ktory vyjadruje pomer poétu pripadov,.

v ktorych skiimany jav nastane, k celkovému poctu vSetkych uro-
benych pokusov (v naSom pripade vrhov kockou). Keby sa v cel-
kovom poéte kazdé zo Siestich ¢isel, 1, 2, 3, 4, 5, 6, vyskytovalo

v 14 b4 \ 1
v rovnakom podte, rovnala by sa relativna pocetnostF. Toto

T | , o , .
¢islo —nazveme pravdepodobnost skiumaného javu. Skusenost uka-
6

zuje, Ze i pri veImi velkom pocéte pokusov sa relativna pocetnost
len celkom vynimoéne presne rovna pravdepodobnosti, Ze v8ak pri
velkom podte pokusov sa relativna podetnost skoro vidy priblizne
rovnd pravdepodobnosti. Odchylku relativnej pocetnosti ¢ od
pravdepodobnosti p je ucelné vyjadrit v percentich pravdepodob-
nosti p. Pocet percent rovna sa

c—1p|
100—'—. 1
> 8

Pocétu pravdepodobnosti najlepsie porozumieme, ked si urobime:
pokusy sami a zistime velkost odchylky relativnej podetnosti od
pravdepodobnosti.

R. 1938 urobil jeden z autorov tejto uéebnice 1 800 vrhov kockou.
V nasledujicej tabulke 1. s vrhy soskupené do 20 rimskymi
éislicami oznadenych skupin po 90 vrhov. Pre kazda skupinu je
v tabulke zaznamenana absoldtna pocetnost jedni¢ky, dvojky, .
Sestky.

.« ey

Tabulka 1.
— [ R
- =Ri= S IEIEIB | IE BB
H:=E>EEEI§M><QQEMNEEQM

11|21 13|23|17| 8|14(22{19|19|20|15|18|16]16|18{21|20¢|17|12}
23/11{15/13|20|11{20(14|13|18(16|1120(17{18(14|15(13|16|14
10(11{20f 9|11({13]10|16| 9|10|17|20|13| 8|12|19]|10{12(14|10

12{14{13|15|11|14|13 |14 (15|13 |11.{17|10(16|12( 9{12(16]10(22
16/18/1815|11|21|18| 7|16{11|14|11(10|18|17{17|18|11|15|17|
18/ 15/ 11/15(20|23|15)|17|18]|19|12|16|19|15|15|13|14|18|18|15]

OB WO

Tabulka 1 jasne ukazuje, Ze pri 90 pokusoch odchylky relativnej
podetnosti od pravdepodobnosti st ¢asto eSte znadné. Relativne;j
pocetnosti rovnej pravdepodobnosti by zodpovedala absolitna po-
Cetnost rovnd &islu 15. V tabulke sa vSak vyskytuju aj absolitne
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poletnosti rovné 7 alebo 23, pre ktoré percentnd odchylka (1) je
asi 53,39, teda velmi zna¢na. Tieto najnepriaznivejSie pripady st
vSak celkom ricdke (zo 120 pripadov popisanych v tabulke 1 sa
vyskytuje absolitna pocetnost 7 len raz, absolitna podetnost 23
len tri razy). Ale i ked v tabulke 1 zanedbame 259, vietkych 120
pripadov, budi sa eSte v tabulke 1 vyskytovat absolutne podetnosti
rovné ¢islam 11 a 19, pre ktoré percentnd odchylka (1) je asi 26,79,
teda stale eSte znacna.

Viésia pravidelnost sa uz javi, ked vykonanych 1800 vrhov roz-
delime len na $tyri skupiny po 450 vrhov, t. j. ked kaidych 5
predchidzajucich malych skupin shrnieme v jednu vidésiu skupinu.

Tabulka 2.

I | II | 1mxr | v

85 82 85 88
82 76 82 72
61 58 70 65
65 69 66 69
78 73 70 78
79 92 77 78

O U W b

Miesto tabulky 1 méame teraz tabulku 2. Keby boly relativne
poletnosti rovné pravdepodobnosti, boly by absolutne podetnosti
zaznamenané v tabulke 2 v8etky rovné ¢islu 75. Nie je to tak. Ba
Lo viac — d&islo 75 sa v tabulke 2 v6bec nevyskytuje. Ale pomerné
odchylky, relativnych podetnosti od pravdepodobnosti st uz mensie
nez v predchidzajucom pripade. Prv najvicsia odchylka presaho-
vala 509, teraz ¢ini 22,79,. Velkost jednotlivych odchylok v ta-
bulke 2 a potet pripadov, kolkokrat ktora odchylka nastane, uvidza
tabulka 3. V prvom riadku st uvedené jednotlivé odchylky v per-
centach, v druhom podet pripadov, kolkokrat sa ktora odchylka
vyskytuje v tabulke 2.

Tabulka 3.

22,7187 | 17,3138 |12] 93 | 8| 67| 53 | 4| 27| 13
21»1413221|'4’2,1

Ak shrnieme koneéne vSetkych 1800 pokusov, dostdivame pre
percentné odchylky relativnej podetnosti od pravdepodobnosti pre
¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6 tieto hodnoty: 13,39, 4%, 15,3%, 10,3%,, 0,3%,
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8,7%,. Aby sme dostali podstatne mensie percentné odchylky, mu-
seli by sme pocet pokusov znaéne zvicsit. Da sa dokdzat, Ze pri
stondsobnom zvidéseni pottu pokusov sa percentné odchylky asi
desatkrat zmensia.

Cviéenia.
18¢. Niekto urobil 257 pokusov, pri ktorych nastal jav o pravdepodobnosti
] .
3 celkom 92-krat. Vypoéitajte relativhu podetnost a jej percentnii

odchylku od pravdepodobnosti.
181. Pri pokuse s pravdepodobnostou 0,426, urobenou veelku 100-krat,

percentnd odchylka relativnych podetnosti od pravdepodobnosti bola
12,9. Kolkokrat sa pokus zdaril?

2
182, Jav, ktorého pravdepodobnost je CE m4 sa zopakovat 100-krat. V kol-

kych asi pripadoch jav nastane, ak o¢akdvame, Ze percentnd odchylka
relativne] poletnosti od pravdepodobnosti nepresiahne 109,?

183. Pravdepodobnost, Ze nejaky dej nastane, je 0,328. Kolkokrat asi musi-
me dej zopakovat, ak chceme aby nastal 100-krat, a ked odakdvame,

Ze percentna odchylka relativnej pocetnosti od pravdepodobnosti ne-
presiahne 109, ?

184. Urdity dej sa opakoval celkom 1000-krat, priGom kladny vysledok bol
veelku v 346 pripadoch. Co moZno povedat o pravdepodobnosti tohto

deja, ak percentnid odchylka relativnej pocetnosti od pravdepodobnosti
neéini viac nez 129,?

15. Vypoéet pravdepodobnosti v jednoduchych pripadoch.

Najjednoduchsia partia poétu pravdepodobnosti, na ktoru sa
v podstate obmedzime, da sa opisat takto: Robime opédtovne nejaky
pokus, ktorého vysledok je nahodny. Celkove je moiné k réznych
vysledkov pokusu, a mame dévody predpokladat, Ze pri robeni
velkého radu pokusov kazdy z moznych k pripadov sa uskutoéni
v rovnakom podte. Tento predpoklad vyjadrujeme slovami, Ze
vSetky moZné pripady si rovnako pravdepodobné. Teraz si viimame
uréity nahodny jav, ktory v niektorych z k moZnych pripadov
nastane, v inych nenastane. Tie pripady, v ktorych skimany jav
nastane, nazveme ofakavané (priaznivé) pripady. Ak je & pocet
odakavanych pripadov a ak je, ako uz bolo povedané, k podet
vietkych moznych pripadov, ¢islo

b
p= k
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volame pravdepodobnosfou skiimaného ndhodného javu. Odakiva-

me potom, Ze pri velkom poclte pokusov relativna pocetnost sku-

maneho javu bude sa priblizne rovnat p, v tom je prave vyznam
&isla p. Ze toto odakavanie je opravnené, to sa historicky dokdzalo

na hazardnych hrach. Vypocet éisla p nie je vidy celkom jednodu-

chy, a tzv. kombinatorika, predmet predchddzajiceho oddielu tejto

udebnice, vznikla prave z potrieb po¢tu pravdepodobnosti.

Ked napr. hadzeme kockou, mame Sest moznych vysledkov po-
kusu, t. j. mdme k = 6. Nahodny jav, ktory skiimame, méoze byt
v tom, Ze padne urdité z ¢isel 1, 2, 3, 4, 5, 6, napr. Ze padne Sestorka.
Zo 6 rovnako moznych pripadov je jediny oéakavany, t. j.

’ 1 AV 54 :
miame h = 1 a pravdepodobnost sa rovna e Mozeme vsak pri

hadzani kockou skimat aj iné javy. Napriklad vezmime ten na-
hodny jav, Ze pri hddzani kockou vyjde ¢islo nepéarne; tu je k = 6,

h = 3, a teda pravdepodobnost p = —;— Smysel rovnice p = % je
v tom, Ze pri velkom poéte vrhov asi v polovici vSetkych pripadov
vyjde neparne &islo. V priklade zndzornenom v tabulke 1. élanku
14 v jednotlivych 20 skupindch, I az XX, mame tieto absclitne
podetnosti skimaného javu v 2. riadku nasledujtcej tabulky; v 3.
riadku tej istej tabulky st udané v percentidch odchylky relativnej

pocetnosti od pravdepodobnosti p = —;- .

Tabulka 4
— =] ==
b == H=>>>;HHN
= nlal> BIEE|H x| KRR [RR 5] E]H] <

37 | 50 | 51 (47| 39 |42 |42 (45| 44| 40 | 51 |46]|41|42|45,54 49,43 46| 39

17,8(11,1/13,3(4,4|13,3/6,7|6,7(0 [2,2|11,1]|13,3|2,2(8,9/6,7| 0 {20 8,9|4,4 2,2|13,3

Pozorujeme, %e odchylky st o nieo mensie nez odchylky sku-
mané v ¢lanku 14 pre vyskyt urditého z &isel 1, 2, 3, 4, 5, 6; d4 sa
dokézat, ze pri velkom poéte pokusov odchylky relativnych po-

cetnosti od pravdepodobnosti st pre p = —;—menéie nez v ktorom-

kolvek inom pripade. Ak podobne, ako v tabulke 2, shrnieme 1 800
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pokusov len do Styroch skupin po 450 kusov, dostaneme miesto
tabulky 4 tabulku 5. Odchylky v tabulke 5 opif st mensie nez tie,
ktoré mame zaznamenané v tabulke 3.

Tabulka 5.

I | x| 1| Iv
224 | 213 | 225 | 231
0,4% [5.3%| 0% |2.7%

Ked hadzeme dvoma kockami, méZeme vysledok kaZdého
pokusu zaznamenat vo tvare (a, b), kde @ znamend ¢islo, ktoré
padne na prvej kocke, b znamenda d&islo, ktoré padne na druhej
kocke. Cislo @ méze nadobtdat ktortkolvek zo 6 hodnét 1, 2, 3, 4,
5, 6; to isté plati o disle b. Mame teda celkom k£ = 6 - 6 = 36 moz-
nych pripadov, ktoré pradvom povazujeme za rovnako pravdepodob-
né. Skimajme ndhodny jav, ked stéet @ 4+ b nadobudne uréitu
hodnotu s. Cislo s musi sa rovnat aspoii 1 4 1 =2 a nanajvys
rovni sa 6 4- 6 = 12, Prichddza teda v tivahu 11 hodnét &isla s;
pre kazda z tychto 11 hodndt je v nasledujiicej tabulke uvedené
v prvom riadku é&islo s, v druhom prislusny poéet & moznych pri-
padov, v trefom na stotiny zaokrihlena pravdepodobnost p =
=h:36.

Tabulka 6.

s | 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
h |1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
p | 0,03| 0,06/ 0,08 0,11 0,14, 0,17| 0,14 | 0,11 | 0,08 | 0,06 | 0,03

Podobne pri hidzani troma kockami mézeme vysledok kaz-
dého pokusu zapisat vo tvare (a, b, ¢), kde @ znamend ¢islo, ktoré
padne na prvej kocke, b ¢islo, ktoré padne na druhej kocke, ¢ ¢islo,
ktoré padne na tretej kocke. VSetkych mozZnych pripadov je &k =
=6-6-6 =216 a kazdy z tychto pripadov je rovnako pravde-
podobny. Opit skimajme ten nahodny jav, ked stéet ¢ + & + ¢
nadobudne uréita hodnotu s, ktord sa musi rovnat aspori 1 + 1 4
+ 1 = 3 a nanajvys sa rovna 6 4+ 6 4 6 == 18. Aby sme pri danom
s urdili poéet h vSetkych priaznivych pripadov, sostavime si vietky
rozklady &isla s na tri scitance, priom kazdy séitanec rovnd sa
jednému z &isel 1, 2, 3, 4, 5, 6. Skusmo lahko ndjdeme:

5* 67



= 24241,
=34+241=2+2+2,

= 44241 =34+2+2=3+3+1,

1+1 =5+2+1=4+2+2=44+3+1 = 3+34.2,
+241=54+3+1=5+242=4+4+1 = 44342 =343+3,
10=6+3+1=6+4+2+2=5+4+1=5+342 44442 —4}343,
11 =64+4+1=6+3+2=5+5+1=5+4+2=5+34+3=44-443,
12=6+5+1=6+4+2=6+3+3=5+5+2=5+44+3 = 4+414,
13=646+1=6+5+2=6+4+3=05+5+3=5+414,

14 =6+6+2=6+5+3=6+4+4 =515+4,
15=6+6+3 = 6+5+4 =54515,

16 = 64+-6+4 = 6+5+5,

17 = 6+6-+5,

18 = 64+ 6+6.

©® TN U
I T I A

Pritom napr. sacet 2 + 1 + 1 vznika z troch pripadov (2, 1, 1),
(1,2, 1), (1, 1, 2). Sticet 3 + 2 + 1 vznika zo Siestich pripadov atd.
V nasledujucej tabulke je udany jednak poéet % o¢akavanych pri-
padov, jednak na tisiciny zaokruhlena pravdepodobnost p =
==} : 216. V poslednom riadku disla p* znamenaju na tisiciny za-
okrihlené relativne pocetnosti pri 1000 vrhov troma kockami,
urobenych jednym z autorov tejto ucebnice.

Tabulka 7.

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 3 6 10 15 21 25 27 27 25
p |0,005]|0,014 (0,028} 0,046| 0,069 0,097| 0,116 0,125 0,125/ 0,116
p* 0,009 0,019 0,028, 0,054| 0,073: 0,116] 0,101} 0,109| 0,148 0,114

s |13 14 15 16 17 18
ho|21 15 10 6 3 1
P 0,097| 0,069 0,046! 0,028/ 0,014! 0,005
p* | 0,096 0,049| 0,036; 0,029 0,013, 0,006

Cisla % v tabulke 6 i v tabulke 7 (a teda aj pravdepodobnosti p)
maji ti zaujimava vlastnost, ze ostand bezo zmeny, ak ich na-
piSeme v obratenom poriadku. Predo je to tak, mézeme si Jahko
vysvetlit takto: Na hracej kocke mame proti éislu 1 é&islo 6, proti
¢islu 2 éislo 5, proti ¢islu 3 éislo 4. VSeobecne sticet dvoch proti-
Tahlych éisel sa vidy rovna 7. Ked napr. na troch kockich padnua
disla a, b, ¢ so stiétom s, mame na protilahlych stranich &isla a’,
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b’, ¢ so stltom s', pricom ¢ +a' =7, b4+b' =17 ¢+c¢ =1,
a preto s + s’ = 21. Pocet ofakdvanych pripadov pre sGcet s je
teda ten isty ako pre sticet s’. Velmi obltibena bola kedysi hra
passe-dix (franctzsky znamend prekrocenie desiatky). Stavalo sa
na to, Ze pri vrhu troma kockami vyjde stitet s = a + b + ¢ vidsi
ako 10. Je to tzv. spravedliva hra; to znameni, Ze pravdepodobnost
vyhry je } alebo Ze polet pripadov priaznivych rovna sa poétu
pripadov nepriaznivych. Spravodlivost plynie zo simernosti ta-
bulky 7, o ktorej sme prave hovorili.

193.

194.
195.

Cvidenia.

5. Aké je pravdepodobnost, Ze pri hadzani kockou vyjde &islo a) deliteIné

troma, b) nedeliteIné troma?

. Ak4 je pravdepodobnost, Ze pri hre dvoma kockami vyjde saéet a) de-

liteIny troma, b) nedelitelny troma?

. Aka je pravdepodobnost, Ze pri hre troma kockami vyjde suéet a) de-

liteIny Styrmi, b) nedelitelny Styrmi?

. Aké je pravdepodobnost, Ze nahodne napisané &islo celé je a) parne,

b) neparne?

. Aké je pravdepodobnost, Ze nahodne napisané dvojciferné é&islo je

a) deliteIné troma, b) deliteIné Styrmi, c¢) delitelné siedmimi?

. Aka4 je pravdepodobnost, Ze &islo nahodne sostavensé z &islic 1, 2, 3, 4, 5

bude deliteIné Styrmi?

. Pri hre troma kockami méze kazdy zo siétov 11 a 12 padnit veelku

Siestimi spésobmi (pozri str. 68). Predsa je pravdepodobnost kaZdého
z tychto dvoch stiétov ind. Vysvetlite pre¢o?

. Aké je pravdepodobnost, Ze a) pri vrhu mincou padne lice, b) pri vrhu

dvoma mincami padne na oboch mincéch lice, ¢) pri vrhu troma min-
cami padne priave na dvoch mincéch lice?

Aké je pravdepodobnost, Ze pri hre dvoma kockami padne a) prive
jedna Sestorka, b) aspon jedna Sestorka, c¢) najviac jedna Sestorka,
d) nijaké Sestorka, e) obe Sestorky?

AKk4 je pravdepodobnost, Ze pri hre troma mincami padne a) prave
jedno lice, b) aspori jedno lice, ¢) najviac jedno lice, d) nijaké lice?
V mesci je 12 guloéok éervenych a 8 modrych. Aké je pravdepodobnost,
Ze z piatich vytiahnutych gul6éok st a) 3 éervené a 2 modré, b) 2 ¢er-
vené a 3 modré, c) vSetky Cervené, d) vSetky modré?

. Z hry 32 karat boly ndhodne vytiahnuté 4 karty. Ak4 je pravdepodob-

nost, Ze je medzi nimi a) jedno eso, b) dve esd, c¢) tri esd, d) Styri esa,
e) nijaké eso?

. Z hry 32 karat bolo rozdanych 5 karat. Aka je pravdepodobnost, Ze su

medzi nimi a) 8§tyri esd, b) tri esd, ¢) dve esd, d) jedno eso, e) nijaké eso?

. Ak je vopred zaruCené, Ze nejaky jav nastane (jav je isty), je jeho

pravdepodobnost 1; ak je zaruéené, Ze jav nenastane (jav je nemozny),
je jeho pravdepodobnost 0. Dokazte.

. Ak sa poéet priaznivych pripadov rovna poétu nepria.znivjrchkpripa.dov,

m4é jav pravdepodobnost . Dokazte.

. Ak je p pravdepodobnost, Ze nejaky jav nastane, pravdepodobnost, Ze

jav nenastane, sa rovnd 1 — p. Dokézte.
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16. Pravdepodobnost iihrnni a sloZena.

Vypodet pravdepodobnosti nahodného javu sa dd niekedy ulah-
¢it pomocou vSeobecne platnych viet, ktoré si dokiZeme v tomto
¢lanku. K tymto vetdm dospejeme, ak pri jednom a tom istom
druhu pokusov skiimame niekolko ndhodnych javov stdasne.
O dvoch ndhodnych javoch J, J, hovorime, Ze sa navzajom vylu-
¢uji, ak je nemozné, aby pri nejakom pokuse oba javy J,, J,
sicCasne nastaly. Potom plati nasledujica veta o thrnnej pravde-
podobnosti:

I. Ak nihodné javy J,, J,, ktoré sa navzajom vyluéuji, maju
pravdepodobnosti p,, p,, a ak ndhodny jav J je to, Ze nastane jeden
z oboch javov J,, J,, potom pravdepodobnost javu J sa rovna p, +
+ Do

Dokaz. Ak je k potet vietkych moznych pripadov a ked je by
pocet pripadov priaznivych pre jav J, hy pocet pripadov priazni-
vych pre J,, je

h h
2)1=‘k!’ 2’2=73- (1)

Pripady priaznivé pre jav J su jednak tie, ktoré st priaznivé pre
- [Ipady . Y o su jeanas Luore ZIIve Dre
jav J,, jednak tie, ktoré su priaznivé pre jav J, KedZe nijaky
pripad nemdze byt sﬁéa'sn,e priaznivy i pre jav,J v 1 pre jav J,,
pocet kb pripadov priaznivych pre jav J sa rovna

h=hy + h,. (2)
Jav J mé viak pravdepodobnost
h .
P=1- (3)

Z (1), (2), (3) plynie p = p, + P2 ¢o sme mali dokazat. Ak nie je
pravda, Ze javy J,, J, sa navzajom vyluduji, nemdze rovnica (2)
platit, ale plati zrejme nerovnost d << A, 4+ h,, z ktorej plynie
podla (1) a (3) nerovnost p < p; + p,. Teda:

II. Ak ndhodné javy J,, J, maji pravdepodobnost p;, p, a ked
nihodny jav J je to, Ze nastane aspoii jeden z oboch javov, J,, J,,
potom pre pravdepodobnost 7 J&Vll J plati vztah p = p; + p,.

Ak je J Iubovolny ndhodny jav, nazveme opa,énym ,]avom ten
jav J,, ked jav J; nenastane. Oba javy J,, J, sa navzijom vy-
Iudujua, takze podla I pre ich pravdepodobnost p;, p, plati p; +
+ py == p, kde p znamend pravdepodobnost toho javu J, ked na-
stane aspoii jeden z oboch javov J,, J,.

Zrejme viak je isty jav, ktorého pravdepodobnost p = 1. Teda
zvlastnym pripadom vety I je nasledujtca veta III, v ktorej zneni
pre jednoduchost je vynechany index 1.
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III. Ak je p pravdepodobnost nihodného javu J, pravdepodobnost
opaténého javu sa rovna 1 — .

Miesto dvoch nahodnych javov J,, J, mézeme vyjst od viac ako
dvoch a dostaneme tou istou cestou vSeobecnejsie vety:

I'. Ak ndhodné javy J,, J,, ..., Ja, z kiorych kaZdé dva sa na-

vzajom vyluéuji, maji pravdepodobnosti p;, py, ..., Pa, & ak na-
hodny jav J je to, Ze nastane jeden z javov J,, J,, ..., Ja, polom

pravdepodobnost javu J sa rovna
P+ P+ o0+ P
II'. Ak nahodné javy J,, J,, ..., J, maji pravdepodobnosti p,,
Pg - - -, Pn @ ak ndhodny jav J je to, Ze nastane aspoii jeden z javov
v S .., Ju, potom pre pravdepodobnost p javu J plati vzfah
P=prt+ P2t -0+ Pu ) . )
Teraz je potrebné, aby sme si vysvetlili pojem podmienenej prav-
depodobnosti. Skiimajme opédt pri tom istom druhu pokusov dva
nahodné javy J,, J,. Oznaéme opit k polet vSetkych pripadov
mozZnych, h, pocet pripadov, v ktorych nastane jav J;, h, pocet
pripadov, v ktorych nastane jav J,, dalej p;, p, pravdepodobnosti
oboch javov, takze
h h
p=" ="t M)

Oznadme eite hy, alebo hyy podet tych pripadov, v ktorych nastani
oba javy J;iJ,. Teraz budeme definovat podmienent prav-
depodobnost javu J, za hypotézy J, tak, Ze odtrhneme
vietky pripady, v ktorych nenastane jav J,, a ponechime len
pripady, v ktorych nastane J,. Poget vSetkych moznych pripadov
bude teda len h; a podet pripadov priaznivych pre jav J, bude
hy,, takZe podmienend pravdepodobnost p, (J4) javu J, za hypo-
tézy J, sa rovna:

h
Pa(Jy) = ﬁ . (4)
Podobne bude
/
P (Tg) = 72 (5)

podmienend pravdepodobnost javu J; za hypotézy J,. Napr. pri
hadzani kockou nech jav J, pozostiva v tom, Ze nepadne Sestorka
a jav J, nech pozostiva v tom, Ze padne &islo parne. Nepodmienené

pravdepodobnosti st p; = —i—-, Py = % Podmienend pravdepodob-
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nost javu J, za hypotézy J, je p, (J,) = —. Podmienena pfavde-

o

2 .
podobnost javu J, za hypozéty J, je p, (J,) = %

Teraz lahko dokdZeme nasledujicu vetu o sloZenej pravde-
podobnosti:

IV. Ak su J,, J, lubovolné dva nahodné javy a ak nihodny jav
J 1, jo to, Ze nastanu oba javy J,, J, stiasne, pravdepodobnost javu
J 1, 8a rovni suéinu

P1° P2 (J), (6)

ktorého prvy éinitel je (nepodmieneni) pravdepodobnost javu J,
a druhy céinitel je podmienend pravdepodobnost javu J, za hypo-
tézy J,.

Dékaz. Pravdepodobnost javu J,, sa rovna
by by
Ta,lebo % %
¢o sa podla (1) a (4) rovna vyrazu (6).

Veta IV sa dé zovSeobecnit na Iubovolny podet Jy, J,, ..., Jn
nahodnych javov. Obmedzime sa na pripad n = 3: Pravdepodob-
nost, aby mnastaly vietky tri javy Jy, J, J; sucasne,
rovna sa suéinu

P11 Pe (J1)  p3 (1 Ja), (M

kde p, (J,, J,) je podmienend pravdepodobnost javu J,
za hypotézy, Ze nastant oba javy J,, J,, lebo jav, ktorého
pravdepodobnost hladdme, je v tom, Ze nastana stdasne oba javy
J1s 8 J 3, kde J;, mé ten isty vyznam ako vo vete IV. Teda hladand
pravdepodobnost sa rovna sGéinu 4 * ps (J4, J,), kde p,, je prav-
depodobnost javu J,,, ktord sa rovnd vyrazu (6). Z toho plynie
(7).

Hovorime, Ze ndhodny jav J, je nezavisly od ndhodného javuJ,,
ak podmienend pravdepodobnost javu J, za hypotézy J, sa rovna
nepodmienenej pravdepodobnosti tohoze javu J,. Ak k, &, hy, by
maju ten isty vyznam ako na str. 71, potom podla (1) a (4) neza-
vislost javu J, od javu J, je vyjadrend podmienkou

he _ e
k™ ok’
ktort mézZeme napisat aj v tvare
k M hlz = hl * hz.
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Z tohto tvaru podmienky vidno, 7e ked jav J, je nezavisly od javu
Jy, je aj jav J, nezdvisly od javu J,; hovorime tiez, Ze oba javy J,,
J, st od seba nezavislé.

Pre nezavislé javy znie veta IV jednoducho takto:

IV’. Ak si p,, p, pravdepodobnosti dvoch nezavislych javov J,,
J,, je pravdepodobnost, Ze oba javy J,, J, nastani siasne, rovni
suéinu p,p,. _

S nezavislymi javmi sa stretivame najmé pri opakovanych
pokusoch. Nech st pri uréitom druhu pokusov nejakym sposobom
definované nahodné javy J,, J,, J3, ... a nech p;, Py, P3, ... £
ich pravdepodobnosti. Myslime si teraz, Ze urobime [ubovolny pocet
n pokusov a oznaéme P, pravdepodobnost toho, Ze pre kazidé k
od jednej az po n pri k-tom pokuse nastane jav J. Zrejme

P, = p,. T (8)

Na druhej strane, ked urobime eSte (n + 1)-y pokus, je pravde-
podobnost toho, Ze pri (» 4 1)-om pokuse nastal jav Jn,, zrejme
nezavisla od akejkolvek hypotézy, tykajiucej sa predchadzajiacich
n pokusov. Z toho plynie podla vety IV’ ze

Ppiy = Pp pniy (9)
Na ziklade (8) a (9) sa lahko dokize matematickou indukciou, ze
pre kazdé » je

Py =pp, ... pu. (10)
Vsimnime si najmi ten pripad, Ze vSetky javy J,;, J, ... s
totozné. Potom z (10) plynie: Pravdepodobnost, Z¢ v kaZdom z =
urobenych pokusov nastane jav J, ktorého pravdepodobnost je p,
rovni sa p™. Z toho vyplyva: Pravdepodobnost, aby pri ni-
jakom z urobenych » pokusov nenastane jav J, ktoré-
ho pravdepodobnost je p, sa rovna (1 — p)*. To, Ze pri
nijakom pokuse nenastane jav J, znamena to isté, ako to, Ze p1i
kazdom pokuse nastane jav opaény k javu J, ktorého pravde-
podobnost je 1 — p. VSeobecnejsie plati:

V. Nech je p pravdepodobnost nahodného java J. Nech 0 <k < n
(n je prirodzené &islo, k prirodzené ¢islo alebo nula). Pravde-

podobnost, Ze pri » urohenych pokusov jav J nastane prave k-krat,
sa rovna ’

(:)p"(l —p)n=k

Doékaz. Pre k = n a pre k = 0 je veta uz dokazana. Jav, ktorého

pravdepodobnost mame poditat, sa rozpadd na (:) ¢iastoénych
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javov odpovedajicich (:) kombinaciam k-tej triedy z » pokusov;

Ciastodny jav je to, Ze jav J nastane pre kazdy pokus, patriaci do
zvolenej kombinacie, a siiasne nenastane pre nijaky pokus, ne-
patriaci do zvolenej kombindcie. Pravdepodobnost kazdého dias-
to¢ného javu sa rovna sti¢inu (10), v ktorom £ ¢initelov (patriacich
do zvolenej kombindcie) sa rovna p, kym ostatni ¢initelia sa rovnajt
1 — p, takZe pravdepodobnost ¢iastoéného javu je p* (1 — p)r—Fk,
Vietky Ciastoéné javy sa navzajom vyluduju, a preto podla vety

, . I n y %
I' hladana pravdepodobnost sa rovna saétu (k) s¢itancov, vSe-

tkych rovnych p* (1 — p)»—%, t. j. sa rovnd

(L)p"(l — -

Cviéenia na opakovanie,

201. Akg je pravdepodobnost, Ze pri hre dvoma kockami padne sudet 5
alebo 6? .

202, Aké je pravdepodobnost, Ze pri hre troma kockami nepadne ani sudet
10 ani 11°?

203. Z hry 32 kardt bolo ndhodne rozdané 7 kardt. Aké je pravdepodobnost,
Ze medzi nimi: a) nie ]e nijaké eso; b) je aspoili jedno eso; ¢) je najviac
jedno eso; d) su asponi dve esa?

204. V tombole je 100 Zrebov a 10 vyher a) Mam 2 Zreby, aka j je pravdepo-
dobnost, %Ze vyhram aspoii na jeden? b) Ako je to, ked mam 3 Zreby?
c) Aku by som mal pravdepodobnost, Ze vyhrdm aspoii na jeden Zreb,
keby som ich mal 10?

205. V meseci je 8 gul'éc':ok modrych, 10 &ervenych, 12 zelenych. Aka je
pravdepodobnost, e vytiahnem odtial 3 gulé¢ky a) rovnakej farby,
b) dvojakej farby, c) tI‘O]&ke] farby?

206. Aké je pravdepodobnost, Ze pri hre s troma kockami padne sadet
delitelny dvoma alebo troma?

207. Ak je p, pravdepodobnost, Ze nastane jav J1, p; pravdepodobnost, Ze
nastane jav J,, P, pravdepodobnost Ze nastanu oba javy, potom
pra.vdepodobnobt p, Ze nastane jav J, alebo jav J,, sa rovné vyrazu

= Py + Ps — Pr.. Dokéite.

208. Al\a. je pm.vdepodobnost Ze prl dvoch hodoch dvoma kockami padne
a) najprv pirne a potom neparne ¢&islo, b) raz parne a raz nepérne
éislo?

209. Aké je pravdepodobnost, Ze pri hre s kockou padne a) pri prvom hode
6 a pri druhom hode iné é&islo, b) raz é&islo 6 a raz iné &islo?

210. Aké je pravdepodobnost, Ze pri dvoch hodoch kockou padne a) aspori
jedna Sestorka, b) najviac jedna Sestorka, c) prave jedna Sestorka?

211. Ak sa J,4, J, dva javy, ktoré s navzdjom nezdvislé a ktorych pravde-
podobnosti st p;, p,, potom pra\depodobnost a) ¥e nastane prive
Jeden z oboch javov, je p; + p, — 2p1p,, b) Ze nastane aspon Jeden
z oboch javov, je p;, + p, — PP, ¢) Ze nastane nanajvy§ jeden, je
1 — p,p,; d) Ze nenastane nijaky, je 1 — p; — p, + p;p,. Dokézte.
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212, Ak sti J}, J 5, J, tri javy, ktoré si navzdjom nezdvislé a ktorych pravde-
podobnosti st p,, P,, P3 potom pravdepodobnost, a) %e nastane priave
jeden z nich, je p, + p, + P3s — 2102 — 2p1Py — 2p.ps + 3p1PaPss
b) Ze nastanu préave dva, je PP, + P1Ps + P03 — 3P, P.Ps; €) Ze na-
stane aspori jeden, jo p; + P2 + P3 — P1P2 — P1P3 — P2Ps -+ PiPaPss
d) Ze nastanu aspoi dva, je p; Ps + P, Ps + P2 Ps — 2p, P2 Pss
e) Ze nenastane nijaky, je 1 — p; — Py — P53 + PPs + P1P3 + P23 -~
— p1psPy; ) Ze nastane najviac jeden, je 1 — pyp, — pyp; — pups -+
+ 2p,p,p,; £) %Ze nastana najviac dva, je 1 — pp.p;. )

213. V predajni sa vysypalo 10 parov rovnakej obuvi zo skatul. Predavacka
ich ndhodne zasa urovnala do Skatil. Ak4 je pravdepodobnost, Ze
v kaZdej Skatuli je jedna pravéd a jedna lavé topinka?

214. 5 muZov a 10 Zien mé utvorit skupiny po troch. Aka je pravdepodob-
nost, Ze pri celkom ndhodnom soskupeni bude v kaZdej skupine prave
jeden muz?

215. Dvaja priatelia, 4 a B, si dohovorili tito hru s jednou kockou: vyhrava
ten, komu prv padne Sestorka, pricom hadzat zaéne A. Aka pravde-
podobnost mé kaidy z oboch hradov, Ze vyhra a) pri prvom hode,
b) pri druhom hode, ¢) pri niektorom z prvych troch hodov, d) vébec?

216. Na jednej hromédke je 20 orechov, z ktorych st 2 éervivé; na druhej
hromédke je 19 orechov, z ktorych su tri éervivé. Jeden orech z prvej
hroméadky bol preloZeny na druhu. Ked vezmem teraz z druhej hromad-
ky jeden orech, aké je pravdepodobnost, Ze nebude &ervivy?

217. a) Vo vrecku mam Styri mince, nie je zndme aké; je moZné, Ze medzi
nimi je alebo jedind koruna alebo dve alebo tri alebo Styri alebo tiez
nijaka, a predpokladame, Ze vSetky tieto monZosti st rovnako pravde-
podobné. Aké je pravdepodobnost, e nahodne vytiahnutéd minca je
koruna? b) Urobte ti isti uvahu pre » minci.

218. Ak je p, pravdepodobnost javu J,, p, pravdepodobnost javu J,, p;,
pravdepodobnost, Ze nastanui oba javy stdasne, potom podmienena

pravdepodobnost javu .J, za hypotézy J, je p,(J,) = Pz a podmic-
P2
nené pravdepodobnost javu J, za hypotézy J, je p,(J,) = P12 . Do-
P
kaite. '

219. Ked hidZeme kockou, aké je pravdepodobnost, Ze pri desiatich hodoch
padne Sestorka a) prave raz, d) préve dvakrat, c) prave trikrat, d) prave
Styrikrat, e) prave péatkrat, f) prave Sestkrat, g) prive sedemkrit,
h) prave osemkrat, 1) prave devitkrat, j) prave desatkrat, k) vobec
nepadne?

220. Pravdepodobnost, Ze niektory deri bude prSat, je 3. Akd je pravde-
podobnost, Ze zo siedmich dni budu aspon .3 dni bez daZda?

221. Aké je pravdepodobnost, Ze pri piatich hodoch troma kockami padne
sudet 12 a) aspoti dvakrat, b) najviac-dvakrat?

222, Kolkokrat treba hodit dvoma kockami, aby pravdepodobnost, Ze padne
aj sudet 12, bola vidsia ako a) 0,5, b) 0,7, ¢) 0,9?

223. a) Ked hadZeme kockou 90-krat, pre aky podet Sestoriek dostaneme
najvéidésiu pravdepodobnost? b) Ktorad je td pravdepodobnost? c¢) Od-
hadnite pravdepodobnost pre pripad, Ze pocet, kolkokrit padne Ses-
torka, odchyli sa od najpravdepodobnejsieho poétu najviac o 79%,.

224. a) Pri 900 vrhoch kockou mé najviaésiu pravdepodobnost pripad, Ze
Sestorka padne 150-krat. Vypoditajte tuto pravdepodobnost tak, Ze
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pouZijete pribliZzny vzorec n! = V2an - e-=n-nn, kde z je Ludolfovo
dislo a e = 2,71828 je zdklad prirodzenych logaritmov. b) Odhadnite
pravdepodobnost pre pripad, Ze polet, kolkokrat padne Sestorka, od-
chyli sa od najpravdepodobnejSieho poétu najviac o 7%, a porovnajte
s vysledkom predchddzajaceho cvicenia.

. Ak opakujeme pokus r-krat, je isté, Ze sa podari alebo 0-krit, alebo raz

alebo dvakrat atd. az »r-krat. Z toho moZeme dokdzat binomicku vetu.
Urobte to!



VYSLEDKY CVICENI.

1. Postupnosti.

1 2 3 10
La)l, 1,1 ...,55b)0, —1, =2, ..., —=9; ¢) ——r—. ..., —;d) 2, 6,
234 1
12,00 1105 01,0, IO L5, 01 =i, 2 . 0 = 2. 12,3,
lO;b)a,az,a:‘,....a1°,<,)0 0, 0 O d)l i, —1, —i, ..., 1; c)a,a+d
a—+ 2d, ...,a+ 9d; 1) a, ay, ay?, .. %) 1,2, 1, —1, —2, ——l , —1;
)
h) 0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985. — 3. a) na; b) a; c) + — i) "+

e) (—1)»-1 f) 3n — 2; g) 20— h) 2-(—3)*-n — 4.a) (—1)"—}% b) n;
c) —1;d)a+ (n — 1)d; e) n—1; f) ; [1 4+ (—=1)»n=1]. — 5. a) ap4; = ay;
b) anyy=an—1; ¢) angy = —ap; d) @nyy = an +d; ) aniy = an- 4
f)ap4+, = a_n%i;g)a”‘“ =2—ap.—06.a)apt, =ap; b)ant, =an — 4;

e)ants= a2 an;d) apnt, = 2 — ap. — 7. a) Rastaci pre x > 0, klesajuci
pre z < 0; b) rasttci pre x > 1, klesajuci pre 0 <z < 1. — 8. Spoéitajte

ni1 n
VYTaz pre an 4, & pre a,. — 9. Uvedomte si, Ze + V5) (1 ‘; 1/5)

1 — v ) =\ n n—1
(1 B }5)-_— (l EV") + (IL"YE) ;O = An + An—y, @ =
=lLa,=1 — 10 Zrovnic l =k(x—y), 1 =k (x?—y?), 2 =FKk(x®—

— y3) vypotitajte k, z, Y; dalej pozri cvié. 9.
11. a) Spoéitajte vyraz Pre an.4, & pre a4 5 b) UZite dvakrat po scbe

vysledok a). — 12. Z rovnic 1 =k(x — y), 1 = k (2 — y?), 0 = k (2® —
R\ n

— y3) vypoditajte k, z, y; vysledok ap = %l(l_—; V3 ) — (1_+21ﬂ) J

Presvedéte sa, Ze skutocne aniy=0anp —an—. — 18.72) 3, 5, 7, ..., 2L;

1
b) 2, 17; 1, .. 2?, c) —3,—-2,6,—-2,2,...,0,6;d)0, —1, —2, ...,

—9. —14.a)2,5,8,...,29;b) 15,8, 1, ..., —48;¢) —2, 2, —1, 4,—0, 6,
..., 8;d)3,7,11, ...,39 €) 18,15, 12, ..., —9. — 15. a) —23; b) —10;
c) 6;d) —2. — 16. a) 1 + 3n; b) —2n; c) 12rn — 53; d) 40 — 3n; e) 0,In —
19 1 1 1 11 8 3 98 3
— 9. — 17, a) 72"?-'_ 57 b) —3,—3M c) 90’ 90" -{—?;d) —19°19- 197
y—zxsx—1y Y—=x
s—1r s—r s — 1

e) — 18. a) 165; b) 10; ¢) 42 ; d) 0. — 19.
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a) 14; b) 45; c) ]414 — 20\ 1 9, 17, 25, 33 8n — 7. —
1 1 35 3 3 9
21, a) 4 — 2"'_ yn? b)3 3"’bn+6 n% c) ,n—3—n —zn

— 22, a) Ked Sp 4y > Sy GiZe ap 4, > 0 pre kazdé (prirodzené) n, t. j. ked

T — 9
d>0,a, > —d; b) kedd < 0,a; < —d. — 23.r — 7-‘!; uloha mé jediné

riedenic, ked d # 0 a v — y = ds, kde s je celé &islo menSie ako r. — 24,
2s : (@ + x); tloha m4 ricSenie, ked « 4 x #% 0, s # 0, obidve tieto &isla
maju to isté znamenie a podiel 2s : (@ + x) je celé &islo. — 25, 10. — 26.

2s 2 2 (rz — 3)
ay = —x, d = T = ), tloha m4 rieSenie pokial » % 1. — 27, ¢, =

=rr—1y—s6s—1)z 2(sx — 1Y) s2r—s—Na—rir—1)y
s d = s Ay =
rs (r — 8) rs (r — 8) 78 (r — 8)
s(s— e — r(2s —r — l)J
Gs = r8 (r — 8)
kazdua z predchddzajacich n priamok, ktoré ju teda rozdelia na n 4 1 Zasti;

1
An==2+2+3+4+...+7L==1+-2—n(n+l). — 30. a) 3, 6, 12,

>

r #s. — 20. (n + 1)-4 priamka pretina

.., 1536;b) 1, —1,1, ..., —1;¢c) —437, 4, —145, 8, —48, 6, ..., _é;
d) —1, — V2, —2, ..., —16 }2;e) 3, 3 + 3i, 6, ..., 48 4 48i. —
1
31 a){ggo g - - -» 32 b) 625, —125, 25, ..., —0,00032; ¢) —512, —256,

—128, ..., —1; d) 512, 768, 1 152, . 19 683; e) 300 000, — 30 000, 3 000,
o —0,0003; £) 1 — i, 1—i, =141, ..., —1 — 1.—82. 8) 32; b)—17; ¢)— 25,6+

1024
d) 5. — 33. a) 0,6 - 57; b) (—2)7;¢) — ( ) d) (—i)n. — 34. a)
1
2, l]/.2"~~‘ alebo —}2, ——(—1,’2)'1—1 b) i, i* alebo —i, (—i)»; c) 2, 52
1
alebo —2, ——2—- (—2)n alebo 2i, —-—2—i + (2i)» alebo —2i,?i c(=2i)n, —
35.a) 1 023; b) 14 762; ¢) 121 (1 4+ 3); d) 50 alebo 0. — 36. 1,9375, 1,99805,
1,99999809, 1,9999999999999983. — 37. 224 — 1. — 38. a) 4- % " 4;

37
b) 5[(—1)n — 1} ¢) 12357 (1 — 0,9n). — 89. @) je ayg» > 0 pre kasdé (pri-
rodzend) n, t. j. freal>0 q> 0; b)a1<0,1> 0. — 40. r — (log |z| —

— log IJI) log || pre |7] # 1; tiloha mé riefenie, ked @ : y = g, kde s < r
je celé ¢&islo. —
41. 6. — 42. 19683, —6561, 2187, ..., —9. — 43. 8. — 44.
sin §racos } (r + 1)a sindrasin} (r + 1) a . sin 2na _ sin®na
sin 3 a ’ sin } a Ol P el
— 46, a) 61,1%; b) 14,99%. — 47. Za 35 rokov. — 48. 0,969%,. — 49. a)
9 804 K&s; b) 9423 Kés. — 50. 53 050 Kés. —

51. a) 22,7%; b) 13 alebo 14. — b2. a) 627 mm; b) 19 070 (log b, —
— log b,) m; ¢)'11,3%. — 58. 258,7, 290,3, 325, 9, 345,3, 387,5, 435,0, 488,3,
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517,3. — b4. a) 4,6%; b) po 15 kyvoch. — 35. Kpm : [1 200 + p (12 — m)].
— 86. 895,30 K&s. — 57. 117 230 Kés. — 58. 8 982,60 Kés. — 59. 1 113 Kés.
— 60. 6,72%,. —

61. 19190 m3. — 62. Za 29 rokov, poslednd splatka je 3 593 Kés. —
63. 5091 Kés. — 64. Zvysilo by 9 181 Kés. —
65 14 R n P

o p"—T’O[VJrP Ervyr) TvFyr

¢) 7,3mm. — 69, — V &isle b) nt + 203 + 202 + n = n(n + 1) (n2 +

+n4 1) c) n® + 3n® 4 5nt + 5nd 4 3n2 4+ n=nn+ 1) (0t 4+ 2n3 4+

+ 3n% 4 2n 4 1) je vidy jeden z &initelov delitelny dvoma a jeden troma.

— 70. PouZite vztah a) an+1 — bn+1 = a?(a — b) + b(an — bn); b) an+ 2 |
+ bn+? = an(a? — b?) -+ b(a" + L), —

71. Prvy krok pre n = 3. — 72. Prvy krok pre n = 2. — 73. Prvy krok

J; b) 281 mm, 13,3 inm;

pren = 3. — 74 '%) On41@n+3 — An+2” = An4+1(An 42 + Cagq) — (@4, +
+an)ant, = On+1”" == Anln 4 o b)snyi=sntanty=nt+s—1+any, =
=@Qntg— 1. — 75.8) spyy = sn+ (n+ 1) a2+ b) sSnpy = sn + sin (n +
+ 1)a. —

II. Limity.

5
76. )z < —4,5;b)x = Y c) splnené pre ka%dé x; d) nemé rieSenie. —
4 2
77.a) 0,3 <z <—=; b) x < —2; ¢) nemd rieSenie. — 78. a)x > ?a]ebo

1 1
z <—2';b)-§-§ z = 1; c¢) pre kaZzdé x; d) pre nijaké x. — 79. a) 4 < x < 12;
b) 52 <2x<7¢c)x>1lalebox< —1;d) 2— |3<z<], alebo 3 <

<3<2+4+ V3 e)x>4alebo 3<a Ji — 80. Vyjdite z nerovnosti
(@ — b)t = 0. 7

81. Plati 1 =1 — z% — 82. Z nerovnosti a = b plynie 2a¢ = a + b;
(@ — b)? =0 a vtedy aj (a + b)2 = 4ab; dalej 2a = a + b. Rovnost na-
stane na vSetkych miestach stidasne vtedy a len vtedy, ked a = b. — 83.
a) Z nerovnosti an > 1 plynie an+1! > @ > 1; b) z nerovnosti an < 1 plynie
an+1 < g < 1 a z nerovnosti an > 0 plynie an+1 > 0. — 84. (1 4 z)nt+1 =
=(1+nx)(l +x) =1+ (n + 1) z; rovnost nastane bud pre x = 0, bud
pren = 1. — 85.a) 2n+1 =2:20 =2 2n =n + 1; b) 2n+1 = 2. 2n > 212,
ale n = 5, preto n2 = 5n = 2n + 3n > 2n + 1, lebo 3n > 1, takie 2n2 >
>n2+4 2n+ 1;¢) 2o+l = 2-2n > 2n® ale n = 10, preto n® = 10n2 =
=3n2 4 2> 3n2 4+ 3n + 1, lebo. Tv?2 = 70n > 3n.+ 1, takie 2n3 >
> n3 4 3n? + 3n + 1. — 86. a) KaZdé x (rozoznavajte pripady: z = —1,

1 1 .
x < —1);b)Ziadnez;c)x < — o d)z> — 5 87.a)x = 3z (rozoznavajte

pripady: ¢ =20, —1 2 <0, z < —1); b) —1 <z =<1;¢) z> 1 alebo
x < 0; d) pre Ziadne z; e) 0 <z < 2. — 88.a) —1 <w3g 1 alebo ;;—5 <
1 1 1 1
<z< =3 b —g<z<gie)y<z<g.—8%a)y alebo— ; b)
1 1 3 1 3 1
a,—-?alebo —-2—a—2-alebo 78 ——2—alebo —gagy.—

3
1. — 90.'?

91. x >%alebo —%— <x < — lalebox < —3. — 92. Treba dokézat:
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[1] z podmienky |r — a| < b plynie ¢ — b < < a + b; [2] z podmienky
a—b<x<a+4 b plynie |xr — a| < b. — 93. PouZiji sa vztahy a) |z +
+yl = 2| + lyl; b) |ey| = || y|l. — 94. Poloite a +b=2, b=y a
rozoznévajte pripady: [1] |z| = |y|, [2] |z] < |ly|. — 95. Podla cvié. 94
|t — a] = |x| — |a| a zaroven |x — a| = |a| — |x|. — 96. a) Vnutro kruhB
0 strede [0] a polomere 1; b) vonkajSok kruhu o strede [2] a polomere V3;
¢) vnutrajiok medzikruZia o strede [4] obmedzeného kruZnicami o polo-
meroch 1 a 2; d) os tsetky s krajnymi bodmi [0] a [—1]; e) fava polrovina

obmedzend osou poradnic. — 97. a,)-"z—-— 2i; b) jT + i. — 98. PoutZite nerov-

nost (4). — 99. ||an|| = |an|. — 100. Z nerovnosti |an| < K, |bn| < H plynie
[ran + sbp| = |ran| + |sbu| < |r|- K + |8| - H. —

101. Ak je |4| = 1,je |4|* < 1 (cvié. 83) a aj || £ 1 (cvid. 93b). — 102,
Ak je |an| < K a ak je |by| < |an| pre kaZdé n > 7, je |by| < H, kde H je
viilsie nez najviadsie z &isel |b,|, [bo|, ..., |ba|, K. — 103. Ak je r najvidsi
index, pre ktory eSte a, 5= by, potom an = b, pre kaidé n > r. — 104,
1

1
al=: ak zvolime Tubovolné &islo k > 0, je

1
< k pre kazdé n > W

— 105. ||an|| = |an|. — 106. a) Postupnosti {ra,}, {sbn} s nulové (veta
VIII), preto aj {ran.4- sby)} je nulova (veta VI); b) Postupnost {bn) je
ohraniCend (veta V), {anby} je teda nulova (veta VII). — 107. Ak si zvolime
Tubovolné kladné é&islo k, existuje taky index r, Ze |ay| < k pre vietky n > r.
Oznaéme K IubovoIné &islo vidsie neZ najviidsie z &isel |a,|, |a.|, ..., |ax|,
k; potom |ay| < K pre vSetky n. — 108. Postupnost {ap) je ohranidend
(veta V). [1] (a%x]) = [an - ax) Je nulovd (veta VII). [2] Ak je {arn) nulovd,
je {anT+ 1} = {ary * aa) tieZ nulova (veta VII). — 109, a) Ked zvolime kladné
éislo K akokolvek, existuje taky index n, Ze |a,| = K. b) Ku kazdému pri-
rodzenému é&islu 7 existuje taky index n > r, Ze |an| = k. ¢) Existuje také
kladné é&islo k, Ze ku kaZdému prirodzenému éislu r existuje taky index
n > r, Ze |apn| = k. — 110. Ak existuje také kladné &islo K, Ze |an| < K

1 1
pre vSetky n, potom'a—n > pre vietky n. —

111. Ak pre kazdé kladné &islo k plati |an] < & pre skoro vSetky n, potom
1

1
an| > i pre skoro vSetky n. — 112. Ak je |an| << k pre vietky n > r

a ak je |bn| = |an| pre vSetky n > s, potom |bn| < k pre vietky n. ktoré st
viidSie re% vidsie z &isel r a s. — 118. |an — a| = ||an| — |a|| (cvid. 94). —
114. lim (ran + sbn) = limran + lim sby = 7 lim an + slm bp. — 118,
lim anr+! = lim (an” * @) = lim an” - lim an. — 116. Pre » = 0 je {ano — 1}
nulové postupnost. Prer < 0je —r = s > 0 alim ans = as. Potom lim anr =
= lim a-% = (-ll—s = ar. — 117. Pozri cvié. 104. — 118. a, — r = 0 pre skoro
vietky n; ked zvolime akokolvek kladné &islo k, je |an — r| < k pre skoro
vietky n. — 119. Ked zvolime kladné é&islo k akokolvek, existuje taky index
7, Ze |an — a| < k pre vSetky n > r. Nech s je najviidsi index, pre ktory
as# bs, ale an = bp pre vSetky n > s. Potom |bn — a| < k pre vSetky n,
ktoré su viiCSie neZ viéSie z oboch é&isel r, s. — 120. Utvorme postupnost

1
¢n, kde cn = bn PTe také n, pre ktoré je bn # 0; pre to n, pre ktoré je bn = 0,
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volime ¢y, # 0 Iubovolno. Je cn # 0 pre ka%dé n & pre to n, pre ktovd je
an # 0, jo cn = an. Je teda cn 7 an nanajvys pre konedny pocet élenov.

1
Preto lim ¢p = lim ap = @ (cvié. 119) a lim prodilin (veta VI). Ale o
. . o1 1
# bn tieZ nanajvys pre koneény podet élenov; preto lim bp = lim T

(cvié. 119).
2
121.3) 1; b)-g ;e) 1;d) 1;e) 3 f) 0. — 122, Oznaéme lim an = @, lim bp =

= b; potom postupnost {(an — a) — (bn — b)} = {(an — bn) — (@ — 1)} jo
nulova, pritom @ — b > 0. To znamend, Ze pre kaZdé kladné k je [(en —
—bn) — (@ — b)| <k, Cite an —bun>a —b—Fk pre skoro vSetky n
(pozri cvié. 92). Zvolme kladné k < a — b. Potom an — bn > 0 pre skoro
vietky n. — 123. Keby bolo @ > b, bolo by an > bp pre skoro vietky n
(cvié. 122). — 124, Pre |z] < 1 a pre x = I; ak je |z| < 1, je liman = 0
(veta IV &l 3), ak je z = 1, je liman = 1 (veta VIIL &l. 4). — 125. a) 3;

2 1.,
b) diverguje; ¢) — ?;d) 71/2 — 1; e) diverguje; f) diverguje; g) 1 — i; h)
diverguje. — 126. a) |z| < 1,z :(1 —x); b) [2| > 1, z: (x + 1); ¢) 2 = O,

0; d) pre ka?dé x, —2z. — 127. a) x # > (2k — 1) m, kcelé; 1 : (1 — sin x);
1 1 — 1
b)z(‘lk — )= <-Z(4k + 1) 7w, kcelé; sina : V2 cos (z ——4‘7t) ; ¢) diver-

. 5 3 . .
guje pre kaZdé x; d) |z < 2 V2;ﬁ(4 + iz). — 128, Rovnico a = ¢ 4 u,

10w = ¢; + %y, 10u; = ¢, 4 U, ..., 10un —; = cn + wn ndsobime postupne
¢islami 109 10-1, 102, ..., 10—n a spotitajme. Ak je an = ¢, ¢y, Cy,. . .Cu,
je a —an < 10—n. — 129. Rovnice ¢ =d + v, 10» = d; + v}, 10y =
=d, + v,, ..., 10vn_; = dn + vn ndsobime postupne &islami 10°, 1071,
102, ...,10-"aspoditajme. Ak jo by = d,dyd,. . .dn, jc ¢ — bp = 10—-n, —
130.[1] Ak je a=cH+u=d+ v, je ¢c —d=v—u celé &islo. Ak je
u # 0, nie je u celé, nie je teda ani v celé, t. j. v 5% 1. PretoZe 0 < w < 1,
0Lv<l,je —1 <v—u<l1; tomu vyhovuje jediné celé &islo v — u ==
= 0. Potomec =d. [2] Ak jo wun = vn, je ¢n+y + Un4+q = dn+, + tniq.
takie cn 4y — dn 4, = Vn 4y — Un 4, je opdt celé &islo. PretoZe wny, # O,
preto ajvn 4, # 1, takie —1 < on4; — un4, < 1. Preto vn.py — ung, =
=Y nyq = dntye —

131. Ak je uxp—, # 0, je na lavej strane rovnice ¢ —y + Ugp—y = dr—; +
+ vk —, (cvié. 130) &islo, ktoré nie je celé, preto na pravej strane musi byt
¢&islo, ktoré nie je celé, t. j. vg—, # 1. Ak je ux = 0, potom v rovnici ¢ +
+ up = dy, 4+ vk je na lavej strane celé &islo, preto musi byt i na pravej stra-
ne celé éislo, t. j. vy = 1. Je teda cx = dr 4+ 1. Potom pre kaidé » > k je
cn + un = 0, z éoho plynie cn = 0, un = 0;dn + vn = 10, dn = 9, vn = 1.

7 5 7
— 133. a)ﬁ; b) 55 c) 57 — 134. Predpokladajme, %e v zlomku % su @,y

celé Cisla také, Ze 0 < x < y. Ak je rozvoj zlomku rydzo periodicky s h-
cifernou periédou ¢, dostaneme pri deleni z : ¥ po pripisani 4 nul k delencu

podiel ¢ a zvySok w, t.j. 10k -z = gy + x. Odtial i;— = -ﬁ Cislo
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102 — 1 nie je deliteIné prvoéislom 2 alebo 5. Ak je rozvoj nerydzo perio-
dicky s k-cifernym predperiodim p a s h-cifernou periédou ¢, dostaneme
po pripisani k-nal k delencu podiel p a zvySok z a po pripisani & ndl ku zvys.
ku z podiel 4 a opiit aj zvySok 2, t. j. 10k = py + z, 10k -2 = qy + 2.

P
Odtial = = —— +
y

 Tok . PretoZe 0 < p < 10k, po skrateni treba

1

10k (102 — 1)
7‘ ’

prvy zlomok uviest na tvar% = ?l—, kde s, # 1 obsahuje len prvocisla
1

2 alebo 5 (vo vhodnych mocenindch); vedla toho je 0 < g < 10%, a pretoZe g
nio je sloZené zo samych deviatok (pozri evid. 132), je dokonca 7 < 10k — 1;

v < uviest ar——T T2
po skréteni treba teda druhy zlomok uviest na tvar 15z =1 S’

kde s, je bud rovné jednej, bud obsahuje len prvodinitela 2 alebo 5 at # 1

. . e . T _ N 72 1fn T2
neobsahuje ani prvoéinitela 2 ani 5. Potom — = — =—{—=+ ,

Y s 8t s \s’ 8,7t
kde s jo najvidsi spolotny delitel ¢isel s, a s, a z Cisel s,’, s,” jo asporii jedno
rovné jednej. Zlomky v zitvorkich maja nesadelnych menovatelov, preto
ich siitet nemodZeme kritit a dospejeme k zlomku s menovatelom st, ktory
obsahuje aspoii jedno z prvodisel 2 alebo 5 & aspon jedno prvoéislo rozne

od 2 aod 5. — 1385. Idg o zlomky tvaru ;; = TOhL—T (cvig. 134). a) Ak je

x
h=1,je vy = E)Z ; k jednocifernej periéde veda zlomky, ktoré v zékladnom
tvare majii menovatela 3 alebo 9 (lebo len tieto sa méZu pisat s menovate-

Tom 9).b) Ak jeh = 2, je - = 5,19 ; k dvojcifernej periéde vedu zlomky, ktoré

z
Yy
v zékladnom tvare maji menovatela 11 alebo 33 alebo 99 (lebo menovatelia

cy . . . o s X . . . .
3 a 9 veda k peridde jednocifernej). ¢) Pre b = 3 jo ?7 = 535 ; k trojcifernej

periéde vedu zlomky, ktoré v zdkladnom tvare maji menovatela 27, 37,
111, 333 alebo 999. d) k A-cifernej periéde vedi zlomky, ktorych menovatelia
su deliteImi &isla 10k — 1, ale nie s delitelmi nijakého é&isla tvaru 10t — 1,

] 100 — 1
kel < h. — 136. 1de o zlomky tvaru .- — %ﬂf’ (cvid. 134).

Po skréteni musi v menovateli zostat aspoii jeden z prvodinitelov 2 alebo
5 v mocnine prive k-tej; keby totiZ bolo treba uviest zlomok;—: na tvar
g _ put—1+¢
y  101(10% — 1)

+ % . Posledny &len je vSak celé &islo; oznafme ho z’. Je teda
10L- 2 = p'y + 2/, ¢y = (10 — 1) 2/, &iZe 10k -2’ = ¢’y + 2’. To vSak zna-

, kde ! < k, znamenalo by to, Ze 10l-z = p’y +

&, Ze zlomok 3 vedie k predperiodiu I-cifernému proti predpokladu. —

P _Wr-ptg—p
10% 10k (10 — 1) * —

: g q
137.8) yor —1 T Tor (ton =13 )
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II1. Kombinatorika.

138. V oboch pripadoch sa tvoria varidcie n-tej triedy » pledmetov -
1839. 4+ 4-V,(4)+4-V,(4)+4-Vy(4)+4-V,(4) alebo 44
+V.5) -7V, (4) + Va(8) = Vo (4)+ Vy(5) — Vs ) + 7, (6) = V,(4) =

= 260. — 140.?(71 — 1) —

141. 2. — 143. a) 1; b) 2. — 146. Poditajte, kolko |)01mulaon vznikne,
ak pridame k r predmetom esto dalsi predmet. — 147. Ked menimo pomdw
rovnakych predmetov, nemeni sa permuticia. — 148. Kolko varidcii s opa-
kovanim mé uréity pevne zvoleny predmet na prvom mieste? -— 149,
V', (3) = V’5(3) alebo 2 - V'3 (3) = 54. — 150. a) V', (6) == 36; b) V'4(6) =

="16

161, V74(2) — 1 = 63 — 152 V/y(2) + V74(2) + ... + V'n(2) = 22—

1 N

—1); 30. — 153. Z —5n(n—1). - 164 :;)=-6Tn(n—— 1) (n—2).
k 1

— 155. (m—k)y(n + k— 1) + 1. — 156. MéZu mat

n— 1
najviac 5 2 )l( )—1 — n( ) -—n (n— 1) (n —2) (n — 3)
dalsich prieseéikov. — 157, a,)( )_. 10; b)( )~ 6;0) 2 (l(}) ( )

= — 158. ( ) — 1589. a) VSetkych predmetov vo vSetkych kombind-

"
cidch dohromady je n ; kaZdy predmet je v nich zastupeny v rovnakom

pocte. b) Ku kaZdej kombmé,cn (n — 1)-nej triedy moéZeme pridat ktory-
kolvek z r — (n — 1) predmetov, ktoré v nej nie su zastiipené; kazdua kom-
binéciu n-tej triedy tak dostaneme celkove n-spésobmi. — 160. a) Z kaZdej

n

kombindcie n-tej triedy moZno utvorit m skupin po m predmetov;
n r

celkom teda je (m)( )tak}'rch skupin, v kaZdej je kaZdd skupina zastd-
n

r
pené v rvonakom poéte, a to( )-krét; b) Ku kaZdej kombindcii (n — m)-
m,

tej triedy mozno pridat ktorukolvek skupinu m predmétov vybranych zo
zvySnych r — (n — m) predmetov; kaZdu kombindciu n-tej triedy dosta-
neme tolkymi spdsobmi, kolko moZno utvorit kombindcii m-tej triedy n

m
prvkov, t. j. ) sposobmi, —
n

161. a) Majme r predmetov, ktoré nazveme ,,biele*‘, a s predmetov, ktoré
nazveme ,,Cervené, VSetky kombindcie n-tej triedy, ktoré z tychto pred-
metov mozZno utvorit, obsahuji alebo n-predmetov bielych a nijaky c&er-
veny, alebo n — 1 predmetov bielych a 1 &erveny, alebo n — 2 predmety
biele a 2 dervené atd. aZ nijaky predmet biely a n éervenych. Musi pritom

r =n,8 =n?b)Poloften = r = s. — 162. (7‘+1) () (7._1)+

6* 83



r— 2 n r
+( )+ +( ) —164.[1]C"\(») = r = (1).[2] Plati O/"""v (r)=

- |
= 1-f C’n(r) (cvié. 163). Ak je Ca(r) = (r Tt ), jo C'ngq(r) =
n

r-+n fr4+n—1 r—l—n B , ~
=nrl ” = . — 163. C',(10) = 55. — 166. a)
C74(8) = 36; b) 0'2(0) = 45; c) c' 2(10) = 55. — 167. C’5(3) = 10. — 168,

r4+n—

C'n(r) = + " . — 169. a) Ak je u niektorého &lena siidet mocnitelov
kAt mA .= h<m, doplmmo tento &len &initelom 1% -7 dosta-

nemo tak mnn}m( len, ktory ma prive tolko &lenov, ako uplny hmnogenny

. . n 4+ r
mnohoélen v » -+ 1 premenenych z, y, z, ..., 4, t. j. C'a(r + 1) — .

n
b) (u - l) ( + r) -- 170. Ak povaZujeme neznime za mocmtel'a

\Y% h()mogcnnom mnohocleno, vidime, Ze rovnica mi prave tolko rieSeni,
kolko élenov ma aplny homogenny mnohoélen n-tého stupfia v r premene-
nych (cvié. 168). —

171. a) 24-310.5-11; b) 24.38-511.17-19, — 172, a) 1,44830; b)
0,90438. — 173. a) cos 7a = cos a(64 cosba — 112 cosia + 56 cos2a — 7),

1
sin 7a == sin a(64 cos®a — 80 costa + 24 cos?a — 1). — 174, a)g (cos 4a +

1 1
+ 4 cos 2¢a + 3); b) 16 (cos 5a + 5 cos 3a + 10 cos a); ¢) o [cos ra -+

r r e,
+(l)cos (r — 2)a+(2)cos r—4)a+ ... +(r)cos (r— 2r) a]. -

175. a) (1 4+ 2)r; b) (1 — 1)r. — 176. Plynie z rovnice (7) a z cvié. 175b. —
1 1 .
1771 + i = |2 (cos g + isingn). — 178. a) pre r = 2 jo (n + 1)? =

1
=14+ 25, + n, sl=?n(n+l);b) pre r=3 je (n + 1) =1+ 3s, +
1
+ 3s; + 1, S, =" (n+1)(2n41); ¢c) pre r=4 je (n+ 1)i=1+4
1
+ 483 + 65, + 4s; + n, s, =-Zn2 (n + 1)2. — 179. Vo vyraze (1 4 x)n =
=1 +'(71L)m + (1;) x4+ ...+ (:)xn je pomer dvoch po sebe iducich
31 i n gt 1 n n—k , k=1 P 1 "
Clenovig 4 1)@ , kz k+lx<1pre re (1 + z)n <

<14 nx 4 nrxy 4+ naeg2 4 ...

nwq
nez . ’
11—y
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IV. Pocet pravdepodobnosti.

18¢. 0,358, 7,399%,. — 181. 48-krit. alebo 37-kriat. -- 182, Asi 26-krdt a%
Jt-krat. — 183. A\l "'18 a./. 338-kriat. — 1I8L 0,309 < p < () 393, — IQ.)

1 : 353 161 1
},b.— —186.a) ;,h) A LI a))lb,b) ST — 188, a) ,,I))Z— —189. a) 3

11 13 1
b) 459 0)90 —_ 19(.‘-_. -—

a) -

191. Stiéet 11 mobZe padmit 27 sposobmi, kdezto sadet 12 len 25, treba
vziat do tvahy, ktoré &islo padne na kazdej kocke, a nie, z ktorych séitancov

. i 1 1011 35 ..o 1
sa sicet sklada. — 192, o) 5 b)—4--; (")_s.i" - 193. u.)g(-i, ).?(.: c).m. d 35 ).56

— 194, a)%; b)—;—; c)%; d)%—. — 195. a)( ~) ) (Ho)“_ 0,397; b) (12)( )

)—-02'}8 c)(]")( )—0051 d)( ) (’(’) = 0,007 — 196.q) 4 -

(:8) (3‘)-—0 364; l))( ) (’*‘) (“) = 0,064; <)( ) 28 : (‘)
=:0,003; d) 1: ( ) = 0,00003; e) (“3) ( ) = 0,569, — 197. a) 28 :

(3,,2 =-0,0001; b)( )(28) (3')_() 008; (\( )(‘8) (3’)—- 0,097; d)
)

4- 4)(1‘)_0407, )(23) (32)—04% — 198. Ak joh =k, jo p =
\

1 \
=Lakjeh=0jep=0 — 19. Akjeh =k — h, jep = 5. — 200

. h  k—h
Ak]()p:z,]e—k—:l—-p.——

! 3 28\ . [ 32 " (28
—_ D . __ OO . - R . . B
2014, — 202, 2{.‘3.a.)(7).(7 = 0,352; b) 0,648; c)l )+
90
-(268)] :(372)i0,799; d) 0,201. — 204.8) 1 — p = : 12" L p o

2
~0,195;b)1 —p = 930 : “;0  p==0213¢)1—p= 90)(10 . P

- 0,670. — 205, a)[ % +(10) (]2) ( )—_-0098 b) (% (10 +
10 2 ( )

1
+12) + 2 (3+12)+(2)(8+10) 0,666; ¢) 8-10 - 12:
30 2 hz hlz hy

11

=0,236. — 206.?.‘—. 207.p, = L » Pe="Tp» P12 =" P =7

hy, Iy hys 1s 1 1 11 1.1

( —h;) k( Ry )t e WS A g gyt gy
1 5 5 1 1 5 5 1 1 1

209. a) H b)E' _€+€—K — 21¢ “)F'F+?'F+F'F‘



1 5.6 1 5 5 1 1 1 5 5 1
b et g te galbol —5- _G—;c)—ﬁ—'%—-}"(_i“?i_‘ -
10y 4 -8
0-10 9-9 8- 2.2 1-1
013, 10103088 22 L1 00085 — 214, 1(2) 1(22)
5o §24) gz)z (2) @) G @ &
(4 ’ 1 5 25 125
(!E{)' —('53_' i)z):,: 0,0809. — 215. a) g 355 b) 575 Tz96° °)e 1+
3 3 3

5 5 25 625 6 5
=+ 36+ 1296 = 0,362, ‘ib(l + - 36 + 1_296) 0,302; d) VRN 216.
2 16 18 17 1 1,2 _
30°20 " 20" oo-—°84° -2 “’E(HT;'*’ZJFZ‘*Z =g b
1 2 1
nE 1 (0 + 5 +;hj + ... + “) =g — 218. Plynic z vety IV. — 219.

10\ 510-n

—gio—3 &) 0,32301; b) 0,29071; c) 0,15505; d) 0,05427; e) 0,01302; f)
n

0,00217; g) 0,00625; h) 0,00002; i) 0,0000008; j) 0,00000002; k) 0,16151.
— 220. 0,773. — .

191 25 (191 191\° 25
221, a)1 — | (22 5. —-0116b 92 5.2 .
1.2) [(216) . zm ( ) ) 21(,) t5 o

p n
N ELIY P 0987 — 222 1 (35)" > pra) asi
216 216 216 36

907
25-kriat; b) asi 43-krit; ¢) asi 82-krat. — 223. a) (90 1 " (5)

n

AT OO
_((>) (()1)5 ( ) ( ) ( ) ( )74533721'5151 0(322. —_

750
224, === 0,0357; b) dovol -
a) 100 6 = ]/10 ) dovolenu od

chylku spliia 21 pripadov, ]\ed Sestka padne 140-krdt aZ 160-krit; naj-
900

o S

=]

menSiu pravdepodobnost md pripad, Ze Sestka padne 140-krét, a to 140)
3 A 0
s . = 0,027; je ted:
( ) ( ) V2z - 14+ 76 (14) 76 jo. teca
<p<0,75. — 2251 = (1 — p)r+(l)p(l—p)r~‘+ (;)p’ (1 -

a
— p)r—2 4+ ... + pr;dosadime p = Py 1—»p= PRy kde a, b st

kladné d&isla.
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