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UVODNE POZNAMKY

V prvej triede gymnazia buduje sa sGstava geometrie na zdklade
poznatkov zo strednej Skoly. Latka geometrie je tu v podstatnych

soch zopakovand a uZitim pojmu shodnosti postavena na jednot-
ny zéklad. Zvliftnu pozormost venujeme pojmu mnohouholnika
s ohTadom na budiicu latku, k presnejSiemu vysvetleniu pojmu rovno-
beZnosti; ako priklad shodnosti §tudujeme osovi stmernost, posu-
novanie a otatanie. Ich uZitim odvodzujeme mnohé vlastnosti G-
tvarov.

Z podobnosti odvodime nicktoré vlastnosti strdn trojuholnfka
pravouhlého a prejdeme k Stiidiu ich pomerov (goniometrické funk-
010 ostrého uhla). Gecmetria v prvej triede sa kond®f rovnolah-
lostou, ako zvlastnym pripadom.podobnosti, a dtudiom vlastnostf
kruznice. V goniometrii prizerdme na moznosti presného praktického
merania.

Celkom novej latky nie je mnoho. Ulshou je scelit doterajie ve-
domosti, prehbit ich a dat %iakom zdravy zédklad k dalSiemu kri-
tickému stidiu matematiky.

V aritmetike a v geometrii hladdme stéle ich styéné body, ako je
to dlohou kazdého vedeckého §tadia. Pri vyuéovani hladame pri-
lezitost k legickému uvaZovaniu a usudzovaniu. Nejde nim len
o ziskanie zdsob vedomosti, ale i o ststavna vychovu k samostat-
nému mysleniu. Preto venujeme dékazovym alohdm omnoho vidsiu
pozornost ako prv. V ucebnici sa im venuje znaénd pozornost.
Kaidy doékaz metodicky pripravime, rozdelime na jednotlivé kroky
8 vykonédme s iastou vietkych Ziakov. V geometrii st konstruktivne
Glohy v omnoho men$om meritku ako prv. Usetreny &as venujeme
na preberanie zikladov geometrie, na dékazové tlohy. Ak maja
cvicenia splnit svoju alohu, maja byt pripravované v 8kole. Treba,
aby uditel zamieril svoj vyklad k vybranym dlohdm.

Ziak mé poznat tlohu matematiky, ktors nespodiva len v teérii
a v zasobe vedomosti, ale vo vychove k rozvazivosti, kritike, a tak
sa stdva aparatom na $tadium javov materidlneho sveta. Postupne
odhalujeme materialisticky zaklad geometrie, ktora je vybudovans
na skisenostiach nasich smyslov o hmote, ktord nas obklopuje,
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a tym sa nam ozrejmuje pri¢ina, preco sa daji vysledky geometrie
pouzif na rieSenie konkrétnych, praktickych dloh.

O matematiku opiera sa mnoho disciplin a matematika tak pri-
spieva ku 8tidiu mnohych odborov, ktoré st délezité k budovaniu
nasho Stétu.

Pestovanim tsudku a kriti¢nosti vedieme Ziakov k pochopeniu
zdkonitosti vyvoja Iudskej spoloénosti k socializmu.



I. ZAKLADNE VLASTNOSTI POLOHY

1. Usporiadanie bodov na priamke. Predmetom geometrie je
Stadium priestoru. Priestor sa sklada z bodov, ktoré oznadujeme
velkymi pismenami 4, B, C atd; k tymto pripojujeme niekedy indexy
(dolu) alebo &iarky a hviezditky (hore), napr.: 8,, S,, K’ K", P* atd.

Najdélezitejsimi Gastami priestoru st priamky. Zakladna vlast-
nost priamky je: Dvoma réznymi bodmi 4, B prechidza len jedna
priamka, ktort nazyvame priamkou 4B alebo BA. Priamky a ich
casti oznacujeme tieZ malymi pismenami, najéastejsie pismenami
P, ¢, r. Zo zakladnej vlastnosti plynie, Ze dve rozliéné priamky maji
najviac jeden spoloény bod. Dve rozlitné priamky p, ¢, ktoré maja
spoloény bod C, nazyvaji sa rdznobeXnymi priamkami, kratko
réznobeZkami; bod C je ich priese€ik. Hovorime tiez, Ze sa priamky
P, q pretinaji v bode C.

Bod méze prebiehat po priamke
dvoma spdsobmi, z nich jeden je —> ,

v obr. 1 vyznadeny Sipkom; hovo- py 3 D ¢
rime, Ze bod prebieha po priamke
v dvoch smysloch. Niekedy volime Obr. 1.

jeden smysel za kladny a druhy

za zéporny. Pri vodorovnych priamkach za kladny smysel povazu-
jeme obycajne smysel odlava doprava, pri svislych priamkach
zdola nahor. Smysel vyznaleny &ipkom v obr. 1 méZeme nazvat
smysel AB (t. j. smysel, v ktorom je A pred B) alebo smysel AD
alebo smysel BC atd. Bez ohladu na smysel méZeme povedat, Ze
v obr. 1 mdme na priamke Styri. body v usporiadani ABDC aleho
v usporiadani CDBA; kazdé z oboch usporiadani zodpoveda jednej
volbe smyslu.

Bod A, zvoleny na danej priam-
ke (obr. 2), rozdeli tato priamku -
na dve polpriamky p,, p,, !ktoré
st navzdjom opatného smyslu.
Bod 4 patri do obidvoch polpria- Obr. 2.
mok a jeich zafiatkom. Kazdy iny
bod priamky leZi bud vnitri polpriamky;p,, alebo_vnatri polpriamky
Pq. Pri jednej volbe smyslu body vnutri p, st pred bodom 4 a bo-
dy vnutri p, za bodom A; pri opaénom smysle je to obratene.

P A P:



Ak st A, B dva rdzne body na priamke p (obr. 3), potom pol-
priamka AB ma zadiatok 4 a prechadza bodom B; polpriamka B4
mé zadiatok B a prechadza bodom 4. Ticto dve palpriamky s rozne,
weee— bady obidvem spoloéné tvoria -
B p  seéku AB aleho Gsetku BA. Body

A, B st krajné hody Gseéky AB;o-

statné body tisetky 4 BleZia vnatri

Obr. 3. tejto usecky. V smysle AB vnitro

nisecky A B sa skladé z tych bodov,

ktoré st stasne za bodom 4 a pred badom B: v smysle BA je to

naopak. Bez ohladu na smysel mdZeme povedat, %e vnitro Gsecky

AB sa skladé z tych bodov, ktoré lezia medzi 4 a B. Celd priamka p
sa sklad4 z troch Zasti; sa to:

1. tisetka AB,

2. prodiZenie tisetky AB za bod A, t.j. polpriamka, opatni k pol-
priamke AB;

3. prediZenie tisotky 4B za bod B, t.j. polpriamka, opa&né k pol-
priamke BA.

Kazda polpriamka, obsiahnuta v priamke p, uréuje smysel priamky
p, totiZz ten smysel, pri ktorom zadiatok je pred ostatnymi bodmi
polpriamky. Dve polpriamky, obsiahnuté v tej istej priamke p, st
sihlasné, ak uréuji obe ten isty smysel; inak s nestihlasné. Opaéné
polpriamky st dve nestihlasné polpriamky s tym istym zacéiatkom;
dve stihlasné polpriamky s tym istym zaéiatkom splynd.

A

Cvilenie.

1. Priamku ABDC v obr. 1 vyznadte inym spdsohom, a to tak, e v zdpise
buda oznadenia a) vietkych §tyroch bodov, b) len teoch, ¢) len dvoch
z bodov 4, B, C, D. Rozhodnite, koTkymi spdsobmi sa to méZe uréit, ak
prihliadneme i k smyslu priamky, ktory uddva takyto zapis.

2. Dansé je n réznych priamok, kaZd4 je s kaZdou réznobeZné a v Ziadnom
bode nestret4 sa viac ako dve priamky. Kolko priese¢ilkov maji celkom?
Kolko priesetikov mé jedna z danych priamok so vietkymi ostatnymi?
Kolko réz bol poditany kaZdy prieseéilk?

3. Na priamke AB v obr. 3 zvolte bod C tak, aby: a) leZal na tsetke AB;

b) na predi¥eni visetky 4B za bodom B; ¢) na prediZeni tsetky AB za
‘l;odgmGA. V kaZdej tlohe vyznatte dvojakym spdsobom poradie bodov
’ ’ .
4. Naznaéte priamku M ABN! Co vyplnia body, ktoré stt spolo&né:
a) polpriamkam B4 a AN? i
b) polpriamkam AM a AN?
¢) polpriamkam AM a BN?

d) tisetke NA a polpriamke BN'?



e) Gsetke AN a polpriamke BM?
f) dselkdm MN a AB?

5. Ktoré polpriamky z obr. 1 méZete zapisat uZitfm pomenovania bodov,
v obrézku vyznagenych? Ktoré z nich st a) opa&né, b) sihlasné, c) ne-
sthlasné, ale pritom nie su opa&né?

6. Co poviete o smysle dvoch polprmmok ak viete, e jedna je &asfou
druhej?

7. MdéZu dve sthlasné polprmmky vyplnit spolu celi priamku?

8. Na priamke zvolte-si dve polpriamky nestihlasného smyslu! Ktoré body
8 obom polpriamkam spoloéné? (3 moZnosti.)

9. Musia dve nesithlasné polpriamky vyplnit celd priamku?

2. Roviny a polroviny. Pripomeiime si teraz zndmy pojem roviny.
Zékladna vlastnost roviny je: Ak dva rézne body A, B le%ia v rovine,
le%i v nej celd priamka AB. Dve rdzne priamky p, g, ktoré leZia
v jednej rovine a nemaji spoloény bod, menuju sa rovnobeXnymi
priamkami (rovnobeZkami). Dve rozne priamky p, g, ktoré nelezia
v jednej rovine a nemaja spoloény bod, menuji sa mimobeZnymi
priamkami (mimobe¥kami). Aviak aj dve splyvajiice priamky pova-
Zujemo za rovnobeZky. T4 dast.geometrie, v ktorej Studujeme len
utvary, ktoré lezia v uréitej rovine, menuje sa planimetriou. V tomto
roku budeme preberaf skoro vyluéne planimetriu. Mimobezky sa,
pravda, v planimetrii nevyskytuja.

Kazda priamka prozdeli rovinu
na dve polroviny a tvori hranieu
‘oboch polrovin; kazdy bod roviny
mimo p lezi vnitri jednej z oboch
polrovin. Hovorime, Ze tieto dve
polroviny st oddelené priamkou p
a %e s navzijom opatné. Aksia A4,
B dva rézne body. priamky p, bod
Clezi vnitri jednej z oboch polro-
vin, nazyvame ju polrovinou »pC
alebo aj polrovinou ABC (alebo K>
BAC). Niekedy je lepSie oznadif !
polrovinu jedinym pismenom; po-
uzfvame na to grécke pismens g, Obr. 4.

0,7

Pojem polroviny velmi tzko sivisi s nasledujicim pojmom.
Nech je dané v rovine priamka p a mimo nej dva rozne body H, K
(obr. 4). Plati vyrok, Ze priamka p oddeluje bod H od bodu K, ak

tsetka HK pretne priamku p (pozri body H, H, K, v obr. 4); priamka
pneoddeluje bod H od bodu K, ak fisetka HK nepretina priamku p
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(pouri H, K, v obr. 4). Je zrejmé, jo priamka, poddeluje g g
s4 opatn. neoddeluje
ak polroviny pH, pK splyn.

Bude dobre uz teraz sa zmienit o pojme trojuholnika, ktory po-
drobnejdie preberieme v ¢linku 4. Tri rézne body 4, B, C, ktoré
neleZia v jednej priamke, uréuju trojuholnik A BC, kratko A ABC.
Body A4, B, C st jeho vreholy, tsetky AB, AC, BC st jeho strany.
Vrchol 4 a strana BC sa navzdjom protilahlé, rovnako vrchol B
a strana AC, vrchol C a strana AB. Vietky tri strany dohromady
tvoria obvod trojuholnika; pod nazvom trojuholnik rozumieme oby-
¢ajne plochu, sloZent z obvodu a vnitra (pozri ¢lanok 4).

Teraz vyslovime doleziti vetu: Ak priamka p neprechidza vrcho-
lom trojubolnika, tak p bud nepretne %iadnu stranu (obr. 5a), bud
pretne prave dve strany (obr. 5b). Hoci tito veta bola velmi d6lezita,.
vyslovil ju po prvy raz aZ r. 1882 nemecky matematik Moritz Pasch;

A

/ | \p //'/ /\ !
/ \\/
£~ Z

[
: 8 ¢
p’,.// \

Obr. ba, Obr. 5b.

menuje sa vetou IPaschovou. Jej spriavnost plynie z vlastnosti
polrovin. Ak vietky tri vrcholy 4, B, C s vnutri jedinej polroviny,
vytatej priamkou p, mame pripad obrazu 5a; ak to nie je tak, si dva
z nich vnatri jednej a treti vnitri druhej polroviny, vytatej priam-
kou p a mame pripad obr. 5b.

3. Uhly. Vietky polpriamky s danym zaéiatkom ¥V tvoria svizok
polpriamok, ktory sa vytvori, ak otafame polpriamku okolo jej
zadiatku. Toto otidanie mdze sa diat v dvojakom smysle; alebo
v smysle kla.dnom, t. j. dolava, proti pohybu hodinovych ruditiek,
alebo v smysle zipornom, t. j. doprava

Dve rozliéné polpriamky VA, VB toho istého sviizku rozdelia
svézok na dve dasti, ktoré menujeme uhlami. Bod ¥ je vrehol oboch
uhlov, polpriamky VA, VB sa ich ramen4. Bod, ktory nelezf ani na
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jednom z oboch ramien, lezi vnutri jedného uhla a zdroveih mimo
druhého. Uhol v obrazkoch vyznaéujeme oblikom, a smysel uhlu
oblikom zakonéenym #ipkom. Uhly oznadujeme dasto pismenami
malej gréckej abecedy, najdastejSie pismenami a, 8, 9, 4, w. Ak le-
Zia obe ramend VA, VB na tej istej
priamke, ale na jej opa¢nych pol- B
priamkach, vyplni kaZdy z oboch
uhlov jednu polrovinu, vyfat
priamkou p,; takéto uhly menuji

sa priamymi uhlami. Ak ramend

VA, VB nelezia obe na tej istej

priamke (obr. 6), jeden z oboch uh- o

lov menuje sa dutym a druhy vy-

puklym. Ak oznadime VA’ opaéni \ V. A
polpriamku ramena VA4 a VB’ o-

paéni polpriamku ramena VB, pol-

priamky VA’ VB’ lezia obe vnatri Obr. 6.

vypuklého uhla s ramenami VA4,

VB. V obr. 6 je a uhol duty, w vypukly. Duté uhly, ktoré sa vy-
skytuji omnoho GastejSie neZ priame alebo vypuklé uhly, oznadujt
sa <; napr. < AVB alebo < BV A je uhol a v obr. 6; znadka vr-
cholu sa piSe doprostred. Ak nie je obava z nedorozumenia, méze-
me pisaft struéne <X V miesto < AVB.

Znatku < pouZivame len pre duté uhly.

Ovilenie.

10. Viete, Ze dve réznobeiky AM, AN le%ia vidy v jednej rovine g.
a) Preo aj priamka MN leZi v tejto rovine?
b) Ak P je lubovolny bod priamky MN, prefo i priamka AP le¥i
v rovine g? '

11. KaZdé dve priamky, ktoré maji spoloény bod, lefia v tej istej rovine.
MéZeme tiito vetu obrétit? Co z nej plynie pre dve priamky, ktoré
neleZia v Ziadnej spoloénej rovine? Ako sa menuji takéto priamky?

12. MéZu dve a) rovnobeZky, b) réznobezky splyvat? Ako to naznadite?

13. V rovine leZ{ priamka p a Styri rézne body mimo nej; kolko usediek
spojujacich dva z nich pretne priamka p & kolko ich priamka p ne-
pretne? (Su tri r6zne moZnosti.)

14, Predc)hé.dzajlice cvid. 13 opakujte pre piét bodov! (Opit si tri moz-
nosti.

15. Priamka p oddeluje opaéné polroviny g,, p4; Vo vniitri g, lefia body
H,, K,, vo vniitri gy body H,, K,. Na priamke H, K, zvolte bod V,, na
priamke H,K, bod V!

a) Udajte, ako musite volit body V, a V,, aby. tsetka V,V, celkom
iste pretala hranicu p?



b) Udajte, akti polohu musia mat priamky H,K,, HiK, vzhladom na
hranicu p, aby ka¥d4 tsetka V,V, pretinala priamku p!

¢) Co vyplnf bod V,a &0 bod V,, ak celd Gsedka V, V,le%f v polrovine gg?
(Aku polohu musi mat priamka HK vzhladom na hranicu p?)

P Dve roznobeiky (obr. 7) s prie-
\, " £ setikom V rozdelia rovinu na $tyri
N // duté uhly so spoloénym vrcholom
. s V. Dva z nich sa menuji uhlami
S vedlaj§imi, ak maja spolotné ra-
PN meno, a uhlami vreholovymi, ak
' ’ nemaju spoloéné rameno. K dané-
, / mu < AV B patri jediny vrcholovy
5. “._ , uhol X A'V'B’;ale k X AVB pa-
"~ tria dva vedlajSie uhly: <X AVB’,
Obr. 7 < A'VB, ktoré su navzijom vr-

U cholové.

Vysvetlenie nového pojmu pomocou znadmych pojmov menuje sa
definiciou nového pojmu; definovat pojem znamena vyslovit jeho
definiciu. Najjednoduchsia definicia dutého uhla je: X AVB sa
sklada z tych bodov, ktoré patria do polroviny AV B (v obr. 8 ozna-
denej p,) a zaroveii do polroviny BV 4 (v obr. 8 oznadenej p,). Pritom

B tie body AV B, ktoré lezia na hra-

/ nici polroviny g, t. j. na priamke

) VA, tvoria polpriamku VA a tie

AL body <x A VB, ktoré lezia na hrani-

/_,' ci polroviny g,, t. j. na priamke

/ V B, tvoria polpriamku VB. Teda:

/ o Vniitro < AVB sa sklada z tych
70y bodov, ktoré leZia vnitri polroviny

y T e " AVB a zaroveit vnitri polroviny
BV A. Doteraz sme opisovali len

Obr. 8. zname skutodnostina zéklade na-

zoru, Teraz uz si méZzeme urobif

na podklade zndmych skuto&nosti niektoré jednoduché dékazy.

Bod X le¥i vniitri < AV B, ak polpriamka VX obsahuje bod Z,
leZiaci medzi 4 a B.

Doé6kaz (obr. 9). Oznaéme g, polrovinu 4 VB, g, polrovinu BV A.
Bod B le#i vnitri g, a tise¢ka BZ nepretne priamku VA4 ; preto aj Z
lezf vnitri g,. Bcd A lezi vnitri g, a dsetka AZ nepretne priamku
V B; preto aj Z leZi vnitri g,. Bod X alebo splynie s bodom Z, alebo
tsetka XZ nepretne ani priamku V4, ani priamku VB; preto si-
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¢asne s bodom Z aj bod X lezi vnutri oboch polrovin g,, g, t. j. X
lezf vnutri & A VB, Teraz si dokaZeme obriatenit vetu:

ALk bod X leZi vnitri ¢ AVB,

potom polpriamka VX obsahuje 0

bod Z, leZiaci medzi 4 a B. - X
Dékaz (obr. 10). Opit oznaé-

me g, polrovinu AV B, o, polravinu

BVA. Bod X lezi vnatri oboch

polrovin gy, g,. Zvolme bod 4’ tak,

aby V lezal medzi A a A’. Vznik-

e

/

/

ne nam trojuholnik AA’B; ani - \ /.0
jedenvrchol neleZi napriamke VX, ¢ T L
ale tito priamka pretina stranu !

AA’v bodeV. Podla Paschovej ve- Obr. 9.

ty musi priamka VX pretat alebo

stranu A Balebo stranu A’ B. Priamka V X sa sklada z polpriamky VX
a z opadnej polpriamky VX', ktord leii v polrovine opacnej k p,.
kym tsecky AB, A’B lefia v polrovine p;. Preto musi polpriamka
VX pretat alobo stranu A DB alebo stranu 4B a my mame dokazat,
#e pretne strann AB. Teda ostdva dokdzat, Ze polpriamka VX ne-
pretne stranu 4'B. To je jasné, lebo polprlamka VX leii v polrovine
@4, alc sedka A’'B leii v npaénej polrovine.

-

/—-. ’ ”X
BJ_ e
/
/2.
./l ’.1.
/o , .
. P y
Ve
7
' .
g obr. 10.

Obe priave dokazané vety mobzeme spojit v jednu vetu:
Vnutro < AVB sa skladd z tych bodov X, pre ktoré plati, Ze
polpriamka VX obsahuje bod Z, leziaci medzi 4 a B.

<X A VB vznikne zo svojho vnitra pripojenim oboch ramien. Teda:
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X AVB sa sklada z tych bodov X,pre ktoré plati, Ze polpriamka
VX obsahuje bod tse¢ky AB.

Sty¢né uhly st také uhly <x AVB,< AV, ktoré maji spolotné
rameno VA4 (teda i spoloény vrchol), ale druhé dve ramend lezia
kazdé v inej polrovine, oddelenej priamkou VA4, takZe oba uhly

- C

e \\‘ A

y é/—_____________ 4 ~ o
\\\ K\
~
b B

Obr. 1la. Obr. 11b.

nemaji mimo spoloéného ramena spoloény bod. Oba styéné uhly
dohromady tvoria uhol s ramenami VB, VC, ktory méze byt duty
(obr. 11a), priamy (obr. 11b) alebo vypukly (obr. 11¢). V pripade
obr. 11b médme dva uhly vedlajsie.
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Obr. 11c. Obr. 12.

Ak polpriamka VA leZi (okrem bodu V) vniitri ¢ BVC, potom
oba uhly <t AVB,X AVC si stytné a dohromady tvoria <t BVC.

Doékaz (obr. 12). Bod A lezi vnutri <t BVC, a preto polpriamka
VA pretne tGsetku BC v bode A’. Pretoze tise¢ka BC pretne priamku
VA v bode A4’, leZia body B, C, a teda aj polpriamky VB, VC, v opac-
nych polrovinich, oddelenych priamkou VA. Preto oba uhly
X AVB, X AVC st styéné. Teraz < BVC sa sklada zo vietkych
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polpriamok VX, kde X prebieha useéku BC. Podobne X AVEB
alebo A4’V B sa skladé zo vietkych polpriamok VX, kde X prebieha

po tise¢ke A'B; rovnako < AV C alebo A'V( sa sklada zo vietkych
polpriamok VX, kde X prebieha po tsedke A’C. Pretoze usetky

A'B,

A'C dohromady tvoria tsedku BC, tvoria < AVB, X AVC

dohromady <t BVC.

Cuvilenie.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

Kolko uhlov uréuja dve polpriamky so spolotnym zadiatkom?

a) Kedy st tieto uhly priame a ako ich potom rozliS§ime?

b) Kedy je jeden z tychto uhlov nulovy? Aky dalsi je eSte uréeny ?

¢) Kedy je jeden z tychto uhlov duty? Ako sa menuje potom druhy
uhol?

a) Vyslovte definiciu dutého uhla!

b) Zvolte 3 body V, A, B, ktoré nelefia v jednej priamke. Polrovinu
VAB zafarbite na &erveno a polrovinu VBA na modro; akd farbu
mé uhol <x AVB?

¢) Co vyplyva zo zépisu uhla & AVB pre vzéjomnii polohu polpria-
mok AV, BV'? P o

Narysujte vypukly uhol s ramenami VA, VB. Polrovinu opaéni k pol-

rovine VAB zafarbite na modro a go]rox’rinu opadénu k polrovine VBA

na Serveno. Ak duty uhol je spoloénou &astou dvoch polrovin, éo po-
viete o uhle vypuklom?

Vysvetlite, o znamené, Ze bod X le%i a)vo vniitri uhla<XAVB, b) vo

:‘rlnl"itrlli‘ lt;amena VA, c)vo vnutri dutého uhla, uréeného polpriamkami
’ !

Polpriamka VX’ v obr. 10 neobsahuje ani jeden bod tisesky AB. Do-

ké%te, %o tiseSka VX’ okrem bodu V le%f vo vmitri vypuklého uhla

s ramenami VA, VB!

Vo vnutri dvoch usetiek VA, VB, ktoré neletia v jednej priamke,

zvolte po jﬂ_nom bode A’, B’. DokéZte:

a) Usetky AB, A’B’ nemaju ani jeden spolofny bod.

b) Usetky AB’, A’B majt spoloény bod X, ktory le%i vo vnitri X AVB.

Odévodnite: a) Ak zvolite dva rézne body P, Q@ vo vnitri X MVN,

potom cel4 tselka PQ le¥i vo vnitri uhla <t MVN.

b) Plat{ vysledok predchédzajticeho cvié. 2la aj pre uhol priamy?
Predo?

¢) Ako zvolite dva rézne body P, @ vo vmitri vypuklého uhla a’, aby
dast uselky PQ leZala mimo uhla a’?

Narysujte vypukly uhol o s ramenami VH, VK. Ako zvolite bod Z,

aby pri ka¥dej volbe bodov X, Y vo vmitri uhla o boly obe tselky

ZX, ZY celé vo vnitri uhla w? Odévodnite! (Ak sa VH’, VK’ opatné
polpriamky k polpriamkam VH, VK, zvolte Z vo vmitri uhla <t H'VK'.)
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4. Trojuholniky. UZ na strane 3 sme hovorili o trojuholnfku 4 BC,
ale definiciu trojuholnika ako plochy \y<]ov1mo iba teraz takto:
A ABC sa skladd z bodov, ktoré lezia stiitasne vo vietkych troch

A polrovinich BCA (g, v obr.
13), ACB (g, v obr. 13). ABC
(03 v obr. 13). Pritom tie bo-
dy, ktoré st na hranici jed-
nej z troch polrovin gy, 04, 03,
tvoria jednu stranu A ABC.

B C il Napr. hranicou polroviny o,

y T T T je priamka BC. Tie body

/- - AN priamky BC, ktoré IlcZia
o "o, N v polrovine g, tvoria pol-
= N priamku CB: tic body priam-
/o N ky BC,ktoré lczia v polrovi-
ne gz tvoria polpriamku

Obr.13. - BC. Spoloénou tastou oboch

polpriamok CB, BC je vSak

tsetka BC, t. j. jedna strana A ABC. Ak odstranime z A ABC jeho

strany, zostane jcho vnitro. Teda: Vniitro A ABC sa skladi z tych

bodov, ktoré leZia stifasne vnitri vietkych troch polrovin BCA, ACB,

A ABC. Spoloénéd &ast oboch polro-

vin ABC (o3 v obr. 13) a ACB

//\ (eq obr, 13) je uhol <x BAC, kto-

; ry sa menujc uhlom trojuholnika

/ ABC pri vrehole 4; podobne mé-

: ‘ me X ABC privrchole B, < ABC

\ pri vrchole C. Z definicie trojuhol-

‘X nika plynie, Ze A ABC sa sklada

z tych becdov uhla < BAC, ktoré

c lezia v polrovine BCA. Z 3. ¢lanku

viak vieme, Ze < BAC sa sklada

Obr. 14. . zo vietkych polpriamok 4X, kde

X prebieha po tsecke BC. Z kazdej takej polpriamky AX lezf v pol-

rovine BCA len tisetka AX. Teda: A ABC sa sklads zo vietkych
usediek AX, kde X lezi na tise¢ke BC (obr. 14). Podobne:

Vnatro A ABC sa skladd zo v8etkych uGsediek AX kde X lezi
vo vnitri asedky BC.

Geometricky ttvar K menuje sa konvexnym, ak pre kazdé dva
rézne body X, Y tatvaru K plati, Ze cela Gsetka XY je dastou
utvaru K. Konvexnd je napr. kaidd tisedka, vnitro kaZdej tisecky,
ka%d4 polrovina, vnitro kazdej polroviny. Ak spolcénou ¢éastou nie-
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kolkych konvexnych tutvarov K, K, atd. je atvar K, potom tieZ
ttvar K je konvexny. Lebo ak dva rézne body X, Y patria do K,
potom body X, Y patria do kaZdého z utvarov K,, K, atd. PretoZe
vietky tieto Gitvary st konvexné, patri celd tsetka XY do kazdého
z Gtvarov K, K, atd., t. j. tsctka XY patri do utvaru K. PretoZe
trojuholnik je spolo&nou &astou troch polrovin a pretoZe polrovina
je konvexnd, je ka%dy trojuholnik konvexny iitvar. Podobne aj
vnttro trojuholnika je konvexny utvar.

Cvitenie.

24, Narysujte dost velky A ABC. Polrovinu ABC zafarbite na Zlto, pol-
rovipu BCA na &erveno a polrovinu CAB na modro.
a) Akua farbu mé vnatro A ABC?
b) Ktora ¢ast roviny ma farbu: 1. oranZovy, 2. zelenu, 3. fialovi?
c) Ktord &ast roviny mé farbu: 1. Zltq, 2. &ervend, 3. modra?

25. Zvolte A ABC; vo vniitri strany BC zvolte bod X, vnitri strany C4
bod Y. Doké#ite, Ze useéky AX, BY maju spoloény bod U, ktory lei
v trojuholniku 4BC.

26. Ktoré uhly st konvexné? Oddvodnite!

27. Narysujte roznobeiky 40C, BOD. Oba trojuholniky ABC, CDA ur-
Suja Stvoruholnfk ABCD, ktory je konvexnym utvarom. DokéZte!

27a. Zvolte dve roznobeiné visetky A0C, BDO. Oba trojuholniky ABD,
BCD uréuja stvoruholnik ABCD, ktory nie je konvexny.
1) Dokéazte, %e priamka, ktord pretina strany AD, DC trojuholnika

ADC vo vnutornych bodoch M, N pretne 1 strany AB, BC vo vnu-

tornych bodoch P, Q._l'g_sgéka _mf leZ{ mimo &tvoruholnika.

2) Zvolte vnutri usedky PM bod U a vnutri usedky NQ bod V. Do-
ké¥te, ¥e U, V st vnitorné body Stvoruholnika A BCD a ¥e tisetka U V
obsahuje body, ktoré leZia mimo tohoto Stvoruholnfka.

b. Mnohouholniky.

Pojem trojuholnika je zvlastny
pripad pojmu mnohouholnika. ,
Podla poctu vreholov rozoznava-
me trojuholniky, S$tvoruholniky, / \ .
pifuholniky atd. VSeobecne ho- T . y C
vorime o n-uholniku, ak je podet /
vrcholov n;kde # je prirodzené &is-
lo viéSie nez 2. Pre n = 3 nezaleZ{
na poradi vrcholov, ale pre n > 3 .
je poradie vrcholov uréené tak, Ze A
ku ka#dému vrcholu mime dva vr-
eholy s nim susediace, pricom ani Obr. 15.
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jeden vrchol nesmie lezat v tej istej priamke ako jeho susedné
vrcholy. Vrcholy mnohouholnika piSeme za sebou podla nasledu-
jacich' pravidiel: Zatneme celkom Iubovolnym vrcholom. Potom
napiSeme jeden z oboch susednych vrcholov a dalej piSeme tak, aby
kazdy nasledujici vrchol susedil s predchadzajicim; okrem toho
susedi posledny vrchol s prvym. Pri pituholniku v obr. 16 mame
pre vrcholy 10 rozliénych poradi: ABCDE, BCDEA, CDEAB,
AEDCB, BAEDC, CBAED, DCBAE, EDCBA. Vieobecné vrcholy
n-uholnika méZeme pisat za sebou 2% rozlitnymi spésobmi: Zadéne-
me ktorymkolvek z n vrcholov a po volbe prvého vrcholu su eite
dve moznosti pre druhy vrchol.
5 Strana mnohouholnika je tseé-
ka, ktorej krajné body st dva su-
sedné vrcholy. Z kazdého vrcho-
lu vychddzaja dve strany, ktoré
nazyvame susednymi strana-

£
0 \ mi. Potet strin sa rovna vidy po¥-
. tu vrcholov. Dve susedné strany
maja spoloény krajny bod (vr-
chol). O dvoch nesusednych stra-
néch predpokladdme, %e nemaji
A c

ani jeden spoloény bod. Tym vy-
ludujeme z nasich uvah napr. tzv.
hviezdicové mnohouholniky (pozri

Obr. 16. hviezdicovy piifuholnik ABCDE
v obr. 16).

Uhlopriefka mnohouholnika je tsedka, ktorej krajné body st dva
nesusedné vrcholy. Trojuholnik nem4 uhloprieéky. Z jedného vrcholu
vychédza n—3 uhloprietok, z n vrcholov to by dalo celkom #n(n—3)
uhloprieéok, ale pritom sa kazdd podita dvakrat. Teda: n-uholnik
mé celkom }n(n—3) uhloprieok. Vetky strany mnohouholnika do-
hromady tvoria obvod mnohouhol-
nika. Vyraz mnohouholnik zna-
mend obydajne plochu, ktors sa
sklad4d z ‘obvodu a z vniitra mno-

A, — houholnika. Co tvori vnitro mno-
! N [' houholnika, to sa v jednoduchych

pripadoch pozné na prvy pohlad,
ale uZ v nevelmi slozitom obr. 17
treba chvilu rozmyslat, aby sme
L] poznali, ktory z oboch bodov, vy-

znadenych krfZikmi, lezi wmutri
Obr. 17. mnohouholnika. Preto v dalSom sa
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obmedzime na zv1at jednoduchy, ale veImi délezity pripad vypuk-
1ého mnohouholnika. Vypuklym mnohouholnikom sa nazyva ten,
pre ktorého kaZdi stranu AB plati, Ze vSctky vreholy okrem A4, B
le%ia vniitri jednej polroviny, oddelenej priamkou A B, ktori nazveme
opornou polrovineu strany AB. Podet vietkych opornych polrovin
sa rovna podtu stran, teda poétu vrcholov. Kaidy trojuholnik je
vypukly, ale §tvoruholnik v obr. 18 nie je vypukly. Je zvykom, ze
vyrazom mnohouholnik rozumieme jcho plo-

chu, takZe vypukly mnohouholnik sa skla- '4,./"'/
da z tych bodov, ktoré ledia vo vietkych Py
opornych polrovinich. Strana 4 Blezi na hra- 7

nici svojej opornej polroviny, ale, okrem dvoch e

vrcholov 4, B, lezi vnitri vietkych ostatnych
opornych polrovin. Vniitro vypuklého mnoho- ™

uholnika sa sklada z tjch bodov, ktoré lefia .

vniitri vietkyeh opornych polrovin, Pretoze

polrovina a vniitro polroviny st konvexné,

vypukly mnohouholnik a jeho vnatro st kon-  Obr. 18.

vexné utvary. To znameni, %e ak dva rdzne

body X, Y patria do vypuklého mnohouholnika M, ccld Gsedka XY
je dastou M, a ak st X, Y vnitri, le4i aj Gsedka X Y vntitri. Lahko
pozname, Ze vnitro usedky Y X lezi, okrem jednej vynimky, vnatri
M. Vynimka nastane, ak oba body X, Y lezia na jednej strane M.
Najmé kaZda uhlopriedka vypuklého mnohouholnika le%i, okrem svo-
jich krajnych bodov, vnitri mnohouholnika.

Bod 4 (obr. 19) je vrchol vy-
puklého mnohouholnika a H, K st
jeho susedné vrcholy. Polroviny
HAK, KAH st oporné polroviny;
ich spoloéné éast je <X HAK, u-
hol vypuklého mnohouhol-
nika pri vrchole A. Tento
uhol je len dasfou priameho uhla,
preto je duty. Teda vypukly mno:
houholnfk mé pri kaZdom vrchole
A duty uhol < 4 a cely mnohou-
holnik je dastou x4 ;okrem dvoch
stran AH, AK lezi mnohouholnik Obr. 19.
uplne vnuatri < 4. '

V obr. 20 si. vyznadené vietky uhloprietky vypuklého sedem-
uholnika 4,4,4,4,4;A¢A4,, vychidzajice z vrcholu 4,. VSimnime si
napr. uhlopriecku 4,4,. Oba body 4,, 4, leZia na obvode mnoho-
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uholnika; vnttro uhloprietky 4,4, lez{ vnttri mnohouholnfka. Ale
iné body priamky 4,4, nemézu patrit do mnohouholnika, lebo napr.
predlzenie tisetky 4,4, za bod 4, lezi mimo <X A,4,4, ktorého
¢asfou je mnohouholnik. Z toho usudzujeme, Ze priamka 4,4,
pretne obvod len v bodoch 4,, 4,. Bod A, lezi vnitri X 4,4,4,,
a preto polpriamka 4,4, pretne usetku 4,4, Body 4,, 4, st teda
oddelené priamkou A4,4,. Napro-
~ ti tomu Gsecky A,44,04,4,, A4,

nepretni priamku 4,4,. Priamka

A,A, oddeluje teda body A,, 4,

od bodov A4, Ag A, Podobne

priamka 4,45 oddeluje body 4,,

4,, A,odbodov 44, 4,. PretoZe pol-
A, priamka 4,4, lezi vnatri X 4,4,

A,, rozdeluje tento uhol na dva

‘sty¢né uhly X 4,4,4,, X A4,4,4,,

Vnatri X A4,4,4, lezi bod A,;

vnutri X 4,4,4,lezia body 4;, 4,.

Podobne usudzujeme dalej: Pol-

priamka 4,4, rozdeli < A4,4,4,

Obr. 20. na dva stycné uhly <X 4,4,4,, <

AjA,4,; polpriamka 4,45 rozdeli

X A,4,4, na dva styéné uhly X 4,4,4;, <X A;4,4, a vnitri dru-

hého z nich lezi bod Aq, takZe pclpriamka 4,4qrozdeli<cA4;4,4,

na dva styéné uhly <X A4;4,4, <d¢d,4,. Celkove pozorujeme, Ze
uhol < 4,4,4, je rozdeleny na uhly:

X A4, A5, X A3dy 4, X A 4145, X A Ag, X Agd Ay 1)
dva susedné z tychto uhlov st styéné a dva nesusedné nemaji
okrem vrcholu 4, nijaky iny spoloény bod. Castou kazdého z uhlov
(1) je prisludny jeden z trojuholnfkov

A A4 4, N A4 4, N\ AAAg, N\ AgAiAg, N Agd 4y, - (2)
A,

dva susedné z tychto trojuholni-
kov maji spolo¢ént stranu a dva
A nesusedné maji spoloény len vr-

5 chol 4,. Kazdy z trojuholnikov (2)
je ¢astou mnohouholnika; napr.
ak bod X, leziaci mimo bodu 4,,
patri do A A,4,4;, potom lezi X
na usetke 4,7, kde Z je bodom
usedky 4,45, teda bodom mnoho-
4, B A, Obr.21. uholnika,a preto celd setka A, Z
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i 8 bodom X je dasfou mnohouholnfka. Obréitene, ak bod X patrido
mnohouholnika, tak X lezi v uhle <t 4,4,4,, a teda X leZi v niekto-
rom z uhlov (1), napr. v X A A4,4;. Potom polpriamka 4,X pretne
aseéku 4,45 v bode Z; bod X patri do polpriamky 4,Z a musf
patrit i do Gisetky A,Z; lebo keby bod X lezal na tejto prediZenej
useéke za bodom Z, bol by oddeleny od bodu 4, priamkou 4,45 a
nepatril by do opornej polroviny A,A4;4,, ktorej d¢astou je mnoho-
uholnik, ktorého bodom je X. Tym sme dokézali vetu:

Uhloprietky, vyehidzajiice z jed-
ného vreholu vypuklého n-uhoini-
ka, rozdelia n-uholnfk na n—2
trojuholnfkov. Tito veta plati pre
n > 3. Podobne mézeme dokézat
nasledujice dve vety, ktoré platia
aj pre n = 3:

Akhod B leZi vnitri strany 4,4,
vypuklého n-uholnika 4,4,...4,,
potom useéky BA,, ..., BA,roz-
delia n-uholnik na n—1 trojuhol-
nikov (obr. 21).

Ak bod C leZi vniitri vypuklého
n-uholnfka 4.4, ... A,, sctky
CA,. ..., CA, rozdelia n-uholnik
na n trojuholnikov (obr. 22). Obr. 22

Cuvilenie.

28. Vyznaéte Sestuholnfk ABCDEF v ka’dom moZnom poradi pfsmen.
Rozdelte ich do dvoch skupin!

29. Vysvetlite vznik mnohouholnika!

a) Co plati o troch po sebe nasledujtcich bodoch Ag.;, Ags Agyq?

b) Co predpokladéme o nesusednych strandch ? Ktoré mnohouholniky
teda vylu¢ujeme zo svojich tvah (nazna&te)?

¢) Ktory mnohouholnik menuje sa vypukly ? (o je to oporné polrovina ?

d) Vysvetlite, predo celé vnitro vypuklého mnohouholnika lezi vo
vnitri ktoréhokolvek jeho uhla!

30. Plocha kaZdého vypuklého réznobeZnika vznikne dvojakym spésobom
tak, %e od plochy jedného trojuholnika uberie sa plocha iného troj-
uholnika. Ako je to pri lichobeZniku, rovnobeZniku a pri nevypuklom
Stvoruholnfku v obr. 197

31. 4,4,...Aq je vypukly n-uholnik. Vo vnutri strany 4,4, zvolte bod
A’ a vo vnutri strany An4,bod Ay ;,.Potom A", 4,...ApA '+, je vVy-
pukly (n+ 1)-uholnik. Odévodnite!

32. Dany je trojuholnik A ABC. Kde musite zvolit bod D, aby vznikol:
3) vypukly Stvoruholnik 4 BCD; b) &tvoruholnik ako v obr. 19 (vy-

uty)?
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33. Dve réznobe¥né tsetky A0C, BOD, kde A, B, C, D, O st rézne body,
uréuja vypukly Stvoruholnik ABCD. Odévodnite!

34. DokéZte, %e plocha vypuklého Stvoruholnika dé sa dvoma spbésobmi
rozloZit na dva trojuholniky. Ako je to pri Stvoruholniku v obr. 19?

356. Dokézte, Ze uhloprietka AC vypuklého Stvoruholnika ABCD deli
uhol <X DAB na dva styéné uhly!

36. Dokéizte, %e vo vypuklom Stvoruholniku sa obe uhloprie¢ky navzijom
pretinaji vo vnutri §tvoruholnika!

317. 3) Ktory bod vypuklého mnohouholnika menujeme vnatornym bo-
om?
b) Nech je Y vmitorny bod vypuklého mnohouholnika. Potom ka¥dé
polpriamka so zadiatkom ¥ obsahuje priave jeden bod obvodu mnoho-
uholnika. DokéZte pomocou rozkladu mnohouholnika na trojuholniky!
V kolkych bodoch pretina obvod vypuklého mnohouholnika priamka,
ktoré obsahuje vnitorny bod mnohouholnika ?

38. Podla vzoru textu uéebnice v odseku 5. dokéZte obe posledné vety,
vyslovené na konci odseku!

6. RovnobeZky.

Pojem rovnobeziek sme si pripomenuli uz v ¢lanku 2; pripomeiime
si opif, Ze splyvajice dve priamky povaZzujeme ticZ za rovnobezngé.
Zékladna veta o rovnobezkich znie: Danym bodom moéZeme viest
k danej priamke prave jednu rovnobeZku. Zo zakladnej vety plynie:
Ak si dve priamky p,, p, rovnobeZné s trefou priamkou ¢, st priamky
Py, P» tieZ medzi sebou rovnobeZné.

Tato veta plati i vtedy, ked vietky tri priamky p,, ps, ¢ neleiia
v jednej rovine; ale dokaz je dost sloZity a nmebudeme ho robif.
Dokaz pre pripad, Ze p;, p,, ¢ leZia v jednej rovine: Ak splynt
priamky p,, p,, st iste rovnobezné. Ak nesplyna, treba len dokazaf,
e priamky p,, ps nemaji spoloény bod. To viak je jasné, lebo keby
maly spoloény bod C, tak by bodom C prechidzaly dve rézne
rovnobezky p;, p, s priamkou g, ¢o protireéi zékladnej vete.

Ak strany AB, CD stvor-
uholnika ABCD saG rovno-
D C bezné, potom stvoruholnik
n—-—~ZT— =",/ = = =775 ABDC sa menuje lichoheX-
/ nikom; strany 4B, CD sa
P jeho. zakladne, strany AC,

~ BD st jeho rameni.
~ - Dve tsetky alebo pol-
~ priamky nazyvame rovno-
beznymi, ak sG rovnobeZné
Obr. 23. priamky, tieto obsahujtce.
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Pretoze strany AB, AC lichobe?nika ABDC st susedné, nemézu
vietky tri vrcholy 4, B, C lezat na jednej priamke. Inak je vSak
poloha bodov A, B, C Tubovolnd. Stvrty vrchol D musi leZat na
priamke 7, ktord prcchadza bodom C rovnobeZne s priamkou AB.
Tato rovnobezka je bodom C rozdelend na dve polpriamky 1 T3
(obr 23) tak, Ze ry lezi v polrovine ACB, r, v polrovine opacnej.

/rchol D nemoéze lezat na polpriamke r,. Lebo ak si zvolime bod D
rozny od C na polpriamke 7,, st body B, D oddelené priamkou AC,

a preto useéka BD pretne priamku AC v bode P. Vznikne A ABP,
ktorého strany AB, BP nepretnt priamku r; podla Paschovej vety
ani tretia strana A Pnepretne priamku r, t. j. isedka 4 P neobsahuje
bod C, teda P lezi na polpriamke CA. Dalej vznikne A CDP, kto-
rého strany CD, DP nepretna priamku A4B; teda ani tretia strana
CP nepretne priamku 4B, t. j. Gsetka CP neobsahu]e bod A4, teda
P lezi na polpriamke AC. Mozeme teda povedat, Ze bod P le#i na
oboch polpriamkach CA, AC, t. j. P le#i na tisedke AC. Teda useéky
AC, BD pretnit sa v bode P, a preto 4BDC nie je $tvoruholnik,

Ak viak zvolime bod D
rozny od C na polpriamke r,
(obr. 24), body B, D nie sa
od seba oddelené priamkou
AC, a preto useéky AC, BD
sa nepretni, ABDC je 8tvor-
uholnjkom: Tahko sa pre-
svedéime, ze je vypukly. Je I3}
to, pravda, lichobeZnik. Te- Obr. 24.
da: KaZ%dy lichobeZnik je
vypukly Stvoruholnifk. Bod D lezi vmutri < A, a preto polpriamka
AD pretne tsecku BC v bode P. Okrem toho bod C lezi vnitri < B,
a preto polpriamka BC pretne tse¢ku AD v bode, ktory musi sply-
nat s P. Teda bod P je priesetik uhloprieéok lichobeznika 4 BDC.

Zvolme si dve rézne rovnobeZky; na prvej zvolme dva rozne body
A, B, na druhej dva rézne body C, D. Nastane jeden z oboch pripa-
dov, naznaéenych v obr. 24 a v obr. 25. V pripade obr. 25 Gsedéky
AC, BD sa nepretnu, tseéky AD, BC sa pretnt a vznikne licho-
beinik ABDC. V obr. 24 pretna sa tiseky AC, BD; aviak Gsedky
AD, BC v tomto pripade sa nepretnt, lebo kazda z nich lezi v inej
polrovine, vytatej priamkou AC. Preto v obr. 24 dostaneme licho-
beznik ABCD (v obrazci nevyznadeny).

Ak st AB, CD dve rozne rovnobezky, hovorime, Ze st sihlasne
rovnobe’né a napifemeo -

AB M OD alebo BA #+ DC, (1)
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ak ABDC je lichobeznik. Pritom nezélezi na polohe bodov 4, B, C,
D, ale len na smysle oboch rovnobeziek 4B, CD. Lebo vztah (1) d&
sa popisat tak, ze oba body B, D leZia v te] istej polrovine g, oddele-
nej priamkou AC. Ak nahradime body B, D inymi bodmi B’, D’ tak,
aby smysly zostaly zachované, zostant body B’, D' v polrovine o
a mame:

AB' {1 CD'. (2)

Vztah (2) sa da opisat aj tak, Ze oba body 4, C leZia v tej istej pol-
rovine o, oddelenej priamkou B’D’. Ak nahradime body 4, C inymi
bodmi A4’, C’ tak, aby smysly zostaly zachované, zostana body 4’, ¢’
v polrovine ¢ a mame:

A'B'tM C'D'.

LepSie je nevyludovat moZnost, Ze obe rovnobeiky 4B, CD
splynd. V tomto pripade vztah (1) znamena, Ze smysel AB je ten
isty ako smysel CD.

Ak si dve priamky AB, CD sihlasne rovnohe’né s priamkoun
trefou EF, sii aj AB, CD medzi sebou siihlasne rovnobeZné.

Doékaz: Lahko si premyslime, %e veta je spra.vna ak niektoré
dve z troch priamok AB,CD, EF splynt. Ak st tieto tri priamky
roézne, moZeme body A4, 0 E volit tak, aby leZaly v jednej priamke

F P (obr. 25). Potom vzfahy

ABMEF,CDMEF

zna.mena-jﬁ, Ze oba body B, D le-

B P Zia v tej istej polrovine, oddelenej

' priamkou p alebo priamkou 4C,
E takZe

c AB 11 CD.

Obr. 25. Znatku 1 pouzivame len
A pre sihlasnd rovnobeinost.

Cuvilenie.
39. Dané sa dve rovnobeiky a, ¢, priamka b pretina priamku a. Potom
priamka b pretne i priamku ¢. DokéaZ%te!
40, Vyslovte definiciu lichobeZnika! Je to §tvoruholnik vypukly ?

41. Ak vedieme vrcholom C v trojuholnfku ABC priamku 7 rovnobeZne
8 A B, prechadza celd priamka r okrem bodu C mimo trojuholnika 4BC.
Odévodnite!

42. Nadrtnite odruky dve rovnobeiky AB, CD a vysvetlite, ako rozhod-
nete, &i st obe priamky sihlasne alebo nesiihlasne rovnobeZné.
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43. AB, OD st dve nestihlasné rovnobetky. Na polpriamke AB zvolte
vniitorny bod B’ a na polpriamke CD vnuttorny bod D’. DokdZte, Ze
sa obe tsetky AC, B’D’ pretinaji!

44. Predchéadzajice cvid. 43 opakujte pre pripad, ¥o je AB4¢ CD a do-
kiZto, 2e: a) ise8ky AC a I3’ D’ sanepretni, b) isetky A D’,B’C sa pretni!

45. Zvolte vo vmitri strany EB trojuholnika EBC bod A a vedte nfm
rovnobeZku r so stranou BC. DokdZte, Ze a) prinmka 7 pretne stranu
EC vo vnttornom bode D, b) Stvoruholnik ABCD je lichobe#nik!

46. Vo vnttri strany AC trojuholnika ABC zvolte body M,, M, tak, aby
boly v poradi AM,M,C a vedte nimi prinmky 7, 7, rovnobeZné so
stranou AB. DokaZte, ¥e oba priescliky N,;, N, tychto priamok
s priamkou BC le¥ia vo vnutri useSky BC v poradi BN,N,C a Ze je
M N, 1+ M,N,.

II. ZAKLADNE VLASTNOSTI VELKOSTI

7. Velkost useéick.

Dve dané tsetky 4,B;, A4,B,alebo maji velkost dize dlzku rov-
naki, nado hovorime, Ze st sebe rovné a piseme

A,B, = 4,B, alebo 4,B, = 4B, ,
alebo jedna z nich je mengia &iZe krat8ia a drub4 vidiia CiZe dlhsia.
Ak je napr. 4,B, mensia ako 4,B,, piSeme

4,B, <'4,B, alebo 4,8, > 4,B,.
Vzdialenost dvoch bodov A4, B je to isté ako velkost tise¢ky AB, ak
st body rozne; vzdialenost dvoch splyvajtcich bodov sa rovné nule.
Ak bod C lezi medzi bodmi 4, B (obr. 26), je AC < AB, CB < AB;
usetka AB je shGdéet tsediek AC, OB, to piseme AC + CB = 4B,
a tisedka CB je rozdiel Gsediek AB, AC, to piseme AB — AC = CB;
stdasne je AB— CB = AC.

Stdet a rozdiel dvoch usediek 4 —t +
je uréeny len &o sa tyka velkosti, A 4 8
nie polohy.

MobZeme séitat tri alebo viac tse- Obr. 26.

diek. Zvlast dolezity je pripad, Ze

vistky sditance s rovnaké. Siatst €D n Gssiek, rovnajicich sa
tisetke A B, menuje sa n-nasobkom tisetky ABa piteme CD = n.4B.
Usetka AB je potom n-tina Gsetky CD a piieme 4B = I-.CD.
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Vieobecue, ak st m, n celé kladné Cisla, znamend

ere = m —
uv="" g,

tsetky UV k Gsetke PQ a piseme

N o
no- ___li_l__ alebo = — TV : PQ.
n PQ) n
Pomer tsetky PQ k Gsetke UV je zlomok --.

Pomer dvoch usetiek méZe byt aj islo iracionilne. Napr. pre
uhloprictku HL &tvorca HKLM so stranou H K plynie z Pytagoro-
vej vety o

IIL: HK = }77,
kde &islo |2 = 1,4142136. .. jo &islo iraciondlne. Prakticky mo-
Zeme iracionalne ¢islo nahradit vidy zlomkom, ktory sa od neho lisi
tak mélo, Ze na tom nezélezi. V naSom pripade je
1414213 ____ — 1414214 ___

kde use¢ka nalavo aj Gisetka napravo lifi sa od usetky HL o tsetku
kratSiu ako je miliéntina Gsecky HK.

Obygajne sa voli urtité dfzka PQ za dlzkovi jednotku; najéaste;-
Sie je to 1 ecm. Pomer x Iubovolnej Gscéky DV k dlzkovej jednotke
PQ je merné &islo tsetky P@. Teda DV = z.PQ; dasto je dlzkové
jednotka zndma zo stvislosti a pifeme jednoducho DV = z.

Ak zvolime uréitt dizkova jednotku, tak pri séitani alebo odgitani
s¢itame alebo odéitame ich merné &isla; podobne je tomu pri néso-
beni usecky kladnym celym, lomenym alebo iraciondlnym &islom.
Ak body 4, B, C neleZia na jednej priamke, jo znime, %o kaZ%d4 z troch
usetiek AB, AC, BCje mengia ako sudet a ziroveii viidia ako rozdiel
ostatnych dvoch. Ak viak 4, B, C lefia na jednej priamke, tak jedna

z troch usediek AB, AC, BC rovni sa siétu ostatnych; ka%da ind sa
rovna rozdielu ostatnych.

Ak s0 A, B, C tri rozne body na priamke, ozna¢ime (4BC) a na-

zveme deliagim pomerom bodov 4, B, C (v tomto poradi napisa-
nych) ¢islo
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so znamienkom plus, ak je smysel ACten isty ako smysel BC, a so
znamienkom minus, ak st smysly: opaéné. Iste (4BC) <0, ak Cle¥i
vmiitri vise¢ky AB, (ABC) > 0, ak C leZi mimo vise¢ky AB. Deliaci
pomer asto sa oznaduje gréckym pismenom A.

Ak bod C leZi na predizencj tscéke 4B za bodom B,je (ABC) > 1.
Obritene, ak st dané dva rézne body A4, B a éislo A > 1, potom na
predlZenf visetky AB za bodom B existuje prive jeden bod C taky, Ze
(ABC) = 4. Ak poloiime AB =a, BC =, bude AC =a + z;

2 V2 2 vz

kladné éislo @ poznime a kladné &slo 2 méme urdit z rovnice

a+x

=2,
x

ktord mé jediny koren, a to kladny
_ a
X = i?l .

Ak bod Cle#f na predlZeni visetky A Bza bodom 4,je 1> (4BC)>O0.
To je zrejmé. Obritene, ak siu dané dva rézne body 4, B
a kladné &slo 2 < 1, potom na predi%eni visetky AB za bodom A
existuje prave jeden bod C tak, e (4BC) = 4. Ak poloZime AB=a,

AC = z, bude BC = a + z; kladné &islo a poznéme a kladné éislo
x mame uréit z rovnice

x -
a-+tz
ktord ma jediny koreii, a to kladny
_ el
=i

Ak le%i bod C vo vniitri visetky AB, jo (ABC) <O. To je zrejmé,
Obritene, ak st dané dva rézne body A4, B a ziporné &islo A,
potom vo vmitri iisetky 4B existuje ) pr{we jeden bod C tak, 10
(ABC) = A. Ak polozime AB:.-xa,, AC = z, CB = a — z; kladné
&islo a pozndme a kladné &islo # mame uréit z rovnice

=2,

x
o —z = ( '—'a'):
ktord m4 jediny korefi, a to kladny
a A
*=1¥2



Ak bod C lezf vo vnutri tsetky AB, je (ABC) 0. To plati podl’a
dohody. Obritene, ak st dané dva rézne body A, Ba z4-

porné &islo 4, existuje vo vnitri Gsecky AR prive jeden bod C

taky, Ze (ABC) = A. Ak polrmmo AB =a, AC = «, bude CB =
= a — x; kladné ¢islo ¢ pozname; mame urtit « tak, aby bolo x > 0,
a —x > 0, a aby bola splnend rovnica

z ktorej mime
a

o

13'—"—1-11—0, a

—_—r = x> 0,0 —2zx2> 0.

n
144,

Ziver: Deliaci pomer (ABC) nemé’e sa rovnat 0 ani 1. Obritene,
ak st 4, B dva rozli¢né body a &islo 4 ;ﬁ 0,2 # 1, potom na pr mml\e
AB existuje prave jeden bod X tak, Ze (4BC) == A. Zaujimavy je
pripad (ABC) = —1; potom C je stredom tsedky AB.

Cuvidende.

47. Styri body 4, B, C, D na priamke st v poradi ABCD. Ak AC = =,
BD =y, AD = z, uréte AB, BC, CD!

48. Pre piit bodov na priamke plati
AB = BC = CD = DF.
Ktoré z ostatnych vzdialenosti dvoch bodov z nalich piatich musia
byt sebe rovné?

49. Vysvetlite vyznam rovnic: a) AB = % CD, L) AB =75 cm,c)AB =75
50. Ktor4 rovnost plati o dfzkach tsegick 4B, BC, AC, ak IcZia na priamke
ABC1?

51. Usctka AB mé stred S. Dokézte: .
a) Na predizeni tisegky . AB lezi bod C; potom plati CN = Q(CA + C’B)
b) Vo vntri tsetky BS1e#i bod C; pctom p ‘ati 08 = 3(CA — CB).
(V néérte vyznadte bod D tak, aby D = SC.)
52. Na prinmke AB, kde AB = 4 cm, dany | bod C. Uréte deliaci pomer
(4BC), ak viete, %o bod C
a) lezi na predifeni tisedky AB za bodem B aje AC = 6 cm;
b) lezi na predieni tiseSky AB za bodom A a je BC = 5 cm;
c) lezi vo vndtri Gsedky AB a je BC = 3 uin.

63. Ktory bod O na priamke 4B nemé deliaci pocmer {4BC)?
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54. Narysujte priamku a na nej zvolte usetku AB tak, aby AB = 4 em.
Uréte na priamke 1B bod C tak, aby platilo:

8) (ABC) = 3; b) (ABC)=—; c) (4BC) = J 2. (urdte tsedku

—_— 2
C,C, = 1 mm, na ktorej bod C le%i!); d) (1BC)= —1; e) (ABC) = —3.
(Zavedte, ako v texte, pomoenii hodnotu , a pouZitim mierky sostrojte
bod C.)

55. Aké hodnoty majit deliace pomery vzhladom nabody 4, B tych bodov,
ktoré lefin: a) na prediZeni tsedky AB za bodom 41 b) na prediZen{
UseCky A B za bodom B? ¢) vo vnutri tiseCky AB?

8. Velkosf uhlov.

Ako Usedky, tak aj uhly triedime podla velkosti. Dva uhly a, 8
moézu sa sebe rovnat (a = f) alebo a je mensSi nez § a f viacsi nez a
(a<<f. B> a)alebo obritene (a>f, 8<a). VSetky priame uhly majirov-
naku velkost. KaZdy duty uhol je mensi neZ priamy, kaZdy vypukly
uhol je viié8i neZ priamy. Podobne ako pri tsefkach,tak aj pri
uhloch, zavadzame pojem sii¢tu a+8 (a tiez saétu viac uhlov), po-
jem rozdielu a — B a pojem stiéinu z . a, kde z je kladné &islo (celé,
lomené alebo iracionilne). Polovica priameho uhla je uhel pravy;
teda vSetky pravé uhly si rovnake velké. Uhol ostry je mensf nez
pravy, uhol tupy je vicsi nez pravy, ale mensi neZ priamy.

V praxi sa odpraddvna berie za uhlovi jednotku stupeii, t. j. Tlo‘
pravého uhla; mensSie jednotky st minata a sekunda. Tieto jednotky
st vam dobre zndme; priklad 36°25'34".

Délezitd je vSak aj oblikovad micra
ublov. Memé ¢islo uhla a v oblikovej
miere rovna sa mernému Gislu obluka
kruZnice, obsiahnutého vnitri jej stre-
dového uhla a, priéom polomerom kruz-
nice je dlzkova jednotka; toto merné
dislo oznadujeme arc a (¢itame arkus a; a\
obr. 27). O velkosti obliika kruznice bu-
deme hovorit v druhej triede; ale so- v
znamte sa uz teraz s oblikovou mierou,
ktord je dolezitd vo fyzike. Ak je o° Obr. 27.
velkost uhla a v stuprioch, plati vzorec

)
<
Y

180

i o (-]

arcq = —— . a°: = . arc a.
ca 80 0 % a -
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Pre prevod stupiiov na arkus a obritene pouzivame obyvcajne ta-
bulky. Cislo 2 je znime Ludolfovo &islo

n = 3,141592653589. . .,
o ktorom budeme hovorit v druhej triede. Pre prax stadi obydajne
hodnota » == 3% = 3,142.... V oblfikovej miere velkost priameho
ubla je =, velkost pravého uhla je 1a. Dalej je napr.:
urc 60° = =, arc 30° = i, arc 45° = }=.
Velkost jednoduchych uhlov pieme obyCajne v oblikovej miere.

Dva uhly a, § menujeme vyplnkovymi, ak a + f# = z. DoleZitym
prikladom vyplnkovych uhlov st vedlajiic uhly. Dve rozno-
beiky p, g (obr. 28) tvoria Styri ubly a, g, y, §. Plati:

at+pf=npf+y=ny+o=ndta=n (1)

9 a z toho sa vypodita a=1y; g=24.
Dva vrcholové uhly sa seche rov-
naji. Z rovnic (1) modzeme vy-

— poctom zistit: Ak jeden zo Styroch
[ B/a vhlov a, 8,9, drovna sa 3= (je pra-
7/ P vy), kaidy sa rovnai 4z. O takych

dvoch priamkach p, ¢ hovorime,
Ze s navzijom kolmé, Ze jedna
z nich je kolmicou na druhy, Ze
stoja na scba kolmo. Viete,
7e danym bodom mdZeme

Obr. 28. viest na dand priamku pra-
ve jednu kolmicu.

Ak si dve priamky p,, p, kolmé na priamku ¢, si p,, p, medzi
sebou rovnobeZné. Zrejmsé je to, ak p,, p, splyni; ak viak p,, p, st
dve rézne priamky, nemézu mat spoloény bod C, lebo bodom C
prechidza jeding kolmica na priamku ¢. Obréatene plati: Ak sa p,, p,
dve rovnobezky a ak p, stoji kolmo na priam-
ku g, stojiaj p,kolmo na g. Priamky p,, ¢ nie
st rovnobezné, pretoze potom by boly p,, ¢
rovnobezné a nie kolmé. Teda p,, ¢ pretna
sa v bode C. Bodom C méZeme viesf kolmicu
p; na priamku ¢. KedZe obe priamky p,, p,
/n stoja na g kolmo, st p;, P; medzi sebou rovno-
{ bezné, t. j. p; je rovnobezka s p,, vedens bo-

dom C. Preto priamky p,, p; splynu a p, sto-
Obr. 29. ji kolmo na g.
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- Dolezité st vztahy medzi velkostami stran a uhlov v trojuholniku.
Viete (obr. 29), Zc ak st v trojuholniku dve strany a, b
rovnaké, rovnaké sa tiez protilahlé uhly a, $; obritene,
ak sta, fv trojuholniku dva c
rovnaké uhly, rovnaké su
aj protilahlé strany «,b. K o-
dévodneniu sa vritime v ¢lanku 9.

Trojuholnik, v ktorom a = b ale-
bo, ¢o je to isté, a ==f, menuje sa b
rovnoramennym a strany a, b s(
ramena, tretia strana menuje sa

zikladiioun.

Ak A ABC nie je rovnora- A
menny so zdkladtiou AB, a # f A B
(obr. 31); pre urditost povedzme, Obr. 30.

je a < B. Vnitri tsetky AC

existuje potom bod X tak, Ze <t ABX = a. Z toho plynie, Ze AABX
je rovnoramenny so zdkladiiou AB; teda AX = BX, takie b =
= AC = BX + XC. Aviak v trojuholniku A BOX je (BX + X0)
> BC. Kedie b = BX + X, a = BC, je ¢ < b. Tcda: Ak o dvoch
uhloch a, f# v trojuholniku plati a < f, potom o protilahlych stra-
nach a, b plati ¢ < b. Obratene, ak o dvoch stranach a, b v troj-
uholniku plati @ < b, plati o plotlhhlvch uhloch a, # vztah a < .
Lebo a ==8 by znamenalo @ =0, ¢o je nemozné; a < B by dalo
a < b, éo je tieZ nemoZné.

Cvilende.
56. Sostrojte euklidovsky uhly a = 225° f —= 75°! Uréte graficky uhol v,
. 3 3
akje: a) o =a+ f; b) o =5a-—28;¢c)w = ;ﬂ — al

57. DokdZte: a) Oba vedlajSie uhly si bud pravé, aleho je jeden ostry
a druhy tupy. b) Polovica dutého uhla je vidy uhol ostry. ¢) Dvoj-
nasobok ostrého uhla je vidy duty. d) Dva styéné uhly, ktoré sa vy-
plnkové, su vedlajsie.

58. Vyslovte nejaktt poucku, ktort a) moZno obratit, b) nemoZno obratit!

59. Nech je a = 40°. V akych medziach musi leZat uhol 8, ak ma byt a +
uhol ostry, ale a + 28 uhol tupy. Uréte medze pre ostry uhol a, ak nie
je velkost ubla a &isclne dand!

60. Z dvoch vyplnkovych uhlov jo jeden n-ndsobok druhého. Ako velké
s tie uhly? Pre aké n je velkost oboch uhlov dané celym podtom
stuprov. (Je 16 takych n, ak pocitamne i hodnotu n» = 1.)

61. Uréte v oblikovej miere tieto ubhly: 360°, 180°, 90°, 45°, 120°, 60°, 30°
135°, 225°, 270°, 330°, 124°.

62, Uréte v stupriovej miere velkost uhlov, danych v oblukovej miere:

2 . v
2n, 7, % 7, % Ty g, %x; 1 (tzv. radiant, t sa neéita); 2,1.
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83, Ktor4 pdmienka musf platit, aby priamky p, g v obr. 29 stély navzé-
jom kolmo? (4 moZnosti.)

64. V lichobezniku ABCD je AB || DC.
a) V bode A je vztyéend kolmicam | AB, v bode C je vztydend kol-

mica n | CD. Dokéite, Ze priamky m, n st rovnobeZné!

b) < DAB jo kosy. Preéo je i << ADC kosy?

65. V. A ABC jo AB = AC; vo vnitri strany AC le¥i bod X. DokéZte, fe
BX > CX!

66. Co sudite o velkosti stran trojuholnika ABC, ak o jeho uhloch plati:
a)f<a;f>y;b)a=y;p <a;e)f>a;f>p?

9. Shodnost trojuholnikov.

Jeden z najzakladnejdich pojmov v gecometrii je vieobecny pojem
shodnosti. Dva geometrické utvary menuji sa shodnymi, ak je moZné
premiestit prvy bez zmeny velkosti useéiek a ulilov tak, aby sa kryl
8 druhym.

Shodnost trojuholnikov je ddleZité. Piseme
A 4,B,C, @ A 4,B,0,, (1)

ak je moZné premics-
tit A 4,B,C, bez zme-
ny velkcsti tscéiek a
: uhlov tak, aby sa kryl

C, vrchol 4, s vrcholom
A4,, vrchol By s vrcho-
b2 lom B,, vrchol C; s vr-

cholom C,, teda aj stra-
na a, so stranou a,,
strana b; so stranou
a, [ A, by, strana c, so stranou
¢y, uhol @, s uhlom a,,

A € 8, uhol g, s uhlom g,, u-
hol y, s uhlom y,. Teda
Obr. 31. zo vztahu (1) plynd
vztahy
Gy =y by =1by ¢, =10¢y ay =0, fy=7P5 y1=17s (2)

Obratene, ako vieme, nielen Ze zo vztahu (2) plynie vztah (1), aleaj
ked vieme, Ze st splnené niektoré tri zo vztahu (2), uZ mézeme v ur-
gitych pripadoch usudzovat, Ze plati vztah (1), a teda vietky vztahy
(2). To je predmetom znadmych viet o shodnosti trojuholnikov. Su to
styri vety:

30



L. Dva trojuholnfky sii shodné, ked sa shodujti ich dve strany a uhol
nimi sovrety, t. j. (1) plati, ak je napr.
Ay == @y, by = by yy = p,.

IL. Dva trojuholniky si shodné, ked sa shoduje ich jedna strana
a dva prilahlé uhly, t. j. (1) plati, ak napr.
(M =7 Gy, Oy 7= Ay, Yy == Py
111, Dva trojubolniky s shodné, ked sa shoduji ich tri strany, t. j.
(1) plati, ak
(ty = 1y, by = by, ¢ = ¢,
IV. Dva trojubolniky sit shodné. ked sa shoduji ich dve strany
a uhol proti dlh’ej z nich, t. j. (1) plati, ak je napr.
= ag, by = by, 0, = ap, a; > b,.
Pre ticto zikladné vety o shodnosti trojuholnikov sa zavidzaja
znacky: sus pre vetu T, usu pre vetu 11, sss pre vetu I11, ssu pre vetu
Iv.

- podla sus, a teda < BAC = <t ABC alebo a = § (proti rovnakym
stranam lezia rovnaké uhly). Ked v trojuholniku A ABC je
X BAC = < ABC alchv a =g, joe A ABC 2 A BAC podla usu,
a teda BC = AC alebo @ == b (proti rovnakym uhlom leZia rovnaké
strany). O tychto dvoch vetich hovorili sme uz v ¢lanku 8. Pomocou
shodnych trojuholnikov odvodime si eSte niekolko inych znadmych
skutolnosti.

Ked je jeden uhol trojuholnika pravy, si oba ostatné uhly ostré.
Ak v A ABC je < C = I (obr. 33), dokéZee, Ze < 4 <5

Na predlzenej tsetke BC za bodom B

Curéime Btak,aby bolo BC=B'C.

Oba trojuholniky A ABC, NAB'C

maji pri vrchole Cuhcl pravy, ma-

juspoloéntistrann AC aBC=B'C. A | C

Preto A ABC 2 A\ AB'C a z toho N |

sadime, Ze <X BAC = <X B'AC. ~ - I

Ale oba ticto uhly dohromady ~ |

tvoria duty uhol w = < BAB’; ~

teda X BAC = }w. Ale 0 < =, Obr. 32. 4

teda < BAC < }a=. .
Trojuholnik, ktory m4 jeden uhol pravy (a teda dva ostré), menuje

sa pravouhlym trojuholnikom. Strana proti pravému uhlu menuje

sa preponou, strany pri pravom uhle menuji sa odvesnami. Plat
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znima veta: Prepona pravouhlého trojuholnika je viié¥ia ne% od-
vesna. Veta je spriavna, lebo proti prepone leZi uhol pravy, proti
odvesne uhol mensi nez pravy a proti vidiiemu uhlu lezi dlhsia
strana.

Ked je jeden uhol trojuholnika tupy, st oba ostatné uhly ostré

a strana proti tupému uhlu je dlhia neZ ktorikolvek z ostatnych strin.
Nechv A ABCje % C> 3 (obr. 34); dokijeme, Ze L 4 < -
g Pretoie X ACB je vidsi nez pra-

vy, mozeme vnitri Gsecky AB

P uréit bed P tak, ze -y ACD je pra-

/ vy; potom A ACP ma pri vrehole

| C uhol pravy, teda pri vichole 4

( | uhol ostry. Ale oba trojuholniky
! A ACP, A ABC maji pri vrehole
A ten isty uhol. Ze strana AB je

A ¢ najdlhsia strana v A ABC, plynie
Obr. 33. opit z vety, Ze proti vidsiemu
uhlu lezi dlhdia strana.

Z predchidzajiceho vidiet, Ze kazdy trojuholnik mé asponi dva
uhly ostré. Ak st vietky tri ubly ostré, mame trojuholnik ostrouhly;
o pravouhlom trojuholniku sme uz hovorili; ak je jeden uhol tupy,
mame trojuholnik tupouhly.

Ak leZi mimo priamky p bod 4, midme na priamke p jediny bod P,
pre ktory plati, Ze Gisecka AP stoji kolmo na p; bod P menuje sa
pitou kolniee, spustenej z bodu 4 na priamku p. Ked je X ktory-

kolvek iny bod priamky p, je AP <<AX, pretoze AP jeodvesnaa AX

je prepona pravouhlého A APX.

Preto tsetka AP menuje sa vzdia-
™ Ienostou bodn 4 od priamky p.
b Okrem toho plati: Pita P kel-
N mice spustenej s bodu A na priam-
' \ ku p rozdeli p na dve polpriamky;
! \ ked sa bod X na jednej z tychto
, I' .  Dbolpriamok vzdaluje od hodu P,
L — > vzdialenost AX stale sa zvii€Suje
X, X, P Xo a uhol < AXP sa stile zmen¥u-
Obr. 34. je.

Dokaz (obr. 35): Mame dokézaf, Ze je AX; < 4X, X AX,P <
< X AX,P. V pravouhlom A AXP; je ¥ AX,P ostry,a preto

A

\
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vedlajsf < AX,X,je tupy. Z A AX,X, teda plynie, 7e 4X, < 4X,
(proti tupému uhlu je najdlh§ia strana). Aby sme dokazali tvrdenie
o uhloch, uréme na opaénej polpriamke bod X, tak, aby bolo
PX, = PX_; trojuholniky A APX,, A APX, maji pri vrchole P
pravy uhol, maji spoloéné stranu AP a je PX, _?X:, preto
A APX, @ \ APX podla sus. Z toho stidime jednak, Ze AX,=
= AXO, jednak, Ze X AX\P = g AX P. KedZc AX, < AX,, je

AX, < AX,; aviak AX, AX2 st dve strany tro;uholmka, AX X,;
pretoze proti mensej strane je mensi uhol, mame X AX, X <
< X AX X, alebo Y AX,P < S AX P. AvSak <X AXIP =
= X AX P; teda X AX,P < X AX,P.

Ak le%i bod A mimo priamky BC, piita kolmice, spustenej z bodu
A na priamku BC, padne:

do bodu B, ak <t ABC je pravy;
A do vniitra polpriamky BC, ak <
ABC je ostry;

do vniitra opa¥nej polpriamky,
ak < ABC je tupy.

Dékaz. Pripad pravého x4 BC
je jasny. Ak nie je X ABC pra-
vy (obr. 35), vznikne A ABP
s pravym ublom pri vrchole P;

éz B p ¢, pri vrchole B méme ostry X ABP
a uhol k nemu vedlajsi je tupy.
Obr. 35. Uhol < ABC splynie s jednym

z tych dvoch uhlov.
Cuilenie.
67. a) Kolkymi inymi, ale sprdvnymi zédpismi moéZe sa nahradif zépis
A ABC ©@ A A’'B’C'?

b) Ak je A JKL @ A XY2Z, rozhodnite, ktoré z tychto zépisov su
iste sprévne aa) ALJK w AZYX, bb) A YXZ © A KLJ,
cc) A ZXY 2 A LJK,dd) A JKL © A XZY.

Cvidenie 68 a 69 sa vztahuje na obrézok 36, ktory nie jo sprdvne na-

rysovany a vysvetluje len oznadenie. Vieme viak, Ze bod E je stred

tsetky AD. Zakazdym nadrtrite si vlastny obrézok a pomocou uréitej
vety o shodnosti rieSte prislusné cvitenie. -
68. Body B, E,C v obr. (36)letia v jednej priamke. Pritom je a) #B = OF;

b) EA = DE. Ktoré dalgie 1isetky a uhly sa v obr. rovnaja?

69. V obr. (36) je a = 8, AB = OD. Dokéi#te, Ze body B, E, C lefia v jednej
priamke a vyhladajte rovnako velkd tsetky a uhly!
70. V obr. (37) je BD = DO, AD = DE a body A, D, E le¥ia v jednej

priamke. DokéZte, Ze: a) polpriamka BE leZi v uhle & CBF; b) A
ADO « A EDB.
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¢) Uhol y < < OBF (vonkaj$i uhol pri vr-
A= ()] chole B3). Vyslovie vizledok!
v d r \ 8,7 71. Z viel o shodnosti trojubwluikov odvodte ve-
Y Y ty shodnosti trojuholuikov pravouhlych!
/ 72. UZithn vlastnosti ublov v pravouhlom troj-
\ / uholniku dokazte, Ze:

~/ a) z bodu B méze sa na priamku AC (obr.
\E 32) spustit najviac jedna kolmica;
wXE b) prenesenim uhlaXBAC v obr. 32 do po-

e lohy X CAB’ tak, %o A’ = AB, ziskame
prave jedini kolmicu BB, spusteni z bo-
\ du B na priamkn AC.

/ 73. Kolko ublov v kazdom trojuholniku je vZdy
A \ ostrych?
S\ A\ 74. Ak plati, Ze A ABC 2 A ACB w2 ACAB,
B — \E ¢o sudite o strandch a uhloch tohto troj-
uholnika?
75. V rovnoramennom trojuholniku ABC je BC
Obr. 36. zékladiia. DokdZte:
a) Oba uhly g,y prizikladni sa vidy
P £ oxtré; ake teda méame druhy rov-
noramennych trojuholnikov?
Predo nemdza byt uhly 8, y pra-
vé alebo tupé?
b) Ak je D stred strany BC, je
AD | BC a <. BAD = X CAD
(asccka AD menuje sa os rovno-
. ramenného A ABC).
F ¢) Z vysledku evié. 75 b) a z existen-
cic jedinej kolmice k, spustenej
7 boda.d na prinmku BC, dokdz-
te, Ze pita kolmice & je bod D.
76.V A ABC je X ABC tupy alcbo pravy. Ak je X vnutorny bod strany

BC, potom plati A < AX < AC.

77. Ak jo v trojuholniku ABC g <y a ak jo P piata vySky AP | BC,
potom je < CAP < < BAP. Dokéi¥te, pre pripad ked st giy uhly
ostré a tieZ, ked jo p uhol pravy alebo tupy.

78. Dok#zte: Sucet dvoch stran v trojuholniku je viissi ako strana tretia.
(Pre y =R jo iste a < b + ¢. Ak je f < R, y < R, potom’ vyska
AP | BC mé pitu P vnatri BC. UvaZujte A ABP, A ACP a sti-
tajte (AB + AC) a (BP 4 CP).)

79. Z vysledku cvig. 78 odvodte poulky o rozdieloch dvoch strén v troj-
uholniku.

80. Sudet dvoch ublov v trojuholnikn je mensi ako 2R. Pre ktoré dva uhly
jetozrejmé? (Ak jo -t AX, X, v A AX X, (obr. 34) tupy, je <X 4X,X,
ostry; ten nahradte viaé$im uhlom < AX,P.)

8
Obr. 37.

III. SHODNOST

10. Osova stimernost. DoleZity pojem shodnosti sme doteraz pre-
brali len potial, ze sme zopakovali zndme vety o shodnosti troj-
vholnfkov. Teraz budeme dtudovaf pojem shodnosti v¥eobecne a
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ako obyé&ajne obmedzime sa na dva atvary, ktoré lezia oba v tej istej
rovine g. Body prvélio utvaru nazveme vzormi, body druhého ttvaru
nazveme obrazmi a oznaéime ich ¢iarkou; napr. A’ bude obrazom bo-
du 4 a ziroveil 4 bude vzor bodu -1’, podobne p’ bude obraz priamky
p a p bude vzor priamky »'. Bod, ktory splynie so svojim obrazom,
je samodruZny bod; takyto bod splynie, pravda, iso svojim vzorom.

Nasu rovinu p predstavme si ako stranku soSitu (ktord v skutod-
nosti je, pravda, len Castou roviny); na nej jo narysovany prvy
utvar U. Tento utvar prenesieme na priesvitny papicr, ktorého
polohu zmenime a v novej polohe prenesieme Gtvar, narysovany na
priesvitnom papieri zpiit do soSitu. Tym dostaneme v sosite druhy
utvar U’, shodny s itvarom U. Zmena polohy priesvitného papiera
moéZe byt dvojaké. Bud je pri konetnoj polohe, rovnako ako pri za-
diatodnej, lice priesvitného papiera pod opal\om alebo obratime prie-
svitny papier naopak. V prvom pripade midme shodnost priamu,
v druhom shodnost neprianiu; oba pripady sa jeden od druhého lisia
¢o do smyslu oticania (pozri élanok 3). Pri prechode od vzoru U
k obrazu U’ I\Iad'ny smysel otdCania zostane kladnym a ziporny
zostane zapornym, ak ide o shodnost suhlasnu, napmt,l tomu klad-
ny smysecl otidania prejde v zidporny a ziporny prejde
v kladny, ak ide o shodnost nepriamu.

Zikladna vlastnost vicobecného pojmu shodnosti je tato: Ak si
A, B dva rézne body rovinného iitvaru U, a ked cheeme sostrojit
]eho shodny obraz U’, mo%eme polohu obrazu 4’, B’ zvolif [ubovolne,
lenZe tiseéka A B musi sa rovnaf useéke A'B’. Ak je uskutoénena volbha
obrazov A’, B', zostiva eSte dvojakd moZnost pre polohu itvaru
U; shodnost jo pri ]DI‘V(}J moinosti priama, prl druhej nepriama.

Viimnime si najmi pripad, Ze i
dané dva rozne body A, B st
samodruzné. Shodnost je jedno-
znacne urdend, ak vieme, &i je pria-
ma alebo nepriama. Priama shod-
nost je v tomto pripade totoZ- . ___.__
nost; kazdy bod je samodruzny,
splynie so svojim obrazom. Tym
smezistili, Ze pri priamej shodnosti,
ktora nie je totoZnostou, existuje Lyt obe 3
najviac jeden samodruzny hod. Ne- T @
priama shoednest, pri ktorej oba dané body 4, B si samodruZno, menu]e
sa osovou stmernostou; priamka’ 4B je 08 simernosti; oznaéme ju o.
Obraz bodu C, priamky papodobne pri osovej sﬁmemosti, ktorej o-
sou jedand priamka o, nazvime kratko siimernym obrazom bodu C,
priamky p a podobne podIa osi 0. Ked je titvar U narysovany na liste

l
|
|
|
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papiera a je obsiahnuty v jednej polrovine, vytatej osou o, dostaneme
jeho stimerny obraz U’ podla osi o sloZenfm papiera pozdlZ priamky o.

KazZdy bod osi o je v osovej stimernosti samodruZny. Ak lezi bod
H (obr. 37a) mimo osi o, leZi jeho obraz H' v polrovine opaénej k oH,
a preto usetka HH' pretne os v bode S. Bod S je samodruiny,
a preto obrazom usecky HS je Gsecka H'S’, takie HS= H'S’, t. j.
S je stredom tusecky HH'. Ak je X ktorykolvek iny bod osi o, je
aj X samodruzny, a preto obrazom < HSX je <t H'SX. Oba tieto
uhly su rovnaké, st to uhly vedlajSie a st pravé. Ako viete,

nazyvame osou lisetky HH' priamku, vedent stredom tejto tsetky
kolmo na priamku HH'. Teda ak bod H lezi mimo priamky o a bod
H’ je jeho siimernym obrazom podla osi o, je priamka o osou usetky
HH'. Iste plati aj obratene: Ak je o os lisetky HH’', je kaZdyf z oboch
bodov H, H' siimernym obrazom druhého podfa priamky o. Ked X
je TubovoIny bod osi 0, obrazom tsetky HX je usetka H'X, takZe
HX = H'X. Teda: Ka%d§ bod na osi tisecky HH’ je rovnako vzdia-
leny od H ako od H’. Obritene: Ka¥%dy hod, rovnako vzdialeny od
oboch réznych bodov H, H’, le¥i na osi tisetky HH'. To by sa lahko
dokazalo priamo, ale plynie to tieZ z nasledujicej vety.

Ak bod Y nele¥i na osi o tisetky HH', je Y bliZSie tomu z hodov H,
H’, od ktorého nie je oddeleny osou o.

Doékaz. Predpokladajme, Ze bod Y lezi vniutri polroviny oH.
Méme dokézat, %e HY < H'Y.

I. Ak splynie bod Y s bodom H,
je to zrejmé.

II. Ak lezi bod Y vniutri Gseky
_ HH’, musi lezat vnitri asetky HS
H 'y S H' (_ol)_r. 38), takZe je_H—I’ < "HS,
HS = H'S, H'S < H'Y, teda
- HY <HY.

ITYI. Ak lezi bod Y na priamke
HH’, ale mimo tsetky HH’, musi
Y lezat na predl¥eni usetky HH'
za bodom H. V tomto pripade je
zrejmé (obr. 39), te HY < H'Y.
= ———=F-—-TF<-——+-  1IV.Zostava elte pripad, Ze bod

4 H S H' Y le#i mimo priamky o aj mimo
priamky HH' (obr.40). Body H', Y
Obr. 39. st od seba oddelené priamkou o,
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a preto tsetka H'Y pretne priamku o v bode X, ktory musi byt iny
ako bod 8. Plati: H'Y = H'X 4+ XY, HX = H'X, teda H'Y =
= HX + X7. Naproti tomu plynie z A HXY, 3¢ HY < HX +
+ X7, takZe skutotne HY < H'Y.

Teraz budeme zistovat sa-
merny obraz p’ priamky p podla
priamky o, pricom zaéneme pripa-
dom, Ze p je rovnobezna s o. Pri-
pad, Ze p splynie s o, vyludime.

Priamka p teda nepretne priam-
ku o, a preto lezi celd vnutri jednej
polroviny, oddelenej osou o. Obraz
p' priamky p lezi vnutri opadnej
polroviny, a preto priamky p,
p’, 0 nemaji spoloény bod; teda
priamky p, p’, 0 s navzijom rov- Obr. 40.
nobezné. Kazdy bod na osi o je
samodruzny, a musi teda mat rovnaka vzdialenost od oboch pria-
mok p, p’. Nijaky iny bod X neméze byt tak daleko vzdialeny od
p ako od p’. Lebo ak bod X neleZi na osi o, lezi vnatri jednej z oboch
polrovin, vytatych priamkou o, napr. (obr. 41) vnutri tej, v ktorej
lezi priamka p. Kolmica, spustena z bodu X na priamku o, stoji
kolmo aj na rovnobeiné priamky p, p’ a pretne ich v bodoch H, H'.
Vzdialenosti bodu X od priamok p, p’ rovnaju sa HX, H'X, kde o
je os GiseCky HH',a vieme,2e HX < H'X. Bod X je blizsie k priamke
p ako k priamke p'.

Ak st dané dve rézne rovnobezky p, p’, Jahko uréime priamku
o, podla ktorej je kazda z priamok p, p’ simernym obrazom druhe;j.
Staéi v obr. 41 viest Iubovolnu kol- X
micu na p, ktord je kolms i na’p’ 1
a pretne p, p’ v bodoch H, H'. HIa- . |
dana priamka o prechadza stre- Ly
dom 8 tused¢ky HH' rovnobeine |
s oboma priamkami p, p’. Priamku
onazvime osou rovnobeZiek p, p’.
Napisme si vetu, ktori sme teraz
dokézali: Ak si p, p’ dve rdzne
rovnobeZky a o je ich osou, je L H
kaZdy bod priamky o rovnako —_————t—————— p'
vzdialeny od oboch priamok p, !

p’. Obratene, kaZdy bod, rovnake Obr. 41.
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vzdialeny od p i od p’,leZi na osi o. Ak hod X neleZi na o, je touto
priamkou oddeleny od ]ulne] z oboch priamok 9, p’. Ak priamka 0
oddeluje napr. bod Xodp/, ]e X bliZie k priamke p neZ k priamke p'.

Ked priamka p stoji kolmo na

! F os simernosti o (obr. 42), je v oso-
| vej stmernosti samodruzna, t. j.
| splynhie so svojim obrazom. Obsa-
: huje jediny samodruiny bod S,
- 1S _ ktory rozdeli p na dve polpriam-
' T * ky, z ktorych kazda je v osovej sia-

mernosti obrazom druhej. V8imni-
me si, ze ak st X, Y dva rozne bo-
dy priamky p a X/, Y’ st ich
obrazy, Gsecky XY, X'Y’ su se-
be rovné,” ale maji opadny
Obr. 42. smysel; budeme to potrebovaf
v ¢lanku 12.-

|
)
|
|
|

Ak priamka p pretne os simernosti o v bode V, ale nestoji kolmo
na o (obr. 43), tvoria priamky o, p $tyri uhly, z ktorych dva st ostré
a sebe rovné a na obrazku st oznadené ay, 0y; druhé dva, na obrazku
nevyznacené, su tiez sebe rovne ale tupé. Stmerné obrazy ostrych
uhlov a,, a, st ostré uhly a’y, o’y s tym istym vrcholom V; véetky

p étyn uhly a, a,, d'y,

AN s a’, st rovnaké. Rame-

\ ' na uhlov oy, o', lezia

jednak v priamke o,

\ jednak v tej priamke

_ / p', ktoréd je simernym

: ot 0‘; > : i 0 obrazom priamky p.

A, \ﬂ, W3 i A, Oba ostré uhly a,, o',

7 \ . tvoria dohromady du-

AN ty uhol §;; podobne oba

N . ostré uhly a,, o'y tvo-

/ N ria spolu duty uhol S,.

N p Uhly B,, B, st navza-

Obr. 43. . jomvrcholové aich ra-

mend leZia v priamkach

p, p'. Ako viete, osou uhla nazyvame polpriamku, ktore] zactiatok

je vo vrchole uhla a ktora prechddza vnatrom uhla tak, Ze ho deli

na dva rovnaké uhly. V naSom pripade bod V deli priamku o na dve

polpriamky V.4, VA,, z ktorych prva je os uhla §;, druh4 os uhla
B, e S @ P _
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Osou dvoch rdznobefick p, p’ s prieseéikom V nazvime kazda
priamku o, podla ktorej je jedna z priamok p, p’ simernym obrazom
druiej. Z predchidzajiceho je jasné. e dve rdznobeZky p, p’ maji
dve osi oy, 0,. Dostaneme ich, ak sostrojime osi vSetkych styroch
ublov, tvorenych rdznobeikami p, p’ (obraz 44). Os VC uhla
X 4,V A4,’spolus osou
Ve’ utla» A,V Ay tvori i 0.
priamku o,, os VD uhla ,

X 4, VA’;spolu s osou NG © 0 A’//
AD" ubla & VAV, N : e
tvorf priamku o,. Podla , N ;

osi 0, sﬁmemylil obra- ¢ \\. - c
zom polpriamky VA, T AN
je polpriamka VA4’, v
a saimernym obrazom 7 [
polpriamky VA4, je e [ p
polpriamka V4’,. Pod- ) A Lp* A ~
Ia osi 0, sumernym ’ .

obrazom polpriamky Obr. 44.

VA, je polpriamka

VA’, a simernym obrazom polpriamky VA, je polpriamka VA'y;
uhly & A,VA',, < A',VA, =4 vedlajsie, a preto ich stdet je m;
uhly X DVA’,, < A’,VC’ s polovitné z predoilych, a preto ich
sucet je 3z. Teda: obe osi 0,, 0, dvoch rdznobeZiek p, p’ stoja na seba
kolmo. KaZda z oboch priamok p, p’ je siimernym obrazom druhej,
ako podla osi o,, tak podla osi o0,; pretoZe kazdy bod osi simernosti
je samodruZny a pretoZe osovéa simernost je shodnost, méme: Ka%dy
bod z ktorejkolvek z ohoch osi o,, 0, dvoch réznobeZiek p, p’ je rov-
nako vzdialeny od p ako od p’. Obratene: Ka%dy bod, ktory mé rov-
naké vzdialenosti od oboch réznebeZick p, p’, leZi na jednej z oboch
osf tychto réznobeZiek. Inak povedané, bod X, ktory nelezi ani na
0, ani na o,, nemdze byt rovnako vzdialeny od p aj od p'. To by sa
dalo dokazat priamo. .

My vSak vySetrime, ku ktorej z oboch priamok je bod X blizsie. To
je celkom zrejmé, ak bod X leZi na jednej zoboch priamok p, p’, pre-
toZe potom jeho vzdialenost od.tej priamky, na ktorej lezi, rovna sa
nule; je teda mensia ako vzdialenost bodu X od priamky druhej. Ak
X nelezf ani na jednej z oboch priamok p, p’, lezi vntri niektorého
zo §tyroch uhlov, ktoré tvoria tieto priamky. Nech bod X lezi vnutri
uhla X A,V A’; (obr. 45). Osou tohto uhla je polpriamka VC, ktora
je dastou priamky o,; preto bod X na nej nelezi. Polpriamka VC
deli duty uhol <X 4,VA’, na dva rovnaké ostré uhly <X 4,VC,
X CVAy. Bod X musi lezat vnitri jedného z tychto uhlov; nech
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bod X lezi vnutri ¢ 4,V C.Z tohoto predpokladu dokézZeme, Ze bod
X je blizsie k priamke p, &ize k priamke VA,, nei
k priamke VA',. Uhol < 4;VX je mensi nez ostry X 4,VC, teda
X 4,VX je ostry; okrem toho Iahko dokdZeme, ze X 4,VX <
<X XVA',. Preto ak
sostrojime polpriamku
VB tak, aby ostré
uhlyx 4,7VX, X XVB
boly rovnaké a boly
sty¢né, bude polpriam-
ka VB lezat vnutri <
A,VA',,apreto priam-
ka VA'; bude okrem
bodu V lezat celd mi-
mo X A,VB. S bodu
X spusfme kolmice na
priamky VA,, VB ao-
znadme ich pity P, Q.
Pretoze uhly < 4,V X,
X X VB st ostré, lezia
body P, @ vnutri pol-
priamok VA4,, VB. Bod
X lezi na osi X 4,VB, a preto obe vzdialenosti PX, QX st rovnaksé.
Oznaéme Z pitu kolmice s bodu X na priamku VA4';. Ak tato padne
do bodu V, zrejme plati: PX < VX. Este mame dokazaf, Ze
PX < ZX alebo QX < ZX v tom pripade, ak je bod Z iny ako
bod V. To je Iahké, lebo bod Z leii mimo uhla < A4,VB, vnatri
ktorého lezi bod X. Uhol < 4,VB je spolo¢nou dastou oboch pol-
rovin 4,VB, BV A,. Preto vnutri Gsecky XZ musi byt bod Y, ktory
lezf na hranici jednej z oboch polrovin, t. j. bud na priamke V4,,
alebo na priamke VB. Préto vzdialenost XZ je vidsia ako vzdiale-
nost XY, ktord sa aspoii rovna (ak nie je vidSia ako) XP. Teda
XZ > XP.

Obr. 45.

Cuvidenie.

81. Narysujte dost velky A ABC a mimo neho priamku A’B’ tak, aby
A’B’ = AB.
a) A ABC premiestite do novej polohy A A’B’'C’ @ A ABC; d4 sa
to urobit dvoma sp6sobmi. Ako rozliSite oba vysledky ? UZite vetu
o uréeni trojuholnika (sss). Sledujte smysly < ABC, < A’B'C".

82. Cvié. 81 opakujte s piatuholnikom, ktory nie je konvexny. Aky bude
vysledok, ked A’ = A4, B’ = B?
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83. Dané je os stimernosti o0 & mimo nej bod H; uréte jeho obraz H’!
Konstrukeciu urobte tak, ¥e:
a) uréite priamku HSH’ | o poufitim dvoch trojuholnikov (pozri obr.
37);

b) prenesiete < SXH do polohy < SXH’ (pozri obr. 40);

c¢) z dvoch na osi zvolenych bodov X, X’ opiSte kruZnice (X; r = XH),
(X’; r = XH’). DokéiZte, Ze obe kruinice maju na priamke HSH’
spoloéné len body H, H’. Pozri vysvetlenie k obr. 35 v odseku 9.

84. Zvolte patuholnik ABCDE a os stimernosti o, ktord a) patuholnik
nepretina, b) prechddza bodmi 4, D, ¢) pretina strany AB, DE mimo
ich vrcholov. Uréte obraz piatuholnika! (Pri konStrukeii uZite samo-
druZnych bodov!)

85. V trojuholniku ABC je AB = AC. Potom priamka o | BC, preché-
dzajica bodom A, je jeho os; &o to znamena? Nadlrtnite iné utvary,
ktoré maju os!

86. Os o usedky AB = 100 (rozmery v mm). Rozhodnite tsudkom, akii
polohu bude mat bod X vzhladom k osi o a vzhladom k tsetke AB
abodom A4, B; viete, Yo a) XA = 37; XB = 64;b) XA = 32, XB=68;
¢) XA =110, XB = 10; d) X4 = 23, XB = 120; ¢) XA = 140,
XB = 139; f) X4 = 60 = XB; g) XA=50=XB; h) XB = 30 a bod
X je na priamke AB. Je mo¥né, aby platilo: AX = 73; XB = 261

87. Osi strén trojuholnika ABC sa pretinaju v jednom bode O, ktory je
gt;fl(li{om kruZnice opisanej trojuholniku. DokéZte a vykonajte kon-
trukeiu!

88. Priamku o zvolte za os simernosti. Na jednotlivé otdzky odpovedzte

a nadrtnite od ruky!

a) MéZe bod splynat s bodom simerne sdruZenym? Kde le%ia také
body a ako sa menuju?

b) Akt polohu musi mat tseSka, aby jej obraz bol na jej prediZeni?
Co plati o smysloch oboch tsediek ?

¢) Ak4 usecka splynie so svojim obrazom? (2 moZnosti)

d) Ak4 priamka splynie so svojim obrazom? (2 moZnosti)

e) Ak4 priamka je rovnobeZné so svojim obrazom? Co viete o tejto
rovnobeZnosti?

f) MéZe priamka stdt kolmo na svoj obraz? Kolko takych priamok
prechadza danym bodom?

g) Ak st priamky stimerne sdruZené réznobeZné, kde leZi ich priesedik ?

89. Narysujte dve rovnobezky p, p’ a useSku AB. Uréte bod X, ktory je
rovnako vzdialeny od priamok p, p’ a ktory je tieZ rovnako vzdialeny
od danych bodov 4, B. VySetrite podmienky rieSiteInosti!

90. Uréte euklidovsky os vypuklého uhla!

91. Na priamke p, ktord pretina obe ramend daného < MUN, néjdite
bod X, rovnako vzdialeny od oboch ramien!

92. Uhol a’ vedlajdi k vnatornému uhlu a trojuholnika 4 BC menuje sa
vonkajsi uhol. DokéZzte:

a) Osi vnatornych uhlov «,, u,, u; pretinaju sa vo vmitri trojuholnika
v jednom bode S, ktory je stredom kruZnice vpisanej.
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b) Dve osi uhlov vonka]swh a jedna os uhla vnator noho pretma,]u sa
v strede kruZnice, pripisanej troluholmku(napr osi v’ 1 u’y, uy pretni
sa v bode S;). Vysvcthte, ako obratne sostrojite os u’;, ak poznate
08 ;!

¢) Strany a osi tvoria zaujimavé soskupenie bodov a priamok. Cim je
bod 8 v A 8,85,55?

11. Posivanie. Ak st dané dve rézne priamky o,, o, (obr. 46),
mézemo si k TubovoInému bodu 4 najprv sostrojit jeho simerny
obraz 4* podla osi 0, a potom sostrojit simerny obraz A’ bodu 4*
podla osi 0,. Tym dostaneme nova shodnost, pri ktorej obrazom
TubovoIného bodu A je prave so-
strojeny bod A’. O tejto shodnosti
hovorime, %e je sloZeni z dvoch
osovych siimernosti s osami o,, o,
(v tomto poradi) a oznaéime tato
shodnost v tomto ¢lanku (o,, 0,).
Kazda osova stimernost je nepria-
ma shodnost; Iahko sa dokéaze, Ze
(04, 0,) je priama shodnost,
ktort teraz podrobnejSie prestu-
dujeme. Pri tom musime rozo-
znavat dva prlpady podla toho,
Obr. 46. & prmmlq 04, '0, st rovnobeiné
a & réznobezné.

Najprv preétudujeme'(ol,'oz) za
predpo]\ladu, Ze sU obe 0si 0y a 0,
navzajom rézneia rovnobeiné.
Nech je'X IubovoIny bod (obr. 47)
a nech je k kolmica, vedena bo-
dom X na priamku o,, ktors stoji
kolmo aj na o,. Priamka k pretne
priamky o,, 0, v bodoch Mle.
pretoze M, lei na 0y, splyme M,*
s M, a bod M,’ je simerny obraz
bodu M, podla osi 0,. Bod X’ s0-
strojime, ak sostrojime najprv sa-

Obr. 47. merny obraz X* bodu -X. podla

osi 0, a potom stimerny obraz X’

bodu X* podla osi 0,. Vieme (pozri str. 38), Ze Gsetky M, X, M, X*
st rovnaké, ale maji opaény smysel. Z toho plynie, Ze tseSky M X,
M, X'st rovnaké a majit ten isty smysel a z toho Tahko pozndme,
Ze aj Gsedky M My, XX’ st rovnaké a maji ten isty smysel. Aviak

><>e~

X

*

>

X

e — e b — e — e —
>
<

X
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tsetka M, M’, je dvojndsobok tselky M ,if,a md s flou ten isty
smysel. Teda tic% tisetka XX’ je dvojnisobok visetky M A’y o mi
s fou ten isty smysel. Ak sii texez (obr. 48) Ly, &y dve priamky, ktoré
stoja obe kolmo na o, a teda aj kolmo na 0y, a ak st My, N, ich prie-
sediky s priamkou o,, M,, N, ich
priesetiky s priamkou o,, vieme, Ze
M,M,=N,N,, ateda je zrejmé, zc
M,M, a N,N, st sithlasne rovno-
beiné. Z toho stdime: Ak sii o,.
oy dve rdzne rovnobeZky, potom
pre vietky polohy bodu X tseéky
XX’', kde X’ je obraz bodu X pri
shodnosti (0, 0,), 8l rovnaké a ma-
ji ten isty smysel.

Ka¥d4 tsetka XX’ sa rovnad

, N,

n,

RS

0;

_—— e e - — e e —

x

|
1
!
1
|
|
[
1
i
'

k.

dvojnisobku vzdialenosti oboch
rovnobeziek o,, 0,. Ak jo & Tubo-
voIné kolmica na priamky o;, 0,
a ak st M,, M, priesetiky priam-
ky k s priamkami o, 0,, rovnd sa
XX’ dvojnésobku usetky M,Jl,
a obe Gsetky XX', M, M, st st-
hlasne rovnobeZné.

Takato shodnost menuje sa po-
sivanim alebo transliciou. Posii-
vanie je jednoznadne urdené, ak si

Qbr. 48.

A

0,
1

'S

S T AR S A

I
|
1

7

Obr. 49.

zvolime TubovolIne bod A a Tubo- K
volne i jeho obraz A’, ktory musi byt rézny od 4. Obraz X’ Tubo-
volného bodu X je jednoznadne urdeny tym, %o XX = A4,
XXM A4’ Obe osi 0y, 0, mbdieme zvolif réznymi spésobmi. Naj-
jednoduchsia je tato volba (obr. 49): Priamku o, vedme bodom
A kolmo na AA'; priamku 0, vedme rovnobeZne s o, stredom §
tsetky A4,

Qvilenie.

93. Narysujte dve rovnobeZky tak, aby ich vzdialenost bola 5,5 & zvolte
si na nich tselly AB, A'B’ tak, aby platilo
AB 4t A’B’, AB = A’B’ = 4,
Potom sostrojte A ABC &2 A A’B’C’, ak je dané BO=5,5, AC = 6,5,
prifom s oba trojuholnfky priamo shodné (ako to urobite?). Do-
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94.

95.

96.

12.

kéZ%te: a) A A’B’C’ je obrazom trojuholnika ABC pri posunuti urée-

nom tym, %e je XX’ || AA’, XX’ = AA!, kde X’ je obraz IubovoIného

bodu X roviny.

b) Zvolte troma réznymi spbsobmi osi simernosti oy, 0, tak, aby
shodnost (0,, 0,) bola posunutie, ktoré prevadza A ABC do polohy
A A’B’C’. Plati, %o (0,, 0,) jo td ist4 shodnost ako (og, 0,)? Ktora
z osi méZote volit Tubovolno?

¢) UvaZujte o pripado, kedy priamky AB, A’B’ navzijom splyvaju.
V cvié. b) st osi koliné na A4’. Volte (1) o, Iubovolne, (2) 0, bodom
A, (3) 0, bodom A’.

Dokézte, e v posunuti (0,, 0,), a) ktoré nie je totoZnostou, Ziaden bod

X nesplyva 8o svojim obrazom X’. (Vedte os 0, bodom X.)

b) Ak priamka a nie je kolm4 na o, potom tieZ obraz a’ nie je kolmy
na o,.

¢) Ak priamka b mé spolotny bod so svojim obrazom ', je kolmé nao,,
a teda splyva so svojim obrazom. (Uréte obraz X’ spoloéného bodu
X priamok b, b".)

d) Priamka ¢, ktora nie je kolmd na oy, nemé so svojim obrazom spo-
loény bod.

o) Ka¥ds priamka je rovnobe¥né so svojim obrazom. (Pozri 94c, d.)

Dany je A ABC a dva IubovoIné body A,, 4,. Vykonajte posunutie
tak, aby bod A presiel do polohy 4, a druhé posunutie, pri ktorom
bod A4, prejde do bodu 4,. Dokéite, Ze ten isty vysledok dostaneme,
ked bod A posunieme do bodu 4,. (UZite vysledok z cvid. 94.)

Zvolte si A ABC a dve réznobeZky m, n. Trojuholnik 4 BC prevedte
do novej polohy A A’B’C’ tak, aby body A’B’ leZaly na priamke m
a bod C na priamke n.

Stredova stimernost; rovnobeZky a uhly.

Teraz budeme preberat priamu shodnost (05, 0,), sloZzent z dvoch
osovych stimernosti za predpokladu, Ze 0,, 0, 54 dve rdéznobezky
s priesetikom S. Zatneme s tym pripadom, Ze o,, o, stoja na seba

kolmo (obr. 50). Bod S je samo-

A druzny pri shodnosti (o,, 0,). Ak

. méme bod 4, ktory nele#i ani na o,

| ani na o,, utvorime najprv jeho
PO sumerny obraz 4* podla osi o, a po-
T, tom stmerny obraz A’ bodu 4*

0,
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| < podla osi 0,; bod 4’ je obrazom
N | bodu 4 pri shodnosti (o,, 0,). Ak

[ je T, priese¢ikom priamky AA4*

! s osou o,, T, priesetik priamky
A A*4’ s osou o0, potom siimerny
T. obraz <X AST, podla osi o, je
X A*ST,, a preto polpriamka ST,
Obr. 50. je os uhla X ASA*, takie tento




uhol je dvojnésobkom uhla < 7',84*; podobne X A*SA’ je dvoj-
nisobkom < A*ST,. Pretoze uhly X 7',8A*, < A*ST, majh sadet
rovny iz, maji X ASA*, ¢ A*Sd’ sadet rovny z, t. J. A’ leii na
predlzeni tsedky AS za bodom &. Okrem toho je zrejme A4S = 4'S,
takZe 8§ je stredom tsecky AA4’, ¢im je poloha obrazu A’ bodu 4
jednoznaéne opisana. K tomu istému vysledku prideme velmi Iahko
aj vtedy, ked bod A leZi alebo na o, alcbo na o,. Nasa shodnost
menuje sa stredovou stimernosfou a bod S menuje sa stred simer-
nosti. Obraz bodu 4, priamky p atd. v stredovej simernosti, ktorej
stredom je dany bod S, nazvime kriatko siumernym obrazom bodu 4,
priamky p atd. podla stredu 8. Podla predchadzajiceho plati: Ak
io bod 4 iny ako bod S a A4’ jo jeho simernym obrazom podla stredu
S,je Sstredom tisecky AA’. Plati to aj obratenc: Ak bod S jo stredom
isefky AA’, je kaZdy z oboch bodov 4, 4’ simernym obrazom dru-
hého podla stredu S.

Ak priamka p prechadza stredom siimernosti S, je v stredovej sii-
mernosti samodruznd, t. j. splynie so svojim obrazom. Obsahuje
jediny samodruZny bod S, ktory rozdeli p na dve polpriamky, z kto-
rych kaZda je v stredovej stmernosti obrazom druhej. Ak su X;, X,
dva rézne body priamky p, X’;, X', ich obrazy, st tsetky X,X,,
X', X', sebe rovné, ale maji opaény smysel.

Ked p’ je simernym o-
brazom priamky p podla
stredu S, st priamky p, p’
nestihlasne rovnobezné. To
je zrejmé, ak p prechiadza
bodom 8. Ak p neprechadza
bodom S (obr. 51), vedme
bodom S priamku o, rovno-
beznt s p; priamky p, o ne-
maji spoloény bod. Pretoze
priamka o je samodruzna,
znamena to, Ze p’ je rov-
nobeznd s p, teda aj s o.
Ak st A, B rézne body na Obr. 51.
priamke p, potom tsecky
AA’, BB’ sa pretni, a teda ABJ/B'A’ v smysle vyloZenom na str. 22.
To znamen4 nestihlasni rovnobeinost priamok p, p’. Nech je H
pétou kolmice, spustenej z bodu § na priamku p, potom H' je patou
kolmice, spustenej z bodu 8 na priamku 7’ a § je stredom tsetky
HH'. Teda (pozri str. 38): Ak je p’ simernym obrazom priamky p
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podla stredu S, ktory nelezi na priamke p, potom os rovnobetiek
p, P’ prechddza bodom S.

Obréitenc: Ak si p, 2" dve rBzne rovnoheZky a o je ich os, jo kaZda
z oboch priamok p, 3’ simernym obrazom druhej podIa stredu S,
lefiaccho kdekolvek na priamke o.

Dékaz: (obr. 51) Podla definicie ¢si dvoch rovnobeZiek ma bod
8, Iubovolne z\voleny na priamke o, rovnaké vzdialenosti od oboch
priamok p, 9’. Ak st teda M, H’ prieseciky priamok p, p’ s priasmkou,
vedenou bodom 8 kelmo na p a teda i kelmo na 9’ je bod S stredom
asetky L', a preto je 21’ stuncrnym obrazom bodu H podla stredu
8. Stmerny obraz priamky p ide bodom H’ rovnobeine s p, t. j.
priamka p’.

Dve polpriamky FV,4,, V,4, st siiklasne rovnobeiné, ked
V, 4, 11 VA4, alebo A,V M 4,V,, o st nesithlasne rovnobeZné,
ked V.4, t1 4,V, elebo A,V; 1t V,4, (pozri ¢lanok 6). Z pred-
chidzajieeho plynic: Ak je 8 stredom tdseéky V,V, a ak si pol-
priamky 1}, 4,, V,A4, nestihlasne rovnobeZné, je kaZda z oboch pol-
priamok siimernym obrazein druliej podfa stredu S.

Dva dutd uhly < 4,V,B,, < 4,V,D,s nesithlasne rovnobeZnymi
ramenami si sche rovné. Ak splyni vrcholy V,V,, je to jasné, lebo
potom mdme dva vreholové uhly. Inak, ked 8 je stredom tGsecky
V.V, je kaidy z oboch uhlov siimernym obrazom druhého podla
stredu S. .

Dva duté ubly < A,V,B,, < 4,V,B, so siihlasne rovnobeZnymi
ramenami sa sche rovnaji. Lebo aii X 4%,V B’ je vrcholovy
k X A, VB, si X A", VyB';, < A,V,B, dva duté uhly s nestihlasne
rovnobeinymi ramenami. Molili sme tick dokdzat, Ze < AgV,B,
vznikne z X A4,V B, postvanim.

AKk polpriamky ¥, 4,, V,4, si siihlasne rovnobeZné a zéroveil pol-
priamky V,B,, V,DI, si nesillasne rovnobeiné, si <X A4,V,B,,
<X A,V,B, uhly vyplnkevé. Lebo <0 4', VB, vedlajsi k < 4;V,B,
m4 ramend nesthlasne roviobefné « ramenami X A4,V,B,.

Zvlastnym pripadom tejto vety jo: Oba uhly pri tom istom ramene
lichobeZnika sii vyplnkové. :

Siitet uhlov v trojuholniku sa rovna z. D6kaz: (obr. 52) Vrcho-
lom A4 v trojuholniku ABC vedme rovnobeiku s priamkou BC a
zvolme na nej body B’, ¢’ tak, aby bolo '

BC 1t AC', CBAt AP’

(stihlasné rovnobe¥nost). Ak maji uhly a, g, y, ', §', ¥’ ten isty
vyznam ako na obrazci, je a + g’ + 9’ = =,lebo vietky tri uhly
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tvoria spolu priamy uhol. Okrem toho s g, #’ uhlami s nestihlasne

rovnobeznymi ramenami, a prcto je f= p’; rovnako je aj y =9,

ataka+ g+ y=a b . »

Sucet vetkych uhlov vypuklé- e /C - :

ho n-uholnika rovna sa (n—2).2 R, WAY

lebo uhloprie¢ky, vychddzajice ’ \

z jedného vrchola, rozdelia (obr. 21) /

n-uholnik na n—2 trojuholnikov

a jezrejmé, ze subet uhlov n-uhol- ' y Cy

nika rovna sa siétu vietkych uh- A !

lov v tychto trojuholnikoch. B c
Obr. 62a.

Cvilenie.

97. Sostrojle utvar stimerne sdruZeny so §tvoruholnikom ABCD podla
stredu S, ktory leZi a) mimo Stvoruholnika, b) v jednom vrchole
Stvoruholnika, ¢) na strane AB tak, e AS = }AB, d) vnitri §tvor-
uholnika.

98. PouZitim sdrnernosti dokd%te dalej uvedené pouéky o rovnobeZniku:
Stvoruholnik ABCD, v ktorom je ABJ/CD, AD|/BC, menuje sa rov-
nobeZnikom. Oznalte os rovnobeiZiek
AB, DC, o, a os rovnobeZiekAD, BC o,. H K
a) Osioy, 0, pretinaji sa vnuatri rovnobez-

nika v bode S, ktory je stredom stimer-
nosti rovnobeZnfka a bod S je priese-
&ikom uhloprieéok AC, BD.

b) Odvodtez toho zndme poué-
ky o protilahlych stranéch,
protilahlych uhloch a uhlo-
prieékach rovnobe¥nika. / a

99. DokiiZte tieto obratené poudky A
o rovnobeiniku:

a) Ak vo Stvoruholniku A BCD Obr. 52b.
je AB|/DC, AB = DC, je to
rovnobeZnik (priesecik S prinmok AC, BD zvolte za stred sdrner-
nosti).

b) Ak vo 8tvoruholniku 4 BCI)su obe uhloprietky AC, BD navzéjom
rozpolujd, je to rovnobezZnilk.

100. PouZitim poudiek o uhloch s rovnobeZnymiramenamia zdkladnej vety
o rovnobeZkéch (odsek 6) dokazZte daldio doleZité poudky, ktoré ste
uZ poznali na strednej 8kole. Nech st A, B dva rézne body.

a) Ak leZia polpriamky 418/, 27 (pozri obr. 52a) v opaénych polrovi-
néch, vytatych priamkou B, a ak jo ¥ BAB' = ¥ ABC, si
polpriamky AB’, BC nesihlasne rovnobeZné.

b) Ak leZia polpriamky AC’, BC (pozri obr. 52a) v tej istej polrovine
vytatej priamkou AB, a ak je X C'AB + < CBA = 2R, su pol-
priamky AC’, BC stihlasne rovnobeZné. '

¢) Ak v tej istej polrovine, ohrani¢enej priamkou 4B (obr. 52b) dané
stuhly a = < BAH,8= X ABK a ak je a + < 2R, potom pol-
priamky AH, BK sa pretni. To je slévny piaty Euklidov

8
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ostulat, ktory je rovnocenny so zékladnou vetou o rovnobeZ-
4ch. Vedte BL//AH; je f< <XABL a priarmmky AH, BK sd nevyh-
nutne réznobeiné. Pre¢o sa musia pretat v polrovine ABH?

101. Dany je uhol rovnoramenného trojuholnika . Uréte ostatné uhly
(dve rieSenia)!

102. Co plati o uhloch v trojuholniku 4 BC, ak je AB = BC = CA? Od-
vodte z toho euklidovska konstrukeiu uhla 60°.

103. Vonkajsi uhol trojuholnika rovné sa siétu protilahlych uhlov vnu-
tornych. (Pozri cvid. 80.)

104. Vnutri A ABC leZi bod U. Dokéite, 2e & BUC > < BAC (pre-
dizte BU, a% pretne stranu AC v bode V; uvaZujte o uhle < UVO).

105. Uhol ¢ v trojuholniku ABC je pravy, ostry alebo tupy podla toho,

- &itaZnica A4, (kde A4, je stredom strany BC) rovné sa 3BC, je vicsia
alebo mensia ako $BC. Dokéite!

106. Co plati o a) susednych uhloch, b) protilahlych uhloch rovnobeZnika?
Kolko uhlov musime poznat v rovnobeZniku, aby sme mohli uréit
ostatné?

107. DokéZte: Ak sa v Stvoruholniku kaZdy uhol rovn4 protilahlému uhlu,
je to rovnobeZnik ?

108. Rovnobeznik, ktory mé jeden uhol pravy, menuje sa obd{#nik. Do-
kézZte poudky:

a) Stvoruholnik, ktory m4 tri uhly pravé, je obdf#nik.

b) Ol;dlinik mé dve osi simernosti, a preto su jeho uhloprietky sebe
rovné.

¢) Ak st v rovnobe#niku obe uhloprietky sebe rovné, je to obdiZnik
(na dokaz pouiite 1. sumernost, 2. vetu o shodnosti).

109. Rovnobeznik, ktory ma dve susedné strany rovnaksé, je kosoStvorec.
Dokézte poucky:

a) E}i]oprieéky kosoStvorca sd jeho osi simernosti a stoja na seba
olmo.

b) I{l};‘lgsrieéka kosoS$tvorca rozpoluje uhol pri vrchole, z ktorého vy-
c a.

13. Otadanie.

Uz v 6éldnku 3 sme sa zmienili o otddani okolo bodu S. Dve rézne
polpriamky SH, SK s tym istym zadiatkom S st ramend dvoch
uhlov ¢, », priom rameno SK vznikne z ramena SH otoéenim

v kladnom smysle o uhol ¢, ale-

AN bo ototenim v zapornom smysle
p \ 3 7 o uhol y. Pritom st bud oba uhly
N4 H @, v priame (obr. 53a), alebo je

@ uhol duty, y vypukly (obr. 53b),
alebo je @ uhol vypukly, y duty.

Obr. 53a. V kaZdom pripade je
@+ Y= 2 n. (1)
Dalej budeme hovorit o otadani okolo bodu S o urdity uhol tak,
Ze je dana len velkost a smysel uhla, ale nie jeho poloha. Pri
kazdom otédani okolo bodu S je bod S saim samodruzny; ak je 4
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ktorykolvek iny bod, plati pre jeho obraz A’ pri otéddani okolo 8

o uhol ¢ v kladnom smysle vidy SA = SA’ a, pravda, polpriamka
SA’ vznikne z polpriamky SA4 otocenim v Kladnom emysle o uhol
@. Podobne je to pri otddani okolo 8 v zdpornom smysle o uhol .
Ak plati (1), potom obraz IubovoIného bodu 4 pri otéddani okolo 8
v kladnom smysle o uhol ¢ je totozny s obrazom bodu 4 pri otdéani

Obr. 53b. Obr. 3¢

okolo 8 v zdpornom smysle o uhol . Otadanie okolo bodu S o uhol
x je teda stredové stimernost so stredom stimernosti S, ¢i sa otatanie
robi v kladnom ¢ v zapornom smysle. Ale pri otdcani o uhol
rézny od & musime starostlivo rozliSovat, ¢éi oti¢ame v kladnom
alebo zédpornom smysle. Nech je uz smysel otddania kladny &i za-
porny, predpokladali sme doteraz velkost otdtania mensiu ako 2 x.
Treba sa viak zmienit aj o otd¢ani o uhol, ktory nie je mensi ako
2 z. Pri otddani o ktorykolvek z uhlov

2n, 45 6x, 8n atd. (2)

je kazdy bod A samodruzny. Napr. pri ota¢ani okolo bodu S o uhol
4 z v kladnom smysle prebehne bod 4 dvakrat za sebou kruznicu
so stredom S a polomerom S4; ale ak si viimame len zaéiatoéna
polohu A4 a koneént polohu A4’, otiéanie o ktorykolvek z uhlov (2)
je totoznost. V tejto triede budeme si v§imat pri otacani len zacia-
toéna a koneéna polohu kazdého bodu; v tomto pripade otddanie
okolo 8 v kladnom smysle o uhol ¢ je totoZné s otacanim okolo 8
v kladnom smysle o ktorykolvek z uhlov

o+2m gt+dn p+6a,...
vSeobecne o ktorykolvek z uhlov
e+2na(n=123,...)
To isté plati aj o otddani v zé.pornom.smysle.

Teraz je zrejmé, Ze ak vykondme najprv otadanie okolo bodu S
v kladnom smysle o uhol ¢, a potom otéddanie okolo toho istého
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bodu S v kladnom smysle o uhol ¢,, dostaneme vysledok ten isty,
ako keby sme miesto tcho vykenali jediné otadanie okolo S v klad-
nom smysle o uhel ¢, 4+ @,. Podobne, ak vykoname najprv otdcanie
okolo bodu 8 v kladnom smysle o uhal @ a potom otdcanie okolo
toho istého badu S v zidpornem smysle o uhol @,, v pripade ¢, > @,
je vysledok ten isty, ako keby suie miesto toho vykonali jediné
otadanie okolo S v kladnem smyele ¢ uhel @, — ¢,; v pripade
@1 < @, je vysledok ten isty, ako keby sme miesto toho vykonali
jediné otocenie okolo 8 v ziporncm smysle o uhol @y — 4.

. 4,
_/" "‘?
/
7
g / 'S
A ?
A [ ¢ )\ A A (e e A,
w/S s 7
E}/ \\ (3] 3 5/
— ~] .7
Al A,
Obr. 54a. Obr. 54b.

Nech st dané dve réznobezky oy, 0, 8 prieseéikom S. Budeme
studovat shednost (0;, 0,). Obe pricmky oy, 0, tvoria &tyri duté
uhly: < 4,84, X A',84,, X 4,84';, X A"\SA’y (obr. 54a aZ c).

4. V obrizkoch stt oznadené w oba

* sebe rovné uhly, ktorych rameno,

\ leziace v priamke o,, prejde v ra-

", meno, leziace v priamke o, otdda-

) / ;.\/w\\ A, nimy k]adnon,l smysle: & sEJ.' tie

i : dva uhly, ktorych rameno, leZiace

Sw v priamke oy, prejde v rameno, le-

ziace v priamke o, otddanim v za-

A pornem  smysle. V kazidom pri-
pade je

>

Obr. 54c. © 4+ &=a. (3)

Majme bod A4, leZiaci vinitri niektorého z obcch uhlov, oznadenych
o, napr. vo voutri < 4,84, (obr. 55). Polpriamka SA4 rozdeli tento
uhol na dva uhly, v obrazku cznadené w,, w,; je teda

W + wy = . (4)
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Ak je A* simerny obraz bodu A podla osi 0, a ak je 4’ samerny
obraz bodu 4* podla osi 0y, je A’ obraz bodn A pri shodnosti (o, 0,).
Uhly < 484,, < 4,SA* st sitmerné obrazy jeden druhého podla
osi 0;; maji oba th isti velkost w, a spolu tvoria uhol, ktorého vel-
kost je 2w,;. Z polpriamky
S84 vznikne polpriamka
S8A* otoenim okolo S A
v kladnom smysle o uhol
2w,. Z polpriamky SA4*
vznikne polpriamka S4,
otoéenim vkladnom smys-
le o uhol 2w, + w,; tym
istym otoenim v klad-
nom smysle prejde pol-
priamka S4,v polpriam-
ku S4’; teda z polpriam-
ky 8A* vznikne pol-
priamka 84’ otocenim
okolo § v kladnom smysle obr. 55.
o uhol

2 (2(01 + wz) = 4(01 + 2(02.

Celkom teda z polpriamky SA vznikne polpriamka SA’, ked
otoéime okolo S najprv v zapornom smysle o uhol 2w, a potom
v kladnom smysle o uhol 4w, + 2w,. Miesto oboch otodeni mézeme
vykonat jediné otodenie okolo S v kladnom smysle o uhol

(4o; + 2w,) — 200, = 2 (w7 + w,),

teda podla (4) o uhol 2w. Tym sme dokézali, Ze ak bod A lezi vniatri
niektorého z oboch uhlov, oznadenych w v obr. 54, vznikne pol-
priamka SA4’ z polpriamky SA4 otoéenim okolo § v kladnom smysle
o uhol 2w. Celkom rovnako sa dokaZe, Ze ak A4 lezi vnutri niektorého
z oboch uhlov, oznadenych v obr. 64 ¢, vznikne polpriamka SA4’
z polpriamky SA4 otoenim v zdpornom smysle o uhol 2¢. Podla (3)
je vSak .

2w + 2¢& = 2=,

a preto otodenie okolo 8 v zdpornom smysle o uhol 2¢ mé ten
isty adinok ako otodenie okolo S v kladnom smysle o uhol 2w.
Preto, ak bod A4 leZi vnitri ktoréhokolvek zo Styroch uhlov, tvore-
nych dvoma réznobezkami o,, 0,, vznikne bod A’ otoenim bodu 4
okolo 8 o uhol 2w v kladnom smysle. Lahko sa presved¢ime, Ze to
isté plati, aj ked bod A lezi na priamke o, alebo na priamke o0,. Zaver:
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Ak uhol & 4,84, = w, pritom rameno SA, le¥i v priamke o,,
rameno S4, leZf v priamke o,, z ramena S4, vznikne rameno SA4,
otofenim v kladnom smysle o duty uhol w; shodnost (0,, 0,) je
otfitanie ckolo S v kladnom smysle o uhol 2w.

To platf i vtedy, ked priamky o,, 0, stoja na seba kolmo; v tomto
pripade je w = =, teda 2 w = = a otitame o uhol priamy. Teda
stredova siimernost jo zvla¥tny pripad oticania okolo hodu. Celkovy
vysledok ¢lanku 12 aZ 14: Ak st o,, 0, dve rézne priamky, tak shod-
nost (o, 0,) je bud posiivanie (ak = priamky o,, 0, rovnobeZné),
bud otadanie okolo prieseéika (o,, 0,) oboch rdznobeZiek o,, o0,.

Mozno dokdzat, Ze ka#dd priama shodnost je alebo postvanie,
alebo otddanie okolo urcitého bedu S. Dokazovat to nebudeme.
Rovnako ncbudeme studovat podrobnejsie nepriame shodnosti iné
ako osové stumernosti.

Cidendie.

110. Dany A ABC otolte o dany uhol @ (v kladnom alebc zédpornom
smysle), ak stred S otdéania le%i a) mimo trojuholnfka, b) vnutri troj-
uholnika, ¢) vnatri strany BC! Otdéanie polpriamok SX vykonajte
pomocou jednej vhodne zvolenej kru¥nice (S, r).

111. Opakujte cvidenie 110 tak, %o vysledok roticie nahradite shodnostou
(015 03), {)ri(eom jo 0y = S4. Ktoré uhly tvorin obe osi 0y, 0,? Zéleii
na poradi tychto osi? (Zvolte bod X na osi o, a hladajte shodnosti
(015 02), (09, 04).)

2;
-112. Uhol 2z 8 vrcholom S je rozdeleny na » rovnakych uhlov ¢n —f ;

tak vznikd n styénych uhlov, ktorych ramend pnet{na.)u kruZnicu
k = (S, r) vbodoch 4,, 4,, ..., An . DokiZte:

a) Mnohouholnik 4,4,...4x ] ]e vypukly, jeho strany a uhly st rov-
naké. (Nazyva sa pravidelnym mnohouholnikom.)

b) V pravidelnom mnohouholniku moZno kruZnicu opisat i vpisat.
(Bod 8 nazyva sa stredom mnohouholnika, uhol ¢n = X Ax SAk-,
je stredovy uhol.)

¢) Pravidelny mnohouholnik ma » osf (siimernosti), l\toré vietky pre-
chadzaju bodom 8; ]eden uhol dvoch susednych ‘osi je 3¢n . Pre n
nepérne je os uréena vreholom A a bodom §. Pre n péarne si dva
druhy osi (1) priamky.A4z S, (2) kolmice spustené z bodu S na strany.

d) MoZno vykonat n roa\yoh rotécii okolo stredu S (s kladnymi
uhlami otddania ok == kyn ; kde k =0, 1, 2, ..., n—1), pri kto-
rych sa nové poloha mnohouholnika kry je s pévodnou.

e) Ktoriikolvek rotaciu moZno vytvorit shodnostou (o4, 0,), kde 0,, 0,
84 dve vhodne zvolené osi mnohouholnika. Rozhodnite, kolky
sposobmi mo#no pouZiti rotéciu o uhol wg nahradit shodnostou
(01, 0)-

f) Preto¥e stredové simernost je shodnost (oy, 0,) pre 0, L 05, Tahko
rozhodnete, ktoré pravidéelné mnohouholniky maju stred simer-
nosti.
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113, Dokﬁ.ite_:_ _:A__k o _dvoch ﬁsg}ékzich AB, A plati:

a) 4B’N‘A'B'. AB = A’D’, moZno jednu stotoZnif s druhou posunu-

_ tim (zavedte shodnosf. (05, 0,), kde o, prechidza bodom 4).

b) AB = A’H’, alo nie je A B//4’B; moino jednu stotoinit s druhou
vhodnou rotdcion? Uréte velkost uhla otidania z ubla oboch vse-
diek AB, A’D’. (Zavedte shodnnst (o, 0,), kde o, jo os tisedky AA’.
Co sa stane, ked je A = 4’2 UvaZujte i o pripade, ked obo tscky
lefia v tej istej prinmke.)

114. Narysujte rovnovamenny trojuholnik, ak jo dany vrehol 4, ubol a,
a to tak, aby vrcholy I3, € ziklwine BC lezaly v poradi na dvoch
roznobezkich b, e. (Hladany obrazee i s prismkami b, ¢ otadte okolo
bodu 4 o uhel a. RicSenia moézu byt dve, ani jodno alebo ich je nesdi-
selué mnoZstvo. Kedy kiory pripad nastane? Porovnajte uhol a
s uhlom oboch réznobegick a sledujte polohu bodu A4.)

IV. TODOBNOST

14. Uvodud Gvahy. Pristapime k $tadiu pojmu podobnosti, jed-
ného z najdolezitejsich pojmov v geometrii. Prakticky priklad po-
dobnosti poskytuji mapy. Krajina v skutoénosti a jej obraz na
mape s dva podobné utvary; maji ten isty tvar, ale réznu
velkost. Ak je napr. mierka planu 1:1 000, jo kazds skutotné dizka
1 m zndzornend na mape dlzkon 1 mm. Dizky na pline st omnoho
mensie ne% dlzky v skutotnosti. Ale ka#dé dve v skutodnosti sebe
rovné tsetky si aj na pline sebe rovné. Pomer dliky na pléne
k dlzke v skutoénosti je pre vietky dlzky ten isty, v nafom pripade
1 : 1 000; zo skutodénej velkosti dlzky dostaneme velkost jej obrazu
na plane, ak znasobime skutoéni velkost éislom 10-3. Naproti tomu
velkost uhlov je t4 istd v skutocnosti ako na plane. Napr. dve cesty,
ktoré sa krizuji pod uhlom 60° s( na mape znizornené Ciarami,
ktoré sa pretinaju tiez pod uhlom 60°.

Iny priklad dostaneme, ak narysujeme na tabuli i v sofite troj-
uholnik A ABC so stranami AB = 5, AC = 3, BC = 4, pri¢om
na tabuli je jednotkou 1 dm, v soSite 1 ecm. Velkost kazdej strany
v soSite rovn4 sa 1/10 velkosti rovnako oznadenej strany na tabuli.
Ale uhly pri rovnako oznatenych vrcholoch maj ti ist velkost na
tabuli aj v sofite; pri vrchole C méme v nafom pripade pravy uhol.

Geometricky pojem podobnosti Gzko stvisi s aritmetickym po-
jmom tmernosti, dokladne prebranym na strednej $kole. Mame na
mysli tzv. priamu imernost, o nepriamej timernosti nebudeme vébec
hovorif, a preto budeme hovorit kritko o imernosti. Velidiny

Gyy Cgy o ooy (1)
by by, o v vy bn (2)
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st umerné, ak vietky pomery (zlomky)

by b, by,

. e
ay ay an (3)

st rovnaké. Ak oznad¢ime k spoloénit hodnotu éisel (3), platia vztahy
by == key. by == kity, . . . by = katy, (4)

Prechod od Gisel (1) k Gislam (2) vykond sa tak, Ze vietky &isla (1)
zndsobime tym istym Gislom £, ktoré menujeme koeficientom dmer-
nosti. V praxi s obycajne vietky disla (1), (2) kladné, preto aj
koeficient amernosti & je kladny; ak je k> I, vzniknd ¢isla (2)
z Gisel (1) zviéSenim, ak je & < 1, vznikna zmensSenim; ked £ =1,
rovna sa kazdé z cisel (2) ¢islu (1). NeskorSie sa ndm v8ak vyskytne
aj pripad zaporného k. Stale viak predpokladdme, Ze éisla (1), (2) st
iné ako nula; aj k je rozne od nuly.

Vrédtme sa k pojmu podobno%l
Dva geometrické titvary U, U’ si
podobné, ked

1. sebe odpovedajice dizky si
imerné,

2. sebe odpovedajice uhly si
rovnakeé.

Koeficient imernosti dlZok menu-
jeme koeficientom podobnosti. Je
to kladné d&islo k; shodnost je
ten zvla$tny priklad podobnosti,
Obr. 56. v ktorom k = 1. Pre kazda dvoji-
cud, d’ sebe odpovedajicich dizok
plati vztah: d’ = kd. Ked vymenime poradle odpovedajtcich si
utvarov U, U’, zostani podobné, ale novy koeficient podobnosti
bude 1/k; miesto zvidSenia budeme mat zmensenie a naopak.
Vykoname e$te niekolko tuvah, ktoré pouzijeme v élanku 16 na
stadium podobnosti trojuholnika. Majme bod H, leZiaci na strane
AB v A ABC. Rovnobezika r so stranou BC, vedena becdom H, ob-
sahuje bod K na strane AC. Ak je H stredom strany AB, je K

stredom strany AC a tsetku HK menujeme strednou priedkou
A ABC, prislusnou k strane BC.

Doékaz (obr. 56). Priamka k neprechddza nijakym vrcholom a
podla Paschovej vety (str. 8) pretne eSte jednu stranu; pretoZe je
rovnobeznd s BC, musi pretat AC. Nech je bod H stredom strany
AB. Stmerny obraz priamky BC podla stredu H je priamka s, ve-
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dend bodom A4 rovnobeine s priamkami BC, r. Teda (pozri str. 37)
r je os rovnobeziek BC. s. Z tohn plynie, Ze ¢ je simerny obraz
priamky BC podla stredu K. tak%e bod 4 je simernym obrazom
bodu C podla stredu K, t. j. K je stredom tasedky AC.

AKk leZf bod H naramene A B lichabe¥uika 4 BOD, tak rovnobetka
r, vedend bodom H, pretne rameno CD v hode K. Ak bod H je
stredom ramena AB,jo K siredom ramsna CD a tGseéka HK me-
nuje sa strednou priedkon lichnbeZnika.

Dékaz (obr 57). Pedla predehddznjticej vety priamka r pre-
chidza bodom L wvnitri strany AC trojuholnika ABC; t4 je tiez
stranou A ADC, a preto r prechidza bodom K vuatri strany CD
tohto trojuholnika. Ak je I stredoin Gsedky AB, plynie z tej istej
vety najprv, Ze L jo stredom -

seSky AC, a z toho dalej, %c K je A o
stredom tsetky CD. <
N

Ak leZi bod I wniitri strany AB, . H/ . _
bod K vnitri strany AC trojuhol- f L
nika ABC a BC, HK sii rovno- /
beZky, jo /

iH AR 8

4B - A0 (5) Obr. 57.

Dokaz vykondme najprv za predpokladu, Ze na Iavej strane v (5)
je raciondlne ¢islo : , které je, pravda, mensie ako 1, takie r < .
(V obr. 58 je r =4, n ="17.) Usetku AB rozdelime bodmi H,,
H,,...,H, , na n rovnakych dielov a vedieme nimi rovnobezky
s BC, ktoré pretni tse¢ku AC v bedoch Ky, K, ..., K,.,. (6)
Bod H splynie s H,._,_bcd XK splynie s K,; preto stadi dokazat, Ze body
(6) delia tsedku AC na n revnakych diclov, alebo Ze K, je stredom
tsetky AK,, K, je stredom K\K,, ..., K,., je stredom K,.,C. To
plynie z predchadzajicich viet, ak ich pouZijeme najprv na AH,K,
a potom na lichcbezniky H,H, K, K,, H,H,K,K,, ..., Hn.BCKg_,.

Vieobecny dékaz: DckéZeme, Ze nie je moiné, aby neplatilo (5).
Ked rovnost (5) neplati, je jeden z oboch pomerov mensi nez druhy,
napr.

a0 4%

4B C
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V tom pripade musi existovaf raciondlne &fslo k také, Ze

—_ U A
AH AK

—_ k, fpg—— k

AB < AC =

alebo
AH < k.AB, AK > k. AC. (7)
Ak plati (7), je &éislo kladné¥k

mensie ako 1. Preto moézeme urdit
vnutri strany AB bod H, tak, e

AH, = k.AB alebo ‘?ﬁ’ =k. (8) Obr. 58.

AB

Rovnobezka s priamkou BC, vedend bodom H,, pretne stranu AC
v bode K,. PretoZe k je racionilne, plynie z predchidzajiceho do-
kazu, Ze

b
s

== — [ alebo AK, = k.AC. (9)
AC

Podla (7) a (8) je AH < AH,, a preto bod H le#i vnutri strany AH,
trojuholnika AH,K,. PretoZe priamky HK st rovnobeiné, lezi bod
K wnutri strany AK, tohoto trojuholnika. To vSak nie je moz#né,
lebo zo (7) a (9) plynie, e AK < AK,.

Ovilente.

115. V akom pomere st oba obrazy vzdialenosti dvoch miest 4, B, zobra-
zenych jednak na Specidlnej mape (mierka 1 : 50 000), jednak na
pléne s mierkou 1 : 20 000.

116. Veli¢iny ay, a,, a3, a4,... 8t tmerné veli¢indm b, = 1,8; b, = 1,5;
by = 2,4; by = 2,7; uréite ich hodnoty, ak viete, Ze:

a) koeficient timernosti je k = % (t. j.an = k.bn);

b) a; = 3,6.

Urtite hodnoty dalSich veli¢in b, bg, ak viete, Ze a5 = 6,4, g, = 4,8.
'117. 'V obr. 57 pretina stredné prietka HK v lichobeZniku ABCD uhlo-

prietku BD v bode J; je BO//AD, BO > AD.

a) DokéZte, 26 HK = }(BC + AD). ‘

b) Dokéite, Ze body na strednej prie¢ke HK st v poradi HJLK a %e

“JL ="}(BC + 4D); v ktorej polrovine, vytatej priamkou HK, le¥i
priesetik U oboch uhloprietok AB, OD?
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118.

119.

120.

121.

Narysujte tisetku AB = 9 cm a graficky urdite:
8) tsetku AX = + . 4B;

b) vnitri tsetky AB body U, V v poradi AUVB tak, aby platilo
AU :UV:VB=5: 4 6. Je Giloha moZni?

. . JR— HK . LM —
Urdite graficky velkost usetky AB =“1—’Q—— ,kde HK, LM,
_— AB LM
PQ st dané useéky. (Utvorte pomer 7. o

BD
V A ABC urdite vnutri strany AB bod D tak, aby io =—32- a vedte

nim priamku DE//AC, kde E je bodom na priamke BC. Bodom D
vedte priamku DF//AE a oznatte F jej priesetik s priamnkou BC. Do-
kéZte, Ze body E, F le%ia na priamke BC v poradi BFEC a uréite

velkost tisetiek EC, FE, ak viete, %o BF = 6.
Urdéite pomer rozmerov hirku normalizovaného pa,plem, ktory, pre-

loZeny napoly, uddva polhéarok, ktorého rozmery st opét v tom istom
L)

pomere. ( |2 :

15. Podobnost trojuholnikov.

Trojuholniky A 4,B,C,, A A,B,C, so stranami

a, = B,C,, b, = 4,0y, ¢, = 4,B,,

ay = ByCy, by = 450, ¢ = 4,B,

a s uhlami
=<4, fhh=<B y=<XC,
ay= X A; fy= B, y,= XC,
st podobné, ¢o piSeme
A AIBIOI ~ N 4,B,0,, (1)
ak po prvé
a by e
e b T g =k (2)
a po druhé )
a,=a; fi=Ffs 1=V (3)

Pri vyznadeni podobnosti (1) treba dbaf na poradie vrcholov

podobne ako pri vyznafovani shodnosti.

Cislo % je koeficientom

podobnosti. Zédkladnym vetdm o shodnosti trojuholnikov, ktoré sme
si zopakovali v ¢lanku 9, zodpovedaji zdkladné vety o podobnosti
trojuholnikov, ktoré st hlavnym obsahom tohto élanku. Veta, od-
‘povedajica vete IV o shodnosti, je menej doleZité a nebudems k nej
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prihliadat. Budeme maf teda len tri zdkladné vety o podobnosti
trojuholnikov. Pritom pripad %k = 1 nechdme stranou, lebo nim
dava shodnost. Pri dokazoch budeme predpokladaf, Ze 'k < 1,
pretoze pripad k> 1 sa prevedie na pripad £ < 1 jednoduchou
zamenou oboch trojuholnikov.

I. Dva trojubolniky sii podobné, ked sa shoduji vo dvoch uhloch.

Dékaz. Nech'je napr. a; = a,, f; = f,; mame dokazat, ze plati (1).
Pretoze a, + B, +y1 ==, ay + By + y, = =,
musia platif vietky tri vzfahy (3) a zo vztahu (2) stadi odévodnit

C
napr. —2— = —*_ 4
pr-—g o 4)

Ked oznaéime pravu stranu v (4) pismenom k, stadi urobit dokaz
za predpokladu, Ze k < 1, alebo %e ¢, < ¢y, t. j. 4,8, < 4,B;. Za
tohto predpokladu méZeme (obr. 59) vnitri strany A,B, uréit bod
H tak, Ze A\H = A,B,. (5)

A Bodom H vedieme rovnobezku
! s priamkou B,C,, na ktorej mame
bod K vnutri strany 4,C,, a (po-

zri str. 64)

4K _ AH

4,0, AB

V A A;HK mame pri vrchole

A, uhol a;, ktory podla (3) rovna

B, ¢ sa a,. V tom istom trojubolniku

mame pri vrchole H uhol X H,

Obr. 59. ktorého ramend si sihlasne rov-

nobezné s ramenami uhla < B,,

takie < H = B,,teda <X H = f, podla (3). PretoZe plati aj (5),

mime A 4,HK @ A A,B,C, podla usu, teda 4,K = 4,C,. Z toho
a z (5) sidime, %e zo (6) plynie A_zC} — By ,

A a0, | AB

(6)

¢o nie je nid iné ako (4).

* Désledok: Ak bodom H vnitri strany 4,B; trojuholnika AIBIC’1
vedieme rovnobezku so stranou B,C,;, ktora pretne stranu 4,0,
v.bode K, je A 4:B,C; & A 4,HK, (7)
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lebo oba trojuholniky maja pri vrchole 4, ten isty uhol a uhly
< 4,B,0,, < A;HK maji sthlasne rovnobezné ramend, takZe aj
tieto uhly st sebe rovné.

Poznédmka. Pri trojuholnikoch méZeme z rovnosti uhlov usudzo-
vat na podobnosf, teda vimernost stran. Pri $tvoruholnikoch u%
nestaéf rovnost vrcholovych uhlov, lebo napr. kazdé dva obdlzniky
sa shodujt v uhloch (vietky uhly obdl#nika st pravé) a predsa dva
obdlzniky nemusia si byt podobné. Dva n-uholniky sa podobné,
ak sa shoduji «w uhloch trojuholniky, na ktoré tieto rozdelia uhlo-
prieéky, vychadzajice z vrcholov sebe odpovedajucich. To jest dva
n-uholniky st podobné, ak sa shoduja v 2n—4 sebe odpovedajicich,
od seba nezavislych a neodporujicich si uhloch. Dva 4-uholniky s
podobné, ak sa shoduji v 3 vrcholovych uhloch ($tvrty je od nich
zavisly) a v uhle uhlopriedok, t. j. v 4 uhloch.

II. Dva trojuholniky sii podobné, ked sa shoduji v jednom uhle
a ked sii tomuto uhlu prilahlé strany jedného, imerné prilahlym stra-
nam druhého.

Dékaz. Nech je a; = a, (8)
a okrem toho S SO B k. (9)
by 1

Mame dokizaf, Ze plati (1). Stadi vykenat dokaz pre pripad, Ze
k<1, teda ¢, <e¢;, by <b;. Potom moéicme (obr. 59) vnitri

AlBl = 01 ul‘éiﬁ bod H t)auk, %e Zl_}.l.-= IG.ZI._I;—I—. (10)
Ked vedieme opét bodom H rovnobeiku HK s priamkou B,C,,

ktors pretne stranu 4,0, v bode K, tak podla vety I. bude platit
(7), takie bude

48 _ AK
4B, 40,
a teda podla (10) bude
4,K =k.A,C,. Pretoic ALB, = ¢;, A,B; = ¢,, (11)
podla (10) a (11) je A,H = ke, A,K = kby, teda pedla (9) A,H = c,,
AIK = bz.
Teda A A,HK, AA,B,C, sa shoduji vo dvoch stranich a podla
(8) sa shoduju aj v uhle nimi sovrenom, takZe podla sus je

A AHK @ A 4,B,0,,
t’e'kie { A.IHK = { AzBst, t.j- {AIHK = ﬁz.



Na druhej strane <t A,HK méi ramena sthlasne rovnobezné
8 { AIBIOI alebo ] uhlom ﬁl’ takie { A]H.K = ﬁl' Teda ﬂl = p’.
Z toho a z (8) stidime podla vety I, Ze plati (1).

III. Dva trojuholniky si podobné, ked su strany jedného Wimerné
stranim druhého.

Dékaz. Ked plati (2), mdme dokazat, Ze plati (1). Pritom mo6zeme
predpokladat, Ze & < 1. Vnutri strany A4,B; trojuholnika A4,B,C,
uréfme (obr. 59) bod H tak, aby bolo A,H == k.A,B, alebo
A,H = ¢,. Rovnobeika s priamkou 4,B,, vedens bodom H, pretne
stranu 4,0, v bode K. Podla vety I plati (7),a pretoze bolo 4,H =
= k.4,B,, bude aj A,K = k.A,C,, HK = k.B,C,. Podla (2) bude
teda HEK = a,, A,K = b,, A,H = c,, takze

A AHE 2 A 4,B,0, (12)
podla sss. Zo (7) a (12) plynie (1).

Cvibenie.

122. Kolko nezévislych rovnic predstavuja zdpisy vo vyrazoch (2), (3),

- ktoré nam vyjadruju vztahy medzi zékladnymi prvkami dvoch po-

dobnych trojuholnikov? Kolko tychto rovnic, pravda, vhodne vole-
nych, ndm zaistuje podobnost trojuholnikov?

123. Mame &tyri trojuholniky, o ich uhloch plati (1)a = ;10‘?, B=80%y=1;
(2) ¢ =60°% 9 =20%0=1 (3) ay = 60° y, =5 fy; (4) 6 =T72°,
9= —1%- 8, ¢ = ? Nédzvy vrcholov naSich trojuholnikov zodpovedaja

nézvom protilahlych uhlov. Rozhodnite, ktoré dva z naSich troj-
uholnfkov st podobné; odévodnite!

124. Dané st trojuholniky ABC, A’B’C’:

a)a = —g-;b= %;y= 70°;a,’=-g-,b’=——%,y’= 70°.
b)a=65=8 c=9a'=5b=65,0 =74
Rozhodnite, & st podobné.

125. DokéZte:

a) (i sii v rovnoramennych trojuholnikoch uhly proti zékladniam
sebe rovné, ked sa trojuholniky podobné.
b) Ka%dé dva rovnostranné trojuholniky si podobné.

126. a) Uréite podmienky podobnosti dvoch obdf#nikov.
b) Ka¥dé dva Stvorce si podobné. Co stdite o dvoch pravidelnych
trojuholnikoch?
c) wobné obdi¥niky maji spolo¥nt stranu velkosti 15, obvod
§ o je 36. Urdite obvod druhého! -



127. Dany je trojuholnik ABC, kde a = 4,8, b = 6, ¢ = 7,2, Zvolte stra-
nou tselku A’B’ velkosti 6,4 a sostrojte A 4/B’C’, podobny trojuhol-
niku ABC. Sprivuost konstrukeie odévodnite.

128. O vyskach trojuholnika ABC plati:

1 1 1
TPivpivy = "oT i T T
(Ovahu vykonajte zv1ast pro trojubolnik a) ostrouhly, b) pravouhly,
c¢) tupouhly.)
129. PouZitim podobnosti dokédZte poutky o strednej prietke trojuholnika.

130. 4,, B,, C, su stredy stran a,, by, ¢; trojuholnika ABC.
a) Dokéizte, %e plati A ABC v A A,B,C,.
b) Oznadte T' priesedik priamok AA4,, BB,. Tu plati A T4,B, »
A TAB. Konstanta podobnosti &£ = % & deliaci pomer (4,47T)
rovné sa —}. DokdZte z toho: TaZnice 44,, BB,, CC, v trojuhol-
niku ABC pretinaji sa v bode 7' (fa%isko).

16. Vety Euklidove a veta Pytagorova.

V obr. 60 méme pravouhly A ABC's pravym uhlom pri vrchole C.
Zavedieme obyéajné oznadenie prepony, odvesien a uhlov;

Vieme, Ze oba uhly a, § st ostré. Z toho plynie, Ze piita P kolmice,

spustenej z bodu C na priamku AB, padne do vnutra prepony a
rozdeli preponu na dve tUsecky:

¢, = BP (usek prepony prilalily odvesne a)
¢s = AP (sek prepony prilahly odvesne b). Je pravda

eyt og=c 1)
Usetka
v=CP o
je vyska pravouhlého A
ABC. .
Ak dva pravouhlé troj- p
uholniky sa shoduja v jed- c, B

nom ostrom uhle, st podob- ‘

né, lebo sa shodujtiaj v pra-  ° Obr. 60.

vom uhle. Toho pouZijeme

na pravouhlé A ACP, A BCP;prvy znich mé s danym A ABC spo-
loény uhol a, druhy uhol g. Oba tieto trojuholniky st podobné s pd-
vodnym a teda aj medzi sebou, t. j.

A CBP », A\ ABC, (2)
A ACP o, N\ ABC, (3)
A CBP «, A\ ACP. (4)
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Z podobnostf (4) a (3) plynie % = -2—’-— = ic’ z ¢oho méme
ab = cv (6)
alebo a* = cc,. (6)

Z podobnosti (4) a (2) plynie %2— = ;) = Tb.
z &oho méme opit (5) alebo b? = cc,. (7)
Z podobnosti (4) plynie cste cz == —f)i alebo v = ¢,c,. (8)

Podla distributivneho zékona. je ce; + cc, = ¢(¢; + ¢5), S0 sa Tov-
né ¢? podla (1). Teda zo (6) a (7) plynie sé¢itanim

a®+ 1?2 = 9)

Vzorec (5) dé sa jednoducho odvodif zo zndmeho vzorca pre
plochu trojuholnika; obe strany vyjadrujia dvojnésobnt plochu
A ABC, a preto sa scbe rovnaju. Prave tak vzorce (6) aZ (7) daja sa
vyslovit pomocou pléch obdlznikov.a ¥tvorcov; urobte tak! Vzorce
(6), (7), (8) su vety Euklidove, vzorec (9) vyjadruje vetu Pytagorovu.

Obrétenie vety Pytagorovej. Ak medzi stranami a, b, ¢ trojuholnika
plati vztah (9), je trojuholnik pravouhly s preponou c. Lebo iste
mdzeme sostrojit pravouhly trojuhclnik, ktorého odvesny rovnaji
sa strandm a, b daného trojuholnika. Pretoze (9) plati pre dany troj-
uholnfk i pre pravouhly trojuholnik, shoduji sa oba. trojuholniky
vo vietkych strandch, st shodué a dany trojuholufk je pravouhly.

Cvilendte.

131. a) Vyslovte Euklidove vety a vetu Pytagorovu pouZitim obsahov
obdlZnikov a Stvorcov.
b) Ako premenite poufitim Euklidovyeh viet obdl¥nik MNPQ na
§tvoree s rovnakyim obsahom (kvadrattra obdiznika).
¢) Vo vzorei (8) zvolte: (1) ¢, == 2, ¢y = 1 (obr. 60), (2) ¢,’= 3,
¢, =1; (3) ¢ = 5, ¢, = 3 a urdite graficky hodnoty odmocnin
2, V3, V15
d) Cvidenie 131 ¢) rieSte pouZitim vzorea (0).
e) Narysujte 8tvorec HSKL, M N PQ a urdite Stvorec A BCD, ktorého
obsah sa rovné suétu obsahov danych Stvorcov.
132. V akom pomere st strany trojuholnika 4 BC, v ktorom je a) a = 45°,
y=90°?;b)a=30°%y=90?[1: V3 :2]
133. V akom powere je vySka a strana rovnostranného trojuholnika (pozri
cvié. 132 b)?
134. Rozhodnite, &i trojuholnik, uréeny, troma stranami a) 3, 4, 5; b) 3, 5, 6;
¢) 5, 12, 13; d) 4n, 4n*—1, 4n24-1 je pravouhly.
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135. a) Rovnobe#nik s uhlopriet¢kami 3. 12 a 80 stranou 6,5 je kosoStvorec.
DokéZte:

b) Aké podmienky musia spltiovat uhloprieéky e, f a strana a v rovno-
beZniku 4ABCD, nln to bol kosoltyvoree?

136. V. A ABC je AB = A, Ak je 4B - 13, BC = 10, uréite polomer r

kruZnice, oplsanc*j tuquhulml\u ('&k je stred l\ruZmu, E stredomn

stra.ny BC, jer = }. BC. I're A AEB pouZite vzoree (6). Co viete
o strede kruZnice, opisunej pravouhlému trojuholniku AEB?)

137. ABCD je §tvorec so stranou «; na polpriamke AR loZi bod I tak, Ze
AE = AC. Ak je I’ piitou kolmico, spustenej z bodu 4 na s priamku
DE, doké#te, %e bod P je v polrovine ACD a %e DE = 2.DP. (Uréite

"AE, DE a pre trojuholnik DEA pouZite vzorec (6).)

138. Ak je v trojuholniltu ABC = C - R a v -1, jo ey = —— Dokite
odtial geometrlcky, Ze sudet ¢, -+ — - &isla ¢; > 0 a jeho prevratenej
hodnoty —c_.— jo vidy vidsi nez 2 alebo rovny 2; dékaz vykonajte aj

vypottom. Kedy je ¢, + —0-‘1.— = 27 (Porovnajte vysku s polomerom
opisanej kruZnice. Pozri obr. 60.)

17. Goniometria ostrého uhla.

Slovo goniometria je gréckeho povodu: gony — uhol, metrein —
meraf, teda nduka o merani uhlov. Ked je dany ostry uhol a, mé-
Zeme sostrojit pra.vouhl)'r A ABC s uhlom a pri vrchole 4 a s pra-
vym uhlom pri vrchole C (obr. 61). Str‘my trojuholnika oznaéme

ako obydajne a = BC, b = AC ¢ = AB, a utvorme pomery
a b a b

’ ’ b

c ¢ b a (1)

Obr. 61,
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Ak miesto trojuholnika A ABC vezmeme iny A A’B'C’ s pravym
uhlom pri ¢’ a uhlom a’ = a pri A’ (pritom uhly a, a’ alebo splyntt
alebo nesplyni, ale rozhodne sa sebe rovnaji), ktorého strany ozna-
¢ime ¢’ = B'C', b’ = A'C’, ¢’ = A’B’, budeme miesto (1) mat po-
mery

3

2
Z rovnosti uhlov a = a’, X C = < €' plynie podobnost A ABC «»
v A A'B'C’. Ak je k koeficient podobnosti, je a' = ka,b'=kb,
¢’ = ke, a preto pomery (2) rovnaji sa pomerom (1). Inak povedané,
pomery (1) st é&isla, ktorych hodnoty st zavislé len od velkosti
uhla a, alebo s funkciami velkosti uhla a, kratko funkciami uhla a.
Slovo funkcia poznate zo strednej 8koly. Spoloény nizov vietkych
8tyroch funkeii je goniometrické funkcie. Pre jednotlivé z nich
mame tieto nazvy:

%’5, t. j. pomer protilahlej odvesny k prepone menuje sa sinus uhla a,

-?b-, t. j. pomer prilahlej odvesny k prepone menuje sa kosinus uhla a,
; .

5 t. j. pomer protilahlej odvesny k prilahlej odvesne menuje sa

tangens uhla q,

vy t. j. pomer prilahlej odvesny k protilahlej odvesne menuje sa

kotangens uhla a.

Obydajne pouzivame skratky:

2= sina —ll-—-cos 2o —b-—co
c g T s a o =g a, o = colg a.

Pre kaidy ostry uhol a je sin a, cos a, tg a, colg a uréité kladné
¢islo. PretoZe prepona c je vidy dlhSia ako ktordkolvek z odvesien
a, b, mame pre kaZdy ostry uhol a:

sima <1, cosa<l. (3)
Pre funkcie tangens a kotangens neplati nijakd obmedzujtica pod-
’ 2 2
mienka. Z Pytagorovej vety a? 4 b = c?plynie (—:) + (—g—) =1,
teda pre kaZdy ostry uhol a plati dlezité identita (alebo totoZnost)
(stn a)? 4 (cos a) =1,
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ktoréd sa viak obyéajne pife bez zatvoriek takto:

sim?a + cos?a=1. (4)
1 1
= = — r
cotg a iga , tga colga’ (h)
sin a cos a \
tga= cosa ’ wtga_sina : (6)

Spravnost tychto identit je jasna.
Podrobnejsie budeme &Studovat
goniometrické funkcie v drubej A
triede, kde jednak rozsirime defi- c
niciu goniometrickych funkeii u- ‘
hlov tak, Ze definovat sa budua /
vSetky uhly, nie ako doteraz len ‘a
uhly ostré, a dalej budeme defi-  , b
novat aj goniometrické funkecie
éfsla (nie uhlov), ktoré st dolezi-
té vo fyzike.

Ked st a, f dva ostré uhly pravouhlého A ABC (obr. 62), vieme,
Zea-+4f = % alebo a + 8 =90°. Hovorime, Ze a, # sti dva dopln-

kové uhly. Odvesna, protilahla k jednému z oboch uhlov a, 8, je za-
roveii prilahlou k druhému. Z toho plynie: Ak st a, § dva doplnkové
llhlyy je

Obr. 62.

sinf =cosa,cosf =sina, ity =colga,cotgf =tga. (7)

Predpona ko- v nazvoch kosinus, kotangens pochadza z latinského
slova complementum — doplnok.

Ak sa zvidluje ostry ubol a,
zvidSuja sa aj Gisla sin a, tga,ale

¢isla cos a, cotg a sa zmensuja. , :l\\\\
Doékaz (obr. 63). Zvolme si Iu- ;'\ o
bovoInt tsedku HK a v bode K - \ N
vedme polpriamku KX kolmo na \ ~
HK. Pre kazdt polohu bodu X " \\
nech je x=uhol KHX, tak%e cos a= t N
_HE . . _HK " X%
HX ’ KX Obr. 63.
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Ak sa zvitiuje uhol a, zvitsuje sa KX, takZe colg a sa zmensuje.
Stdasne (pozri str. 31) zviciuje sa aj HK, takZe cos a sa zmensuje.
Pri zmenSovani’ a naopalk zviciuje sa cos a i cotg a. Nech je teraz
doplnkovy uhol k a. Ked sa zviciuje a, § sa zmenSuje, teda sa
zviadiuje cos B, coty f a podla (7) zviéSuje sa sin a, ig a.

Cuibenie.

139. Co su(hte 0 tl()]llh()lnll\(l('ll ABC, A,B,C,, o ktor) ch plati: ¢ = 10,

= 35° y-—-‘)U €y == 12 11-':.)0,/1-—‘)

a) Je nojuku. sav mlnst m(-dn stranami ohoch tromholmkov’

b) Vypoéitajte hodnoty goniometrickych funkeii ublov a, a,. Ak
stvislost ofakiavate medzi vysledkami?

140. Narysujte A ABC, ak je dané 2 = 9, BC = 6,y = R.

ce

&) Uhlomorom zmerajte uhly «, f# (kontrola!), vypoéitajte preponu
AB.

b) Vypoditajte hodnoty goniometrickyeh funkeif oboch uhlov a, 8.
Kolko jo to réznych &isel? Ktoré z vypoditanych funkénych hod-
néds 1 navzajom rovné?

141.V obr. 63 jo X HKX = I, q; < a, a preto 8, > B,; zvolte HK = 1

dm. Viete, %e je KX, < KX, a HX, < HX,. Doké’te opit ako
v texte, %o plati tga, <tguy sina, < sinay cotga,; > colg a,,
€08 ay > €08 ay. Vyslovte vetou!

142. Gl‘aﬁcky moZemosostavit tabulky hodndt goniometrickych funkeii po-

uzitim pravouhlych trojulcelikov. ktorych jednu stranu zvolime tak,
uby sarovnala jednotke meranin (mx.Jlepsle 1dm). Na obr. 64a a obr. 64b
811 takéto trojuliolniky naznatend; vysvotlite a graficky uréite tabulky
hodndt funkeii ublov « = 109, ‘20“ . .5 80Y (merajte na mm presne;
pre uhly a < 60° narysujte obr. 64a tuk, Ze AC=2 cm a za jednotku
merania volte 2 em).

il J
s

=c0

ﬁLE]z

- cosa .

1
Obr. 64a. Obr. 64b.

143. Pomocou obr. 64a doké%te, ¥e funkcie tg a, cotg a ostrého uhla a méZu

nadobudnut ktorikolvek kladni hodnotu. Podobne pomocou obr. 64b
dokézte, ¥e funkcie sin a, cos a ostrého uhla a mézu nadobudnt ktoru-
kolvek kladni hodnotu menSiu ne% jedna, t. j. 0 <sina <1,
0 < cos a < 1. Dokézte!



144, Urtite graficky velkost uhla o, ak je: a) sin w = -%—; 0,46;b)lg @ =
=25; 0,52 c)cosw = 0,7;1}; Q) cotg @ = 2 V7, 0,29,

1456. Srovnajte podla velkosti ubly ¢, ¢, p, pre ktoré plati: (Pouzite vysle-
dkov cvié. 141, velkost uhlov neurtujte.) P Y

a)tge= 1,75, tgp = 0,36, ty p = 2;
b) cos p = 0,3, cos ¢ = 0,58, cus ¢ == 0,998;

c) tg e = 0,36, cotg p = —;, tgp==% 3.

146. a) Na zéklade vysledkov cviit. 132 vyjadrite presno hodnoty gonio-
metrickych funkeii uhla 307, 45°, 60° a vypotitajie ich priblizné
hodnoty na tri desatinné miesta.

b) Na zéklade vysledkov cvié. 143 overte si spravuost vzorcov (4—17),
ktoré platia identicky pro 0° < « < 90°.

147. Odhadnite velkost uhla @ v cvid. 145 pou#itim hodndt funkeii uhla

30°, 45°, 60°.

148. Udajte pomocou hodnét funkeii uhlov 30°, 45°, 60° medze, v ktorych

leZia hodnoty goniometrickych funkcii uhlov 20°, 40°, 50°, 70°.

149. Pre kaZdy ostry uhol a plati:

a)sina + cosa > 1;

b) (stn a —cos x)? < 1;

c) tga + cotg a =2 (kedy plati rovnost?).

(V cvideni a), b) pouZite obr. ti4a, v cvid. ¢) pouiite vysledok evig. 138.)

150. Viete, %e danej hodnote goniometrickej funkeio prislicha jediny

ostry ubol. Co z toho stdite o ostrych uhloch @, @, o ktorych platf
a) 8tn w= cos @; b) tg(R— w)= coly ¢; ¢) coly (45°— o) == 1y(45°+ ¢);

_ ) S .
d)tgo=—75;1g ¢ = —gie)cotgw="4 |3 ;cotg p==—4 {5 5;f) sin o=
= —:—; sin Q= %; g) co8S W = .3_1/3?_.; Ccos @ -_—._5_Vz.

151. Upravte vyrazy s pouZitim vlastnosti funkeii a) sin 72° + tg 76° —

—cos 18° —cotg 15°; b) sin? 15° 4 sin? 75°; ¢) tg 56°.cotg 34°;
d) cos (30° — a) + tg 60°.7g 30° — sin(60° + a) (pre ktoré « mé tento

vyraz vyznam?).
152. Bez poéitania velkosti uhla « uréite hodnoty ostatnych funk(;f 1};ghoi;o
3 12 3"
uhla, ak viete, ¥e je: a) sin a = —%—;—%—;b)cosa:-ﬁ.—; —5
24 —_— 5 3
c)tga = ——; Y3;d)cotga=13; —-Vf—

18. Tabulky goniometrickych fankeii.

Hodnoty goniometrickych funkcif st vypoéditané a sostavené do
tabuliek. Stru®ne opiSeme tabulku na Styri desatinné miesta za- -
okrtihlenych hodnét goniometrickych funkeii tych ostrych uhlov,
ktoré sa rovnaju celému podtu stuptiov alebo s o 10, 20, 30, 40, 50
mindt vadsie. Tabulka je na dvoch stranich. Lava strana udava
sinus pre ostré uhly mengie ako 45°. Kazdy riadok odpovedd uréi-
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tému poétu stupiiov. V prvom riadku udéva sa poéet mindat. Z4-
hlavie (prvy riadok) a riadky odpovedajiice 25, 26, 27, 28, 29, 30
stuptiom su:

sin 0° x 45°
0 10’ 20’ 30’ 40’ 50’ 60’

25° 0,4226  0,4253  0,4279  0,4305 0,4331 0,4358 0,4384
26° 0,4384 0,4410 0,4436  0,4462 0,4488 0,4514 0,4540
27 0,4540 0,4566  0,4592  0,4617 0,4643 0,4669 0,4696
28° 0,4695 0,4720 0,4746  0,4772 0,4797 0,4823 0,4848
29° 0,4848 0,4874 0,4899  0,4924 0,4950 0,4975 0,5000
80° 0,5000 0,5025 0,5050 0,5075 0,5100 0,6125 0,5150

Podla toho napr. sin 27°40" = 0,4643. PretoZe sin a je pre kazdy
ostry uhol mensi nez 1, madme vo vsetkych pripadoch pred desatin-
nou ¢iarkou nulu. (Ta.to nula sa pre stru¢nost v niektorych tabul-
kéch uvddza len pri tych uhloch, ktoré st ndsobkami 5°, napr.
sin 25° = 0,4226; sin 30° == 0,5000; ak je nad poslednou &slicou
vodorovna cmrka, znamend to, %e zaokriahlenie je vzostupné, Ze
skutoéna hodnota je onie¢o mensia.)

e YY 2 e VY2

Vieme, Ze ked zvicSime a, zvadi sa aj sin a. D sa dokézat, Ze pri
malych zvidSeniach je zviicSenie Sisla sin a priblizne imerné zvié-
Seniu uhla a. Toto méZeme pouzit na tzv. interpoliciu (to je latinské
slovo, ktoré znamen4 vsunutie). Pomocou mtcrpolé,cle uréfme napr.
sin 27°12' takto:

Podla tabuliek je sin 27°10" = 0,4566; sin 27°20' = 0,5492; na
zviiClenie uhla a o 10’ pripadd zviidSenie Cisla sinma o rozdiel
0,4592 — 0,4566 alebo 26.10%, z toho pripadd na zviiéSenie o 1’
priblizne 2,6.104, teda na zvidéSenie o 2’ priblizne 5,2.10%4, za-
okrdhlene 5.104 alebo 0,0005. PretcZe 0,4566 4- 0,0005 = 0,4571,
je sim 27°12" = 0,4571. Podobne uréime napr. sin 27°17’. Pre po-
hodlnt interpolaciusa v tabulkach udava okrem hodnoty sin 26°50" =
= 0,4514 eite hodnota sin 26°60° = 0,4540, ktors sa opakuje v na-
sledujiucom riadku, lebo 26°60" = 27°

Na nasledujtcich stranach tabuliek si hodnoty ig a pre ostré
uhly, a to na Iavej pre mensie nez 45°. Aj tieto hodnoty st mensie
ne# 1; lebo k uhlu ¢ < 45° mame doplnkevy uhol g > 45° proti a
je odvesna a, prcti g je odvesna b; ale proti viéSiemu uhlu lezi
vidsia strana, takie b > a; pretoze iga = a : b, ]e tga < 1. Ob-
dobne usudlme e hodnoty g a uhlov a > 45° st vidsie ako 1;
tieto st na pravej strane tabuliek. Interpolacia deje sa podla tych‘
zasad, ako pri funkeii sinus a netreba ju tu preto uvadzat; pomocou
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interpoldcie uréfme napr. g 35°14' = 0,7063. Prave tak pri popise
druhej stranky tabuliek nebudeme hovorif o interpolacii.

Tabulky hodnét sin a i zivovell tabulkami hodnét cos a a po-
dobne tabulky hodnét ig a s zaroveii tabulkami hodnét cotg a. Ale
pre tieto. hodnoty plati zdhlavie dolu a prisluSny poget stupiiov
uddva pravy krajny stipec. Hodnoty &isla cos a pre uhly a > 45°
st zase menSie nez 1; rozdicl proti predchadzajiicim pripadom je len
v tom, Ze pri zvidieni uhla a &islo cos @ sa zmenSuje. Hodnoty
cotg a pre uhly o < 45° st viidsie nez 1 a pred desatinnou Giarkou uz
nie je nula. Zihlavie (posledny¥ riadok) a riadky, odpovedajice
poctu stupiiov 12, 13, 14, 15, su tu:

3,4874 ! 3,5261 3,6656 3,6059 3,6470 3,6891 3,7321 15°
3,7321 = 3,7760 3,8208 3,8667 3,9136 3,9617 4,0108 14°
4,0108  4,0611 4,1126 4,1653 4,2193 4,2747 4,3315 18°
4,3315  4,3897 4,4494  4,5107 4,5736 4,6382 4,7046 12°

...................................

80’ 50’ 10’ 30’ 200 10 o 1

eotg 0° x 45°

Podla toho je napr. cotg 13°20" = 4,2193.

Hodnoty cos a, cotg a uhlov a> 45°sG na Tavej strane a uhlov
a < 45° na pravej strane;lebo, ak je ostry uhol a vidSi neZ 45° je
doplnkovy uhol a mensi nez 45° a hodnoty goniometrickych funkeif
uhla o vyjadruji sa pomocou hodnét goniometrickych funkeif uhla
a menSieho ne% 45° na zdklade vzorea (7) élanku 18. Posledny riadok
a posledny stipec na oboch stranich tabulky ulahduja prakticky

ostup.

P Vie%s)e, e podla tabulky druhych mocnin mézeme poéitat nielen
druhé mocniny, ale aj druhé odmocniny. Podobne podla tabulky
goniometrickych uhlov méZeme nielen poéditat hodnoty gonio-
metrickych funkcii daného ostrého uhla, ale aj poéitaf, domu sa
rovné ostry uhol a, ak je zndma hodnota niektorej eho gonio-
metrickej funkcie. Pritom treba najprv uvazit, ¢ uhol a bude mensi
alebo vi&si nez 45° podla toho, Ze: pre uhol a < 45° je sina < 0,7071;
cos a > 0,7071; g @ < 1; cotg a > 1; pre uhol a > 45° je to naopak.

Dans hodnota goniometrickej funkcie obyéajne nebude priamo
v tabulke, ale bude medzi dvoma hodnotami, vyskytujicimi sa
v tabulke. Ak vezmeme z nich td, ktoré je blizSie danej hodnote,
dostaneme hodnotu uhla a, zaokrihlent na 10’; v praxi to postaéi.
MoéZeme viak urédif aj hodnotu uhla a, zaokrihlent na minity po-
‘mocou interpolicie. Vysvetlime si to na priklade:
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Uréite ostry uhol a, ak je dané tga = 2. V tabulke nidjdeme
k &islu 2 najbliziie hodnoty tangenty: g 63°20" = 1,9912, tg 63°30’ =
= 2,0057. Druh4 hodnota je bliisie éislu 2, preto a’ = 63°30’, presne
na desiatky minat. Ak chceme zistif uhol a s presnosfou minit,
vyjdeme od najblizSej niZ&ej hodnoty: tg 63°20" = 1,9912. Rozdiel
medzi touto a nasledujicou tabulkovou hodnotou tangenty je
145.104. Z toho pripad4 na jednu minutu rozdiel 14,5.104; rozdiel
medzi &islami g 63°30" = 1,9912, {g a = 2 je 88.10%; je teda pri-

blizne Sestkrit viissi, o zodpovedd 6 mintGtam; teda uhol a je asi

vy

o 6’ vidsi ako 63°20, t. j. = 63°26’ presne na minuty.
Cutdenie.

163. Uréite hodnoty goniometrickych funkeif uhla: a) a = 18°36’;
b) B = 78°48’; ¢) y = 58°7’. Spravnost vysledkov si aspori zhruba
overte pouZitim vzorcov (4)—(7) z odseku 18. .

154, Urdite ostry uhol a, ak je dané: a) tg a = 0,6; 1,70; b) sin a = 0,32;
0,7999; c¢) cotg a = 1,6; -—".;-; d) cos a = 0,81; -2—;-.

1565. K danej hodnote funkecie uréite prisluSny ostry uhol a:a)tg 2a =1,44;
b) tg (2a + 10°) = 2,66; c) cotg (49° — a) = 1,542;
d) sin (3a + 12°) = 0,7; e) sin (2a — 5°18’) = 0,633.
Vykonajte najprv odhad uhlov a na zéklade danej hodnoty gonio-
metrickej funkcie; napr. z rovnice fg (3a — 15°) = 1,84 plynie, Ze
60° < 3a— 15° < 90° 15° < a < 35°

19. PoufZitie goniometrickych funkeif.

Goniometrické funkeie vyjadruji vztah medzi uhlami a dlzkami;
preto sa pouzivaji vo vSetkych ulohich, v ktorych sa mé vypoéitat
velkost nejakej vzdialenosti na zaklade velkosti nejakého uhla alebo
obritene, velkost nejakého uhla na zdklade velkosti nejakej vzdia-
lenosti. Takéto uhly sa vyskytuja
v tedrii i v praxi. V tejto triede
obmedzime sa na také dlohy,
v ktorych sa lahko nédjde pomoeny
pravouhly trojuholnik, potrebny
na rieSenie Glohy.

Priklad:Z okna, ktoré je 8 m
nad zemou, vidime vrchol veZe
vo vyskovom uhle 50°, pitu v hib-
kovom uhle 14°.

a) Aka vysoka je veza? b) Ako
daleko je dom od veZe? ¢) Ako by
P Obr. 65.  sazmenil hibkovy a vyskovy uhol,

keby bolo okno 20 m nad zemou#t




Riefenie (obr. 65): Oznaéfme: O okno, ¥ vrchol veZe, P pitu veZe,
H to miesto veie, ktoré je v takej vyske ako okno,takie HP = 8 m.
Dalej oznadime a = 50°, § = 14° oba namerané uhly, a predpokla-
dajme, Ze boly odmerané presne na stupne. Dalej predpokladajme,
Ze vyska okna 8 m (presnejSie toho micsta v okne, z ktorého boly
merané uhly a, f) bola uréend presne na decimetre. V pravouhlom

HPO pozndme odvesnu HP = 8 m (volim» 1 m za jednotku
dlzky) a protilahly uhol B. Na ricienic lohy b) mame ndjst druha
odvesnu HO. Pounzijeme th funkeiu, ktord vviadruje vztah medzi
hladanou dftkou HO a danymi veli¢inami HP, g:

—g.% = colg B, HO = 8 colg f.

Z tabuliek ndjdem= cotg 8 = 4,0108, teda HO = 32,0864. Pretoze
viak uhol 8 bnl presne zmeranv na stupne, vieme o jeho velkosti len
tolko, Ze f < 14°30’, B > 13°30’ a preto o cisle colg f# vieme vlastne
len tolko, %e cotg B < 4,1653, cotg # > 3,8667 a okrem toho v rov-
nici HO = 8 cotg f§ prvy Cinitel ra Tavej strane nemusi sa v sku-
todnosti presne rovnaf 8, ale vieme o fiom len tolke, Ze je:

1

R 1 v
vi6si nef 8 — ——; mensi neZ 8 + ST
-~

20
Preto o &isle HO vieme len tolko, Ze je:

viciie nez (8 —_— —21—0).3,9667; mensie nei( 8 4 2—10> . 4,1653,
alebo Ze je zaokrihlene: menSic ne% 33,53, viiGSie nez 30,74. Preto
z vypoéitanej hodnoty pouZijeme len nespornit prvi éislicu a pri-
blizné hodnotu nasledujcej slice JI0 = 32. Odpoved na otizku
b) teda bude: Vzdialenost od domu k veZi je 32 m. Odpoved na
otdzku a) vyZaduje vypodet dltky VH. V pravouhlom A VHO
poznéme odvesnu HO = 32 a prilahly uhol 8. Je teda

VH =

o tga, VH = 32.19 q,
pridom nemé smysel poditat VH presnejsie ako na metre. V tabul-
kéch néjdeme fg @ = 1,1918, teda VH = 38. Pretoie 38 + 8 = 46,
odpoved na otdzku a) bude: Vyika veZe je asi 46 m.

Na Specidlnej mape s mierkou 1 : 75 000 vrstevnice svahu s ké-

tami 200 m a 400 m st vzdialené 8 mm; kolko stupiiové sttpanie
m4 svah? Na Specidlnej mape 8 mm je v skutoénosti 600 m. Této
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vzdialenost — oznaéme ju d — je vodorovnou odvesnou v pravo-
uhlom trojuholniku, ktorého prepona ¢ je spaddnicou svahu a rozdiel
két vrstevnic b = 100 m je druhou odvesnou. Ak oznadime uhol
stapania a, jetg a =g— = 0,3333. Z tabuliek vyhladdme a = 18°26’.
Ako sme uZ povedali, podobné Glohy budeme preberaf aZ v tretej
triede. Uz teraz vSak bude uZitotnd poznimka, tykajica sa ryso-
vania uhlov danej velkosti. Také-

B to uhly rysovali sme doteraz po-
~1 mocou uhlomerov. Omnoho pres-
_ nejsie narysujeme uhol danej vel-
// kosti pomocou tabulky funkcie
e tangenty. Ak méime narysovat
e napr. uhol a = 27°, néjdeme v ta-
/( bulkach, %e tg 27° = 0,5095. Ak je
T polpriamka VA jedno rameno
, 4 hladaného uhla a, zvolime si (obr.

Obr. 66. 66) bod A tak, Ze VA = 6 cm. Na

kolmici, vztydenej na priamku VA

v bode 4, uréime bod B tak, aby bol a = < AVB. Na to je treba,

aby bolo tga = %—, teda B4 = 5.1g a v centrimetroch, to jest

BA = 2,6475 cm. Tato difku nanesieme pomocou linesra o naj-
‘presnejiie; tym uréfme polohu bodu B a dostaneme a = < BVA
omnoho presnejsie, nez pomocou uhlomera. Volili sme V4 = 5 em,
%o, pravda, nie je podstatné; ale volba malej tsetky VA viedla by
k nepresnej konstrukecii a volba privelkej Gsetky VA viedla by
k tomu, Ze by sa bod B nenachodil v sofite. Pri velkom uhle a vo-
lime V4 o niedo mengie ne% 5 cm; napr. pre a = 80° volime V4 = 1
cm; pretoze podla tabuliek je tg 80° = 5,0713, bude 4B = 5,07 cm.
Ak méme narysovaf uhol tupy, narysujeme najprv ostry uhol,
ktory je k nemu vedIajsi.
Cvidenie.
186. V. A ABC je < C = R. Urdite ostatné strany a uhly, ak je dané:
a)a=48cm; ¢=60cm; b) #=16m, b=20m; ¢) ¢=2,7m
a = 53°17; d) a = 6,1 dm; a = 39°45’; ) b = 7,6; f = 73°26".
157. V kvédri o rozmeroch ¢ = 6,6 cm, b = 3,7 cm, ¢ = 12,6 cm urdite:
a) velkost vietkych stenovych uhlopriedok a telesové uhloprietky,

b) uhly, ktoré tvori telesové uhloprietka so stenovymi uhloprietkami,
ktoré maji s fiou spoloény krajny bod;
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o) uhly, ktoré tvori jedna telesova uhloprietka s troma ostatnymi te-
lesovymi uhloprie¢kami;
d) obsah obdl#nika, v ktorom rovina g, poloZend hranou a, pretina
‘povreh kvédra, ak jej uhol s podstavnou rovinou (@, b) je w = 363°.
158. Urdite polovi¥ny obvod pravidelného n-uholnika, ktory je kruZnici
(S, r = 1) a) opisany, b) vpisany. Ciselné vypolty vykonajte pre
n = 6, 12, 24, 48, usporiadajte vysledky podla velkosti a povedzte
vysledok svojho pozorovania. -

159. Pozorovaci balén B vznaSa sa nad vodorovnou krajinou prive nad
miestom P, Baldn je oZiareny luémi svetlometu 8, ktoré s vodorovnou
(horizontélnou) rovinou tvoria vySkovy uhol ¢ = X PSB = 47°.
Horizontélna vzdialenost SP svetlometu a baléna je 3,5 km. Uréite
vysku baléna nad krajinou a jeho vzdialenost od svetlometu. (Vys-
kovy uhol ¢ bal6na B v pozorovacom mieste S mé jedno rameno SB
& druhé rameno SP je vidy vodorovné a le#f{ vo svislej (vertikélnej)

rovine, poloZenej ramenom SB.)

160. Pod ktorym hibkovym ullom (jedno jeho rameno je vidy vodorovné)
vidief s vrecholu veZe 60 m vysokej predmet, ktory le%i na zemi v ho-
rizontélnej rovine pity. veZe, ak je od veZe vzdialeny 96 m?

161. S vrcholu kopea, ktory je 75 m nad vodnou hladinou, vidiet presne
za sebou dve lodky. Hibkovy uhol jednej je a = 64°, hibkovy uhol
druhej je B = 48°, Urdite vzdialenost oboch lodiek.

162. Lietadlo leti k vychodu vo vyske 800 m. Pozorovatel vidi nddr% na
plyn smerom k juhu pod hibkovym uhlom 29°; o 16 sektind neskorZie
vidf t4 istd nédrZ na plyn smerom k juhozépadu. Urdite rychlost
lietadla!

163. Na krajoch leti’fa st sig- M
nalizaZné stoZiare 4, B.

A je 800 m zépadne od -8B
B. Lietadlo leti priamo
vo smere J 30° Z (t. j.
smerom, ktory je medzi

<
: / | -
juhom & zédpadom a tvo- / | g
ri 30° so smerom juZ- /
nym). Pozorovatel v lie- e\ I'_JL _ N/
A B’ /
/

tadle vidf stoZiar B vo
smere J 10° Z, stoZiar A
vo smere J 40° Z, Ako
bude daleko lietadlo od Obr. 6
A a od B, ked sa dosta- r. 67.
ne medzi oba stofiare?
164. a) Stupanie a klesanie ¥eleznj¢nej trate alebo cesty udéva sa v pro-
miléch (alebo v percentéch); ak stiipne trat A B(pozriobr.67)na 1 km
0 12m, je stipanie 12%,.Aké je stipanie trate AB na obr. 67, ak

v skutodnosti AB = ¢ metrov a BB’ = v metrov; o ktorti funkciu
uhla a = X BAB’ vlastne ide?

BB’ .

b) Spddom priamky 4B (obr. 67) rozumieme pomer—A;B.;-, ktorého
8iselnd hodnote uddva sa obydajne v tvare 1/n, napr. 1:25.
O ktori funkciu uhla a = < BAB’ tu idet Usporiadajte podla
velkosti uhly a,, a,, a, ku ktorym patria spady 1:1, 1: 0,9, 1: 1,5.
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c) V strojnictve u¥fva sa nézov dikos klina ABB’; je to opit pomer

BB’
A =5 . Narysujte prierez klina ABB’, ak jo AB’ = 85m a tikos
je 1:0,5.

165. Pomocou hodnoty g a narysujte ostry uhol a, ak je: a) a = 45°;
b) @ = 4°37; ¢) a = 76°34’

166. Narysujte Tubovolny uhol a = ¥ MAN (pozri obr. 67) a urdite jeho
tangentu a pomocou tabuliek udajte jeho velkost v miere a) stupiio-
vej, b) oblukovej.

(Na AN zvolte B’ a vztyite kolmicu BB” | AN;ak je AB’ = 1dm,
éfselnéd hodnota velkosti BB’ v dm je tg «; z tabuliek uréite a.)

20. Rovnolahlost.

Doteraz sme preberali len podobnost trojuholnikov. Teraz si prebe-
rieme jeden délezity pripad podobnosti Iubovolnych atvarov; to je
tzv. rovnolahlost. Zvolme si TubovoIny bod SaTubovoIné (,mlok klad-
né alebo zaporné, ale iné ako nula; bod 8 je stredom rovnolahlosti, &islo
k koeficientom rovnolahlosti. Teraz priradime kazdému bodu roviny
urdity bod ako obraz takto: Bod S je samodruzny, t. j. splynie so
svojim obrazom. Ak je bod 4 iny neZ bod 8, leZf jeho obraz 4’ na
priamke SA vo vzdialenosti S4’ = |k|.S4 od bodu §, a to pri
kladnom % na polpriamke SA, pri zipornom k na polpriamke opacé-
nej k SA. Pozri obr. 68a(k = -3-), obr. 68b (k=—-3-), obr. 67c
(& = %), obr. 68d (k = —3}); v kazdom obrazku st vyznacené obrazy
dvoch bodov 4,, 4, na rovnakej polpriamke so zadiatkom 8, bodu
Ay na opatnej polpriamke a bodu B,leZiaceho mimo priamky SA4,.

Pre k& = 1 rovnolahlost je totoZnost; pre ¥ = —1 rovnolahlost je
stredovéd simernost, teda shodnost. Ak je k 5 1, k % —1, rovno-
Tahlost nie je shodnost, ale, ako uvidime, je to podobnost.

Obr. 68a. 7 & Obr. 68b.
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Ak je A’ obrazom bodu A4 pri rovnolahlosti (S, k), t.j. pri rovno-
Tahlosti so stredom S a koeficientom k, nazvime A vzorom bodu 4’
pri tej istej rovnolahlosti. Bod 4 je potom obrazom bodu A’ pri
rovnolahlosti (8, 1/k), ktord ma ten isty stred, ale iny koeficient.
Dve rovnolahlosti (8, %;), (S, k;) s tym istym stredom méZeme slo-
Zit, t. j. k Tubovolnému bodu 4 moézeme uréif najprv jeho obraz
A* pri rovnolahlosti (8, k,) a potcm obraz 4’ bodu A4 pri rovno-

8

Obr. 68c. Obr. 68d.

Tahlosti (8, k,). Lahko uvéZime, Ze bod A’ je obrazom bodu A4
pri rovnolahlosti (S, k,k,) s tym istym stredom S, ktorej koefi-
cient je sGéinom poévodnych koeficientov. Najmi rovnolahlost
(S, —*) dostane sa sloZenim rovnolahlrsti (S, k) so stredovou si-
mernosfou, ktorej vlastnosti pozname. Preto sa méZeme pri dékaze
vlastnosti rovnolahlosti obmedzit na pripad kladného k; dokonca
sa méZeme obmedzit na pripad k& > 1, lebo pripad k = 1 je totoZ-
nost a pripad kladného k < 1 prejde v pripad k > 1 zamenenim
vzoru s obrazom.
Ak si A’ B’ obrazy dvoch bodov 4, B v rovnolahlosti (S, k), je
A'B’ = |k|.AB. (1)
Dokaz. To je jasné, ked A alebo B sglynie s bodom S. Ak splyni
polpriamky SA4, SB a ak napr."S4 < 8B, je
AB=84A—8B A'B =84"—8B
S4 =% §4 BB = |¢|.5F
a z toho plynie (1). Ak sit S4, SB dve opaéné polpriamky, je
AB=F4 + 5B, 4B =34 + 8
84'=|k|SA 8B =|k|SB
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a 7 toho plynie (1). Ked body S, A4, B nelezia v jednej priamke, je

A ASBey A SA'B (2)
podla vety II na str. 59, lebo je
A4 = |b|.F4 KB — |4|.5F 3)

a okrem toho X ASB = < A’SB’ (oba uhly splyna v rovnolahlosti
s kladnym k a st vrcholové v rovnolahlosti so zapornym k); z (2)
a (3) plynie (1).

Obraz p’ priamky p v rovnolahlosti (S, k) je priamka rovnobeZné
8 priamkou p; rovnobeZnost je siihlasna pri kladnom %, nesiihlasné pri
zapornom k.

Dokaz: O pripade stredovej simernosti £ == —1 je nam to
zndme (str. 45). Staci, ako prvsie, vvkonat dokaz pre kladné & > 1.

Nech je teda &£ > 1 a nech st na priamke p tri body A4, B, C;
mame dokézat,Ze ich obrazy A’, B’,C’ leZia na priamke 9, stihlasne
rovnobeznej s p. To je vSetko jasné, ak priamka p prechidza bodom
8. Ak priamka p neprechadza bodom S a ak z bodov 4, B, C napr.
bod C lezi medzi ostatnymi dvoma (obr. 70), postupujeme takto:
Nech je A’ obrazom bodu 4; pretoze k > 1, lezi bod 4 vnutri

B

useéky SA4’; rovnobezka s priam-
kou AB, vedend bodom A4’, pretne
priamku 8B v bode B* a priamku
SC v bode C*. Lahko zistime, Ze
body 8, 4’ st od seba oddelené
priamkou p, ale body 4’, B*, C*
nie s od seba oddelené priamkou
p; z toho plynie, Ze body S, B* su
od seba oddelené priamkou p a Ze
to isté plati o bodoch 8, C*. To
znamena, ze bod B lezi vnatri G-
seCky SB* a podobne bod C vnitri
0br. 70. tsedky SC*.Usetky AA’, BB* sa
nepretni, takze AB//A'B* (st~
hlasnd rovnobeznost!); okrem toho lezi bod A4 vnutri strany SA’,
bod B vnitri strany SB* trojuholnika SA'B*, Podla (5), (6) je t teda
A SAB & A SA'B* a pretoze SA” = |k|.SA, musi byt aj SB* =
= |k[ .SB. Z toho plynie, ze B* splyme s obrazom B’ bodu B v na’
Sej rovnolahlosti a rovnako sa zisti, Ze bod C* splynie s obrazom ¢
bodu C. Teda body 4’, B’, C' le#ia na priamke a je ABJ[A'B’, §im
je vSetko dokézané.
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Obraz < A’B'C’ uhia < ABC v rovnolahlosti je uhel jemu rovny.

Podla predchadzajiceho st ramend oboch uhlov sthlasne rovno-
bezné pre £ > o, nesthlasne rovnobe#né pre & < o, takZc oba uhly
st sebe rovné podla viet na str. 46.

Dokézali sme, Ze velkost uhlov sa pri rovnolahlosti nemeni. Na
str. 75 sme si dokizali, Ze v rovnolahlosti odpovedajuce si tisetky
si tmerné. Teda rovnolahlost je pedobnost; ak je & koeficientom
rovnolahlosti, je kladné é&islo & koeficientom podobnosti.

Cviente.

167.

K danému (dost velkému) Stvoruholniku ABCD sostrojte rovno-
Tahlé §tvoruholniky 4,B,C,D,, 4,B,C,D, pre koeficienty rovnolah-

losti k; = —2, kg = ——%~. Stred rovnolahlosti 8 zvolte: a) vnuttri

Stvoruholnika, b) mimo Stvoruholnika, ¢) vmitri strany 4B, d) vo
vrchole O daného &tvoruholnfka. V akom vztahu st Etvoruholniky
A,B,C1D,, A;By04D,?

168. Narysujte priamku ABCDE tak, aby bolo AB = 3, BC = 3,6,

169.

170.

171.

172.

173.

CD = 4,2, DE = 1,2 a priamku 4’B'C’D’E’ s fiou rovnobeini vo
vzdialenosti 5,5 tak, aby bolo A’B’ —= 2,6, B’C’ = 3, C’D’= 3,5,
D’E’ = 1. Dokéite, Ze body A’, B’, ¢/, D’, E’ sa obrazy bodov
A B, C, D, E v uréitej rovnolahlosti (S, k). VySotrite vzdialenost
stredu S od oboch danych priamok! (St dve mo¥nosti: AB[/A'B’;
AB|[B’A’.)
Ak je A ABC » A A’'B’C’ a ABJ|[A’B’, BC|/B'C’ je aj CAJ|C'A’.
Trojuholniky su potom bud rovnolahlé, alebo, ak st shodné, vznikne
jeden z druhého posunutim. Ak je AB//B’A’, BC|/C’'B’,jeajCA[[A'C’.
ojuholniky st potom rovnolahlé; v pripade, Ze sit shodné, s si-
merné podla stredu. DokéaZte!
A A,B,C; vznikol z A A,B,C, rovnolahlostou (S, k). A 43850,
vznikol z A A4,B,C, rovnolahlostou (S, k’). V akom vztahu sa troj-
uholniky 4,B,0,, A3B;C; & v ktorom pomere st ich prislusné strany ?

Obrazom trojuholnfka 4,B,C, v rovnolahlosti (Syg, k) jo A A,B,C,,
ale v rovnolahlosti (S;3, k') je A A3B3Cs; bodﬁlb'“, Sy 80 rozne.
Oba trojuholniky A,B;C,, A3B;C, st bud rovnolahlé v rovnolahlosti
(Sgs K’[k), pridom stred Syg leZi na priamke 8;4S,;, alebo daji sa sto-
toZnit posunutim. DokéaZte! (PouZite vysledok cvid. 174. Pre k = L’
jo SyS1a//AgA,. Pre k # K’ hladajte obrazy X,;, X3 bodu X, = Sy3.)
Ak je AAB o, AA’B'C’ a ak stioba toho istého smyslu, moZno urdit
rovnolahlost a otoenie tak, %e jeden prejde v druhy. '
Ka¥dym vrcholom A ABC vedte rovnobeZku s protilahlou stranou,
tym vznikne A A’B’C’. Dokéite:
a) Oba trojuholniky 4BC, A’B’C’ st rovnolahlé; stredom rovnoIa.l}-
losti s koeficientom k = —2 je ich spolotné taZisko T, ktoré je
rieseikom ta¥nic AA4’, BB’, CC’ v trojuholniku ABC. .
b) Stred S’ kru¥nice opfsanej trojuholniku 4’B’C’ je zéroverl prie-
setikom V vysok trojuholnika ABC.
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c) Stred S kru¥nice opisanej v trojuholniku A BC le#i na priamke TV

(tzv. Eulerova priamka*) tak, %e deliaci pomer (SVT) = —4.

d) Stred kruZnice A A’B’C’ opisanej leii (1) vnutri, (2) na jednej
strane, (3) mimo A A’B’C’ podla toho, &i je to trojuholnik (1)
ostrouhly, (2) pravouhly, (3) tupouhly. (Na dokaz pouZite prie-
sedik V vysok v A ABC.)

174. Dané st dveréznobezky MSM’, NSN’ a mimo nich bod 4. Bodom A4
vedte priamku, ktoré pretne prvi priamku v bode U, druht v bode

SU 2
V,a to tak, Ze TT— =3 Kolko riefenf m4 tloha?

175. Dve réznobeZky a, b pretinaju sa v bode S, ktory leZi mimo nékrestiu.
Dany bod H spojte s bodom S. (Na priamke a zvolte dva rézne body
A, A’ (iné ako S), na priamke b bod B; sostrojte A A’B’H’ rovno-
Iahly s A ABH vzhladom na stred S rovnolahlosti!)

176. Co vypliluju vietky body, ktorych vzdialenosti od dvoch réznych

priamok a, b 8 v danom pomere l—:—? (Dva pripady.)

177. Pomocou rovnolahlosti sostrojte A ABC, ak je dané:
a)vySkav,=4,a:b:c=4:5:17,
]

b) polomer vpisanej kruZznice ¢ = 1,5, a = %n, B = 13

178. Majme dva geometrické vitvary (napr. mnohouholniky) a premies-
time ich tak, Ze s v novej polohe shodné s pévodnymi; ak sa podari
vykonat toto premiestenie tak, Ze oba ttvary sa stani v novej po-
lohe rovnolahlymi vzhladom na uréity stred S, potom hovorime, Ze
pdévodné utvary si navziajom podobné. DokéZte:

a) Prislusné uhly dvoch podobnych ttvarov st rovnaké.
b) Prislusné usetky dvoch podobnych utvarov su v stdlom pomere.

4

.\A'/v \,\ 1
Y~ A AN
/T~ o /7 \
/ \\B/ / \ A
p ~ , N /
/ // T~ / A /
¢ i RS Ay “ !B
/ / = / c ~\ /
/A /B c , N/
CYAN
obr. 70. Obr. 71. N
179. Doké¥te:

a) Ka%dé dva Stvorce st podobné.
b) Ka?dé dva pravidelné n-uholniky si podobné.
c¢) Dva kosoStvorce si podobné, ak sa shoduju v jednom uhle.

* Sldvny matematik Leonhard Euler (1707—1783), pé6vodom Svajéiarsky

Nemec, bol profesorom vtedy préve zaloZenej Akadémie vied v Petrohrade,
kde tieZ umrel.
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d) Dva rovnobeznfky sti podobné, ak sa shodujii v pomere uhloprie-
&ok a v uhle oboch uhloprictok alebo v pomere dvoch strén, ktoré
vychéadzaju z toho istého vrchola, a v jednom uhle.

180. a) TUlohu uréit bod C na priamke 4B tak, aby platilo (ABC) = 2,

n
kde m#0, n> 0 st dané celé &isla, moZno riesit graficky. Dokéite
sprivnost konstrukeie bodu C, vykonant na obr. 70.
a)Prem > 0vobr.70,b)prem < 0vobr.71,ak jeA4’=|m|, BB’=n

a ak st priamky AA’, BB’ rovnobeiné. (Berte do ivahy rovno-
Iahlé trojuholniky AA’C, BB’C.)

181. Urdite bod C tak, aby platilo:

a) (ABC)=3,5; b) (ABC)=—; ¢ (ABC)=—5;
d) (ABO) = — =55 e) (ABC) = —1; f)(ABC)=—+ -

V. KRUZNICA

21, Opakovanie o kruZnici. V predchidzajucich odsekoch zopako-
vali sme ¢ast geometrickych poznatkov, ziskanych na strednej skole,
a na ne sme nadviazali rad novych poznatkov. Opakovali sme preto,
aby sa ¢o najviac uplatnila stivislost s novymi poznatkami, tvoria-
cimi vlastny program tejto triedy a aby sme ¢o najlepSie pripravili
latku uréent pre vysSie triedy.

Preto rozne pojmy, zname zo strednej $koly, nenasly v tomto
opakovani doteraz miesta. Niektoré z tychto pojmov, najmi pojem
plochy a objemu, zopakujeme v nasledujicej tricde. V tejto triede
obratime sa teraz k podrobnejSiemu $tdiu délezitého pojmu, ktory
doteraz zostal stranou, totiZz pojmu kruZnice. Ako viete, kruznica je
urdend bodom S, zvanym stredom kruZnice, a dfkou r, zvanou polo-
merom kruZniee. KruZnica sa skladd z tych bodov X, pre ktoré
tsetka SX ma velkost r; slovom polomer sa oznaduje dasto kazda
z tychto usediek SX. Tie body X, pre ktoré je SX < r, lezia vnitri
kruZnice; tie body X, pre ktoré je SX > r, lezia mimo kruZnice.
KruZnicu so stredom 8 a polomerom r méZeme kritko oznadif
kruZnicou (8, ).

Poloha priamky p vzhladom na kruZnicu (S, r) z4visi od vzdiale-
nosti v priamky p od stredu S. Ak priamka prechddza stredom 8,
pretne kruZnicu vo dvoch bodoch 4, B tak,Ze S je stredom use¢ky
AB; taka tsefka menuje sa priemerom kruZnice a body 4, B menuja
sa protilahlymi bodmi kruZnice; vietky priemery st rovnako dlhé
a rovnaji sa 2r. Usetka A B je dastou vnitra kruZnice; naproti tomu
tie body priamky p, ktoré nepatria do tsetky A B, leZia mimo kruz-
nice.
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"Podobne to platf pre kaida priamku p, ktorej vzdialenost v od
bodu S je mengia ne# r, aj ked p neprechddza stredom (obr. 72).

Ak je P pita kolmice, spustencj zo stredu Sna priamku p, je SP = v,
takZze P lezi vnutri kruZnice. Ak
je X ktorykolvek bod priamky p,
méme A SPX s pravym uhlom
pri P. Podla Pytagorovej vety je
SX?—v? = PX2
Podmicnka, aby X leZal na kruzni-
ci,je SX = ralebo PX = VrP—o2
Takéto body X st dva, v obr. 72
e oznadené A, B; bod P je stred

Obr. 72. tsetky AB. Ked sa bod X vzdalu-
je od bodu P po nicktorej z oboch

polpriamok PA, PB, vieme (pozri str. 32), Ze vzdialenost SX sa
stdle zvidluje; preto body na tseéke AB leZia vnitri kruznice a body
priamky p mimo usetky AB leZia mimo kruznice.

Prejdeme k takej priamke p, ktorej vzdialenost od S sa rovna r
(obr. 73). Ak je P pita kolmice, spustenej z bodu 8 na priamku p,
opif je SP =r a bod P lezi na kruZnici; pre kaizdy iny bod X
priamky p je viak SX > SP, t. j. SX > r a X leZzi mimo kruZnice.

. Takato priamka menuje sa dotyé-
nicou krusnice (S, ) v bode P tejto
kruZnice. Zrejme v kazdom bode

p kruznice (S, r) mame prive len
jednu dotyénicu; je to kolmica na
polomer SP, vedens bodom P.Bod
P menuje sa bodom dotyku doty¢-
nice p.

Ked vzdialenost priamky p je od
Obr. 73. bodu S vidsia ako r, je aj vzdia-
lenost ktoréhokolvek bodu priam-

ky od bodu § viésia ako r a celd priamka p leZi mimo kruznice.

Veelku teda vzhladom na kruZnicu (S, r) mdme v rovine trojaké
priamky; priamky, ktoré leZia celé mimo kruZnice, tzv. nesenice,
ktorych vzdialenost od 8 je vidsia neZ r; dalej priamky, ktoré maja
na kruznici jediny bod (bod dotyku), tzv. doty¢nice, majice od S
vzdialenost rovna r; potom méme priamky zvané seénice,ktorych
vzdialenost od § je mensia nez r, pritom se¢nica méze prechidzat
aj stredom 8. KaZd4 seénica p pretne kruznicu vo dvoch bodoch
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A, B; tsetka AB menuje sa tetivou; tetiva lezi vniatri kruznice, ale
tie body sednice, ktoré nelezia na tetive, lezia mimo kruZnice. Ked
setnica prechddza bodom 8, prechidza nim aj tetiva: tetiva je
priemer a jej velkost je 2r. Ked vSak seénica p neprechidza hodom
8, je bod P stredom tetivy a SP stoji kolmo na p: dizka tetivy jo
mensia nez 2r, lebo v obr. 72 tetiva 4B je jednou stranou A ABS,
je teda mensia ako sGlet ostatnych dvoch stran, ktory sa rovnd 2r.

Z predchidzajiceho plynie rad désledkov. Ak bod If lozi vt
a bod K mimo kruznice, setka HK pretne kruznicu v jednom bode
C, ktory rozdeli tise¢ku HK na dve Usedky, z ktorych jedna leii
(okrem bodu C) vnutri kruznice a druhd mimo. Ked lezia dva roz-
liéné body H, K vnutri kruZnice, leZi celd tseCka HK vautri krui-
nice; teda vnatro kruznice je konvexny atvar. Rovhako konvexnym
utvarom je aj kruh, t. j. plocha, ktord vznikne z kruwinice pripoje-
nim jej vnutra.

Ak je p neseénica kruznice a 1, K st dva Tubovolné body kruhu,
je celd asetka HK dasfou kruhu a neobsahuje teda ani jeden bod
mimo kruZnice, najmé ani jeden bod neseénice p. To znamena, %e
body H, K nie sa od seba oddelené priamkou p. Teda ak p je ne-
setnica kruZnice, leZi celd kruZnica v jednej polrovine, vytatej
priamkou . Ak p je dotyénica kruZnice, plati ten isty vysledok, iba
s jednym rozdielom, Ze bod doty-
ku nelezi v polrovine, ale na jej

/

hranici, totiZ na priamke . N K, x!
Ak je p seénica kruznice (S, r), AT o f\ﬁ
ktord pretne kruZnicu vo dvoch - X
bodoch A4, B, priamka p rozdeli
krufnicu na dve dasti, z ktorych
kaZda lezi v jednej polrovine, od-
delenej priamkou p. Tieto dve dasti K
menuji sa oblikmi kruZnice; bo- :
dy A4, B st spolo¢né krajné body
oboch oblikov; kazdy iny bod Obr. 74.
kruZnice patri do jedného z oboch
oblikov a je jeho vmitornym bodom. Obliky oznadujeme ABaked
—~

chceme vyznadit urdity z nich, piSeme ACB, kde C je niektory vni-
torny bod oblika. Ak senica p prechidza stredom S, oba obliky
sa menuji polkruZnicami, ktorych krajné body A4, B st dva proti-
Tahlé body kruznice. Ak si H, K iné dva protilahlé body. lezi 1
vnitri jednej a K vnatri druhej polkruinice AB.

~
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Ak seénica p neprechidza stredom S (obr. 73), ozna¥me k,, oblik
4B, ktory lezi v polrovine pS, oblik v polrovine opaénej k;. Ked lezf
bod X na obliku %,, body 8, X st od seba oddelené priamkou p,
a preto Gsetka SX pretne priamku p v bode 7. Pritom je ST < SX
alebo ST < r, t.j.bod T lezi vnitri kruznice, a pretoze lezi suéasne
na priamke p, 7T le#i na tsedke A B, takze celd polpriamka SX i s bo-
dom X leZi vnutri dutého <X ASB. Obratene dokaZeme, Ze bod X,
ktory lezf vnitri < ASB, nachadza sa na obliku k,. Lebo ak X lezf
v uhle < ASB, polpriamka SX pretne use¢ku AB v bode 7'. Pre-
toZe T lezi na tetive AB,lezi T vnutri kruznice, t. j. ST < r alebo
ST < 8X. Pretoze T lezi na polpriamke SX, musi lezat na tsedke
SX. Teda usetka SX pretne priamku p v bode 7', body S, X st od
seba oddelené priamkou p, bod X lezi na obluku k,. Dokdzané mo-
Yeme shrnaf takto: Ked tetiva AB neprechddza stredom, jeden

z oboch oblukov A B (k, v obr. 74) je ta ist4 éast kruZnice, ktora lezi
v dutom < ASB; druhy oblik k, lezi vo vypuklom uhle s tymi
istymi ramenami SA, SB. Z dvoch protilahlych bodov H, K mbZe
najviac jeden patrit do oblika k,, pretoze duty uhol < 4S8B ne-
moze obsahovat obe opaéné polpriamky SH, SK. Oblak %, nazvime
mensim oblikom 4B; k, je vidsi oblak AB.

Z predchadzajiceho plynie: Ak je k oblik kruznice (S, r) s kraj-
nymi bodmi 4, B, vietky polpriamky SX so zadiatkom v strede S,
ktoré prechddzaji jednotlivymi bodmi oblika k, tvoria uhol s ra-
menami SA4, SB, ktory sa menuje stredovym uhlom nad oblikom k.
Ked st 4, B protilahlé body kruznice, je k& polkruZnica a stredovy
uhol je priamy. Ked A, B nie s protilahlé body kruZnice, stredovy

uhol nad mensim oblikom je duty a nad v#ésim oblikom je vy-
pukly.

Cvilenie.

182. Co viete o osi tetivy kruZnice?
183. Priemer je najdlhSia tetiva kruZnice. Odévodnite!

184. Pomocou Pytagorovej vety dokaZte:

a) K dvom rovnakym tetivdm kruZnice patria rovnaké vzdialenosti
od stredu kruZnice i rovnaké stredové uhly.

b) K mensSej tetive patri viicSia vzdialenost od stredu kruZnice a
mensi duty stredovy uhol.

c¢) Vyslovte obritené poudky.
185. Aku &iaru vyplnia stredy rovnobeinych tetiv kruZnice?
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186. Dané je kruZnica k == (S, ) a bod T, iny ako bod S. Bod T le¥{ a) na
kruZnici, b) mimo kruZnice, ¢) vnutri kruZnice. Urdite na kruZnici k
bod 4, ktory je bodu T najbliZie, a bod B, ktory jc od bodu T naj-
dalej. Odévodnite svoje tvrdenie. (Body A, I3 lezia na priamke ST
uvaZujte o rozdiele stran ST, SX v A ST'X, kde X je iny bod kruZ-
nice ako 4 alebo B.)

187. Vysvetlite, akym spdsobom rozliSite mensi a vii&s oblik AB na tej
istej kruZnici. Aké stredové uhly k nim patria?

188. V uhle trojuholnika ASB kruZnice k == (S, r) zvolte mimo kruZnice
bod Y. DokéZte, Ze polpriamka SY pretne mensi oblik &, v bode X
a priamku 4B v bode T, pridom body lezia v poradi STXY. Odévod-
nite! Kde lezi bod 7' vzhladom na body A, B? Rozhodnite, ako je to
v pripade, ked bod Y leZi mimo kruZnice & & vnat vypuklého uhla
s ramenami S4, SB (3 moZnosti).

189. Narysujte kruZnicu !, == (0,,7,) a sostrojte jej obraz l, v rovnolah-
losti (S, k). DokéZte, Ze I, jo kruznica so stredom O,, ktory je obrazom
bodu 0, a polomeru r, = |k|.7,. Co nastane, ked je S = 0,?

190. Doké’te: Dve kruZnice l; = (0,, 7,).l, = (0,, r,)leZiace v tej istej
rovine, kde 7; # r;, st dvoma spdésobmi navzijom rovnolahlé. Ak je

0,=0,,ide o rovnolahlost (S =0,k =+ —* ). Ak 0,=/= 0j, le¥ia
1

stredy S,, S, rovnolahlosti (S, k=:—2),(S,, k=——:—’) na priamke 0,0,;
1

ak jer; # 13 (0,0,8,) = — (0,0,8,). Ako je to v pripade, ked r,=7,?

(K TubovolInému polomeru S,X, kruZnice !, urdite polomery S3X,//

1/S1X 1, 8:X’,// XS, kruZnice I,; dvojice bodov Oy, 0,; X, X, a 0y, Oy,
1» X, uréuju ohe rovholahlosti.)

b) Spoloéné dotyénica kruinicl,, I,z predchédzajiceho cvidenia 1904)

Ereché,dza jednym z oboch stredov rovnolahlosti. Odvodte z toho
onstrukeiu spoloénych dotyénic dvoch kruznic! .

¢) Z vysledkov predchédzajucich cvieni 190 a,b) rozhodnite, pri

ktorych vzdjomnych polohéch majii dve kruZnice spoloéné dotyénice.

(Je 6 mozZnosti, ktoré zdvisia od veliin 0,0,, r; 4 7y, 7y — 13.)

191, PouZitim vysledkov z cvié. 190 rieSte Glohu: Vnutri uhla < MSN
dany je bod 4,. Sostrojte kruZnicu k,, ktord prechddza bodom 4,
a dotyka sa oboch ramien daného uhla. (Do uhla vpiste ITubobolna
kruZnicu k,, urdite jej prieseciky A,4’, s polpriamkou S4, a v rovno-
Tahlosti so stredom S hladajte obraz k, kruznice k, tak, aby si body
A, A, alebo A’, 4, navzéjom odpovedaly.)

22, Obvodové a tsekové uhly.

Majme obluk k kruznice (S, r) s krajnymi bodmi 4, B a na krui-
nici leZiaci bod V,ktory v8ak nepatri do oblika k; v tomto pripade
< AV B menuje sa obvodovym uhlom nad oblikom k. Teda obvo-
dovy uhol je vidy duty. Nad kazdym oblikom % mame, ¢osa tyka
polohy, nekoneéne mnoho obvodovych uhlov. Ale éo sa tyka velkosti
je len jediny, lebo: Obvodové uhly nad tym istym oblikom si rov-
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naké. To je dosledok nasledujicej vety: Obvodovy uhol rovné sa
polovici stredového uhla nad tym istym oblikom.

Doékaz: Nech je k oblik kruznice (8, r), A, B jecho krajné body,
o stredovy uhol nad oblikom %, a = X AV B obvodovy uhol nad
tym istym oblikom. Mame dokazat, Ze w = 2a. Budeme rozoznavat
tri pripady podla toho, kde lezi stred S vzhladom na obvodovy
uhol a.

I. 8 lezi na jednom ramene
uhla a, povedzme na ramene VA
(obr. 75). Podla definicie obvodo-
vého uhla jeho vrchol V nepatri
do obluka k, teda ani do stredo-
vého uhla w; ale polpriamka SV je
opatnd k ramenu S§4 uhla 0, o
je uhol duty, teda w = < ASB.
V A VBS mame proti strane BS

uhol a; pretoze BS = VS, mime
proti strane VS8 tieZ uhol a; pro-

ti strane BV mame uhol = — w.
Stadet uhlov v A VBS rovni sa =,
jea+ a+ (r— w) ==naz toho
plynie: 2a = w.

I1. S lezi vnttri uhla o (obr.76 ).
Ak je bod C na kruinici proti-
Iahly s bodom V, leZi aj bod C
vnutri ubla a, takZe a = a; + a,,
kde a, = X AVC, ay= ¥ BVC.
Pretoze polpriamka VC leii v u-
hle @ = < AV B, pretne tato pol-
priamka tusetku AB a prieseéik
musi lezat v kruznici (pretoZe je na
tetive AB), a teda na tsec¢ke VC.
Z toho plynie, Ze body V, C su od seba oddelené priamkou 4B, a
preto kazdy z nich patri do iného oblika s krajnymi bodmi 4, 'B.
Pretoze V ako vrchol obvodového uhla nad oblikom k nepatri’do
k, musi bod C patrit do k. Teda bod C le%i v uhle w (ktory v tomto
pripade méze byt duty, priamy alebo vypukly);naproti tomu bod V,
a teda celda polpriamka SV, opaénd k polpriamke SC, lezi mimo
uhla w. Z toho}plynie, Ze

w = w, + w,, kde w, = X 480, w, = X BSC.
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Podla dasti I nasho dokazu je @, = 2a,, w, == 2a,.
Pretoze w = wy + w,; a == a; + a5 je © = 2a.

IIL. 8 lezi mimo uhla a (obr. 77); to isté, pravda, plati (okrem
bodu V) o celej tisetke V(C, na ktorej lezi bod 8, ak C je bod na
kruznici protilahly s bodom V. Naproti tomu Gsecka AB le#i (okrem
svojich krajnych bodov) v uhle a; preto usedky .4B, VC nemaja
nijaky spoloény bod a z toho lahko plynie, %e tsetka VC (ktora je
¢asfou kruhu) nepretne priamku AB. To znamend, #e body V, C
nie 84 od seba oddelené priamkou AB, teda oba patria do toho
istého oblika s krajnymi bodmi 4, B. To nie je oblik £, lebo ten
neobsahuje bod V. Teda body V, C patria oba do toho istého oblika
AB, iného ako obliuk &, kde AB je vidsi oblik, k je mensi oblak.
Preto w je uhol duty, w = X ASB.
Zrejme jeden z oboch uhlov
w, = X A8C, w;, = < BSC je
¢astou druhého. Pre uréitost nech
uhol wgje éastou uhla w,, potom
je @ = w; — w,. PretoZe B leii
v uhle w, = < 48C, body B, C
nie 80 od seba oddelené priamkou
AS; ale body V, C st oddelené,
a preto to isté platf aj o bodoch B,
V. Teda tsecka BV pretne priam-
ku AS a Iahko zistime, Ze potom
asetka BV pretne tisetku 48.Z to-
ho plynie, Ze uhol a, = < BVC
je ¢astou uhla @ = X AVC, takze a = X AVB a je a = o; — a,.
Podla I casti nidsho ddkazu je w, = 2a,, w, = 2a,. PretoZe
0= W — Wy, A& = Ay — Uy, j& » = 2a.

Najddlezitej$i pripad dokazanej vety je pripad obvodového uhla
nad polkruznicou, ktory menujeme obydajne obvodovym uhlom nad
priemerom. Stredovy uhol v tomto pripade je priamy a jeho polovica
je pravy uhol. Teda: Obvodovy uhol nad priemerom je pravy. To
je zndma Téletova veta, ktoré sa d4 jednoduchsie dokazat priamo,
ale nebudeme tu opakovat dokaz, znamy zo strednej 8koly.

-~
Usekovy uhol nad oblikom k=A4B ms vrchol v jednom z bodov
A, B, napr. v bode 4. Je to potom duty uhol < BAT, kde T lezi na
dotyénici kruznice v bode A4, a to v tej polrovine, ktorej dastou je
oblik k. Nad oblakom k st dva tsekové uhly, jeden s vrcholom 4,
druhy s vrcholom B. Co do velkosti je viak nad oblikom k jediny
tsekovy uhol, ktory sa rovnd obvodovému uhlu, lebo plati veta:
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Usckovy uhol rovna sa polovici stredového
uhla nad tym istym oblikom.

Dokaz 1. Ak je k polkruznica, body 4,
B s protilahlé a je AT | AB. Usekovy
uhol je pravy a stredovy je priamy.

II. Necch je k = AB mensi oblik kruZnice
(obr. 78) a T' priescéik dotyénice v bode A
s osou usc¢ky AB, ktora prechadza stredom
uscéky 4B. Potom je 87" osou stredového
uhla < ASB, ktory je teda dvojnasobkom
X AST. Z pravouhlého trojuholnika AST
vidime, Ze <X 48T = in— < ATS; podobne
v pravouhlom A APT je & PAT = }n—
Obr. 78. — X ATP alebo<x BAT =}n— X ATS, tak-
Ze X BAT = < AST.

ITI. Nech je kvidsi oblik AB a k' mensi oblak AB, tsekové

uhly a, a’ nad oblikmi &, &" a stredové uhly o, ' nad tymi istymi
oblikmi, tak je a + a’ = =, w + ®’ = 2z a podla IT je o' = 2d,
takie w = 2a.

Cvidenie.
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192.

193.

194.

a) Ak joe AB] ' priemer kruZnice & == (S, 7) a X bod kruZnice k iny ako 4
alebo B, jo ¢ AXB = R. DokdZzte! (Predo jé Stvoruholnik AXBY
(kde XSY je priciner kruZnice k) obdi¥nikom? Pouzite stredova
stmernost alebo uréite sidet uhlov pri vrchole X v rovnoramen-
nych trojuholnilkoch AX.S, BX.S pomocou < 4, < B.)

b) Ak jev A ABX uhol X X = R, bod X leii na kruZnici k, opisanej
nad priemerom AB. Odévodnite!

Z oboch vysledkov cvié. 192 a,b) vyslovte zndmu Téletovu vetu.

Uhol a rovnoramenného A ABC je 32°. Urdite stredové uhly nad
oblikmi, na ktoré rozdelia vrcholy trojuholnika kruZnicu opisani.
(Ktoralkolvek strana moéze byt zdkladiiou.) -
Dve kruZnice k, = (8S,, 1), k3 == (S,, r,) pretinajt sa v bodoch 4, B.
Dokéizte!
a) Ak sa AC, AD priemery kruZnic, le¥ia body B, C, D na priamke,
rovnobeZnej s priamkou S,S,, a plati CD = 2.8,S,. (Spojte AB!)
b) Vedte v cvié. 194 a) bodom B priamku int ako CBD a oznaéte U,
V jej pricseéiky s kruznicami k,, 10 Ky Potom je CD > uv.

(a) Je AB | BC, AB | BD; S_S, jo stredné prieSka v A AOD.
b) Ak sd U,, V, stredy tetiv UB, VB, je 5,8, > U,V,.)




L3 )

195

196.

197.

198.

199.

200.

201.

. Stvoruholnfk ABCD, ktorého vrcholy leZia na kru¥nici, menuje sa
tetivovym. O tiom plat{: Protilahlé uhly st vyplnkové. DokéZte!

Ak v tetivovom Stvoruholniku je AB == CD, je &< ABC = < BCD.
Ktoré pripady mdzu nastat a aky jo to Stvoruholnik?

(Co sudite o velkosti obvodovych uhlov nad dvoma rovnakymi toti-
vami v tej istej kruZnici? Sledujte X ACB, L ADB, < CBD.)

V obr. 79 st ¢, ¢, dotyénice ku
kruznici k v bodoch 4, B. Urdi-
te uhly Stvoruholnika ABCD!
V obr. 80 st 4C, AD doty¢nice
kruznie k,, k, v bode A. Dokéz-
te, o AE = AF!

Vysvetlite, ako na obr. 81 so-
strojite dotyénice AT, AT, ku
kruZnici k= (S, ).

PouZitim vysledku predché-
dzajtceho cvié. 199 rieste ulo-
hu: Dané je kruZnica (S, r)
a mimo kruznice bod P. Bodom
P vedte taku seénicu kruinice,
aby prislusné tetiva mala dant
dlzku.

KruZnica (S, r) je rozdelend bodmi 4, B na obluky ke, ko', ktoré leZia
v polrovinéch g, ¢’ s hranicou AB. Y je Iubovolny bod, leZiaci vnutri
kruZnice a vnutri polroviny p’. Z je lubovolny bod, leZiaci mimo
kruZnice a vnutri polrovinyg’. Dalej C jo Iubovolny vnatorny bod
uselky AB. Dokdite, Ze v obr. 82 je » > ¢, a v obr. 83 ¢ < @,; spo-
jenim vysledkov s poudkou o obvodovom uhle odvodte poucku.

Vietky body X, z ktorych vidiet usctku 473 pod danym uhlom ¢
(t. j. X AXB = ¢), leZia na dvoch obliikoch bez bodov 4 B; tieto
obluky st stmerne poloZené podla priamky AB (obr. 84a—84c).

Obr. 80.
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202. Z obr. 84a—c vysvetlite, ako pomocou uisekového uhla bol sostrojeny
jeden z oboch oblikov A’l? z ktorého vnatornych bodov vidiet dand

tsedku AB pod danym uhlom ¢ (BT je poldotyénica prislugnej kru-
nice).

Obr. 84b.

Obr. 84a.

/
7 0<

5.—

Obr. 84c. Obr. 85a.

203. Narysujte réznobe?né usetky MN, NP s urdite bod X tak, aby

?: }?IXN =a, X MXP = 8, kde a, ﬁ st dané uhly duté (Snelllova.
tloha)



204. Stred S kruZnice opisanej A ABC leZi a) vnutri, b) mimo A ABC,
podla toho, & jo ostroubly alebo tupouhly. Kde leZi bod S, ak je
A ABC pravouhly ? (Na ddékaz pouZite obvodovy uhol.)

|0

Obr. 85b. Obr. 85c.

23. Mocnost bodu ku kruiZniei.

Ak bod P lezi mimo kruznice (S, r) a 4, I3 su priesediky lubovol-
nej setnice s kruznicou, prechddzajicou bodom P, je PA.PB =
— @—1 d—PF.

Dékaz: I. Ak seénica prechdadza stredom S (obr. 78) a napr. bod
B lezf blizsie k bodu P ne% bod 4, je PA =d +r, BP =d —r,
teda PA.PB = (d + r).(d —r) = d* — r2.

Obr. 86. Obr. 87.

II. Ak seénica neprechddza stredom S (obr. 87), nech je M stre-
dom tetivy AB, takie SM stoji kolmo na seénicu. Bod B lezi opiit
blizdie k bodu P ne bod A a AM = BM = ¢, PM = f, je PA =
f+e PB=f—e,teds PA.PB = (f +¢).(f —e) = f2 — e

Z pravouhlych A AMS, A PMS plynie podla Pytagorovej vety,
ve 12 = SM? + e, d% = SM?+ f3, teda d*—12 = f2—¢? takie
PA.PB =d?—




Ked bod P le%i vniitri kruZnice (S, r) a A, B su priesetiky kru%-
nice s Iubovolnou seénicou, prechidzajicou bodom P,je PA.PB =
=12 —d? kde d = SP.

Dokaz: I. Ak bod P splynic so stredom 8, je d = 0, PA =,
PB = r a veta je jasna. Nech je teda bod P iny ako S.

II. Se&nica prechddza stredom S (obr. 88) a bod B lezi blizsie
k bodu P nez bod A; tak jeT’Z =r+d, PB=r—d, teda
PA.PB= (r+d).(r —d) = r* —d2

Obr. 88. Obr. 89.

ITI. Seénica neprechédza stredom S (obr. 88) a bod M je stredom
tetivy AB, takze SM stoji kolmo na sefnicu. A zasa, ak bod B lezi
blizgie k bodu P nez bod 4 a ak A_Z_l_l BM = e, PM =, je

PA—e-l—f PB=¢—f teda PA.PB= (¢ + f).(e —f) = €2 —

Avsak z pravouhlych A AMS, A PMS plynie podla Pytagorovej
vety, Ze

2= SM?+ ¢ d*= SM?+ f2, teda 12—d?=e*—f2, takie

PA.PB =1r2—d2
Mocnosfou bodu P ku kruZnici (S, r) rozumieme ¢&islo

+PA.PB, »

priom A, B st priesediky kruZnice s Tubovolnou seénicou, precha-
dzajicou bodom P; znamienko plus plati, ked bod P lezi mimo kruz-
nice, a znamienko minus, ked lezi vnutri kruznice. Ak leZi bod P
na kruznici, musf jeden z bodov 4, B splyntt s bodom P a vyraz (1)
sa rovna nule. Mocnost bodu P vzhladom na kruznicu je teda kladna,
ak bod P lezi mimo kruZnice; zdporna, ak lezi P vnutri kruZnice,
rovna sa nule, ak P leii na kruZniei.
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Vo v8etkych troch pripadoch je mocnost nezavisla od volby
sefnice (je zavisla len od kruZnice a od bodu P) a rovnd sa d2 — 12,
kde d = SP. Ak bod P lezi mimo kruznice (obr. 90) a ak je 7 bodom
dotyku jednej z oboch dotyvénic, prechadzajiicich bodom P, rovna
sa mocnost PT'.PT alebo PT?, pretoZe z Pytagorovej vety plynie, Ze
PT? = 4> — 12,

N

Obr. 90. Obr. -91.

Aby sme aspoii na jednom priklade ukdzali uZitoénost vysledkov
tohto &lanku, dokdZeme si pomocou nich novym spésobom zndmu
vetu, Ze dva obvodové uhly nad tym istym oblikom A B st rovnaké
(obr. 91). Dané uhly st: ¢ = X AUB, y = < AVB. Pretoze oba

uhly st obvodové nad tym istym oblikom AB, lezia oba vrcholy
U, V v tej istej polrovine, vytatej priamkou AB, a preto jeden
z oboch uhlov & BAU, < BAV je dastou druhého. Napr. ak je
X BAV G&astou <X BAU, lezi polpriamka AV v uhle < BAU, a

preto (pozri str. 11) Gsetka BU pretne priamku AV v bode p.
Pretoze tsetka BU je tastou kruhu a z priamky AV len tsetka AV
je 8astou kruhu, je P priesetikom tsetiek AV, BU. Bod P lezi vnatri
kruznice a priamky AV, BU su dve seénice, prechadzajice bodom P.
Z toho plynie, 26 AP.VP = BP.UP alebo
AP UP

BP VP
Teda v trojuholnikoch A APU, A BPV strany, vychadzajtce

z vrcholu P, s tmerné; okrem toho ich uhly pri vrchole P st rov-
naké (vrcholové uhly); teda oba trojuholniky st podobné, t. j.

A APU v A BPV, alebo ¢ = .
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Cuvibenze.

205. Bod P mé od stredu kruznice (8, ) vzdialenost 5. Vypoditajte moc-
nost bodu P vzhladom na dand kruZnicu, ak je: a) r = 7, b) r = 5,
c)r = 3!

206. Ktoré body v rovine kruZnice (S, ) majd vzhladom na tato kruZnicu
mocnost, ktord sa rovnd danému &islu m? Rozoznivajte: a) m = g2,
b) m = 0, ¢) m = —g?, kdo &islo g> 0; 8o poviete o velkosti &isla ¢
v pripade c?

207. Mocnost bodu P vzhladom na kruZnicu (S, » = 4) rovnd sa 9; uréite
vzdialenost PS.

208. Mocnosti bodov P,, P, vzhladom na kruZnicu (S, r = 4) s 9 a 20
Uréite medze pre vzdialenost P, P,.

209. KaZdy bod na spolofnej dotyénici dvoch kruZnic so spoloénym bo-
dom dotyku mé vzhladom na obe kruZnice rovnaké mocnosti; prefo?
Ako je to s bodmi na priamke, ktora prechddza priesedikmi 4, B
dvoch kruZnic?

Obr. 92. , Obr. 93.

210. Z obr. 92 vysvetlite, Ze Euklidovu vetu s odvesnou AC pravouhlého
trojuholnike ABC (kde < € = R) dostaneme pri zvl4stnej polohe
sebnice ADB v kruZnici k, sostrojenej nad odvesnou BC ako prieme-
rom.

Préave tak Euklidovu vetu o vyske (obr. 93) v A BDC (kde & C =
=R) dostaneme ako zvlastny pripad mocnosti bodu 4 vzhladom na

kruZnicu k&’ nad preponou BD.

211. Dané su useky a = 4, b = 9. PouZitim mocnosti sostrojte useéku

T = Va.b. Vysetrite suvislost s Euklidovymi vetami.

212. a) Sostrojte kruZnicu, ktord sa dotyka danej priamky ¢ a ktoré pre-
chidza danymi bodmi 4, B, ktoré leZia v tej istej polrovine, vy-
tatej priamkou ¢. (Si dve moZné polohy priamok AB a ¢. Ak
existuje prieseéik O priamok AB a ¢, akd je vzdialenost OT doty-
kového bodu T hladanej kruznice?)

b) Na predchédzajicu ulohu 212 a) moZno previest ilohu: Dany je
uhol < MSN a vnuatri uhla bod 4. Sostrojte kruznicu, ktoré pre-
chéddza bodom A4 a dotyka sa priamok SM, SN (porovnaj aj
8 cvid. 191).
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