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Uvodné poznamky*

"V geometrii v tretej triede roz$iri sa pred vami okruh, v ktorom
mozno pouZit matematiku, o pohyb vyjadreny prostriedkami analy-
tickej geometrie. Vieme, Ze vSetko skutotné je v pohybe, preto pou-
Zitelnost matematiky na pohyb podstatne rozSiruje jej pouZitelnost
na rieSenie redlnych a praktickych uloh.

V analytickej geometrii zachycujeme matematicky pohyb, a preto
tito Cast matematiky je najspOsobilej$ia na praktické aplikovanie
dialektiky, na zimerné skiimanie priebehu a podmienok uréitého
deja, vyjadreného funkciou. Na rozdiel od dosial pouZivanych
ulebnic je litka restringovand. Spracovanie udiva je v sthlase s mo-
dernym vedeckym potiatim na vektorovom podklade, i ked sa o vek-
toroch vyslovne nehovori. V§imame si najmi tie vztahy, ktoré su
nezavislé od polohy suradnicovych osi. Pri odvodzovani sa pouZivaji
aj komplexné Cisla a geometrické pribuznosti. Geometrické 1vahy
sa neviaZu na pevny sturadnicovy systém, ale naopak, stistavu si
volime vhodne podla tilohy, ktord sa ma riesit. Pritom sa nehovori
o transformdcii stiradnic preto, aby sa pozornost Ziaka neodvadzala
od $tidia geometrickych vztahov rieSenej tlohy.

Obsirna je najmi Cast o smerovych uhloch priamok v rovine
a o vypolte velkosti uhlov. Je dbleZité, aby si Ziaci uvedomili, Ze
ide o uhol polpriamok a nemerali uhly bez predbeZného urlenia,
o ktory z uhlov pri polpriamkach ide. V podstate sa pouZivajii
dva tvary rovnic priamok, o tieZ poméha stistredit pozornost Ziakov
na jadro dlohy. Sttdium niektorych kvadratickych funkcif je pripra-
vou pre odvodenie pojmu derivicie.

V tretej asti ulebnice zakluluji $a vaSe vedomosti z gonio-
metrie ich pouZitim na Siroky a déleZity okruh rieSenia tloh o troj-
uholniku a aplikiciou tychto na rieSenie zememeralskych a inych
aloh. .

Vyulovanie analytickej geometrie sa ma viest tak, aby si Ziaci

* Poznamka: Precitaj si aj uvod k aritmetike pre III. triedu gymnazii.
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osvojili jej metddu. Pri vyuCovani vobec mame klist déraz na po-
chopenie principov a na ich osvojenie. Nemd sa zanedbat ani nu-
merické poditanie, ale tomuto uZ nevenujeme tolko asu ako doteraz.

Takto vidime, ako matematika, postavend na materialistickych
zakladoch naSich smyslovych skisenosti, rozvinutid sprdvnymi lo-
gickymi 1ivahami, odhaluje sloZité kvantitativne spoloCenské vztahy
medzi silami a hmotnymi titvarmi, ktoré nds obklopujii. Pomocou
matematiky a zikonov dialektiky budeme vediet tieto sily a hmotné
zdroje lepSie poznat a vyuZit na vystavbu socialistickej spolo¢nosti
a jej hospodirskej zakladne.



I. ZAKLADY ANALYTICKE] GEOMETRIE.

1. Saradnice bodu na priamke.

Uz v predchidzajtice;j triede sme zacali stistavne sledovat vztahy
medzi aritmetikou a geometriou. Tieto vztahy budeme teraz sledo-
vat eSte podrobnejie a dokladnejsie. Tzv. analyticka geometria,
ktord tvori podstatnd Ciastku uliva tejto triedy, mad dlohu nahradit
kaZdy geometricky pojem uréitym aritmetickym pojmom, a tym
previest geometrické tilohy na dlohy poltové. Rozozndvame ro-
vinnt a priestorovil analytickii geometriu; na gymndaziu sa preberad
len rovinnd analytickd geometria.
Zéklady rovinnej analytickej geo-
metrie s v mnajuZSej sdvislosti A
s ndukou o komplexnych &islach a
s ich geometrickym znazornenim, P
ktoré sa preberaji v 2. triede v ho-
dindch aritmetiky. Pre spravne po- y R
chopenie analytickej geometrie bu- h !
de v8ak 1ilelné prebrat si jej za- R
kladné pojmy znova, i ked tu ide
o poznatky vlastne uZ znime.

V celej analytickej geometrii Obr. 1. Obr. 2.
predpokladdme, Ze bola zvoleni
urditd dizkova jednotka, tak¥e vietky di¥ky vyjadrujeme nepome-
novanymi ¢islami. Pri rysovani v soSite volime za jednotku obycajne
1 cm, pri rysovani na tabuli 1 dm.

Najprv si pohovorime o tom, ako je moZné pomocou tzv. sd-
radnice iselne vyjadrit polohu I'ubovelného bodu na danej priamke
r. Pre dalSie obzvlast doéleZity je pripad, Ze priamka r je alebo vodo-
rovnd (obr. 1.) alebo svisld (obr. 2,). Na priamke r si zvolime urcity
bod P, ktory nazveme zafiatkom. Na priamke r zvolime urlity
smysel; zaliatok P rozdeli potom priamku r na kladnd diastku,
obsahujicu body, ktoré vo zvolenom smysle nasleduji za bodom P,

r
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a na zapornu Ciastku, obsahujicu body, ktoré vo zvolenom smysle
predchadzaji pred bodom P. Ked je priamka vodorovnd, volime
smysel skoro vZdy tak, Ze kladna ciastka leZi napravo od za-
Ciatku; ked je priamka svisli, volime smysel skoro vzdy tak, Ze
kladna ciastka leZi nad zacdiatkom. Ked je na priamke r zvoleny
zaliatok P a ked je zvoleny smysel priamky r, mdZeme pomocou jeho
sdradnice Ciselne vyjadrit polohu kaZdého bodu A na priamke r;
pod stradnicou bodu A na priamke r rozumieme realne
¢islo 4 d, pricom d = PA je merné ¢islo vzdialenosti bodu 4
od zaciatku. Znamienko plus plati, ak bod A leZi na kladnej
¢iastke priamky r, znamienko minus, ak bod 4 leZi na zapornej
¢iastke priamky r. Ak bod 4 splynie so zadiatkom P, je jeho
siradnica rovna nule. KaZdy bod A priamky r ma urcita
stiradnicu a obratene kaZdé realne &islo urduje na priamke r
jediny bod A, ktorého stradnica je rovnd danému &islu. Na
obraze 1 a2 sti vyznalené tie body A4,, A,, ktorych siradnice st rovné
dslam + 1, —2,

Aby kaZzdy bod A priamky r mal uréiti sdradnicu, musi byt
zvoleny tak zadiatok P, ako aj smysel priamky r. Je doleZité vediet,
aky vplyv maju tieto volby na hodnotu stiradnice. Ak predovSetkym
pri nezmenenom zaciatku zmenime smysel priamky r, potom ak je
x pdvodni stradnica a x' zmenend stiradnica toho istého (fubo-
volného) bodu A, je jasné, Ze plati -

: X' — X, n
Aby sme vySetrili, aky vplyv ma (pri nezmenenom smysle) volba
zaiatku P, predpokladajme, Ze zaliatok bol zvoleny Iubovolne
a zvolme na priamke r I'ubovolne dva rozli¢né body 4,, 4,, ktorych
stiradnice oznadime x;, x, Predpokladajme predbeZne, Ze vo zvo-
lenom smysle leZi bod A, pred bodom A.; nech je d = A4,A, vza-
jomna vzdialenost obidvoch bodov 4,, A,. Vzhfadom na tieto body
moéZe mat zaliatok P pitorakd polohu; jednotlivé moZnosti s vy-
znalené (pre vodorovnt priamku r, Co, pravda, nie je podstatné)
v obr. 2a aZ 2e. V pripade obr. 2a je x, =0, x, = d; v pripade
obr. 2b je x; = —d, x, = 0. V obidvoch pripadoch je teda

Xg — Xp = d. (2)




P r P _r
A’ ~ AZ A1 Az
Obr. 2a, Obr. 2b.

Ten isty vztah (2) je P r
spravny aj v ostatnych A A
troch pripadoch. Lebo Obr. 2c,
v pripade obr. 2¢ st
x1, Xo kladné Cisla a ) P_r
je Xy = x; + d, teda ! Az
X, — Xy = d; v pripade Obr. 2d.
obr. 2d st x;, x, zdporné Cislaaje p
| x| =|x:]-F+d, alebo — x;= " 4 A
== —— X, + d; v pripade obr. 2e &islo
X, je zaporné a &slo x, je kladné a
je | x|+ x; =d, alebo —x; + x, = d, t.j. zase x, —x; = d.

Vzorec (2) plati iba vtedy, ked vo zvolenom smysle leZi bod 4,
pred bodom A,. Ked naopak lezi bod 4, pred bodom 4,, potom
namiesto (2) mame x; —x, = d alebo

X, —— Xy = —d. (3)

Obr. 2e.

Ak oba body A4,, 4, splynd, je d = 0, x; = x, a platia obidva vzorce
2), (3)-

Zo vzorcov (2), (3) plynie, Ze kym stiradnica x jedného bodu 4
na priamke 7 je zavisld od volby zaliatku P, rozdiel x, -— x, sdradnic
x1, X, dvoch bodov priamky r je nezavisly od vol’by zaciatku
a zavisi iba od zvoleného smyslu priamky r; pri zmene smyslu
priamky rozdiel x, —x; zmeni znamienko. Absolitna hodnota
(x5 — x,) je rovna vzdialenosti bodov 4, 4,,a je teda nezavisla
od vol’by zadiatku a zdroven nezavisla od volby smyslu priam-
ky r.

PouZijeme predchddzajicu tvahu na to, aby sme dokazali, Ze
ak dva rézne body A4,, A, priamky r majt stiradnice x,, x,, potom
stred dseCky 4,, A, ma stradnicu

x = ﬁ?ﬁ . (4)

o
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Obe tsecky SA,, SA, & do absoliitnej hodnoty st si rovné, teda

lx —x,| = |x —x,],

ale maji opalny smysel, teda

X _xl T —e— (x - x3)0

Z tejto rovnice fahko vypocitame, Ze plati vzorec (4).

Cvicenie.
V cviceniach analytickej geometrie je zaciatok ststavy suradnic oznaleny

P. V cviceniach 1 aZ 8 ide o body, ktoré leZia na priamke r, ktord ma urleny
smysel a zaCiatok bod P a je na nej zvolenad jednotka miery; ak je X st-
radnica bodu A4, priamky r, piSeme struine A4, = (x,).

1. Urtite vzdialenost 4,4, bodov A4,, A, priamky r a rozhodnite, & po-

3

-

-

[N
.

riadok - 4,4, je sthlasny alebo nestihlasny so zvolenym smyslom na
priamke r. RieSte ulohy pre tieto body (ku kaZdej tlohe nalrtnite
obrazok):

a) 4, = (0);4, = (2); b) A, = (8); A, == (0); ) A, = (0); A, = (— 3);

d) 4, = (—0);4,=(0);) 4, =2 —V3); 4, =(13); D 4, =(5)3);

‘I

A25(2V3_); g) A,=(—1715); 4, = (-—2]/5)r k) Ay =(—2); As=

=(—2)2); i) 4, =(— ) A, = (—) ) Ay =(@); A, = (—0,3).
Na priamke r st dané body A; = (xy), A, = (x,). Urcite stiradnicu x,
bodu Q tak, aby:

B %= A b) X = — > Ay O A0 = 2 A, (st dve
mozZnosti); d) 4,Q= 2 A,A,; pricom AA,, A;Q si dve opatné

polpriamky; e) bod Q le#i na prediZeni asetky A,A, za bodom A,
a A,Q = m. AA, kde m je dané &islo.

Numerické vypolty urobte pre x;, = 7, x, = — 5, m = 3.

Ktoré podmienky splfiuji sdradnice x vndatornych bodov A diselky
A,A,, leZiacich na priamke r, ak saradnice x,;, x, bodov 4;, 4, st korene
rovnice x2 — 2x — 15 = 02 Ak s 4, A’ dva také body, je AA' < A,4A,.
Dokazte!

Na priamke r st dané body P' =(—6), 4, =), A, =(—4), 4; =
= (— 9); urlite suradnice tychto bodov, ak zaliatok sdradnic premie-
stime do bodu P’ a ak sa smysel na priamke r a) zmenil; b) nezmenil
na opaény.



[
.

Urtite bod M = (m), ak pre jeho vzdialenost v = MN od bodu N = = (n)
plati rovnica 16v2 — 6v — 1 = 0. Kolko je takychto bodov M a v akom
poriadku nasleduji?

. DokéZte, %e poloha stredu S = (x) tsetky A,A4,, leZiaca na priamke r

B

.

nezavisi: a) od volby zatiatku, b) od smyslu priamky r. Dané je 4, = (x,),
Ap = (x,).

Vyjadrite podmienky, ktoré spliiuje sdiradnica x, bodu Q, ktory leZi
s bodmi A4, = (x;), 4, = (x,) na priamke r, ak bod Q leZi a) vnutri
usetky A,4,, b) na prediZeni tsetky 4,4, cez bod A;, ¢) na prediZeni
usecky cez bod A,.

Co treba predpokladat o &islach x;, x,?

Nech st A4, = (x,), A, == (x;) dva rdzne body a S = (x) stred tisetky
ALA,, ktoré lezia na priamke r. DokaZte!

a) Ak leZi bod Q = (x,) vnutri tisetky A4,A4,, potom plati:

5Q =5 (QA—QB) .
b) Ak bod Q = (x,) leZi na predlzem usecky, potom platiz
SQ =+ ((71 + QB).

DokéZte aj planimetricky. (Sostrojte bod Q simerne sdruZeny s bodom

Q podla stredu stiimernosti S.)

2, Pravouhlé sdradnice bodu v rovine.'

Aby sme &iselne vyjadrili polohu Tubovolného bodu v rovine,
zavedieme si sdustavu stiradnic, ktord sa skladd z dvoch navzijom
kolmych priamok; na kaZdej z nich je zvoleny urCity smysel. Tieto
dve priamky sa nazyvaji prvou a druhou sdradnicovou osou

alebo aj x-ovou a y-ovou osou.
Priese¢ik P obidvoch stiradnico-
vych osi sa nazyva zaliatkom
sturadnicovej stistavy. Obycajne
volime x-ovti os vodorovne a jej
kladny smysel zlava doprava,
y-ovi os svisle a jej kladny smysel
zdola nahor (obr. 3).

Ked je teraz dany Tubovolny
bod A v rovine, vedieme nim

Y

Obr. 3.



jednak kolmicu na x-ovti os, ktorej patu oznatime 4,, jednak kolmicu
na y-ovit os, ktorej pitu oznalime A,. Bod A; nazveme prvym
priemetom a bod 4, druhym priemetom bodu A. Na kaZdej
z obidvoch sdradnicovych osi midme dany zaliatok P a mime na
nej zvoleny urlity smysel, preto bod A, ma na prvej stiradnicovej
osi urcitd stdradnicu

X = =x PAUA (l)
bod A, ma na druhej stiradnicovej osi urditd siradnicu
y =+ PA,. 2

Pritom v (1) plati znamienko plus, ak bod A, lezi napravo od za-
Ciatku, totiZ ak bod A leZ{ napravo od y-ovej osi, a znamienko minus,
ak bod A, leZi nalavo od zaliatku, totiZ ak bod A leZ{ nalavo od
y-ovej osi; ak bod A leZi na y-ovej osi, splynie bod 4, so zaCiatkom
a mame x - 0, Podobne v (2) plati znamienko plus, ak bod A4, leZi
nad zadiatkom, totiZ ak bod A leZi nad x-ovou osou a zZnamienko
minus, ak bod A4, leZi ‘pod zaCiatkom, totiZ ak bod A4 leZi pod x-ovou
osou. Ak leZi bod A na x-ovej osi, splynie bod A4, so zafiatkom
a mime y -= 0. Pri zvolenej stiradnicovej ststave bod 4 jednoznacne
urluje hodnoty obidvoch sdradnic x, y podla vzorcov (1), (2);
obritene, ak pozndme obidve stiradnice x, y, je nimi jednoznaéne
‘uréend poloha bodu A v rovine, lebo stiradnica x jednoznacne
uréuje polohu bodu A, na x-ovej osi, stiradnica y jednoznacne urluje
polohu bodu A; na y-ovej osi; tym je viak urlena aj poloha bodu 4,
lebo A je prieseik priamky uvedenej bodom A; kolmo na x-ovi
os s priamkou vedenou bodom A, kolmo na y-ovt os, Cisla x, y
sa menuji stradnicami bodu 4 v rovine; &islo x sa menuje prvou
siradnicou alebo x-ovou stiradnicou, pripadne tiseCkou (latinsky
abscisa) bodu A; &islo y sa menuje druhou sdradnicou alebo
y-ovou stradnicou, pripadne poradnicou (latinsky ordinata)
bodu A. Nizvy tseCka (abscisa) a poradnica (ordinata), ktoré ne-
budeme pouzivat, bolo tu potrebné uviest z historickych dévodov,
lebo sa dodnes Casto vyskytujd v matematickej literatiire. Ale najmi
nazov tsecka pre pojem celkom odli$ny od 1usecky v smysle elemen-
tirnej geometrie je velmi nevhodny a netfelny. V nasledujiicom
budeme pisat A = (x, y) (znak = je znakom totoZnosti), aby sme na-
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znalili, Ze bod A ma stradnice x, y. Na obr. 4 st1 vyznacené body
(2: 3); ('—]r 2); (_“Zr _l); (]: _2)'

V matematickej litera-
tire o analytickej geometrii je y 23
zakorenenym zvykom ozna- :
¢ovat prvii stiradnicu pisme- a2

. @ L)
nom x, druhd sdradnicu :
pismenom y, pricom rdzne
body sa rozliSuji indexami,

t. j. zvykne sa hovorit o bo- : i
doch (xo, ¥0) 5 (X1, ¥1)5 (X2 ) : P : x
atd, ' :

Ked si zvolinie v rovine &2
urcitd polohu obidvoch sti- :
radnicovych osi a smysel L2
kaZdej osi, je podla predchad-
zajaceho poloha kaZdého Obr. 4.
bodu roviny jednoznalne
uréend hodnotami obidvoch stiradnic a obritene, obidve surad-
nice lubovoIného bodu st jednoznalne urené polohou tohto
bodu. V matematicke;j literatire sa uvadzaji aj mnohé iné spdsoby
na Ciselné urlenie polohy lubovoIného bodu v rovine pomocou dvoch
Ciselnych 1dajov, ale tieto iné spdsoby nie sti siéiastkou gymnazial-
neho uciva. Zvykne sa hovorit o stradniciach aj pri tychto inych
spdsoboch. Stradnice v tu opisanom smysle sa potom urditejsie
oznaCuji ndzvom pravouhlé sidradnice. Budeme vSak nakritko
hovorit len stradnice, lebo iné stradnice ako pravouhlé nebudeme
pouzivat. .

Na prvej stiradnicovej osi leZiace body maji druhd stradnicu
rovnti nule; body leZiace na druhej stradnicovej osi maji prva
stiradnicu rovnd nule. Ka%d4d z obidvoch stiradnicoyych osi deli
rovinu na dve polovice: x-ovd os deli rovinu na hornit a dolni
polovicu, pricom bod (x, y) leZi na hornej polovici, ked y >0, na
dolnej, ked y <C 0; y-ova os deli rovinu na pravit a lavil polovicu,
pri¢om bod (x, y) leZi na pravej polovici, ked x >0, na lavej po-
lovici, ked x < 0. PrileZitostne si viimneme aj rozdelenia roviny na
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Styri Ciastky obidvoma stiradnicovymi osami stiéasne. Tieto Styri
Ciastky roviny sa oby¢ajne nazyvaji kvadrantmi a o prvom a% Stvr-
tom kvadrante sa hovori v poradi, oznaenom rimskymi &slicami

na obr. 5.
Z definicie stiradnic je dalej zrejmé:

y I. Ak
=X Y=y, ©)
I I je bod (x,y') simernym obrazom
5 bodu (x,y) podla x-ovej osi.
", W II. Ak , ’
X =—X Y =)
je bod (x',y') sitmernym obrazom
Obr. 5, bodu (x,y) podla y-ovejosi. (4)
III. Ak .
X' =—x, Yy =—y

je bod (x', ') simernym obrazom bodu (x, y) podla za-
¢iatku P.

Dalej si dokdZeme, Ze ak je ¢ Iubovolné &islo odli¥né od nuly
a ak platia vztahy )

x'=cx, ¥y =cy,

je bod (x’, y") obrazom bodu (x, y) pri rovnolahlosti (P, c), t.j. pri
rovnolahlosti so stredom P a koeficientom ¢, (V ulebnici pre L. tr,
str, 75.) Lebo (obr. 6a pre ¢ > 1, obr, 6b pre kladné ¢ < 1, obr, 6¢
pre ¢ << 0) ked je A’ = (x’ y’) obrazom bodu 4 = (x, y), tak obraZml
priemetov A;, A, bodu 4 si A’y, A', prlemety bodu A’ a ked%e pr1
rovnolahlosti sa kaZda zodpovedna di*ka nasobi &slom (c), je
PA’, = (¢) PA,, PA", = (c) PA,, totiZ (x) = (c) . (x), () = (&) - ()
a z pravidiel pre znamienka stiradnic bodu lahko zistitme, Ze vo
vietkych pripadoch plati vzorec (5).

Pozndmka 1.V analytickej geometrii je poloha bodu 4 = (x, y)
urend pravouhlymi stiradnicami x, y, t. j. dvoma redlnymi Cislami.
Namiesto dvojice redlnych ¢&isel méZeme pouZit aj jedno komplexné
&slo x + iy, ktoré nazveme komplexnou stiradnicou bodu A.
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Komplexné stiradnice sme pouZivali v 2. triede na hodinich arit-
metiky.

Poznamka 2. Pre pochopenie predpisanej litky z analyticke;j
geometrie sa nevyhnutne vyZaduje rysovanie obrizkov s urditymi

Yy ,/, y ,
7
Ve A A
At A N {/" :
2 ’/ ; Az ,,/ A
4 H 7
/ d
/ rd
Pl’ : i PlL-~ i i
v
/ A y x /’ i A A X
Obr. 6a, Obr. 6¢.
diselnymi ddajmi; na druhej
strane vSak tieZ treba, aby prica y
spojend s pribliZznym urlenim \\\é_ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1A,
polohy bodu na zéklade Ciselne NN
predpisanych stradnic a obra- .
4 ‘v ’ v ’ i ~
tene s p'flbllZflym urcemr’n 2 2 A X
velkosti stiradnic narysované- e
: N
ho bodu nebola zdlhavi, lebo IR S— Ry}

. N N ! o
nesmie odvritit pozornost od ~
zasadne déleZitych poznatkov.

Preto sa niekedy odportica

pouZivat pri analytickej geo- Obt. 6b.

metrii so$it so $tvorcovanym

papierom. To vSak nie je vhodné, lebo velké mnoZstvo vytladenych
¢iar znalne staZuje prehladnost obrizka. Omnoho lep$ie je pracovat
s nelinkovanym so$itom a pouZivat Stvorcovanti (polcentimetrovd
alebo milimetrovii) podloZku.

Cvilenie.
V dalsich cvifeniach analytickej geometrie znali A = (x; ») bod A4,
stradnice ktorého st x, y. Potom (x;; ¥1) (X2; ¥2) znadi priamku alebo dsecku
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uréentt bodmi A; = (x1; 1) A; = (x,; y,). Dalej A= x-+1iy zna& bod
A = (x; y), pricom x a y su redlne Cisla.
9. Nech je (x; y) dany bod, ktory neleZi na suradnicovych osiach a nech

10

11

12

13

14

15

16

17

18

14

.

.

-

Ry

.

B

.

-

.

st m a n dve fubovolné reilne &isla. Ktoré podmienky musia spinit &isla
m, n, ak bod x-+ m, y+ n ma leZat v tom istom kvadrante ako bod
(x; »)?

(x; ¥), (x'; ¥') st dva rézne body.

a) Co teda plati o ich stradniciach?

b) Co plati o stradniciach tychto bodov, ak prvy bod ma vi&siu vzdia-
lenost od osi y neZ druhy?

c) Co plati o stradniciach bodu (x'; ¥'), ak leZi od bodu (x; y) 1. ,,na-
pravo‘‘, 2. ,;nahor*“? Vysvetlite tieto vztahy!

Nalrtnite v rovine sdstavu suradnic so zaliatkom P a vyznalte v nej
body (x, ¥), o ktorych plati:

)2 x55;,y=15b) =5 xs2;y< —1,5;

) x =6;2-y=8;d)x,ystcelélislaje) —3 < x<0; 0 y<4;
f) x=y; 8 x=—y.

Co je geometrické miesto bodov (x; ¥), ked platiz

a) y = 0; x je Iubovolné; b) x = 0; y je TubovoIné;

c) x=—5;4ys6?

Ako poznate, e bod (x; y) leZi: a) vndatri v niektorom z neparnych
kvadrantov I alebo III? b) vnatri v niektorom z parnych kvadrantov
II alebo IV?

Urtite &isla a, b, ked viete, Ze body 2a+ 3; 36 —5, 2a-+ 3; 56+ 7
st sumerne sdrufené a) podla zaliatku sdradnic P; b) podla x-ovej
osi; c) podla y-ovej osi. ‘
PouZitim sdradnic bodu dokaZte, Ze stimerny obraz U’ dtvaru U podla
stredu v zaliatku P sustavy stiradnic dostaneme aj takto: Urlime
obraz Uy ttvaru U podla osi x a potom obraz U, utvaru Uy podla
osi y; Tak je U, = U’. MdZeme tieZ najprv urlit obraz Uy utvaru U
podla osi y a potom obraz U’ dtvaru Uy podfa osi x.

Body 4 =: (— 3; 4), B = (2; 5), C = (— 2; — 3) st vrcholy trojuholnika
ABC. Urtite obraz A'B'C’ trojuholnika ABC pri rovnolahlosti (P, c),
t.j. ak splyva stred rovnolahlosti so zaCiatkom P sustavy sdradnic
a ak je c =~ 0 koeficient rovnolahlosti. Volte a) ¢ = .53_, b) ¢ := ~g .
Aky je vztah medzi obidvoma trojuholnikmi A’B’C’, ktoré dostanete v tejto
tlohe? Naznalte aj konStruktivne rieSenie ulohy.

Ak je A:=x-41iy Iubovolny bod roviny, tak bod A’ =c (x+ iy) je
jeho obraz pri rovnolahlosti (P, c¢). DokaZte! MoZe byt 4 = P?

Na priamke PX, kde P = (0,0), X = (x, ¥), urlite bod X' = (x, y')
tak, aty a) PX’ = cPX, kde ¢ > 0; b) XX’ = mPX, kde m > 0.
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Volte X = (— 3,4), ¢ =%, m =%.

19. PouzZitim rovnolahlosti dokaZte, Ze body (— 3; 4), (6; — 9), (0; 0) ne-
leZia na jednej priamke.
Ako musite zmenit niektord suradnicu druhého bodu, aby vZdy tri body
leZaly na jednej priamke?

3. Zmena zadiatku. Vzdialenosti a smerové uhly.

V predchddzajiicom sme sa rozhodli pre jednoznatne uréené
smery suradnicovych osi. Naproti tomu volba zaéiatku je (a ne-
vyhnutne musi byt) neuritd, Vplyv zmeny zaliatku na stradnice
je vyjadreny nasledujiicou vetou, ktord mdZeme povaZovat za zd-
kladnt vetu analytickej geometrie:

Ked st A, = (x4, y1), 4, = (x,, y,) akékolvek dva body, su
rozdiely ich sdradnic

Xo — X3y Y2 —J)1 M.

nezavislé od volby zaéiatku.

Doékaz stali urobit pre rozdiel x, — x;, lebo ddkaz pre rozdiel
Y2 —); je tuplne rovnaky.

Oznacgpe (obr. 7) s,, s, svislé priamky (rovnobezky s y-cvou
osou) vedené bodmi 4,, A,. Priamky s,, s, si nezavislé od volby za-
Ciatku. Ak st B,, B, prieseliky priamok s,, s, s x-ovou osou, st
&sla x,;, x, stiradnice bodov B;, B, na x-ovej osi a podla ¢lanku 1
je (x; —x;) vzdjomnai vzdialenost bodov B,, B,, ktord je zrejme
rovna vzajomnej vzdialenosti rovnobeZnych priamok s;, s,. Je teda
absolitna hodnota &sla x, —x;
nezavisla od volby zaliatku. To
isté viak plati aj o znamienku &isla 4 s 54’
X, — X, lebo napr. x, —x; >0
znamend, Ze bod B, leZi napravo A,
od bodu B, alebo Ze priamka s, ’ A
leZi napravo od priamky s;; po- B, B,
dobne x, —x;<< 0 znamend, Ze P X
priamka s, leZ{ nalavo od priamky
sy, podobne x, — x; = 0 znamend,
Ze obe priamky s,, s, splyvaji. Obr. 7.
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Ak bod P’ mi podla zafiatku P stiradnice a, b, potom bod A4,
ktory md podla zaiatku P stiradnice x, y, mi podla zadiatku P’
stiradnice x’, y’, kde

X' =x—a, y =y

b @)

Lebo ak v zdkladnej vete (vzorec 1) zvolime za bod A4, bod P/,
za bod A, bod A4, tak rozdiely (1) podla zaliatku P budi x —a,
y —b; tie isté rozdiely podla zafiatku P’ budd x’ —0, y’ —0,
totiZ x’, y'; z toho vSak plynt prive vzorce (2).
Vzdialenost bodu A = (x, y) od zaéiatku sa rovna vyrazu
yx&+ y2.
Dékaz. Ak bod 4 neleZi ani
najednejz obidvochstiradnicovych
P osi (obr. 8) a ak A, A, st obidva
At A priemety boduA, je PA,AA, obdiz-
o7 nik so stranami A,A = PA, = x,
et PA, = A,A =y a podlaPytagorovej
vety je teda PA = }x% + 2
Tym je veta dokizani pre
x £ 0,y 0,
Obr. 8. KedZe vSak
O =, 0=y,
je vetasprivna, ajked y = 0, alebo x = 0.
Vzijomnd vzdialenost bodovA; = (x3, y1), As = (x5, ¥,) rovna
sa vyrazu

r= ]’l(xz —x1)? + (Y2 — )% )

Dékaz: KedZe vyraz (3) je nezdvisly od volby zadiatku, stali
vykonat dbkaz pre pripad, Ze zaliatok je v bode 4,, t.j. Ze x; = 0,
y1 = 0. Ale v tomto pripade plynie veta z predchidzajticej vety.

Teraz budeme definovat smerovy uhol priamky p. Pred-
pokladime, Ze na priamke p je zvoleny urdity smysel. Pojmu uhol
dévame ten vyznam, ktory bol podrobne vysvetleny v uebnici pre
2, triedu na str. 56 a nasl., teda berieme ohlad aj na smysel sme-
rového uhlu. Smerovy uhol ¢ priamky p je uhol, ktorého vrchol
jevzaciatkuP, ktorého prvé rameno jekladna ¢iastka x-ovej osi
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a ktorého druhé rameno je sihlasne rovnobeZné s priamkou p.
Cislo vyjadrujtice velkost uhlu ¢ (v obltikovej miere) nie je jedno-
znalne urlené; ak je ¢, jedna moZni hodnota velkosti uhlu ¢, st
vetky moZné hodnoty uhlu ¢ dané vyrazom

(P-_:(Po+2n.’t;n==0y:§:1r?::2!“‘ ‘. (4)

Jednoznacdne st urfené &isla cos ¢, sin ¢. Z definicie funkcii sinus
a kosinus, podanych v ufebnici pre 2. triedu na strane 60, plynie,
Ze bod s komplexnou stiradnicou cos ¢ + i sin ¢ alebo bod

(cos ¢, sin ¢) ©®)

leZi na druhom ramene smerového uhlu vo vzdialenosti od zadiatku
rovnajticej sa jedne;j.

Predpokladajme teraz, Ze priamka p prechidza zaliatkom P
a je uréend dal$im svojim bodom A = (x, y), priom nech sa udany
smysel rovnd smyslu PA. Potom je druhé rameno smerového uhlu
polpriamka PA, ktora teda obsahuje bod (5). Ked pismenom r ozna-
¢ime diZku tselky PA, je bod A obrazom bodu (5) pri rovnolahlosti
(P, r), takZe podla vzorca (5) Clanku 2 je

X=rcos¢g, y=rsing. (6)

Nech st teraz A, = (xy, ¥1), 4 = (x5, ¥2) dva rdzné body,
nech je r ich vzijomnd vzdialenost a ¢ nech je smerovy
uhol priamky A4,, 4;. Potom bude

Xy —X; =TCOSQ, Ys—y,=rsineg. @)

Doékaz: Ak bod A, je zaliatkom sustavy, plati rovnica (7) na
zaklade rovnice (6), avSak Cisla r, ¢ st nezdvislé od volby zadiatku
a podta zdkladnej vety [(1) v Cladnku 3] plati to isté o lavych stranich
rovnic (7), tak¥e rovnice (7) platia vSeobecne. Ak je priamka dani
dvoma bodmi, méfeme vypoditaf jej smerovy uhol ¢ na ziklade
rovnic (7). MéZeme najprv uréit r podla (3) a potom mime

Xo — Xy Y2 —W1

cosq>=—r—,sinrp=——-r—. (8)

Na vypocet ¢isel cos @, sin ¢ treba teda najprv uréit odmocninu (3).
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V analytickej geometrii obyCajne nepocitame ani cos ¢ ani sin ¢,
ale tg ¢. Podla rovnic (7) alebo (8) je
Y2 —WV1 (9)

tg ¢ — 22 2L,
gy Xy — X,

Cislo tg ¢ sa menuje smernicou priamky. Treba si vak viimndt,
Ze Cislo tg ¢ nie je definované, ak cos ¢ -: 0, t. j. priamky rovno-
beZné s y-ovou osou nemajil smernice.

Pojem smerového uhlu priamky p zavisi od smyslu priamky p.
Ak jednému z obidvoch moZnych smyslov priamky prislicha uhol ¢,
potom jedna z hodnbdt smerového uhlu prislichajicich opaénému
smyslu je ¢ -+ x. Vieme (ulebnica pre 2. triedu, str.63), Ze
cos (¢ -+ @) == -—cos ¢, sin (¢ + 7) = —sin ¢, takZe C&isla cos ¢,
sin ¢ obidve zmenia znamienka pri zmene smyslu priamky. To je
v sthlase so vzorcami (7), lebo zmena smyslu zodpovedd vymene
obidvoch bodov 4, - (x4, 1), A, == (Xs, y,). PretoZe je tg ¢ = sin ¢ :
: cos ¢, smernica priamKky je ta ista pri obidvoch moZnych
smysloch, ¢o je zas potvrdenie vzorca (9).

Smernicu priamky najéastejSie oznatujeme pismenom k; podla
(9) mame teda vzorec

YN
k pp— m—y (10)

pre smernicu priamky uréenej dvoma bodmi. Pripometime si znovu,
Ze priamky rovnobeZné s osou x-ovou nemajii smernicu. Pre takil
priamku x-ova stradnica vSetkych jej bodov ma konStantnd (stilu)
hodnotu, t. j. midme x, = Xx;, X, — x; = 0 a zlomok na pravej strane
rovnice (10) nema smyslu. Pre priamku rovnobeZnt s osou x-ovou
zase y-ova stiradnica vetkych jej bodov je konStantnd (stila) hodnota,
t.j. mame y, = y;, ¥, —p; = 0 a zlomok na pravej strane rovnice (10)
rovna sa nule. Smernica priamky rovnobeZnej s osou x-ovou
je rovna nule. Ked vSak priamka nie je rovnobeZnd ani s jednou
stiradnicovou osou, tak dva rozli¢né body priamky nemdZu sthlasit
ani v x-ovej, ani v y-ovej stiradnici, t. j. v rovnici (10) je x; —x; £ 0,
Vs —y1 7 0; priamka md smernicu a tito smernica je rdzna od
nuly. Pre x, > x, alebo x, — x; > 0 je pri kladnom k aj y, —y; >0
alebo y, >y, pri zapornom k y, —y, < 0 alebo y, < y;.Preto teda
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ak ma priamka kladni smernicu, smysel od lavej strany
k pravej je na nej sidcasne smyslom zdola nahor. Ak ma
viak priamka zdporni smernicu, tak smysel od lavej k prave;j
strane je na nej siiCasne smyslom shora nadol.

20,

21.

22.

23,

24,

26

b

27

.

28

B

Cvidenie.

Urtite nové suradnice vrcholov trojuholnika ABC, kde A == (— 5; 4),
B=(4; 1), C:=(3; —2), ak je novy zatiatok bod: a) (—5; 0),
b) (0; — 2), c) (4; 1), d) stredny bod dsecky AC.

Nech je X' = x’ + iy' IubovoIn{/ bod a A = a-+ib urlity bod roviny.

komplexnych cu;el X +iy’, a+ ib. Bod X vznikne posunutim bodu X’
o vektor so zaliatoénym bodom v bode P a koncovym bodom v bode
P’ == a4+ ib. Ak rovnako posunieme bod P do novej polohy P’ a s nim
aj sturadnicové osi x. y do novej polohy X', y', bude mat v novej sistave
bod X tie isté suradnice x')’, ktoré mal bod X’ v pévodnej sustave;
je teda X’ = x —a, y' =y —b, &m s znova dokdzané vztahy (2).
Vykonajte podrobne!

Ako treba zvolit novy zaciatok P’ sustavy suradmc, aby bod (u; v):
a) padol na novti os x'2 b) padol na novi os ¥’ ? ¢) mal v novej sdstave
stradnice x' =0, ' =02

Uréite vzdialenosti zaliatku P ststavy stiradnic od tychto bodov:

(—3; 4), (12; —5), (0; — 9), <_ _;_\/'3 ; %,)(_ ;).

Uttite druha sdradnicu bodu A4 == (x; y), ak PA == 5aaka) x = —4;
b)y=—1;¢) x =0;d) x = —5;e)y == 6; V ktorom pripade nem4d
dloha rieSenie?

Vypotitajte dizky tsediek uréenych dvojicami bodov:

2) (—3; 7, (— 3; — 2), b) (9; 0), (65 —5), ¢) (05 —3), (0; 4).

a) Na osi x urtite bod X tak, aby XM == 5, ak bod M = (3; 3). b) Na
osi y uréite bod Y tak, aby Y M = 13, ak bod M = (— 6; — 5).
Usecka (7; 3), (—2; 1) je zakladfiou rovnoramenného trojuholnika,
ktorého treti vrchol leZi: a) na osi x, b) na osi y. Urdéite jeho stradnice.

‘Body A, == (x3; ¥1)> As = (x2; ¥,) uruji nenulova usetku. Nech st

A,', A, pravouhlé priemety danych bodov na osi X a 4,”’, A,” pravo-
uhlé priemety danych bodov na osi y.

a) Urtite suradnice bodov 4., 4,', A4,”, 4,”. Kedy je A’; = A, a kedy
A = A, ? MbZu nastat obidva pripady stlasne?

b) Nech je S = (x; y) stred usetky 4,4, a ', S’ jeho pravouhlé prie-
mety na osi stradnic, Vieme, %e SS’, SS’ st stredné prietky v licho-
beZnikoch A4,4,A,'Ay’ a A,A,A,"A,", pokial, pravda, nie je 4, = A,
alebo A, =A,”. PretoZe méiete urc1t stradnice bodov S’, §” zo
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29.

30

R

31,

32.

33

-

34.

35.

20 -

stradnic bodov A’, 4,’; resp. bodov A;", A,”, urtite tym aj stradnice
bodu S’. Podrobne prediskutujte!
Vieme, %e uhly ¢, ¢’ povafujeme za rovnaké, ak sa ich velkosti lisia
o celistvy nasobok uhlu 2z, Rozhodnite, ktoré z nasledujicich uhlov
povaZujeme za rovnaké:

9 7

5™ 27 —~m;

2

Ty —

a) 1lz; —3=; —5=; b) 5

Q) 2 —n; 3m+ 2 4(_——7;);4—-,37;.

Narysujte v rovine ststavu sturadnic a Tubovolnd priamku M N, ktorej
smysel je MN. Ak je ¢ jej smerovy uhol, vySetrite graficky hodnoty
cos @, sin ¢ (napr. okolo bodu M opiste kruZnicu s polomeromr = 1 dm
a vyznalte pismenom K jej prieselik s polpriamkou MN; velkost
priemetov tdsetky MK na stradnicové osi x a y opatrené vhodnymi
znamienkami si hfadané hodnoty).

Bod J = (cos ¢; sin ¢) urluje priamku P J, ktorej smysel je PJ
a ktorej smerovy uhol je ¢ alebo ¢ + 2nn (kde n =0,41,+ 2., atd.).
Naproti tomu bod J’ = (cos ¢', sin ¢'), kde ¢’ = @ + = uréuje opa&ny
smysel P J' na priamke P J; tento smysel zodpoved4 smerovému uhlu ¢
priamky P J. DokéZte!

Na zaklade vysledku predchiadzajicej alohy narysujte v rovine, v ktorej
ste zvolili suistavu sdradnic, priamku MN, ktord precRadza bodom

M = (— 3; 2) a ktorej smerovy uhol ¢ vyhovuje podmienke: a) cos ¢ =% ,

. . . R .
sin 9 < 0; b)cos:p:—l;c)c05(p<0;smqa=§\/3; d) sing =

=-—1;¢)sing = —08.

V ktorom pripade nie je dloha jednoznatni?

Dany bod A urluje priamku aj ¢o do smyslu. Urcite hodnoty cos ¢,
sin @ smerového uhlu ¢ priamky PA; ak je:

a) A=(—12;5),b) A=(—8;6),c) A= (1; —1), d) A =(—6; 0),
e) A= (0;3).

Priamka je aj ¢o do smyslu urleni poriadkom MN danych bodov
M, N, nech je ¢ jej smerovy uhol. Uréite hodnoty cos ¢, sin ¢ a tg o,
ak je: a) M= (2; 3), N=(6; 6), b) M =(2; 3), N=(—10; —2),
) M= (—2 6), N=(4; —2);d) M=(—4;9), N=(6;9).

Ak je ¢ =@+ m je tgg’ =tge a obidva body T'.=(1; tg ¢')
T=(; tgg) sply’rvajﬁ. Nie je teda moZné pomocou smernice tg¢
priamky PT vyjadrit obidva jej smysly. Porovnajte s tlohou 31 a vy-
svetlite.



36. Narysujte sdradnicové osi, bod M = (—— 4; 3) a priamku r, ktora pre-
chidza tymto bodom a ktorej smernica k ma hodnotu: a) i b) — :~23~ ;
c)3;d) —2;¢)0.

Pre ktord priamku, prechadzajucu bodom M, nie je moZné udat smer-
nicu?

37. Body M = (3, —4), N=(—1,2)a P = (1; y) leZia v jednej priamke.
Utrctite smernicu tejto prxamky tak pouZitim bodov M, N, ako aj po-
uZitim bodov M, P; porovnanim obidvoch vysledkov Iahko uréite ne-
znamu sdradnicu y bodu P,

38, Dané si body R=(3; 4), S=(—1;2), T=(1; 3), U= (—5; 0),
a) ak je ¢ smerovy uhol priamky RS, pouZitim hodndt cos ¢, sin ¢ sa
ma dokazat, e body T, U tieZ leZia na tejto priamke. Urobte to!

b) Ak je O stred usecky T U, rozhodnite o poriadku bodov O, R, S, T, U.
c) Ktord &iastku predchidzajicich pripadov a), b) mdZeme rieSit po-
uZitim smernice priamky?

4, Vypocet uhlov,

Vypoditame najprv uhol*
TN
=A,PA,, N

ktorého vrchol je v zaliatku P a ktorého ramend prechddzaji bodmi
A, = (x3, y1), A, = (%3, ¥2), ktorych suradnice poznime. Ak sa r,,
r, vzdialenosti

PA1 =TI = Vx12 + y12r PAz =T = v;;—z +y.? (2)

a ak st ¢;, ¢ smerové uhly priamok PA,, PA, (v smysle od P k 4,,
resp. k A,), mdme podla vzorca (6) ¢lanku 3

Xy =Ty COS ¢, Y1 = Iy sin ¢y,
Xg == T3 COS @g, Yo = I'y SIN P,

alebo s pouZitim komplexnych Cisel

X, + iy, = ry (cos @, + isin @), )
X + 1Yy = 13 (cOS @, + i sin @y),

ko ai
ako aj .

Xy - iyl =T (COS Py — i Sin gﬂl)o (4)
_— P wee oy s
* NepiSeme < A,PA,, ale A;PA,, aby sme naznalili, e ide o uhol
v tom smysle, ako bol popisany v ulebnici pre 2. triedu.

21



Z bodu (cos p;, sin ¢;) vznikne vSak bod (cos ¢, sin ¢,) otofenim
v kladnom smysle o uhol «. Preto je [v ulebnici pre 2. triedu vzorec
(9) na str. 63].

COS @ + I sin ¢, = (cos « + I sin «) (cos ¢, + I sin ¢,).

Ak vynasobime na obidvoch stranich Cislom (cos ¢y — i sin3p,)
a .ak si viimneme, Ze

(cos ¢y + i sin ¢,) (cos ¢y — isin ¢,) = cos? ¢, - sin® ¢, = 1,
dostaneme
cos @ + i sin a == (cos ¢, — isin ¢,) (cos @, + isin @),

takZe podla rovnic (3) a (4) je

(X1 — i) (x2 + 1yy)

cos & + i sin & =

KedZe vSak
(x1 — iy1) (2 4+ 1y2) = X1% + y1Ye + 1 (0,72 — Xo11),

mame nakoniec

COSO(:My Sina_—_—iclzz_—ﬂ_]:. (5)
s 1£18
Ak -
X1Yy = XYy = 0, (6)

je sin &« = 0, t.j. obidve ramend PA, PA, alebo splynt, alebo st
polpriamky opalného smery, lebo uhol & = 0 alebo « = =; ktory
7 tychto dvoch pripadov nastane, zavisi od znamienka &isla cos e,

t. j» od znamienka &isla x;x, + y1¥,, lebo Cisla ry7, st1 istotne kladné.
Ak vSak

X1 X3 + ylyé =0, (7
. g . , 1 . .
je cos’e = 0 a uhol « je pravy; a = + RL t. j. z ramena PA, vznikne
rameno PA, otofenim o pravy uhol v kladnom alebo v zdpornom

smysle; ktory z obidvoch pripadov nastane, zavisi od znamienka
éisla sin &, t.j. od Znamienka &isla x,y, — x,);.
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Ak neplati vztah (7), je cos « 7 0 a jestvuje tg « == sin &3 cos «;
podta rovnic (5) je
N X1Y2 —— X
tg o SMEITTR 8
g X1Xo + Y1) ®)

Ak x; #£ 0, x, 54 0, t.j. ak ani jedna z obidvoch priamok PA,
PA; nie je svisld, mofeme do predchiadzajicich vzorcov zaviest
smernice

PRSP  [S ©

2

X, X»
tychto priamok. Bude teda
X1Xy + Y1ys = X%, (1 + ki),

X1y — XYy = X1% (ks —ky),
takZe podmienka (7) pre kolmost dvoch priamok bude .
Ltk b= 0 (10)
a rovnica (8) nadobudne tvar
o ke —k
tg o« == T—{-Tlif;— . (l l)

DéleZité je maf na pamiti, Ze v8ade v predchidzajicom znamena
« uhol, o ktory treba otolit v kladnom smysle (proti pohybu rudiciek
hodin) polla¢ PA,, aby presiel v pollil PA,. Tento uhol « je uréeny
(v obliikovej miere) aZ na nisobky 2x; ak chceme mat 2 jednoznaéne
definované, méZeme napr. Ziadaf, aby bolo

—r< a=m. (12)

Na urcenie velkosti uhlu « nestadi poznat hodnotu tg «, t. j. nestaéi
vzorec (8) alebo (11), leZ treba vediet eSte, aké znamienko ma sin «

alebo cos « (lebo ked pozniame jedno z tychto dvoch znamienck,

. . [ . , sin o o
poznime aj druhé na ziklade vzfahu tge = —6&;) . KedZe je

r, >0, r, >0, podla vzfahu (5) mi sin « to isté znamienko ako
Citatel a cos e to isté znamienko ako menovatel zlomku na prave;j
strane rovnice (8). [O zlomku na pravej strane rovnice (11) plati
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to isté, ak x,x, > 0, t. j. ak majti obidve &isla x;, x, rovnaké znamien-
ka. Ak majd vSak d&isla x,, x, r6zné znamienka, ma sin ¢ opadné
znamienko neZ Citatel a cos a opané znamienko neZ menovatel
zlomku na pravej strane rovnice (11). Uhol « je totiZ ostry alebo
tupy podla toho, &i je cosa >0 alebo cosa < 0; teda a uhol je
ostry, ak md 1+ k,k, to isté znamienko ako x,x,, uhol a je tupy,
ak 1 + kk, ma opaéné znamienko ako x,x,.]

V predchidzajicom sme preberali uhol A,PA,, ktorého vrchol
je v zaliatku. Zo zakladnej vety analytickej geometrie plynie, Ze ak ide
o uhol a =A4,4,4, s lubovolnym vrcholom A4, priom

Ay = (X Vo) Ar=(x1,01), Ar= (X2 p3),

vietky vzorce tohto &lanku ostant v platnosti, ak do nich namiesto
X1,Y1 X9y Yo dosadime x; — Xo, Y3 —Yor X3 — X0, Yo — Voo

CvicCenie.
. . N
39. Podobne ako v texte na str. 21 urlite uhol o« = A,PA,, kde A, =
=—3—4i, A, = — 124 5i tym, Ze urlite jednotkové ¢&islo cos a +
+ i sin o, o ktorom by platilo

—3—4i .. _ — 12450
P4, - (COS(p-{-lSln_cp)—T.

Pritom sa obmedzte na a) 0< e <27x, b) — 7 < a<m

40. Predchadzajucu dlohu 39 rieSte s pouZitim a) vzorcov (5) na str. 22,
b) vzorca (11) na str, 23. _

41, Dané st body A =(3; —6), B=(6; —3), C= (1; 2). a) Dokaite,
%e A ABC je pravouhly a rozhodnite, ktory uhol je pravy.

Udajte rdzne spdsoby rieSenia,

b) O ktory uhol treba v kladnom smysle oto&it polpriamku BA okolo
bodu B, aby prvy raz splynula s polpriamkou BC? Rozhodnite, &i
v tomto uhle leZi vautro trojuholnika ABC.

42, Viete, Ze uhly trojuholnika sd duté. Podla toho Iahko uréite uhly troj-

uholnika ABC, ked A = (—2; 1), B=(—1;1), C = (—3;2).

Uttite uhgl, o ktory treba otolit priamku p,, aby sa aj ¢o do smyslu

kryla s priamkou p,. Smysly priamok st udané bodmi (cos ;; ,sin ®1)>

(cos a3 sin @3).

44. Nech st ¢;, ¢, smerové uhly priamok p,, p,. Smysly tychto priamok
uréujt polpriamky PA,, PA,, kde A, = (cos ¢,; sin ¢,), Ay = (COS @3
sin ¢z). Urtite uhol a, o ktory treba otolit priamku p,, aby bola sihlasne
rovnobeZni s priamkou p,, ak je:

43

-
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i

1= . 1 .
a) 4, (—71/3; sxn;;1>0), Az:z(?; sxn¢2<0); '

1. _
b)AIE(COSCF1>0;—?V3), Azr:s(cos:;z<0;———%-v2) ;
4 . .

C)AlE(—g;Slncp1>0), Aza(—%g;sm%<0).

45. Vieme, Ze ked otolime dand polpriamku AB o uhol —g—— je suhlasne
rovnobeZn4 s polpriamkou CD. Jedané: A =(}/2; 0), B=(0; —}2),
C = (53; 5), D = (x; 2). Urtite stiradnicu x bodu D.

46. Nech sd ¢,, ¢, smerové uhly polpriamok PA,, PA,, kde A, = (cos ¢, =

3 . .
=i s < 0), Az = (cos ¢»; sin ¢,).

AN
Urdite bod A4, tak, aby 4,PA, bol: a) % 7n; b) % 7} C) % nw; d) 0; e) =.

41. Predchadzajticu dlohu 46 rieSte pouZitim vzorca (11) na str. 23,

5. Rovnica priamky.

Nech je priamka p najprv svisld (rovnobeZnd s osou y). Priamka
P pretne x-ovi os v bode, ktorého stiradnica na x-ovej osi nech je
c. Pre kaZdy bod (x, y) na priamke p je potom

xX=c , M

a naopak kaZdy bod, pre ktory plati rovnica (1), leZi na priamke. p.
Hovorime, Ze rovnica (1) je rovnica priamky rovnobeZnej s osou y.

Nech je teraz p takd priamka, ktora nie je rovnobeZnd s y-ovou
osou. Priamka p mi teda urditit smernicu, ktord oznatme k. Pred-
pokladajme najprv, Ze priamka p prechidza zaliatkom P. Potom
plati pre kaZdy bod (x, y) priamky p, ktory sa li$i od zaliatku P,
rovnica

Y = k , (2)
ktortt méZeme pisat aj v tvare
y=kx; (3)

rovanica (3) plati pre kaid}'f bod priamky p, aj pre zaiatok P.
Obrétene kaZdy bod (x, y), pre ktory plati rovnica (3), leZi na priamke
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p- Lebo ak st dané dve ¢isla x, y tak, Ze y = kx, preto, Ze priamka p
nie je rovnobtZna s osou y, musi na priamke leZat bod (x,Y), ktorého
prva stiradnica sa rovna danému &islu x. PretoZe vSak bod (x, Y)
le#i na priamke p, musi byt Y = kx; ale kedZe plati y = kx, musi
byt y ==Y, t.j. body (x, y), (x, Y) splynt a to znamend, Ze bod
- (x, y) lezi na priamke p. Hovorime, Ze rovnica (3) je rovnica priamky,
ktora prechadza zacéiatkom a ma smernicu k.

Predpokladajme teraz, Ze priamka p so smernicou k prechidza
bodom (x;, y,), ale neprechiddza zaliatkom. Keby sme zaciatok po-
sunuli do bodu (x;, y;), ostala by hodnota smernice nezmenend
a rovnica priamky by bola

[ er’

kde x’, y’ st zmenené sturadnice bodu (x, y). Aviak medzi pdvodnymi
siradnicami x, y ktoréhokolvek bodu a jeho zmenenymi stirad-
nicami x’, ¥’ platia (v rovnici [2] ¢l 3) vztahy
x' = x — Xy J" =Y —Yu
teda
Y —y1==k(x—x) (4)
je rovnica priamky, ktorda prechadza danym bodom (x,, y,)
a ma smernicu k.
Ak x, =0, lezi bod (x;, y,) = (0, y;) na osi y. Ak oznacime
V1 = q, dostaneme z rovnice (4) rovnicu priamky, ktorda ma smer-
nicu k a ktord pretina os y v bode (0, ¢) v tvare

y=kx+ q. (5)

Teraz lahko uréime rovnicu priamky p, ktord prechidza dvoma
danymi bodmi (x;, y,), (X2 ), ktoré, pravda, musia byt rézne. St
dva mo#né pripady. Ak po prvé obidve &isla x;, x, st rovné tomu
istému &islu ¢, priamka p je rovnobeZnd s osou y a ma rovnicu (1).
Ak po druhé &sla x;, x, st rdzné, mi priamka p smernicu

p=22"N (6)
Xo— X3

a jej rovnica je (4), kde za k mdi sa dosadit hodnota (6).
KaZd4 priamka p je alebo rovnobeZnd s osou y, takZe ma rovnicu
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tvaru (1), alebo m4 urlitil smernicu k a pretne os y v urlitom bode
(0, ¢) a vtedy md rovnicu tvaru (5). A obréitene kaZd4 rovnica tvaru
(1) alebo (5) je rovnicou uréitej priamky: rovnica (1) je rovnica
priamky, ktord prechidza bodom (c, 0) rovnobeZne s osou y; rovnica
(5) je rovnica priamky, ktord prechddza dvoma réznymi bodmi
0, @), (1, k + ¢). Rovnice (1) a (5) méZeme pisat aj v tvare

l.x—l—'O.y—c:-r-O; —k.x+1.y—gq=0.

St to teda zvlastne pripady linedrnej rovnice, ak pod linedrnou
rovnicou rozumieme vztah medzi stiradnicami x, y tvaru

Cax+ by +¢ =0, @)

7 Y7

kde a, b, c st urcité &isla (konStanty) a aspori jedno z obidvoch ¢isel
a, b jerdzne od nuly. Obritene kaZda linedrna rovnica je rovnica
urditej priamky. Predpokladajme, Ze je dana rovnica (7). Ak je
v nej b = 0, musi byt a 7% 0; rovnica (7) znie teda ax + ¢ =0 a da

., —C . . ,
sa upravit ma tvar x = —— ; je to teda rovnica priamky, ktora

prechadza bodom ( — %, O) rovnobeZne s osou y. Ak b =~ 0, mdZeme

rovnicu (7) upravit na tvar

a
e e X — =i

b b’

t.j. na tvar rovnice (5). Tym je naSe tvrdenie dokdzané. Stiasne
vidime, Ze ,,priamka (7), t.j. priamka urend rovnicou (7), ma
smernicu

k=—"5‘) (8)

ak je b £ 0. Ak v8ak b = 0 (teda a 5% 0), priamka (7) je rovnobezni
s osou y, a nemd smernicu. DoleZité je vediet, kedy urCuji dve
linedrne rovnice
ax +by+c, =0, (7)
a,x + b,y +c; = 0 (")

ti istd priamku. Ak je tomu tak, sii zodpovedajice koeficienty
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s V7

obidvoch rovnic priamo timerné, t.j. jestvuje také C&islo s, Ze platia
vztahy !

a, = sa,, by, = sb,, c, = sc,. 9)
Ked?Ze aspoi jedno z Cisel a,, b, musi byt rézne od nuly, je potrebné,
aby aj s 7~ 0 a rovnicu (7"') mbZeme pisat v tvare

s(ayx +by+c¢)=0,

z Coho je jasné, Ze rovnica (7"') mi dplne rovnaky vyznam ako rov-
nica (7’), takZe obidve rovnice urlujd td istd priamku. Obrdtene
ak dve linedrne rovnice (7°) (7’) uréujt td istd priamku,
st ich koeficienty tiimerné,

Dékaz 1.: Nech je najprv b, = 0, tak?e priamka (7°) je rovno-
beZna s osou y. KedZe priamka (7") splyva s priamkou (7°), musi .
byt aj b, = 0. Potom v3ak musi byt a, 7% 0, a, 7 0, teda md¥eme
urdit &slo s 54 0 tak, Ze a, = sa,. Rovnice (7’), (7”') zneji potom

a]:x+cl=0, Salx+02=0

a dajui sa upravit na tvar
* c Cy
1 sa,

-«

-

KedZe obe rovnice urluju td isti priamku, musi platit

¢ _ o .
e T a teda ¢, = sc,,
t. j. platia vSetky tri rovnice (9).

I1. Nech je v druhom pripade b, 74 0, takZe priamka (7’) nie je
rovnobeZnad s osou y. KedZe priamka (7") splyva s priamkou (7'),
je aj b, 7~ 0. MéZeme teda urcit &islo s =% 0 tak, Ze b, = sb;. Rovnice
(7), (7"") sa potom dajt1 pisat v tvare

L SV § _%,
Y x Y=, * sby ”
PretoZe obidve priamky splyvaji, tajii jednak td istit smernicu,
teda

Do _ % ia,=sa
bl Sb1 ) U2 1
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jednak pretinajd os y v tom istom bode (0, ¢), teda

G _ L& tej. €y == SC
b1 Sb]_ b4 «Je Cy 1

Teda platia vSetky tri rovnice (9).
Nakoniec sa niekolkymi slovami zmiefime o tom, ako sostrojime
priamku p dant linedrnou rovnicou

ax+by+c==0. (M

Ak je b =0, méZeme rovnicu (7) upravit na tvar

X = —

a 3
priamka je rovnobeZnd s osou y a jej prieselik s osou x vieme so-
strojit. Ak je po druhé a = 0, mbéZeme rovnicu (7) upravit na tvar

priamka p je rovnobeZnd s osou x a jej prieseCik s osou y vieme so-
strojit. Ak je po tretie a 7% 0, b =~ 0, ale ¢ = 0, potom znie rovnica
(7) ax+ by = 0. Priamka p prechddza zaliatkom ststavy a okrem
toho na pr. bodom (b;, ~—a) a bodom (—b, a). Ak leZia tieto body

mimo nakresu, mdZeme zvolit namiesto nich jeden z bodov _; b,

»——‘12— a) alebo (—:13 b, ——; a) atd. Ak leZi bod (b, — a) prili§ blizko

zaliatku, sostrojime namiesto neho bod (2b, — 2a) alebo (36, — 3a)
atd. Nech je po §tvrté a £ 0, b 5~ 0, ¢ 7~ 0. Priamka p nie je rovno-
beZnid ani s jednou stiradnicovou osou, a neprechidza zaliatkom
sistavy, pretina teda obidve sdradnicové osi v dvoch réznych
bodoch, ktoré stadi sostrojif. Priesedik priamky p s osou x je bod

(— % , 0) ; dostaneme ho, ak do rovnice (7) dosadime y =90

b
dostaneme ho, ak do rovnice (7) dosadime x = 0 a potom vypo-

a potom vypocitame x. Prieselik priamky p s osou y je bod (O, — _c_) ;
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¢itame y. MoZe sa stat, Ze niektory z obidvoch prieseéikov priamky p
so stiradnicovymi osami padne mimo ndkresu alebo Ze oba prieseéiky
st si tak blizko, Ze je taZké pomocou nich priamku sostrojit, Po-
mdbZeme si tym, Ze si vypolitame suradnice nejakého iného bodu
priamky tak, Ze vhodne zvolime jednu z obidvoch stiradnic x,-y
a druht potom vypolitame z rovnice (7). Napr. pri priamke

: b 44 ’ . , . . » ]
5x — 6y + 1 == 0 prieseCiky so stiradnicovymi osami st (— 5 0) y

1 ., . , v . ,
(O, _6) , a nie st velmi vhodné na kons$trukciu. Ale ak zvolime napr.

x =1, vypolitame z rovnice priamky py:=1 a ak zvolime eSte
s . 3 . .
X == — 2, vypolitame z rovnice y = — 53 priamku sostrojime

vyhodne ako spojnicu bodov (1, 1), (—— 2, — _3_) .

Cvicenie. .
48. Narysujte geometrické miesto bodov (x, »), ktorych sdradnice splhiujd
rovnice: )
A y=+4x;b)y=—x5¢) y=|x|;d) y==kx;e)y=|kx]|;
1
f)y==k|x]|; g8 y=|k|x; h)y = -2—(x-|-|x|). Urobte vsade
diskusiu,

Bod M == x -}- iy mdZeme napisat v tvare M = r (cos ¢ + i sin ¢), kde
r = 0, a) Co je geometrické miesto bodov M, ak je ¢ kon§tantnéar = 0
nadobdda vSetky moZné hodnoty?

b) Co je geometrické miesto bodov N = ¢ (cos ¢ + i sin ¢), kde t < 02
(Porovnajte s bodom N'=r (cos¢ Jising’), kde r = |¢t| a¢’ =
=¢ +7.)

<) Co je geometrické miesto bodov N =t (cos ¢ -+ ising), kde ¢t
nadobdda vSetky redlne hodnoty?

(Uvazujte o rovnolahlosti bodov y = (cos ¢; sin ¢) a bodu N vzhladom
na stred rovnolahlosti P.)

49

.

50. NapiSte rovnicu priamky prechddzajicej zaliatkom sustavy stiradnic
a bodom a) (3; 4), b) (—3; 2), ¢c) (—6; —8); d) (1,5; —1).
Vysvetlite, ako na prvy pohlad poznite, &i niektoré z tychto priamok
splyvajd.

51. Napiste rovnicu priamky, ktora prechadza bodom (—2; 3) a a) ktorej

R
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52,

53

B

54.

55.

56.

57.

58.

59,

60.

61

.

62.

smernica k = — -§— ; b) ktorej smernica k = 0; c¢) ktorej smerovy
uhol je 1 .

Ktory smerovy uhol 0 = ¢ = 27 mdZete prisudit priamke s rovnicou
a) p = —x+2;b)y=—4;¢c) x = —2°

Narysujte sustavu sdradnic a [fubovolnd priamku a napiSte rovnicu
priamky.

Urdite, v ktorych bodoch pretina priamka M N stiradnicové osi a osi
kvadrantov, ak: a) M == (2; 3), N:=(6; 6), b) M =(—3; 4; N
== (1,5; —2), ¢c) M=(—4;9), N:=:(6; 9), dy M::(—5; 2), N=:
= (—5; —3).

Rozhodnite, ktory z bodov H = (— 1; y,), K ‘= (x;; — 3) mdZe lezat na
priamke MN z prikl. 54; prefo tloha nemd v niektorych pripadoch
rieSenie?

Rozhodnite, ktoré z bodov (7; 6), (0; 0), (— 2; 1) leZia na priamke M N
z prikl. 54a),

DokaZte, Ze na priamke s rovnicou 3x — 2y 4 14 == 0 leZi bod M :=
== (— 2; 4). Vyndsobte rovnicu tejto priamky [ubovolnym &islom (napr.
s == — 3) a dokaZte, Ze suradnice bodu M tak isfo vyhovuji novej
rovnici. Aky geometricky dosledok z toho plynie?

Je dana priamka s, ktorej rovnica je ax + by -+ ¢ == 0. Ak P’ == (m; n)
je novy zaliatok sdstavy stdradnic, akd rovnicu ma priamka v novej
stistave sdradnic?

Urdite nezname konStanty m,nvrovnici(3 —m) x+ 12y + 2 —n == 0,
ak viete, Ze priamka urlena touto rovnicou je totoZnd s priamkou o rov-

.. 2
nici y = - (x+2).

Priamka prechidza bodom M == (4; 3) a ma smernicu k. Napiste jej
rovnicu a urlite prieseCiky X, Y priamky so sturadnicovymi osami.
Urdite hodnotu k tak, aby A PXY mal obsah 3.

Dokazte: Priamka, ktord prechiadza bodom M = (x;; y,) a ktorej smer-
nica je k, prechiadza aj bodom (x; + 1;y, + k) abodom (x, + n,y, + nk),
kde n £ 0 je Iubovolné &islo.

PouZite tento vztah na narysovanie priamky urlenej bodom M a smer-

" nicou k. i
Narysujte priamku, ktora ma rovnicu:’
2
a) 4x+3y+10=0; b)5x+3y=9; ¢) gx——g—y =0;

63.

d) —%y—S:O;e)%x+4=0.

Urtite konStantu ¢ v rovnici: 3x + 4y 4+ ¢ = 0, ked viete, %e priamka
vyjadrend touto rovnicou prechidza bodom: a) (— 5; 4); b) (0; 0).
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64. Ak priamka s rovnicou ax+ by + ¢ = 0 prechidza bodom (x,, y,),
moZeme pisat jej rovnicu v tvare a (x — x,) + b (y —y,) =0.
a) DokéaZte aj obratend vetu.
b) Co teda plati o rovnici priamky, ktord prechidza bodom (0; 0)?
65. Co sudite o vzajomnej polohe priamok o rovniciach:
a)y=kx+ g y=kx+q?
b)y=kx+q; y= ——;c—x-{— q’, kde & 5402 Co bude, ked ¢ = ¢'?
c) ax+by+c=0;ax+by+c =02
d)ax+by+c=0;bx—ay+c =02
e) ax+by+c=0; a’x+by+c =0, pricom je a' =sd, b’ = sb,
kde s =~ 0. Kedy tieto priamky navzijom splyvaji?
66. Napiste rovnicu priamky prechidzajicej bodom (3; 5) a a) rovnobeZnej,
b) kolmej na priamku s rovnicou 2x+ 7y + 3 = 0.
(Ulohu méZete riedit pouZitim vysledkov z predchadzajaceho pri-
kladu 65.)

6. Parametrické vyjadrenie dsecky.

Nech je dany bod A= (x, yo) nesplyvajiici so zaliatkom.
Pomocou rovnolahlosti (P, t) so stredom v zaliatku P a s koeficientom
rovnolahlosti ¢ kladnym a mens$im ako jednotka, dostaneme z bodu
A, tubovolny bod (x, y), le#iaci vo vnitri tiseéky PA,. Podla vzorca (5)
&lanku 2 je

X=1tXe ¥y =ty (1)
Vzorec (1) vyjadruje stiradnice fubovolného bodu vo vnutri tisecky
PA, na ziklade pomocnej velitiny ¢, ktorti nazyvame parametrom.
Aby sme dostali celé vnitro tdselky PA,, treba dat parametru ¢
vietky moZné hodnoty také, Ze

0<t< 1. (2)

Hovorime, Ze rovnice (1) spolu s podmienkou (2) ddvajii parametrické
vyjadrenie vnttra tisetky PA,. Parametrické vyjadrenie celej tsecky
PA, (aj s obidvoma krajnymi bodmi) dostaneme, ak podmienku (2)
nahradime podmienkou

0<t<1, ),

lebo pre t = 0 davajui rovnice (1) zaCiatok P, pre ¢t = 1 divaji rov-
nice (1) bod 4,. Ak koeficient rovnolahlosti ¢ prebieha vSetky kladng
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isla (teda nielen kladné &isla menSie ako jednotka), potom rovnice
(1) spolu s podmienkou
t>0 4

stt parametrickym vyjadrenim vniitra polpriamky PA, Podobne
rovnice (1) spolu s podmienkou

t=0 (5)

st1 parametricky m vyjadrenim celej polpriamky (aj s jej zatiatkom P).
Ak napokon v rovniciach (1) prebieha parameter ¢ vSetky redlne
hodnoty ¢ >0, t = 0, ¢t <0, sti rovnice (1) parametrickym vyjadre-
nim celej priamky PA,.

Nech st teraz

1= (%1, 1)y Az = (x2 ¥2)
dva Tubovolne dané nesplyvajtice body. Llahko dokdZeme, %e rovnice
X=X+ t(xe—x), y=y1+t(y2a—y1) (6)
st parametrickym vyjadrenim vndtra
tsetky A, A, ak  0<t < 1;
celej isetky A A, ak 0=<t<1;
vnttra polpriamky A,4,, ak ¢>0;
celej polpriamky A,4,,ak t=0;

celej priamky A,4,, ak ¢t prebieha vSetky reilne &isla. Rovnice (6)
moéZeme pisat v tvare

X —xy=t(X—X), y —y1 =t (¥ —y1)-
V tomto tvare sa v nich vyskytuji iba rozdiely stiradnic
Xo —Xp Yo — V13 X — X Y —Vu

ktoré podla zdkladnej vety analytickej geometrie (Clinok 3, str. 15)
st1 nezavislé od volby zadiatku. Ak teda zvolime zaliatok v bode 4,,
je x =0, y, =0 a rovnice (6) prejdi do rovnic (1) s tym celkom
nepatrnym rozdielom, Ze namiesto oznalenia X, y, mime teraz
oznadenie X,, y,. Tym sd vSetky vyslovené tvrdenia dokdzané.
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Nech je teraz
ax+by+c=0 ¥
rovnica pnamky D takZe a, b, ¢ s konStanty, z ktorych dve prvé nie
st obidve rovné nule. Ak bod (x, y) leZi na priamke p, je vyhovené
rovn1c1 (7). Ale ak bod (x, y) neleZi na priamke p, nie je vyhovené
rovnici (M), t.j. Cislo
ax+by+c (8)

je odliné od nuly, teda je alebo kladné alebo ziporné., Tym sme
vedeni k rozdeleniu tych bodov (x, y), ktoré neleZia na priamke p,
na dve triedy podfa toho, &i &islo (8) je kladné alebo zidporné. Ako
najzrejmejS$ia sa ndm naskytuje domnienka, Ze takto urlené dve
triedy bodov nie st ni¢ iného ako vnitra obidvoch polrovin uréenych
priamkou p. Pomocou parametrického vyjadrenia tiseCky fahko doka-
Zeme, Ze je to skutolne tak. Nech st teda A, = (X3, 1), A5 = (X5, ¥2)
dva r6zne body, z ktorych ani jeden neleZi na priamke p; potom
obidve ¢&isla

ss=ax;+by,+c¢, sa=ax,+by,+¢c (9)

sd rozne od nuly. Midme dokdzat, Ze ked obidve {isla s, a s, maji1
rovnaké znamienka, tisecka 4,4, nemi nijaky spoloény bod s priam-
kou p, kym v pripade, ked ¢&isla s, s, maji spoloné znamienka,
usetka 4,4, pretne priamku p. Na to pouzueme parametrické vy-
jadrenie (6), v ktorom 0 < ¢t < 1. Ide o to, & je moZné urdit ¢ tak,

aby sa vyhovelo rovnici (7). Ak dosadime do rovnice (7) hodnoty
(6), dostaneme

ax;+at (x; —x;) + by, + bt (yo —y1) + ¢ =0,

¢o mdZeme fahko uviest na tvar
t(ax,+by,+¢c)+ (1 —t)(ax, + by, +¢)=0,
alebo podla rovnic (9) na tvar _
(1 —2t)s;+ts,=0, (10)

Pre 0 < t< 1 sti obidve &isla t, (1 —¢) kladné; ked teda aj obidve
disla sy, s, st kladné, je fava strana rovnice (10) stile kladni a rovnici
(10) nebude moZné vyhoviet. Ak sti obidve &sla sy, s, zdporné, je
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fav4 strana v rovnici (10) stile zdporna a zase nie je moZné vyhoviet
rovnici (10). Teda ak obidve &isla s;, s, majii to isté znamienko,
nemd tsecka 4,4, nijaky spoloény bod s priamkou p. Ak je viak
7 Cisel sy, s, jedno zdporné a druhé kladné, je

S1

kde g je kladné &islo a rovnicu (10) je moZné uviest na tvar

Tito rovnica ma v3ak koresl

1

t=__—‘0
1+g

Je teda 0 <t << 1, tak¥e tento korefi uréuje bod (6) tisecky A, 4,,
ktory leZi na priamke p.

67.

68

Ry

69.

70

D

1.

72.

Cvicenie.

NapiSte parametrické vyjadrenie priamky PA, kde P = (0; 0), 4 = (3; 4)
a urCite, pre ktoré hodnoty parametra ¢ leZi bod (x, y) priamky PA
vanutri v priamom pase, urCenom rovnobeZkami:a) x = — 8, x = — 3;
b)y=—3,y=2.

NapiSte parametrické vyjadrenie priamky MN, kde M= (—17; 1),
N =(2; —3), a to tak, aby hodnota parametra t = 0 odpovedala
bodu N a hodnote ¢t = 1 odpovedal bod M.

Rozhodnite, ktory z bodov (20; — 11), (3; — 2), (11; 1) leZi na danej
priamke M N,

Narysujte Iubovolnd priamku, ktord pretina sdradnicové osi a napiste
jej parametrické vyjadrenie.

Z rovnice (6) na str. 33 vylicte parameter ¢. Ktort rovnicu tak dostanete ?
Urobte diskusiu!

Rovnicu y = kx + q mbZeme povaZovat za jednu parametrickti rovaicu
priamky, ak poloZime x =t alebo x = — ¢t. Ktoré priamky nemédZeme
vyjadrit takymto spdsobom ?

a) Nech st m, n dve reilne konStanty, z ktorych aspori jedna nie je
nulova. Tak body M = (x, y) urlené rovnicamia) x = x, + mt, y =y, +
+ nt, kde x,y, s dané konStanty a ¢t premenny parameter, leZia na
priamke urlenej bodmi 4y = (X, ¥o)s A’ = (xo 4 m; y, + n). DokéZte!
(NapiSte parametrické vyjadrenie priamky A4,4".)
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b) Ak zvolime na priamke A,A’ smysel poradim 4,4" a ked ozna&ime
prislu$ny smerovy uhol priamky ¢, tak plati

m . n
IW Py sing = V‘_;T—___-l?n_z—‘ .

DokéZte a vysvetlite smysel kon$tint m, n

c) Nech st t; <t, dve lubovoIné hodnoty parametra parametrického
vyjadrenia priamky 4,4’ a M, M, k nim prislu$né body priamky A4,4’.
Dok4Zte, %e poradia 4,A' a MM, urluju ten isty smysel na priamke.
Z tohoto plynie, Ze ak rastie parameter t, pohybuje sa bod M vo smysle
polpriamky 4,4. -

(Vypoditajte hodnoty cos ¢, sin ¢ smerového uhlu ¢ polpnamok 4,4
aj M,M,.) /
d) DokaZte, %e vzajomna vzdialenost M,M, obidvoch bodov z pred-
chadzajacej dlohy c) je imerné hodnote (¢, — ¢,).

e) Ak o &islach m, n plati vztah m? +n% = 1, je m = cos ¢, n = sin ¢,
priom ¢ je smerovy uhol polpriamky 4,4’. Potom ak je M bod priamky
prisludny parametru ¢, je A,M = | t | . DokdZte a vysvetlite geometricky
vyznam konstint v parametrickom vyjadreni priamky:

X = Xo+tcCOSqp; Yy =y,+ tsine.

cos¢p =

Napi$te parametrické vyjadrenie priamky, ktord predchidza bodom
. . . COos ¢ 4

3.2 ==

(—3; 2) a 0 jej smerovom uhle ¢ plati vztah Sin o 3 -

Dokézte, Ze priamky p, ¢, ktorych parametrické vyjadrenie je
a) x—x;+mt, yp=y;+nt a x=x,+mt’, y =y, +nt, st na-
vzajom rovnobeZné,

b) x =x,4+mt,y =y, +ntax=x,—nt,y =y, +mt, st na seba
kolmé. [Urkite napr. smernice priamok pouZitim bodov, prislusnych
hodnotam 0 a 1 parametra, alebo pouZite vztah (7) na str. 34.]
Parametrické vyjadrenie priamky p je x = —3+3¢t, y =44 4t¢
a priamky g je x =845,y = —12¢,

a) Znazornite obidve priamky (za jednotku volte 5 mmm).

b) DokaZte, Ze priamky nie st rovnobeZné a urlite suradnice ich prie-
seCika A,.

¢) Urtite na priamke p bod A, pre t = 1 a na priamke ¢ bod A4, pre

= 1 a vypocitajte velkost uhlu 4,4,4,.
Planimetrické poutky mdZeme dokizat pouZivanim analytickej geometrie,
pricom si vhodne volime stiradnicovit ststavu. To iste nemdi nijaky
vplyv na vseobecnost vysledku. DokdZte tak znamu poulku: taZnice
trojuholnika ABC pretinajii sa v jednom bode T. Ak je A, stred strany
BC, potom deliaci pomer (A4,T) = — 2, [Volte napr. A = (— 2m; 0),
B=(2m; 0), C=(p, q), kde p> 0, g > 0 a napiSte parametrické



rovnice priamok AA, BB, CC, kde A4,B,C, st stredy strin BC,
CA, AB.]]

Pouzite vysledok prikladu 72d.

7. Vzdialenost bodu od priamky.
Nech je dana priamka p linedrnou rovnicou
ax+by +c=0. n

Potom spojnica zadiatku P s bodom (a, b) je kolmd na priamku p.
Viimnime si ponajprv, Ze bod (a, b) je zaiste rdzny od zaliatku P,
lebo v rovnici priamky neméZu byt oba koeficienty a, b rovné nule.

Dékaz. I. Ak b = 0, je priamka p rovnobeZnd s osou y a bod
(a, b) = (a, 0) leZi na osi x, ktord je kolmad na priamku p.

IL. Ak je a = 0, je priamka p rovnobeZnd s osou x a bod (a, b) =
= (0, b) lezi na osi p, ktord je kolmi na priamku p.

ITI. Nech je nakoniec a #% 0, b £ 0. Priamka p md smernicu

= :;_a . Spojnica zatiatku P s bodom (a, b) ma smernicu k' = % .

Je teda 14 kk’ =0, takZe obidve priamky sti navzijom kolmé
[pozri vzorec (10) v Elanku 4].

Kolmica k na priamku p vedend zo zaliatku P mi teda para-
metrické vyjadrenie

X =ta, y =tb. (2)

Rovnica (2) uddva sdradnice pity kolmice k na priamke p,
ak t uréime tak, aby bola splnend rovnica (1), z ¢oho vyplyva pod-
mienka

—C
t(a2+b2)+c=0, alebot=m. (3)

Ak je d vzdialenost zadiatku P od priamky p, plati d* = x% + 2,
kde bod (x, y) je pita kolmice k na priamku p, teda za x a y treba
dosadit hodnoty z rovnic (2) a (3).

Teda

c2 c2
@ =8 @45 =Gy @) = a
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a kedZe d nie je zdporné, plati

__ el

Ve “
Vzdialenost zadiatku P od priamky (1).

Hradajme teraz vzdialenost Tubovolného bodu (x,, y,) od priam-
ky (1). Ak namiesto pbévodnych stiradnic x, y zavedieme nové si-
radnice x’, ¥’ so zafiatkom v danom bode (x,, y,), potom podta
vzorca (2) clanku 3 je x" = x —x;, ' =y —y, alebo

x=x"+x,y=y+y.

Ak dosadime tieto hodnoty stiradnic x, y do rovnice (1), do-
staneme po malej dprave
ax' +by +c¢ =0,
kde
"=ax, + by, +c

Ked teraz pouZijeme vzorec (4) s tou zmenou, Ze namiesto ¢
ddme ¢, dostaneme vysledok

|ax,+by,+c|
- Va®+ b2
ktory vyjadruje vzdialenost bodu (x,, y,) od priamkyax + by +
+¢=0. '
Vsimnime si, Ze podla ¢lanku 6 vyraz ax;, + by, + ¢ je kladny
vo vntitri v jednej z oboch polrovin, tvorenych priamkou (1) a za-
porny vo vnttri druhej z tychto polrovin.

Cvicenie.
77. Je dand priamka [ s rovnicoud x+ 4y + 7 = 0 a body Q, = (— 3; 2),
Q:=(—1;3), Qe =(—2; 1), Q, =(1; —4). )

Rozhodnite, ktoré dvojice damych bodov st priamkou I oddelens,
ktoré leZia v tej istej polrovine vytatej priamkou ! a ktoré z bodov leZia
na priamke /. '

78. DokaZte znime vlastnostilichobeZnika ABCD, kde je AB||CD;stredna
prietka je usecka, ktora spojuje stredy ramien lichobeZnika a je a) rovno-
beZnd s jeho zikladfiami, b) je rovni polovu:nemu sultu zikladni,
c) leZi vnutri lichobeZnika,

(LichobeZnik je vypukly Stvoruholnik; taky S$tvoruholnik sa sklada..
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z tych bodov, ktoré leZia v opornych polrovinich, Volte vhodné umieste-

nie bodov 4, B, C, D vzhladom na sdradnicové osi x, y.)
79. Body A = (2; 3), B = (— 3; — 1), C = (4; — 4) st vrcholy trojuholnika
ABC. ,
a) DokaZte, Ze nielen body M = (1; 2), N = (— 1; 1), ale aj cela tsetka
MN le%i vndtri trojuholnika ABC.
b) PouZitim parametrického vyjadrenia priamky M N rozhodnite, ktoré
jej body neleZia mimo trojuholnika ABC.
(Viete, Ze A ABC je spolo¢neu &iastkou polrovin ABC, BCA, CAB.)
Ktoré body usecky (— 5; 3) (7; 0) leZia vnatri v priamom pase, urenom
rovnobe¥kami y = x+3 a y = x — 2?
81. Dané sa priamky p,, p,o rovniciach4 x —3y +12=0,2x+y —6 =0,
Urtite velkost tohozo $tyroch dutych uhlov, ktoré svieraju tieto priamky,
v ktorom leZi zaliatok P sistavy stradnic.
(Urtite velkost uhlu < A;4,4,, kde 4, je prieselik obidvoch priamok,
bod A, leZi na priamke p, v polrovine p,P abod A4,leZi na priamke p,
v polrovine p,P.)
Urtite vzdialenost bodov A =(4; —2), K=(—3; 2), L=(0; —1)
od priamky p o rovnici 8 x — 15y — 11=0 a rozhodnite, ktoré dva
z danych bodov priamka neoddeluje.

80
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82
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83, Urtite velkost vySok v trojuholniku s vrcholmi A = (5;2),B=(—2;1),
C =(1;5). ' )
84. Priamky, ktoré maju rovnicu ax+by +c¢ =0, ax+ by + ¢ =0,su

rovnobeZné. DokaZte, e ich vzdjomna vzdialenost je rovni hodnote:

le—C|
Vet
‘Urobte vypolet pre priamky s rovnicami 3 x —4y 410 =0,

8y —15—6 x.

85, Urtite geometrické miesto bodov (x,; ¥o)> ktoré maji od priamky
s rovnicou 12 x + 5y — 52 = 0 vzdialenost 3.

86. Urtite rovnicu priamky prechidzajicej bodom H = (5; 2), ktord ma -
od bodu. L = (— 3; 1) vzdialenost 4. (NapiSte rovnicu priamky pre-
chidzajiicej bodom H a uréite jej vzdialenost od bodu L; st dve moZnosti.)

I1I. POUZITIE ANALYTICKEJ GEOMETRIE.
8. Linearna celistva funkcia.

UZ zo strednej $koly vieme, Ze veliCina y je funkciou ine;j
velidiny x (nezdavisle premennd). Tak isto vieme zo strednej
S$koly, & je grafické zndzoriiovanie alebo struCne graf funkcie.
Ak pre kaZdd hodnotu nezivislej premennej x zobrazime bod
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(x, y), ktorého prvou stiradnicou je zvolend hodnota x a ktorého
druhou stdradnicou y je prislu$nd hodnota funkcie, tak vSetky tieto
body (x, y) vyplnia ¢iaru, ktort nazyvame grafom alebo grafikénom
Studovanej funkcie. Pomocou grafikénu ndzorne zachytime doleZité
viastnosti funkcie. Podrobne budeme $tudovat funkcie a ich gra-
fikény a% v 4. triede. V tejto triede sa obmedzime na lineirnu
(v tomto ¢lanku) a na kvadratickd (v Eldnku 10) celistvd funkciu.
Linearna celistva funkcia mi tvar

y=ax+b, (N

kde a, b st dané &sla (kontanty). V 4. triede budeme preberat
okrem inych linedrnu lomend funkciu, ktord mé tvar

_ax+b
Ccx+d’

Z lanku 5 vieme, Ze grafikdén linedrnej celistvej funkcie
(1) je priamka, ktord nie je rovnobeZnd s osou y a Ze aj
obritene kaZda priamka, ktord nie je rovnobeZnd s osou
y,je grafikdnom urcitej linedrnej celistvej funkcie. Priamka
rovnobeZnd s osou y zrejme nemdZe byt grafikénom nijakej funkcie.
Aj geometricky vyznam obidvoch konstint a, b v rovnici (1) je
nidm zndmy; grafikén funkcie (1) je priamka, ktord ma smernicu a
a ktord pretina os y v bode (0, b).

Ak je a = 0, je funkcia (1) konStanta; jej grafikn je priamka
rovnobeZnd s osou x. Niekedy je 1icelné nepocitat konStanty medzi
linedrne funkcie.

Ked vylucime konStanty, sit moZné eSte dva pripady podla
toho, i &slo a je kladné alebo zdporné. Aky geometricky vyznam
majt tieto dva pripady, o tom sme sa uZ zmienili na konci ¢lanku 3,
ale bude 11delné vritit sa k tomu eSte teraz. Nech je dand fubovolnd
funkcia, ktord nemusi mat tvar (1). Ak si zvolime uréitd hodnotu x;
nezavisle premennej a ked vyzgadime prislu$nt hodnotu funkcie y;,
mame na grafikdne urdity bod (x,, y,). Ak je dalej x ktordkolvek ind
hodnota nezivisle premennej a ak je y prisluSnd hodnota funkcie,
potom rozdiel x —x; (ktory méZe byt kladny alebo zdporny) sa
nazyva prirastkom nezavisle premennej a rozdiel y —y, (ktory
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mdZe byt kladny, zaporny alebo rovny nule), sa nazyva prirastkom
funkcie.

Podiel
Y —h
— @
budeme nazyvat pomernym prirastkom funkcie. Geometricky
vyznam premenného prirastku (2) je ndm znidmy: je to smernica
priamky spojujticej obidva body grafikénu (x;, y,), (x, ¥). Ak ska-
mani funkcia nie je linedrnou celistvou funkciou, hodnota pomerného
prirastku (2) zdvisi od toho, ako boly zvolené obidve hodnoty
X3, x nezavisle premennej. Naproti tomu pri linedrnej celistvej
funkcii (1), ktorej grafikén je priamka, pomerny prirastok je kon-
Stanta
Y — M
Y — N _ 3
x—x, ¢ ©)

a rovna sa smernici tej priamky, ktord je grafikénom funkcie.

DéleZité si1 rastice a klesajiice funkcie. Pri stipajicej funkeii
so zvidSenim nezivisle premennej sa vZdy stiCasne zvacsi aj hodnota
funkcie a so zmenSenim nezavisle premennej sa vZdy sticasne zmensi
aj hodnota funkcie. Inid¢ povedané rastica funkcia ma ta vlastnost,
Ze kladnému prirastku nezdvisle premennej zodpovedd vZdy kladny
prirastok funkcie a zdpornému prirastku nezivisle premennej
zodpovedd vZdy ziporny prirastok funkcie. Teda pri rastticej
funkcii je pomerny prirastok (2) vZdy kladny a obrdtene,
ak pomerny prirastok je vZdy kladny, nech-hocako zvolime
hodnoty x;, x nezavislej premennej, je funkcia rastica.

Pri klesajiicej funkcii naopak so zviSenim nezivisle pre-
mennej sa vidy stilasne zmen${ hodnota funkcie a so zmenSenim
nezavisle premennej sa vZdy stiCasne zviacSi hodnota funkcie. Pri-
rastok klesajicej funkcie md vZdy opalné znamienko neZ prirastok
nezévisle premennej. Pomerny prirastok pri klesajiicej funkcii je vidy
zporny; obritene ak pomerny prirastok (2) je vidy zaporny, nech
hocako zvolime obidve rdzne hodnoty x;, x nezavisle premenne;j,
je funkcia klesajica.
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Z rovnice (3) teda plynie: Linedrna celistva funkcia (1) je

rastica funkcia, ak a >0, a je klesajica funkcia, ak a < 0.

87

88

89

90.

-

.

-

-

Cvicenie. i
Je dani funkcia a) y =%x—5; b) y =—%x+2, Qy= -5
a) Znazornite tato funkciu graficky.

b) Aky je prirastok funkcie, ked prirastok nezavisle premennej nado-
buda niektord z tychto hodndt: +1; +2; +3...4+ m, kde m > 0?
Aky je prislu$ny pomerny prirastok?

Urtite pomerné prirastky z predchadzajiceho prikladu 87 a rozhodnite,
ktord z tam uvedenych funkcii je a) rastica, b) klesajica. -
Pre ktord hodnotu prirastku nezavisle premennej je prirastok funkcie
Yy = ax + b rovny pomernému prirastku?

V grafikénoch funkcii z prikladu 87 vyznalte také dva body (x, y)
(x5, y1)> pre ktoré je predchiddzajuca poZiadavka splnend, Kolkymi
spbsobmi sa to d4 urobit?

Znézornite funkciu y = |x|a dokaZte, fe pomerny prirastok J; —il ;
!

a) je pre hodnoty x=0, x, =0 rovny 1,

b) je pre hodnoty x=0, x; < O rovny — 1,

c) pre hodnoty x > O X; <0 alebo pre hodnoty x<0, x, >0 nie je
hodnota stila a méZe nadobudnut, ktorukolvek hodnotu medzi — 1
a 4 1 viitane tychto hodnét, Na grafikone funkcie konStrukine urlite
také dva body (x; y), (x;; y1), aby prisludny pomerny prirastok mal

3
predpisant hodnotu, napr, — alebo — —3— . (Narysujte priamku s pred-

pisanou smernicou.) 'Urobte aj. numerlcke rieSenie a diskusiu,

9. Sustava dvoch linedrnych rovanic s dvoma nezndmymi.

Ststavu dvoch linedrnych rovnic s dvoma neznidmymi
ax+by+e =0
ax + by +cy=0 (1

mbZeme rieSit graficky. KaZd4d z obidvoch rovnic (1) sama osebe
znamena priamku; tieto priamky si mdZeme narysovat na zdklade
ich rovnic. Ak sa obidve priamky pretinajd v bode (x, y), potom
dvojica lisel x, y vyhovuje obidvom rovniciam a tvori jediné rieSenie
sustavy (1). MoZe sa vSak stat, Ze obidve priamky st rovnobeZné,
a nemajii ani jeden spololny bod; méZe sa tieZ stat, Ze obldve
priamky splyni.
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Takto dochddzame pomocou analytickej geometrie k vSeobec-
nému vysledku o rieSitelnosti a poCte rieSeni stistavy (1). St tu tri
mozZné pripady; v prvom pripade ma sdstava (1) jedno a len jedno
rieSenie, v druhom pripade nemad sdstava (1) ani jedno rieSenie,
v trefom pripade ma sudstava (1) nekonec¢ne mnoho rieSeni.

Aby sme pre danti sustavu (1) zistili, ktory z troch pripadov
nastane, treba rozhodnut, kedy sti obe priamky stistavy (1) rovno-
beZné. To nastane jednak vtedy, ak st obidve priamky rovnobeZné
s osou y (teda nemajti smernice), totiZ ked

by=0,0,=0, (2
jednak ked majii obidve priamky smernice, ktoré sii medzi sebou

rovné, t.j. ked
a, a,

B Y Y ©)
V obidvoch pripadoch plati rovnica
albg _a2b1 = 0 . (4)

Obriétene, ak plati rovnica (4), st obidve priamky dané rovnicami (1)
medzi sebou rovnobeZné, t.j. plati bud rovnica (2), bud (3).
Lebo ak plati rovnica (4), mame dve moZnosti: alebo obe &isla b;, b,
sa rovnaji nule, alebo obidve tieto ¢&isla st roézne od nuly. Ked je
napr. b, = 0, tak sa v prvej rovnici (1) nevyskytuje y, a preto sav nej
vyskytuje x, teda mime a; 7% 0. Rovnica (4) pre b; = 0 diva vSak
ab, = 0 a kedZe a, #% 0, musi byt b, = 0. Teda pre b, = 0 je aj
b, = 0 a mame rovnice (2); podobne pre b, = 0 je aj b, = 0 a mdme
zase rovnice (2). Ak je vSak b, 540, b, % 0, z rovnice (4) Tahko
ustidime na platnost rovnice (3).

Teda v pripade platnosti rovnice (4) ststava rovnic (1) alebo
nemi nijaké rieSenie (rovnice si odporuji), alebo mi nekonelne
mnoho rieSeni (jedna z obidvoch rovnic je nésledkom druhej).
Naproti tomu v pripade

aby — azh; # 0 ()

stistava (1) ma jediné rieSenie. Toto rieSenie sa skladd z dvoch Cisel
x, y, stradnic prieseéika A =(x,y) obidvoch rdéznobeZnych.

43



priamok p,, p,, z ktorych je ka?da jednotlive uréend jednou z obidvoch
rovnic (1). NajcastejSie pouZivand metdda na urlenie rieSenia je u
zo strednej Skoly zndma séitacia metdda. Pri tejto metéde — ako
vieme — obidve rovnice ststavy (1) sa kombinuji a utvori sa rovnica

ri(@x+ by +c) Fry(@x+by+c)=0. (6)

Ak zvolime akokolvek Cisla ry, 7, (nie obidve rovné nule), rovnica (6)
znamend priamku, ktord prechddza bodom A4, pretoZe ked dosadime
za X, y suradnice bodu A4, st splnené obidve rovnice ststavy (1),aje
teda splnend aj rovnica (6). Pri séitacej metdde volime Cisla ry, 7,
tak, aby z rovnice (6) vypadlo alebo x alebo y, t. j. tak, aby priamka
urend rovnicou (6) bola rovnobe#nd s jednou zo stiradnicovych osi.
Cvicenie,
91. Rozhodnite beztohos Ze by ste vykonali rieSenie, ktoré z nasledujicich
ststav maja jediné rieSenie, ktoré nemajii nijaké riefenie a ktoré maju
nekoneéne mnoho rieSeni:

a) x=7;—y; y=2x—5;b) 2x—y=8; 4—y=2Q2+x);
Q) 6(x+1)+5(1—3y) =23 xy2= X+t

2
92, Pre ktoré hodnoty redlnych ¢&isel m, n, p sd dvojice priamok dané rov-
nicami: 1, rovnobeZné nesplyvajuce, 2. splyvajtice, 3. réznobezné:
a) 3x—5y+4+4=0;2—m)x—3ny+3—p =02
b) 5x—7=0;(m—n)x+(m+ny—m+p=02?
93, Co usudzujete o vzajomnej polohe priamok danych rovnicami:
t+1H)x—2ty —2=0,
ak parameter ¢ nadobtida vSetky redlne hodnoty?
94, Pre ktoré hodnoty &isel r,r, prechddza priamka, ktord ma rovnicu

rnx+2y—5+rBx—y+1)=0
a) zaciatkom ststavy stiradnic? b) bodom (— 3; 2)?
95, Urtite rovnicu priamky so smernicou k = 2, ak prechidza prieseCikom
priamok s rovnicami '
x—5y+1=0;2x4+3y+4=0,

96, Urlite geometrické miesto -m’ obrazov bodov priamky m s rovnicou
x+ 2y —1 =0 v rovnolahlosti (P, c), v ktorej bodu M priamky m
zodpoved4 bod M’ = (3; 4).

Vypotitajte stiradnice priesetika K uhloprietok $tvoruholnika ABCD,
kde A=(—4;2), B=(l; —1), C=(5; —10), D= (—5; 3) a po-
uZitim pomerného prirastku linedrnej funkcie dokaZte, %e ten bod K

91

.
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leZi vo vndatri tsetiek AC, BD. Potom je isté, Fe ide o vypukly $tvor-

uholnik. Toto zistenie modZete pouZitim opornych polrovin aj inag

dokazat,

Priesetikom priamok 3x —2y 44 =0; 2x+y —1 =0 prechidza

priamka a) rovnobeZna, b) kolma na priamku s rovnicou 4 x — 5y = 0.

Uttite jej rovnicu,

Vytiarkujte v rovine stistavy suradnic td &iastku roviny, v ktorej leZia

body (x; y), ktoré vyhovujii nerovnosti (ak tilohe vyhovuje aj uréita

ohranilujica tsetka, narysujte ju silne):

a) 3x+2y—5<0; x—2y+4+1>0;

b)y+3=0; x+y—5<0; 4x—5y4+10=0;

c) x+2y—1<0;2x—5pyp+3>0; x+2y—5=0;

d) x+y<0; x—y>0; x+5y—5>0,

100. St dané funkcie y — 3 x — 2; y = 2 x + 1, Napiste funkciu, ktora je
a) sultom obidvoch funkinych hodndt, b) rozdielom obidvoch funk-
¢énych hodnét,

Potom dané funkcie a vyslednd funkciu znizornite a viimnite si tie
body, v ktorych grafikén vyslednej funkcie pretina grafikony danych
funkcii alebo os x. Svoje pozorovania odévodnite,

Co je pomerny prirastok vyslednej funkcie?

98,

Ry

99

.

10, Parabola.
Funkcia
y=ax*+bx+c

sa nazyva kvadratickou celistvou funkciou, ak a, b, ¢ st také
konStanty, Ze a 7% 0. (V pripade a = 0 by sme mali linedrnu celistva
funkciu.) V &ldnku 12 si dokdZeme, Ze grafikén kvadratickej celistve;j
funkcie je krivka tzv. parabola. Parabola vznikne takto: zvolime
Tubovolny bod F a okrem toho priamku d, ktord neprechidza bodom
F. Parabola je krivka, ktord sa skladd zo vSetkych tych
bodov, ktoré maji od bodu F a od priamky d rovnakd
vzdialenost. Bod F sa menuje ohniskom paraboly (latinsky focus,
preto je zvykom oznaCovat ho pismenom F); priamka d sa menuje
urlujicou priamkou paraboly (latinsky directrix, preto je zvykom
oznalovat ju pismenom d).

V nasledujiicom budeme skitmat parabolu za predpokladu, Ze
uréujtica priamka d je vodorovni a ohnisko F leZi nad priamkou d
(obr. 9). Nech je o kolmica spustend z bodu F na priamku d; nech
D je pita tejto kolmice a V nech je stred tsecky FD; dalej nech je
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v rovnobefka s priamkou d vedeni bodom V. Ak A’ je stimerny
obraz TubovoIného bodu 4 podfa osi 0, maji1 oba body 4, A’ rovnakd
vzdialenost od priamky d, preto ak bod A leZi na parabole, plati to
isté o bode A’. Teda parabola je stimernd podlfa osi o, a preto
priamka o sa nazyva osou paraboly. Bod V leZi zrejme na parabole;
nazyva sa vrcholom paraboly. Okrem bodu V neleZi na osi o
ani jeden bod paraboly, lebo ak bod X leZi na osi 0, je jeho vzdialenost
od priamky d rovnd XD; ak teda bod X le#i nad bodom, t.j. vo
vnitri polpriamky VF, je XD >XF a X nele?{ na parabole; ak

0 0
N,
F
ST, S A
F v v ! Z
X - S T LT ’Y
v 4
d D
d D
Obr. 9. Obr. 10.

bod X leZi pod bodom V, t. j. vo vntitri polpriamky VD, je X 5<}ﬁ';
a zasa X neleZi na parabole.

Skiimajme teraz body, ktoré neleZia na osi o! PredovSetkym ani
jeden bod Y leZiaci pod priamkou v nemdZe leZat na parabole. Lebo
(obr. 10) nech X je pita kolmice, spustenej z bodu Y na priamku o.
Vzdialenost bodu Y od priamky d sa rovnd vzdialenosti bodu X
od priamky d alebo tisetke XD, ktori je men$ia ne¥ XF, ktord
je zas men$ia ne? YF. Teda vzdialenost bodu Y od priamky d
je menSia ako vzdialenost bodu ¥ od bodu F, bod Y nembZe le¥at
na parabole. Podobne (obr. 10) ani jeden bod Z priamky v okrem
bodu V neleZi na parabole, lebo vzdialenost bodu Z od priamky d
sa rovnd VD, teda sa rovnd tsetke VF, ktord je menSia ne¥ ZF,
Priamka v sa menuje vrcholovou doty¢nicou paraboly.

Naproti tomu na kaZdej vodorovnej priamke p, ktord pretina
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os 0 v bode X leZiacom nad bodom

V, si dva body paraboly. Lebo o
(obr. 11a, b) vzdialenost kaZdého e
bodu priamky p od priamky d sa Ly ; fy
rovnd tseCke XD = r, ktord je --{7---------- " p-
vidSia neZ XF, t.j. vilSia neZ \ v /
vzdialenost bodu F od priamky p, \‘\ v
ktord je teda se¢nou kruZnice %, Sl | T
opisanej okolo bodu F polomerom d b
r; kruZnica k pretne teda priamku
p vo dvoch bodoch 4, A’, ktoré .

Obr. 11a,

zrejme leZia na parabole.

Z toho vidiet, ako je.moZné sostrojit fubovolny pocet bodov
paraboly (obr. 12). Vedme nad priamkou v rad priamok p;, pz, ps++»
s fiou rovnobeZnych a na kaZdej z nich sostrojme na nej leZiace body
paraboly ako prieseliky tejto priamky s kruZnicou opisanou okolo
bodu F polomerom rovnym vzdialenosti tejto priamky od priamky d.
Spojenim sostrojenych bodov dostaneme pribliZny priebeh Ciastky
paraboly.

Jednoduché vlastnosti paraboly, ktoré sme si v predchddzajiicom
odvodili synteticky, t.j. priamou geometrickou dvahou, mdZeme
si dokdzat aj analyticky, t.j. pomocou sdradnic a vypotom. Za
tym tlelom oznaéme si pismenom p vzdialenost bodu F od priamky
d. Usetka p sa nazyva

parametrom paraboly. 0 .
Vrcholovid dotyénicu v /| \
X VA
zvolime za os x, priamku —+ ---------------- SRt T
o za os y. Pre bod F 1, £ i
\ 1
, _ 1 L !
mame F = (O,fp) ; ‘.\ ’ v i
priamka d mi rovnicu v
1
y=—=p H— _d
Vzdialenost fubovolného
bodu (x,y) od priamky d, Obr, 11b,
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, 1
sa rovna (y+7p)

a druhd mocnina tejto
vzdialenosti sa rovna

2
(y+—;—p) ; druha

mocnina vzdialenosti
bodu (x,y) od boduFsa

2
rovnd x% + (y—%p) .
Teda pre kaZdy bod
(x, y) na parabole je
splnend rovnica

Obr. 12,

x2+(y—%p)2=(y+%p)2 (M

a obritene kaZdy bod (x, y), ktorého stiradnice vyhovujti rovnici (1),
leZi na parabole. Teda rovnica (1) je rovnicou paraboly v ne-
upravenom tvare. I'ahkou tipravou ju uvedieme na tvar

2py = x% alebo y=5 X2, (2)
Z rovnice (2) vidiet, Ze ak bod (x, y) leZi na parabole, plati to isté
o bode (—x, p), ktory je podfa ¢lanku 2 siimernym obrazom bodu
(x, ) podla osi 0. Dalej je z rovnice (2) zrejmé, %e bod V = (0, 0)
leZi na parabole, Ze pre vSetky ostatné body paraboly je y >0, t.j.
%e vietky ostatné body paraboly leZia nad vrcholovou dotyénicou v.
Nakoniec vidiet z rovnice (2), Ze kaZd4d vodorovna priamka, leZiaca
nad vrcholovou doty¢nicou v, pretina parabolu vo dvoch bodoch;
lebo rovnica takejto priamky je y = ¢, kde ¢ je kladné ¢&islo a z rovnice
(2) uréime dve prisluiné hodnoty stiradnice x = + V2 pc .

Poznimka, Pri odvodeni rovnice (2) sme predpokladali, Ze
ohnisko leZ{ nad uréujicou priamkou. Ale ak sostrojime osovti sti-
mernost s osou v, dostaneme novii parabolu, ktorej ohnisko F’ =

= (0 - p) leZ{ pod novou urlujiicou pnamkou d’, ktorej rovnica
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. 1 ) . . . w12
ey =~ p. Rovnica novej paraboly je (pozri vzorec [3] ¢lanku 2)

— 2py = x* alebo y=——-l—-x2. 3)
2p
Cvilenie.

101. Narysujte vrcholovit dotyCnicu v paraboly a v jednej z obidvoch pol-
rovin vytatych priamkou v zvolte vo vzdialenosti 1,5 ohniSko F.

a) Narysujte body paraboly, ktoré majd od vrcholovej dotyénice vzdia-
lenosti: 0; 1; 1,5; 3.

b) Zvolte ststavu sturadnic tak, aby os y prechadzala ohniskom F a na-
piSte rovnicu paraboly. (St1 dve moZnosti.)

c) Vypotitajte stiradnice bodov paraboly, ktoré ste sostrojili v tlohe a).
d) Na parabole leZi bod M = (6; y); vypolitajte jeho stiradnicu y.
Ulohu rieste aj kon3trukéne. (Ak bod D, = [6; 1,5] uva¥ujteo A MFD.)

102, Nalrtnite ohnisko a urlujicu priamku paraboly, ktora ma rovnicu:
a) 4y = x%;b) 3x2 45y =0;¢) Tx* —2p =0,

103. Urdite stradnice bodu paraboly, ktord ma rovnicu: 8/ = x2, ktorého
vzdialenost od ohniska paraboly je 20.

104. Nech st dané odvesny pravouhlého trojuholnika ABC; kaZdu z nich
rozdelte na n rovnakych dielov. Tak na odvesne AC dostanete body
vporadiA A, A,...C anaodvesne B body v poradiC C,C,C;...B.
Oznalte X, priesetik priamky AC, s kolmicou vztylenou v bode 4, na
‘priamku AC.
DokaZte, Ze body X, a body A, B leZia na parabole, ktord ma priamku
AC za vrcholovi dotyénicu. (Polpriamku AC zvolte za kladnd polos x;
urlite sturadnice bodu X a vylacte ¢islo n).

105. Na zaklade vysledku predchidzajiaceho prikladu narysujte body pa-

.. 3
raboly o rovnici y = T x2,

11, Kvadraticka celistva funkcia.

UZ v &lanku 10 sme povedali, Ze kvadratickd celistvd funkcia
ma tvar
y=ax*+bx+c, (€))]

kde a, b, c st konStanty a a 5~ 0. Zaéneme zvlaStnym pripadom, ked
b =c=0,vtedy

y =ax% (2)
Zo vzorcov (2) a (3) &lénku 10 je zrejmé, %e grafikén funkcie (2) je
parabola, ktorej osou je os y a ktorej vrcholovou dotyénicou je os x
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a Ze obratene kaZda takd parabola je grafikénom funkcie tvaru (2),
priCom parameter paraboly sa urdi zo vztahu

1
a=:‘:2_p»P>0’ (3)

1

tedap=2a

. . 1 : 1 .
. Ohnisko je F = (ii p; O)E (4a;0) ;  uréujtica

priamka ma rovnicu y = F —% p alebo x + 4ay = 0.

Majme teraz parabolu s vodorovnou urlujicou priamkou
a s parametrom p, pri¢om vrchol paraboly je v bode V = (m, n).
Ked premiestime zaliatok do bodu V a ked oznalime pismenami
x’, ¥’ nové stiradnice bodu (x, y), bude rovnica paraboly v novych
stradniciach tvaru y’ = ax’2, kde &slo a je uréené vzorcom (3) so
Znamienkom plus, ak je ohnisko nad urujicou priamkou, so zna-
mienkom minus, ak je ohnisko pod uréujicou priamkou. AvSak

podla vzorca (2).&lanku 3 plati x' = x —m; y' =y —n; v pd-
vodnej stistave bude mat rovnica paraboly tvar
y —n=a(x —m)? 4
alebo
y=ax*—2amx+ am?+n, (4)

ktord rovnica je uf tvaru (1). Teda ka%d4 parabola s vodorovnou
urujicou priamkou je grafikénom uréitej kvadratickej celistvej
funkcie. Obritene grafikon kaZdej kvadratickej celistvej funkcie (1)
je parabola s vodorovnou uréujticou priamkou a s osou rovnobeZnou
s osou y. Aby sme to dokazali, treba iba zistit, Ze pri danych a, b, c,
pricom a £ 0, mbéZeme vZdy urlit m, n tak, aby funkcia (1) bola
totoZnd s funkciou (4’). Podmienky pre m, n st teda
—2am="b, am*+n=c

a vyhovieme im tak, Ze poloZime

b D
ST T T g ®)
kde
D = b* —4ac. (6)

Vrchol paraboly je bod (m, n), kde &islam, n st dané vzor-
cami (5). Parameter je dany podmienkami (3). Ohnisko pa-
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raboly leZi nad (pod) uréujticou priamkou, ak &islo a je
kladné (zdporné). Rovnica vrcholovej dotyfnice paraboly je

= — ;1%. Pri kladnom a (obt. 13a) leZi celd parabola okrem

vrcholu nad vrcholovou dotyénicou, pri zdpornom a (obr. 13b) lezi
celd parabola okrem vrcholu pod vrcholovou dotyénicou. To zna-

mend aritmeticky, Ze pre a >> 0 funkcia (1) nadobtida pre x == — Qb—a

minimum (minimum, lat. najmenS$ie, znamena najmensiu hodnotu

\/ /N

Obr. 13a. Obr. 13b.

funkcie). Toto minimum sa rovna —-4%. Pre a <Z 0 funkcia (1)

’ b M L3 vV
nadobdda pre x = — 5 maximum (maximum, lat. najvicSie,

znamend najvicSiu hodnotu funkcie). K tomuto rydzo podtovému
vysledku sme dqsli geometrickymi tvahami, mdZeme si ho vSak
potvrdit potom. Na to vypolitame prirastok y —y, funkcie (1)
prisluSny prirastku x — x; nezavisle premennej. Z rovnic

y=ax*+bx+c; y1=ax?+bx,+c
vypocitame

y—yi=ax®—x?+b(x —x)
alebo
y—y=(x—x) [a(x+ x)+b] (7

Ak bod (x;, y1) = (m, n) je vrchol paraboly, mdme pre a >0 do-
kizat, Ze pre kaZdé x £ x, Cislo (7) je kladné. AvSak

a(x+x)+b=a(x—x)+ (2ax,+b)



a kedZe pre x, =m= —%l ,je 2ax, +b=0, bude

y—y=a(x —x)?

¢o je skutocne kladné pre kaZdé x = x;. Podobne pre a < 0, (x;, y,) =
= (m, n) Cislo y —y, je zaporné pre kaZdé x £ x;.
Vritme sa eSte k rovnici (7) za predpokladu, Ze bod (x;, y,)
je celkom Tubovolny bod paraboly. Pre x = x, je
y—n _
X x a(x+ x;) + b. (8
Vyraz (8) je pomerny prirastok funkcie y. Geometricky znamend
smernicu sefny paraboly, t. j. smernicu priamky, ktord
spojuje zvoleny bod paraboly (x, ;) s ktorymkolvek inym
bodom (x, y) paraboly. Oznalme

k=2ax, +b. 9)

Smernica seCny prechidzajiicej zvolenym bodom (x;, y;) paraboly
nie je nikdy rovni k; lebo vtedy by platilo

a(x+x)+b=2ax,+b, teda x = xy,

¢o nie je moZné, lebo pre dva rdzne body (x,, ¥,), (x, ¥) na parabole
musi byt x 7% x;. Ale ak bod (x, ) na parabole je blizky zvolenému
bodu (x;, y,), je aj &islo x blizke &islu x, a smernica (8) je blizka
¢islu (9). Preto priamka

Yy —y=k(x—x), (10)

ktorej smernica k je dand vzorcom (9), nie je sice seénou paraboly,
t. j» nema s parabolou okrem bodu (x;, y,) ani jeden spoloény bod,
ale je limitou secny v tom smysle, e seény, spojujiice bod (x,,
¥1) paraboly s bodmi paraboly dostato¢ne blizkymi bodu (x;, y,),
maji smernice, ktoré sa liSia od &sla & o menej neZ fubovolne
malé kladné predpisané &islo. Hovorime, Ze priamka (10) je dotyc-
nicou paraboly v bode (x, y,).

Podobnt tivahu méZeme urobit aj pre grafikény inych funkcii,
neZ st kvadratické celistvé funkcie. Smernica dotyénice grafikénu
funkcie sa menuje derivaciou funkcie. Teda kvadratickd funkcia
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(1) ma pre x = x, deriviciu rovni vyrazu (9). Podrobnejsie sa bu-
deme zaoberat deriviciami vo 4. triede.

b

Poznamka. Ak je bod (x,, y;) vrchol paraboly, je x; = — %a

a smernica (9) sa rovnd nule; to znamend, Ze doty¢nica praraboly
v jej vrchole je vodorovna priamka, prechddzajiica vrcholom, ktorti
sme uZ v ¢ldnku 10 nazvali vrcholovou dotyénicou paraboly.

106.

107.

108.

109

-

110.

Cvicenie.
Vrchol paraboly s rovnicou y = —2x2% + 5x — 3 mdZeme urdit Gpravou
jej rovnice na rovnicu tvaru (4), ako vidiet z tohto vypoltu:
5 i (—3)]
—_ T = — 2 2= — =

y+3—3 .2[" 2(4"+ 7l

1 5\2
teda y—g= ~—2(x— T) ;

5 1) 1 - o vt

vrchol V = (T; —8—), 5P = | —2 | , priCom parabola leZi pod uréujicou
priamkou,

Podobnym spdsobom néjdite vrchol V, ohnisko F a rovnicu uréujdcej
priamky paraboly s rovnicou:a) y = x2 —8x + 15; b) y = —x% 4 9;
) y=—b6x2—11x+4+10;d) y = —9x2+12x+ 4,

Je dani parabola s rovnicou y = 3x2 —5x — 2.

a) ktoré z bodov (0; — 2), (— 1; 3), (— 2; 20) leZia na tejto parabole?

b) Body (2; y1), (x.; 10) leZia na danej parabole; urlite ich druhu
stiradnicu. VySetrite hodnotu derivicie funkcie a napiSte rovanicu do-
tyénice paraboly v jej danom bode.

Zvolte novy zaciatok P’ stiradnicovej stistavy tak, aby parabola z prikl.
107 mala rovnicu tvaru y' = a x'2. Ktoré vztahy platia medzi pévodnymi
a novymi sdradnicami bodov roviny?

Na parabole s rovnicou y = 3x2 — 6x 4 7 je dany bod A =(x; =2; y,).
Priamym vypodtom urite hodnotu pomerného prirastku J;;J;l v bode
— M

A pre hodnoty x =~ x,. Odvodte z toho podobne ako v texte uCebnice
hodnotu derivicie v bode A.

Body M = (x;; y1)» N = (x,; ¥,) le¥ia na parabole, ktord ma rovnicu
y =ax®+bx+c. Nech je S =(x"; y') stred tsetky MN.

a) Dokaste, e stredy S vietkych tsetiek MN, ktoré st navzijom
rovnobeZné, leZia na uréitej priamke p rovnobeZnej s osou paraboly.
b) DokaZte, Ze v prieseliku priamky p s parabolou je doty¢nica paraboly
rovnobeZna s priamkou MN.

(PouZite vztah (8) na str, 52.)

53



12, Kvadratickd rovnica.

AY
Z 1, triedy vieme, Ze kvadratickd rovnica
ax®+bx+c=0 (1)

s redlnymi koeficientmi a, b, ¢ (a 5% 0) ma dva rdzne redlne korene
pre D >0, jediny redlny korefi pre D = 0 a ani jeden redlny koreti
pre D < 0, ked

D= b —4ac )
znamend diskriminant rovnice (1). Velmi dobrym prikladom pre
stivislost medzi algebrou a geometriou je zistit, Ze uvedeny aritme-
ticky vysledok sa di odvodit z geometrickych vysledkov ¢linku 12,
Pritom budeme pre urlitost predpokladat, Ze &islo a je kladné.
Vsimnime si funkciu

y=ax*+bx+c. 3)
Vieme, Ze grafikén tejto funkcie je parabola s vrcholom
b D
V=(—*27' —'4—;) )
a vrcholova doty¢nica tejto paraboly ma rovnicu
D .
= 4a ° (5)

KedZe &islo a je kladné, leZi celd parabola, okrem vrcholu (4), nad
.vrcholovou dotyénicou a kaZdd vodorovna priamka leZiaca nad
vrcholovou dotyénicou méd s parabolou dva spoloéné body. Ked:
vSak porovndme rovnice (1) a (3), vidime, Ze ak x je korefiom rovnice
(1), je bod (x, 0) priesecikom osi x s parabolou a obritene. Os x je
vSak vodorovnd priamka, ktord pre D >0 leZi nad vrcholovou
doty¢nicou (5), a preto pretina parabolu vo dvoch bodoch (x, 0)
zodpovedajicich dvom rozliénym koretiom rovnice (1), Pre D < 0
lezi pod vrcholovou dotyénicou, a preto nema s-parabolou ani jeden
spoloény bod v sthlase s tym, Ze rovnica (1) nema ani jeden redlny
korefi; pre D = 0 os x splyva s vrcholovou dotyénicou a md s pa-

rabolou spolo¢ny iba vrchol (—- %’, 0) v sthlase s tym, Ze rovnica

(1) ma jediny korefi x = — 7"

54



Ak md kvadratickd rov-
nica (1) redlne korene, je
moZné urdit tieto korene gra-
ficky tak, Ze narysujeme gra-
fikdn funkcie (3) aodmeriame
suradnice jeho prieselikov
s osou x. Je viak vyhodnejsie
postupovat inid¢. Nech je pre
urlitost a > 0. Narysujeme
si (obr. 14) grafikén funkcie

y =ax? (6)
a grafikén linedrnej funkcie Obr. 14,
y=—bx—c. \ W)

Prvy grafikdn je parabola v zdkladnej polohe (s vrcholom v zadiatku
a s osou v osi y); druhy grafikdn je priamka p. Ak je bod 4 = (x, y)
prieselik paraboly s priamkou p, vyhovujit jeho stiradnice obidvom
rovniciam (6), (7) a z toho nasleduje, Ze jeho x-ové stiradnica vyhovuje
rovnici (1). T, j. x-ovd stiradnica prieseéika A priamky a paraboly je
koretiom rovnice (1). Obrditene, ak je &islo x korefiom rovnice (1),
vypoditame y 7 jednej z obidvoch rovnic (6), (7) ; tak sa vyhovie aj dru-
hej z tychto rovnic a bod (x, ) je priesetik paraboly s priamkou p.

Pri tomto spdsobe stadi ndm narysovat jednu parabolu a méZeme
graficky urlit korene kaZdej kvadratickej rovnice (1), v ktorej
koeficient @ ma daniti hodnotu pri 'ubovolnej hodnote koeficientov
b, c. Pritom podmienka, Ze koeficient @ musi mat dand hodnotu,
nie je obmedzenim, lebo rovnica ax? 4+ bx + ¢ = 0 ma tie isté korene
ako rovnica rax®+rbx+rc=0, kde r % 0 a vhodnou volbou
¢initela r nadobudne koeficient ra akiikolvek nenulovii hodnotu.

Skiimajme prieseéiky paraboly danej rovnicou (6) so vSetkymi
priamkami, danymi rovnicou tvaru

y=kx+gq, (3

kde smernica k je dané &islo, ale kon$tanta g sa meni od priamky ku
priamke. VSetky takéto priamky st rovnobeZné medzi sebou, ale
nie st rovnobeZné s osou paraboly. Ak je bod (x, y) prieselik pa-
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raboly (6) s priamkou (8), je &slo x korefiom kvadratickej rovnice

ax? —kx —q=0, 9
ktorej diskriminant sa rovnd vyrazu
K+ 4aq . (10)

Ak je hodnota Cisla g prave takd, Ze pre fiu sa hodnota diskriminantu
(10) rovnd nule, ma prisluSnd priamka (8) rovnicu
kZ
y=hkx———. (11)

Z toho plynie, Ze jestvuje jedna a len jedna dotylnica t pa-
raboly, ktord 'md predpisany smer dany smernicou k; tento

smer je fubovolny, pravda, s tou vyhradou, e nie je smerom osi
2

paraboly. Hodnota &isla ¢ prislu§nd dotyénici ¢ je q¢ = —4g ) Pre

tito hodnotu ¢ sa diskriminant rovna nule. KedZe vSak Cislo a je

kladné, diskriminant (10) sa zv4csi, ak sa zvacsi Cislo g, a diskriminant
\ 2

(10) sa zmens$i, ak sa zmen$i Cislo g. Preto pre q>———2’{-a— dis-

kriminant (10) je kladny, rovnica (9) ma dva redlne rézne korene a

priamka (8) je seénou paraboly; pretina ju v dvoch bodoch. Ak je

2
viak ¢ << — %& , diskriminant (10) je zidporny, rovnica (9) nema redl-

ne korene a priamka (8) nepre-

tina parabolu (je nese¢nou pa-

raboly), nemd s fiou spoloény

bod. Doty¢nica ¢ deli (obr, 15)

t rovinu na dve polroviny; kazda

priamka rovnobeZni s dotyCni-

cou t, ktord leZi v jednej z tychto

7 polrovin (v tej, ktord je nad do-
tyénicout),jese¢nouparaboly,

kym kaZda priamka rovnobeZnd

s dotyCnicou ¢, ktord leZi v dru-

hej polrovine, nemd spolo¢ny

Obr. 15. bod s parabolou.



111,

112,

113

-

114,

115.

116

Ry

117.

Cvidenie.

Napiste rovnicu paraboly, ktorad pretina os x v bodoch (x,; 0), (x,; 0),
pri¢om dCisla x;, x, st korene rovnice:

a)6x24+5x—6 =0;b) —4x2+18x —9 =0;¢)2x2—6x+5 =0,
Kolko je takych parabol, ktoré vyhovujit danej podmienke? Narysujte
niektoré z nich, Kde leZia ich vrcholy?

V dlohe c) st hodnoty x;, x, komplexné ¢&isla. Aky to méa geometricky
vyznam? (Nepomylte si komplexné siradnice so znazornenim komplex-
nych ¢&isel!)

Rozhodnite bez vypolitania prieseCikov, ktoré z parabol v tlohe 106
maja s osou x dva spolotné body, alebo jediny, alebo nemaji s fiou
spoloény bod.

Vsetky paraboly s rovnicou ry = ax® + bx + ¢, kde r =~ 0 je lubovoIné
¢islo, pretinajd os x v tych istych bodoch. Dokézte!

. 1
Pomocou paraboly s rovnicou y = x%aleboy = T x2 a vhodnej priamky
graficky urlite korene rovnice:

a) 2x —x—10=0; b) x24+ x —6 =0;
c) 3x2—x—6=0; d) 4x2 —12x +9 = 0;
e) 2x2 —3x+46 =0; f) 3x2—2x—9 =0,

Na parabole o rovnici y = 3x2 — 6x + 7 je dany bod 4 = (x; = 2; y,)
(pozri ulohu 109). Bodom A sostrojte priamku ¢, ktord ma rovnicuy =
=kx + g a uréite hodnotu smernice tak, aby priamka ¢ mala s para-
bolou len jeden spoloény bod A; napiSte rovnicu tej priamky. Vysvetlite,
preto je tito priamka dotyénicou paraboly.

Je dani parabola y = — x2 —2x+43, a) V rovnici y = —4x+ ¢
priamky urcite hodnotu &isla g tak, aby prislu$nd priamka ¢ malas para-
bolou jediny spolo&ny bod. Vysvetlite, preto je tito priamka dotyCnicou
paraboly. b) DokaZte, Ze priamka t rozdeluje vSetky priamky si| ¢ na
dve skupiny, z ktorych skupin ka%¥da leZi v jednej z obidvoch polrovin
vytatych priamkou . Priamky jednej skupiny st selnami paraboly
a priamky druhej skupiny parabolu nepretinaja.

Hmotny bod bol vrhnuty z bodu P vodorovne vo smere PX rychlostou
¢ a stitasne zadne svislo padat nadol vo smere PY (bez odporu prostredia).
a) DokéaZte, Ze driha bodu je polovica paraboly; tito parabola ma
priamku PX za vrcholovi dotyCnicu v a priamku PY za os. (Bod P
zvolte za zaliatok sustavy sdradnic; polpriamka PX udava kladny smysel
osi x a polpriamka PY udava ziporny smysel osi y. Pre body (x; y)
hladanej drahy plati: x = ct; y = —lz g1 kde g znati gravitatné zry-
chlenie a &as ¢ je premenny parameter, Tieto rovnice pre x ay st parame-
trickym vyjadrenim paraboly, ktorej osou je os y a ktorej vrchol je v za-
Ciatku stistavy suradnic.
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118. Pri podobnom umiesteni stistavy stiradnic ako v predchidzajiicom
priklade rieste ulohu: Hmotny bod M = (x; y) bol vo svislej rovine
vrhnuty zo zaiatku P sudstavy stiradnic v okamihu ¢ = 0 rychlostou ¢
pod vySskovym uhlom ¢. a) VySetrite drahu bodu M za predpokladu,
Ze niet odporu prostredia. (Ked sa bod pohybuje najprv v I, kvadrante,

platia vztahy x = ct cos «; y = ct sin a —-%— gt2) b) Urdite dobu T

a vysku I vystupu. ¢) Uriite dizku vrhu, prislu$ni dobu ¢ -a uhol, pod
ktorym bod M dopadne na os x.

)

13. KruZnica.

Ked je dany bod S = (m, n) a kladné &islo r, kruZnica (S, ) so
stredom S a s polomerom r sa skladi z tych bodov (x, y), ktorych
vzdialenost od stredu S sa rovnd polomeru r. Teda ak bod (x, y)
leZi na kruZnici (S, r), plati rovnica

(x —m)*+(y —n)* =12 (M

a obrétene, ak plati rovnica (1), leZ{ bod (x, y) na kruZnici (S, r).
Teda rovnica (1) je rovnicou kruZnice (S, r). Rovnica (1) sa da
upravit na tvar

X¥+y*+ax+by+c=0, (2)

kde
a=—2m, b=—2n, 3)
c=m?*+n*—r2, (4)

Obrétene, ak je dand rovnica tvaru (2), v ktorej a, b, ¢ st dané
konStanty, hladajme podmienky, aby bola rovnica (2) rovnicou
kruZnice. Za tym tilelom sa snaZime urCit m, n, r z rovnic (3) a (4).
Z rovnic (3) uréime vidy jednoznane hodnoty m, n

m=—sa n=—3b, (5)

2

N| —

potom upravime rovnicu (4) na tvar
1
r2=z(a2+b2—4c). (6)
Ak je '
a®+ b —4c>0, - )]
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je moZné kladné C&islo r jednoznadne urdit z rovnice (6). Teda ak
plati vztah (7), je rovnica (2) rovnicou kruZnice; stiradnice stredu
kruZnice si1 &isla (5) a polomer r > 0 sa uréi z rovnice (6). Ale ak
nie je splnenid podmienka (7), nie je rovnica (2) rovnicou kruZnice,
a vObec to nie je rovnica nijakej Ciary. Lebo rovnicu (2) je moZné
v kaZdom pripade upravit na tvar

a)’ bY Z L e e g 8
x+§ +y+§- —Z(a—l- ——‘C). ()

Lava strana rovnice (8) sa rovna nule, ak dosadime za x, y stiradnice
a b
bodu | — =, — =
2’ 2

ktoréhokolvek iného bodu roviny. Ak teda a®+ b%*-— 4c =0, vy-
., . . . , e 4, . b
hovujtirovnici (8) iba stiradnice jediného boduy, t.j. bodu ( - %, — 5) ,
ale ak je a®+ b% — 4c << 0, nie je moZné tejto rovnici vyhoviet
nijakymi redlnymi hodnotami x, y.
Ak je dana akdkolvek kruZnica, méZeme jej stred zvolit za za-
diatok stistavy stradnic; rovnica kruZnice ma potom jednoduchy tvar

, a je kladni, ak dosadime za x, y stiradnice

x4+ y% =12 (9)
Nech je dand eSte priamka linedrnou rovnicou
ax+by+c=0. (10)

Vieme u? zo strednej Skoly, Ze vzajomna poloha kruZnice (9) a priamky
(10) moZe byt trojaka: Priamka (10) je seénou kruZnice (ma s fiou
dva spolo¢né body), ak je jej vzdialenost od zaliatku P mensia neZ r;
priamka (10) je dotyénicou kruZnice (mi s fiou jeden spolotny
bod), ak sa jej vzdialenost od stredu kruZnice P rovnd polomeru
kruZnice r; priamka (10) je neseCnou kruZnice (nema s fiou ani
jedent spolotny bod), ak je jej vzdialenost od stredu kruZnice P
‘vil8ia neZ polomer kruZnice r. J& zaujimavé potvrdit si spravnost
tychto vysledkov metéddou analytickej geometrie. Urobime to za
predpokladu, Ze priamka (10) nie je rovnobeZnd s osou y, t.j. Ze
b £ 0. :

Midme skimat polet prieseCikov danej kruZnice s danou priam-
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kou. To znamend, Ze mime skdmat polet redlnych rieSeni ststavy
dvoch rovnic (9), (10) s dvoma nezndmymi x, y. KaZda z obidvoch
rovaic stistavy znamend urlitd ¢iaru [v naSom pripade rovnica (9)
Znamena kruZnicu, rovnica (10) znamend priamku]. KaZdé rieSe-
nie sdstavy sa skladd z dvoch ¢&isel x, y, ktoré s11 stiradni-
cami jedného prieseika x,y obidvoch Ciar a obritene sti-
radnice kaZdého prieseéika obidvoch {iar tvoria jedno rieSenie ststavy.

V naSom pripade jedna z obidvoch rovnic, rovnica (10) danej
sustavy je linedrna. V takomto pripade sa pri hlfadan{ rieSenia po-
stupuje tak, Ze sa z linedrnej rovnice vyjadri jedna z obidvoch
velidin x, y pomocou druhe;j; toto vyjadrenie dosadime do nelinearnej
rovnice a dostaneme jednu rovnicu s jednou nezndmou, ktord
treba rieSit. Tento spdsob rieSenia stistavy sa menuje vyldcenim
jednej neznamej; ak naptr. pouZijeme linedrnu rovnicu na to, aby
sme vyjadrili y pomocou x, vyldlime neznidmu y a pre neznamu x
dostaneme v naSom pripade kvadratickd rovnicu, ktori vieme
rieSit. Tento spdsob rieSenia stistavy dvoch rovnic s dvoma nezni-
mymi, Z ktorych rovnic jedna je linedrna, méZeme pouZit aj v tom
pripade, ked nelinedrna rovnica ma tvar

ux®+vxy+wyl+px+qy+s=0,

kde veli¢iny u, v, w, p, g, s st dané &isla.
Vritme sa k stistave rovnic (9), (10). KedZe predpokladime, Ze
b £ 0, mbéZeme vylicit nezndmu y. Z rovnice (10) dostaneme

y= -—-% x— % . (11
Ked tento vyraz dosadime do rovnice (9), dostaneme po fahkej
tprave kvadraticki rovnicu
(a® + 6% x* + 2acx + c? — b2 =0 (12)
s diskriminantom
* D = (2ac)? —4 (a® + b?) (&2 —b%r?),
ktor);r fahko uvedieme na tvar
D = 4b2 [(a® + b%) 1?2 —c?]. (13)
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Podfa ¢lanku je
¢l
V& + b2 (14)
vzdialenost pnamky (10) od zaliatku. Ak je tito vzdialenost mensSia
nez r, je —mz— < r? alebo ¢% < (a? + b?) r2; diskriminant (13)

je kladny a rovnica (12) md dva redlne korene x; ku kaZdému x
uréime y z rovnice (11) a dostaneme rieSenie stistavy (9), (10). Teda
tito stistava mé dve redlne rieSenia, priamka (10) ma s kruZnicou (9)
dva priesediky a je seénou kruZnice, Ak je vzdialenost (14) vicSia neZ
r, je diskriminant (13) zdporny a priamka (10) je nese¢nou kruZnice (9).

Poznimka. Na rieSenie sustavy (9), (10), v ktorej r =1,
moZeme urobif rieSenie goniometrickej rovnice tvaru

acosp+bsing +¢c =0 (15)

s neznamou ¢. Ak toti¥ zavedieme

X =cosg; y=sing, (16)
musi medzi x a y platit vztah
x‘z + y2 = 1. (17)
Okrem toho musi medzi nimi platit rovnica (15), ktord podla
vztahov (16) nadobudne tvar
ax+by+c=0. (18)

RieSenie rovnice (15) je tym prevedené na rieSenie suistavy (17), (18)+~
Cvicenie.

119, Napiste rovnicu kruZnice k so stredom S a's polomerom r, ak je:

a) S=(0;0), r =5; b)S—(—l5 —9),r =13,
Vysetrite, ktory z bodov (— 3; —4), (— 2; —9), (4; — 3) je bodom
‘ kruZnice k. )

120. Napiste rovnicu kruZnice so stredom S, ktord prechadza danym bodom M
beztoho, e by ste vypocitali polomer kruZnice, Dané je: a) S = (— 6; 8),
M= (0;0) b) S=(m; 2m), M = (4m; — 2m), kde m je dané reilne
Cislo,

121. Co je geometrické miesto bodov x + iy, o ktorych platia) | x +iy | =1,
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122.
123.

124

-

125,

126.

b) | (x+iy) — (m +in) | =1, kde %, y, m, n, r st realne &sla a m, n,
r st konstanty?
Sledujte svoje usudky na rovniciach kruZnic z predchadzajiceho prikladu.

Zistite stred a polomer kruZnice o rovnici:

a) xX*+y*—4x=0;b) x*+ 2+ 6y —7=0;

c) x24+y2 —8x+6y =0;d) x2+p?—4x+4+6y+4=0.

V ktorom pripade kruZnica nejestvuje? [Vypolty urobte tak, Ze dand
rovnicu upravite na tvar rovnice (1); porovnajte s prikladom 106.]
Ako poznite z rovnice kruZnice, Ze kruZnica a) ma stred na osi x,
b) ma stred na osi y, c) prechidza zatiatkom sidstavy saradnic.

Bod M = (x,; ¥,) leZi a) vo vnitri, b) mimo kruZnice x2 + y2 — r? = 0,
ak plati vztah a) x,2 + 2 < r2; b) x.2 + y,2 > r? a obratene,
Dokazte!

Urdite rovnicu kruZnice prechiadzajicej bodmi A == (0; 1), B = (1; 1),

C = (2; — 2) a rozhodnite, &i zaliatok P stistavy suradnic leZi vo vnutri

127.

128.

129.

130.

131,

kruZnice.

PouZitim analytickej geometrie dokaZte, Ze kruh je konvexny titvar
(zvolte zatiatok P sustavy stradnic v strede kruZnice a skimajte tiseku
[x1; »i]1 [x2; ¥l ktorej krajné body leZia v kruhu). DokaZte, Ze vtedy
celd leZi vo vnutri kruhu, PouZite rovnice (6), str. 58).

Rozhodnite, za akych podmienok je priamka ax + by + ¢ = 0 a) sel-
nou; b) dotyénicou; ¢) neseénou kruznice o rovnici (x — m)% + (y — n)>—
~—'12 = 0. [Pretvorte podmienku (14): Bod P’ = (m; n) zvolte za novy
zatiatok ststavy stiradnic a napi$te rovnice obidvoch &iar.]

KruZnica 1 ma rovnicu x? 4 y2 —4x 4 6y — 12 =0,

a) Na kruZnici 1 leZi bod T = (— 1; 1). PredovSetkym sa presvedCte, Ze
priamka o rovnici y = 1 pretina kruZnicir v dvoch réznych bodoch.
Potom bodom T sostrojte priamku s o rovnici y = bx + ¢ a urlite
hodnotu smernice tak, aby priamka s mala s kruZnicou jediny spoloény
bod. DokaZte, Ze takto urtend priamka je dotylnicou kruZnice,

-, . . , . 3 , . .
b) Urtite rovnicu priamky, ktord ma smernicu —gamids kruZnicou

1 len jeden spoloény bod.

Predchadzajaci priklad rieSte pouZitim parametrického vyjadrenia
priamky.

RieSte goniometrickd rovnicu a cos ¢ + bsing + ¢ = 0 metédou na-
znatenou v texte; dané je:

a) a=5b=>5;c=—1.

b)a=30b=—4,c=—5,

c)a=b=1,c=—2YV2,

131a. Urtite podmienky rieSitelnosti goniometrickej rovnice (15) str. 61,
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II1I. TRIGONOMETRIA.
\
14. Sinova veta.

Goniometrické funkcie, s ktorymi sme sa pri vyulovani vidy
znova stretali, st velmi ddleZité preto, lebo sa vyskytuju pri $tadiu
periodickych javov vo fyzike. Povodne ich vymysleli pre vypodet
zakladnych prvkov trojuholnika (strén a, b, ¢, uhlov «, g, ) na zi-
klade troch znamych hodnét z nich. Vzorce, na ktorych st takéto
vypolty zaloZené, tvoria tzv. trigonometriu (slovo gréckeho pd-
vodu, znaéi nduku o merani trojuholnika). Teraz sa soznimime
s hlavnymi trigonometrickymi vzorcami.

Pripomertime si najprv, Ze meddi vnutornymi uhlami trojuhol-
nika plat{ zndmy vzfah «+ 4y =1, (N

PretoZe « >0, 3 >0, y > 0, plynie z (1), Ze aspoti dva z uhlov

4

. 1 .
e, f3, v st ostré (menéle ako -,,—n) . Treti uhol je alebo ostry, alebo
pravy, alebo tupy. Dalej si pripomefime, Ze pre ostry uhol ¢ st
' . , - , 1 ,
disla cos ¢, sin ¢ kladné a mensie-ako 1, pre pravy uhol 5 T platis

1 .1 i
€os 5 7 = 0, sin = 1. Pre tupy uhol ¢ platis
€os ¢ = — cos (T — ¢), sinp = sin (v — 9),
takZe &islo cos ¢ je zdporné, sin ¢ je kladné.
Jednym z najzdkladnej$ich trigonometrickych vzorcov je tzv.
sinova veta, ktord hovori, Ze vSetky tri zlomky

a b c
sine ' sinf ' siny

2

st navzdjom rovnaké. DokdZeme si sinovtl vetu tymto doplnkom:
Spoloéna hodnota vSetkych troch zlomkov (2) sa rovna 2r,
kde r je polomer opisanej kruZnice.

Skdmajme najprv pravouhly trojuholnik s preponou c, teda

1 . ’ i v
Y= siny = 1, (Obr. 16.) Mame dokazat, Ze
a b

- =— =c=2r.
sin & sin 8
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Podla definicie sinu ostrého uhlu sin & = —‘Z— , sin = i

.

Okrem toho vieme uZ zo strednej $koly, Ze stred kruZnice opisanej
pravouhlému trojuholniku je uprostred prepony, teda ¢ = 2r. Tymto
je pre pravouhly trojuholnik vSetko dokazané.

Vezmime si teraz vSeobecny pripad. Mdme vlastne dokazat
3vzorce

a _oy b .
sine ’ sinf !
A
b
0
Obr. 16, Obr. 17, .

Ale tieto vzorce sa od seba liSia len oznaCenim a stali teda dokazat
. | o .
prvy z nich. Pre « =™ je uZ vzorec dokdzany. Ked je « uhol
ostry (obr. 17), vezmeme na pomoc bod A’, ktory na kruZnici opi-
sanej A ABC je protifahly bodu B. Podla Taletovejvety md A A’BC
pri vrchole C pravy uhol, okrem toho podla vety o obvodovych uhloch
obidva trojuholniky A ABC, A A’BC majii oproti spolonej strane
a = BC rovnako velky uhol «. PretoZe veli¢iny a, «, r maja troj-
uholnik A ABC a pravouhly A A’BC spolocné a pretoZe pre pravo-

uhly A'BC je vzorec

AABC.

Ked je uhol « tupy (obr. 18), je ddkaz skoro rovnaky. V pravo-
uhlom trojuholniku A’BC pri vrchole A’ nemame teraz uhol «, ale
o =7 —a, tak¥e sin @ = sin o’ 4 ina€ dbkaz ostiva ten isty.

Ked chceme dokizaf len sinovii vetu bez doplnku, éomu sa

Sine = 2r spravny, musi byt spravny aj pre
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rovni spoloni hodnota vetkych troch
zlomkov (2), mdZeme postupovat inym
spdsobom. Mime dokizat, Ze vSetky tri
zlomky (2) s11 si navzdjom rovné. Stali
viak dokizat len jednu rovnost

A

a b
: = — 3
sine sinpg "’ 3)
pretoZe rovnosti B
a ) c b ¢
sine  siny ~ sing sin y Obr. 18,

st len formilne rdzne, t. j. liSia sa od rovnosti (3) len oznaCenim.
Rovnost (3) ma viak ten isty vyznam ako rovnost a . sin § = b . sin a.

tadi teda dokizat, Ze . )
Stadi teda o’za,z bsinw — v, asinf — ve, (4)
C
C
]
|
|
I
i
)
a a l
AzP B A P B
Obr. 19a. Obr. 19b., Obr. 19c¢.

kde v, znadi vySku A ABC prisluini k strane c. Obidve rovnosti (4)

st zase len formdlne rdzne, a preto stali dokdzat len jednu z nich,

teda bsina = v, . (5)

_— 1
Ozname P pitu vySky v, takZe v, = CP (obr. 19aprea = 5 T

2

V pripade obr. 19a je sin « =1 a vyska v, splynie so stranou b,
takZe (5) je samozrejmé. V pripade obr. 19b mime v pravouhlom
A ACP preponu b, odvesnu v, a oproti nej uhol a, potom (5) vy-
chadza z definicie sin « pre ostry uhol «. Ten isty postup da v pri-

i

1 1
obr. 19b prea <+, obr. 19¢ prea>—o-m ) .

65

5 Geometria



pade obr. 19¢, Ze b.sin« = v, kde «’ je uhol pravouhlého A ACP
proti odvesne CP, teda o’ = = —a, teda'sin «’ == sin « a tak (5) plati
aj v tomto pripade.

1

Ked A znati plochu A ABC, plati znimy vzorec A = 5 CeVe-
Ked za v, dosadime zo vzorca (5) dostaneme
1 .
A= o besin a. (6)

Tak isto platia vzorce

1 . 1 .
A -=acsinf, = - absiny,

ktoré sa len formalne liSia od (6).

Cvicenie.

V nasledujucich prikladoch, pokial nie je ni¢ zviast poznamenané, si:
a, b, c strany, «, 3, y uhly trojuholnika, 7, ¢ st polomery jemu opisanej a vpi-
sanej kruZnice a A je jeho plocha.

132, V akom pomere st strany A ABC, ked plati:
a)a:B:iy=3:4:5b)a:fry=1:2:3,

. 1 ,— . 1 —
¢) sin « -=g]/10, sin B =3V15 ?

133. Nechst o’ 8’ ¢" &’ stredové uhly prislu3né ku stranam a = AB, b = BC,
¢ = CD, d = DA tetivového $tvoruholnika. DokaZte, Ze plati:
a:b:c:d= sinla’ :sinl— g’ :sin]—‘," ssin- 3L

2 2 2 2

134. Vypotitajte plochu rovnobeznika ABCD, ked je dané a = AB, b == BC,

= \'): B CD.

135. Vo vypuklom Stvoruholniku si dané uhlopriecky ¢ :~ AC, f == BD

1 .
a jeden ich uhol w. DokaZte, Ze plocha §tvoruholnika je P == e f sin w.

15. Kosinova veta. Zakladné dlohy o trojuholniku.

Okrem sinovej vety je v trigonometrii ddleZitd aj veta kosinovi,
ktord vyjadruji vzorce

2 =a*+ b — 2abcosy, ()
a? = b% 4 ¢* — 2bc cos «, ()
- b% = a®+ c*— 2ac cos 3, (1)

ktoré st len formélne rdzne, preto stadi odvodit len vzorec (1).
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Ked { = 57, prejde vzorec (1) na

Znamu Pytagorovu vetus: c? = a? + b% Ko-
sinovad veta sa dd dokdzat rozliénymi spb-
sobmi.PouZijeme zndme vzorce z analyticke;
geometrie. Umiestime A ABC (obr. 20.) tak,
aby vrchol C bol v zadiatku stiradnicove;j
sustavy, aby bod A leZal na kladnej asti osi
x, bod B nech leZi nad osou x. Potom
C (0;0), A(b; 0)a podl’a vzorca (6) ¢lanku 3 je B (a cos y; a sin¥y).
Vzdialenost ¢ = AB je dani vz. (3) &anku 3, je teda

Obr. 20,

= (acosy —b)*+ (asiny)® .

Pripometime si, Ze sin? p + cos?y = 1, potom dostaneme po lahke;j
uprave vzorec (1).

PouZitim sinovej a kosinovej vety lahko rieSime zdkladné
tlohy o trojuholniku, ktoré zodpovedajd znimym vetim sus,
usu, sss, ssu o urlenosti trojuholnika. Zatneme vetami usu, ssu,
pri ktorych vystaime so sinovou vetou.

I. Podla vety usu je A ABC urfeny, ked poznime a, 3, 7.
Uhol « si uréime zo vzfahu « -+ B + y = n. Pomocou sinovej vety.

sin 8 sin p

uréime potom strany b, ¢ zo vztahovi b =a ——— ; c=a
sin « sin «

II. Podla vety ssu je A ABC ureny, ked pozname a, b, «,
pritom a > b. Pre vypocet uhlu § mame zo sinovej vety

. b .
smﬁ=asma,

pretoZe a > b, nie je b najviclSia strana, a preto j nie je najviacsi uhol,
je teda f§ uhol ostry, ktorého velkost je jednoznalne dand, ked
poznime sin . Uhol y vypoéitame zo vztahu « + 8 + 7 =« a ko-

ny_, alebo c = b smy
na n f3

necne uréime ¢ zo SanVC] vety c=a

Dobre je na skisku vypoditat ¢ obidvoma spdsobmi.
III. Podla vety sss je A ABC ureny, ked poznime a, b, c.
Uhly «, 8, v mbZeme urdit tak, Ze vypocitame ich kosiny podla (1)
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(1), (1), Skaskou spravnosti je vztah e + f§ + y = w. Prakticky je
pohodlnejsie podfa kosinovej vety urlit len najvi¢$i uhol (proti
najvicSej strane) a ostatné poditat pomocou sinovej vety ako v II.

IV. Podla vety sus je A ABC urleny, ked poznime a, b, y.

Najprv uréime ¢ podla kosinovej vety (1). Podfa sinovej vety je potom
sinaz—-%siny, sinﬁ=—i—siny, )

7 ¢oho méZeme pomocou tabuliek vypoditat «, 3. Treba si vSimnat
eSte to, Ze ak poznidme sin «, je uhol « urleny dvojznaéne, dokial
nevieme, ¢i je ostry alebo tupy. Je vSak ostry, ak neleZi proti naj-
dlhsej strane. Ked je napr. a = b, je uhol g urcite ostry a je jedno-
znaéne uréeny druhym zo vzorcov (2). Ked poznime 3, vypocitame &
zo vztahu e + 8 + y = © a prvy zo vz. (2) pouZijeme len na kon-
trolu spravnosti. Ked uhol 7 nie je ostry, st obidva uhly «, § urlite
ostré a méZeme pouzit ktorykolvek zo vzorcov (2).

Nisobenie a delenie potrebné pri vypoctoch podla sinovej vety
robime obycajne logaritmicky. Kosinova veta nie je vSak vhodni
pre logaritmické pocitanie, a preto sa v praxi pri tlohich IITaIV.
pouZivaji iné vzorce, ktoré poznime v nasledujicich Elankoch.

Pre urychlenie logaritmického pocitania je vo vaSich priruénych
tabulkich okrem znimej tabulky hodndt goniometrickych funkcii
aj tabulka ich logaritmov, zaokrtihlenych na 4 desatinné miesta
a postupujtcich po 10’. Usporiadanie tabulky je podobné tprave
tabulky pre goniometrické funkcie. PretoZe pre kaZdy ostry uhol st
¢isla sin @ a cos « menSie .ako 1, st ich logaritmy zdporné. Aj Cisla

1
log tg & st zdporné pre vSetky uhly a <C ™ Preto st v tabulke

logaritmov goniometrickych funkcii vSetky uvedené logaritmy zvic-

Sené 0 10; na to treba dat pri pocitani pozor. Tabulky mdZeme pouZit

jednak na to, aby sme pre dany uhol uréili logaritmy jeho gonio-

metrickych funkcii, jednak na to, aby sme zo znameho logaritmu
niektorej goniometrickej funkcie uréili uhol.

Hoci v tabulke st priamo udané hodnoty logaritmov gonio-
metrickych funkcii len pre uhly postupujtice po 10, méZeme inter-
policiou urdit tieto logaritmy pre uhly postupujice po 1’. Inter-
poldcia sa robi podobne ako pri inych tabulkich. Nebudeme sa tym
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uZ dalej zaoberat, Upozoriiujeme len na to, Ze vacSiu presnost vy-
poctov pohodlnejSie dosiahneme presnej$imi tabulkami ako inter-
policiou. Ale presnost vysledkov zdvisi predovSetkym od presnosti
merania tych velidin, ktoré boly dané a z ktorych poéitame dalsie.
Nema preto smyslu udavat velkost uhlov s viSou presnosfou, ako
je presnost udania diZok. D4 sa dokézat, %e ak sa obmedzime na troj-
uholniky, ktoré nie st prili§ ,,ploché”, presnejie povedané, ktorych
kazdy uhol je vi&si ako 10°, nemd smyslu uddvat uhly presnejsie ako
na 10’, ked pri priamom merani dlZok sa méZeme dopustit chyby aZ

1 .4 . .

5% meranej dlZky. Ked st vSetky uhly trojuholnika vi&Sie ako 309,

presnost uhlov na 10’ zodpovedd chybdm meranych diZok, ktoré
. 1

nedosiahnu 3 %

Cvicenie.

136. V A ABC je dané a, b, y. Nech A’ je pita vysky v, spustenej z bodu A
na stranu BC, oznalte p = A'B, q == A’C. Podla Pytagorovej vety je
c? = % 4 p% Urdite najprv hodnoty v,, ¢ a potom p. Nakoniec vy-
politajte 2, Odvodite tak znova kosinovii vetu., Urobte diskusiu pre
pripady: a) y =R, b) Yy > R, c) v < R.

137. a) O vyske v;, ktord prinaleZi vrcholu A trojuholnika ABC, plati v; = b
sin ¢ = ¢ sin B, DokaZte.
b) O pravouhlom priemete a’ strany a A ABC do priamky AB plati:

. . N L . 1
a’ = a cos B. Pritom priemet lefi vo vautri strany AB, ked je § < 5 ™

. 1 . . .
a leZi na predlZeni za bod B, ked 8 > 5 ako sa to ‘prejavuje na hod-

1
note cos 82 Co pripad § = ot

Priklady 138—141 podrobne prediskutujte.
138, Urdite tretiu stranu trojuholnika, ked je dané:
a) a =5 c¢c=8,8=060%Db)b=11,c=24, «=120°
139. Rieste trojuholnik ABC, ked je dané: )
a) ¢ =300, « =30° 8 =110°, b)a'=3, b=6 =75
Q)ia=13b=15sina =08 d) a =60, b =170, y'= 249,
e) b=25,c=6, a« =140 f) a=05,b=9, c=6.
140. Sikmy kruhovy kuZel méa podstavu so stredom S a s polomerom r = 50,

vrchol je V. Nech VA a VB st jeho najdihsia a najkratsia strana. Vypo-
Citajte objem kuZela, ked X VAB =« = 40% X VBA =§ = 1100,
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16, Sucet a rozdiel sinov a kosinov.

Odvodime si najprv vyrazy pre sin o« + sin g, cos « + cos 3 (1)
vo tvare stiéinov vhodnych pre logaritmovanie. Potom si odvodime
dpravu sinovej vety, aby sa hodila na rieSenie trojuholnikov, uréenych
podla vety sus.

Ked st ¢, a ¢, dva lubovolné uhly, plati znima Moivrova veta
cos (¢py + @u) + i sin (p, + 9,) = (cos @, + i sin ;) (cos ¢, + isin p,),
ktord zahrnuje dva vzorce

cos (py + Ps) = COS Py COS P, — sin @, sin p, , (2)
sin (p, + ¢,) = sin P, COs ¢, + C€OS ¢, sin ¢, . 3)
PretoZe sin (— ¢,) == — sin 9,, cos (— ¢,) = cos ¢,, plati aj
€os (p; — @3) = €OS ¢, €OS P, + sin P sin @, , (4
sin (¢, — ¢2) = sin ¢, Cos ¢, — COS ¢, SiN P, » (5)
Z (2) a (4) plynie
cos (¢; + P») + cos (p; — ;) = 2 cos ; cOS ¢, , (6)
€0s (1 + p2) — €OS (1 — pu) = — 2sin ¢, sin @, « (7
Z (3) a (5) plynie -
sin (p; + @) + sin (p; — 9p) = 2sin ?1COS 3 » (8)
sin (p; + @2) — sin (P — 95) = 2 cos p; sin @ + 9

Ked st teraz «, 8 dva IubovoIné uhly, urfime ¢, a ¢, z rovnic

. Pt Pe=a, o —f=p,
ktoré davaju

e+ _a—f
R e S e
Vztahy (6) aZ (9) nadobudnti teraz tvar

; — 3
cos « + cos § = 2 cos a42—/$ cos azl , (10)
cocs o — cos f§ = — 2sin a;ﬁsina—zﬂ ’ (11)

. . . 3 —B
sina + sin § = 2 sin oc-|2—{ cos azl ’ (12)

a+p . a—
2’ sin 213’ (13)

sin & — sin f§ = 2 cos
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Ked st teraz a, b dve strany: trojuholnika ABC, «, 8 protilahlé
uhly, sa &isla sin «, sin § kladné, takZe sin a + sin § =% 0 a podla (12)
«+p3

2

2
, . o+ p .
ostry, a preto aj cos—— = 0. Podfa (12) a (13) je

a—f
tg 2
*+p

tg —5

aj cos *—p = 0; okrem toho je 0<Ca + <=, teda

je uhol

sin & — sin 3
sin a + sin g

.

Zo sinovej vety odvodime tieZ fahko, Ze

.

a—b sina—sinf
a+b sin « + sin 3

takZe dostavame vzorec

«—p
a—b g 2 ,
a+b %+ p (14)
tg

2

ktory sa volid tangentovou vetou. Miesto a, b, o, § mdZeme pisat
aj napr. a, ¢, «, Y alebo b, ¢, B, y. PretoZe a + f + v =, je

3
o+ f I Y T

2 2 2
a vzorec (14) mdZeme pisat aj vo tvare

—p
tgOC ¢

a—b _ 2 (15)
a+b cotg 72/

Ked teraz v trojuholniku ABC poznime a, b, 7, je vyhodnejSie miesto
kosinovej vety pouZit vetu tangentovi. Ked je a > b, vtedy « > g.
Z (15) plynie

g a—f3 a—b v

tg——5 = o O3 -
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_— j ] . - v , .
PretoZe 0 < i 3 / <—;—, e takto uhol = 5 B urleny jed-

noznacne. PretoZe poznime aj

3
“_;{ == T; — 72’ , dostaneme
a+f3 o —f
—_— == 2{+ 2‘ R
af o -—f
B = 5 5

ESte mame uréit ¢, a to urobime podla sinovej vety

sin
c=-a——.——y—, alebo ¢ =b
sin a

sin ¥
sin 3

- Cvicenie.

141. Upravte vyrazy: a) sin 789 4 sin 15°; b) sin 135° — sin 15°;
c) cos 2409 — cos 150°; d) tg 70° 4 tg 20°.

142, Ked je « 4- B + 7 = =, plati:
a) sin2« +sin 2B + sin 2y = 4 sin « sin B sin 7;

. . . 1 1 1
b) sine +sin B +siny = 4 cos o cos—f €os 7 ;
s

2 2
c) cos2a+cos2B+cos21=—4cosacosBcosy —1;
d) cos & + cos B 4 cos y =4sin%sin%sing—+l.

{43. Urtite obvod trojuholnika ABC, ked je dané r, a, B. Vysledok upravte
na tvar sudinu,

144. Urdite objem a povrch telesa, ktoré vznikne rotaciou trojuholnika ABC
okolo strany AB, ked je dané c, o, B. Vysledky upravte na tvar stiinu.

. . 1
Urobte diskusiu pre « = 5.

145, PouZitim tangento(vej vety rieSte A ABC z prikladu 139d), e) a 140b).
17. Goniometrické funkcie polovi¢ného uhlu.

Ked vo vzorci (2) 17. ¢lanku volime ¢, = ¢,= % , kde a je

Iubovolny uhol, mdme

o4 . *
cosz—2——51n2—2~:cosoc. (1)
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Popri tom plati, ako vieme,

o -
cos? - + sin? 5 = L. (2)
Z (1) a (2) plynie

o l+cosa ., a I —cosa

g * 1T HUSR 2 % . TS %
cos® - 5 »sin®— 5 . 3)

Ked « je uhol trojuholnika, je 0 < o < x, teda 0 < - 2 < —2— , Cisla

cos ; ,sin — st kladné a z (3) plynie

cos % — |/ Lt cosa in % .|/l cos= (4)
os 5= \|——5—, sing = 3 ,
ako aj o I —cosa
— = \/— 5
8 2 - 1+ cosa ©®)
Podla kosinovej vety je viak
2bc.cosa = b% + ¢* —a?,
teda aj
2bc (1 4+ cosa) = (b2 + 2bc + ¢*) —a? ,
2bc (1 —cos @) = a® — (b — 2bc + %) ,
CiZe '
2bc (1 +cosa) = (b+c)2—a?, (6)
2bc (1 —cosa) =a?2— (b—c)?. )

PoloZme teraz

1
$ =5 (@+b+c),
takZe 25 je obvod trojuholnika. Potom
- 1 N
s —a= (btc—a);s—b=—y(atc—b); s—c=rp(atb—0.

Podla znimeho vzorca x? — y? = (x + y) (x — ) je viak
b+c)—at=@+b+c)(b+c—a)=4s(s—a),
a?—(b—c)=@—b+c)la+tb—c)=4(—b(—c).
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Potom zo (6) a (7) dostaneme

‘ 2bc (1 + cosa) == 4s(s —a),

" 2bc(l —cosa) =4(s—b)(s—c).
Podla (4) a (5) je teda

oS - = \/W—C—aj , sin— \/(S —b— (S — C)

2

b
PR =Dl (s — ©)
L

5~ s(s—a)

Podobne v§ak aj

cos ﬁ \/_?(s—_lﬁ . sin % l/(s—a) C—a

ac ac
ORI Sa 9)
B 1/(s—a)is—c)
wh - ]/05289, |
Y s(s—c) Y (S—a)(S—'b)
COS_ZNZV ab "’ Sn2 ~ ab !
(9

/4 /s —a)(s—b)
R -_]/ s(s—c)

Ked poznime strany a, b, ¢ trojuholnika, uréime jeho uhly «,
B, 7 ovela pohodlnejsie z tychto vzorcov ako z kosinovej vety..

Ked vo vzorci (3) ¢lanku 17 volime ¢, = ¢, = ; , mame:

.o o .
251n—2—c057=smoc. (10)

Vieme vSak, Ze plocha trojuholnika je danid vzorcom
1,
A= besina .
Podla (9) a (10) je teda
8=Ys6=a)G—86—0) (11)

a to je Herénov vzorec.
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Cvicenie.
146. UvaZujte o uhle «, o ktorom plati 0 < « < 2 =. PouZitim vzorcov (3)

/3

. , . 1 =
urlite hodnoty cos ——, sm%—, ked je dané: a) sin« == 3 V3, cos a > 0,

2
—3 3 3
b) cosa = —=a>m c) tga=3-7—,a>?7r,

V diskusi rozhodnite, ¢&i st hladané hodnoty urfené jednoznalne,
147. Vyjadrite funkcie sin «, cos e, tg @ pomocou funkcie ¢ = tg a a urobte
diskusiu vysledkov. Pre cos a delte obidva vztahy (1) a (2) nastr. 72, 73.
Pre sin « pouZite vztah 10 na str. 74, poloZte pred zatvorku -
. 2 &
a zavedte ¢. cos" 3
148. Trojuholnik, ktorého strany a plocha st vyjadrené racionilnymi &islami
sa vola raciondlny (aj Herdnov). DokaZte, Je A so stranami: a) a = 4,
=13, ¢ = 15, b) a = 13, b = 14, ¢ = 15 je racionalny.
149. Nech st a, b, c strany, 2s obvod, A plocha, r, ¢ polomery kruZnice
opisanej a vpisanej A ABC. DokaZte tieto poucky:
a) ¢ = —SA— (Ked je S stred kruZnice trojuholniku vpisanej, vyjadrite
plochy A: ABS, BCS, CAS pomecou a, b, ¢, ¢.)
b) Nech C’ je ten bod na priamke AB, v ktorom sa jej dotyka vpisana
kruZnica. Potom plati x = AC’ = s —a. [PouZite vzorce (9), (11)
a uréite ¢ pomocou a, b, x.]
, (42 -
C) Pl}at1. th = s~—°-_a .
d) Plati: A == 2r%sin a sin B sin 1, urobte podrobnti diskusiu pre:
T E -12-—71: Pouzite (6) na str. 73 a stredové uhly, ktorych vrchol 0 je
stredom kruZnice opisane;j.

e) Plati: r = :—bAC—. Pouzite vysledok prikl. d) a sinovej vety!

18. PouZitie trigonometrie,

Vzorce, ktoré si odvodime v tomto ¢lanku, pouZivajit sa na
vypotitanie di¥ok a uhlov v réznych geometrickych ttvaroch. Najprv
musime vyhladat trojuholnik, v ktorom sa vyskytuje neznima dizka
alebo uhol a ktory je uréeny zndmymi prvkami. Tento trojuholnik
si na obrizku nipadnejSie vyznalime, aby sme mali prehlad.

Priklad 1 (obr. 21). V lichobeZniku ABCD poznime zakladtiu
AB = a,ramenoAD == d a uhly pri zdkladnia = <x BAD, = < ABC.
Mime vypocitat rameno BC = b.
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RieSenie. Priamka CE || DE oddeli A BCE, v ktorom poznime
stranu CE = d a dva uhly <« EBC = f3 a < BEC == «, PodIla sinove;j
vety je p-a.5n%

sin p

Priklad 2. Sily P, a P, svierajii v spoloénom pdsobisku uhol ¢.
Aka velka je ich vyslednica a aké uhly s nimi sviera?

RieSenie. Sostrojime a oznalime obrizok (obr. 22). Hladani
vyslednica R je stranou AC trojuholnika ABC, ktory je uréeny
dvoma stranami AB =P;,, BC =P, a uhlom < ABC == —¢,

D c c

Obr. 21, Obr. 22,

ktorého kosinus je — cos ¢. Podla kosinovej vety je
R? = P2 + P,2 + 2P,P, cos ¢.
Uhly «, 3, ktoré sviera vyslednica so silami P; a P,, uréime podfa
sinovej vety:
D,sing P;sing
R .

Priklad 3. Lietadlo leti z A do X vlastnou rychlostou ¢, (t. J.
rychlost lietadla v pokojnom vzduchu). Podfa mapy je kurz AX
dany uhlom ¢,. Vietor md smer ¢, a rychlost c,, Mdme vypocitat
uhol «, o ktory sa musi os lietadla odklonit od smeru trati, aby
lietadlo udrZalo kurz, a vypocitat jeho rychlost vzhladom na zem.

RieSenie. Lietadlo kond stifasne 2 pohyby, ktorych rychlosti
sa skladajd pomocou rovnobeZnika rychlosti. Vyslednd poloha
lietadla po 1 hodine letu je ta istd, ako keby bolo konalo pohyby
oddelene za sebou.

Sostrojime a vyznalime si naért (obr. 23). Hlfadany uhol o«
vypocitame z trojuholnika ACD, ktory je urleny stranami ¢, = CD,

sin o == sin f§ =
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¢, = AD, a uhol ¢, — ¢, proti vicSej z nich, lebo ¢, > c,. Podla
sinovej vety je

. ¢, sin (P! — o,
sin o — 2 Sin (#1 — ¥2)
€

Z toho istého trojuholnika sa urdi aj hladani di*ka ¢ zasa zo

sinovej vety )
VVVVV c;sinf
S Reell A

C 0
* sin (p; — @)

Obr. 23. Obr. 24.

kde g = — (p, — ¢, + ), teda sin § = sin (p, — ¢, + @),
€y 5in (pg — Py + )
sin (P; — Ps)

V predolych prikladoch sa neznima di%ka alebo uhol vysky-
tovaly v trojuholniku, ktory bol ureny danymi prvkami. V inych
tlohich sa nezndmy prvok vyskytuje v trojuholniku, ktory nie je
priamo uréeny, ktorého chybajiici prvok sa dd vypocitat z pomocného
trojuholnika.

Priklad 4. Aby zememeral zistil, o kolko je vrchol hory B
(obr. 24) poloZeny vysSie ako pozorovacie miestdo A, odmeral vodo-
rovnt vzdialenost AC = z (zékladiiu), ktord le%i s vrcholom hory
v tej istej svislej rovine, a potom odmeral vySkové uhly «, 3, pod
ktorymi vidiet vrchol hory z krajnych bodov A4, B zikladne. Ako
vypodita vysku hory x = BD nad pozorovacim miestom?

Rie$enie. Hladand vy$ka x je odvesnou pravouhlého A BCD,
v ktorom poznime uhol 3. Aby bol A BCD urleny, treba poznat

.
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jeho preponu a = BC, ktord sa uréi z pomocného A ABC sinovou
vetou. Je
zsinasin g

X asinf, a-—-——— —, tedax=—"——-"-.
~asin eda x Sin (3 —a)

Priklad 5 (obr. 25). Vo vodorovnej rovine st dané body A,
B, C, K, L. Je dan4 vzdialenost z = AB ‘a vietky uhly vyznalené

na obrazci. Treba uréif vzdialenost x = KL. |

K

RieSenie. V A ABC poznime uhly g,, 7, a stranu z. Sinovou
vetou uréime stranu p. Potom v A ACK poznime uhly a,, 3, a stranu
p. Sinovou vetou urlime stranu ¢. Konelne v A CKL poznime
uhly a;, v; a stranu ¢. Sinovou vetou uréinie stranu x. Mime

_ zsinf, _ psinf, o9 siny;
siny, ' sinx, sinag
do druhej rovnice dosadime za p z prvej rovnice a takto upraveny
vyraz pre q dosadime do tretej rovnice. Vyjde

z sin 3, sin 3, sin 75
sin y, sin &, sin

Neznima di¥ka x bola spojend s danou difkou z (zikladfiou)
retazou trojuholnikov, z ktorych dva susedné maji vZdy spoloénii
stranu, Takyto spdsob urlenia neznime;) dizky sa vola trianguliciou.
PouZiva sa preto, Ze priame meranie vzdialenosti, najmi vicSich,
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byva obtaZné, zatial o priame meranie vodorovnych uhlov je po-
merne fahké a presné.

Pri vypocitani z sme mohli pouzit aj A ACK. Ked vypocitame
x obidvoma sp6sobmi, midme hned aj skii$ku spravnosti.

Priklad 6 (obr: 26). Delo, postavené v pozicii D, sa ma zacielit
na zakryty ciel C (medzi C a D je husty les). Na to treba urcit vzdia-
lenost x = CD a uhol ¢. Preto sa zvolily dve pozorovatelne P,, P,,
7z ktorych vidiet delo aj ciel. Odmerajti sa uhly «,, x,, 3,, 3, 1 vzdia-
lenost z = P,P,. Pre jednoduchost predpokladime, e vietky 4 body
P, P,, C, D leZia v tej istej rovine.

RieSenie. x je stranou trojuholnika P,DC, v ktorom zatial
poznime len uhol «; + ;. Jeho strana a =P,D je vSak zdrover
stranou A P,P,D, v ktorom je dani strana z =- P,P, a uhly a,, a,;
vieme teda vypoditat stranu a. Podobne druhd strana b = P,C trojuhol-
nika CDP, je ziroveri stranou A P,P,C tieZ urleného stranou z
a uhlami g,, 3, a preto aj b vieme vypoditat. Podla sinove;j vety je

zsina, zsin 3,

- m_n—(;—i_—a—z) ’ - sin (3, + ) ’

A CDP, je teraz urleny stranami a, b a sovretym uhlom a, + 3,
a preto podla kosinovej vety je
x%=a%+ b*— 2abcos (2, + ;) »

-~
Cvicenie.

150, Nech je o = 144° uhlom koso$tvorca a p =5 polomerom kruZnice
kosoStvorcu vpisanej. Vypotitajte jeho plochu.

151. Vypolitajte rozmery obdlZnika, ktory ma plochu P = 562 m? a jeden
uhol jeho uhloprietok je @ = 1059,

152. Nech st a, b vzdialenostami stredu O rovnobeZnika od jeho dvoch
susednych strin, a je jednym jeho uhlom. UrCite diZku uhloprietok a
plochu rovnobeZnika,

153. Plocha kruhového odsekus polomerom f, prislu§ného stredovému uhluw,je

1 . iy -
P= 12 (0 — sin o). DokaZte. (UvaZujte o = =.)

154, V kruZnici narysujeme dve rovnobe#né tetivy AB, CD, z ktorych kaZda
prisliicha fomu istému stredovému uhlu @ < =. Vypoditajte plochu &asti
kruhu, ohraniCenej danymi rovnobeZkami.
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155.

156.

157.

158.

159.

160.

161,

80

Mame uréit vzdialenost AP
bodu A od cesty BC (obr. 27)
(kde AP | BCa Pje prislu$na
pata). Miesta A a P st1 od seba
oddelené lesikom, takZe z jed-
ného na druhé nie je vidiet.
Preto sa na ceste odmeria tisek
BC = 1,2km, pri¢om je B= <
ABC =500 a y= 3 ACB =
=37°, Urlite AP.
Vypoditajte vzdiale-
nost MN (obr. 28)
dvoch bodov M, N,
medzi ktorymi je
prekaZka, pre ktor
nie je miesto M vi-
ditelné z miesta N.
Preto sa odmeraly
vzdialenostiA M=a,
MB = b, ktoré le%ia
v jednej priamke a
uhly « = < NAB,

8 = 20 NBA; miesta Obr. 28, ~
A,BsttotiZviditelné.

Vypoditajte vzdialenost M N dvoch nepristupn<ch bodov M, N (obr. 29).
Na usetke MN zvolime vhodny bod B a mimo priamky MN bod A4,
7 ktorého st miesta M, B, N viditeIné. Odmeriame vzdialenost AB = a,
uhly g = MBA, «; = X MAB, a, = . BAN. Rieite numericky
pre: a = 300 m, o; = 32% a, = 39% « = 1129,

Letec videl pod hibkovym uhlom « = 33° na zemskom povrchu objekt 0,
ked sa dival presne na sever. Ked preletel 3 km v rovnakej vyske na
zapad, videl ten isty objekt v hibkovom uhle B = 21°, Ako vysoko letel 2

Z bodu M, leZiaceho medzi dvoma rovnako vysokymi stoZiarmi elek-
trického vedenia, vidime vrchol prvého stoZiaru pod vySskovym uhlom
500 a vrchol druhého pod vySkovym uhlom 14°, Ak4 je vzdialenost
obidvoch stoZiarov, ked stojime vo vzdialenosti 8 m od prvého stoZiaru.

Aby sme zistili nepristupna vzdialenost XY (obr. 30), odmerali sme
vzdialenost d = AB a uhly « = X YAB, g = XL ABX, 1 = < XAB,
3 = ABY. Rieite pre a = 400 m, « =539, g = 429, y =869, § =81°,
Na krajoch leti$ta stoja dva svetelné stoZiare A4, B, priom A je 500 m
na zapad od B. Lietadlo leti v kurze ¢ = 120° (merané od severu na
vychod cez juh). Pozorovatel v lietadle vidi stoZiar B v azimute ¢, = 190°



a sto¥iar A v azimute ¢, = 220° (merané ako kurz). Ako daleko bude
letin od miest A a B, ked sa dostane medzi obidva stoZiare?

162. Po ceste Z V, ktord vedie od zédpadu na vychod (obr. 31), pohybuje sa
vojensky 1tvar rychlostou ¢; = 54 km za hod. Z letiska L, ktoré leZi
od cesty na juh, vzlietne lietadlo a leti v neznamom kurze ¢° Lietadlo
ma za tlohu &o najskodr sa dostat'do styku s dtvarom. Vo chvili $tartu

Obr. 29, Obr. 30.

je titvar na mieste
A, ktorého azimut 2«
¢, vzhladom na / PRd -
letiSte L je a) 409, /7 -
b) 320° pricom L/’ P
LA = 150 km.
Urdite kurz lieta- |
dla adasjeholetu F—/ -,
k miestu stretnu- | ¥ /7
tia X, kedrychlost mz/
lietadla je ¢, = K~
=120kmzahod. L
(Nech A, je bod Obr. 31,
napolpriamkeAV .
tak, e AA, = ¢; a L;, bod na tsetke LA tak, %e A,L; = c,; potom je
LX || LA, o

163. Zo zaliatku A a konca B tseku AB priamej cesty stdpa tito od A ku B
smerom ku kopcu C (sttpanie je 10°/,). Kopec C vidime z miesta A a B
pod vy$kovymi uhlami o = 129, g = 309, pricom body A, B, C leZia
v tej istej svislej rovine. Vzdialenost AB = 800 m. Vypocitajte hori-
zontalne vzdialenosti miesta C od miest A a B a vy$kové rozdiely jednotli-
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164.

vych miest. (Cesta mé stupanie p°/y, ked na 1 km stupa o 10 p metrqv.
Ked st A', B' pravouhlé priemety bodov A, B do vodorovnej roviny,
je A'B’ horizontalna vzdialenost bodov A, B.) .

Lietadlo L pozorovali sticasne z dvoch miest A a B, ktoré leZia v tej
istej horizontilnej rovine =. Lietadlo vidiet z bodu A v azimute ¢, == 225°
pod vyskovym uhlom o = 35,5% z bodu B v azimute ¢, = 202,5°

"a pod vyskovym uhlom 8 = 18,25°, Urtite vysku x = LC lietadla nad
. rovinou =, kde C je jej pita v rovine = . AB = d == 5 km.

82

Nechst o', 4,3 uhly A ABC. Pousitim x vyjadrite CA, CB. Podla sino-
vej vety je sin o’ = s: CB, sin B = s : CA. Odtial uréite hodnotu pomeru

in o’ + sin g’ . . o 1 Lo -
w; z tejto rovnice urlite - (o' — p'), ked%e = (¢’ 4 8')
sin a' —sin B 2 2

poznate.
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