Lerch, Matyas: Scholarly works

Matyés Lerch
Sur quelques théorémes d'Arithmétique

Véstnik Krél. Ces. spol. nauk, II. tf., 1894, ¢. 11, 1-11

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/501470

Terms of use:

© Akademie véd CR, 1894

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/501470
http://dml.cz

XL
Sur quelquos théorémes d'arithmétique.

Par M. Loroh
& Prague-Vinohrady.

(Présentd dans Ia edance dn 28 fivrier 1884).

Nous allons démontrer et générallser quelques thdordmes que

nons avons tirés, il y a quelques années, des identités analytiques.’)
Nous représentons par

6(n) le nombre de tous les diviseurs de », y compris 'unit§ ct lo
nombre n lui méme,

®,(n) la somme de tous les diviseurs du unombre n,

¥p, q) lo nombre dea diviseurs de p supérieurs A ¢,

(p, q) In somme de ces diviBeurs-ci,

z(p, 9) le nombro des divisours de p non supérieurs i g et par

X(p, ¢) leur somme; cnsuite nous dénoterons

par (a, b) le plus grand commun diviseur des nombres a, &, et

n (@,b]c) lo nombre (a, b) s'il est en méma temps un divisenr

de ¢, et zdro dens le cas contraire.
Enfin nous écrirons, suivant I'usage, [#] ou K(x) pour repré-

senter le plus grand nowbre emtior contenu dans .

L

Dans notre lettre & M Hemnre (Bulletin de M® Darboux, mai
1888) nous avons publié pans démonstration la formuloe

2] =
) Y ¢(m —ean,a) =ﬂ§)z(m —an, n),
=0
m, & étant deux entiers positifs quelcongues.

1) Comptes Renduw du 18 janvier 1888; Bulletin de Mr. Darboux, %0 séris
t. XII; avril et mal 1888.
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R XL M. Lorch

Afin do I'établir arithmétiquement, retranchons ses deux mem-
bres de la quantité X ®&(m — «n) en nous rappelant 1’6quation Gvi-

dente 6(p) =¥(p, @) - x(p, ¢); il vient

[.z_ll(m.— an, a) .Pzﬂl(m an, n),

[ | a0

ce qui est uno formule équivalente avec I'équution (1).
A chaque divisour ¢ de m - en, supérieur & w, correspond un

n - " qui évilemmont est infériemr A

diviseur conjugué d —

n—_m _:-';—a, de la sorte quo

dé'ﬂ;—-l-— a.

n

Il g'ensnit ‘
Z ¢(m—an, n)= L‘x(m—cm,-‘%! —a)

¢o qui permet d'éerire la formule (1) sous la forme

(1%) [-z— 1(1»—- an, &) = ‘; . (m—-mt y —— —a)

qui st presque dvidente.
Reprisentons en effet par 0, les diviscurs de m — an non supé-
rieurs & a et par o', les diviseurs de m—an mnon supericurs a

———a, Je dis que l'on a cette formule générale

;/{a.,) =;‘f(¢r,), @=0,1,2,.. [”:_l])

dang laquelle f représente une fonction quelcongue. Cette formule

n'exprime d’nutre chue que ce quo les nunbres d, et 4, correspon-
daut aux valeurs e =0, 1,9, .. [’"—:—1] ue différent que par P'ordre.

Pour I'élabliv, jo vals démouiror que, pour chaque nombre %
contenu dans ln sdrie 1, 2, 3, .. [”i‘_:i] les équations 4, =% et

d;,: k ont un méme nombre des solutions.
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Si 'on pose en effet §, =%, on trouve les « correspondants
on résolvant la congruencu

A) m—an—0 (mod k),

combinée avec la condition A =0J, = «, de la worte qu'on ne peut
admettre que les valeurs de « contenues dans la série

e=k k41, k+2,... ["'—_—1]

n

. On voit de mémo que le mombre des solutions do 'équation
83 =k équivaut gu nombre des solutions de Ia congruence

B) m-—fn:z=0 (mod k), =0, 1,2....["33—1]_1».

Or & chaque solution B correspond une solutlon e =84k et
réeiproquemont. Les congruences considérées ont donc un nombre
dpgal des solutions et par cunséquent, le nombre & ge tronve autant
de fois parmi les @, quo parmni les ;. La formule (2) ost donc dé-
montrde, et par conséguent aussi les formules (1*) et (1).

Désignons maintenant, par 4, tons los divisewrs du nombre
m — an, ot retranchons de la somme 2! f{.4.) rapportée & tous les

diviscurs 4, dont les indices ont pour valeurs e =0, 1, .., [m_:_l}
les denx membres de I'dquation (2); il vient

R N o1

n

oit d, ropréseute los diviseurs do m — au supdriours & «,

m—-1
Ja n » " n n » - - a2,

En falsant f(x)=:x, les équations (2) et (2%} deviennent re-
spectivement ’
= 2}
ZX(m — ai, @) =ZX (m —an fﬂf.:l — a)
1 , n
a—1 a0

Ulen s
Z'.lf(m—ml, x) _2 I {m— tm,ﬂ———-l —a) .

i
| «=0 a—0
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Duns le raisonnement qui préetdo mons nvons comsidéré nn

nombre % do lu série 1, 2, 3,. .. .|_y-‘-—-£; -IJ, et nmous avons trouvé

que & était ln dJiffrence «— 8 de deux solutivns correspondantes
des déquations o, — k&, d:, =k
Naturellement, i1 y a des nombres & auxquels ne correspond
aucuno de cow solutions ; nous les représenterons par %3 do In sorte
que I'ensemble des nombres % ot &’ donme lu suito 1, 2, 8,. . .[32-'-:—1].
Nous faisons In somme
2k

dtendue aux valeurs de & propremont dites et chaque terme y doit
¢tre pris antaut de fois qu'il y n de solutions do l'éguation J, =&,
La somme s’éerira nlors

Y 4., («:1,2,3,....[3‘--,}1])

ou bien

Mais & cause de Videntité k — « — 3 ladite somme sera dgule
& la différence
Ze—2f

daus luquelle chaque nombre « ost pris nutant de foie qu'il y a des
diviscurs d,, et le nombre 8 autaut de fois ¢n'il y a des nowbres dg;

h savoir [ -1] [ “1]
Za:i‘uz(m—an, ), X -_—i.‘ pz(m-—ﬂu,m-_:_:.l_-ﬁ),
=1

a=1 '
On a par conséquent I'équation
=5 = .
EX(m — an, @) 22 a[x( " —an, @) — g (m —- an, m—'—l_w —— c) ],

o1 a—1

on hien, en romplugant z(m — an,m—-:—} — u) par la quantité équi-
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valente ¢(m — an, n) et fnisant nsago de In velation évidente
zion —- an, &) — Plm — en, n) = g(m -— en, ¥) — PR -— un, a)j,
Féyuation

) eR
) L.\(m — R, ) _Z e X(on — an, 5) — d{m ~- an, a)].

=1

On parvient 4 dos formmles plus #énérnler en prenant pour
puint de départ lvs congruences

m-—en-~ ) (od k), e=Fk, kr -1,... .[-’_" —1 I'

in— fgn- 0 (mod kY, g=n0,1.... .[-m-_—r] - Ry,
st on trouve en particnlier '

&l (%]
Zz(m —an, — --Yz(na — o 2R 1 _

ne
n=1

Orm a

N s ten -1

z(m - fm,--_-:--';- _-) = glm —ean, 1)

et il s'ensuit

'] [,
Yz(m— an, ) “ P(m — eu, 1u),

o ll
o hien
gy 1]
(H) w(ﬂl —un, - ) }_.z(m - aen, 1),

N w==h
On vérifie de méme les formulos snivantes
']
(6) ‘ ‘F(m — an, --) __L zp(m — fm,m = - l)

a—=0
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e ]
{7) 1'21' ‘m - an, -‘F‘) :Ea

ll
=1

2m—an, rn) - ¢ (m —un, ?—)]

11

La formuile (1) contient le gorme d’un théordwe quo nous
avons donnd danw uno note présentde i PAcadémio dvs Sciences de
Paris ot démontire dans le Bullotin de M. Darpocs.

Pour I'ohtenir, considérons la différence

Wm-—oa, k-+o0—1)—y(n—aa, k+0)=4d,.
Elle est I'upité ou zdro selon que & 4 o eat on n'est pas un divisonr
de m — @« comme
m - O __m - kn
bto —kte T
on voit quo .J; est l'unilé ou xzéro sclun quo % 4 o divise m 4 ka
uu non, ct par conséjuent, la somme
]
‘46
=0

gern ouale au nombre des tormes do In séric

bbbl kb2, k+[’"_1]

—
qui divisent u:-|-ke; or ce nombre est évidemment donné par In
dillérenco

tim-|-ka, k—1)— ¥ m -[—ku,rn & ’:lu— l])

ou bien

dm-ka, k— 1)— g(m 4 ka, a).
On a done lu formule
']
Z[ﬁm—o‘a, k4o—1)—e(m—an, k-|- a))
a=0
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== 9(m + ka, k— 1) — g(m 4 ka, a).

En y [airant successivomont 2=1,8,3,...%, et faisant Iu
gomunce des résultats, il vient

- ] Lm—l
S‘ﬂm aa , 0) —Zt(m —oa, k- o)

u—tl

:_‘z ‘(-1 da, 2 — 1) —2(m + Aa, a)]
=1

ou bion, on faisant usage de la formule (1),
[=:]
Z[w(m —daa,k 4 o) — g(m — oa, a)]
a=0
@

+§[¢(m+i-a,4—l)—z(m+lu,a)]=0
| =1

ce qui cst le réBultat qu'il s'agissalt d'établir.
Signalons quolques cas pnrﬂculiem. En prenant s —1, on a

(9) Zgb(m—a L+c)+ vp(m-]—l A—1)=%k+4m

a=0 =1

et en particnlier,
a—1 -
(10) Y ¢ — e 0)=m Y 9(m + &, 0) = 2m.
a=0 0.0

La prewiéro des formumles (10) colncide avec un théoréme
énoneé par M. Cararax!') sons une autre forme. Noun I’avons énoneée
¢t démontrée analytiquement, nvec ln seconde, dans une note pré-
sentée & ln Société dens la séance du 9 Novembre 1887. Ces deux
formnules ont d'aillours ét6 sujet d'mne note de M. A. Bruwap, publide
dans lo Casopis pro péstovand mathematiky n fysiky, 1888.

n Hnmm, t. Il, p. 138. Voyox aussi une note de M. Cesdro (AMimoires
de la Hoc. do Lidye, t. X, p. 263).
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Uue remarque trés intéressamte nous o 66 commuviqués par
M. Zwaxe. Le savant roctenr de Markgriimingen avait ohservd que
lo nombre ¥(m — e, «) dquivant au vombre des termes de lo sério
u=1,2 3,...u tels quo le reste de ly division d¢ m par g soil w,
ce qui lui a donaé¢ la formule

m—=X

() Z (i — e, ) = X Ry,

N

ou plus généralement,

w—1
E glo)b(m — o, 0) = E2alRy),

a—1

cu représentant par Kn tous les restes do la division du nenbre
i pur les nombres moindres, of en ilésignant. par (<) une fouction
yuelconque.

En reprasentant par f{s#) la valeur comunne dos deux mombres
de I'&quation () on trouve fucilement ln formule

Jm)—f(m—1)=2m— | — 8, (m)

qui donne immédiatement upe autre proposition de M. Zziien,
i savoir: Les nombrea 27 et 27— 1, atand divisés pur lex nombres
moinidren, ont lor sommes de restes Ggales.

[1L

Noud allons muintenant établir In formule

&~1 °
(1) Z [w(n - en, &) — in 4~ en, )] = E (&, u | m)
a=—=0 k=1

et en donner une extension qui se préscute inumélintemont. La dif-
ference $(m -} an, ) — ¢(in -+ an, «) vétaut que lo nombre dox (li-
viseura de sw-}-an contenus entrc les Jimites (e |-1.... ) inclu-
sivewentl, uoos aurona

#im + an, &) — $(m - v, 1) =Yk,
- an, « (m 4+ en, 2
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oir k, est I'unité, i k¥ surpasse e« ct divise m 4 em, et zérv dans lo
¢as contraire.
De Ii nous lirens

a—1

Z[ Y(m 4 an, ) — Y |- as, a)] :E" Ek“ .

a0 k—1 a=0
a--1
ot ou voit du suitc que la somme Zk, représentc le nombre des
a=u

golutions do Ia congruence
mpen-=0 (mwod k), 0 a<Ck,

pombre qui évidomment est donné par la fonction (k, » | m), ce qui
démontre ln formule (11).
On a plus gdénéralement, en posant

Hn, p) = 2 f(d,),

ot f{) est uue fonction quelconque et &, parcourt tous les divi-
sewrs de n snpérieurs 0 p, la formule

—1

(12) E[th <4 an, @) — F{m 4+ an, a)] :2" Sik) .tk | m),
wa=0

ot en particulier pour fle) ==,

-1

Z[!l"&m -\~ an, d) — Pm -|- an, a)] =£ k. (k, n]|m).
a=0 S |

Jumw’ici les nombres, dont nous avons considérd les diviseurs,
étaient positifs ; maintenant nous aurons & considérer aussi les nome
bres négatifs, avec la convontion que leurs diviseurs devront fire
pris toujours positivement.

Soit fiz) une fonction quelconque et pusons Flk) = X fix), en
représentant par = tous les diviseurs de %

On 6tablit aisément la formule

=1

(19) Y| Flta— am, )| =Y, '19). (4, m | a),

a- 30'—n
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dans Inquelle (a — awm, n) roprésente le plus grand commun diviseur
tes nombres @ — am, = ot & doit parcourir tous les diviseurs de =z,

¢t enfin " est lo divisonr complémentaire %.
En prenant en particulier Az) égal A 1 cu A z on a

_'2 8[(a — am, n)] = ; (d, " o)
(14)

| -}'21 8,[(a— em, n)] = ;(d, m|a).-
=)

SI 'on fait fAx) = @(x), () étant la fonction de Gauss, on
a Fix)= o, ol il suit

n—1
(15) :a CI!Zu(u——c:ml, n) = Eﬂ:—’-.[ﬁ, m | a).

Dans le cas de s — 0 cette formule devient

(16) 2 (em,n)=n X 2%") (9, d),
=1

on convenant de représenter par d le plus grand commun diviseur
(m, n).
En posant m, =_”c; ' Mg :—:%, I'égquation (16) s’écrira

d’z(amu,n,,):n 9—(") (0, 1d);

a—1

or en représentant par &, les diviseurs do =m,, le premier membre
scra 6gal & l'expression

dtn ;'P( % (4, 1)=du. ;w:g)_

11 g'ensuit done que l'on a

w  pR=ged
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Observons que, dans cette formule, n, est un nombre ontier
quelconque, ainsi que d, ct que J, parcourt tous los divisenra de »,
et ¢ tous les diviseurs de dn,.

Puisque

od

est le plus petit commun mnultiple de &, d, on peut écrire

o)y _#d)

(4 §7d, T @ dy

Nikladem Krilovskd Cevkd Spolefnost! Nink, — Takem dra Ed. Gnigrs v Praze.
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