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Zur Theorie der Kronecker’schen Doppelreihe
Ser (&, 1, u, v, w).
Von M. Lerch in Weinberge bei Prag.

Im Artikel XX1. seiner groBen Abhandlung zur Theorie de
elliptischen Functionen®) bemerkt Kronecker, dass in der von ihm
untersuchten Doppelreihe

(no, —mz,) Bat

¢
m’zn u-tmo4nw
piberhaupt ein neues Fundament fir die Theorie der elliptischen
und $-Functionen gewonnen¥ ist; hieraus, sowie aus dem Umstande,
dass Kronecker auf die Begrindung verschiedener Eigenschaften
dieser Grofle wiederholt zuriickgegangen ist, ist ersichtlich, dass
Kronecker seine Doppelreihe besonders vom methodischen Stand-
punkte aus gepriesen hat. Seine Formel

2ai(nE—mn)
DD s f—y
m'ﬂu—|—m1;—}—nw

dquami I A
B Y (0’ 7’_") 9, (MM’ _) %1 (ﬁ‘ ﬁ) 8, (‘EL‘IJL”" .@3)
v v v

) v v v )

lisst sich zwar in mannigfacher Weise begriinden, namentlich kann
man der Reihe links eine zweite an das Weierstrass'sche p(u) er-
innernde absolut convergierende Doppelreihe

1 r 2mi(nE~my) 1 1 %
1, S, _ o
u T (u—{—mv—{-nw mv+nw+(mv—|—-nw)2>

zur Seite stellen, indem man sie als Function von u betrachtet;
dadurch wird aber der eigenthiimliche Umstand, dass nach Ab-

2yuzt
sonderung des einfachen Exponentialfactors ¢ * die rechte Seite
eine analytische Function von £v 4- 7w wird, eigentlich gar nicht
aufgeklirt.

#) Sitzungsberichte der kon, preuBischen Akademie der Wissenschaften 1890.
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Die Absicht folgender Mittheilungen ist nun, die Wert-
bestimmung der Kronecker'schenn Doppelreihe in der Art auszu-
filhren, dass man sie lediglich als Function von & und % auffasst
und dabei an ihrer Gestalt als Doppelreihe festhilt.

1.

Es seien £, zwei positive echte Briiche, », w irgendwelche
complexe Grofien, deren Verhiltnis nicht reell ist, # eine complexe
Constante, welche nichtin der Form mv 4+ nw (m, n ganze Zahlen)
dargestellt werden kann. Wir bilden die doppelt unendliche Reihe

25t (nE —mn)

(o) [ee) e
Stn=2 2 T imeraw

M=—00 A=—
und zeigen zunichst, dass sie in dem Gebiete 0<C§<C1, 0<<y <1
mit Anschluss der Grenzen gleichmifiig convergiert.

Zu dem Zwecke zerlegen wir den Ausdruck S(%,%) in vier
Bestandtheile, welche entstehen, wenn man nur diejenigen Glieder
behilt, welche ihre Summationsindices m,n aus einer der vier
moglichen Reihencombinationen von

0,1,23,....und —1,—2,—3,....
schopfen. Es geniigt nun die Convergenz des einen Bestandtheiles
o oo 2ai(nE—mn)
S ST
“=, nzou—l-mv—]—nw
darzulegen, da die drei iibrigen Ausdriicke in derselben Weise
behandelt werden kénnen.

Es soll also dargethan werden, dass die Reihen

o0 2ai(nE—m%n)
4,= gou—}—mv—i—nw

in Bezug auf ¢, 7 gleichmiBig convergieren und dass durch ihre
Summation ebenfalls eine gleichmifiiz convergierende Reihe

co
2 A,
m=0

entsteht.

Zu dem Zwecke bedienen wir uns der in mancher Frage
niitzlichen Abel’schen Tdentitiit

» P—1
E anbn = EAn(bn_bn-i-l)_l—Ap bp’
n=>0

n=0
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in welecher 4, =a,+ a, + ....+ a, gesetzt ist. Wird hier

2ai(RE—ma) 1
@ =¢ , b =—7
» 2 ut-motnw
genommen, so folgt
2ri(nE—mny) _ —oximy ( 2wi(nt1)é
5 e oS e (e —1)

Eu——l—mv—l—nw 25“ Z(u-l—mv—l—nw)(u—l-mv—l-nw—[—w)

n=0
—exi.my( 2ni(p+1)§&
e (e 1)

1 —
+625”"_1' wtmo+pw

und hieraus folgt, dass der Grenzwert
p 27“(1:.5 —man)

hm 2u—|—mv+nw An

existiert und dass seine Convergenz in Bezug auf €, solange
0<<t<<C1, sowie auf % eine gleichmiBige ist. HEs erglbt sich
zugleich der fir die Erledigung der zweiten Frage niitzliche
Ausdruck

—2mi.my ( 2axi(m+1)§
w e (e 1)

e?ém E(u-r mv—}-nw)(u-l—-ﬁ’w—l-”w'i-’w)

4 =

Wird nun in der obigen Abel’schen Identitit am=ez"’""“”,
2zi(n+1)&
e J—

—Eofg}il—mv + nw)(u -+ mv-nw + w)

gesetzf, so folgt zundchst

2511 9

2 A,
S § (254 + w) (ezm("Jrl) ‘1) (e—gni("‘-+1)"——1)
“2"’“_1"‘ - s(s+9) (s+w) (s-Fv-+w)
+ 1 % -( 2mi(nt 1) & 1)( —-2ni(q+1)q_1)
3 & futgoTaw) wtgotnwiw)
wobei der Kiirze wegen die Bezeichnung s=w -} mv 4 nw

benutzt wurde.
Monatsh, f. Mathematik u. Physik. V. Jahrg. 24
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Und hieraus folgt wiederum, dass die unendliche Reihe
[oo]
Sy =3 A, in Bezug aufé, v, solange 0 <& <1, 0<<7%<C1 bleibt,
m=20
gleichmifig convergiert und der Grofle

v w

(625715_1) (e—ﬁﬂni—l)

>< 00 (2s+v+w) (e2ni(n+1)§_1) (e—Zni(1n—|-1)n_1)
2 s(s4-o)(s+w)(s+v+w)

So=

n=0

gleich ist. Diese letzte Doppelsumme ist nun absolat convergent
und #ndert demnach ihren Wert nicht, wenn die Summation zuerst
in Bezug auf m und dann erst in Bezug auf » ausgefihrt wird;
hieraus folgt die Gleichung

oo 00 2nz(n§—mq) oo oo 21;1(11; my)
vozu—l—mv—l—nw 2 —l—mv—l-nw
m=0n=0 n=0m=0

wodurch auch das fiir uns wichtige Resultat

2na(n§-—m17) 2ai(nE—my)

(1) 2 2 m n,gwm=ioou—|—mv—{—nw

M=—00 n=—00

gewonnen wird.

2,

Aus den vorhergehenden Betrachtungen folgt, dass die Reihe
S'(E, ) eine in dem Gebiete (J <LE<LO< <1 iberall endliche
und stetige Function von £ und 7 deﬁmert es soll nun gezeigt
werden, dass der Ausdruck

2yumi

f=8Emne o

die Verinderlichen nur in der Verbindung o & -} w7y enthilt,
d. h. dass derselbe eine Function der complexen Veranderlichen
x=vt-}wy ist.

Zu dem Zwecke betrachten wir die Function

2:tl(ng——b+Tm

)

(@ OE7N=—vw. 2 2 (u+nzv)(u+mv+TOW)’

n=—0Om=-—0C0
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welehe man aueh in die Form

21i(n5—

b= 2 2 n(u—}—mv—l—nw

n=—00

utmov
)

umy u+m 1:

2n§:n fo s ~27 7 00 —2mi—

e v e
_02 S e e

n=—00 m—=—00 me——o0o (u-l—m?))

oder nach der bekannten Formel

in die Form

211 (n&— _I;mun)

©) ‘1’(=7’7)—”2 2 n(u-{-mv—{—nw)

n=—00 m=—00

utmow n+mv
v

00 ——2

——217'u

'}"2“"(5 )”E Tutmo ¥ __oo(u-l—m”)

setzen kann; durch den bei Summationszeichen angefiigten Strich
soll angedeutet werden, dass bei der Summation der sonst sinn-
storende Wert # = 0 ausgenommen werden soll.

Berechnet man nun die partiellen Differentialien, indem man

das erste aa—(fd ¢ mit Hilfe der Form (b), das zweite —ai) dn durch

Beniitzung von (@) bestimmt, so erhilt man das vollstindige Dlﬁ'erentlal
von @ in der Form

oo 21z(n§— +mv
Y, P \ :
O (En)=2ni Y 2 PR rRs (wd &+ wdy).

n=—00 mMm=—0o

Es ist nun @ (&%) eine im Bereiche 0 <{5<C1, 0 <<y <1
endliche und stetige Function, welche zwei erste ebenfalls endliche

und stetige Ableitungen %—?, %—_j—) besitzt und ihr Differential lautet

O, m) = 2.7 G, ). (0d -+ wdl).
24%
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Nach einer leicht zu gewinnenden Verallgemeinerung des
Cauchy'schen Integralsatzes ist also

® (£, 7) eine analytische Function der complexen Verinder-

lichen » &€+ 1wy, welche sich in dem durch die Ungleichungen

0<<E<C1,0<<n<<1 charakterisierten Parallelogramme regulir

verhilt, mit eventueller Ausnahme einiger auf dem Umfange

des Parallelogramms befindlichen singuliren Stellen. Dasselbe

%%}t demnach von ihrer durch 2 =i getheilten Ableitung, deren
ert durch den Ausdruck

2yumi

e v S

dargestellt wird.

3.

Durch das Vorhergehende ist nun nachgewiesen, dass eine
Gleichung

- ~ azi(nf—my) 2pumi
Q ¢ e e @
2) > 3 utmotaw © F &)

M=—CON=—C0

bestehen muss, in welcher F'(w,2) eine analytische Function von z
bedeutet, welche sich innerhalb des Parallelogramms (0, %, -}-w,w)
regulir verhilt. Es bleibt uns nur noch tibrig, das Verhalten der
stetigen Fortsetzung von F' zu untersuchen.

Wir wollen zuerst den Nachweis fiihren, dass die Function
sich innerhalb der Strecke 0...v iberall regulir verhilt; zu dem
Zwecke bringen wir die linke Seite der (leichung (2) in eine
Form, welche gestattet die oben auseinandergesetzten, die Function @
betreffenden Schliisse auf die Umgebungen der besprochenen Punkte
auszudehnen.

Wir bemerken zuerst, dass die Gleichung besteht
o0 2zi(nE-my) 00 eZn:i('VE-}—’m(&—ﬂ))

2w7+mv—|—nE=y=§mu_+m(v Fw)fvw’

n—=—

welche resultiert, wenn links n=m v gesetzt wird.
Man erhilt daher an Stelle von (2) die Gleichung

2quni o 2ﬂ,i(ﬂé+m(§——ﬂ))

(2(1) QTF(’M/,Q)G—I‘W"D:E . u—E—WL(’!J—l"w)"'"w;

MmM=—Q00 N=—00
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Ist nun &— positly, so wird in der rechten Seite das
Argument n—¢& durch #»—&-}-1 zn ersetzen, und die Doppel-
summe durch

Sumi

ev e ("—HI)F(u,v tEtwntw| v ww)
ausgedriickt, Der Ausdruck

© o ezni("—fu”—” +m )
O
mgwnéwu+m(0+w)+nw

ist dann eine analytische Function des Arguments x =0 & w,
welche sich regulir verhilt solange £ und &—= positiv und kleiner
als Eins bleiben. Daraus schlieft man, dass die Function F (u,v¢ J-w1)
sich in Bezug auf das zweite Argument reguliir verhilt, selbst wenn
die reelle Variable v die zum Theile negativen Werte von {¢—1 bis &
durchlduft; speciell ist damit also dargethan, dass die Function F
sich lings der Strecke (0. . .») mit etwaiger Ausnahme der Endpunkte
regulér verhilt. Die Gleichung (2a) besteht auch fiir kleine negative 7;
da nun die rechte Seite von (2¢) mit der linken Seite von (2)
zusammenfillt, und die Reihe (2) fir —1 <% <C0 durch

2t )umi
e v Fu,0t---wy + w)
summiert wird, so entsteht die Formel
Qumi

Fluot+wn=e > F(u,0&-4wn-w)

eder anders geschrieben

2ust
(3a) Flu,)=e¢ * F(u,xz +w).
Aus der Gleichung (1) ldsst sich ferner schliefen
Anpuami
e * F(u,vttwn|ow)
2(1—duni

=e * Fu(1—9v+ (—w|w v);

somit haben wir

2(v—T)uxi

Fuz|ow)y=e '* F(uv-tw—z|wv).

Hieraus folgt, dass sich unsere Function F' auch lings der
Strecke O...w mit etwaiger Ausnahme der Endpunkte regulir
verhilt und dass die Gleichung besteht

(3b) F (u,z -} v) = F (u,2).
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Mit Hilfe der beiden Gleichungen (3#) und (3b) schlieBt man,
dass unsere Function F (#,z) in der ganzen Ebene (z) eindeutig
bleibt und keine anderen Singularititen besitzen kann, als in den
Punkten e =mov + nw, (m,n—=0, £ 1, + 2,...).

Aus den Gleichungen
[ Fuz + 0)=1F(u,2),

—2umi

l Fu,ot+w)=e * F(u,x)

folgt nun, dass die Gleichung (2) fiir simmtliche reelle Werte &, 7
giltig bleibt, mit Ausnahme der ganzzahligen, fiir welche die
Reihe divergiert.

®3

4.

Wir gehen nun dazu iiber, das Verhalten der Function F (u, x)
an der Stelle'z =0 zu studieren. Die Untersuchung soll nach
folgendem Plane ausgefiihrt werden: Da die Function in der Um-
gebung von =0 eindeutig ist, wird sie daselbst durch folgende
Reibe darstellbar sein miissen:

Fu,2)=%@) + 2+

(%
29"";39}_1—"'7

¢
z?
wobei 9P (x) eine gewthnliche Potenzreihe andeutet. Wird nun
nachgewiesen, dass die um den Nullpunkt herumgefiihrten Integrale

©) fﬁ’(u,x)x"dx, k=1,2,3,...)

©
Null sind, so muss ¢, =¢;—=...=0, und es bleibt uns allein
die Form

F (u,x) =P (x) ~i——30l

ibrig, in der wir dann ¢ leicht finden werden.
Um nun das Verschwinden der Integrale (c) darzulegen,
beniitzen wir die Entwickelung

. 2nzx . 2T
x=alsmT—[—assm3 p,

i —+ as sin52

T
e

welche fiir kleine Werte von z nothwendig existiert; und da die
. Tr . ..
ungeraden Potenzen von smz% sich durch die sinus der ungeraden

Multipla von 2=« linear darstellen lassen, so wird unsere Aufgabe
auf die Gleichungen

rw

F(u,x) sinzk dz =0

©
zuriickgefiihrt.
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Um nun die Integrale

2kami
f Fu,z)e © dx
©)
zu berechnen, setzen wir # = £ -4 w7 und benutzen die Gleichung
ufmv
)

2zi(n§—
(4

F(u,m)zzﬂm,

so dass sich
kT i 27'”[(7‘4"”)4: (u-l-m'v kw)i]

f(EaTl)=F(“7‘”)e ? _2_ u-[—mv—[—-nw

ergibt, und diese Gleichung besteht fir simmtliche reelle Werte
von £ und 7. Fiir den Integrationsweg wihlen wir das Perioden-

parallelogramm, welches durch die Punkte ¢ =+- % y = i 3 bestimmt

wird; es ist dann

/F(x)e“”‘d —/fE—— vdc—ff5+ vd§ +

(0
1
z

+[ VAGTE wdn—ff wdn

Da aber
f(‘at“l' 1,7) :f(eg'q)a
fEr+n=c" “Trem,

so heben sich die beiden letzten Integrale und' es bleibt

f F@) e dp— (1—e+ “* ") f f :,__

®
Das Integral ist leicht zu bestimmen und wir haben zuerst

etV
QU= MY +kw’

2kzwi
Fuz)e * do=2vi.sin"“— ’””) 2

(0]
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also schliefilich
Skzmi
[F(u,w)e * dr=2mi;
©

damit ist aber unsere Behauptung

F (u,) sin

2kzm dz =0
v
(0)

begriindet, und die Entwickelung von F(#,z) in der Umgebung
des Nullpunktes bat nothwendig die Form

¢
1 A
- + ;‘B (m/' 3
x
um ¢, zu erhalten, berechnen wir das Integral
1 N b o]

F (u, z) dz,
0]

welches nach dem eben Ausgefiihrten den Wert 2 ¢ hat., Anderer-
seits ist

¢ .
f(;l—|—$(m))da:=_+_2m.cl,
()
wobei das obere oder das untere Vorzeichen statthat, jenachdem
die Integration im positiven oder negativen Sinne geschieht, d. h. in

unserem Falle, jenachdem der imaginire Bestandtheil von — posmv
oder negativ ist.

Wird daher das Vorzeichen des imaginiren Be-
standtheiles von = durch e angedeutet, so folgt durch

Vergleich der beiden Integralwerte
6 =c¢,

und man hat daher das Resultat, dass die Potenzentwickelung
der Funection F(u,z) die Form hat

F(u,a:):—%—[—ao—l—ala:--l— ayz® + ..
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b.

Die hisherigen Betrachtungen reichen vollkommen hin, um
die Function F (u,2) durch 8-Functionen auszudriicken. Denn
das Product

F(u, ), (%) ’

wobei in iiblicher Weise

- <] (’n-——;-)2 ) 2w ew i
u()=23¢" " sm@s—nZT, g=c°

n=1

gesetzt wird, ist eine ganze transcendente Function, welche dasselbe

d :c) und
v

Perioditiitsverhalten aufweist, wie die Transcedente {}l(

man wird daher auf den Quotienten

F(u,2)9, (%’)
Q@)=
n (%)

v
gefiihrt; derselbe ist eine doppelt periodische Funection mit einer

einzigen auflerwesentlichen singuliren Stelle erster Ordnung z—=—u
und somit eine Constante. Fiir =0 hat die Function den Wert

. x\ (&
Q (0):?:10_81 (5)(59—}- a+a,xz+.. ) . ; (u) ,
Ny
d. h.
()
Q)= £ ;(_),
v )
()
v
sodass sich die Kronecker’'sche Formel
. -tz
%08 ()

F(u,a:):%. —W(g)—
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ergibt, oder anders geschrieben

R pmimitnn)

@) ﬂ_E_oo n_z__oou—]—mv—l-nw
I e amni
T S

wobei noch einmal bemerkt werden mag, dass unter e das Vorzeichen

des imaginiren Theiles von il verstehen ist.

6.

Fiibrt man in die absolut eonvergierende Doppelreihe
62 i (m& +-ny)
(U +mo 4+ nw)
neue Summationshuchstaben m', »n' mittelst der Substition
m=am 4 n,
n=_03m' 4 dn'

ein, wobei a, 8,v,3 ganze Zahlen bedeuten, welche der Bedingung
ad—@y =1 unterworfen sind, so erhilt man die Beziehung

Ani(mE + ny) o] oo 2zi(m’ &'+n'ny’)
S S——==3 3 ——
m=_wn=—°°<u+mv+nw) m':—oon’:—oo(“+m’ v +77 w)
in welcher
5 E':aE—I—Bn, 11'='{E—|—.8~,-1’
) v’:av—l—@w, w'=“{’0+5w

gesetzt wurde.
Hieraus ergibt sich zunichst die Gleichung
ﬂ-n(m,E—i-nn) o0 oo e2nl(m§’+n'q’)

2 2 u—!—m@-i—nw 2 2 u-—|—mv'—}-ﬁ'

M=—00 = — 00 m=—00 #—=—00

= ¢ (&) ubE ),
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in welcher ¢ und ¢ von « unabhingig sind. Werden die Summen
links mit Hilfe der Formel (4) ausgedriickt, so folgt unter der
Voraussetzung e =1 die Gleichung

W\ Lt ow W utz w'
IR o252

D) ? . v v
_ v —_ 'e v

v o [ W z w v v w\, (v w
50 (53) G ) o)

= &)+ udEn),

wobel z—=nv—Ew gesetzt ist.

Wird hier successive u durch w - o', u | w' ersetzt, so
reproduciert sich die linke Seite bis auf den Factor ¢**™, resp.

¢ "™ wie leicht zu sehen, und dies erfordert

eEn=9¢En=0,

sodass wir den Satz erhalten, dass die Function

’ w u xr w
Catum ¥ (o, ;) 9, (i _)

v 7w
% w z w\ ’
22, (22
% (v’ v) ! (1)’ 1))
in welcher x=7nv—tw gesetzt ist, ungedndert bleibt,
wenn man dieParameter &v,0,# durch die aguivalenten
£y, o', w' ersetxzt.
Der hier entwickelte Beweis der Invarianz des Ausdrucks (5*)

benutzt nur die einfachsten Mittel und fithrt keine dem Gebiete
fremden Gebilde ein, wie z. B. die von Kronecker benutzte Reihe

e
2 o
und ihre Darstellung durch Integrale.

(5%)

2 75 (n 6y—Mm T;)
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