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ROCNIK 1V. TRIDA 11 ¢isLo 1.

Prispévky k theorii funkei elliptickych,
nekone¢nych fad a integrali omezenych.

(Pokracoviani.)

Pise M. Lerch.

Poddno dne 4. z4F{ 18,

VI

1. Bud f(z,y) =ax®426xy4cy* kladnad forma kvadratickd, jejiz
soudinitelé @, é,c budte veliéiny jinak libovolné. Substituct
t=af+fgn,
y=r§+8n,
¢ili jak zvykem psati
«p
(,5)= (7 a) &),
vznikne z ni forma odvozend
L ED=at 2847,
kde polozeno
a=aa®+2baytcyt  =ap®+2638-}c8*,
OV=aaf+t+b(@dé+8y)+crd.
Toto ptedeslavie, uvazujme funkci Roscnhainoou

. Fla,b,c,u,v),
Jiz definuje fada

(‘) 1«‘(‘1 ‘(; yC u,ov) =2‘Iam'+2bmn +cn? e!:u‘(mu+nr)

m,n
(m,n=0,+1,+2, +3,..),
'v.nfi #,7 jsou neodvisle proménné a ¢ = ¢~ znaéi libovolnou konstantu,
Jejiz prosty obnos je mendi jedné.
Tato tada konverguje absolutn& a nezdvisi tedy na sefadéni svych &lenii;
transformujme summaéni ukazovatele w, z substituct

(m ,n)= (;";) (f,9),

Rozpravy. Rodn. IV. T¥ida I1. 1
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jejiz prvky wa,f8,7,8 jsou &isla celistvd a determinant ag —fy=d jest
kladny. Tim obdr# obecny &len fady (1) tvar
a,,, = ff e, Ralpu +rv) ,
kde polozeno
¥ =autyv, v=0u-+8v
Summaéni ukazovatelé u,» nebudou v3ak probihati &isla celistvd, nybrZ
uréité zlomky o jmenovateli 4, totiz ony, pro néZ vyrazy
m=ap+-fv, n=yu+38v
jsou celistvd éfsla.
My poloZime

w' n
,l,:—z, ﬂ=7,

takZze ', n’' jsou d&isla celistvd, a opatifime obecny clen

Ay, v = am', w’
soudinitelem . v , jenZ zmizi, jakmile vyrazy

__am' A o ym' +Sn'
d ' d

ncjsou &isla celistvd, a v piipadé opa¢ném ma hodnotu 1. Pak bude fada
(1) miti hodnotu

F=;5m'.ﬁ’;m’,’l'v(m'v”'=oii1! —+—2s'-'))

kde ', n’ probihaji neodvisle od sebe tadu v3ech celistvych &isel kladnych
a zdpornych.
Souéinitele &, » Z4dané vlastnosti poskytne nidm vyraz

1 22 (o (ami+ g+ (rm + )]
Emt,n — 5 ¢ )
’ a? o, T

v némZ soucet vztahuje se k hodnotim
c,1=0,1,2,...d—1,
a obecny é&len bude zniti

' ani
— (% %) M wtoaton+n o 4o ool
Emt, 0 Ot 0 = ), § e
a,r

provedemeli séitan{ vii¢i »', »', vznikne v pravo 4% vyrazi), je jsou tvaru

1 7 (%) M mwtoatmtn @+ osto)
7% g ‘
i 4

¢  wtoadtry
d

1 F(a_’ Y z:’+'r.ﬂ—|—1d)
“a T\ g g 4



(2)

(2

a tak nachdzime ddleZity vzorec

-l d—1

F(a,b,c %, y)"_dﬂh. E (d"’ o, a'ﬂ : u+da+zy v+ag+¢o)'

kde &, 0,c,«',v jsou dény rovnicemi

a =aa®+2bay+tcy?, =ap?+ 2688+ co?,
¥ =aaf+b(ad+B8y)+cyd;
W=au-tyv, v=pu+t8v,

pti &emi a,B,7,d jsou celistvd &isla a determinant «d — @y —d je kladny.

9. Vzorec ten je dileZity zvldsté pro pfipad =0, ponévad:i pak se

pravd strana redukuje na elliptické transcendenty. Jeli totiz /=0, rovna
se vyraz
a d - = ;M’+§—:n’ 2aimu + nv)
F(-—,O.—;;u v)zzg e
dﬂ d m.n
scudinu dvou fad jednoduchych
co a . — oo ¢ - .
—m muaid - n enoaid
2 e E g% e
n=—0oo n==—00
gili souéinu elliptickych transcendent
— —| @)
0y (u )03( 72).

V tomto ph’padé & =0 tedy vzorec (2) poskytne vysledek

F@,b,c,u, zl)_—ﬂ Z (11+aa+1y|t;;3) 0,(v'+65+’6!£‘;.‘:).

6=0zr=
z né¢hoz plyne, ze
Ise fadu (1) vidy vyjadriti clliptickymi transcendentami, vlidneli mesi
soucinitelt a,b,c vstah

aaf+b(ad437)4créd=0,
kde «,8,7,8 jsou celistvd &sla a determinant « 8 — gr=4d je kladny.

Klademeli ag==7r,ad4-fgy=s,y0=rc, bude s* — 4r7=(xd — 3)2
V nasem ptipadé tedy vlidne mezi a, 4, ¢ vztah

ra+sb4tc=0,

sP— A4 re=4d%

v ném3

1*
L



Tato podminka také postadi a lze vysloviti vétu:
» Viddneli mezi velidinami a,b,c vstak

(a) ra4-sb+te=0
v némd soulinilelé r,s,1 jsou lisla celistvd, pro nd% vyras
(b) st—4r¢

Jest tiplnym tvercem od nully riismym: pak lze fadu F(a,b,c,u,v) vyjd-
driti transcendentami clliptickymi.c
Abychom to dokizali, uvaime, Ze z podminky posledni plyne, Ze lze
rovnici
(©) ry?*—seyt2at=0
fediti celistvymi &isly «, 7 ; jeli pak ¢ vhodn& volené éislo celistvé, hovi veliciny
or o?

d . =7 .
(d) w, 7, f=-—-, ¢ 7

ef=¢r,adffy=90s,70=1¢¢

a jsou ¢isla celistva; substituci (;f ’ ‘g) vznikne pak z (2,4, ¢) forma (o', ¥, ),
]

rovnicim

v niZ prostfedn{ souéinitel

V=aaftb(@s+pr)+cyd=¢(art-bs+ci)

rovnd se nulle. Tim véta dokizdna.

3. Predesld podminka je splnéna, jakmile podil é je racionalnym. Zna-

menejme b v

pak rovnice (a) zni
po—+4re=0, >0,
a mime r=0,s=u,?=1r,s2—4r¢t=pu?; rovnice (c) obdrii tvar
—pey4rat=0 ¢lipuy=re,
a mime fedeni (d):
a=p,y=v,8=0,0=¢;
Volimeli p =1, méame koneén& hodnoty substituénich prvki :
e=p,=0,y=r,8=1;d=u,
v rovnici (2¢) bude dluino klasti
d=aut+42bpuv+cv?,d=c;d=pu+trv,v=v.

Veli¢ina 9, i +aa+t7’ )oa(”+”ﬂ+fd

e

po ) pfejde ve vyraz

)

oa(u-l’—‘zv




a mame tedy vélu:

Feli podil —f_— = ————; ¢islo racionalné, bude
190 (:4u—|—vv—|—tv ) vt )
: byciu,v)=— rre ,
(3) F(a,b,c;u v) F,Zo 2 p e . . F“

pii cemZ

a=ap®426puv+{-cvi=aptbpuv
Zvlasté 1ze vyjadriti elliptickymi transcendentami hodnoty fad F (2 ,6,c;%,9),
v nichZz a,&,¢ jsou ¢isla celistvd ; nékteré elegantni{ vysledky v tomto oboru
odvodil Kronecker pomoci principii vyvinutych Dirichletem pfi vySetfovani
poctu tfid kvadratickych forem.

VIL

V tomto ¢linku chceme pfimo uvaZovidnim funkcionalnych vlastnosti
urditych vyrazi vyvinouti a zobecniti nékteré vysledky velmi elegantni, k nimz
Kronecker dospél vypoétem.*) K vili pfehledu uZivejme symboliky dvou-
pfiponové, kladouce

00 = 001 y Oy =04, , 0y = 84y, 03:0.0 ,
takze
Ogn (| @)
znadi celistvou funkci transcendentni hovici podminkdm

g (@ 1)=(—1)8 3 (1), Ogn (7)) =(— 1)t o=@+ D 8., () .
To ptedeslavie, znamenejme nyn{
O, r)=e"ntodaig,, (et 1w, |10,) 0y (0 —rw, w,),
kde 7, r jsou neodvisle proménné, a w,, w, maji kladné &isti pomysiné
a poloZme
w, @, Wy, — W . —1
T e T T T

Pak mime

ai:

O(c+1,7)=(— 1D+ O (7,7),
O(,r+1)=(—1)+¥ O (s,),
@(a+ai.r-—|—bz’)=(— l)h‘,—ni(!a-l-di) @(,,-..,) .
B@bi,c4ci)=(—1)F i +cD @ (g,1).

Z rovnic téch plyne, Ze O(s,7) je Rosenhainovskou funkcf theta fidu
prvniho o zndmce (charakteristice)
ete htH)
& g
a periodich (a7, 67,ci).

*) Sitzungsberichte der kén. preussischen Akad. der Wiss. 18837 (Zur Theoric der
ellipt. Functionen, &L IIL), ddle tamtéZ 1889, &l XIX.
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Musf tedy die zndmé véty o téchto fadich platit vztah
-af(m+ ,n+ +2ri{m4 - o+ =) +2ri(n+ +
@(U.l)=AZ ( 2 ) '( )( ) (u !)(
(myn=0,+1,+2,..),
JE,y)=al24 2654y,
g.H:g_!__gl' ,‘II= hl_ /I

a veli¢éina A4 nezivisi na proménnych ¢,z. Tato konstanta urdi se pomoci
rovnice

1 1
" " "4
" &'h+h"g i

Sd’S dd9(":’)e—ni(g"o+h"')=Ae_nf(‘2 el 2
0 0

kde poloZeno

K uréeni levé strany potfebi je pfedeviim zniti integril
1

J(7)=§ ‘?‘gh (ﬂ'+Twl I‘ZU.)ﬂglh' (0'—1109 l wﬂ)e—y"ﬂnid(’.

K tomu cili bude tfeba znisobiti fady

RS R O )

y=-—00

Ogh (61w, |w)e

] ! EEAI L w,+2(r o —rw,+ hl—a
Ogvhv(a'—7wglw,)t’—g“””=(——])”,hz [(+Q) : + (+ )( 2) g’]‘

y==—00

nacez se obdrii J (v) jako ¢len na ¢ nezivisly. Bude tedy

J(‘l) =(_ ])Sh+€'h’ ieni[wl (v-l-g)’_'_.,, (v—- —) +@r+¢ (,., +_.)+(g,._g, rw, — )]

aneb

J()=(—1)

ry=--00

gh+g'h

w, + wg)

@, ( (w, —|—w,)_|_ +gwl _‘zgqg_

ni|-5 w +-w + z(gw, — g'w,)
.e l‘ e ' ]:

pfetvoifmeli jesté tento vyraz podle vzorce

03 (u | 0)) =\/% g- —“’L ‘l'}a (; _T]l;— ’
obdriime
— gh+owy/ gwy —gwy| —1
J () =(—9) Vzu,-l—w ( +2('w1+'”f¢)+2(7"1+'w9) w,+w,)
e—'ﬂn’:' [r(lu.+w,)+ + 25 _"w‘] . e""[%"’l+"7’"+””w'_gl”’(]’



-l

takze bude

v (w0, +w) i ”’""1"__ oy gh+g'k :741‘_ ry w,n-iiw,l [9’ 0,10, + 24" (g, — 9’”:)-—’!"’]
J(r)e —'( ‘) w|+w’e
V3 w, — 2", —1
0 (T— i £ 2 )
G, Faoy) T 2, ) | wy oy

Uvédzimeli dale, Ze hofej$i rovnice definujicf @, 4, c poskytnou

W, —pi

w, -+ 1o, ', -|- 0, =1—47,

a tedy

K w, _g. 70, ’”

FI "‘34—(5"1“3.")5‘—8 =g"bi—g',
mame koneéné

J(r)e

— (_ z-)gh+g'hl +g'h vc_ E_

P, t+w)af—hrai

%(dy”’+!bg”h”+6h"’) o ( _} " —1 )
3 L20, -}—w

kde u zna&f uréitou konstantu; odtud plyne

1
SJ(,) et’('ﬂ.+v=)—h"'"' a'z—( 9h+!l”l' ﬂ’h"V?e

0

— 2@ £ 2bg"h -l

leva strana v3ak splyvd s integrilem

1 1 f(g" _'!n
S d'S do @(di')é’_(g"a+h"’)"i=Aig"h+g'h"
0 0

Porovninim pak nachdzime
ghtgh+2gh" +g"h V;

A=(—7)
cili A— g h+h)—2gh VZ,

Tim tedy dokdzin vzorec

f’(w +Ua)-ﬂf
I Ogn 0+ 1wy |w,) Fgp (0 — 120, | ,)

V| L oy e D) a4 D) () ¢ o) ()

(m,m=0,+1,+2,+3,...),
kde poloZeno

SE ) =al 428 ntet, g=gt g, K=k—k,

L



a veliéiny a , 6, ¢ souviseji s veli¢éinami w, a 7, rovnicemi
_Th Wy, " =1 _
w, + w, ! w, + 1,
a z té&ch plyne, Ze w;, a — w, jsou kofeny rovnice druhého stupné
a4 26+Hw+tcwr=0.
Veli¢iny @, 4, ¢ viak nejsou libovolné, nybrZ jsou vdziny podminkou
26+0Ht—4ac=—1
Pisemeli s Kroneckerem

a=ay,20Fi=by,c=c¢,,

P =267 —1,

w. .
> =cC?
10' Wy

’

a pfedpokladameli, Ze w;, a — w, jsou sdruzené veli¢iny, budou «,,4,,¢,
realné veli¢iny hovici podmince

(19 dagco—4=1,
a w,, — w, budou kofeny rovnice
(1% ag+ bpw 4w =0,

nadez rovnice (1) obdr# tvar

e”("l +"’2)7"0

af
an (01w |w,) Bpn (0 — T 20,y |Wy) = TN gk W=y

)

Ve 2 jEmatend h"me—:rf. (m+ g’f,n.{-—:z) +eai [(m+ %") (.,+%) + (,.+.’;i) (r+%)] ,

m,n

kde poloZeno

SoGim=ay '+ bSntcon® 8" =8"+g, ' =k —k.

Odtud se obdr#f prvnf vysledek Kroneckeridv, kladelise g=A=g' =/A' =1,
a nahradimeli v fadé pfiponu » -+ 1 hodnotou s :

| e, e, ) 9, (0 — vy )
@ =V§Z (— 1)mrtmtn o (@m +bymntcon’) +2xi(mo+nr),
m,n

Volfmeli déle g=/4=1, g'=0, 4% =1, mame druhy vysledek Kro-
neckertiv¥)

Ot 0Inl 8 (521w, | 1,) O (7 — 7 W, | )
23 A Ao
_ V";‘Z ,-;.(u+|)e_"(‘°'i+"'Tu+‘°"’)—”"(T +"'),
R
A=+1,%23,+5,...;2=0,+1,+2,..).

*) Sitzber. 1889, ¢l XIX, § 8.



VIIL

1. V poslednich svych pracich o theorii funkef elliptickych zabyval se
éasto Kronecker fadou
2rimE 4+ nk)
) £ u - 2ma, | 2no,
ve které & a &, jsou realné ryzi zlomky a o, , w, znadi dvé komplexni veli-
¢iny, jichz pomér neni realny, takie midZeme predpoklddati, Ze velitina

:’79, — o ma kladnou &ist pomyslnou.
1
Rada tato nekonverguje absolutné a z té pii¢iny uvaZujme fadu
. _1 " 2z ( 1 1 " )
@) Z(u)_u—|-§"e ' u—|-'w_'z_v—+7ﬁ !

kterd jest analogickou Weierstrassové fadé pro pu, a ve které psdno k vili
struénosti
r=mé +nk, w=2mo +2na0,;
¢drka u znameni sou&tu znamend, Ze dluZno vynechati élen m =n=0.
Mubzemeli ukizati, Ze fady

' praai ~ 2zaf
I T T
m,n w m,n w

konverguji pfi uréitém pofddku summaénim, pak konverguje pfi tomtéZ po-
fddku summaénim také fada (1) a jeji soulet

(1% S@, b5 o, 0)=Y P P P TS

egﬂi(m’:l +n3z,)

bude miti hodnotu

(3) Swy=Z@)+ 4— Bu.
UkdzZeme pfimo, Ze vyraz
o0 o) eﬂnl’(u&',-l—l',’;)
(1) Y Y igeue e
H=—00 yp=—00
konverguje; k tomu cili uZijeme identity Abelovy
n n-1
Z a,.b,, = Z Av (év _bv -|-1) + Aﬂb'l ’
=0 »=0

kde
A, =aqg-+a,+...4a,.

I.
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Klademeli
. 1
— laf.vi, b, — _
ay = ¢t ’ u+42p0, +2r0,’
obdrzime
Ar+DE 2(92

= o T i ke, T 2vey) (2, 27m, - Zay)’

zdroven tu patrno, Ze
]im A" bn = 0 ’

n =00
a ze tedy fada

00 2 .
Z 7‘7——/‘)__1' ¥ o o
L+ 2p0, 4 2vm,

v=

konverguje a rovnd se fadé absolutné konvergentni

c! mi(r+1) l 2m2
P R (E S T T TN TToes Frem A

Kladeli se nyni

a, = anins , b'u =

N A2ri+DE 2w,
g A3t — 1 (ufw)(uFwl2m,) "’

a uZijemeli opétn& oznacen{
w=2puo0, 4 2ra,,

bude
AriGHDE |
A,‘= e2niE 1 '
00
Ariv+DEs

O — by 41 =Z { P T |

4@, 0g (0, 4 o) + 4w, 0, (2 {-20) }

(e+w)y(ut+w+2w0,) (4w 20) (24 w4 20, 4 2m,)

a ponévadZ opétné

m =00

jak snadno se d4 ukézati, mdme dokidzinu konvergenci vyrazu

lim _ Arehtrd
(2) Z Z %4 2pw, F2ra,’

a zdroven nachdzime jeho hodnotu ve tvaru

S 1)l(f'm'e’ —" E Z (@i DE 1) (A iLe+) 1) g (),

1=0v=0
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kde poloZeno na okamzik

p) — o — A0 (0 ) 400, (s ) |
wt+w)(etw-t+20)(x+wt20,) (-t w-+t 20, - 2,)

Avsak tada S sestdvd ze étyi &asti podobnych jako (a) a tedy konver-
guje, provadili se nejprve stitén{ vii¢i » a po té vidi u.

Zcela podobn& lze ukizati konvergenci fad 4 a B pti tomto pofadku.

Tim jest ale platnost rovnice (3) zajisténa.

Z absolutni konvergence fady (2) snadno se odvodi, Zie Z () jest ana-
lytickou funkci jednoznaénou proménné #, a nemd jinych mist zvlastnich
mimo poly stupné prvnio #=2mw, +2ne, ,(m, =0, + 1, +2,...).

TotéZ plati, jak ze (3) vysvits, také o funkci S ().

Pro tuto funkci obdriime charakteristickou vlastnost, jestlife v rovnici (1*)
piseme nejprve #-+» za n a u vysledku » + ¢ za m; tim se objevi vztah

4) S (1) = Bitwtioh 8 S (1 2oy 425 0,)

kde p a » jsou libovolna ¢&isla celistva.

Znamenejme nyni oz Weierstrassovu funkci ¢ (# w, , w,) sestrojenou na
zdkladé polouperiod @, , w, , a polozme
O(u)=Sw)ou,

pak jest @ (#) celistvd funkce transcendentni a ma vlastnost

O (x4 20)=(— 1prtrtr2i@t+a-2zis Q (),
kde pséno

O=po, +rvo,  q=py +rn,E=pf+rk,
pfi &¢emzZ 1, , 7, znamenaji zndmé Weierstrassovy konstanty z theorie funkce
sigma. Odtud plyne, Ze funkce @ () lis{ se jen stdlym &initelem od funkce

o (u -+ 25, 0, — 25 a) . 2Em— e,

staly ten Cinitel obdrii s¢ porovnanim hodnot obou funkci pro z=0; tu
jest @ (0) =1, kdeito posledni funkce pro » =0 se rovni vyrazu

e (250, —25 o)
a tedy

s o (w28 0, — 2§, 0,)
f)(ﬂ)_‘e’"( S —5 ) ,(o- -(_12_52 ::l _l_ 351 m;) 27
Gili
(5) S (” ’ “1 ’ §; | My (0.2)
:(_’2"(51’12—5:'].) 0'(”—'—2.2 Wy — 2E| Wy ‘ o, (llg)
g (|0, m)0 (95 0, — 2§ 0 ) 0g)

Tim vyjéddiena hodnota tady (1) pomoci Weierstrassovy funkce ¢. Dikaz
proveden pro vsechny realné hodnoty &,,%,, pro n& konverguje fada (1),
t. j. pro ony, které nejsou celistvé. Znamendmeli

v=2%w, —2§ o,

L
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-

bude veli¢iné v odpovidati bod poloZeny uvnité uréitého rovnobé&iniku period,
a veliéiny — &, , & budou soufadnice bodu v v uréité soustavé kosouhlé,
jejiz osy maji jednotkové body na mistech 20, , 20, .

Rovnice (5) pak ukazuje, jak lze vyjddriti funkci

o(utv) 24 Ema— £
coun.ocv

trigonometrickou fadou o proménnych &, , &

2. Budtez nyni «, 8,7, celistvd cisla hovici podmince «d —gy=1;
jak znamo, obdri{ime veSkera celistva ¢isla 7z , 2 a kaZdé jen jednou, klade-
meli ve vyrazech

m=oam +yn',n=80m'+8n

za m' a ' veSkery celistvé hodnoty; a sice soustavé s — 7 =0 odpovida
soustava m' ="' =0.

Jeito fada (2) konverguje absolutné, miZeme v ni za m a n kldsti tyto
vyrazy a zafiditi pofad summacni libovolné.

Tim ale vyraz w —=2mw, + 27w, prejde u vyraz

w=2m (ew, } fuwy)+ 272" (yu, + 8a,),

a zdroven bude

z2=2m (a$ +8&)+27 (y 5 + 8L,);
pisemeli tedy
(6) {mlzaml+ﬂmn,w'n=?’°’l+a“’2'

EFr=af +8% .5, =7& —|—J§2 ’
objevi se hodnota fady (2) ve tvarn

Z(w,§y §y| oy, o),
takZze bude

(7 Z(w, 8  Ealog,00)=2Z(u,¥ 5|0, e,),
émzZ shleddna dilezitd vlastnost funkce S (#).
Zbyva jeitd vysetfiti, jak se k transformaci (6) chova funkce S (#); od-

povéd k této otdzce poskytuje vzorec (5). Znamendmeli totiZ y’,, n’y hod-
noty funkci y, , n, pfislusné k polouperioddm o', , ®’, , bude

Wy=ean 48, qs=1rn +dny,
takZe obdriime

Einea—8en =8 —8mn,
a podobné
Yoo\ — ¥, 0y =5o —§ o,
ponévadZ mimo to

a(sla’y,0')=0(s|0,n,),

I
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z8istane vyraz na pravé strané rovnice (D) nezménén, provedeli se v ném
transformace (6), a bude tedy
(8) S 5 o, 0)=S,§,,5 |, o).

Z rovnice této plyne také, Ze fada (1) obdri{ tutéz hodnotu pii viech
poradcich summacénich, které odpovidaji substitucim

(’” 1) = (:, ;) . (’”': nl) , 08— 3y =
Uzijemeli déle rovnic (7) a (8) u vyrazu
A —Bu=S@)— Z(w),

shleddme, Ze veliliny A a B sc neméni pi%t transformaci (0).

Tyto veli¢iny moZno také vyjddfiti pfimo pomoci funkce sigma a jeji
derivaci. Z definice (2) totiZ vysvitd, Ze rozvoj funkce Z (%) je tvaru

;ll +auntt+a'ud 4. ...,

a 7e tedy
S(ﬂ):%-—]—A—Bu—{—au‘-’—l—a'u"—l—....

Tento rozvoj porovnejme s onim, jenz sc obdrii pomoci vzorce (5).
Znamendmeli na okamizik

e=28&w, — 25w, ,8=28n—25n,
obdrzime

)+ (ea+2g—~ ”“)u+....

g

a tudiz mdme porovndnim

o_:u {T”(!
A= LElrraarr
Vysledky tyto ndm poddvaji rovnice
@aimitng) o (28w, — 2§, w,)
Zﬂ 2mw, +2nw, 2 —Sm)+ o (25 0, —2§, a,) ’

(9) 9 ’ 2nims +néy) . .
B ol 2o, 27 0y)? =451 — &)

£ n, — o (25w, —2§, “’a) ¢"(28, 0, —2§, o)
4G =2 m) "'(2§u‘”| — 2§, “’n) 0 (38,0, — 2§, a) °
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Rovnice () a (9) poskytuji fadu specialnych vysledk®, na kterych Kro-
necker velmi si zaklidal ;*) rovnice (5) oviem neni novd, nebot poddna byla
Kroneckerem v jiné form&, novy jest pouze jeji dikaz a jeho disledky (9).

3. V fadé (2) dosadme nyni za 2, # hodnoty

’

m' n e’ n
’”—"‘—‘7‘]‘77{:”—19 7+'37,

pfi éemz «,f,7,d jsou celistvd Cisla, a determinant
ad—fy=d

je kladny; litery »’,»’ maji probihati celistvé hodnoty, pro né vyrazy m:,»
jsou celistvé. Zavedemeli jako v ¢l. VI. do obecného élenu dinitele
. Z 22 @ -y (B - S)]
Epy, gt = —d—u— e ,
2y, %y
bude dovoleno vziti soucet viiéi vdem celistvym hodnotdm ', n’ bez rozdilu
Jeito pak

’ ‘15 +ﬂ§g 2 L 7§1+"-52_
d

z=mE 4 nk,=m -

w=2mo, +2nw, =2 m’' —ﬁj:?é%— 42 1D -1—-8«)._._,
bude obecny é&len zniti

1 25 w0 by +%,8) )

ek (u+—"5+?5 ‘
kde pséno

§|”=“§|+ﬂ$21 520=7§I+J§2’
a pisemeli dale
o_ o, 1 By, @ o__ 19 +dm,

m, - d——" ’ (1] (1 Ty

obdrZzime hodnotu fady (2) ve tvaru
[ 1}
1 Zz(u’_gl +"1d"+"nﬂ , E°Fxrtxd ‘”10-“’90)

d
(%, y2,=0,1,2,...d—1).
Jde nyni o analogicky problém pfi S (%) .

*) Zur Theorie der elliptischen Functionen (Sitzber. 138), &ldnek XX, § 6.) Srovnej
téZ tlinek zvéinilého mathematika berlinského P. Ginthera (Partialbruchzerlegungen in
der Theorie der elliptischen Functionen) otidt&ny ve 113. svazku Journalu fiir die reine
und angew. Mathematik.
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Znamenejme
(u)—'dazs("v = —I—x,a—}-x, ’ §,°+x:ir+*g6 “’10-“'90);
®y %

ponévad? druhd derivace rozdilu S (») — S (%) je nullou, musi
Sn) —S w)=au-+6,
kde tieba uréiti konstanty a a 4.
Vzrosteli # o 24 w,®, vznikne odtud
S(w) et @bt — @ (u) e~ 2218 —au+t- 64 2adoe°,;
aviak tito exponencialni Einitelé

e—2ai(al 4+ &) a —2aiE’

maji hodnotu spoleénou a tudiz musf a=0,5=0, takZe mime vztah

(10) S(”)—duz (oS tmetnd Widnrtal o o),

Tento vysledek obdri{ elegantngjsf formu, vyjddfimeli v ném veli¢éiny w a &
veli¢inami w® a §°; je tu totiz

— o___ 0 — 0 °
o, =8, Bw,?, 0, =aw,’ —yw,®,

X 0
R AR Srs

a tudiz zni nds$ vysledek

d 4
5(,,, gl SRR fue, o)

S(“ N ﬂ ,ai’— 5 Jmno—ﬂ"'no'“""-'o—7m'o)

xy , %3

aneb zménimeli oznaéeni

I S(“ 351—ﬂsg.—7t1+ﬂ§q|¢’°’|—ﬂf%'—'703.-*"“%)
(10%) l —_ Z S( &4 +m '§ﬂ+i%iﬁ—llml v‘”-z)-

Ky %

kde summaéni pHpony x, , », probfhaji hodnoty
x ,%=0,1,2,...d—1.
VyjédHmeli kone&n& tento vysledek pomoci vzorce (5), mame
AU m+dm =)~ @n ) g (u f-d . v |, , wy)
@ (| @, 0)0(d.v]w, w)
-1 2 (g Aty o(u o — s ns) | g,)

ar 2y @9 — ¥y @y !
*15 ¥ o(u|w ,w)a(v— 1Ty o)

I
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kde psdno
o =0, — fuy,m,=—70 F-w,,
v=28w, —2§ 0,
a litery 7, , n, znamenajf funkce 1, , 7, pFisluiné k poloviénfm periodim o, , o, .
Opakujeme, Ze a, 8,7, d jsou &sla celistvd a determinant a8 — gy —=4d jc

kladny. Pravad strana je analytickou funkci argumentu , podobn& vsechny
vyrazy ¢ na levé strané, i musi tedy téz

25 (m+Om—m) — 25 (en +dn —n,)
byti funkci argumentu », a to patrné 2 ©, kde i je konstanta; porovnimeli

tento vyraz s
21w, & — 240, §,

obdrzime po vylouceni 4, uZijemeli vztahu

ni
7y Wy — Ny Oy =TZ‘1

rovnici
— - — i
(“ﬂ‘{‘ﬂ%)“’n —(rm +3%) w0, ="2

kterd splyvd se samozicjmym vzorcem

- = - = nt
’71“’9_’72"’|=—2_'

Vyjadimeli v rovnici (5) funkci o funkci &, , obdrZime vzorec Kroneckeriiv

. . C Y . i - 25 @y
5 St ko ey 1 0 O18) 0 (R
P Sfehleed=gp e " T G 3o, (e E )

ktery lze také pséti

. P2ailna—mr) _ puni o, (Olm)_{}' wto-4r10] ml
57 ,f‘,-‘l,u—l—m—i—nm_ M@)o (ot r0|e)

IX.

1. Budiz f(z,y) =ax*+ 26xy - cy® kladnd forma kvadratickd;
A = ac — b* jejl opacné vzaty diskriminant, » veli¢ina kladna; ddle budte w, , 1,
dvé komplexni proménné, jich pomysiné &asti ve své prosté hodnoté ne-
pfevysuji uréitou mez, v, ,v, pak dvé& velidiny realné, nikoli celistvé; koneéné
bud s veli¢ina komplexni, jejiz realnd éist je kladna. Znamenejme na okamzik

oo oo 21 [0 0,4+ m) + 0, 0,4 m]

Flan, wa) = Z Z [# 4/ (e +m, 0y + ;‘)T '

m=-—00n=—00

a pokusme se o stanoveni soudiniteldi trigonometrického rozvoje

F (10, ,10,):2A,,,,,e‘!""(/‘"’n'*‘”"’r), (,p=0,+1,+2,..)

H,?
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1

1
A#.V=S S F(w,y ,w,) e~ 2ot ved Joy, day,
o

a dosadimeli sem za funkci F fadu, kterd ji definuje,
11

x X nil(o,—p) (0, +m v, — ) (w0,
y V=Z Z S‘S Ao, — p) (0, +m) + (v, —») ( +:n] dw, dw,
# m=—ocon=—00y ¢ [1;-|—f(w,—|—-m,w.z+n)]

Transferujemeli tento integrdl substituci w, =2, —m , wy =2, — 7,
vznikne

1 +1
A", == x Z, I ’
B o oo n = oo l Y * l” + f(z, sxa)J

a odtud konecné

o0 o0
S S g’”i (("l —p) 2+ (v, — ) 31)

@ e ———oo o0 [/ (=, 2)] A
Tento integrdl moZno pietvofiti pomoci identity
(o o]
I (s) _=Se-t[u+f(z,,z,)] r-1d¢,
[+ f (2, 2)I Y

¢imZ se obdrii

ocC o0 o©o
r(s) A,y =S e—tugs—1 4y S S o=@,z +2mi [0 — ) 5+ (0 — ) 2] dz, dz,

0 —00 —00

dvojndsobny vnitfn{ integral uréi se pomoci zndmého vzorce

% oo au —2bwu" 4 cu”

S S @ 2hay Loy bwstw rgpdy— T, 44

—00 — 00 V—J

v némi d=ac—4% a ktery moZno ostatn® velmi snadno odvoditi; i ob-
driime tak

(@ I A4.,,= e -4t

Ya

Pfi oznacenf (1) neb (2) bude pak platit vztah

cgo —lu - Z“it [a(v,—v)’—!b(r,—v)(u,—,4)+c(v, —;:)']
0

OO o0

(—00..,00)
® ¥ ¥ drivoiminet) A, Aniotre),
m=—00 n=--00 ["‘I"f(wl"i'mvwn‘i"”)]' u,v
Rozpravy. Rofo. 1V, THda II. 2

I.



18

Pfedpokldddmeli, Ze realnd &dst velidiny s leZf mezi O a 1, mbZeme ve
vzorci (2) ptejiti k limité pro #=0; tim se obdrif pro A,,, hodnota

g & = arlam-wr—tbe— Ho—m+co—ur]
F(J)A,,,:WS 4 r—24d:
0
a ra—s)a—

- VZ”Q-” [a (Ve — 9 —26(vg —2) (v, — 1)+ ¢ (v, __")2]1—:’

takZze jsme vedeni k reciprocité

. ] 271 (0, (0, +m) + v, (0, + )
ro(* ) (a<w T 20w, ) (g 1)+ < (w0, + )
(4) (V’—)l_’ (-2 =) 27t (mo, +nw,

—r(l_s) 3 m,n ("(vl—m)g_‘?b(vl _m)(vz_”)_'_a(v.‘_”)g)l—t'

jejiz piipad zvldstni jsme uvaZovali ve své rozpravé Studie v oboru Malmsté-
novskych fad a invariantl forem kvadratickych.

2. Hodnotu levé strany rovnice (3) znamenejme
R, , wy;v,,v,|a,b,c;5;u),
t. j. polozme
K@, ,wy;v,,v,|a,b,c;5;%)
(5) rime,+-nv)

= 2 o 25 ) G F A F e Gon AT

Pro studium této funkce dileZita je téz fada, kterd se obdril pomoci

rovnice*)
(S plnoni v” 2 ¢ ( )»
2voai 2uwni - £ — —ﬂl r—8dx.
,,_Z_c,o [(z0 + )2+ 2 - T ) . _E ¢ S ‘

Prevedme nejprve vyraz

a (10, 4 m) 25 (w, 4 m) (g - m) - (g - n)?

na tvar
2 [wz +n4 % (w, + m)] - (wl —+m)*,

a provedme v fad& (5) nejprve séitin{ v@éi »; tu bude tfeba poloZiti

1/=7I"w=u’g+'%(wl +"‘)v3=c_dn-(w1+”')a+:_"

*) Zékladové theorie Malmsténovekych fud, str. 41, vzorec (1s).

L
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a obdrii se
R(w, Yy Wy Uy, Vg Ia.b,t‘;:;u)
— B, w, nf v; Z !"'[%0‘—")("+”)+"I'A+F|'l]
= I (s) -
(6) . 4 .
t) 0y *

S P (;,—(w.+m) +%) ——F—z‘_gdz,

(#,m=0,%1,+2,...).

Soudin I'(s) R (w, ,w,;v,,7,|a,b,c;s,;u) je tedy celistvou funkc{ trans-
cendentn{ vidi s a zlstane j{ i pro #=0, nenfli w, celistvyym &islem.
N4s zajimd hlavné hodnota této funkce pro s==1; tu mime pfedeviim

0o
g _[%(,l+,,.,-+%],_ e -w Jx
p padhad

Ve
v; e"’l": l‘l"v— (0, 4 m)* c,

VGt

0

a tedy bude
Rw, ,wg;v,,v,|a,b,¢;1;u)

2ai (Fin=o) tm tmotuw) = oy—p | VAo Fmr Fou

(7) ~2r,wymwi
= mz,pe V4 (w, -+ m)® 4 cu
(P1m=0,._. 1, _'!'_2,...).

Ptedpoklddimeli 0 <z, <1, a provedemeli s&itinf v@&i g, vznikne
v pravo vyraz

— 20,0, nf 6 1 e-”"(—ﬂv.+%-,(-.+n))_’_’:’;vm_rc—;
me ? | A
m="_'°°VA(w.+m)'§+cu | 1 e_g,.a(-,+%(.,+,,.))_2%-vm
1 —_—
i (mo o+ (e o, 4m) — 2T O TG TR
+
1— e’"‘("’*‘%(‘""’"))_!:"vmm
¢ili
(202 Gy tcuy
€ a(wllwg;‘”|p7j’|a,6,£;l;u)
fm

! co—bm) -~ B yT@ T Fo

L= o V4 (w, +-m)* - cu ) _ T emdemtom - VI Fw e

:ﬂ Vie, Fmrfen

{ l-e———(bw.+c.,+bl)+ Yd (e, +m)P fcu
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P#ipad w, — w, =0 tohoto vzorce byl jinym zplisobem vySetfen v roz-
pravé Studie v oboru Malmsténovskych fad a invariantd forem kvadra-

tickych.*)
Vysetfme jeité pHpad #=0; tu bude dle vzoru (a)

K@, ,wy 7,75 |a,8,c;1,0)
e!ni(mu,—%(w.+m)) —QL‘_'"leW|+m|

—2p,w, Af OO
e 1
VA _oolwl_l_ml 1_£—2ni(w,+:(w.+m))—gT"V7]w,+m|

2 (mo +uy 2 —w) oyt m) — 2T T 0y

+ —
L > ot m) ~22 V7 ot
V tomto vzorci pfedpoklddejme 0 << w, << 1, nadei |w, } »| md hod-

notu w, -+ » pro m >0, ale hodnotu » — 2, pro m —= — n ,n > 1 . Spojimeli
zdrovenn ¢leny positivnich 2z v prvém vyrazu se éleny negativnich 7 ve

druhém vyrazu, coZ d4
00 1 9nimu,+lv,ni(w|+m)Lt{E
o @ +m —2iw, + 2 (o, 4 mp —2 IV
1—e c
-1 ) eQni(m0.+w,\—znl'(l—v,)(w.+m)#-d—
- S
m=—o0 wl +m 1 e!ﬂl.wz_z"i(wl'l‘”') _—bt'—ﬁ

anl'(m v, + @, v, (0, + m))

obdriime vyraz
_ ein'(-w,+m.(w.+m)) !

3 1
D

a podobny vyraz se objevi, spojimeli ¢leny ostatn{; pfi tom znamenime
—b4-iYa b+ iY4
T eE T

0, — ’
takze , a — wy jsou kofeny kvadratické rovnice
a+42bw+ca?=0.

Zavedemeli oznaéenf
a > _E 1 Aamoni
®) (u,w,v|m)_n=_°° utm 1 —riwtma)

obdrii nas vysledek tvar
R, wy ;0,75 |a,0,6;1;0)

- V’f/_l [82',"i(_w'+"'w') b (w, , —w,+w, 0,7, +vp0, o)

— Anni(—w,—v,w)() (w, y— Wy — Wy 0y, Y, — Uy 0y |_m2)l .

9)

*) Vzorec (2).
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kde pravou stranu lze také psiti
(9% —V% [e!v’”i(— wteed) d (w, , —w, +w, 0,7 +v, 0 |0)
+ it =t @ (w, ,w, +wy 00,7, +(1—2,)m,| tﬂu)] .

Touto velezajimavou transcendentou zabyvali jsme se jiz ve ¢&ldnku IV.

[§ 2., vzorec (9)], kde jsme uvaZovali vyraz
2nsxd
00 1 e, ;,—
J(z,y,s|v,,1/.,)=2 z 4 nv, 2Tm.(_r+1n.-.) 1
e™ —

n=—00

ktery jsme vyjadfili omezenym integrélem sestrojenym z elliptickych trans-
cendent.*)

8. S transcendentou & (1, v |w) sctkal se také Kromecker v jedné ze
svych poslednich studif o theorii funkci elliptickych.**) Za pfi¢inou uplnosti
budiz n4m dovoleno reprodukovati tivahu slavného mathematika, pokud toho
vyzaduje souvislost s nadimi studiemi.

Vychézejme ze vzorce (5°) élinku VIIL:

E Lailnd — m) Aruni 8, 9, (u+ ')
“utmtno 0, ()% ()
kde #' =oc -} 1w .

. ] ® w .
Pisemeli nynl;,—v— zaxaw,aklademeli v —=ocv4-rw, v’ =d v w,

mdédme vzorec

Qﬂ:ni 0‘:0l(utw)

Raito'— my) .
D eFmroran =" 5070 &)

Vyménfmeli # a #/, plyne odtud vztah

Arildato—rmta] N 2aita—mr) )
1o .é\: (0+m)v+(r—|—n)w_,%l. @ Fmov+ @ fnw '

pfi tom bylo pfedpokladano, Ze pomyslna &ast veli€iny 7—: je kladna; hledejme

nyni hodnotu fady

P ld) [u’(u+t)—t’ (n-l—a)]
4= Y e Fomw

‘ *) V citovaném &l4nku nedopatfenim uddn vysledek (8) chybnd: m4 tam prav4 strana
zniti

e i

m.(l _ 25 1 ni 1 ¢

- -v
v, v,) —2zaf ihqTa 2 BT
1 !}e " g 2, sin N ,,=_°°z+nv,eT‘ (z+!l!;)—- ;

**) Sitzungsberichte der kon. preuss. Akad. z r. 1890, str. 1025—1029,

@=+nv,)

L
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v pfipad¢, kdy pomyslnid &ist veliiny ;—U je zdporna; tu vyméfune #za — »,

a obdriime

AaAxi[-d m——vm+0)]
1= XTI oo’
tedy dle (10)

Aaninotmy)
A= 7 7 ’
X (=o' +mv+ (' +n)(—w)
a piSemeli zde — # za m ,
ai(no—my) w
A=— Z (0'+m)7/—|——(¢'—|—”)1;~ pro Im. ~v—<0.

Znatili ndim tedy s znamenf sgn. Im. %, t. j. e= * 1, jak jest pomy-

slnd &ist velidiny 1:— kladnou neb zdpornou, bude

" e!nl[o'(n+r)—z'[m+a)] _ e2rilno - mz)
(17 E;.. c+mvt+(Gtnw —,;,. @ +mov4+- G fnw

Spole€nou hodnotu obou stran znamenejme Ser. (6 v rw,c'v | t’' w)
a utvofme integrdl
oy
J=2 evnz’S Ser.(cv+ttw,0c'v4 1) w)do’
r’ll
+2¢w nz’S Ser.(cv+trw,dqv 7 w)d7r

Pocitimeli jej pomoci pravé strany, obdri{me

¢ ] ai(no—me (0’0+m)v+(to'+”)w .
Jz:hm-;neg ( (R A Py e s pr

pfi uZiti levé strany obdriime pak

enilde @+ -1 m40)]
>
(=

FAl+motetnul
At [oe+n—1/ (m+0)]
— ,,Z :

Fmle+mvttnw]

2ni o+ 00— (m 4 0)]
—w},

@ metmot@tnw]

e’ﬂ‘[ﬂ.(l+r) — 1y(m+0)]
+w2 @+me+m)ov+(c4nw
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Obe prostfedni fady po selteni obecnych é&leni poskytnou

Z e’:rl'[a.(l+t) ~ ty(m+ )]
@+m)(r+n)

a tedy méme jako druhy tvar integrdlu J':

7 Z 2ai[c+mo — o+ m)e/]
v

A aF et mo+ e+ u)u]

+“’E 2xtletma—@+mr)
S etmletmo+(+nw

Z e!nia,(r-}-n) Z e—ﬂnl’t,’ (o+m)
—_— - ;
- 7{n o m

porovnidnim obou vyrazd pro J mime vzorec Kroneckeriv

o B im0 b m) vt (o )
2 Z o8 o T ) v (1 - 1)

Z e!ni[lr+n)ao'—(a+m)rn’] E e!nl'[(!+'l)ﬂo—(°+ﬂ)fn]

(1) l =

l Z e!nlo.(r 2 e—in'to'(a-{-m)
- ttn oc—-m )

Rady na pravé strané vyé&islime nyni pomoci vzorce

A2kbri Rabxi

a—Fk =2nim‘, (O<b<l)

(a)

k=—o00
Tu ptedeviim obdrzime pro vyraz
2 [ 4+ m) 0o — (o +m) 1y']
v Z d I ‘ — ! 1
Setnlet+motc+mwl

piSemeli v ném — m za m, a provedeme séitdni vili » , piedpokladajice

0<7,<1

a=

in
e’

a=2nz'z .
"""” !""'(r+n)+zam ’
4

n=—00

o 1 (o 0417/ 0) (x4 1)

abychom obdrzeli fadu

Z e!ni[(r+u)w.--(a+-)r-]
Setmlot+mot @t

1.

e (4|04 m)v—]—(z—l—n)'w] +w,,.,,,(a+m)[(a+m)y+(r+n)w]
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pretvofme nejprve obecny é&len pomoci identity

1
(@+m) (o +m) v+ (x +n)2]

=7 [T e eEaT )

takZe bude

B E e2ni(c+n)o, E e—!ni(a+n)t,,

a0 NP "N |

kde
t’!"[[(' +n)e,—- (a+m)vn]

=,.,,, (r+#) [a-}-m—[—(r-{-n)%]

se uré{ jako dfive a sice bude za supposice 0 <7y <1:

’L(a.v+r.w)(r+u)

_2112“ 1 e’ ;

T4 n ""’”( +m+2ani
e

vloZenim nalezenych vysledkd za a a b do vzorce (11) obdriime

(8 Z Aritmo—milog G+mv+ ('t mw
- E ot mv+@t+mw
00 !—”—5(% v+t 0) (x4 n)
— 1 e
(12) _:=—m 1+n eg.”". (t+n) 4204
[ore) i:~ (60 +1,0) (z + n)
1 e
\ =—00 1+n Qw:u (t+n)+42oni '

kde se pfedpokladd 0 <7, <<1,0<<7, <1.

Pfi poditinf fady b objevila se rovnice

Z Arilrtmo, — 6+ m)r)

A Alet+mrtetrw]

Arxilc+mo,— (o 4-me]

+w§n (c+m[e+mv+ (e 7 w]
eln{(l-l-n)a. ’—!ni(a-}--)t. .
Z t+n b= cotm
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vyjadHimeli ob& strany pomoci vzorce (a), ptedpoklidajice 0 <Trmqg<{1>
01, < 1, obdrifme vztah
2nf

r 00 1 P v (0,0 - 7w ) (x4 1)
Z LA o ] 2wni (t+n)+2oni
n=— 00 e A4 —
(13) * 2r i+ —'—”—i(v—a,u—r,w) (o + m) ,
00 1 e L4 . Qnz elrni
+Z o~ m !vﬂ(o-i-n)-l-!rni _(eﬂuu'_ 1) (eﬁcal . 1)'
| m=T e"” —1

ktery jsme ve &lanku IV. odvodili pfimo pomoci véty Cauchyovy,*) kdy ndm
prace Kroneckerova nebyla jesté piistupnou.
4. Vzorec, kterym jsme definovali integral J, t. j.

ayf

J= 2svnz'S Ser.(cvt+tw,o'v+1,) w)de

[

+2ewnz'g Ser.(cv+trw,0, v+ w)dr,

To

poskytne nové vyjadreni nasi funkce, nabradili se v ném vyraz

Ser. cv+tw,00v 41" w)
hodnotou

1,55 0 0150 (RF 1Y)

e v

v 8, (56 (3)

=¢(«),

kde poloZeno
u=cvtrw, s =dv’w,
a zdrovef se pfedpokladd ¢ =1.

Pon&vadZ tu zdroveh vds a wd: znadi hodnoty differencialu d#’,
mame

u' "
E{I—I=S o @) duw + S o)du,
u, u,
kde v, =c¢qv 4 r'yw, a integrace jsou pfimocaré.
. Pokud 0 <7y <<1, 0<<r,’ << 1, neleif v trojihelniku wq #, %, Z&dny pol
Integrované funkce a dle vty Cauchyovy bude tedy

I _(oony
2’”,=Sqa(u)du ,

kde integrél je piimocary.

¥) Str. 25., vzorec (5%).



Méme tedy
s w 4z | w
Si 0,019 6 (CTEIT) Beemt
AENC TN
Srulyni Drugni
='—"’(7'uv’u_'2\£)e ° +¢(1)llh"2)e v
v 10 v v v

aneb coZ totél jest

e!l.’lnl' dz

§w«>wmw+xw)
g | )

% (« | w) &, (2| @)
— —O ('z,u,a: l w)e!rzni_}_ ) (1'1¢,zo|m) e!tz.ui’

ze kteréito rovnice (kterou ostatné differencovdnim piimo lze verifikovati)
plyne, Ze

b (z,u, x|w) jest funkce majici logarithmickd mista svldSini x = m--nw,
a tato vlastnost stdvd se evidentni vyrazem na levé strané vzorce (12).

5. Kroneckerliv vzorec (12) moino pséti

o ) e!u:’ni a+m
Quns rwnd
T n (Zunmt , ZRwAE
n=—00 + e v + v _1
r '
—.Elog.u_g_sz’ezﬂf(nu—m:) log u0+m1}+nw
v -l mv - nw
00 1 e%(““)
= i | Inwai
T n L
A
41
_slogﬁ_az'e!'ni(nﬂ—md log Tlo ' mv—l_nw
v o mv+4nw '

kde v souctech 2’ dluino vynechati kombinaci m =n»=0. Z rovnice té

patrno, Ze kaidy z té&chto vyrazi je nezdvisly na #,, resp. na #',, takie
bude zajimavo uréiti vyraz

o0 1 e!u;:u‘ 4 )
F(ﬂ)7|v)w)=-=2—m 1+n e’“ﬂ"i+!":"i 1 —GlOg;o
_SZ’e!m'(na—nu) log uo—l-mv—|-nw

o, mv 4+ nw

pfechodem k limit& pro %, =0.

Clenové prvnf fady jsou dvoji: jeli 7s zaporné, blii se pfi limitnim pfe-
chodu %, =0 ¢&lenové tito &lendm fady absolutné konvergentni, kdeito lle-



'

t-}ns

nové druzi, kde #s je kladné, blizi se ¢leniim fady divergentn{
pojme tedy k fadé soucet

N . (""")l nas
S(”o)= Z 'z+n +sgn2( +’)

n=—00

jenz se rovna vyrazu
ld (x+n2)

S (2,) = z "‘I"” ,

a obdrzime

00 .
_ u, . t,!u‘,:u(r+ns)
_—-slog—— Z———c_'_”s
E etm 1 + 1+ sgn.(ze+3)
+ e T +” e!n:ni+ Ql:’:n' . 2
_ ezlt,!ni(na—mt) lOg uo+mv-|-n'w .

e~ mv-t+nv
Posledn{ tada blizi s¢ nulle zdroveh s #,, a midme tedy

1 l+sgn-(m+i)]
2

)y = [ MJ,!_?_:'_I +

!u,,:rl

OO0

F =

— - (t+nz)
]

— lim slog——|—2 't—|—ns

Uy=0
takZe zbyv4 jen uréiti limitu vzdvorkovaného vyrazu.
Budiz pfedn& s =1, i bude

,uo’” ('+”) %® ru,ns

.S(uo)_z A =Se—u —z *

= 0 1—e¢

pii ¢emZ se predpokladd 7 >0, aneb

S (1) = e!”:'.m V )

kde poloZeno
o0

V(3)= 5 e 1_:f+!lai ‘

Jeito integril

o0
5 @ —z+2al

1] —e—=+2sai dz = V(s) - log (1 — e2*#%)

l.

. Pfi-
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se chovd pravidelné pro s =0, mime

V() = — log (— 25m4) + (s )+§ £ g,

kde () znalf veli¢inu, kterd mizf zdroven s s.
Bude tudiz

ul‘ir=no (log % +S (uo))

o o}
—llm (log———log( zuo”l))—*—gi—'z—iz_dw;

1—e =
0

iy Uy . e v .. .
veli¢ina —ﬂl je kladna ve své &isti pomysiné, tedy

log (——— 2;:” ”z) = log 1—:;'— —|_ ]Og i’i ,

a nasledkem toho

lim (1og %2 + S () = —log2a+ 3+ ' () — 1

tudiZ mdme vysledek

F("'v””s'w)z‘%—l-log?n—l"(l)—l— l;((:))
3 1 1 14 sgn.(n+ )
+"_Z_oot+n(’"_'ﬂ"_'+}_uv-_ﬁ 1+ 3 2),

pfedpokliddaje sgn. Im. i:- =1.

Nas vysledek tedy zni takto: Feli pomysing ldst velidiny o kladnou,
anamendmeli dile u =o -t vw, a jeli z komplexni velidina, jejis pomysindg
cdst leZi mesi nullon a pommysinon Cdsti velidiny o, bude pti podmince
01

( 00

exi(r+ ) ’
1 a _ _logz_z etrifma—ny) ]Og ,..—l—-m—l—nto
1+n etun‘(u+nw)_1 &= m—l-mo

F(‘t)
re)

An 1 1
+x=Z°° ‘t-|l-n (eﬁai(u+1nw)_l+sgn( _|2_2)+ );

funkce na pravé stran€ se vyskytujici je ndm jiZ znamy itvar z rozpravy Zd-
kladové theorie Malmsténovskych rad®)

n=—00

(15) | =" flog2m— 1" (1) + 2t

[o.2]

*) Str. b4
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Jeli za jinak stejnych podminek pomyslni &ist veliin ® a z zipornou,
mame

o0

1 e!;nl(r+ﬂ) , ] 2 m no
Z 7 datatam —1 —{—logz+m2n 2rimo—nnog _‘Ij_-l—

e m-+no

I'(—=»9)
r(—r»)

—sgn. (n— +
+"=Zoo T—:—n (einl'(u-}-lnw)__l —-I—1 gl’l2(n !))

6. V Kroneckerové vzorci

¢ Z Arita—md) o (@ot+mrv4 (o nw

=_£2f—1og2n+r'(1)—

(12) m,n A +;”).'U+(Tn+n) w |
—o( 23 e (5 )
ve kterém
#u=cv-trw, 2y =0, v+ rqw, #y=o'gv4r,w,

piSme nyni, znamenajice @, a — @, kofeny kvadratické rovnice
a+42bo+4ca®=0,
jednou v =1, w=ua,, e=-1, podruhé v =—1, w=w,, e=—1,

a odeétéme vysledky; i obdriime

¢ E Arita—mo) Jog a(@s+n2—26('y+n) (g4 m) + c(¢'y + m)?
e a(zg+m)?*—26 (1, + 1) (6 +m) 4 ¢ (5, + m)®

—= ¢ (1 , o'_l— (. + T @, [ ml) £2ri (ag+ To0,)

(16)

— ¢ (7, G—TW,, 0y — T, 0, I —_ m,) 2 wi(o, —ryw,)
— {(h (r,od1m,,0 70, |0)2rai@+rw)
— (10— g .y — gy | — ) ebrIe—rion)

Levou stranu Ize povaZovati za derivaci funkce

‘-Qni(na—m:)

;" [a (o + n)* — 25 (1, + 7) (6, + ) + ¢ (0 + ’”)QJ.‘

Alnimo—mr)
,;.. [e (o4 m)?— 28 +7) (5, + m) +c (0; + m)?)*

vzatou viéi s na mist® s = 0, kterou?to funkci dle oznalenf § 2. mozZno pséti

R, 195 —1,0|c,—b,a;s,0)
— (@, ¥y;—T,0|c,—b,a;s,0).

I
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A proto moino obdrieti vysledek (16) té%Z pomoci vzorce (4), jestlize jej
applikujeme na nd$ rozdfl a piejdeme k limit¢ pro s = 0.

7. UvaZujme nyn{ nekonednou fadu

|S(u,u';§, v | 0y, 000 ;8)
(17 l (:———002--00)“!“.(’"54_"5’) [( w4+ 2mao, +2na, ):— 1] ,

u+2mo, +2n0,

ve které &, 5, znaéi dvé realné veliéiny, jez nejsou celistvymi &fsly, 7,7’
dvé komplexni veli¢iny, pro né% Zidny ze zlomki

_ u42me, 4 2n0, o i1 s
— W F2mu, +2nun, (m,n=0,%1,+2,..)

neobdrZ{ zdpornou hodnotu realnou. Mocnina a* ma byti ddna jednoznaéné
vyrazem ¢*'%€4 v némi pomyslni &ist logarithmu je mezi — 7 a #; kromé

toho ptedpoklddejme, Ze pomysind &ast veliCiny —::—"— je kladnou. Uzijemeli
1

nyni vzorce znimého z elementi

o0
S rtdx n .
= — a—*,
etz sin s 7
obdr#fme pro nadi fadu vyraz

”
sins#z

af(mé +né, W+ 2mae, 4-2n0, 1
_Zt,z et E)Slu—|—uz+-i(_l-|'fz)(_2‘_ft;—tas,—+2nma)—1—|—z]

z-*dz,

aneb sectemeli pod integradnim znamenim

1 z*dz

d mi+nb) (o — .
sin s —Z artmainal( )('S’l-f-u'a:-l-(l‘l‘-"’) @ma,+2n0)" 1+ 2

o0

 tat z-'dzx aximé +nk)
=W—=%) Tz M uTwo (T2 @ne +onay) "

Rada pod integraénfm znamenim obdr#f se podle vzorce (5%) &linku VIIL
ve tvaru

18 ') stue —k >
- 2he e 040 Goaze T — 6 W)

%o, (0F2) 0 () 0, (s — £ 2
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kde funkce &, tvofena na zdkladé parametru g: , a tedy bude

LA

sinsm

W —u o,
2"31 91 (EQ——E,—“:’—

@y

s +w |

P —':.'((:'_:—:,L') 9, ('e:., (1"‘_:.)‘*‘6‘},) z-*dzx
7 [ 3R]

% (iys) (1+2

Sy 8

o o2
kde psino T §—5 o,

V tomto integrilu provedme nyn{ transformaci

u-tuz
14z

— 3z

a obdriime

’ smﬂ.m_s(” #5185 |oy, 005 8)
" l = :((_O))go (mo)e E'W(f._—:) ds,

kde funkce @, tvofeny na zdkladé parametru gi, a mimo to poloZeno
1

uy =280, —2§ @,

Integraéni cesta je pfimodéard, jsouli #,# realné kladné ryzi zlomky, ale
vzorec ziistane sprdvnym, jakmile oba body #,#’ leZf uvnitf rovnobé&Znika
0,20,,20, + 2w, ,2a,).

Kroneckerova fada (11) obdrii se odtud pro s = 0.

8. Vratme se ke vzorci (3), volice s = 3; tu nim poskytne vzorec (2)

2
nejprve

A 2a ——2:!\/7Va(v,—v)’ 2b(0,—») (0, — )+ (v, — u)®
"= Ndu

a tudiZ obdrifme identitu

Z A7l (0,4 m) 4 v, (w, +n)]
mn (4 a o, - m) 426 (0, + m) (wy +n) - (wy + ")']i

2= e!n i(mul+nw,\—Qungla(u,—n)’—ib(u,-—u)(v,—u)-l-c(v.—lu)'
Vdu &

kde poloZeno jak obyZejn& 4 =ac — 6*>0, a soulty vztahuji se k hod-
notim m,n=0,+1,+2,+3,...

(19)
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Volimeli déle v témz vzorci s = % , Vypolteme nejprve

Ty
1 e~2nVT\/a(o,—v)’—!b(o,—r)(u,—,u)+c(u,—,‘)=

Vo Ya(vy — 1) —26(v, — ) (o —w) < (v, —n)*

An,v ==

a tedy

Z ¢.11i[l(_».+m)+v,(w,+n)]
& Vo Fa o, m)P T 26 (w, + m) @ey + 1)+ < (s + )

(20 u
eQni(mw, +nw,)—2x T Ya (vy—n)* —2b (v, — n) (v, — m) + ¢ (v, — mp?

_ 1 .
CVm B Na@w,— ) —25(0,— ) (2 — m) T ¢ (v — m)*

9. Obratme se nyn{ ku vzorci (6); v tomto bylo ptedpoklidéno, Ze
v,, ¥, nejsou celistvd &isla; my predpokldddme, Ze =, neni celistvé, apfe-
jdeme k limité pro v, = v, =0; tim obdrZime nejprve
R(w,,w,;0,0la bycis,u)

Suni

_.(b(w,+m)+cu,) F('”l+m)’+—)z c:
c‘F(s) Z S #-idz;

vylouéimeli z této fady ¢leny ¢ —0, vznikne
(R (w, ,24;0,0]|a,b,c;s;u)

Val(s—3) & 1
—_—t"r(l') I (?A_ (w, + m)a u);_

(21) ; +_v; f i’, e!.u:u (bor 4m)+c02)

C"r(.f) mM=-—00 u4=<-00

Fy a4
Sé’_("('"'“'” o et ds.
0

Abychom upravili pro nade Glely prvni fadu, kterd zni
cANVal(s—)) W 1
4-i(s) mE= ((w, —|—m)”-{——';1‘—)“4

odvodme ze vzorce (2) § 2. nadf rozpravy Zikladové theorie Malmsténovskych
fad rovnici

m ——
eﬂn(lﬂ-}-lﬂ.'l":)

1 .
D e i 25‘"‘”5'»»(~f+w) ~1

1 zl-—-,adz .
An—oitVuto _ | qu,, + a2’

+

L



tu lze pravé strané udéliti tvar

o0
25“”’”5‘( 1 + 1 -4
JUesnwiinsa Ax—vitVuts) 1) Yu, T 2°

o0

. z‘—gﬂ dz
+9singm | Z2dT

Yoo + 29

?

a vyéislimeli posledni integrdl, mdme kone¢né
) 1 dmeg  TU—=9TE—,)
— = sinon
m 2= (w4 m)*+u,)" * '3
o0

AVt cos Qwn — 1 -2 4dx
At P 927 \ut2 cos Qo 1 Yu, 22

(a)

-+ 4 sin ””5

Pomocf tohoto vzorce vypolteme

(o1 \/;I‘(s—%

)Z !
#7IT0) F (@ g
_ mat—e 1 46“V-F(s——)smn(s——
® { = Va = s—1 45—14 I (s)
- —
5 hv" + cos 2w, 7 — 1 a2-2s 4x
4 tcu z? 27 C—;‘—_— [£X ‘
. +e — 2¢ Tt cos 2w, 741 Ve +a

Chceme nyni vy3etfiti prvni dva ¢éleny rozvoje naseho vyrazu & podle
mocnosti veliéiny s — 1. Ti budou patrné

7 r mlogu
V4 s—1 ]
,‘/E;
+$”S A cos 2w, 7 — 1 dr
A b\ e PYS TR CVEE e
0 ¢ e — 2¢ ! +t’c052w|n+1 \ ks

==

\r; o) [a.°] 1”1, P a4 u o
+ k Z Z, . (bw, + cwy + bm) e—(‘_, (w.+m)t+?)¢_ﬂz- dz
Yr

m=—00 n=—00

Dosadimeli sem hodnotu

o0

A ‘ Vv
Sc‘(v, totmpy Do~ do ALl e_yf‘g Ak ek
; Vo Va@o, L mrFew
Rozpravy. Rotn. IV, Ttida II. 8



obdriime pro nd$ rozvoj

[.Q(.u,.w.“() Oia b,c;s;u)

(22*) n
] =7 Ay A — ) A s — 1
soucinitele .4, ve tvaru
oc 27" 42
= nlogl¢+4ﬂ e N + cos 2w, — 1 dx
0 \'I \'71 4n ?c;; 2 ‘E_:: cu +x._;
N — 2 N cos 2w, 7+ 1 Vi
~c o ei'ucni(bw.+cw,+ bm)_—c'—-sp.u(w,+mif-"+?-ﬂ
+2a — e — -
",:Z_,Q “ =Z_oo VA (w0, - 1) 4 cue
aneb po secteni viéi pu:
~N i_' !"“ 2
[_1 __ alogu 4= \ Vot cos 2w 7 — 1 dz
“fo ™ A 1. T A T'T'_, cu
\ Vi n et E 2\' ‘cos_.d/lﬂﬂ-l\'_'_xg
o~ d
(22b) + 27 ’ _—_1—1‘— ( 2 af : 3
m—-—oc\ (.U III) —+'¢II e ~(bw, 4 cw, +b”‘)+—\—'('ﬂ.+m)+cu_1
+ a7 e -
\ — = bw tew; +bmn+— \uw.+m’+ru
¢ -1

V tomto vyrazu vyskytuje se integrdl, ktery je dosti sloZity; miliZeme jej
nahraditi jinym vyrazem, ustanovimeli jinym zplsobem stily ¢len uvaZovaného
rozvoje ve funkci (b).

Rada

N 1 1
,,,=2_o° ‘z(wl —+ m)%+ “-l'i)Tii - l—m—rﬁ}
konverguje pokud realni éast veli¢iny s je kladna a chovd se pravidelné na
s=1. Veli¢ina (b) zni pak

= Yar(s—3)
el e

Jezto v okolf mista s=1 plati

D(s) =

+1)(4-)+2c<2:—|)}.
F@2s—1)@s—1)= 2:—1_74 « 25 —2) ...,

tedy dle vzorce
221—9 1
I'(2S—— 1) == F(s) r(.f— ,)
\n



bude

207! Ve F(s—3) 2m. 21— -1
e B r@s—1) =
I"JI‘(J) C( y ) /’l—i['(s)'z

7 1 n c 2a .,
=i"—2—,— —s‘:‘l—+‘—,./—’_-l0g-4—/i—v_4—_' r (1)+(S—l):

r@s—1e@s—1)

kde (s — 1) znadi funkci mizici na s =1; tudiz funkce (b) zaling sviy rosvoy
leny

T o et at— .

kde poloZeno
=7 (e 5 —2r ) +5 (= »—-—+1)<1))

Avsak
o)
’ 1 1
rw=¥ (=)
m==o00 \(wl L e o .
podle vzorce
M
lim — —logM )| =—T"(1)
M=00 \ ;=1
obdrzi téZ tvar
M )
1)(1): lim E =~ =—2logd|+21"(1),

M=o00 m:—M\o( —J—m) +

takie mozno pséti
M

1 }
ay = log _ lim ( ————— — 2log Jl[)
‘ \ 4’ ’ + \ /1 M= m -—2_ A[\/('zcv _|_ 7”)' e:

Porovnameli tento vyraz s vysledkem dfive nalezenym, obdriime, pisice =

ci
a “’—, W za Wy

n \' N 41"\"':tf’ cos2wm — 1 __drx
(23) b l~4.‘l \ﬂ_tl—_ ‘-){,e.'l Y+ 2 cOS 24‘-[1” + ] \ ”_ + x"‘
M
1
= lo lim - 2lo Af)
5y +M - 00 ,,,;M \ (70 +m)"'—{—u §
Znamenili tedy
M 1

(23 1 (z¢, ) = lim —— — 2]0o M) ,

v ) M =00 ,,,=Z_M Vi +m)t 4« g

g
L.



bude vyraz (22%) zniti

{4
4 = ('°g44+" (w5 ))
271 X 1 o 1 .
(22) \/’ m=— 00 V[(;;l —-i—-;;zsgi—*—_cflu 2-”(bw,+o;w,+l7m)+2”",1I \/( |+’")'+ —_
1
_.|_ —
i b, + ey b bmy+ 2L | oy 4y +F
l' —

Podobné shleddme pomoci rovnic (21) a (b), ze Maclaurinovsky rozvoj
funkce (21) zaéina &leny

24 KRG, wy30,00a,6,c5u;5) =— ””—}—B s+ By s®

kde polozeno

7z | nulogu

vA4 b 4
o0
_— 2 .
Ra\d ANT  cos 2z, 7w — 1 x2dz
gry SR 2 2 ';T 2t
TP 'TI 1\'+z cosZmn—|—1\ +z
o0
s £,°) I nta?
| - Bral ZETL (b m +cwy) — (ot mr 2 z— 5
+\7 e - < xr tdurx
M= —00 u=—00
b
avsak
%0 2
— 0o, +my* 4 — z—»" = _ 1 N O e T
\7 (°’ ' ‘) r idr= lb’ R
Il

a tedy posledni dvojndsobnéd fada sc rovna velic¢ing

) { ( 225 oy +croy - bm) — “‘ Voo, +mp+ € )
— log

2af 1\1

+10g (1—! ~—(bw.+(w,+bm)

takZie hodnota B, vc vzorci (24®) bude zniti

\(w +fn)’+ }

Tu nulogn 8x d e
gy A (

VZ Y4 a
(24b) —log {(1 _ g"f(bw, -+ e w, -l—bm)— '\('”|+m)"+ ‘-")
m=-00

' (l S ’7"‘(6 wy 4 ¢ w0, bm) — 2—'2‘—1\@. +ma —",»'v')l
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pfi Zemz kladeno

o0

elaVet+ 2 cos 2w — | 22dzx
(249) 1 (w,2) =
b

AVFT __ 22\t ecos Qw1 Yoz

Pii tom je dobfe poznamenati, Zc vyraz

X7 nuloru 8\ cu
h=mya T ;- +“i—d“*7)

c

rovna se soudiniteli pfi s v Maclaurinovském rozvoji funkce

o'—l\’;I"(s—--)w 1

43—3[‘(3‘) ma= s ((w m)"—-}— )

Tak prejdemeli k limité pro # =0, bude nidm pti 0 <<z, <1 uva-
zovati funkci
- \Yar(s—1)

) [y I N 1
BF—5(s) l E (w0, 4 m)2s—1 +Zo(l —tv,-—}—m)”—‘}

n =

—‘~_—1}L(°_§) R@, 25 — 1) R (1—1v, , 25 — 1)}.
A5=% I (s)
Podle vzorce (17) na citovaném misté plati viak vztah
(27) i —Yoai
re) R(w,l—rr)__e LQA—w,s)+e * " Qw,oq)

a dle toho mime

['()'_ 25) lk(“" V25— )4+ R(1 —w, , 25 —1)

= —2cossalR(w, ,2—25)FLQ(1—w,,2 —29);
nase funkce (b) bude tedy v tomto krajnim ptipadé& zniti
B ._ s-1 ‘ r(: . )
-5 ['(.c)

(2m)*—2r(2 —2s)cossn

QG , 2—29)+ 81—, , 2— 2]

a odtud je patrno, Ze joji Maclaurinovsky rozvoj zadind &lenem 4,'s, kde 6,”
md hodnotu

-ln\'z 1 (i (2nw, ai E e_!nw,ni)_ 2\,'Z§ cos 2nw, n
‘ (2”)2 n=1 n* +n=l nt  cnm L] n'

=1

) Viz nade Dalit studie v oboru Malmsténovskjch +ad, &lének L, § 8.

L



a tedy v pffpadé 0 <<w, <1

by = 2nv.d

(me =+ ).

Zbyvé jesté vyjadfiti hodnotu nekonelného soudinu, jehoZ logarithmus
pfichazi ve vyrazu (24%), pro piipad #=0. Pfedpokladejme opétn& 0 << w, <1,
a oddélme Einitele 72 —=0; Hm vznikne vyraz

2a¥d
c ™ )

(l mbu,i (:m,)—!:":vﬁ W.)(l_pj!c:”.(bw_l""'w:)‘

( x '(bw.+cw,+bm) *—‘— w,+m|)
I I 1—¢¢

(bw +cw,+bm)— i +m|
(=7 )

Clen » prvniho souginu spojme vidy se &lenem — m soudinu druhého
a naopak, a uZijme opétné oznadeni

—bkNA_ kiVd

11— c y e T c

takZe w, a oy jsou kofeny rovnice druhého stupné
a+botcut=0.
Tim se oba posledni souéiny spoji u vyraz
o0
]_l (1 e S LN +m)) (l _e‘!ﬂiw,+iﬂilu|(m—u'l))

m=1

o0
l_l (1 — fgniw=+2.1l'w,(u'.+m)) (1 e N R l'm,(m—-n'.)) .

Ptipojimeli k nému vynechané Ccinitele

(1 e?-:’-"(bw|+cma)— 22\ ) (1 . —-!l-’(bw|+CW) i:tcvj w|)

2\ 1

=4¢ ¢ "sina(w, 4w, 0) sin 7 (— w, 4w, »,),
které lze psdti

4 e i (@it @ gin 7 (w, 4 w, w,) sin 72 (— Wy + w, ®,),
shleddme, Ze soutin za znamenim log. ma hodnotu

w, 78 (w, + w;)— —(m. +w,;) Vi 0 (_ Wy + w, w, | @ ) 0 (70'2 + Wy wy ‘”2)
‘ # (wy) H (o) '

kde A (») ma obvykly vyznam

@ o0
¢ 12 I] (1 ___‘-i'lm.'ri)_
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Vyraz tento dluZno logarithniovati a k opalnému logarithmu pfiéfsti
¥

22V (0,2 — w0, By = — i (w, +w,) (20,7 — 10, - B);

nachazime tedy, Ze v pfipadé » =0 veli¢éina (24°) bude zniti

— log ew@ntod =i 9, (~ 20, +w, o | @) 8, (wy, + w, 0, | w,)
(249 H (a,) H (w,) )

= —log A(— w, ,w, o ,0,).

,

¢ —

! c

Méime tedy zajimavy vysledek, ze Maclaurinovsky rozvoj funkce

R, ,0,;0,0 a,b,c;s,0)
zaéind Clenem ,

—s logd(—w,,w, |o,,a«,),
kde A je zndmy Kroneckertiv invariant, ktery v nasich pracich ji# byl uva-
Zovdn.

10. Budte «, g, 7, d celistvd cisla hovici podmince
[14 3§ — lﬂ,}’ = ]
a pfetvofme vyraz (D) substituci

m=wn' +8n' , n=ym' +sn
piSemeli zdrovefi
w, =aw, + fw',, w, =y, 4 50, ,
prejde fada
Ry, wy ;7,7 a,b,c;s;u)
v fadu
NGy vy 0,0, @, 0,0, s;u),
kde poloZeno

@ =aat42bay+ i,

O =and+b(d+3p+cyd;

¢ =ap*+4- 26851 cd*;

w, —=aw, +Bw,,w, =y, +sw,,
vy =av,+ ;0 , v, =3v, +dv,;
«d—pgy=1;

25)

Pfi tom zdroven plati

w, vy Wy vy =, v 1w, vy
Dvé soustavy

. . . ey ! roL ]
(d,b,c,'w,,w,_.,v,,‘,) a (a,0,cw ,wy,v,,v,),

které vespolek souviseji rovnicemi (25), nazyvdme rovnomocnymi, a pro né
plati vztah
(2,-).) R (', Wy 'y, | a, b, s n)

=R (w, ,w,;v,,0 |a,b,c;s;u)

I.
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takie funkce R (w0, ,w, v, , v, | a,b,¢c;s5;u) jest invariantcn rovnomoc-
nyckh soustav
(@,6,c ) ,wy;v,,72,).

Totéz platf o funkci & (w, ,wy;v,,v5|@,6,c;1,0) a o jinych ttva-
rech z funkce & odvozenych.

MiZeme povaZovati za nejznamenité&j$i nis vysledek vétu, Ze [dle vzorce (9)]
Junkce

Aonaietwo) g (2w, , — 0, ‘+‘ wy @, vy - Uy 0y | OJ|)
— ABuTi—w—0 o) () (W, , — Wy — T0; @y , Uy — Vy 0y | — @)

Jest invariantem rovnomocnych soustav (25).

X.

r

1. Transcendenta X (5, 35" |w, 0", ' ;s), jejiz nékteré vlastnosti jsme
dokizali ve ¢&lanku IV., vyskytuje se podivuhodnym zpisobem v theorii
transcendenty

1) POy Uy yee@p i€y, Cay entpiS)

_ E e'Z:rr'(m. v+ mav, 4 ..+1np vp)
m (e 4-cymy —fcymy+ ... - cpmep)®

(my ymg ...y =0,1,2 ... .00},

kterou jsme se zabyvali v jedné z poslednich praci.¥)
V této fadé méjte veliéiny ¢, , ¢, , ... ¢, realnou &ast kladnou, podobné «,

aby vyraz
eymy tcomyg+. .. cpmy

pro véecky soustavy kladnych d&isel 2 , m, ...m, pievySoval urCitou mez.
Veli¢iny v, , v, , ... 7, budte kladny ve svych cistech pomyslnych, aby fada
byla absolutné konvergentni. Mocnina z°* bud opétné ddna vyrazem ¢S'o%:,
kde pomyslnd Cast logarithmu byla mezi —# a ».

Polozme nyni #=c¢, 1", + ¢, W+ ...+ cpwp, kde w, , w, , ...7p jsou
realné veli¢éiny mezi nullou a jednou, a rozviime funkci

Ariemitnmt. o 0N Pu,v;c;8)=f(v, ,w,,...Wwp)

v trigonometrickou fadu
(—o00...00)

Sy ywy . wp) = An.n,...np i (mw kmws ot
n...n

r

*) Sur une fonction transcendante, Vé&stnik krdl, ¢eské spolednosti nauk z r. 18U8.
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koefficient Ajp, L bude din rovnici

1

1
g Sf(w, VMW y .. Wp) e EREMOE Mt 0 Joy, dw, . d .
‘o ()

Ann,...n_ =
n,n, P

[ TN

Dosadimeli sem za funkci f ptislusnou fadu, vznikne

! ’1' 2.1';* w, +m )v —!-ul‘u’ v,
Au,n, ... gS S =, 41, dw, .. .dwp,
" E) N Y [ (w1 _l"ml)_l' +‘P (wP mP)] ' !

0 0
kde soudty X* vztahujf se k pfiponé e=1,2,...p.
Pretvotimeli tu obecny élen substituci
wy =, , Wy my =Ty, .. Wy Mp=12p,

obdriime koneéné

S N
_S ) Se‘)'ll\ U I —2afX* ’lara dzl dxu dlrp
d @& F o0+ ... pagy '

i zbyva pouze vyCisliti tento p-ndsobny integrdl; to se podafi pomoci vzorce

1 1 —z s tzt...te 7 )
=---— \e PP -1z
(& + 6@+ ...+ ) I'(s) S ‘

jenZ je moiny, jakmile realnd &4st veli¢iny s je kladni. Dosad{meli tuto hod-
notu, obdriime vyraz

o0

oo (==}
F(S)A"'""""p=g =14z S S IO g
L v

v némz lze provésti vnitini integrace; ucinimeli to, objevi se 4 ve tvaru

r(-‘) An. LTI

_ ~14;
5 L4274 (1, — )] . [cqz + 27i(ny — v,)]..[cp 2+ 2mi(np — )]

Funkci, jeZ ndsobi pod integrilem s*—'ds, rozlozme v &istetné zlomky:
1 _ 2 (;a
vz +22i(m, —2v,)]... [eps+ 27i (1, —vg)] a4+ (a—wa)>
kde poloZeno k vili piehlednosti

1[1( T )

Co=
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pfi ¢emZ v soudinu "' dluzno vynechati ¢initele 3=« . Pak bude

I (s) An,n,...n —2 S ,“_(ldF

o= Ho— Vo)

a integrily v pravo uréi se podle vzorce

kde se ptedpoklidd, Ze ¢ nenf realné a ziporné; jestlize tedy 24dna z veli¢in
212

—(ta —20), (e=1,2,...2),

neni realnou a zdpornou, bude

P §—
1 m 2nr:
A’h Hpeeo "P - r G) nglal Sin s [ Ca (”u - 'Zl(l)]

kde mocnost g*~! je ddna jednoznacné vyrazem e¢—Dles v némi loga-
rithmus mé4 pomyslnou ¢&ast v mezich —# a =.

Vlozimeli tuto hodnotu za A do uvaZované fady trigonometrické a do-
sadimeli zéroven za C,, explicitni vyraz. obdrZime vzorec

c!nl'(u,w,-}-n-_.mz'i‘ . .+1rru-F) P((‘l w, +["'TU"'“'+[F wF /8 vvf_'--"z’;‘;[l y € y.-eeCp '_“)

n _v Zs=-1
-00... 7L
_ @aprri—s) | TN °°’! ( ‘. l

T -1 - - .
tF R REEY non, ..n‘_ lu:l ’ "ﬁ '/J " ~"a

A=1 I ‘a

Tento vzorec byl nadmi v citované prici vyvozen privé vyloZenym zpii-
sobem a jde ndm nyni pouze o jeho daldf pietvofeni, t. j. o zjednoduseni
vyrazu v zévorce [ |. Séitdni fady zafidme takto:

Volme nejprve za « urCité ¢&islo mezi prvky 1,2,... p, seltdme vidi
viem ukazovatclim 7, , 7, , ... 7% _1, %41 ,... %y, Pii emZ obecny é&len
znamenejme

. 2 l-un u
[(") . af. Il u: ”" —,
n.n,...nr—- e ——- '—‘,_._u. ;

timto zplsobem vytvofime p Cdsteénych soultd, které dohromady daji fadu
pilivodni.

!:zi(n.w,-}-n,w_. 4...
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Avéak v &4ste€ném souétu prvké T piipony x4 probihaji neodvisle ve-
spolek veskery cclistvé hodnoty, takZe mime zde souéin fad:

Laing w

(e2) . — Ua 5 8en

; 1 () —LJ-”""W“( ) l I nﬂ— 7 mg-vg n,—u,!
n " "ﬂ —00 - — R
1 } cﬂ

kde soudin fad se vztahuje k pfiponim J=1,2,. «—1,e41,...2
Jednotlivé tyto fady sectou se pomoci vzorce

N (2kbai  labai
—_— e -
2 a_E =21 (Blaxi__ 1 (O<b\1),
k=—0nc
¢imz se obdrii
22050
tve) PP ’ a pla P pvacpt o)
! y Sy T Ca B .
Y T =i, (#2=) (—27i) ~ig —
(’“ "F * p=1 € (”,. C['-—v,‘ ‘p’+"ﬂ“u) 1
> ’v . (r2)
coz lze téz psati T =
(n, n,n,...n}.
s 1
; na—r,
L 24 § X "
( .)”z.)r_’l.', Cpee-Cp ﬂ'-”"l"l‘/,'w[; + e (n, t,.).l‘ ( )
I ¢

Ca Lt C,.U/)—'J"a'l-"uc ) )
J‘I (f / B —1)

Seftemeli tyto vyrazy pro ea=1,2,.... s, obdriime hodnotu fady
obsazené na pravé strané rovnice (2) v zavorce []. Pravd strana rovnice
(2) tedy bude zniti

!u.-u'(n_v) — s—1
c,. (z n- )
(*1)"_'(9”)-’_1{'(]._J)t."til*zﬂlnﬂS—A L

o, ___co }E[ (__(cuu,, pratmcg) 1)

¢imZ rovnice ta nabude tvaru

_ (_ l)p—l 3) . .
(27) 'r(l—s)l (37,7, Tpi€uy€aye-npis)

®) 2] E "'“""(n-v.o(.u )’

e fa 1."!' —cpv, +nc
e L)

Pfipomefime, Ze zde soudin ve jmenovateli vztahuje se k pripondm g =1, 2,

c¢—1,a4-1,...p, t j. lépe feéeno, ze dluzno vynechati v ném ¢&ini-
tele F=ua.
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Tento vzorec jsme obdrieli ve formé jen milo zm&né&né v citované nadi
praci pod é&fs. (4), kde jsme jej odvodili na zdklad& véty Cauchyovy o inte-
grilech v komplexnim oboru; rozdil spoivd v tom, Ze v onom mocnost

s—1
(z’ _v,,_j—_k) je ddna vyrazem

otk
(s—l)log(l z )

€

v némi logarithmus ma pomyslnou &ist mezi nullou a 27, kdeito v nasem
s—1

-
— 7,

vzorci (3) mocnost (z —. —) odpovid4 logarithmu, jehoz pomyslnd &ist
lezi v mezich —~» a »
Zajimavd rovnice tato vyjadfuje vztah mezi p funkcemi tvaru
X(Syy 540 -SplCysCayee-Cpitt, v, 5
. 2nuxi
§— e
(v+2n) € "
2x4 EEXE - FEX)
= (2,4 1mcy) == (zytnecy) -— +’“‘) )
< (ew ) (gamrneo_y) (et

* |
(D48

a funkci P (u;v;c;5)
Klademeli zvlasté s =1, vznikne

2uni
u: (= %)

2_1_ i _‘c : ::(),
“) ,.=1¢'a"=_°° n,(ei_':f(cauﬂ_eﬁ,.n.{.ncﬂ)—l)
=1

coZz v piipadé p =3 poskytne zndmy nidm vztah*)

1 —iuu nl
+ X(Ca7’r,——[1‘l’g,(g’l/|—€‘ 1’ |‘aa‘a!‘1)" e
!

1 —2uoyni
+-‘_—X(C_.,le——clzra VEa Uy — Ca Uy | € a6y, 6) 0 O =0,
a3

kde polozeno

2nsaf

5 X(E,5 0,0, 0" n=¥@( ?_"_'(s'+nu') )(9_"_‘(,"+n~") l)"

«) Clének 1IV., vzorec (1).
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Vysledek ten pfipoustél zjednodusenf ndsledujici:
Jsouli 2, , 55, %3 veli¢éiny podrobené podmince
€18 F 68+ 632, =0,
Ize tesiti rovnice
Gy Uy — Uy =3, CoUs — CaUy =2, , C3V, — (, Uy =z,
a sice bude lze jim vyhovéti hodnotami

Co 52:'- Cy Z:L

€383 — 65 G151 ¢4y
YN

(4 33— P
T 3¢, ¢q

vlozenim téchto vyrazli do nadi rovnice obdrZime znimy nam vztah *)

1 .. Quni, Di _Gh
=~ X (53,— 5pley,c0,65;%) ¢ Beyezey
G
1 | Buai. U
(6) +;—X(s,,—z:,|(2,£3,cl;u)r 3eec,
1 . Quai 2" 9%
+ - Xz =5 6,60 )¢ dacc, =0Q.

‘3

Vypisme jest&¢ podrobné vztah (3) v pfipadé p =2, kde je tvaru zvl4st&
jzdnoduchého:

1
[ T @ay-ir(l—ys) Plaivy,256,6;9)

s—1 Suxni
1 oo (z.'l:lh) .ec—l(n"0|)
'

- ais
([) Cln____co “T(CI”Z—CQ"I+"CJ)
cn—wb s—1 !u.-n'(n )
M ST
+1 ¥ Ve e
P i
Cy " oo e:_: (€20, —~¢,t; 4 n¢) 1

Klademeli zde s =0, mame

©...00) 1
Pu) = (zf'i("‘n"l""":":): _—
( ) mgn, (l_egv,nl')(l_(&v,ni) ’
a rovnice (7) pfejde ve zndmy ndm vysledek (13) &l IX. aneb (5%) &l IV.:
uaf
0o ) . o =e)
nt= n—u, 2aic, m—v)+2v, ¢
c © —1
~O 1 i':‘n"('l—l',) 2 .
+ ' ' ¢ — —an ‘ )
n:zoo n—u, !—'—':'i(n—v,)+!v.nl' 1 (1’!""‘— 1) (c”"’" —_ 1)
e —

*) Clanek 1V., vzorec (1*). Tam omylem nesprivné uddny pHpony u liter s, coi
timto budi? opraveno. '
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Vytknéme jedt& vysledek, jejz obdrzime, ndsobimeli rovnici (7) na obou
strandch I'(1 —s) a piejdeme k limit&¢ pro s=1; vznikne tak

Qu:um v)

M im—v, _

©...20) ‘,Q:u'(u, v, 4 m, 0;) 1 5.5 4 é lOg (l ja - ")

o s 1§ -

oty gy o, e""" (—e)teaie |
g"ﬂi(n—t)

I 1
- T 2ajc -
"2 n=—00 —‘c;‘l(ﬂ"’:)‘*‘gﬂ"l

Predpokldadimeli realnou &ast proménné s vétsi neZz dvé, bude

©...00)

lim ot ey e e
u,=o,u,=0P("’ (2 y Yoy Oy y €p ,.\‘)__

1
ey my ey g

my,m,

Znamendmeli tedy
©...00)

9 R ¢;,cy;8)= "‘IE' (4 ¢ ”’1 + c, ", )

obdrzime z rovnice (7) vztah

' enuai
16(7{ Oy ,(,,.\') 1 -~ nes—1 e
(10) —l Z -
(’77“ I (1 —J) 4 o= < an:f!
e O —
i_"_";'
1 (I[Z) ‘2
¢2 el an,m '
n 00 _q

< N c M
kde v souctech Z vynechdno po élenu # =0,

Fravad strana je celistvd funkce transcendentni promcnné s a tim jest
déna propagace funkce R(x|¢;,¢,;s) vii¢i s. Ponévadz I'(1 —s) mé pdly
s=1,2,3,..., mize R(n|c, ,cy;s) miti pouze tyto pély; ale na mistech
s=34,4,5,... chovd se tato funkce pravideln& a zbyv4 tedy jen vys3etfiti
body s=1,s5s=2.

Klademeli v rovnici (7) s =1, obdrzfime

Quai 2uai
] o0 ! ee_:' (n—v) ] oo ! —ucl(""’z)
e
= X + ¥
G n=—o00 e%.'(cl":_cz"l'}"'ca) Co n=—00 ?‘:—l‘(" oy —c v t-ncy)
—_ e = —
2unAi EL
- — v,
e +L g 0
TRy —— —_— =)
C' e% (e, v, —eyr)) 1 (2 _ajl(cﬂ':_'-':"l) ’
— e 2 —_—
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fejdemeli zde k limit¢ pro v, =0, v, ==0, vznikne

P Qnu-n enuxi
00 r, &
LV i += d =1 1 _ =
:l n=‘:oo :ni._.l-u—l Co n—Z—-oo anc.,:u—l 2‘1 + 2¢'g ¢y Cg

4 rovnice (10) pak plyne, Ze bod s =1 je pélem funkce R, a Ze residuum
pislusné znf

2nuai 2nuni
e o 1 roe ©
(11) Z _!"'-‘:-"i B Z !nc,iz_i ’
c —1 e (23 - 1

u
€ €y

1 1
které tedy ma hodnotu o2, -+ 5, _

2. V okoli mista s =1 existuje tedy rozvoj tvaru

(@) Rujc ,cas .\‘)——--——{—/ +B(s—1)4+B,(s—1)2+...,
kde B + e —2u
e 2c,¢p
Podobné existuji rozvoje
(b) R(u[c,,r..,s)-———.—— +CFC s —D+C(s—2)2 ..
(c) R(u ¢, ¢p;8)=Dy+ D, (s =3+ D, (s—3)2+...,

platné v okoli mist s =2, resp. s=23.
Z rovnice () plyne dile

\R(u €, 6 ,,,.v)

(d) _._=—3R(7¢lc||n)-‘-+l)

du
V tadé (c) miizZeme pfimo uréiti stily &len
o0

1 1 . u—+c, m

D, = e == DB SN T

O (e ey my ¢y my)? 2 m,2=0 u log F( Ca )
Differencujemeli (b), mame dle (d) rovnici

2C

Y ol .
u‘)_T_ ’(. do == 5Dy —sDy (s —2)F....

a po jednoduchém pietvofeni pravé strany

=—20D,—(s—2(Da+2D,)+...
tedy



Tim nalezena rovnice

c(,,, 2 D log F( 1¢j—_c, m )

Znamendmeli #, uréitou hodnotu proménné =, C,(#,) piisludnou hod-
notu funkce C, = C, (#), mdme integraci z posledni rovnice

z+u+mc,)
Co (1) — Gy (ny) = S‘ D% _¢log r(’+uc—1-m°n) .

Velig¢inu ¢, lze vyjddfiti dalsim zpdsobem plynoucim z rovnice (10).
Z rovnice (b) plyne totiz
Co=Ds—el(s —2) R ¢, ,¢p;5))
a vyraz uzdvorkovany obdriime, nisobimeli v rovnici (10) obé strany veli-

— s—1
¢inou (2 — s) I' (1 — s) (2a)*—1 ¢ili, coZ totéz jest, veli¢inou - r@—s)2a)

1—s '
provedemeli pak differencovidni, a dosadime s =2, obdrZime:
2nuzi
|
=2n (1= gz 0 ) Y Fian
A= T
2nuar
3 |
+ 8 d-m—
== e 1
nuxs 2nuag
l N i oni ¢ ° &' cp e l
c ne ¢ ni ne ¢ 7
— l,.=2w?‘°g o emen T X iloe ™ |
¢ —1 ' ¢ —1

Hodnotu prvni zivorky lze vyjadriti v zakonéeném tvaru. Za tim tiéclem
polozme s =2 v rovnici (7), a obdriime

Qu=ad
00 * (n—wv)
B om0
2 2 -
n=- 00 “y e“'— (ey02 — ¢,y +ney)
o’ 'luc:u (n—v,)
- 2
+ Z ;"% € 7
.2 2ai
n= - 00 2 eT’(";”l-"l"!'F""'l) 1
uas Zuaif
. T : T
iv, e - 27y ¢ 0
. . - —_— " ———'—.———*-"—" !
< g_:,: (e;oy — ¢, ) 2 - d...L‘ (e,vs = ¢301)
e —_— l C * -_ l
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prejdemeli k limit¢ pro 7, = 0, v,=0, vznikne

2nuad nuni
& i€ ; N ni e © _ 1
(12) 2= Z c'a‘g_',.'_;,_,_.-—""'—l‘z”_z o Tmewl T T
n=—oo "1 e 9 —1 oc e_—" 1

a pomoci této rovnice nd$ vyraz pro (, obdrii tvar

2uuar
+log 27— 1 v ni e
— I (1 ogim— : -7 -
(:“ — _._(__,)-_ s —2n: l g * 2n s
f| CQ n——oo e—c, <—l
2nuas
[= =14 e
| n I ni c
i~ .2 og c 2ac, i ("
n=--o00 "2 e. l
c 7 —1

Dosadimeli pak do naseho vyrazu pro ¢, () — (, (#,) hodnotu z tohoto
vzorce plynouci, nachizime vysledek

~ \ I..t:l:+u+mc,)
ZD :___olog r z+u,L7m:,)
m=-0 ( '
2nuy i 2nu,af
oo - L e
Voulliogh L0 [ Liggni ¢ ™
(15) n "12 g P * neyai T‘-"'-' g e ) 2""_"_‘, l
n=-—00 ¢ = ]
e ' _l c —-1
Tuwai inuxi
B ll ni ¢ @ ] ¢ =
— 2 E " l;:|—-.- log — . e +,. 2]°g TTneai ‘l .
- ' —— - e,
n oo e o —1 ¢ * 1

Zbyva nam jesté vysetfiti konvergenci nasich vyrazd. Staneli se, Ze v rov-

nici (2) podil dvou veliéin ¢, na pt. e jest realnym, stane se pro neko-
7

neény pocet soustav &isel u,,ny vyraz uy; — vy — -5 (n.. — v,,) velmi blizkym
hodnoté

kde s znagf libovolnou veli¢inu realnou; nenili pak veli¢ina 7, — “® 1, real-
A

nou, bude pomysina &ist velidéiny ng — vy — -~ (n,. —1,) stilou a od nully

riznou, z &choz plyne, Ze

Jeve . Hg— Ha— O
veliciny "¢ i ___"c_" se nemohou ndsledkem rosmanitych soustav ce-
Cy

[ a

Roxpravy. Rotnik IV. THda II.
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distvych clisel n.,ng stati nckonednd malymi, nenili aspot jedna = velilin

c
L, B8 seatnon.

Ca ' a

Jeli tato podminka splnéna, ziistivd ve vzorci (2) na pravé stranZ jmeno-
vatel obecného clenu od nully v koneéné vzdilenosti, a fada mbzZe konver-
govati, kdyz citatel pro vzddlené é&leny je maly, coi vyZaduje, aby realnd
&4st veli€iny s byla mensi jedné, ptfi CemZ ovSsem konvergence miie byti
pouze podminénd, aspon jdeli pfi tom o ptipad » =2 ; konvergence bude
vsak najisto absolutnf, jeli realna éast' veli¢iny s zdpornou.

I v obecném ptipadé, kdy zddné %‘- neni realné a kdy oviem vsecka v,
/4

maji kladné &asti pomysiné, mizZe konvergence pravé strany v rovnici (2)
byti jen podminénd, kdyZ realnd &ast veli¢iny s je kladnou, ponévadZ pro
w, = 1w, =...=wp==0 levd strana rovnice je nekonecnou.

Naproti tomu konvergence pravé strany rovnice (3) je vidy absolutni,

. .y - , Ce , .
jestlize bud aspon jeden z podild o nen{ realnym, a pro ostatni realné po-
B

dily —ji podily g’— nejsou realné; aneb kdyz by viecky podily f" byly
» 3

realné, jeli realna st velidiny s zdpornou. V obou té&chto piipadech se pfedpo-

kl4d4, ze 1ze # vpraviti do tvaru ¢; w, G 20, =+ ...+ cp 2y, kde w, 20, ,... wp

jsou realné veli¢iny obsazené mezi nullou a jednou.

Vyjimku z nadich ivah tvoii pfipad, kdy uvazZované poméry j;—jsou
racionalné.

Abychom se vyhnuli komplikacim, predpokliddime sejména ve vsorcich
(7)— (13), ¢ naddle, e podil —2 neni realny; velidina u pak musi byti repre-
sentovdna bodem lelicim wonity rovnobéinika, jelod vrcholy jsou 0, ¢ ¢y ¢, ¢, .

Abychom uréili veli¢inu B,, differencujme rovnici (a) viiéi # a uzijme
vztahu (d); tim obdrZime

Y ¢
Ju___ t —_ ol — ol = 1) —
3_1—{—0” +...= S 1 SCp—sC(s—1)—....,
¢ili po upraven{ pravé strany
B
du 24, c Y . .
J_—l‘—l""s;,“‘l‘---:'—:__—1‘—(C'i"C.-)"(Co“}‘(q)(x—l)"l‘-n»

z &shoZ plyne



51

prvd rovnice poskytne
1

(= -
€y Ty

druhé pak znf
B(, ()= — 1 Co (2)

¢y g

a z té plyne:

“\Dlt (1))0 <”) T Bﬂ (ue + ”u)) = Co (u =+ llo) - Co (II)

0o I u+u.,+n£¢l)
=mgol)u2 log ’;ﬂ(u—j_;“éjr* y

a tedy integraci v mezich », .u:

]))0 (”) - ]))0 (1t _l_ ’tll) + B (”l + ”") - /),0 (”l)

[oe) n o I“(z+"+t':ntm"l) r(“"'u +"“'|)
mzzﬂ z=0 108 — (z+u,+u‘,+mt)r(z+u+mc)

Z rovnice (a) plyne
By=Dss[(s — 1) R | ¢;,cy59)]
a veliéina uvnité zdvorky se obdrzi, ndsobimeli strany rovnice (10) veli¢inou
1l—8)Ra)y'rl—s)=r—s).@2a-",

po provedeném differencovani tedy shledime

!nu-zl 2nual
’ e © e ©
By=(--r"(1)+log 27). Z ( ane,ai ““f‘ N LT
nETe e " —1 e - —1J

+
| Nl
N
‘.l,__
3
d
Y
il
+
[
[
2"
-i 2

Prvy soudet splyvd s vyrazem (11) a md tedy hodnotu “ o+ "' _ Zu takZe
obdrzime '

By=(—r'(1)4+log\27%) & +ea—2

2( Co
nuni Snui
3} 1 n: ¢ O 1 ni L’_};_
'l—n::z-oo ¢y log _tru_' Zneyai ~+7¢i' log o T eme,mi
¢ _1 e €2 _] )
4%
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VyjadiHfmeli pomoci tohoto vzorce vyraz

By () — By (n - uo) + By (g 4 1) — By (1)

a porovnime s hofejsim vysledkem, obdriime

I Z » . log r(z+u+u,+nc,)r(z+u,+nc.)
(14) l paL T = r(z+u°+c:‘ +mc)r(z+u+mc.)
= F (g +10) + F () — Flaty +-10) — F(ay)
kde polozeno
Znuxi 2nuni
- =3 1 ni ¢ & 1 ni e o
(14*) F(u)= Z —log — . gue— g - g
n—= —00 1 1 6’—"“ _ 1 2 2 e—T . 1

V okoli bodu s =0 koneéné existuje rozvoj

R(ujc,eq;5)=Ay+ A,s+ 4, 5"+
differencujemeli jej dle » a uzijemeli rovnice (d), obdriime

A(l 04, n A,

s .
Qu * hE”

s*4+...=—B—B,s— B s*—....,

takZe obdriime

z'\"ZII >
A - — [)"
Ju

Odtud odvodime

537_1 [A, (e uy+u))+ A, () — Ay (w4 u,)— A, (4 7/,)]
o2 U+ 1, + me, u + me
Dutog L0 e L)
m =0

(u+ uuc—:-mc,) r(u+u;j-mc) ’

tedy integraci v mezich # a #,

Ay (e~ uy -2+ Ay (20) + Ay (g 2g) 4 A, (1 1)
— A, (g 1y + 1) — A, (1) — A, (2 7o) — Ay (¢ +1,)

o) I.(u+u,,+u.+mr.) I-.(u+mc,)I..(u,,+u,+mc,)r(u.+ u;+uu.)
__logl—[ r(ﬂo+u|+"z+"“’|) r(“: ’"cn)r(“*“u"'mcl)r(""‘u +"“"f) :

Avsak vyraz A, = D.—oR(n ¢;,r,;s) se obdrii z rovnice (10) ve tvaru

A4, =— ("' (1) —log2n) A,
oo inung numi
1 g L] l‘, (-3
~ %ar, “{'°f~' " emea “—+‘°i~'“"- EIDEY }
e v 1 e * —1



déle z rovnice
04, — B— 20 —¢,—¢y
Qu 2¢,¢

plyne, Ze A, je kvadraticka funkce #, a tedy obdrZime, nahradimeli v naSem
poslednfm vysledku vyrazy 4, jich hodnotami :

PN r(u+u,-}-:,+mc,) r(u+ne.)r(u.+u:’+mc,) r(u,+u:’+mc,)

log!!o rku,,+u, -i—c:c,+mc,)r(u,c-’i;:uc,)r(r+-u:‘,+m¢.) r(u+u.c;|-mc,)
=G (4 uy + 1)+ G @)+ G (o~ %) G (w, + 1)
— G (#g 41y +2,) — G () — G (0 +1y) — G(u+u,),

kde znamenano

, Bnuxs tnuxs
00 . P . e
1 v 1 ni: e - ni e -
(15) G =——_~ - log o Tingwi +1°€2-—¢——M,,..-
e " —1 c = —1

Znamenameli
ottty =u, 1, 42, =w,u, =5,
obdrzime pfi oznadeni (15):
00 re +m ) r(EERe Pt p('i"i‘i:_’,,’_"‘_"“’_-)

Cs ¢z

r(z+::1c,) ] r(u+w-—r::|-rr£!) r(u+v-—c:+mc.) I‘&"f'i_e:t"‘—‘i‘)

log

=G+ GO)+GC@@W)FGCut+vtw—25)
—GE—Gudr—5)~Gutw—5—G@4w—27),
kde se pfedpoklddd, ze veskery argumenty
u,v,w,s;u—}—il—{—tu_—2:;u—|—7l—s,u—{—ﬁ'—s,f'—|—:c'—-z

lezi v rovnob&iniku (0,¢,,¢, ¢, ¢, .

(16)

3. Uzijemeli vzorce

r(s)
(# ey my +cqmy)*

obdrzime zndmy ndm vzorcc

J— S (,—(u+r-.m,+¢-,m=)=xx—l dr .

emuras =14z

(17) C()R(uic,, cas8)= (1 — =18 (1 — e=:)

°L’;d

ve kterém realnd &ast veliiny s musi byti véts( dvou.
Nasobenim mocninového rozvoje

L 1 1, Be . Bt
—l—r"-?_c',:c+2+ 2 7 24:v—|-...,

L



kde 5, =v‘13—,B2 =.5" atd., podobnym rozvojem funkce
*)
l J—
1.__ ‘.1'31 ’
obdriime
1 1 ada  3aata’tar
Q—ea2)(l —e ) P 2¢c,c,x 12¢, ¢,
=t_l,..17+1121"+.... H
Integral
(9.2]
1 1 s —I— e,
8 ) 8) = . ] — — 1_1 "2
(1 ) u’("lt‘,,t_ s) ‘S ((l—c—'v‘)(l—c"":") NN 2¢,0,%
)

_3aata’tat) ...
12‘_‘;;'—’- )t’ nz, dx

tedy existuje i kdyZ realnd {dst exponentu s je zdpornou, ale oviem vétsi
nez — 1. Pokud je tato realnd &4st vétsi dvou, médme patrn& podle (17)

e i) — [(s e r(s—2)

(19) = (n ¢,,¢,_.,s)_l'(‘.\)R(ul¢,,c._,,:)—il‘W
_ et =1  3atat+a? LE)
2¢,6, 15! 12¢, ¢, w

a tento vztah musi byti platnym pro viecka s, pro n&Z funkce X a @ jsou
definovdny. Rovnici tu mozno psdti

e — _,,1_ l_‘“_ u* q -—]"~ Cy "
I Rl eryeis)= € Cattt l(.\-_'_'“l)—z_?‘_g)"k" 2 s—1

mml

Bagrea*ta) | o,y
+ 12 J + r(s)

Odtud se obdri vysledek, Ze prvi dva soudinitelé Maclaurinovského
rozvoje

(20) R(u ¢ ,chi)=AgF Ay s+ Adyst+...

maji hodnoty

__w atea Bttt eu®
o = 2¢, ¢ 2¢, ¢, ,¢+__m_.
_ 3#___ a4
(20%) 1 A= d¢, ¢y 2¢, ¢4 “
_ w9 + < Y e ok ikt
logu(2c,c, T 2q4 - 1200 )

ak AALTICHUE
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Misto = (% | ¢, ,¢y;0) pidme strunéji o (#]e,, ), takie

d 1 1 a+ec
(21) U(u}('l v(*'u) =§ ((l—e—"-') (l—e’—‘”) - ‘-It-nx‘l - 2(.1021.

_Bantattaly . dz

12¢, ¢, x

Dosadimeli do (20%) za A, hodnotu vy3e nalezenou

A4, =A4,(log27x—r' 1))+ G (),
obdrzfme vztah

. . 2,9
o4 ” 5”_

(22) { g(nle,6)= Seree " T4 e, ”—«}— A, (log2un—r (1)) +G (%),

kde psdno jako vyse

Ali -

ut G 7"+ (tea)rtac )

2 C; Co 20,0, 12¢, ¢,

Vzorec tento lze povaZovati za analogii fady Kummerovy.
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