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ROCNIK V. TRIDA 1L ¢isLO 24,

Uvahy z poltu integralniho.
Sdilf M. Lerch.

PtedloZeno dne 24. dubna 1896.
L

Zavedemeli do dvojnasobného integralu

[ (et anase
0

proménné %, v pomoc{ substitace z* 4 y*=v, 2zy — », obdriime vzorec

(1) SoScf(zl_i_yn'z}:)dzdy_ggoduSf( )\Tvﬂ_dTv?

Volimeli zde f(§,7) =¢—4%)#—1, kde a i s m4 realnou &4st kladnou, vznikne

oo OO

00 o0
5 5 e_a(zi+f)z:—lyl—l dzd}l — -EITS u"—’ dﬂ S g—av ._,d_v:' .
0 . V'v "
Levé strana splyvd se &vercem integralu
o0
S e—a% gr—1 dz
ehoZ hodnota zn{
$
1 ()
2T
3 tedy nachdzime vzorec
oo oo "~ .
@) Su‘—ldu e du — 2’F(T)
Yor—a® 4a!
Rozpravy, Rota, v. ¢ 1L !
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Chceme ukdzati, Ze rovnice tato platf také v pHpad& ryze pomysiného ,,

jeli realnd &ist s obsaZena v mezich O a -;f PoloZme za tim Géelem o — ;
a rozloime vyraz

o0 e o]

—civ
(a) u'“duS d ﬂ=J
J Vo' — 4t
v &ast realnou a pomysinou
[« 9 o0 (= o] oo
J = u"‘duS M —7 S w—1du S smcfvil'
J Vo —aut vt — ot

pfedpoklddajfce k vili strunosti s realnym.

Znamenameli na okamiik

(=24

o0
q:(z)zgfga-;dx ' lP(b’)=S sinz dx

J Yzt —s® Vot — st

bude lze nas integral psati

o0 (e o]

J= gu'-‘ qllcue Ydu—isgn.c g1ﬁ—‘ w(|lcu|)du,
.0 ®,

0

takZe vie zile#f na tom, jak se funkce ¢ (5) a y(s) chovajl na mistech =0
a 2= oo; nebot funkce ty na ostatnich mistech jsou koneény a spojity, a od
choviénf jich na koncich integradnich =0 a 5= oo z4visi existence integralu.

Zabyvejme se pifedevsim integrilem ¢(z). MozZno jej pséti

[ ] (= =]
coszdzx coszdx
+}

e L b

pro O<z<—21.

Druh4 ¢4st je patrné konend pro z=0, i zbyv4 jen studovati &ist prvni.
Tu obdrzime &iste€nou integraci

=
: d
coszdzx
—— —— = — log 8.cos s+

T sinz.log (z+Va®— 5*) d=.

LY I

Odtud plyne, %e funkce »* -1 q(|cu|) v ptipadé s> 0 jest schopnou integrace
od bodu #»=0. Podobné se to ukaie pi »*—! y(|cu|).
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Abychom vysettili povahu funkce @ (3) pro velikd 2, ufijme vzorce

o0

cos(z+ s)dz
7() = S Vz+2s Vo
oo _ ®
__cos s 25  coszdz _ sing V 25 sinzdz
T Y2 5 2z4+-z Vz V25 S 2:4z  yz
a odtud patrno, Ze funkce @(2). Y zhstdva koneénou pro g£= oco; podobné
< to ukdZe pro funkci w(s) Ys. Odtud ale patrno, Ze integrély

o0 [ o]

Su"‘qa(]cu[)a’u, Su““tp(|cu|)du

(1]

konverguji absolutné za podminky 0<s<—;—.
Integral J tedy existuje, i zbyvad jen ukdzati, Ze plati vztah

o0 (o =] .
lim S w1 dug —iu—"(ru—”:—_l& =0.
=04 : v® — %t

Ponévadz vyraz

& (n) = Se““" (e**—1) dv

V;)"_;— A
lze psati
o0
1 g , . 20 dzx
('_' §) — FCI“—CIJ t,—au—az_l —_—
() 2% ) ( ) 2u+t-x v;

bude mozZno uréiti M tak veliké, aby bez ohledu na « integral

00

S’ 11 d(u)du

byl mensf nez pfedepsané libovolné mal4 velidina; uréfli se po té « tak malé,
ab.}" v mezich 0 <#< M byla funkce @ () dosti malou, bude také lze do-
clliti pro integral

M

5 w—1d(u)du

hodnoty mal¢, a tedy bude

(o2
lin‘:) S w—ld()du=0.
. 1*
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Tudii platf vztah

o0

(e, 0 o0
lim S w—Vdu S e—av—civ r~_.d._v_~ =S w—du S —civ__2¥
L 4 L

a=0 v'u‘—u" vy — 8’

&mi dokizino, Ze rovnice (2) plati téZ pro ryze pomyslnd @ a pro veliciny
realné s v mezich 0 a %. aneb pro veli¢iny komplexnf s, jichZ realni &g
je v téchto mezich.

Volimeli tedy a =c#, ¢ > 0, obdrZime

»2r (%)ncos %

So Sovw—u" T
e} -

(3) e
sin cv dv 2’[’(?) sin

V téchto vzorcich lze se omeziti na pfipad ¢ =1, aniZ se &ini Gjma obcc-
nosti. UZijemeli znimého vzorce

4 =%J(u),

V8 — ut

o0
S sinvdv
8

ve kterém J (#) znadi Fourierovu a Besselovu t. zv. funkci cylindrickou

) 4 ] s
J() =1— u u u u

PRl T b U e L b ey oL
vychdz{ z druhého ze vzorch (3) tvar

oo

s\8 S®
21 (<) sin 2%
(5) SJ(u) w—1du = (2) .

27 ;

ten dokazdn pro O<Real.s<%, aviak v piipadé realného s konverguje
integrdl jeSt€¢ v mezich 0<s<%.
Pro s =1 mdme odtud zndmy vzorec

SJ(u)du: 1;
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Jifferencujemeli p;lk vidi s a klademeli po té s=1, obdriime vzorec Weberiv*)

o0

() SJ(u)log udu=1I"(1)—log2.

Vzorec (3) lze té% vyvinouti ze vzorce Lipschitzova **)

R U
(7) Se"‘ J(u)du—\[a’_—l—_T'

nasobili se a—*da a integruje od «=0 do a= oo; tak se obdrii dfikaz
vzorce (D) pro piipad O <<Real. s <{1.
Z () déale plyne

oo

s\% . sm
S S —=JCw) . *T (2) sn g ( 1 1
27

% at V/ad
0

a prejdemeli zde k limit&€ pro s =0,

o0

(8) S J(an) —J (bu) du = log —:—.

u

'ravd strana vzorce (5) zaéind svlij mocninovy rozvoj ¢leny

%+P'(l)+log2;

abychom obdrzeli mocninovy rozvoj levé strany, rozlozme integril (5) ve dva
] [0 o]

SJ(u) w—Vdu- S J@)w—1du,

a nahradme prvnf z nich fadou

wlr+s

w' = *]
T OHCIETR

r=1

Tak shleddme, Ze rozvoj integralu (5) za&ina &leny

et B e o

*) Journal fiir die reine u. angew. Mathematik, sv. 76. Jiny dokaz podén sutorem
v M:nltshefte fir Mathematik u. Physik, I. ro&nfk.
*) Journal f. d. reine u. angew. Mathem., sv. B6.
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porovninim nachizime vysledek

® FOtlog2=ogat ¥ 5=l +S T2

Uvazujme nynf vyraz
s\ . snm
F(?) sin 2

pro velitiny s=a 47z, kde @ a z jsou realné, a sicc a>>0. Ze vzorce
Stirlingova

log I'(2) =(z—%) log s — z -+ log Vﬂ-l—(%).

kde (—:—) znaéf veli€inu, kterd pro velikd z je velmi mald, vychdzi nejprvc,

Ze realnd ¢ast veli¢iny log I‘(a—l; 2 ) ni

a1, NEFE 2 o “ (1),
3 log v 1 5 arctg — +log V2@ — —
a odtud plyne, Ze bude

)I‘(a——g—ix-)gsin a—|2—z'a: l—c (a’—l—a:’)a—’—

kde ¢, je koneéno pro z = + oo. Odtud plyne, Ze integral

[, 2]
2 \a+i= (a+z’z )’ . atiz dx
S(j) r 2 R atix

existuje, jakmile a <{ 1, znaéili z veli¢inu realnou a kladnou.

Znamenejme tedy literami @ a » dv& kladné realné velitiny, z nichi
prvé jest obsaiena v mezich 0 << a <1, poloime ve vzorci (5) s=a +iz,
1 1 dx

nidsobme 28 7" afiz a integrujme od —oo do -|-oo.

I obdrifme tak rovnici

N

Jim ot e S T (%)L

= §() (e

XXIIIL.




Kkterou lze psati

00 N
1 u u\atie Jdz
'Nlm;o 2n SJ(u)_u—S‘g7 at-iz

(b)l =$§°(%)a+m (2+w) sm"(z

- 00

O levé strané chceme ukéizati, Ze splyva s integrdlem

1 ¢ du ¢ u\atiz Jdx
. )10 )

k tomu cili bude tfeba dokazati, Ze vyraz

oo

SOJ@)—S(% rEt S o5 S(” )

klesd s rostoucim /V pod kaidou mez. Pfetvofme oba integrily substitucl
n=wve*, i vznikne

o0 o0
. acoszz-tzxsinzxs
J=2SJ(ve')e“ dsS P dz

—o0
Integral 8 pidme ve tvaru
nc oo
8=2 S J (v ) e"dz§ %ﬁ’;—f dz

— 00

2 J(we‘):‘"-—J(vr")e—‘"] dzs %43
OS[ +z

Utijeli se tu vzorce

Bl oo oo
Tsinzs cos Nz coszsdz 2 x%cos 2 2
Vi eem et )RR G
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jenz se obdrif &4steénou integrac{, vychaz{ tvar

3=2 S J (v es) eas sS AC0%% 4
Zoo ¥ ’—|—z'
+ a’—iN' S J(ile")e‘"—;]('ye—l)e—a' cos Nzds
+2S°J(vﬂ)ﬂ'—zJ(vr')r4' dgsoc::f::’.z
_45 J (ve) e2* —BJ('ue—')r‘" S (:::is;; iz

Pfedpoklddidmeli 0 << a < %, konverguji integrily

(o o]

S J(vef) edr — J (ve—r) e—as

S J(@e)es: () dz

—00

. P(s)ds,

absolutné, jakmile jinak libovolné funkce @ (z) a W(z) jsou koneény pro
8= + oo. PonévadZ pak

) l oo
acoszz adx
|§m—d¢i<5a,+ ,_arcth,

X (e o]
z" CoSx s z’ dz 1 a N
|2§ (aﬂ_i_a;!)! ‘<2S ag__l_xg)g —7arctgw+m__/v?,
méame vzhledem k posledn{ okolnosti

|6|<2arctg—a”—S|J(ﬂe')|e"dz

—00

J(wer*)ea®* — J(ve— %) e~ %"

2 6 a ¢
+(é'+-ﬁ’+7arCtg7V_+a’+N' S P

a odtud je zfejmo, ie bude

as,

lim d=0.

N=00

XXIIL.
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Tim dokazdno, Ze vyraz (c) splyvd s levou stranou rovnice (b), jakmile
0< a<‘1-; za této podminky tedy plat{ rovnice

SJ(u) e S G =

~ @ () e

Vzpomenemeli tu vzorce

o0
1 S#H, dz _ _ 0 pro £#<1,
27 a+tiz 1 pro £>1,

najdeme, Ze vyraz na levé stran& nadeho vysledku mi hodnotu

§°J( )2z,

a zc tedy plati vztah

4:'2 S(_)a+u= (2 —|—zx) smn(2 +i ) inz SJ( )ﬁ

— 00

Zaménimeli v za 2v, @ za 2w, obdriime jej ve tvaru

o0 oo

(10) S sinz (w +¢2). I'(w + f2)* d:c—4n’5J($) ‘ii,

(w+iz)votic

-—00
pfi ¢em% majf byti splnény podminky » >0, O<w<%. Leva strana je

viak funkef spojitou proménné w, i kdyZ tato obdri{ hodnoty komplexnf,
a sice takové, aby realnd &4st byla mezi nullou a pdli. TudiZ zn&jl existenéni
podminky rovnice (10) takto:

(10*) v>0, O<Realw< gy

IL.

Ve své prici +Z poltu integrdlntho«*) uvedli jsme na konci vlastnost
mtegré]u 0o

Z(w,s,a)=§

zdx
1
(2?4 2wz cos o 4- z%) (1 +x7)

*) Rozpravy C. Ak., ronfk IL, &s. 9.

XXIIL.
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vyjadditenou vzorcem
no

14w -

wsinson.L(w,s—1,0)Fsin(s—1)on.L(w,s,5) =

Vysledku tomu lze udéliti jiny tvar, zavedeli se funkce

(=, 2]

(A) L(w,s,a):S e dz

(we+2wzcos;+x=) (1 +z°);

ta m4 pak vlastnost

. S . (s—1nm . n
(B) ws“‘_a.—[‘(w!s 1,U)+Slﬂ—ﬂ——L(w,S,6)—;(?+~T)—,
jez pfipomin4 riizné vzorce z theorie funkci elliptickych

UkéaZeme, Ze podobnou roli jako »perioda« 1 hraje tu veli¢ina a; vy-
poétéme za tfm iicelem hodnotu

L@w,s,0)+L(w,s+4oc,0)=0.
Ta patrné podle (A) rovni se integrilu

o0

S‘ zdrx .

! w’+2wzcos%—|—z’ -
jejZ lze vydéisliti v zakonéeném tvaru.

Nebot Ize jej psiti

( d 1 1
T dz
Q=S TR} ( T T )
wl\e? —e ° we ° 4z we? -z

a tedy rozloZiti v souéet integrald

(o ] o0
0= 1 S ' dz _ 1 z*dz
2wssin = —aTI Qw7 sin = "7f '
6 0 We +:c ¢ 0 wWwe +.’C

jez oba se urél pomocf vzorce

4mi se ukaZe vysledek

snt _IL‘
_ we° —we ° ”
— Qw1 sin — sin s
[
&li
o S®
SII'IT
Q=nw—!

. ® )
sm;sm:n

XXIIL
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Hledan4 vlastnost funkce L (w,s,0) znl tedy

. IS®
w1 Sll'lT

(€) L(w,s,0)+L(w,s+0,0)=———
sin - sins#
7 rovnic (B) a (C) je patrno, e mi funkce L (w,s,s) komplexnf pro-
ménné s viéi rovnobéiniku period, jeho vrcholy jsou 0,1,¢,0-4-1, dosti
jednoduchy vztah, a tedy patrnou analogii s veliinami z theorie funkeci
clliptickych zndmnymi.
Zavedemeli do integralu (A) integraéni promé&nnou ¢® za z, obdriime vyraz

( e('+1’= d:c
Lw,s,0)=
s v s
ktery lze rozloZiti ve dva
(A" - 1 ) S 2 dzx
2isin g ) (&7 w) ot )
_ 1 S ecdz .
2ising L (5 pw) et

Oba tyto integrily jsou typu téhoZ jako integrdl (13) ve IV. &ldnku nasf
rozpravy » PFispivky k theorii funkci elliptickych, nekonelnych fad a integrdli
omezenych«.*)

Dokézany tam vzorec (13) znf totiz

oo
etrzal gy
(eini(v.z—wl) —_— 1) (e!ni(v,z—w,) I l)
—oo
| & !i" (0, +m) 1 ) ,"d (vy +m)
_—'D— Zo -—(w.-.—w,u,+uua :”_ g ,’".(vn,v.—-,',+nv,) ’

—1
a sice zné&jf udané tam podmfinky
Imv, <0, Imoy, <0, s=&-+¢&72 +8&7,,

pii €emi &, je kladné a &, , &, w,, w, jsou kladné ryzi zlomky. V integrilu
tom pidme nyn{ 2#7v,2=23, i obdr#i hodnotu

S e'l ds
21’1 ' ¥) ()(el—!..ni_ l) (f"‘"""— l) ’

e

*) Rozpravy C. Ak, rotn. IL, &is. 23, str. 28,
V ndeledujicim tam po ném vzorci (lBl) mé pod prvnim zmamenim Z stiti » =0
na mistd chybného m=1.

XXIIL
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pti &¢emi kladeno ¢ = ;—’. Integraéni cestou (s) je zde na obé strany pro.
1

dlouZend pHmka (0...7v,). Nullovd mfsta jmenovatele jsou

(% + ),

kde % znalf libovolné é&islo celistvé. Chceme zatf{diti volbu nasich velidin tak,
aby v oboru mezi cestou (3) a osou realnou nebyly obsaZeny tyto body.

Ponévadz veli¢ina 7, (za podminky Im.7, <0) m4 realnou &4st kladnoy,
nelez{ Zidny z prvnich bodd z v uvaiovaném oboru, pfedpoklddili se =
realnym. Volimeli rovnéz w, realnym, budou také viecky body

2iu

8=2n¢(k+w,), g =

2m¢ 2nzv,

(- wy) = ——— (£ + wy)

leZeti gsevnd oboru obsazeného mezi cestou () a osou realnou, pokud realn;

¢ast zlomku % jest kladnou, t. j. jeli Real. ¢ >> 0. Volimeli jesté Real. v, > 0,
e

bude integrand pro nekoneéné velkd z nekone¢né malym, a tedy bude lzc
v poslednim integrdlu nahraditi cestu (2) osou realnou. Pisemeli mimo to

na misté — prosté s a klademeli wy, = %, w, =u+—;—, obdriime

S ez dz
2’” (‘" qumd 1) (o= 4-1)

@) (¢n+1)ﬂ'—'

E A2u42n s 1
= - Intl)ond - 2 i o
{ - eRu+2nt+oad __ | o = e(2n+l)7—2un:'+1

ve kterémito vzorci se pfedpoklida

Realo>0, s=§+hLotot, (O<E<I, 0<E<I, &>0)
1

pfi &emZ v, jest libovoln4 veliéina hovicf podminkdm Im. 7, <0, Im.c7, <O,
Real.», > 0.

Podminky ty lze lépe takto charakterisovati:
Real.c >0, 0 <<Real. s <Real. (¢ 4 1),

S —Im 5L 173
Im.s >0, Im. —E—_Im. - -+ Im. 2

Z posledn{ nerovnosti plyne, Ze druhd fada v pravo vidy konverguje: neb

bud jest Im.s <0, pak bude na jisto Im.%> 0; aneb jest Im.s>0, 2

pak Im. s—1 > 0; v obou ptipadech fada konverguje.

Vythnemeli pouse podminky Real.c>>0, Im.¢>0, bude rovnice (D)
sprivna, jakmile vyrazy na obou stranidch konverguiji.

XXIL.
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Pfi tom oviem nelze ignorovati podmfnku’'— %—<u< %, kterd nenf

putnou. Integral chova se pravidelng, pokud u ledé wvnit? pasu omezentho

1 1

2 2"
Uvnité tohoto pasu dluino pfedpoklddati veli¢inu #; t. j. dluino pfed-

l)Ok]édati

rovnobdikama s osou pomysinou, vedenyma body u=— ; a u=

1 1
—§<Real.u<—2—.
To pfedeslavie, kladme u vyrazu (A’) w = ¢2"2%  &mZ obdri{ tvar

R R

Zzsm— +1) (=4

_OSO e" dz ‘
DT L) ety

tento lze vyéisliti pomoci vzorce (D) i obdriime tak vysledek

90 i emtoni Sln— I:i 20424 Dani
nie -

2 1 —_—
51n—— eRv+int1)ond 1

0o L LIED] LLLLI Y
T B R T3
c 91:,:!‘ +1 asin%(e—cwmi_l_ 1)
Za podminky Real.c >0, Im.s>0, — T;— < Real. (v 1 ) <-— a za
podminek konvergenénich plat{ tedy vztah

sni
e °

sin 7
- L (e, 5,0)
T sin :T" (eerit-1) sin -~

!n:nl
| SN Ae—vorit@ntDani 1 W
= 2nm1¢ etvonit+@nd-NDoni __ 1 ——; 2 !unl :
n=0 n=1 e ° _|_e!|ml

Vrétimeli se opétn& k veliGing w = 27~/ méme

sni
me °

sm-1
—L(w s, 0)
o sin :;.(l—l—w) sm——

ueni
s —1 plsxni 1 e °
t =2m [2 g T 7 N s ]

[ ,T+w

r

(E) 4

XXIII.
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pfi ¢éemZ summaln{ podminky zngj

1=1,3,5,17,...; n=2,4,6,8,....
Symbol mnohoznaény =~° tu vyjadtuje veli¢inu e2°°#¢, kde v=l;—§”‘z_” mi

realnou &ist podrobenou podminkim — % << Real. (v + —2%) < ; v Jez 1o

splniti toliko v pHpadé O << Real. % <1, naleZ zngjl

1 1 1 1
_.§.+ Real. Cr < Real. v <-2——Real. TR

Odtud plyne
—n—|—uReaI.%<Im.log'w<n—nReal. —:—,

takze log w znall /klavni vétev logarithmickou a =* i w° hlavni hodnoty
mocnin.

Mezi hodnotami zv, které vyhovuji udanym pravé podminkdm, nachdz )i
se také veskery kladné hodnoty realné:

Rovnice (E) plati pro hodnoty o, pro né? -; =f—in, 0<ELL, >0,

a pro hodnoty w obsasené uvnity onoho tihln seviendho paprsky (0... — e¥=i.~)
0...— 831 o00), v ndms leli kladnd ldst osy realné.

Nisobimeli obé strany rovnice (E) vyrazem sin ';—” a ptejdemeli k mezim

pro s = ¢, obdrifme

sin%.L(w,o',o')—Tl"_F;v—)—=O.
cili
® (= = -
Sl—l—z" w“+2wxcos%+a:’ asin%.(l—l—w)

Jestlize viak po provedeném ndsobenf derivujeme viigi s a teprve jotom
klademe s=o, obdrii se vztah

oo

o (a°logz dz
) 142 w'+2wzcos—;+z’

=27 [26(11-1-w) +X 11"—0—1;:::' +}1‘2'*L”_“'i' ]

. k J £- -
sin — © owtec

(G)

XXl
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Ve zvldstnim pfipadé w =1 mdme odtud

(o [ 2] d
c z° logx z
" S 14 1—|—2zc05»’-'-—|-z’

= 212 [4,,+Zl el:::,..-l— 2—17-—:]

7 1+ea_

(z=1.3,5,...; n=2,4,6,...; O<Real.%<1).

(H) ]

Se stanoviska theorie funkc{ jest L (w,s,o) ttvarem jednodusifm ne
ob& fady na pravé strané rovnice (E); nebot funkce L (w,s,s) chovi se
pravidelné i pro realnd ¢, coZ o fadich téch tvrditi nelze. DluZno tedy po-
vazovati vzorce (E), (G) a (H) spiSe jako transformaéni vlastnosti nasich fad,
nezli za rozvoje integrdld.

BudiZ ndm dovoleno pii této pfileZitosti opraviti jeden ze vzorch po-
danych na posledni strdnce nasi rozpravy »>Z poltu integrdlniho«*)

Pro #>>0 a s> 0 plati vzorec (5)

(o =)
Ssin (il__uz)z'__l_d_z_—.le—l
) 2 142 = 2 ’

(o =]

o0
sin 5% S oS 1. »—1dzx cos T sinex ax*dzx
2 142 2 z 14

Tento vyraz chceme vymeziti pre s ==0. U prvniho integrélu uiijme rozkladu

-4+

Prvni z téchto slozek pomoci rozvoje

aneb

-1
cosua:.—li_l_?=z'-‘—|-c,.a:'+‘+c,x‘+3+...
se vy&fsli ve tvaru
2 ldr o’ ,0ft+3
Scosuz.TFx’ =T+ st 2 +c,:+4 “+...,
\

*) Rodnfk IL, &fslo 9., tddek 9.

XXIIl.
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a odtud vychdzi

llm SI f’!- cosuz_zi—_ld_z—L
2 1§52 — 2’

a ponévadZ jak patrno

o0

lim sins—"S‘cosu:c f—_—'—d—x—O

l=0 2 ) 1+$g - ’

o0 o0
lim sinuz 2'dz | sinux dz
s=0 1422 z 142’

vychdz{
o0
sinuzx dzx = .
5 z 1}2° _?(l )

kteryito vzorec mus{ nastoupiti na misto onoho, jenZ na udaném misté podin

v tddku 9. Stalo se omylem pfi korrektufe, Ze tam vynechdn élen 4:;—.

xxiu.
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