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VESTNIK
CESKE AKADEMIE CISARE FRANTISKA JOSEFA

PRO VEDY, SLOVESNOST A UMENI.

ROCNIK V. RIJEN 1896. ¢fsLo .

Referaty a zpravy védecké, slovesné a umélecké.

Ze zakladu theorie funkci elliptickych.

Referuje A/, Lerch, professor na université ve Iryburku $vycarském,

I

1. Budte A, B, C, D, E veliciny stdlé (komplexni), tak volené, aby nullova
mista celistvé funkce R (§) = A&t BE3 - CE2}- D& -+ £ byla jednoducha,
a uvazujme integrdl ellipticky

=\ s

v némZ dolni mez je jistd konstanta, kterou ponechdme volnou. Rovnici touto
je definovino z jako funkce proménné &, a inversi opét § jako analyticka
funkce proménné z, kterouito funkci znamenejme &§ — ¢ (z). Ta tedy hovi
: o .. dE T . e .
differencialni rovnici a’;:“ =\VAR (). O této funkeci elliptické se riznym

zplisobem dokazuje, Ze jest jednoznacnou v celé roviné znidzornujici pribéh
komplexni proménné r, a Ze jest dvojperiodickou, t. j. Ze existuji dvé veli-
¢iny o, o', jichz pomér neni realny, a pro néz plati identicky

¢@-t-0)=qg@, ¢@-4+o)=q¢).

Tyto zékladni vlastnosti funkce ¢ () nepiredpoklidejme zatim za znamy,
nybrz vyvinme jeji vlastnost addi¢ni. Tato podéna byla jiz Lulerem, ale
teprve Abel a Jacobi dospéli k pozndni pravé povahy téchto funkci. Vitu
addi¢ni funkei elliptickych moZno nyni odivodniti zplisoby rozmanitymi; my
se v této zprdvé pridrziime methody pana Hermitea, vyloZzené v clanku Sur
quelques propositions fondamentales de la théorie des fonctions elliptiques,
par Ch. [lermite a Paris, obsaZeném v publikaci Mathematical papers read
at the International Mathematical Congress held in connection with the World's
Columbian Exposition Chicago 1593, vydané r. 1896, kteryzito clinek podati
ve volném prekladé Ceskym kruhlim odbornym jest vlastn¢ Giéelem této zpravy.

* LS

*
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Znamenejme « libovolnou stdlou a pfSice « = @ (@) uvaZujme vyraz
y=log(§—a).
Derivovanim vici £ vychdz{ nejprve

dy_d§ 1
dz” dz f—a

3
tedy po dosazeni hodnoty j—;:\(R )

odtud pak opétnym derivovinim plyne

. 2y (t—a)VR'(s)——2R(§)
( ) D—:("_ - _2 (b _a)c

a podobné& se ukdZie dale

(e —& R (a)—2R(a)
3(19 2(§ — )t

Odectenim tohoto vyrazu od (1) se objevi rovnice

9%y _E—o KO+ L (9] —2[R(E) — R(a)]
dz° Da“ 2(— a)t

v niZ lze pravou stranu zjednodusiti.
Utzijeli se vyrazu

RO=R@+ R (@) ¢ — o)+ 5 R (@)  — 0+ 5 R () ( —

+ogRO @) (E— )t

a vyrazu pro R’ (§) odtud plynouciho, obdrZime pro Citatele
[RE)+ R @] (¢ —e)—2[K () — R ()]

vyraz

TR @E— P+ 5 RO@E—"

a tedy pravd strana nasi rovnice bude

5 R @ E— )+ gRO@) E— ),



i lze ji psati také ve tvaru

(2Au—|—%B)(§-——a)—|—A(§—a)‘

aneb téz
A&'{—%BE— (Aa”—l—%Ba);
hovi tedy vyraz o proménnych z, a

y=log (¢ —e)

rovnici parcialné druhého tidu

J'D“y_g_l__(gi)

kterou chceme integrovati. PoloZme za tim tdcelem

3) w(w)=§(A§*+%B§)dx,

kde z, je libovolnd konstanta. Pak vychézi z (2) jako obecné feieni vyraz

(4) y=f(x—a)+f1(w—i—a)—l—Sw(w)d«'v—l—Sw(a)da,

v némz f(z) a f, (¢) jsou funkce libovolné. NaSe uvaZované y je vsak fedeni
jiz urcité, a tedy zde budou také funkce f(3) a f, (5) vyrazy zcela urCitymi,
obsahujicimi vedle z, pouze parametry vyrazu y.

Rovnici tuto pisme

T a

49 log(§ —ea)=/f(z—a)+ 1 kw+a)—|-gw(w)dw—l-gw(x)dw,

a differencuyjme ob& strany viéi literdm z i «, stdle majice na zfeteli vyznam
liter ¥ a « dany rovnicemi § = ¢ (z), « = @(¢). Znamename-li

f@=F@, fi@=F@),
vyjdou vysledky

E I( ) 1‘ ”
_T_C;“ ( ) — / (;’c —a)— F(z ._|_ a) —|— Y (ﬂ) )

které slouZi k seznanf funkci / a F,, a tim také k seznani funkci f a f;.



Vyménimeli v druhé z rovnic (5) litery a, x, a obréitimeli znamenf{ na
obou stranich, vyjde,

9@
W—)——F(“_w)+FI (z+a) +y(2),

a porovnimeli tento vysledek s prvnim ze vzorct (5), mdme
Flx—a)=— F(a—2),

t. §. funkce F(x) je lichou.
Znamenejme nyni

9’ (@)
6 /)] s \ = ——,
© @)= go—@
i bude dle druhého ze vzorcd (5)
Oxty,a)—D(x—-p,a) =1ty —a)— (v —r-—a)

+ Az —yta)—1 (r4y+ta),

¢imz eliminovdno v (a). Jeito F(x) je funkce lichd, jest pravd strana symc-
trickou viici literdm z, a. Nebot vyménou liter té&ch se obdrZi vyraz

F(aty-=a) = Fa—y—a+ L (@—y+9)— B @4y )

totozny s vyrazem

—Fla—y—a)+ Faty—a)+F (t—y +a) = F, @4y +a)

t. j. s vyrazem pivodnim.
Plati tedy vztah

M b@ty,a)—d(e—y,a)=d(@@+p,x)—D@—yp,).
V druhé z rovnic ()
(52) ¥ (@,0) == (5 —a) -~ F, (4 @) — y (@)
piSme a -}y za a, podruhé a — y za a, a seftéme vysledky; tim se obdrii

G@,aty)+P@,a—y)=Fx—y—a)— F @+ y}a)

+F@+y—a)—F (@—y+a)
— @+ —ye—r)

Dosadimeli dile do (5%) #-+7 a # —y za «, objevi se po seéteni

vysledkii:

O@tr )+ O —r,0=Faty—a)— F, 5+ +a)
TEE—y—a)—F (&~ y+a)
—2y¢(a).
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Z poslednich dvou rovnic vychézi vztah

b@E+y,a)+P@E—y,a)
=b@at)+P@a—p)+ye+rty@—r)—2v(a),

ktery neobsahuje jiz funkci F a F,. PiSme jej ve tvaru

® |

y@a@+n+y@—y—2¢(a)

8%
( ) —_—(]l(x—|—y,a)—}—d»(a;-—y,a)—(ll(x,a—|—y)—(li(x,a—y),

a viimnéme si podrobnéji jeho obsahu. Funkce vy (z) definovani rovnici (3)

v(@)= S [A(p(x)g—l——;— B m(x):l dx
mé dle (8*) tu vlastnost, Ze vyraz

y@+y)+v@—y)—2vy(a)

lze vyjadiiti racionalné pomoci velic¢in

ex+1),9@&—2), 9@+, v@—p),¢ (@at+1),9 (@a—p),¢ @),
¢(2), ¢ (a),

které jsou elliptické funkce svych argumentd. Funkci y (z) nazyvdme ellip-
tickym integrdlem drukého zpiisobu (intégrale de seconde espéce), a rov-
nice (8*%) poddvd vitu addicni tohoto integrdlu.

V rovnici (8) je dovoleno klidsti £ =a, pon&vadz se tim zidny z argu-
mentl funkci @ a y nestane singularnym. PoloZimeli tedy do rovnice (8)
Z —a, a odeltemeli vysledek od rovnice té, obdriime

| ETHO A0 =0 a0
' +P@—y,a)—D(@a,aty) —®(aa—y).

Sectéme nyni rovnice (7) a (9), i obdrzime

I 29 (.’L‘-'—J’,(Z) :(I)(x)a+y)+(l) (z',(l —J’) _}"(b (ﬂ‘I—J’,-T)
(10) —~@a—y,)+D@ty,a)F+Da—y,a)
l —®(a,a+y) —P(a,a—))

aneb nahradimeli jednotlivd @ jich hodnotami stanovenymi na zdikladé
vzorce (6),

_ 20@ _ver)tel) | ale—s)teile)
(109 ] g@+n—g@  g@tr)—9@) 9 (@ ~3) —q(a)
| @ —9¢ (@  d @ e @

QN IS E)



Rovnice tato podivd obecnou vétu addiéni elliptickych dkond. K jejf
odvozen{ bylo tfeba pouze pfedpokladati, Ze ¢ (z) jest jednoznalnd funkce
z v jistém okoli bodu £=0; neb volili se také hodnoty «,y dosti malymi,
budou viechny zde uvaZované argumenty obsaZeny v témzZ okoli.

[Z rovnice této lze dle Weierstrassa souditi, Zze ¢ (z) je funkce jedno-
znacné; nebot pro z —_y mame rovnici

29 () _ 9'(at2)+ 9 (a) + 9 (@ —x) 40 (a)
P2x)—q (@)  qe+z)—o9ga) g(@a—x) - ¢la)

_vlda—o@) gle—ogal,

g (a-i- ) — ¢ () ¢ (a —z)— @ (2)

probihdli proménnd z kruh poloméru 7, probihd 2z kruh poloméru 27,
a v novém kruhu tomto ma funkce ¢ povahu funkce racionalné; nvni lze
opétovanim udvahy rozsiriti znalost funkce do kruhu poloméru 47, 87, 16, ..,
tedy do celé roviny.]

2. V pfipadé R (&)= (1 — §* (0 — £*£Y) poloime

Jeli zvlasté £ realny ryzi zlomek, bude mozno integral rozvinouti v fadu

’L‘:S -I—ﬂ,., —i—tlz§5—|— e ey
konvergentni pro | & | << 1. Volme § realné mezi — 1 a |1, a poloime
& =sin v; tim integrdl obdrzi tvar
L
dv
(8 =\l
Y1 —4£2%sin?v

0

7 ,
Pro v = rl obdrzi £ hodnotu

4
_ dv
Y1 — A£%sin®v
V]

pto v — — —-2”— pak je = — K. Probihdli naopak x realny intervall od
— K do X jdouci, odpovidaji mu zccla urcité hodnoty @, a sice probiha v
. 4 24

intervall (—? R

Tuto veli¢inu v nazval Jacobi amplitudou veliliny » (z =am. 2), takie
pak bude

(12) f—=sinamz , Vl—,“'—:_—cosam:r;
Jacobi déle znamenal V1 — Z2sin®v — 4 v, takie se disledné pise

(124) VI—Af—=damx.



403

Pro tyto dkony elliptické zavedl! pozdéji Gudermann oznaleni jedno-
dusdf sz z, cnz, dn z, kterého budeme dile uZivati; jejich derivace lze pséti
sn’ x etc.

Dle definice jest

sWx—cnz.dnz,

a pomoci tohoto vzorce se vypolte dile
' x= —snzxdnz,
an'x= —ktsnx.cnx.

Déle se snadno vypocte, Ze

snx sntx
(cn:z: ) _(1+m*a:)d’w'

sne\ am”.z:)
(dna;) _(1_{_/é anz .

snx SnI
Klademeli ted ofadem f=snzg, ——, ——
yp § "enx P dnz

hovi kazdd své pfislusné rovnici differencialné

,obdrzime funkce, které

(Z)'=a—ma—k#wm,

(Z_i);(l-l-é”) (L F2E) & =YT—F,

(Z) =a+rma—im.

Kaida z t&chto funkci £ definuje uréitou funkci ¢ (), jeZ vznikne inversi
integralu tvaru

3
= S _4s
J VRE
a sice jsou tyto funkce liché, t.). @ (—2) = — ¢ (2). Pro liché funkce ¢ ()

viak na pravé strané rovnice (10) vymizi prvni dva ¢leny, volime-li a =0,
coz vyzaduje, aby ¢ (0) bylo konecné, a tedy = 0. 1 zbude

2900 __ 9 nN—¢ (x)_|_¢' )+ (=)
19 l 3 (x ) gU)—9@ ' 9()+9@

_o 3@ N—0' @0
¢* (*) — 92 (1)

Prvou z téchto rovnic lze také psiti

29" (0 . 9 () + 9(p) 9 (@)t 9 (1)
a _ . — -Z)z - D- l .
(129) ¢ (x4 y) %9 (@x)—gq () + Dy log ¢ @ —o(y)




Podle (12) jest v nasich pfipadech

sn®x — snty
(a) sz (z+9) = snxenydny — snycnzxdnz

sn(r—4y) __ sn2x — snty
en(@-Fy) = snxenxdny— snycnydnx '

sn(x+y sntx — sny
dn(xty)  snxzdnmcny —snydnycnz

z rovnic téch obdriime

snxenxdiny —sny cny dnzx
(®) H@I) = ey dny oy

SHxcny dny — sny cnx dnx

_ suxdnxeny —snydnycnz
() dile )= snxcnydny — snycnx dng

Citatele a jmenovatele zlomkiit (a), (b), (c) budeme ndsobiti vyrazem
snxcnydny -+ snycnxdnx; tim se objevi ve jmenovateli vyraz

sn®x cn®y dny — sny enx dn® x

=8QA—7)Q—£9) -1 —-§) A —-425,

kde psano & =snzx, y =sny. Vyraz ten lze psdti
§* =) (1 — 42527,
takze misto (a) obdrZime

. (N Snxcny dny—+snycnyanz
(139) s (@)= 1 — A2sn2zx sny ’

podobné se vyvine

ob _ __ cnreny —snxdnxsnydny
(13%) @ tg) = 1 — E2snx suy !

_ __dnxdny —ksnxcnz sny cny
(139) dn (x+-y) = 1 — k2 sux snty ’

3. Zvolimeli za R (&) polynom stupné tfetiho, t. j. klademeli 4 =0,
zistanou viecky pfedeslé vysledky v platnosti. Zvolme

RE=48—nt—g
a definujme integral

)

§
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kde integrdl zfistivd aspofi pro velikd § realnym, jsou-li g, g, realné velidiny.
Ponévadz pro dosti velkd &

1 1 3 - -
— =73 a, £ ] a, & ] e e
obdrzime
-1 2 .5 2 .
r=— ‘}——5—al§ %—7%5 — ... ,
kde ndm na konstantich a, , a,, ... zatim nezdleZi.

Zdvojmocnénim vyjde tvar

5, . 8,
x‘:—é—+—é:—3—|——4—|— -

a obraicenim nalezneme

%:x“—&,x‘—kcms—}-c'ap'“—l— .......

a tedy

§=—1‘+€1x2+52x4+"3$6+ cee (G =20).

xﬁ

Timto prvkem je definovdna elliptickd funkce, kterou znamenejme
s Weierstrassem @ (z), takZe mdme pro mald x rozvoj tvaru

1
— 2 4 6 .
ga(a:)__x—g—l—clx G cpattcgxt .. ... ;
funkce ta je charakterisovdna mimo to rovnici differencialnou
' ()2 — 3
¢ @)=dea®—g5pr—g.

Zvolme nyni ve vzorci (10) ¢ (r) = ¢ (z). Vyraz

D (z,0)= = — D,log[g(2) — 9 (2)]

poskytne vzorce

®@a+ty,2) =— D, log [? () — 9 (a +J): ;

@, a+ty) =— Dy log [? (2) — ¢ (a +J’): !

®(e,a+ty)=—D, log [{? (@) — ¢ a7 |-

Téchto dluino uiiti k pretvoieni vzorce (10), jenZ obdrZi tvar



0@ e f@)—fl@—y)
f@trn—¢@ 7 Be@—¢@aty

@) —¢(@—)
D= log ooy —f @t y)

Q(e) —¢(a-—2)
— Dy log e@) — ¢ —}-}')

¢’ (a) @
T —¢@ Tola—n —¢@

Obé strany rozviime podle mocnosti veliéiny @, kterou dluino voliti

v okoli mista @ =0, a porovnejme souéinitele pfi prvnich mocnostech. Levd
strana rovnd se vyrazu

IR

1
—;5—|—$;J(a:-{—_y)—c, at—cqat. ..

1—c¢ at— 2¢ya® ...

T—a ¢ @F)Faataadt..

4
T a

a tedy lze ji rozvinouti v fadu

a Lo 2¢e) 4 a4
(a) Pty —pk) ~ a +4p@E+r)a+

Podobné bude dile

(b) Dylog L@ =p@—=0) _ p pP@)—p)+¢ a4 ..

5@+ pa—y) Ep@)—p)—pat...

£ ()
— Dilo T ew—em * T —9ap P
T T Fo o T @) —p0)
() — p ()
_|_alaﬁ—-|—a2a3—|—...

p@)—pla—y) _ 7 ()
©) Dalog oy iia +» 2aDe T@— ) T

play—pla—y __ 1—a?p(N+...
(d) Dylog (@) — g ety = Dylog 1—ap(+..-

=ﬂ1a9+ﬂ2a3+...;

konecéné bude

£ (a) _ 2 l—ga*4-... _2
© platy)—pa a 1—ap () ... —+2p0)a+
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Vysledek porovnani souéiniteld pti @ jest pak

A9 st =g DBt 50,5 KO ()

kteryZto vzorec lze téZ psati
1 5
(149 pE+N=p0)—5 D3log [ﬁ(x)—ﬂ(y)]
L pyi
—g Daylog| p@)—p(0) |
Vyménimeli z a y, vyjde
1 1 1
pe+2)=p @ — 5 Dilog | @) —p(r) | — 5 Dblog | pel—r0) |
pfi¢temeli k pfedeslému vysledku, obdrzime

patr)=LOLLD. (D1t 20540; ) 10g [ #0)—p ()]

¢ili ve formé& symbolické

19  petn=LDTEO L (bt 0 ) ig| p@—rp0 |

Abychom ji pfetvofili, vypoctéme

. . o () — _ @ —=p")  FE)4p ()
(Dﬂ_l"'Dr)log[f(x) P(J’)]— f (@) — () (ﬁ?(x)—fﬂ(}’)).z

Z rovnice
£ (@) =4 p* () — & P (@) — &3
plyne differencovdnim

77 (%) = 6 p* (2) — L,

a tedy nas vyraz zni

C e () —— () | = G o s P @)
(224 03) g | p) — 1) | =62 @)+66 ) ey

ool o] P @)
D3y log [J @) — # (y)] T

a tedy bude podle poslednich dvou vzorcti

Dile jest




(224205423 ) 1o¢ [ 5@~ #0) |
@) —p (9 :r_

£ (@) — ()

=6p(2)+6p(»)—

Nésledkem toho vzorec (15) bude

ey — 0 (12
(15%) oz +J»')=% ’;, g)) = g ((j))] — £ @) — 0O

tot addicni véta funkce pr.
4.%) PonévadZ v naden pfipadé =0, B=14, zni definice funkce y(2)
danéd vzorcem (3) takto:

z

¥(x) --_—S 2 o (x) dx.
Uzijemeli rozvoje

p(x)_—__x_lg—l—rlxg-f—qx"—l—...,

obdrzime
w(@) = 2{(z,) — 25("”)*
pfi ¢emz kladeno

coon_ 1 G s G 4
C(z)= z 37 KT een
takie
() = — D, { ().

Rovnice (8*) pak poskytne, zvolimeli 2, = a:
4i(a) —28(e+y)—2{(2a—)
— Dy log [p@—pla+2][r@)—p@—2]
[p@)— p+2)] [p@)—p@E—2]

¢ili

L (atp+Ea—y) — 28 (@)
[#(a) — pla—p)]. [0(@)— p@—y)]
[p@ —ptat-2]. [p@—p@—»]

Zde prava strana musi byti na z nezdvislou, ano se £ na levé stran¢
nevyskytuje; abychom ji obdrzeli, rozvinme podle mocnosti z. Zni

D, log

[
t\$|r—~

1 [p(a) —p(N— ¢ PNz—...] [p@—p)+#Pz—...]
a .Dalogx4 s .
2 [l—p(a—l—y)z’-{—...].[l—p(a—y)x”—l—...]

%) Uvahy §§. 4—8 se v &ldnku p. Hermitea nenachézeji.
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Ponévadi D,log x* =0, obdriime stily ¢len

1 2
F0u10g[p@—p00 |,

t. j. relace nase bude
16) L@+ +t(e—3) —2L(a)=D,log [pa)—p(»)]

Rozvineme-li ob& strany podle mocnosti veliCiny @ — y, a porovnameli
Cleny stalé, vyjde

1 ")
2y) — — = £
17 (@n—2{n=15 )
Odtud plyne
f@Yy) (@Y 1 ¢ (2,
ok 9k—1 T 9k+l1 @’ (27:—1),) ’

se¢temeli tyto vysledky pro £2=1, 2, 3 ... », obdrzime

L@ = E 1 ¢ (2%-1y)

on ~ 2k+l go' (_C_)k—l])
ili B
n—1 ’e
- - _ o ¥ (249
174 My = 9n on- -2
(179) C (2) <w+; T

Probihéli y konvergenéni kruh pfislusny k zikladnimu rozvoji

~rn_ L g 3 Ca a5

zdstavd prvy &len na pravé strané rovnice (17¢) jednoznaénym, a ostatni ¢ast
pravé strany jest jednoznaéna, ponévadZ funkce ¢ (r) md v celé roviné po-
vahu funkce racionalné. Probihdli véak y kruh poloméru #, probihd 2"y =z
kruh poloméru 277, a tedy jest dle (17¢) funkce { (z) v celé roviné jedno-
znaénou funkci a ma povahu funkce racionalnou; nebot lze vhodnou volbou
n dociliti toho, Ze kterykoli pxedepsany bod v konecné vzdalenosti zapadne
dovnitf kruhu poloméru 27 7. Zaroven je patrno z rovnice (179), ze poly funkce
{(z) jsou mista, kde nékterd z funkei ¢’ (2°y) zmizi neb je nekonecnou, a ic
jsou vidy jen stupné prvniho.
Z rovnice

Q) =— D, {(x)

véak plyne dle posledniho vysledku, Ze funkce ¢ (x) v okoli svych pold z,
bude tvaru

C .
(.Z“-—’C )2 dap a2 H-ay (B — 7).

Bud @, polem funkce {(a); zvolme y tak. aby ani a,-+y ani ¢y, —y
nebylo polem této funkce; pak se v rovnici (16) na levé strané pouze po-
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sledni &en — 2{ () stdvd nekoneénym pro @ = a,, a rozvoj levé strany podle

, jestlize
a—a,

mocnosti rozdilu « — @, bude zadinati ¢lenem —
[ (@) =—S2— | P(a—a,).
a—a, 0

Prav4 strana stane se nekonenou pouze na mistech, kde ¢ (@) jest ne-
koneéné, a na mistech, kde ¢ (¢) =¢ (7). K témto poslednim nebude ndlezeti
a,, byloli ¥ vhodné voleno. I zbyvaji jen mista prvni, t. j. poly funkce ¢ ().
V jich okolf bude existovati rozvoj tvaru

Y B(a—ap)

a— a,

Dylog [¢(a) —¢ ()] = —
a tedy plyne z rovnice (16), Ze naSe konstanta C, =1. To jest: funkcc {(x)
v okoli svych poli z, ma rozvoj tvaru

L) = — - B — o)

z— x,
kde jako vsude difve B (x — z,) znaci fadu mocnin tvaru
Ao+ 4 (x— z) + Ay (2 — %)% - . ..

Pro funkci ¢ (x) pak vychdzi odtud rozvoj tvaru

¢ (z) = (@ ‘_‘_I'EO_)'E" + P, (z — ),

¢imz uréena konstanta C, kterou nebylo z rovnice (17¢) snadno uhodnouti.
Bud nyni opét z, polem funkce ¢ (z) a v rovnici (14) pfejdéme k limité
pro x =z, Rovnice ta zni

. N ofy L@ 1 ¢
¢4+ =¢0)—5- [0 — ] RICETIOR

a pro =gz, vymizi oba posledni &lenové na pravé stran&, takie vychdzi
¢y + ) =¢ (}’)-

Feli tedy x, polem funkce Q@ (x), je zdrovek jeyi periodon.
Podle toho musi byti

0O+ 3) =+t art..

t. j. je-li Z, polem funkce ¢(z), bude v jistém jeho okoli

¢@) = 4 (5 — )+ 4y (& —2) ...

(x — x,)*
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Z rovnice (15%) vznikne v pfipadé z=y:

_1 (¢ @)*
(18) P (22)= 1 \¢@ — 2¢ ().
Bud z, nullové misto funkce ¢’(z); pak bude ﬁ;), (;w)) na mist¢ r=ux,

nekonecné, kdeito ¢ (z,) je konelné; tudiz bude ¢ (2z,)= oo, a tedy 2z,
periodou.
Mista z, snadné uréfime. Nebot vyraz

¢'(2)? =40 () — £, 0 (@) —

vymizi pro ony hodnoty #=u,, pro které ¢(z,) je kofenem rovnice tietiho
stupné

48— g, §— £, =0.
Kofeny ty znamenejme ¢, ¢,, ¢35, takZe bude
(19 (@) =4z — ) (P2 —¢y) (¥2 — ¢3).

Pro ¢ () =& mdme rovnici

cO

r=— S @f L
: 2V(§_"1) € — &) (C—"a) )

Jezto ¢'(x) vymizi pouze tehdy, je-li jedna z veliin € (x) — ¢, nullou,
musime voliti § = ¢;, abychom obdrzZeli jednu z hodnot z,; je-li ¢; nejvétsi
z kotend, volme § —=¢,, nalei integral

o0
df
w, = S : -
. 2Y(€ — 1) (€ — &) (€ —&3)
bude miti tu vlastnost, Ze ¢ (—w,) =0, a Ze tedy 2@, jest periodou.

Nejmensi z koFentt £y, €, 3 které predpoklidejme realnymi, bud e;;
ponévadz ¢, 4 ¢, 4 ¢; = 0, musi byti ¢; <0; integral

S R S—
_002v € — &) ~—¢)( —e)

v némz & < e,, jest pomysiny a lze jej vyjddiiti fadou tvaru

_ 2 _
=3 4—|--5—a1§ i,
z niZz obrdcenim vznikne
1
f= -, +qrtFczt4 ... =¢):

2
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ptejdeli tedy v integrdlu & do ¢;, obdrZime vyraz

€3

» =Z.S‘ al
VG DE@—0@—0)

o0

pro n&jz ¢ (wg) =0, a tedy 2w, bude periodou.

Pro funkci ¢ (») nalezli jsme takto dv& periody 2w, a 2w,, které nejsou
v realném poméru.

Z rovnic

(4 20,) =9 (), ¢ (v + 20,) = ¢ ()

snadné odvodime
Q@ —2mae) =9 ),9 @+ 21n0,) =¢ (#),

kde m,n znadi libovolnd dvé &isla celistvd, kladnd neb ziporna, a odtud
koneéné

Qe+ 2mo, +2naw,) = ¢ (x),

takie 2m o, 427w, je také periodou a polem funkce ¢ ().

Z predchazejictho patrno, Ze veSkery poly funkce ¢# nemohou leZeti
na téie pfimce. Z polll funkce ¢ (%) jest jeden pocatku nejblizsi, t. j. ma nej-
mensi prosty obnos; pol ten znamenejme 2£,. Vedme piimku timto bodem
a pocCitkem, a z veskerych pold, které lezi mimo tuto pfimku, bud 20,
onen pol, pro ktery trojihelnik (0,2%,, 28,) je nejvétsi. Ve tvaru

2m 420, , i, n=0,%+1,+2,+3,..),

je pak obsaZen kaidy pol funkce @ ().
Neb ponévadi pomér veliéin £, a £; neni realny, bude lze kaidou
komplexni veli¢inu £ uvésti na tvar

Q=E8Q, + 19,

kde & 7 jsou velidiny realné; poloime &=um &, y=n—+, kde m, =
jsou éisla celistvd, &, 4’ pak ryzi zlomky.

[ bude
QR=(mQ, +n) +§Q, 4 n 92,
Jeli 2 Q periodou, bude ji také vyraz

20 — (2m R, +-2n8),

t. i,
LR, 4248, =28

bude polem funkce ¢ (#). Av3ak tento bod lezi uvniti rovnobéinika (0, 22,,
2R, 129, 22;), a plocha trojihelnika (0, 2£;, 22) jim stanoveného jest
mensf neZ plocha trojidhelnika (0, 2%2,, 22,); ale to se pfi¢i podmince, dle
které byl bod 28, uréen. Kdyby ' =0, pak by bod 2%’ byl bliZe podatku
nez bod 22,, coz vylouceno.



418

Tudif existuyi dvd perz'ady 20, a 28, funkce ¢(n), se kteryck lze
veSkery ostaini periody slositi ve tvam m.2 !2 +n.28,; takovd dvé periody
tvori soustavu zdkladni.

Bud a libovolny bod roviny; rovnobéinik, jehoZ vrcholy jsou body
(e, a 28, a2, +29;, a}2R;), sluyje rovnobéinikem period
209, 2,

1an'lrzleli hodnotu funkce ¢(#) ve viech bodech rovnobé&inika period,
zndme ji v celé roving ponévadz kaidy bod roviny lze uvésti na tvar
z-+2m, + 272, kde x nileii rovnobéiniku period.

Ze stran rovnobéinika period dvé rliznobéiné (sousedni) béfeme jemu
za prisludné, druhé dvé za cizi. Pii této konvenci pak plati véta, Ze funkce
¢ () v rovnobézniku period obdrii kaZidou danou hodnotu na dvou mistech.
Touto vétou, jakoZ i jinymi obecnymi vlastnostmi funkci o dvou periodach
nehodldme se nyni zand$eti. Chceme jenom poznamenati, Ze funkce ¢ (z) ma
v rovnobéZniku period jediny pol a sice stupné druhého; ten jest zaroven
jedinym polem funkce { (z) a sice stupné prvniho. Veskery tyto poly jsou
tvaru

2m 8 + 2128, (m, n=0, +1, £ 2, + 3, ...);

na ostatnich mistech se obé funkce chovaji pravidelné.
Funkce ¢'(#) mizi na mistech jednoho ze ti tvarl

2m 1 1), 2082 2mQ =20 41)02. Qw12 +2n-+ 1),

nebot dvojndsobky jich jsou poly funkce ¢ (#), kdeito mista sama poly neisou
[Modnoty funkce ¢(#) na mistech téchto tii kategorii nemohou byti Jm(, nez ¢,,
'y, €5, a sice nemohou dvé z nich bytl stejné; neb kdyby na pt. ¢, se

nevyskytovalo mezi nimi, pak by feSeni rovnice ¢ () =-¢,, kterého lze do-
ciliti integralem

.‘!:\ 4z
2V (6 — &) (§—ep) (§

[

vzatym po kfivé cesté, vyvolalo periodu 2£, ponévadz tu ¢ (£2)==0: tu
viak musi pro uréitd celistva n, »

RO = 28 1y 20

[ 3

a ponévadz £ samo neni periodou, musi aspoi jedno z ¢éisel u, r byti lichym.
MaZeme tedy kldsti

V(L) =0 s YU SR Ey) ==y L V) =y,

z Cehoiz zdroven vychazi, Ze {2 jest jedrnou z hodnot integralu

. R
S 2V E— o) (F— ) (E— ey

l. hodnotou takového integralu vzatého po wéitd cestd. (Pokradovauni.)
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