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xxvin. 

Sur quelques formules concernant les fonctions 
elliptiques et les intégrales Eulériennes. 

Note de M. Lerch à Fribourg (Suisse). 

(Présenté le 88 mai 1897) 

Je veux développer quelques remarques auxquelles m'a donné 
l'occasion une formule que j'avais publiée il y a huit années.*) Pour 
la déduire de nouveau, considérons la Bérie 

F(x, s, « ) - V 1 

dans laquelle je Buppose pour plus de simplicité que les quantité x et 
u soient réelles et positives, la première inférieure à un, tandisque s 
peut être une quantité complexe quelconque, mais ayant sa partie 
réelle positive et supérieure à un. 

En employant la formule 

t = J P u t — v d » 

j'aurais d'abord 

/ 1 v m 00 

r F(x, s, u)=f «l-1 e-H'de^e—^)1, 

*) Sur certains développements en Béries trigonométriques (Annales de la 
Faculté des Sciences de Toulouse, tome m). — On peut d'ailleurs consulter plu-

Tf. mithematkcku-priiudovcdcclca. 180T. 1 

T ' 



2 XXVIII. M. Lerch: 

et puis, en employant l'écriture habituelle 
OD 

B L = — C D 

la formule suivante: 

r ( i - . ) ^ . > = g ( 4 ) * . 
o 

On simplifie en écrivant ex au lieu de ce qui donne 
on 

(î) — 1 = 
Xi' "•.(tH)^ 

tJ 0 

et cette équation prend une forme un peu plus simple en em-
ployant la formule de transformation 

. _ rlri 

qui donne: 

HT) M" *» = g-'e*2*"»a 

et par conséquent 

r 
(2) - L F{x, s, u) Ix! d*. 

o 1 ' 

Puisque la fonction j® | - y j 5 pour des petites valeurs de 

est infiniment approchée de l'unité, l'intégrale qui figure au Becond 
membre de l'équation (2) n'a du senB que lorsque la partie réelle de 
s surpasse un, puisque la limite inférieure dans l'intégrale est zéro. 

sieurs ouvrages tchèques que j'avais publiés sur les séries MalmBtâniennes dans 
les mémoires de l'Académie François-Joseph. 
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Cela étant, je prend M - 0 dans l'équations que nous venoiiB 
d'obtenir et j'obBerve que l'on a 

F(x, s, 0) = R(x, s) +12(1 — x, s), 

en posant pour abréger 

™ 1 
(3) 

»=0 

Si 1 'on change en même temps e en o t l a l'équation 

(4) 
i n l 
7f >* 

K(x, a) + R{1 
\ 

* «+-1 

— *) j 
" T 1 

e s "-fl-g (x\i0)da. 

Il est facile de transformer le deuxième membre de la sorte 
qu'il devient convergent pour toutes les valeurs de la variable a. 

A cet effet je décompose l'intégrale comme il suit 

r 1 + 1 

j e a &s(x | ig)de -f- j % -t | izjda, 

la constante a étant supposée positive, et dans la seconde intégrale 
je remplace fr, par l'expression 

[fra(»|f#) - 1 1 4 - 1 ; 

en employant enfin la valeur 

•—î r . + 1 , 2 t r i 
/ e—9~de — 3-a » 

J «—1 

nous aurons l'équation: 
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(5) 

Í H I I 
17t(x, s) + 7f(l - *, s) J 

Ghacuno (les intégrales qui figurent au second membre est évi-
demment line transcendante entière par rapport ii 5, et le premier 

2 i—» 
terme T arr a un seule pôle s = 1. 

s — 1 
Ici se présente la remarque intéressante que la deuxième inté-

grale est en même temps une fonction transcendante entière de la 
quantité x, ce qui nous permet d'étudier la nature analytique de la 
transcendante définie par l'intégrale 

a 
(6) J | is) da — ® (.r) ; 

0 

car lu formule (5) donne 

rlls\ 
(6-) *(x) = a 2 + ^ 1 | R(x, s) s ) j 

I l s'ensuit que la fonction 0 (x), continuation analytique de l'inté-
grale (0), existe dans tout le plan de la variable complexes, ne présentant 
d'autres points critiques que les points de ramification de dégré 
infini 

x = 0, ± 1 , ± 2 , ± 3 , 

Quant à l'intégrale (6) elle-même il faut remarquer qu'elle ne 
converge que lorsque la quantité x se trouve représentée par un point 
situé ù l'intérieur du carré ayant pour l'hypothénuse le segment de 
l'axe (0 . . . 1); elle converge eu même temps dans les carrés dont 
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les hypothénuaes sont les segments ( » . . . » -J- l)i ma^s ' a fonction 
analytique q'elle y définit est différente. 

En reprenant l'équation (5), je me rappelle les propriétés con-
nues de la fonction R(x, s). ElleB consistent dans ce que la diffé-
rence 

R(x, s) — j-i-j 

est une transcendante entière par rapport à s, et que les dévelop-
pements de la fonction R (g, 5) aux environs des points s = 1 et 
s = 0 sont respectivement de la forme 

(7) R(x, s) = Ç&L + ai(s - 1) + 0,(8 -1)» + . . . 

(8) R (x, s) = - ar) + log . s + bas* + ft.s3+• • • • 

Considérons maintenant les développements, suivant les puis-
sances de s — 1, des deux membres de l'équation (6). Celui du pre-
mier membre s'obtient en multipliant la série 

ir> -, ) J . . .L. . = ! + A î _ i + A< { s _ 1 ) . + . . . . 

par la suivante 

a \ (® — 1) + fl/8 — l ) a ~ h • • • 

qui résulte de l'équation (7). Dans ce qui précède nous avons posé 
pour abréger 

A = - Y [ — log « = T'( l ) - log 4x. 
r ( i ) 

Le premier membre de l'équation (5) a donc son développement 
de la forme 
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i h + - - d + « . - ( - D 1 • • + • 
Le développement dn deuxième membre étant évidemment 

J L j _ i , . + f * M u ) +/»>(•*I»)-1 * 

o a 

on en conclut l'équation 

(9) 

tion 

r ( « ) n i - « ) - A | l o c a Â M * ) * 

0 

m 

En y prenant x = ~ et en choisissant a = 1, on aura l'équa-
A 

r , i ) + i o g * = * ^ 
O 1 

En changeant, dans la première intégrale, * en — et en faisant 
usage de la formule de transformation 

( o | i - ) = f e » , (O | M ) , 

il vient 

(10) r t p + h , * + ^ 1 

l 

Gela étant, les formules 

* 0 ( 0 1 «0) — 1 = 2 £ ( -
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0 , ( 0 1 ta) = 2 / * = 1, 8, 6, 7 \ 
m \ n = 1, 2, 3, 4 / ' 

conduisent à la représentation suivante de la constante d'EuLM, 

C= — r(l)ê. 

(10a) 

C = l o g - f - + 2 V ( - 1 ) - f e -
A* 

d0 
s 

i _JL / V ' — /m = 3 ' 5 ' 7f • • \ 
^ y * ^ * / y r U = i . 2 , 3 , 4 , . . . / • 

Supposons maintenant £ infiniment petit et observons que le 
premier membre de l'équation (9) sera équivalent à l'expression 

_ - J _ + 2 r ' ( i ) . 
X 

Pour obtenir la valeur du second membre de ladite équations 
dans laquelle je choisis a = 1 il faut d'abord rechercher l'expression 

f ( a I m) — - vW-

On a d'abord 

" M ̂  **- S) 

ou bien 

+ (n = ± 1, ± 2 , ± 3 , . . . ) . 

A l'aide de cette expression l'intégrale <p (x) prend la forme 
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OÙ 

0 » 

Or, évidemment 

A - " " fa _ / v - » * * 
Je 9 *\-J V^"* J e YT 
O 1 ' 0 ' 

Gela étant, observons ensuite que l'on a 

O " 0 
ou bien 

/ ( O ^ / W f L - i l ^ 
i V* 

et que l'intégrale 

o ' 

pour x = 0 se réduit à 2 ; on aura de la sorte pour x infiniment petit 
la formule suivante 

/ ^ 1 n i / " ^ ( O l w ) — 1 , * ( * ) = — 2 + / — 

et la valeur principale du deuxième membre de la formule (9) sera 
par conséquent 

i V* i 

En comparant avec la valeur approchée du premier membre, et 
en remplaçant la constante A par sa valeur V (1) — log 4?r, il s'ensuit 
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B . 

(11) f " ( 1 ) + log 4JÎ — 2 = —J[flv, (01 ie) — 1 ] —|- -jL J de. 
i 

En additionnant membre à membre, avec l'équation (10), et en 
employant leB identités 

on aura d'abord 

(X/ 

2i"v (1) 21og se — 2 = — 2 f (Q1 4»g) — 1 
J z 

dt 

w 

- / 
M ° ! t ) -

V» 
de 

Changeant z en dans la première intégrale et en 4e dans 
seconde il vient 

(12) 

de 

- / m m = k u 

En retranchant membre à membre les deux équations (11) et 
(12), il vient 

21og2 — l = c — f 
i 

ou bien 

e 
i ' 
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/ (0 | ~ - f * 9 { 0 I « ) ^ = o 
f i • 

Or cette équation devient évidente on employant la formule de 
transformation 

et en changeant, clans l'intégrale correspondante z en —. Par con-
séquent les formules (10) et (11) ne sont qu'une et même chose; la 
formule (11) est cependant la plus simple. 

En revenant i\ la formule (9) remarquons que l'intégration par 
parties nous donne 

a dz " 
f W ) y = loga . 9a(x | t'a) —Jlogz dd-s (x |»'*), 
0 0 

ao 

J ft3 (x I iz) — 1 dg = __ !nE „ ^ I in) _ J] 
a 

QB 

—flog z . do-j, (x I ti), 
a 

ce qui change le deuxième membre comme il suit 

« 

A log z . (x \ iz). 
u 

Or on a 

d&,(x\iz)=±*"t(x\iz)dzi 

t 
de la Borte qu'il vient au lieu de (9) l'équation 
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o n 
1 

En intégrant par rapport à on rotombe sur la série de 
KUHMEB. 

ArrêtonB-nous encore à l'équation (5), en y posant s = 0; la 
formule (8) permet immédiatement de conclure l'équation 

du — 2 log 2 sin xn = J[fr^x — 1] ? 
o 

dont la vérification directe est immédiate. 

> « i l 

Nikladem K.r41ov«kÉ Ceaké SpaleSnoitl Niak. _ Tlakem dm Ed. Grtgn T Praxe 18S1. 
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