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ROCNIK VIIL

-

Tl'}IDA n. CISLO s.

Arithmetické odvozeni Lejeune Dirichletovych vysledka
0 poctu trid kvadratickych forem.

Sdili
M. Lerch.

(PfedloZeno 17. ledna 1898.)

Kvadratické formy ax®-+bxy—+cy? &ili (a, 4, ¢), v nichZ soudinitelé
a, b, ¢ jsou dcisla celistvad, byly predmétem studii jiz v pfedeslém stoletf;
prvnimi vysledky ceny trvalé proslavili se jiz Euler a Lagrange. Posledni
ukazal, ze formy ty, v nichZ diskriminant

D=2 -44c

je dané ¢&islo celistvé, rozpadaji se v kone¢ny pocet tfid; k prikopnikiim
této zajimavé partie mathematické pocitati dluzno té2 Legendrea, tfeba se
jemu nebylo vidy podatilo v abstraktnim tomto oboru proniknouti aZ
k jadru kazdého jim studovaného detailu.

Nejveétsich zasluh jak o systematické spracovani theorie tak o jejf
vécné obohaceni dobyl sob& Gauss svymi nesmrtelnymi Disquisitiones.
Gauss modifikoval nejprvé pojem rovnomoci (ekvivalence) forem v ten
zplsob, Ze nazval dvé formy (e, 4, ¢), (a’, &, ¢') rovnomocnymi, je-li lze
dociliti identity

ar?tbxytcy=az '+ 2y + 0t

linearnou substituc{

r=ax, 1Py, , y=vx +JJ’1 )

jejiz determinant «d —fy méa hodnotu 1, kdefto Lagrange ptipoustél také

determinant — 1. Toto omezeni pojmu ekvivalence, které Gauss rozlidil
Rozpravy: Ro#n. VIL T II C. 5. 1
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adjektivy svlastni« a »nevlastni«, ukazalo se véci pfimé&fenym mimo jiné
téz aplikacemi analytickymi.

Dvé formy rovnomocné s tfeti jsou rovnomocny téZ vespolek; na
zékladé toho shrnujeme vedkery vespolek rovnomocné formy v jednu ti{du
forem kvadratickych. Formy tétéZ tfidy maji spoleény diskriminant, naopak
ale nejsou vidy formy majicf tyz diskriminant rovnomocny. Avsak tf{dy
forem odpovidajici danému diskriminantu jsou vidy v poétu koneé¢ném
(Lagrange). Pro stanoven{ tohoto poétu tfid forem kvadratickych podal
Gauss mnohé vzicné vyzkumy, ale vyjadfeni jeho analytickymi vyrazy
obecné platnymi podal prvni Lejeune Dirichlet.*) Tento po ptikladu Gaus-
sové uvaZoval viak formy ax*-+2bxy—+cy? vnichz prosttedni souéinitel
je ¢&islo sudé 24; Ze toto omezeni jest jednoduchosti theorie na obtiZ, po-
znal Kronecker, jehoz ptikladu se ptidrzime, zabyvajice se formami

ax?+bry+cy?,

v nichZ stiedni souéinitel & je sudy neb lichy.

Bude zde tieba vyloziti smysl nékterych symbold, jichz se v této partii
téméf vieobecné uZiva.

a) Je-li p &islo kmenné, kladné a liché, a &islo celistvé é&islem p ne-
délitelné, bude platit shoda

f_—_l
a ? =¢ (mod. p),

kde ¢ je bud'1 aneb —1. Toto ¢islo & znamename podle Legendrea takto
a
()
Je-li (-;—) = 1, pak shoda druhého stupne
x?=a (mod. p)

je mozna; v piipadé, kdy (%):—1 ale tato shoda nema reseni.

6) Je-li a &islem kmennym p délitelno, piseme

(%) =0.

¢) Je-li nyni # liché &islo kladné aneb zaporné, a n—=+pp’ p”
jeho rozklad v kmenné ¢initele, klademe s Jacobiem

*) Recherches sur diverses applications de l'analyse infinitésimale a la théoric
des nombres (Crelledv Zurndl, sv. 19 a 21; Lejeune Dirichlet's Werke sv. L., str. 411).
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(2)=(2) () (&) -

Je-li tedy nejvEtsi spoleény delitel éfsel @ a = vétdf jedné, bude
(%_> nullou, v ostatnich p#ipadech bud +1 neb —1.
d) Kronccker pripustil jesté za » &isla suda, i klade v pipadé

n=2%#", (n' liché)
() =) ()

pit tom se piedpoklada, Ze a jest liché, jinak by spoleény délitel éisel a
a n byl =2, a tu by se vzalo

(£) =0

Tak definovano zuaménko Legendreovo ve vsech piipadech. Vlastnosti
jeho predpokladédme tuto za znamé, jako mnoho jinych véci z elementd;
pii tom nicméné nebude od mista zminiti se, Ze pro lich4d » plati rovnice

(SH) = (-7 w>0

n
dale

(-2) =(="F, w=0),

n

a Ze zikon reciprocity

(m—1)(n—1) ,
() = ()

plati pro libovolnad dvé ¢&isla lichd » a #, je-li aspofi jedno z nich kladné
¢) Z tvaru diskriminantu

D=4*--4ac
plyne, ze je vidy

bud D=1 (mod. 4) aneb D=0 (mod. 4).

Dle toho nemiZe byti kazdé ¢&islo diskriminantem. Je-li viak jedna
neb druhi z té&chto shod splnéna, existuji vidy formy diskriminantu D.
Nebot v ptipadé D=0 (mod. 4) mame na pi. formu diskriminantu D

x2——lly’,

4

1*
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kdezto v pipadé D=1 (mod. 4) nam podavi ptkiklad

D—1
)

,2

P4 ry—
takovou formu.
Proto pravime o é&fsle », které hovi jedné ze shod téchto

n=1 (mod. 4), =0 (mod. 4),

ie md tvar diskriminantni.
f) Bud nynf{ D diskriminantem. Je-li D liché, pak znamenejme Q?
D
nejvétsiho délitele ¢isla D, ktery jest Gplnym étvercem, podil —QT:DO
je celistvé &islo tvaru diskriminantniho, je% sestava ze samych lichych ¢&i-
niteld kmennych vespolek rznych.
Je-li viak D sudé, bude tvaru

D=4.22PQ,?

kde 2 je liché a sloZeno z rliznych ¢initeld kmennych, Q,? je nejvétsi lichy
&tvercovy délitel ¢&isla D, a pti tom v=0.
Je-li » liché, poloZime

1

Dy,=8P, Q9=27% Q,
naceZ
D =D, Q%

Je-li viak v sudé, tu tfeba rozeznavati piipad

P=1 (mod. 4)
od ptipadu druhého
P=—1 (mod. 4).

V piipadé prvnim ma A tvar diskriminantni, a lze tedy klasti
142
Dy,=F Q=2 2,

naceZ
D=2D, Q*.

Ve druhém piipadé &islo P nem4 tvar diskriminantni, ale ma jej 4 P
takze lze klasti

Dy,=42P Q=2%Q,
nacez opét
D=D, Q%
Ve viech ptipadech podafi se tedy rozklad
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D=D, 0,

kde ¢&islo D, je tvaru diskriminantnfho, neobsahuje pak Z4dného lichého
¢&initele é&tvercového, obsahuje Cinitele 4 jen tehdy, je-li toho k zachovanf
jeho tvaru diskriminantnfho nevyhnutelné potfebi.

Toto ¢&slo D, zove se diskriminantem hlavnim &i zdkladnim ptisludnym
ku 0.

Diskriminant hlavni D, je tedy bud ¢&islo liché, prosté Einiteld kva-
dratickych, které hovi podmince

Dy =1 (mod. 4)

D,
4
dratickych, které hovi jedné ze shod

aneb — je-li to &islo sudé — je celistvé &slo prosté ¢&initeld kva-

?&0 = —1 (mod. 4), resp. Ii" =2 (mod. 4).

O diskriminantech se snadno dokaze, Ze plati vztahy

()= (%),

dale v pfipadé kladného diskriminantu (D> 0)

(5=)=(5):

a v ptipadé zaporného diskriminantu D —= — 4
C—d N —A)
(A—m __<—;z_ » O<m < 4.

Obeé rovnice lze slouditi v jedinou

(_A%;z_ :(%)sgn.D, d=1|D1, 0<m< ),

umluvime-li se klasti

1 pro 220
sgn.z={ 0 » z=0
—1 » 2<0

¢) Kone¢né budeme uZivati ¢fsel Mobiusovych

El’ 6" Es, E‘ LRI I ]
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kde & =1, a obecné &, =(— 1)*, je-li &fslo 2 sloZené ze samych rlznych
¢&initeld v poétu p. V tomto pHpadé #» nemé ¢&initeld Etercovych; mé-li
viak » ¢&initele &tvercové, klademe &, =0.

To ptedeslavie, vzpomerime okolnosti, Ze pocet tfid kvadratickych
forem tého% diskriminantu je koneény. Podriime-li z kazdé tidy pouze
jednu formu jako jejf{ z&stupce, obdrzime fadu forem rtiznomocnych

(a/, b,, C’), ((l”, b", ‘_H)’ (a"’, b”’, t'",), ..... (a("’), b(w), ‘-'w)),

které tvoti #plnou soustavu forem diskriminantu D, &ili souscavu represen-
tantl vSech tfid tohoto diskriminantu.
Znamenejme déle symbolem v ([, 72) poéet feSeni shody

#?=D (mod. n).
V elementech nauky o ¢&islech se dokazuje, Ze platf

(1) —;— (D, 4m) =

(G T+ G LG+ G LG T+ G-

m o= p R pEp R L

stanovi rozklad ¢&isla (kladného) m v jeho kmenné ¢initele, takze p,, p.,
s - - . jsou vespolek rhznd <cisla kmenna (z nichz p, miZe byti rovno
dvéma), a exponenty jsou kladné. Pfi tom se ptedpoklad4, Ze pro # =1 jest

(2) = ()=

(D
Z tehdy, je-li (7) nulloun, a e &islo m je nesoudélné s Q. Rovnici (1) bude
lze té2 psati takto:

%w(p, 4m)=
ar GG DGO (]

Co sc tkne forem kvadratickych daného diskriminantu, sta&i se ome-
ziti na formy primitivn{.
Kvadratick4d forma

azx®+bxy+cy?
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sluje prémitivni, nemajf-li souéinitelé @, 4, ¢ spoleéného ¢initele.
Formy, které nejsou primitivni, jsou tvaru

@ dxt 4 b, dry+e dy*=d(a, v 4b xy+ 7

a vzniknou z forem primitivnich diskriminantu

b —4a c, = %
nasobenim C¢initelem d.

Je-li dale diskriminant D — — 4 &islo zdporné, lze rozeznavati formy
podle znameni prvnfho a posledniho koefficientu. Nebot rovnice 4 4%=
4 a ¢ vyzaduje, aby znamen{ veli¢in « a ¢ bylo stejné a substitucf
r—=ax,+pfy,, y=yx +dy pfejde forma (a, & ¢) ve formu (a’, &, ¢’),
kde o’ —=aa?—+lbay +cp? kteryito vyraz ma toté: znameni co a, nebot

daa'=2aa+tby)? 4 dy*

je kladné. Formy rovnomocné s (@, 4, ¢) maiji tedy totéz znameni prvniho a
posledniho ¢&initele. Je-li toto znamen{ kladné, sluje forma kladnou, v opaéném
ptipadé zipornou. Ziaporné formy obdrii se z kladnych obracenim znameni
v soudiniteld, takze pocet tiid zdpornych je tyz jako podet tfid kladnych.
Hodnoty ax2+4bxy+ cp* jsou u kladné formy vesmés kladné.

Mizeme se tedy omeziti — u zdporného diskriminantu D)= — 4 —
na stanoveni poctu tfid primitivnich a kladnych; pofet ten znamenati bu-
deme C/(D) & C/(—4).

V ptipadé kladného diskriminantu roztfidéni forem v kladné a z4-
porné neni mozné; zde budeme znamenati C/(D) polet t¥id primitivnich.

1.
O forméach zéporného diskriminantu.
Budte nynf{
) (@, &, ), (@ 6", "), ....(aw, o), fo)

representanty raznych ttid kladnych forem primitivnich zdporného diskn-
minantu —J, takZe jich pocet jest

o=Cl(—Jd).

Bude-li tfeba oznageni spoleéného pro formy (2), uZijeme symbolu
(a, &, o).
Znamenejme nyni symbolem



N (; a b ¢
pocet feSeni rovnice
(3) ax®*téry+cyt=1I,

ve kterych celistvd lisla x, y jsou nesoudéind.
Pak platf zndm4i véta

(4) Z N(lx a, b, C):—;—w(—d, 41))

(a) & )

kde soulet v levo vztahuje se ke -viem formam (a, 4, ¢) uplné soustavy
(2), dile t=6 pro 4—=3, pak =4 pro 4=4 a koneéné =2 pro
4> 4. Vztah tento se v elementech nauky o formach kvadratickych do-
kazuje ¢cisté arithmeticky, i jest zdkladem analytickych dedukcf Dirichle-
tovych, a té% pro nasledujici Gvahy jest jedinym vychodiskem.

Abychom dospeli k zakladni rovnici Dirichletové, bude nam potfebi
ponékud upraviti hotejsf vzorec (1*).

Cislo

m=pF prpra ..

rozloZme v ¢&initcle w2z =", kde m” zna&i soucin p, p,p, ... vicch
raznych kmennych ¢initeld z m, takZe

PR Y A S S S|
m = p T p T pyt L

Pak bude dle (12)

Fewsm=)(:+(5) )

rozvineme-li souéin tento, vyjde

L owam=(2)%(2).

kde soulet se vztahuje ke viem riznym délitelam & &isla »”; nebot ty
jsou tvaru

" =patpty - -

P#i tom mus{ byti &fslo 7 nesoudélno s ¢&islem Q, t. j.

Tato podminka odpadne, pfSe-li se vzorec ten ve tvaru

©  zvesn (5)=(5) B (7).

m
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jenZ plati pro vSecka m.

Chci dokézati, Ze prava strana splyvd se souétem

523 (2) (£),

jenz se vztahuje ke viem rozkladam », #’ ¢&isla m=n»n . n'. Zde potfebu-
jeme uvaZovati pouze &leny, v nichZ ¢,2 =1, ponévadZ ostatn{ jsou nullami.
To nastane, je-li ¢&islo 7 jednim z déliteld 4 &isla »”. Klademe-li pak
m"” = dd"”, poskytne ndm podminka m =n#" ¢&li m' m'” —nn" rovnici
m'dd" =nun’ =dn', takie bude »'=n'd”. Souéet S tedy bude zniti

s=¥(-7) ()

) =1 méame pak

()=
s=() 5 (7).

pii ¢emz &” probihd vedkery délitele ¢&isla ",

2

Y AR &
V pfipadé ( o

a vysledek lze psati

2
Tim dokazino, Ze soucet S splyva s vyrazem (5), je-li ( gz ) = 1L

2
V opdéném ptipadé ( ?” ):O mé dle podminky #z#" = m vidy

bud # s &islem (), aneb 7’ s ¢&islem D spoleéného ¢&initele, a tedy

(4) () =o:

kazdy ¢len sou¢tu § je tedy roven nulle, a S =0.
Platf tedy obecné

o deoen(€)= T (L) (2)

Bud nyni s libovolné kladné ¢&islo celistvé i znamenejme
Q? S‘ ( 4s )
7) 19=(L) L5 (05),

kde souéet vztahuje se ke viem étvercovym délitelim 4% ¢&fsla s. Patrng
dle (6)
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0=(2)T (L) (2).

kde soucet vztahuje se ke viem moZnym rozkladtim

s=nn'k
Vyraz nk*=4 je délitelem ¢&fsla s a naopak lze kazdého délitele o
tohoto ¢&isla uvésti na tvar »4*; pfipoji-li se pak podminka &,2 =1, bude

9

)...
to lze provésti jen jednim zplsobem. TudiZ mime v piipadé ( % )

I

patrné
(9)=(8)=
n/) T\ ukt)
a tedy zcela obecné — piSeme-li ' =d —
=(F)3(7)
(8) z(s)—(s ; =)

kde soucet vztahuje se ke viem kladnym délitelim 4 ¢isla s.
To ptedeslavie, vysetfme pocet viech feseni rovnice

(9) am?~+bmn-+tcn® =1/ kde (%—):1,
celistvymi &isly =, n. Bud 0 nejvéts{ spole¢ny délitel &fsel » a »#, a zna-
menejme ¥ — %, y = —Z—, takZe x a y jsou nesoudélna; pak bude

/

arxl*+bxy+cyt= FER

kterdZto rovnice ma
N (%, a, b, c)
fesen{.

Pocet fesen{ rovnice (9) bude tedy
/ __
(9 ; N(?; a, b, C) = N{({; a, b ¢

kde 0* probih4 veskery ¢&tvercové délitele &fsla /.
Podle vzorce zdkladniho (4) bude pak

Z N({; a, b, c)=%dzw(—d, ‘;é

(a, 6, )
aneb dle (7)
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(10) Y Mia b 0(L5) =0

(a, 8, ¢)

¢ili dle vysledku (8) — jeZto zde D=—4 —

(E 0 =PI

pfi ¢emz v pravo séftati dluzno vaci viem délitelim A &fsla /. Znamename-li

A= T mame

($)=(%) (5).
a ponévadi

() &)=,
vyjde

(10%) ( Q;) E N (/; a, b ¢)= : E (—TA> (%.)

(a, 5, ©) V=1

Tato rovnice je pravé zakladnim vztahem Dirichletovym, nebof vy-
jadfuje pravé tolik co rovnice

’ Q ) . , 2
E (ﬂ7]z2—+—b;,l7l+c”2 ﬁ (ﬂm +b”lﬂ+cn)

(@, &, ) iy n
=8 5 () () e,

pfi ¢emZ soucet na levé stran& vztahuje se jednak ke viem formam (a, 4, ¢)
aplné soustavy (2), jednak ke vdem celistvyym (kladnym i zdpornym) hod-
notdm ¢fsel », », s vyjimkou jediné kombinace m —» —=0.

Ze zde uzito nekone¢nych fad, nemuZe prekazeti arithmetikovi, po-
névadZ existuje nekoneéna rozmanitost funkci /~ (=) majicich pouze koneény
pocet hodnot od nully riznych, takie se tu obé& strany rovnice (11) redu-
kuji na koneé&ény pocet &lent.

Bud nyni dana kladna veli¢ina X i polozme F£(s)=1, pokud z <X,
ale F(z2)=0 pro £>.X. Pak se levd strana rovnice (11) redukuje na
soucet

(11)

Z P, a,b, ¢ ()()
(a, b, ¢)
ve kterém £, ;. znaéi poéet soustav m, n celistvych &fsel, pro né% vyraz
am®+bmn—+cn® je nesoudélny s Q a nepfevy3uje hodnotu X. Jinymi
slovy, P, s .(X) vyjadfuje pocet bodt s celistrymi soufadnicemi leZicimi
uvnitf neb na obvodé ellipsy
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altbxy+cyt=

pro néZ leva strana rovnice je nesoudélna s (.
Na pravé strané pfejde fada v soucet

}j (=2 [é](w)_

k=1

Znamename-li

9 (5 Q)
pecet éisel neprevySujicich z a nesoudélnych s (), bude
(=) 0?
(12 ¢ 0= N (£

takZe pravé strana rovnice (11) bude zniti

X

thzl (:/lil)q) (%’ Q)’

X

13) (a,zb,c)Pa'b'c (&)= tl.Z] <-_/_td) 4 (%’ Q) )

Ve zvlastnich ptipadech, zejmena kdy pocet tfid rovna se jedné,
rovnice tato podava zajimavé vztahy arithmetické. Je-li totiz — 4 diskri-
minant hlavni, bude Q =1, na&e% se P, ;.(X) redukuje na pocet bodd
s celistvymi soufadnicemi a od poé&itku soustavy soufadnic se lisicimi,
které lez{ uvnitf neb na obvodé& ellipsy

a tedy obdriime vztah

azx*+tbry tcy=X;

déale je v tomto pfipadé 4= 4,

o (59 =e (1) =[5]

znamename-li [_lzi] celky ¢isla i Zde tedy zn{ rovnice (13) takto:

7
(14) Y P,,,,,(X)::ZX (—f° [TX]

(@, 4,¢) h=1

V.
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Ve zvlastnim pHpadé 4, —4 méme pouze jednu ti{du, kterou repre-
sentuje na pf. forma (1, O, 1) t. j. 22} y?; vyraz P (X) bude roven poétu
scelistvych« bodi leZfcich na plose kruhu

i yt=

a tedy roven veli¢iné

4VX] -4 3 N X=1;

=1,2, 9, ...
pontvadZ zaroveni T —=4, obdrZime po kracen{ &tyimi vztah
I—1
a5 ¥ rrw1= 3 -y T[],
a=0 1i=1,3,579,.

tak na pf. pro X=15 mame v levo soucet

343+43+2=11,

v pravo ale
15—5+3—2+}+1—1+1—1=11.

Pro 4,=8 mame taktéZ pouze jednu ttidu, za jejif pifedstavitele lze
voliti formu x?+ 2 »2; zde bude

pen=2F+2[VX]+ Z [YX—2a ],

a—=—1

a tedy vyjde

1S —

ao WEIix)+2 Enx—za]_Z(—l)"_l =

(7<1,3,5 7,9 ...

Tak mame na pf. pro X—=26 v levo

543+2(4+4+42) =28,
v pravo pak

26+8—-5—3+2}+2—2—14+141—1—1+4+1=28.
Obratme se nyni k rovnici (14); z té plyne
X

(14%) (a;c) )1(,,,:’ Pa,b,(;'(X) —, A{i"i _;’ ;.Zl (—}:40 ) [ L}‘:_ J

predpoklada-li se, ze limity v levo i v pravo existuji.

V.
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O existenci limity

lim _Los e (X)
.l = X

pfesvédéime se velmi snadno.

Jet citatel P, ;. (X) o jednotku men3i nez poclet bodd s celistvymi
souéiniteli obsazenych uvnitf a na obvodé ellipsy

ax*+bxy+cy* =X
aneb coZ totéz jest,

& sirtbntar=1, =2, 4=L

Obklopime-li kazdy z téchto bodi ¢tvercem, jeho% stfed je v onom

1

VX°
bude plocha ellipsy (£) pokryta jednoduse témito ¢tvereéky, pouze
jisté prouzky podél malého obvodu zlstanou prézdny, na jinych mistech
budou podél malého prouiku plosného é&tverecky ty z plochy (£) ¢a-
ste¢né vystupovati. Znamename-li (/) obrazec zaplnény témito ctverecky,
(£) obsah stejnojmenné ellipsy, budou plochy (£) a (/) lisiti se o veli¢inu,
kterou lze uéiniti tak malou jak libo, zvoli-li se X dosti velikym. Tudiz bude

bodé a jehoZ strany jsou s osami soufadnic soubé&iny a maji délku

tim (F) = (£);

avsak
e l 2 Pa b, ¢ (X)
By P () (L) = Pt )
() = Fa,s,c (X) (\‘\, v
a tedy nachazime vysledek
Iim Fabc (X)) _ .
o Lan O — ),

kde (E) zna¢i plochu ellipsy, jejiz rovnice zni

ak*+boEntcen=1,

tu lze stanoviti bud elementirni cestou analytické geometrie, aneb ptimo
dvojnasobnym integralem

@=\{aean, atr+sntenrzi
Podminku integra¢n{ lze pséati
Qag+ o)+ d9=4a, (d=4ac—0?,

V.
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a zavedeme-li na mist¢ § proménnou

xr=2akt 69,
vyjde
(E):—ZITS dny S dz, 2*4+4dy*=<4a

ktery#to dvojnisobny integral vyjadfuje plochu ellipsy

224+ 4dy*=4a,

jejiz polouosy maji hodnoty 2 a, 2\/%; plocha tedy bude

4ax

Va '
z ¢eho?

(&)= 2%,
7]
a tedy koneéné
lim Fopc(X) _ 2=n

(17) Yoo 5% = \,7 .

Hodnota levé strany rovnice (14*) bude tedy obn4seti tolikrate veli¢inu

2=z
\'T' kolik existuje forem (a, 4, ¢) v na¥{ soustavg, t. j. bude rovna

2n .
(14Y) T Cli—4d,).

0

Abychom obdrzeli pravou stranu rovnice (142), vySetfujme radéji

h ’

X
(18%) S= Z (

abychom vysledkl tak nabytych mohli pouziti téZz v ostatnich ptipadech.
Znamenejme 4 —!D|, takie 4 je bud' D neb — D, a uvaime, Ze

()= ()

h=k-t4dv, (=1,2,3,...4;,v=0,1,2,... N—1),

D
)/

Polozme tedy

a volme X =Nd; pak bude
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A AN—1
(18%) 5= 2 (=) Z [Ti,j_y*]

a vie se redukuje na vy$etfeni souctu

N—1 N-17T

SEN ST ED)

r.z0

pro veliké hodnoty V. Tento je tvaru

-]

6:2 [#]

0

abychom tento vyraz pfetvofili znamenejme » libovolné kladné celistvé
*islo a rozlozme jak nasleduje

”? =5

e= [—N——]+ ) [L] =& +e”

r=0 u—{—v "1 -+ v
Soucet

==

ar N
== Z[ nw—+v ]

n—+41

rovnd se podtu pfipadt, kdy plati nerovnost

N .
— 7y, (=1, v>un);

u—v
znamename-li pak ¥ =+ 1/, madme nerovnost

%——”—uiv,i (.“1 "':1, 2, 3,\,

z ¢ehoz soudime, %e bude

=3

€= Z [—A—r———n—u] ,

0-—=1 u

kde se v fadé jde tak daleko, dokud se neobjevi zaporné hodnoty uzavor-

kovaného vyrazu, tedy vlastné a% k hodnoté g g%—
Mame tedy

o B[N J B [ N—1

] _Fgl[——y u rn, r= 7——”_%_1‘

V.
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Odtud plyne identita

) n .

w0 Bl Bl Bl -
ve které
= [L;’;_i_] .

Volme nynf z=[\} V], pak bude pti 0 <z <1 vyraz

N—1
n-4-u
obsazen mezi
N-1 N—1

VNV + 2 2 VV—(1—2u)

tudiz bude v mezich tvaru

Fowt (&) 2 Fra-o+ ()

1 . .. . 7
kde (—ﬁ) znaé&f veli¢inu, jejiz soucin s \' V zlstiva koneénym. Bude tedy
\
pro dosti velikd A7

r==m—1....n41),

n—1<r=n-1.

t. j.

UZije-li se dale okolnosti, Ze se veli¢ina

— lisf od[ ¢+v]

o méné néZ o jednu, vyjde z pravé strany rovnice (19)

(19%) Z [u+v] E u—{—v+ Z (»-~——u>—rn—{—&(n+l),

kde & znaéi nezndmy pravy kladny zlomek; tedy

N v : (Wix)l
19° ]:N N — —u(VN +1
a9 =+ rEou+”+ ,.gl G (V - )

Rospravy: Rofa. VIL Tt IL C. 5. V. 2
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z &éehoZ plyne
1 v [ & S @ 1
S E SR e
19) Nvgo u+tv vgou—{—v g u ‘VN)‘

kde vidy znaéi ( ’_,A) veli¢inu, jejfZ soudin s \ V zistavd v koneénych

mezich.
Pomoci tohoto vysledku obdrzime z rovnic (182) a (18%) vyraz

—1

PRGOS E@ R[S

Veli¢ina v zavorce { } roste zaroven s /V pfes vSecky meze; ma-li

tedy pravi strana byti koneénd, musi
1—1 1)
(20) ) (4) =0

Pomoci této rovnice vychézi

Y i —1 'Y
@ RGP EFI=FE@E

a odtud taktéz pomoci (20)

e CON P R R C >z( o)

Rada na pravé strané se vyskytujicf konverguje pro N= o, i ob-

drzime tedy

(22) ]immj*yi(%)[/z] 4:‘5( )Z( Tv—v—l{—l)

X= P

P

Pige-li se kone¢né& pravi strana rovnice (21) ve tvaru



v né&jZ pfejde substituc
E4+vd=h,

plyne z existence limity jeji vyraz

@

(229 Y () =rw,

ktery jsme znamenali P(D).
Pravi strana rovnice (14*) ma tedy hodnotu

Tt P(—4d,),
a tim rovnice ta vzhledem k vysledku (14%) nabyvd koneéného tvaru

2T Cl(— )= P(—4,)

1]

(23)

ktery aé svoji podstatou naleZi analysi, zde vyvinut prostfedky vesmés
arithmetickymi.

Abychom podobného vysledku nabyli v obecné&jdim ptipadé vzorce
(13), pottebujeme pfiméfeny vyraz soudtu

9 0= Z (<)

Toho docilime pomoci identity

st Z/(ﬂ

ve které & probihd veskery délitele éisla Q.
V nasem pfipadé jest

1 pro x =
re={l e 7=

(24) (

\;

of
ruwa=[]
(123) @z O) =m21 ( ?’: ) = 2; &q [—Z-J

Abychom také vyrazim £, 4 . (X) udéliti mohli jednoduchy tvar,
zafidine volbu representant (2) tak, aby vidy a bylo nesoudélno s Q, ale
aby ¢ i ¢ obsahovalo veSkery kmenné é&initele z Q. Pak bude

tedy bude

V. 2%
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(am2+b€n2n+cn’) aQn:’):( ?ns)’

tak¥e pak rovnice Dirichletova znf

( % ) Flam*+bmn+ cn?)

(a, a ) m ®
=X X (5) (7)) run,

a vyrazy £, s . budou zniti

(11%)

P (X)=

2
Qz ) , (@m*+bmn+cn?<X).
Podle rovnice (24) tedy bude

Fas o (XN)= Z a0 Piar ba o (),

d

znad&f-li ndm £g 5 . (X) pocet feleni nerovnosti

ar®+bry4cy?* =X (vyjma =y =0).
Tu pak bude dle vzorce (17)

im e (X) _ 2n
X=ow X ~ V4ac—bp® '
a iedy
lim Pa' s, ¢ (/Y) __E 2n Eq
X=w X T \’(4ac—b2)a’2 ’
coZ splyva s vyrazem
Z — 21!: . o (0)
s o’

kde @ (Q) m& znidmy v arithmetice vyznam poétu é&sel mendfch nez Q a
nesoudé&lnych s Q. Tudiz

lim Py s o (X) P (0) 2x
(13% X=w X T 0 Vg

a z rovnice (13) plynoucf rovnice

(139 (a.g,c)Xli;noo_%(A’_)—— Xi_r.noo XZ( /td) ( 'Q)

mé na levé stran& veli¢inu
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(13%) %@. -vz—d_"f Cl(— ).

Podle rovnice (122)
v 0=Ne|S] @r=0,
obdrZi prava strana rovnice (13%) tvar
li 1 3 A
Fars ONC NN |

kde d probiha délitele &isla Q. Vyraz ten lze psati

]

X
ahl
X

. d —4 X
'Z%‘ “"‘T,,:Z, P )[dlz]’

a ma tedy dle (22) hodnotu

(13¢) - -E‘;—.P(—A):T%Q)P(—A).

Tof hodnota pravé strany (13*). Srovnanim vyrazd (13%) a (13°) odpadne

¢initel 2(—Q—) a zbude rovnice Dirichletova
0
2n
* = Cl(—4) =t P(—4J),
(23%) Vo ( (—4)

kterou jsme diive dokdazali pro pfipad diskriminantu hlavniho a nyni obecné;
moZno ji téZ psati

o«

(23**) Cl(—A):z E (_——_A_ VF

Py Y/ 2hm

if.
O formach kladného diskriminantu.

Theorie forem kladného diskriminantu D souvisi Gzce s rovnici t. zv
Pellovou, kterd ma tvar
22— Du®=4,
Jde-li o formy primitivni. Rovnice tato mi jeden pir 7, U tesenf kladnych
(rdzny od nezajimavého feSenif #=2, #=0), které jest z nejmensich

¢isel slozeno a udili vyrazu £+ # Y D hodnotu nejmensf; feSenf to sluje
hlavnim ¢&i z4kladnim a ostatn{ se z n&ho obdr#i pomocf rovnice

V.
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t+—uYD :_+,( T+ UYVD

5 5 ), n—=+1, +2, +3,

Rovnice
ax*+oxy+cy*=] (> 0),

ve které (a, b, ¢) je forma kladného diskriminantu, m4 bud nekoneény poget
feSeni, aneb nema Zadnych.

Z nekone¢ného poétu fedeni této rovnice, a sice nesoudélnymi &isly
x a y lze vymeziti fe§eni v koneéném poétu, podrobi-li se neznimé x» a y
podminkim

ey r>gy, y=0;
pfi tom zna¢i g veli¢inu racionalnou

IT—oU
2a U

o= —
S

i ptedpoklida se, ze soudinitel a je kladny.

Reseni tato nazveme zikiadnimi. Znamenejme N (/; a, 4, ¢) pocet
takovychto »hlavnich« feSeni.

Bud nynf

(2) (aI’ él, C’), (d”, b", C”), L. (a(m)’ é(m), c(m))

uiplnd soustava forem primitivnich kladného diskriminantu D), tak volen4,
aby é&isla 4, a”, . ... byla kladna.

Pak plat{ zndma identita

E N({; a b ¢) = 71% (D, 40),

(a, &, o)

kterd se v elementech dokazuje ryze arithmeticky.

Znamenejme nyni
N(; a b, o)
pocet feeni rovnice

am?+bmn- cnt=|,

celistvymi &fsly a2, z, kterd mohou miti spole¢ného délitele, ale hovi ne-
rovnostem
m>gn, n=0.
Pak bude

IV(I; a, b, c):;N(le-;a, b, c),

kde soulet se vztahuje ke viem é&tvercovym délitelam &2 é&isla /. Odtud
se obdrZ{ jako vySe rovnice
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)IV(I; a, b, ¢)= =, 4, (_) ( )

jez nevyjadfuje nic jiného, neZ rovnice Dirichletova

* ok
(am*+bmn—1—cn

o (53

) €

— .
(a, byc) mm 2) Flam®+-bmn—-cn?)

:1.;1 k=1 %’2 ) <—€’)z—> F(RE),

4)

ve které soudet v levo se vztahuje jednak ke viem representantim a, 4, ¢
riznych tfid primitivnich diskriminantu /), a jednak k &éislim », », jez majf
hoviti nerovnostem

T b U

(4 m>gn n=0; g= —oa U

Zvolfme-li rcpresentanty (e, 4, ¢) tak, aby a bylo nesoudélno s Q, ale
4 a ¢ obsahovala veskery kmenné cinitele z ¢, bude

(am”—}—bmn—}-cn

a rovnici (4) bude lze psati pfi tychz podminkach (4?)

(4%) Z 2 ()A)F(am +bémn+cn®)y = ‘(g—:) (%)F(/‘k)

(a,b,¢) my n m

Bud’ nyni X libovolnd kladné& veli¢ina, a volme

(5) = { 1 pro:z2=X
» z2>X
pak bude rovnice (4*) zniti

X
®) e w=X (e (55 0).

pfi ¢emz P, ;5 . (X) znadi pocet &isel m, n, pro né&z plati podminky

2
am”—}—bmn—{—cﬁgz\’,( i ): 1,

T—[)U_
2aU

m>gn n=0; g=

Bude pak lze opétné rovnici

P (X)= 2'(?”2)

m, n

ptetvofiti ve vzorec
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Pa,b,c (X) = ;EJP:GV?, bd, ¢ (X),

ve které soudet se vztahuje ke viem délitelim 4 ¢&fsla @, pfi Cemi
P.y: 34 o (X) znadf polet ¢&isel m, n hovicich podminkédm
ad?*m*t-bdmn+tcn*=X

M md>gn, n=0.

Odtud plyne, Ze bude limita

/ lim Paod.', bd, c (X)

X— o X =F

rovnati se plo$nému obsahu obrazce ome-
zenému hyperbolou

ad?*H-bdEn+cq*=1,

,/ dale pifmkou

i — 1 dE=g
(4]
a osou usecek %=0.
Bude tedy
F= SS 3k,
a zavedeme-li 5 za £, vyjde
1 N -
F=7§de; 2l bEntcn=1, t=gn, 1=0.
Tento integral po substituci 2a £+ 6% = x bude zniti
F=—1— on\dxr, 2*—Dn*=<4a x/—T— =0
2ad ] = ’ - U 1}: *
Meze integracni pro # jsou tedy
(——1) . Y4a+Dy? )
pro 7 pak
0...UYa),
takze
UYa

1 T
F= 2ad§(”4“+0’7s_7’7>d’7'

coZ po substituci Dn?=4ax® obdr# tvar

V.
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,'zU.\{'D
w5 ) (T = ge) 4

elementarny vzorec

g\";1+2d:x%\/l—{—x2—:— —;— log (x4 V14 22

poskytne tu vzhledem k okolnosti, Ze
D U 2 T
\ 1 + 7)
vysledek velmi jednoduchy

p- |
,1_ log 7+ U\YD
d\D 2

tedy bude L
lim 2,.X) Ve T+U\D
Y= X = ; 7 log 2 :
&ili _
lim  Las. (X) _ ¢(Q | T+UVD
X= o X T 0VD 2

(52)

Utzije-li se vzorce (12%)

o B Mm—) ]

Délime-li zde na obou stranich veli¢inou X a pfejdeme k limit& pro
X = oo, vyjde dle (5%

L@czw) logﬁé—/Yz:Z 4 Z (%)

oV d =1
&ili
C1(D) T+ UVYD _
(6) D log 5 = P(D)= pa] ( ) T

Je-li ve zvladtnim pipadé D=21D,, tedy (=1, pocet tiid roven
jedné, lze za representant zvoliti (v p¥Hpadé D,=0 [mod. 4]) formu
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Vyraz P(X) znaéf pak pocet feSenf nerovnosti

2U

x’——%y’éz\’, x> 5—=y=0

T
207 ®
hyperbolou, v prvnim kvadrantu, pfi ¢emZ se body na ose x poéitaji, na
pfimce nikoli. Poget ten bude

a udavé tedy pocet bodl poloZzenych mezi osou z, piimkou x =

lvyvx] [vVvx]
P = \’X]+Z [\ X+ 3D, v-] ‘El [_QLUV]

a tedy mame vztah

[vyvx] (v

vx 1+ X[V x+ X+ Llow ]—Z][QT—UJ

(7) = '
=& ()

podminky jeho jsou, aby [, byl sudy diskriminant zdkladni a pocet tiid
rovnal se jedné.
Podminky ty jsou splnény pfi O, = 8; tu tedy bude

2V X 2y x

o W E I+ X Eee -3 [3]=, B v [X]

v=1 &~ h=1,3,5...

Po tomto odbocleni vratme se k rovnicim (23**) ¢&lanku [ a (6)
¢lanku II., toti

(1) Cl—a)=+ ¥ (__) 77_

(2) Ci(D)log — T+ = -, (/z) i

Transformace, jimZ je podrobime, nejsou vice razu ¢isté arithmetického,
jako byly methody vedouci jich k odvozeni.

Znamendme-li nyni D kladny neb ziporny diskriminant, 4 = D],
bude nidm studovati fadu

3) P(D)= h‘; (ih)) 17

V.



27
Pouzitim fady
Y (%)%
R/ I

dokazuje se tu, Ze plati identita — znamené-li se D = D, 0% —

g Dy 1
@ po,y=rwy. 11 (1= (%) )
7 9749
kde soudin se vztahuje ke viem rdznym kmennym ¢&initeldm ¢ &fsla Q.
V pifpadé D, = — 4, znamenejme t, ¢islo ptisludné ku 4,; po-

névadz tu pak 4 =4, Q* > 4, musi t =2, a tedy obdrzime z (1) a (4)

&  ci(—a09=221] (1 — (_40)%).61(—40).

To ) q

déle z (2) a (5) podobné pro D = D, Q?

¢! (D) log —T———+:\/D
© DN 1 7, Uy D
=oll 1—(2) L) crw)rog Lt IV L
¢ 7’49 2
coi lze téz psati _
log T0+U0\/Do
D 1 2
6*) C/(D) = 1 —(=2)— |.CID,. —.
(69 (D) QH( q)q) @)~
log B —
Veli¢ina _
74+ UVD
log ——48mM————
g = 2 —
10 7;)+U0V’DO
& 2

jejiz obrdcend hodnota se vyskytuje jako ¢initel na pravé strané, je kladné
celistvé &islo. Nebot rovnici

T?—DU*=4
lze psati
T — D, (Q U)*=4,
z ¢choZ plyne, %2e ¢&sla £ = 7, « = Q U hovi Pellové rovnici
2—Dyu?—4
pifsluiné ku diskriminantu 0D,, a tedy bude

V.
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T+ QZUV_E)— :( To —+ go \/—D—o )'"‘

kde p je kladné celistvé &islo, &mz tvrzeni dokézano. Toto é&fslo, jeho%
stanoven{ je velmi dilezité, bude rovno jednotce jen tehdy, je-li &islo Q
délitelem ¢fsla .

Rovnicemi (5) a (6) pfevedeno stanoveni poc¢tu t¥id na problem
jednodussf, kdy diskriminant — 4, neb D, je hlavnim ¢&i zékladnim.
V tomto pfipadé lze totiz fadu P (D) sedisti pomoci funkci elementirnych
ve tvaru zakondeném. O této otdzce chceme nyni pojednati, zplsobem
oviem rlznym od method béznych.

Jiz vy3e bylo uvedeno, Ze plati vztah

o= D 1 1 4—1 D o« 1 1
Y(#) =7 5D (7=

o T

Podle zndmého vzorce z theorie funkce gamma jest viak

=4

I;_:((Z))___p(l)_Z( l .—v—-lf—l)’

y= 0 w—v

a pomoci tohoto vzorce lze posledni vyraz takto psati

n 5®)i=-1% <_;z>§j_§_;_§,

nebot konstanta I’ (1) vypadne, jeZto jest nasobena vyrazem

£ (2)=0

Pravou stranu rovnice (7) lze pak vyjadfiti ve tvaru zakonceném,
uZije-li se vzorce Gaussova¥)

(%)

———I"(l):—log2d——n-cot—k—n
") P
(8) ]
A=1
2akm . O
-+ ,.Zl cosT.log sin ——.

*) Jeho rychlé odvozeni viz v Rozpravéch II. tfidy, v &isle 14. patého roéniku.

V.
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Tim zpasobem obdrit rovnice (7) tvar

4-—1 4—1 4—1

4 PD)= = E ( )cot———z logsm Z ( )cos Zakn .

Je-li D — — 4 zéporné ¢islo, tu se ¢&lenové souétu

(— ) ZaAkz

dvou rusi, ponévadz
(=%)=-()
4—k/) k)’
a tedy zbyva

(9) P(—d): k:1( 7 ) cot —— kﬂ ;

vzorec tento bychom vsak mnohem pohodli&ji vyvinuli z rovnice (7), kdy-
bychom uzili vztahu

I’ (u) rrili—auz)
T') T'(1—a)

— —mcotum.

Je-li dale diskriminant D kladny, rusf se po dvou ¢&lenové v souétu

2( )cot :

D—1

(10) DP(D):—leogsin— E( ) 2“".

Zabyvejme se nyni zvlastnim pfipadem, kdy D = ), je diskriminant
zakladni. Tvrdime, Ze soucet

a zbyva rovnice

Di—1
s — Z ( kau
e

0

vymizi, maji-li ¢isla » a D, spole¢ného délitele vétstho nez jedna.

Pitedpoklddejme, ze obé ¢isla » i ), obsahuji liché éislo 4, a zvolme
znameni & = 1+ 1 tak, aby vyraz &d byl diskriminantem; klademe-li pak
D, =&dD,, bude téz D, diskriminantem, a pfi tom

(#)=(%) (&)

V.
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. m ’ 4
Znamenejme — — ', | D, | == 4’, a poloZme

a

k=o+ v, (p=12,..d;v=0,1,...d—1);

D' (1) ) (ed) 2kn’z n

tim se vyraz

pfeméni v nésledujici

A7 a1
5 @) (2t

Cislo 4’ nemiiZe obsahovati ?4dného z kmennych ¢&initeld é&isla &
ponévadi /), je diskriminant zikladnf a tedy nema lichych délitelt é&tver-
covych; tudiZ jsou d a 4’ ¢&sla nesoudélna, takie vyraz ¢ + 4’ v probiha
Gplnou soustavu modulo &, z &¢ehoZ plyne, Ze

d—1

Z ( &d ) 0,
o+4dv
a tedy téz s = 0.

Zbyva jeste vysetiiti piipad, kdy m a D), jsou ob¢ suda éisla. Tu
tfeba rozeznavati dva tvary diskriminantu D, t. j. 4 P a 8 £.

V piipad¢ D, = 8 P mame soucet

2P 2kw’ ® C 1,
( =T Gk liche),

takze substituce 2 —=¢+4v P, (p =1,3,...4 P;v=0,1), nAim poskytne

s= B (L) eos 222 [(2) + (F55) |

a tu je zfejmo, Ze vyraz v hranaté zavorce rovnd se nulle, tedy s =0

Je-li dale Dy =4 P, P= — 1 (mod. 4), bude na§ soucet zniti
s = (Do) cos 20 m
T k=135 a1 £ 2P

i lze jej psati

= Pl[( )+( —1—2P>] kan'

=13

a tu jest opét
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() + (Gp) =

Dy—1

Sm:Z( kan

g1 0

Vyraz

lisi se tedy od nully pouze v ptipadé, kdy » a D, jsou nesoudélna.
PiSeme-li rovnici tuto ve tvaru

(2)s. =
m k

kde £ probihd pouze ¢isla s [, nesoudélnd, staéf uvaiiti, Ze £ probtha
taktéz &isla s D, nesoud¢élnd a modulo 2, riizn4, z &eho% plyne

() o= B (%) eos 25

D —1 ‘
@ L () eos 2557 = (2)

kde ¢éislo s, zavisi pouze na /).
Z rovnice této plyne, Ze rovnice (10) v pfipadé D = D, zjednoduif
se jak nasleduje

2kmmn
D,

a tedy

Da—1

(b) Dy P(D)) = — s, a}:l (%) log sin ‘;)—:‘.

Uzijme nyni k vyjadfeni pravé strany rovnice z elementld znimé

. cos2mzxmn
—log2sinxrx= —_—,
m =1 m
a vzpomenme identity
Dﬂ— 1

L (2)=o

Tak obdrzfme nejprve

@ Dy—1
_ 1 (Do> 2man
Dy, P(Dy) = s, ,,,2_-1 —’—”—uZl ) cos D,

. . D, .
vnitini soucet ma dle rovnice (a) hodnotu (;0) 5, a tedy vyjde

py=5: Y (2)L =00y,

m=1 \ M

V.
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z ¢&ehoz

SlzzDo,Sl :—F\/‘_Fo.
Absolutni hodnota vyrazu s, by nam zde dostaéila; my vsak k vili

uplnosti poukaZeme na theorii Gaussovych souétd, kterd dokazuje, ze s,
je vidy kladné. Dle toho bude

) 2 .
(1 1) (1 k ﬂl 14 — ( ) 1)0 )
1), mn
a obdobna rovnice plati pro hlavni diskriminanty zaporné
4. —)
(112) (—A ) 2&1117: ___(—40)\20—’
=1 m

pfi ¢emi celistvé ¢islo » musi byti kladné. Rovnice (b) tedy zni
Dy—1
(12) Doy Dy _ (22 ) tog sin &7
Z ( ) E} A’)lol’sto’
a z toho dle (2) vysledek Dirichletiv

Do —1

T, + U D, D . kx
(13) Cl (D,) log —°—2°—9— = — kZ1 (—'3) log sin D,

Tato rovnice je zvladtnim pfipadem rovnice (10), totiz vztahu

D
Cl (D) log _T+_21L_

(14) b1

— — Zlogsm-— E ( ) 2'{;”' )

ktery platf pro vdecky diskriminanty.
Podle rovnice (6) obdrzime z vysledkd (13) a (14) vztah

D—1 /)—1
Zlo sin,ﬁr; (])) 2/l137t
i g D’

(15) Du—1

BTN

Zajimavy ptiklad bude D, =p, 0 =g¢, kde p, ¢ jsou rlzni ¢isla
kmenn4; pti tom oviem musi byti p =1 (mod. 4), ponévad? jinak by p
.nebylo diskriminantem. Rovnice (16) pod4 v tomto pfipadé

V.
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rg? 1

Z log sin kx

=y} P9°

#-
= q¢? (1 — (Z—) Lq) kzl (—‘i—) log sin i—;— .

Na levé strané rozlisme hodnoty 4 délitelné na ¢* od ostatnich, které
znamenejme 4&’. Pak bude leva strana zniti

(pq ) os 2/:;::

v 2 2h K
Z log sin 112 . 1 (ﬁ—) cos }lk, ad + S,
\‘ p o1 (] -
kde
r=d ) Pt 5ot 24
. L e q ) v
S= 'Zl log sin —p . \,7 1.21 ( ) cos 7

Tu jest pak po substituci 2 =¢-4up, (e =1,2,...p, p=0,1,...
9> — 1)

AR /
1 19° 2hvx 1 /1 291}1!
B ) e 2T = 2 B () eos Z )

Jezto p a ¢? jsou nesoudélnd, probihd ptri « =0,1,...¢*—1 vyraz
0 + u p veskery zbytky modulo ¢* a tedy bude

¢:- 1
g )__ 2\ — 2 1___1 
.:.Zo(o+u1> =o@) =0 ( q)'
z ¢ehoz plyne, Ze nas soucet
Py
1 qz 'pqz) cos 2hvm
\/7 P /2 V4
ma hodnotu
o1
1 1 ' 2ova
{1 — —= *—) cos )
t. J. dle vzorce (11)
7) (%)
2 (11— - £
q (1 7))

vynechame-li tento sou&et na obou stranich rovnice (a), vznikne rovnice

Rozpravy: Ro&n. VIL TE 1L C. 5. V. 3
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1—-1
24 2/ n
(8) ( ) e

_(,( 2 )2(1’ log sin 2.

Cisla # jsou pak dvoji; bud jsou na ¢ nedélitelna aneb obsahuji
g; prvni znamenejme £”, druha budou tvaru £”" ¢, kde 0 <£” < pgq, a
pfi tom £”' na ¢ nedélitelno.

I.eva strana tedy bude

Z ( ) lek';u

. 21
®) ,
A 1 'S qu 2" x
—{—;Iog sin 27 \ pA) % )cos 77 ;

v tomto vyraze druha &¢ast mlZc byti uvedena na tvar

Py —1

o LS ey 2ems N (0

Vo oo e+ Hrg

)

kde se pf-edpoklédé znameni ¢ = + 1 tak voleno, aby & ¢ bylo diskriminantem,
t. . €g=1(mod. 4); za této supposice bude dale

5 (1) =0 ().

a tedy posledni vyraz bude

Py —1

" 2 2

Zde polozme

p=0+gnr(6=12..9,v=01,...p—1)

i vyjde
ﬁ?“l (144 —1 ﬁ_l 1

S — (M COSZ_()/»___ ( ? _)cos 2" = (64 gv)
o=1 pq a y—0 6+q1’ Pq

tedy
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79—1 p—1

2= X () oo 2 g 2

?
. 2F"on 2k"’vn:]
— sin sin

29 ? |
Bud nyni ¢’ kladné feSenf shody

¢4 =1 (mod. p),

G+ g v =/ (mod. p),

i poloZme

takze
v=¢' (k—o0) (mod. p);

nasledkem toho lze psati
p—1

52 W) =8 () o (o)

¢ + qv/ sin Vs
YAy ) ,—— €O0s (—2k”’q’6z
=(7)v7 W (5555),

Nésledkem toho vyraz € obdrii tvar

= Z ( ) /’ 9&,'//0’1((1» ’).
A”’ V p ? 9 )
ponévadz %——1— = ¢” je ¢&islo celistvé, mame
2 III (['/ (_ n
cos ——————— |
r RV ’
7. definice
9 —1=p4¢"
plyne, Ze ¢” je nesoudélno s ¢, a Ze tedy — jeZto ani £’ neobsahuje ¢ —
{ zklfl qllo. x
Z cos ———— =0,
= | q
a odtud

':"( FIF

Jeito p je diskriminantni é&islo, bude déle

(%) =(55-)=(5) (5,

ze shody
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g7 ¢ =1 (inod. p)
($)=0%),
—(5) (G == (5 )

Vyraz S, t. j. veli¢ina (y) ma podle toho hodnotu

k'/l
s=—(5) s 3 (Fr)rogsm 57

kde summaéni ptfipona £’ je v mezich 0 < #” < pga je nesoudélna s g,
proto lze psati

¥’ :—( )qkil(pq)logsm—l.

Substituce 2 =¢+vp(o=1,2,...p;

pak soudime, ze bude

a tedy

vr=20,1,...¢— 1) poskytne

tvar
p—1 g —1 \ 3
= (%) g L,EI (‘f‘) ,Z(, (Fi_p) log sin (%4'”) e
éili
N 21
N s () E B (y)
kde

(&)=

q

pfi ¢emZ v souéinu probih4 index v hodnoty z intervallu O Zv g, pro
néz ¢ + vg neobsahuje g¢.

Pro neurtité z bude

Slu) = l—[ sin (22 — v)—t;r , 0+ vp . 0(mod.g).

Je-li v=a hodnota (0 <a<g), pro niz ¢+ ap==0 (mod. g),
bude

0...¢g—1

1 ] sin (z—+ v) i:]—

S () =

sin (# + a) Z
Citatel jest viak roven veli¢in&

V.
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sinz
ETETR
tedy
1 .
f )= e sinux .
sin(a4#) —'
g
odkud% pro » — —; vyjde
. o
sin ——
f(i)__l_ .
=57 - .
? 27 sip letep)=n
r &

Dosadime-li tuto hodnotu do vzorce (p”), obdrzi se
Al :
= (1)1 B (L)
p—1
q (%) 921 <%) log sin (’i%‘imﬁ ,

kde a, je definovano shodou
¢+ a, p=0 (mod. ¢).

e+ a, 2 =15, 9,0<b,<p),
(£)=(2).
Z, (_é) log sin &}»)_75 = Z (QLI)) log sin é,_}’_ar
=
= (‘i}) ozl(%) log sin -677‘;

tudiz vyjde jakoZto hodnota soutu (y)

S= [q— (1 q]Z( logsm—

Tento vysledek rovnd se v3ak veli¢iné na pravé strané rovnice (§)
stojici, a tedy sc rovnice (j3) redukuje na svilj obsah nejjednodusst

Znamencjme

takze

tedy

2/z£- —o.
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kde soudet se vztahuje k hodnotdm £” nesoud&lnym s g a obsaZenym
v mezich 0 < 2’ < p g3 coz lze té% vyjadfiti pohodingji takto

TS en 'S (g 24k
k_zl (7) log sin Iy ;.21 ( p )cos o =0.
Ponévadz
N ra 25k 7 i o
§ (28 e 228 (228 (107 o 207
bude lze vysledek ten psiti
"N (pe kxS pg 2in
*Zl(/l)logsmf_q‘-_",,z,(/z O F =0

a odtud soudime, Ze jedna z vcli¢in

pyt- 1

(16) ¥ (22 cos ';’ i

VB /.

u

musi vymizeti. UkdZeme v dodatku, Zc to jest veli¢ina prvni.
Vysledky této tvahy lze takto vyjadfiti:

Jsou-li p a ¢ dvé rizna kmenna ¢isla, p =1 (inod. 4), plati rovnice

pe—1
2 2m 4 —
(17) Y (2L )cos 220x . (2.) 7,
o 1 - @
je-li &fslo 72 nesoudélno s g¢.
ako doplnék vzorce uvedime jesté
Jak plnék 17 dme
pet—1 . 24
St () ()
(47 1,21 h )cos Y& w g AVR m ’
rei—=1 ra? 2 »
f mm —
a7) ;ll ] )COS 5 =401 (;)\//}

Pfedpokladcjme, jak tomu skuteéné jest, Ze mizi prvni z vyrazi
(16), t. j.

tyr—1

I‘Zl (p—zi) cos i/:lft =0;

pak bude téz
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i1

2 2
(0 (pq) 2mh = — _(9_):
) ‘21 =, ) cos _—P 7 0, je-li po 1.
Pomoci fady
log sinx®x — — log 2 — Z —cosz%”—
w1

vypoétcme vyraz
Py

1 .
= ;121 (T) log sin rYE
gi—1

= Z 2 )  2mhm

m 1 M 5o pq

ve tvaru

Radu rozdélme ve tii &4sti, z nichZ jedna obsahuje ¢&leny, v nichZ
m je nesoudélno s ¢, druha ¢&leny, kde m = m’ g, tieti pak sestiva zc
clend » = "' ¢*; pii tom jest " libovolné, ale m’ jest s ¢ nesoudélno;
tak vznikne

A=5,+ S +.95,

29 2hmn
()m;,]\lz)cos ?2qt =90

2 2hm
')'m*- - }51(’2 )cos__ﬁgﬁi,

kde

Rady &, a S, lze seéisti na zakladé vzorct (172) a (17"}, a sice
obdrz#i se tak vyrazy

_J_(/’) r X %)%:+(§)M_-P(M’),
::—0—m%f 3 (L) =027 ron

Podle vzorce (4) vSak bude

Piv :(1 (2) ;)m,,

a tedy
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S+ S, =— (1 — (%)) V2 - P(p).

Druhy z vyrazi (16) mé tedy hodnotu

-(1--- (%)) V2 P,

i bude téZ roven nulle, jakmile (—Z—) =1.

Fe-li kmenné lislo p tvaru 4n—-1 a kmennd Cislo g jeho kvadra-
tickym sbytkem, bude

s
La ) |
og sin —; =0,
(5 o M
Je-li vsak q nezbythem dle p, bude soucet
tyt -1

29’ X -
lo —
X (22 ) tog sin 2%

od nully rucny, i jest jeho hodnota

ttuyp

— 2 (L (p)log 5 ;

pfi tom znadi ¢, » zékladni feSeni Pellovy rovnice

rr—put =

kde p a ¢ jsou riizna ¢&fsla kmenni a p tvaru 42 - 1.
Obratme se¢ nyni k pfipadu ziporného diskriminantu, pro ktery jsme

obdrzeli rovnici (9)
—1

REPEES JEOmEs

£ 01
Ponévadz
kx 5" +1 2as
cot = g* T E=c,
obdrzime
1—-1 —1
24 ( —d ¢4+ —d 1
2= B (A S = B ()
Souéin
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A—1
[Ta—e
A 1

méa hodnotu 4, ponévadZ vyraz

r@=1le—e

mai hodnotu
fE) =z 22 2P x4 1.

Nasobime-li tedy hodnotou 4 = f(1), mame

29 p(— 4)_2, ( =AW

& -1
{ Z ( a\ f(» |
) x—E |
x 1
i budc potfebi pouze provésti déleni
AN
xr— &’

vyraz ten lze vSak psati
1—1

f(l)—f 5") E d —;Z — Z (r/,—1_+_1/l 2§k_‘__’111 3§2k_+_ 4 g(/:_.l)k)
2 —

.t‘——g b1

Odtud pro x =1 plyne

1—1 4
lf_(_lg)‘ = 2 (1 +§k+§2k+,__+§(lr-~1-)k) — E (d—‘ll) ;-:(r-ﬂk.

Dosadime-li tuto hodnotu do hofejsftho vzorce, obdrZime

d)_r 1( A) 2 (v—4) -1k

¢ili
y 4--1 1.1 . )
a4 : — 4\ k=i
’t'-[)(—d):Z E (P—Z]) 2 (T) € A
r 1 ko1

Je-li 4 =4, opa¢ny diskriminant zikladni, plat{ vztah

V.
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;._,( p )Si Hdmn:(—md)\’d_, (m > 0),

jenz mé tyz obsah jako vzorec

2hm=ar

) Nd, (m>0);

tudiz ptedpokladime-li 4 = 4, obdriime posledni vyraz F’(— 4) ve tvaru

1!—1

—%’;P( a4)= —\dzv—a)( ,

Zde pidme nyni » — u -+ 1, i obdrzime

=EAEN . Z (w—a 1 (=2)

=¥0(=2) w3 (=),

n =1

Avsak

L (=2)=-(54).

w1 - u

takze lze nas§ vysledek psati

4\ Y4

— » a
% 2k Z <—“> “.

Podle vzorce (1) je vSak leva strana rovna (/(—d) a tedy méme
znamy vysledek

A—1
- —__" :ﬁ’_o)
(18) Cl(—4,) = P RE AR I

Ke konci obratmc se jesté k rovnici (6*), totiZ
. 1 "D\ 1
Cl(D)=— [1— J)——JC/ D,).
(D) [ QU - ( 9/ 9 ()
T+ UYD
log ————

log Lot gfo VD,

kde

u=
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je ¢&islo celistvé a kladné. Zavedme znaménko

D\ 1
19 , D)) = [1—(—° —],
(19) 0. oy=2¢ll %)
naceZ mame

Cl(D) = ﬁg'_f_") C1(D,).

Nyni tvrdime, Z%e¢ ke kaZdému celistvému kladnému ¢&islu w2 nalezi
exponent @ tak, aby platila shoda

20 (To+ lzlo VD, )‘a_(To — go VZ)‘B

— =0 (mod. m).
VD,
Nebot tu sta&{ fesiti Pellovu rovnici
22— Dyu* =4
hodnotou # délitclnou na z; klademe-li « = #' m, obdriime totiZ rovnici
2 — (D, m*)u'? = 4,

kterd ma vidy fteSeni; budiz z—= 7, " = U fteSeni zdkladni, pak viecka
ostatni budou takova, zc plati rovnice

ttu¥D, _ (7+muv'170 )
2 —\ 2 '

Avsak teSenf 7 —=¢,, m U =u, hovi téz rovnici Pellové
42— Dy =

pfislusné k diskriminantu J),, takze bude

T4+mUVD, _ (To + U, VD, )w
2 - 2 '
odtud

t—{—uv‘ﬁ; _(To+Uo \/E)"‘D
2 - 2

Tedy pro ¢islo m existuje jisty nejmensi exponent &, a viecky ostatnf
exponenty majicf vlastnost (20) jsou jeho kladné nasobky. Tento nejmensf
cxponent znamenati budeme & () neb & (m, D),).

Cislo @ (m) je nejmensf fedeni shody

(goa) (To + Uo \/f)_o )d __(‘To - Uo \/5;)0)
20\ D,

=0 (mod. m).
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Bud nyni D, diskriminant zikladni, D, Q% = 1) diskriminant z n&ho
odvozeny, 7, U hlavni fe$en{ Pellovy rovnice

I*—DU*=4.
Ponévadz z rovnice té plyne téz

T*— D, (QU)* =4,

nachéizime
I+ UyD _(To+Uo\/Do )
2 - 2 ’
¢ili
;
log ——————T+[£‘D
u=a (0, D) = , —
log Lot Uo V0,
2

&islo u vyskytujici se v rovnici
Ci(D) = (iyp_o) CI(Dy)
je tedy totoZno s nasim exponentem @& ((), D,), takZie mame

—_ (Qv DO) l
Naopak odpovidd danému exponentu & vidy koneény pocet &iscl m
pro néz plati shoda (20%); staéi pouze vypoé&isti mocnost

(To + Up YDy ) = 1 VD,

2 /o 2 !
naceZ viichni délitelé &isla # mohou byti vzati za »; ne pro viccky oviem
bude @ mifiti vyznam exponentu nejmensiho & ().

Volme nyni & = C/(0D),); rovnici

( 7, + U, \D, )“‘”"’_ ! 4w YD,
2 2

je definovano uréité éislo #'; je-li m délitelem é&isla ', bude jiste & (w)
obsazeno v ¢isle C/(D,).
Naopak bud p délitel &sla C/(D,) = pv, a bud u = & (m).
Znamename-li

( ];)"I" Uy V-ZTO )‘" 4 + \,l_)o
2 - 2 !

V.
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bude #, =0 (mod. m), piseme-li #, =mu', bude lze posledni veli¢inu

psati téz
t, 4+« \m® D,
2 b
nacez
(7;) + U, vjo)ol(uol_( ¢ o Vn® D, ),,
» 2 - 2
bude tvaru

t2’+”2vDom2 . t'+”'vﬁo .
2 - 2 !

tu ale ' = u, m.

Tudiz je-li @ (m) obsazeno v C/(D,), bude m obsaieno v #’. Pouze

delitelé &isla 2’ maji tedy vlastnost, Ze jejich exponenty & (m) jsou obsa-
ieny v C/(D,).

X, , .y
Cislo #' definovand rovnicé

’ r 4/ '\ D)
(22) r+au V1), :(Zoj Uo\/Do)
2 2
nasveme Fellovskym Cislcm prislusnym k zdkladnimu diskriminantu D,.

V rovnici (21) jmenovatel & (Q) bude nesoudélnym s &islem C/ (1),),
je-li Q nesoudélno s Pellovskym é&islem.

»Je-li ¢ nesoudélno s Pellovskym ¢&islem diskriminantu /J),, bude
¢islo (Q, 1),) délitelno ¢islem & (Q).« Odtud plyne, Ze shoda

T L UVDYL2) (7 i ND @ P
(23) ( 0 + Ov 0) YQ,/),,) ([0 (O\DO) EO(mOd Q)
2 v D,

Je spravnd, snaci-li Q Cislo nesoudélné s Pellovskym cislem diskriminantu

D,. Pt tom jest
woy=ell (1= (%))
7 9/ 1

kde v soutinu ¢ probiha vSecky riizné kmenné ¢&initele ¢isla Q.
Ve zvlastnim pfipadé Q = ¢ méame vétu. »Je-li ¢fslo kmenné ¢ ne-

soudélné s Pellovskym ¢islem diskriminantu D,, bude ¢islo # definované
rovnicf

(R_‘F'UOLD;)"_(%): t+uyDy
2 2

délitelno cislem g.«
Pro Dy =5 je na pit. 1, =3, U, = 1, a ponévadz C/(5) =1, mime

té2 2’ — 1; Pellovské ¢&islo je tedy rovno jedné, a proto bude pro libo-
voiné kmenné &fslo ¢ vyraz
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(%E)f”(%) :’_t’;_\/—i

miti irracionalného soucinitele #» délitelnym na ¢. Na pt.

(3+V’§_)”‘_18+8\w‘5‘ (3+V'5)”‘_47+21\'5
2 ) 2 ’ 2 B 2

4 -

(3 + \/?)5—°_ 123 4+ 55y 5 (3+\«’5')’ t1_22074987\5
2 - 2 : 2 B 2 ’

atd.

(3+V?)”—’_ 14123.55y 5
2 - 2 ’

Hodnoty #« jsou tu potadem
8, 21, 535, 987, 123. 55
a jsou delitelny piislusnymi ¢&isly
2, 3,5, 7, 11.

Zaroveni tu mame prostiedky pfimo hledati kmenné ¢initele ¢&isla
Cl (D).

Provedme mocnéni

Y N\ N ! _1)_

s kmennymi exponenty u; pokaidé musi se vyskytnouti kmenny ¢&initel
2. pFislusné hodnoty #, ktery jest& nevyskytl se pti nizsich hodnotach expo-
nentu u. Je-li (p,, /),) nedélitelno cislem g, bude u obsazeno v C/(/),)

Tim oviem nenf fefeno, Ze by vdecka kmenna é&isla v C/(D,) obsa-
Zend mohla timto zplsobem byti stanovena, rovné&Z nemuZe postup ten
povaZovan byti za zvlasté prakticky.

Dodatek.

Chceme jesSté stanoviti souéty tvaru
1 1

E (—D—) ezr'.::“. , (4 =1D}),

v—1 v

v nichz D je diskriminant slozeny — D, Q% a m ¢islo celistvé hovici jistym
podminkim.
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Vyjdéme z vyrazu
4—1

2ymas
A= Z (&) e 1
v -1 v
polozime-li v=¢ f pdy, (e=1,2 ...4,; #=0,1,...0%—1), bude
(D"r) = (&), tudiz
v ¢
2nm1: 2ummni
A_Z( ) e Q¢

Vnitini soudet jest od nully riizny a pak roven Q? jen tehdy, je-li

m délitelno ¢islem Q7? i lze psati jeho hodnotu Q° 7(%) , uziva-li se

symbolu ¥ (x¥) =1 neb ¥(x)==0, aby se naznalilo, Ze r jest celistvé
resp. lomené. Pak bude

(a) A:Q27(m>(l)>\/Do,kdem__le.

Tyz soucet 1 lze vsak jesté jinym zpisobem vyjadtiti. Hodnoty v
v ném pfichizejici rozdélme ve skupiny ptisluiné k jednotlivym déliteltm
c¢isla ¢; a sice bude skupina (d) prislusnd k deéliteli 4 charakterisovana
podminkou, Ze & je né&jvétsi spole¢ny délitel &isel » a Q; znamendme-li
tedy Q=dd', v=dv', budou & a v ¢&isla nesoudélna; ptislusny soucet
skupiny (d) lze tedy psati

) B 1) d”d , )
d’2 2v mas l)o a4 2 2v'mi
Sg = e d,d'rd — | —- 7 edodid .
yI—_-_l 14

V poslednim vyraze dosadme nyni v' = ¢ 4 u. 4, &'% i vyjde

g d’? d—1

1)0 ) 1)0 d’2 Zmoai 2umar
Sqd = 7) (__‘.-_ e dodid e 4 ’
[¢

o 1 o w=0

t. j. | )
o G B (L) A

vyraz 4 pak bude roven souétu viech téchto veli¢in s;. Pfedpoklidejme
nyni m —= 1, pak bude 4 =0, s, =0 pro d > 1, tudiz se vyraz A re-
dukuje na s,, jenz také bude tedy roven nulle, t. j.

4—1

(24) 21 (g) ez—f =0, jeli D=D, 0% 2> 1.



48

Volme dale m = ¢, kde ¢ jest ¢islo kinenné obsazené v Q; Q — ¢y’
Zde budou dvé s; miti &éinitele ¥ (%—) rizného od nully, t. j.d=1ad =g
Zbyva tedy

log2 ¢’ ) 1a ¢’ .
U q:!q’Z‘ 2078 ] 1) D (]".’. 20a1d
4= °—-)e4 77 —D) ( 0 XY SR
Zl ( 0 o7 + 7/ 7 ; 0 ) e
Je-li ¢ > 1, jest posledni vyraz roven nulle, a tedy
A—1 ) 7
g 2goms
(25) ) (101) eTT =0 D=0D, 0,

je-li ¢ kmenny C¢initel &sla Q > ¢.
Je-li v8ak Q = ¢, bude

. \' /), q?\ fexi D
(25%) Doy gy — -— ( 0 t D
Zl ( 0 ¢ ¢ )‘1 \ o

Klade-ii se zvlaste D, =+ p, p = ¢, (+ =1 mod. 4), ohdriime

/"'—1
20as
(—— e e =0,
o=1

a odtud
o1 .
(26) E (;:A) o= 0; (p kmenné, = p— 1 [mod. 4|).
o=1
Na obiasnéni stljtez zde ptiklady:
L, —3)\ . 2= —3 —3) 8x
1) p=3 ( i )sm ) —{—( )sm —[—-( sin

— _ 16
+( 3)sm 10”—{—( 3 si 14” ( 3)sm——71 =0,

coz se redukuje na rovnici tif¢lennou

sin 40° + sin 20° = cos 10°

5 4 = 5 48 =
B L Y R L
2)p= ( )cos (z)cos 55 T (24) cos 55 =0

co? zjednodusi se na
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* 2m — cos —-cos 6
€os o ~} cos 55 cos -z 25 55
n 3= 7n . . 1=
i —_— - osin ——— _— —_— =
n g -+ sin 50 +Sin =5 -+ sin —5 sin &

Volme dile m = ¢% Q= (), ¢? kde ¢ je kmenné.
Pak existujf tf¥i vyrazy sg t. j. s,, S,, Sy @ sice

ly Q "/

s = X (LOL) bw,
A" <7 _Zamr
o= (), ()
lo O ) s
sp = ({])3) g° El (l—)"”—Q')H‘Q" = Opro O; > L.

Zde lze v s, pséti
(?4) ((72>
-0 e/’

Mg 02 /'

¢imz se obdrz{ tvar

‘ (D Q‘ )e%,

z néhoZ plyne bezprosttedné s, — 0, jeito O, ¢ > 1.
Vychéazi tedy

s, =—3s,,=0 pro ¢, > 1
Soucdet
llezy D ) 2 2 i
S = ( g’l t[ )e’ lo:Q-Tv

po substituci ¢ =6 + u. J, O,%¢ obdrzi tvar
10Oty -1

R WX

—}—ud Qg

(a—i{)#(jll é, )=(qa)(&rf')_')

tedy vychédzi jako hodnota souétu

Avsak

¢ do @i2¢

ody? D, 0,%¢? 2aay
21 (er)

Rozpravy: Ro&n. VII. TF. I1. &, 5, V.
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Zde polotme 6 —w -+ v.4, Q% (w=1,2...4,Q,% v=0,1,..

¢—1): tim se obdrZ{ nejprvé

1o Q12 . 7 —1 1) Q " 2 . )
[OF &1 g ry.as
Sz]“ = E cdoQi2g Z ( l ) 7
1 » 0L v 4, Ql

4]

o

Ponévadz
Dy Qtq¢® \ D, Q
m~-{—0v.LlollQ12)—(m—1—v 4, 0’)( l )‘
bude
& ]) 0 2 2w ' 2 2rar
Sg E, ( : 0(,;1 )( lo Q%¢ .-En (—__w T v?do Ql—g) e

4, O,* je nesoudélno s ¢. Pak vyraz

Nyni ptedpokladejme, Ze
tedy ¢isla 1, 2, 3,..

o+ v.4, Q0,2 probihd veskery zbytky modulo ¢,
g— 1 a hodnotu O, t. j. bude pro ur¢ité v =’

w-—vd, 0 =u.q

Pro prvnich ¢—1 zbytka jest

pro v = »" viak

tudiz

gy 1 s .
q— L “rTe _ _.l‘.'ll
,Zo (m—f--vdo Q,-')‘ =Tl
a nasledkem toho
2 2ai(m+ v 1a(h?)
= E (QOEQ'—) ¢ Tulig
&ili
. Dy @\ e
s= g3 (Pll) e
Z rovnice @ +1v" 4, Q2 = uq plyre
(2842 (52
@ " ©yq
tedy ,

-o(20) B (20 55

A%



a tento vyraz je roven nulle, jakmile Q, > 0, jestliie(
g

Je li vsak 4, Q, délitelno na ¢, pak bude

g—1

X (L) —o,

a tedy opét S=0.
— 5,2 psati téz

Z toho plyne, %e lze rovnici s, =

= — (-quQ'-z) Sq1 .

Soucet s,: bude od nully rizny pouze pro ¢, =1

5‘7’—( )‘/ \DOI

; tu mame

a tedy zni nas vysledek
[ 0 pro O, > 1,

le 2o/
27) (D Ql ({ )tdle 7 = (’(;‘)9\’1)(. pro Ql =1.

Pro 4, =p= ¢, ¢, =1 vychdzi odtud vztah (26), volime-li v3ak

§ (20).

=0, (p kmenné, + p =1 [mod. 4]).

¢, = p, bude

Pt
20a1

2 X (%)
w1

4#



		webmaster@dml.cz
	2019-09-19T17:07:37+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




