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ROČNÍK VIII. T Ř Í D A II. ČÍSLO 37. 

P o z n á m k y 
o některých integrálech z theorie funkce gamma. 

Podává 

M. L e r c h, 
professor na universitě ve Fribourgu švýcarském. 

(Předloženo dne 20. května 1899.) 

V c své rozpravě D a l š í s t u d i e v o b o r u M a l m s t é n o v s k ý c h 
ř a d dokázali jsme vzorec 

log r(u - f - v) r{u + 1 — v) — 2 u log u - f - 2 u — 2 log V 2 n 
30 

= ~Tílog_2cos 2 • 
o 

Dosadfrie v právo ux za j a užijme vztahu 

cos 2 n v n 
— l o g ( l — 2 ť > - 2 " r T c o s 2 f « - f e-*»'") = 2 J ] e~2 " 

i 
i bude 

log r(u - f v) r(u + 1 — v) — 2 u log u + 2 u — 2 log V2n 

CO ® 

2 c ° s 2 nvn C , rf 
> V ->— 2 u li x .1 . 

" « A « 3 
o 

Buď a veličina kladná, i násobme na obou stranách e~au du a inte-
grujme od nully do nekonečna; obdržíme 
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2 

® 2 
^ í-a"logr(« + i / ) r ( « + l — v)du — 2 ^ « l o g « r f « + — 

o 
a ® 

log 2 je 2 yi cos 2nvn í* 1 dx 
a je ^^ « J a-\-2nxn'í-\-x2 

Jest však po rozkladu ve zlomky částečné 

1 1 1 a 2nnx 
a^r2nxn T+x1™ — a24-4«2JE2 L 1 + x2 1 x2 

2 
i 

4«2 je2 I 
a -f- 2n je ji J 

a tedy x 

J a+.2: 
dx a je 

:«^rjr 1 + * 2 - a2 -\-\n2n2 2 
o 

2 «JE 
1 a2-\-\n2n * = » 

Jest však 

takže tedy 

[log " + - i - log (1 + * 2 ) ] 

.. . a-\-2nxit , , 2«je 
= 1 , m l 0 g y r + ? log a = log — 

í* 1 ¿.r a JE 2«je 2«JE 
J <z + 2 « * j r 1 + * 2 — a2-\- A n2%2 ' ~~2 + «2-|-4k2je2 °g a 
o 

a následovně bude pravá strana rovnice (a) zníti 

cos 2 nvjt . . cos2«i'5r , 2 «je S cos ¿nvn i /i V cos ^A" ~ i 
S = 1 «(«2 + 4»2jes) + 4 2 J j « 2 +4« 2 JT 2 g « 

Užije-li se ještě vzorce 

O 00 

^ ¿ - - " " « l o g a ^ M ^ : / ? C f - " " rf« = Z? 
J J 2 * 
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z něhož plyne, znamená-li nám C — — - T ' ( l ) známou konstantu Eulerovu, 

f . v — log a — ¿ 7 4 - 1 \ e~au u log udu~ — ž 1 t) & 
o 

obdržíme výsledek 

OD 

^ e~au log r(u + v) T[u -f 1 —v)du 
o 

0 C + l o g « . log 2 » . v » 4cos2«z>Jř , 2 tin 
( ! ) = — 2 L- - 2 § ^ V log 
w a s 1 a ' ¿J a 2 + 4 n s J t 3 b a 

m = i 1 
s 

, Y* cos 2nvn 
+ a li-niai + AnSn3) ' 

Ve vzorci tomto kladené f = 0 a užijme rovnic 

C-j- log a 
a ' 

r(u + 1) = 11 r(u), J í - « « log udu — — 

o 

načež se objeví výsledek jednodušší 

f l o g l » du-= 6 + 
J 2a a 

(2) 
, V 2 2 nit 

+ 2 J L O G —¡r 
»=1 1 

i 
2 « ( a 2 + 4 « 8 j r í ) " 

Položíme-li za základ výpočtu integrálu (1) vzorec následující 

CB 

log r ( x ) = J [ ( x - 1 ) , - < + ] - / ' 

o 
obdržíme 

OB 

log r (u -\ -v ) r (u -\ - l—v)du 
o 

o o 
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Obrátlme-li v posledním integrálu pořad integrační, bude lze provésti 
integraci dle u i objeví se výsledek 

3 / l\<xs a)£ a' \—e~' + a + t \—e~' J ' 

o 

porovnáme-li jej s hodnotou (1), máme vztah 

CB 
(' [ ^-"X + e"1 1 2 1 2 — a I dt 
J L e'—l ' a-\-t a el — 1 a? ° \ ť 

(3) 
co 

0 6' -f- l ° g a i log 2 » , 4 c o s 2 « f r 7 r , 2 « r 
~ ~ * ^ r a h ¿J a * + 4 « 2 * 2 l 0 g X 

i ' 

s 
cos 2 « v ar 

« ( a 2 + 4« 2 j e 2 ) 
« = i v 1 

Integruje-li se dle v od nully do jedné, vyjde 

(4) 

cc 

l* |~J_ 1 1 . a — 2 1 dt 
) V a ' e' — l t (a + ť) ' 2 a2 e J t 

C + log a log \ 2 ar 
(Z2 a 

Volíme-li zvláště a — 2, obdržíme 

® ¡[^T-TfTžrV; 
o 

Užijme ještě rozvoje 

eo 
2 . , 2 , v 4* 

1 - t /»-I-4«»»* ' 
1 

dle něhož jest 

2 4 v 4 
/* + 4«2je 

a tedy 

e'— 1 ¿ ( ¿ + 2 ) ~ ^ 2̂ + 4«2 je2 / + 2 ' 

J h^i—fftžtÍ - t " = - l o g + 2 ) + 1 0 8 2 
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o 

= log 2 - log (x + 2) + 2 - A - arctg - -
«-1 

Píšeme-li 2 x n za x a přejdeme-li k limitě pro x ~ oo, obdržíme 

C = lim [ - log x + a r C ř g T ] • 
«. i 

Differencuje-li se rovnice (3) dle v, obdrží se výsledek jednodušší 

00 5 — d t _ Q V «sin 2«z> jt 2 «ar 
e ' - l Í7+7"-8*2j ^g — 

0 
Ví sin 2 nvn 
1 1 
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