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SUR LA FONCTION z(s) POUR LES VALEURS IMPAIRES
OE L'ARGUMENT

NOTE DE

M. LeEach

Professeur & 'Université de Fribourg (Suissc)

Les valeurs de la fonction

R B
1) 45 tg gt

que Riemann a désignée par ¥ (s), sont connues sous forme finie,
si Fargument s ¢sl un enlier pair, ¢t on a, comme on sait,

(2

en désignant par B =l By = : B3= i.. .. les nombres d>
Bernoulli. 30’ 2

)
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Quant aux quantités 7(s) pour les valeurs impaires s=3, 5.7, elc.,
on ne sait rien sur leur nalure arithmétique, qui semble étre fort
compliquée; on s'est borné a élablir des stries & convergence
plus rapide qui permettent les ealculer, objet bien secondaire
puisque on parvient au méme but a l'aide du développement se-
miconvergenl. Nous resterons cependant dans ce probleme. dont
nous avons donné autre fois yme solution A 'aide d'une catégorie
des séries, présentant beaucoup d’analogie avec certains dévelop-
pements de la théorie des fonctions elliptiques :

IR0 LYY (n)
(pk - ’_n‘+ X e—ﬂl.
=1

ol €’y (n) représente la somme des puissances d'ordre 2s—1

de tous les diviseurs impairs de I'enticr n: la quantité ¥ (s), pour

s impair, s'exprime sous forme finie a I'aide des quantités ¢y, la

cc:lomplicnlion de I'expression augmentant d'ailleurs avec la valeur
es.

Cette fois nous allons considérer les entiers de la forme 44 —1,
pour lesquels nous allons donner une solution beaucoup plus sim-
ple et trés élémentaire duns son exposition. En partant de l'iden-
tité

2%—1
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m!
prenons £ = —en divisant en méme temps par n*m%-2; nous
aurons n

' 1 ot ()t
(m*+ Yy mik-2 + (mt+ n)pi—2 nt mih—b

v={

Les séries & double entrée qu'on oblient en prenant la somme
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pour m. n=1,2, 3, %.... sont évidemment convergentes et
"on aura
| S |
b m¥—2 (gt 4 ) b =2 (mt+ nl)
m,n m
ik:i - =, 1 \g ) |
“241(" LD i) mk—
o= n=1 n—v

Les deux sérics au premicr membre sont identiques, el les termes
du second membre sont Iy produils de deux valeurs {(2v) et
318k —2v) ot sonl égaux deux & deux, souf le lerme moyenv = k.
On aura done I'équation
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R R LRI D

m, v—|
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dont nous ollons simplifier le premicr membre. On a en effet

9 > | O |+
“21.4'!+"i-¢!n_|_,‘_ x

et si 'on pose 1 =m, on aura en divisant par mt—! et prenant
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la somme,
® @ 1 @ | 1
2> X _mu_s(mi+,,e)=2" b mik—1 ima__{
m=1 a=1 m=:1
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Au moyen de cetle équation la formule (3} devient
3 Lk 1) = TR+ (- Et v
2 2 o2

h—1
+ 35 (=11 @) (8 —2v)

LI | |
-% 2 mik—1 ;inu:_ 1’
m—1

résultat qui d'aprés (2) peut s'écrire comme il suit

o 1 (2a)4k—1 R BT YA |

k] &
m—1
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A laide de cette formule l¢ culcul numérique de la quantité
{(4k — 1) est réduit & la sommation d'une série b convergence
rapide dont les coefficients sont les inverses des quantilés e2*—1,
el"—{, e6"—1 et se calculent unc fois pour toutes.

Si pour la pratique celte formule présente quelque avantage,
son importance théorique me semble apparaltre plutét dans la
forme suivante

> @#Tcothyp (@mn)
m—1
(8)

L2 T AN - Ak
=By + (— 11—\ B 4+ 3 (— 1=t B, BBy,
ut(~1) 2(2k) . E( / (‘2v) i"

exprimant que le premicr membre est un nombre rationnel dont
il est aisé d'obtemr l¢ denominateur a priori.
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