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EVALUATION D’ UNE INTEGRALE DEFINIE

NOTE
DE

M. LERCH & Fribourg (Suisse).

1. 11 8’ agit de I’ intégrale suivante

a /]
(1) Ola,d) = L arctg —-arctg — dz ,

dans laquelle @ et b sont deux constantes réelles ct positives.
Faisant d’abord a =5, et substitnant 2 =- az, il vient évidemment

(2) ®(a, a) = aK,

ot K désigne la constante numérique ®(1, 1).
Cela étant, je considére au lieu de @ 1 intégrale suivante

a b\t
D S — —_— ‘t —_—
(3) S= L (arctg + are gw) dx ,

dont la valeur est évidemment
(4) S=(a+b8K+2UW(a, d)

Or, on a

(a4 by %, siz < yab)
a /]

x?—ab * — ;
0, siz > Jab

a b
arctg Py + m'ctg:—n— = arctg

4 causo de la discontinuité de cette somme, il faudra décomposer l'intégrale (3)
en deux autres dont les limites sont respectivement O et \/55, puis Vab et l'in-
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fini. Dans la premiére intégrale Ja somme des deux arctangentcs éiant

a + b
T — arctg E!b—azﬁ ,

nous aurons

f (Tt— arctg + ):z) der [ (arctg( t?:) dz.

Vab

En remplagant la fonction sous le signe somme de la premiére intégrale par
le trin6meo équivalent, on obtient trois intégrales dont l'une pourra se réunir avec
la deuxiedme intégrale de la dernitre formule, et il vient

Nab

§ = x"ab - 2 j ‘“'cfg (—+——) 7. da. I (arctg (a + b)w ) dx
0 —ab
0

J’observe maintenant que l'on a, pour x <vab:

(a4 d)x

x @
aretg ——— 5 = arctg — + aretg -,

et en faisant usage de l'intégration par parties qui donne
a
Iarctg %dm = arctg %. —_ E.log(a‘l + m’) ,

j’ en tire cette formule auxiliaire

Vab ) _
arctg (a + ;:s dx = \/ab arctg J— + arctg \/a)

a’+ab b b+ adb
———l og —?log——bi

oun bien

b
b log(a + ) + % loga + - logb.

T ’_— a
=-—\Vab -
2\

Sabstituant cette valeur dans la récente expression de S, nous aurons

a+b » b N2
S::t:log( a+1) +j (arctg(i+ )w)dm
0

a'd® at — ab



)( 80 X

Pour simplifier |’ intégrale qui figure encore au second membre, je pose

T=(a+b)z;m= .—'Jib;; elle devient

0 z :
J=" b‘[(arct )d.
a+b) . 8 i) 42
Substitnant ensuite

22— m?
P

=X,
les limites deviendront — o et «, et puisque alors
1 ——
2= +Vx + 4m?) |

X

dz:——(1+ dx ,

var + 4m'

nous aurons

o0

2
J= atb (arctg _1.) (1 + i _)dm.
z2 /, x Vx? + 4m?
Observant que 1’ intégrale de la fonctlon impaire

(o)

\/w' + dm?

est nulle, on a enfln

=(a+b) I: (arctg %)20!0: =(a + d)K.

La derniére expression de S est done

(@ + )"

S=rlog — ap

+{a + B)K,

et en la comparant avec la valeur (4) nous aurons la formule de Bierens de Haan

(a + b)*+b

hY
(5) ¥(a, b) = 5 108 — i —

que j’ avais établie en 1899 d’ une autre manidre (*).

(") Journal (casopis) de la Société mathématique de Prague, T. XXIX, p. 39
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2. Je wvais faire usage du résultat obtenu pour tirer une conséquence de
I’intégrale analogue & S

® a b\
6 = -~ arcte—) d
(6) T L (arctg p arctg :c) x

dont Ia valeur est

T=(a+ b)K—-2%a, ).
L’ identité é&lémentaire toujours vraie

(a —d)x

b
arce -——n.ct ——a t
tg reig reig @ + ab

permet d’ écrire au lieu de (6)

T= [: (a.rctg( — b):;

ou bien, sl Yon change & en (a — b)xz et supposant a > b,

& 2
_)az,

(7) T =(a-0b) g: (arctg P

ol I”’on a posé, pour abréger,

"___\/a—b
T a-—b

Cela étant, décomposons I’ intégrale (7) en deux antres

T
(8) _b—J+Jli

o1
—_ d = m! td
J, = ] (arctg e ) Z, , Jg= . (arctgm,) 2Ly
et transformons ccs dernidres-ci par les substitutions respectives

x,? + nt Ty + nt
S — =, (@ <n) , =2, (@ >n);
&y Ly
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Oon aura

w,—— —\/z nt) , 2n<=sz, s>,

. .
Ty = 5zt Vel —aw’) , <z 2,

et par conséquent

To=- %E(amg (=)
J,=—;—I (arctg——) (1 + T )dz;

Ia formule (8) devient de la sorte

T 2 1\* =zdz
=I (arctg—) _—

a=b ) 2/ g2 _gnt'

et on a cette formule nouvelle

o 1] d
j (alctai) 2z a+bK—2®(a'b),
. AWzt — gt a—2b a—=>b
ol
Jab
n=-——.
a—

On peut prendre, sans nuire & la généralité du résultat, =1, b=gq, et en
substituant les valeurs

( )1+q
K==xlog2, 201, q)_nloo—aq— y

le sccond membre devient

T q?
lo ’
ey g(1+q)b+.
2

et la letire » aura la signification sunivante :

"
1—gq

n= .y O<g<l.
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Dans cette écriture, notre résultat devient

A® (arct 1 ) zdz
j € Jar - 4n.’ - (1 + 2 i
n

. 1 1 ) e
Faisant z2=— et — =1, on pourra I’ écrire
T 2n

(m ctgax dz on v/ | q
= og —
9) / w ) Vet gz (L—9) (1-+Q)'+"
2

v 0
ol I’on a posé

\/E]:—'r-l—\/r’-rl,

r désignant une quantité positive arbitraire.

De cette intégrale on en déduira une autre en passant aux valeurs complexes
de la variable r. Pour ce but je change @© cn rr pour avoir la forme suivante
de I’ équation (9)

]l -
dx 2rr? 1+
j (arctgre)? = ( r \'/({[q logqg - (1 + g) log 3 q] .
v

a1 —~ —q)

Considérée comme fonction analytique de la variable complexe 7, l'intégralo
qui constitue le premier membre reste synectique dans le plan affecté des deux
coupures (i ... i) et (—i...— i), scgments de I'axe imaginaire. Dans 18 maé-
me région reste synectique la fonction algébrique

Vg=—r 4N+ 1,

le radical y conservant le signe positif de sa partie réelle. En designant par =z

i . .
nn angle réel enire zéro et 5 » 00 pourra donec prendre r=isinz, ce qui exige

qu’ on fait
\’a =e*
Observant que
1 14+ ire
a : t = - ——
aretgrd = o log o’
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le passage anoncé anx imaginaires donnera

1 1.+ osina\* d
(10) ! (108 4 & ) . = tr(asina + cosx log cosa),
0 1 —®msina/ gi,Jy — g1

n
<0<a<?)-

Si I’ on pose sina = @, en transformant en méme temps 1 intégrale par la
. .
substitution = ! il vient

e 1+ a\? d T . —_— N
(10%) I(]og_"'_. .——in-—.—_‘!—’(aarcsma+\/l-a’log \’l—a’)-

Je veux m’arréter un moment an cas particulier de a= 14 en lui appliquant
les substitutions snccessives

& = cosly , tgoe =2,
on parvient & la formnule
"‘ 1+ 2t it
(

. —:;Ty-(lOgZ)z dz = 1

qui d’ aillenrs se vérifie aisément.
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