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25.

Prispévky k theorii funkef elliptickych.
Predndifel M. J. Lerch dne 4. &ervnn 1888.

1.

Ve svfch prednaskdch o funkefch elliptickych vychézel Jacob
z viastnost! nekoneénych ¥ad tvaru

2811!!’ + w4 erzeav‘-l- 2by
r=—=mw y=—w ’
které konverguji hezpodmineéné pro viechny koneéné hodnoty veliciny
b, jeli jen realnd &ist veliéiny a zipornou. Abychom dokédzali privé
u¢inény vyrok o konvergenci Fady

St

rozdélme ji v soucet dvoun séftancit

28«9‘ +2r o _Zmeav' -+ 20» — zemﬂ - by
v—0

vy=—=-—1 »—1

joZ jsou téhoZ ﬂtvaru, o jichx Konvergenci dokdZeme.
Obecny &len prvé z tdchto obou Fad jost u, —= "+ 2 q hod-

nota i:;l! je tn patrné rovna veliting e?e* +(@+28). jeli tedy &fst

realnd veliGiny e zipornou, je absolutnf hodnota velitiny €2 mens(
nez 1 a joji »-t4 mocnost klesd s rostoncim » pod kaZdou mez, takie
méime

oo+ 1

lim
| v

I =0,
|
a fado Z' | we ] je konvergentnf, jakZ tvrzeno.
Tim zéroveit podin dikez o druhé z obou Fad.

Pondvadi Fnda naSe konverguje pro viecky hodnoty b, nikoli
viak pro viechna «, povaZuje se obydejnd ¢ za parameter a znadf
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se 86 a==xt v, b pak za vlastn{ proménnon, psanon ve tvarm
b — = », a hodnota Fady

@ Zem'(ﬂ"—{- 2u) _ o, 7)

—_—w

znamensd se obycejné &,(w, r). Dovolime si viak oznadenf pohodindjif,
vynechajfce p¥iponn 3. Veliina zx: md svon realnon ¢4st zfpornon,
jeli drubd soufadnice veli€¢iny = kladnou, & naopak. Jen pro takovito
z m4 nale fada (I) smysl.

PonévadZ v je ¢islo celistvé, neménf se Clenové Fady (I), ple-
jdeli u v (x4} 1), t. j. bude

&(u + 1) = &(u),

¢im¥ Feleno, Ze &(x) priponst! periodu 1.
Klademeli v fadé (I) » = p-+ 1, probihd p zdrovel s v viecka
celistvd éfsla od — oo do oo a kaXdé pouze jednon.

Proto bude

o .
o(u’ t) — em[' (¢ +1)*+ 2u(p+1)]
-2
— e +o)ni e™ [ee* 420« + f)l‘-]'

M
tedy _
B(w, v)— @ 1+ %y | ¢ 7).

Nase fada (I) tedy md ddleZiton vlastnost obsaZenou ve vzoreich

M { &Hu -+ 1, z)= u, ©)
8 -+ r, )= e~ "2+ g(u, 7).

Ponévad? velidina r nemiize byti realnd, mmsi hyti komplexnl,
a pak lze kaZdou hodnotn % vyjidiiti tvarem « - fiz, kde «, f jsou
veliéiny realné.

Pak lze vidy urciti dvé celistvd éisla m a = tak, aby e —m |- o’
B=n-p#, kide o’ a ’ jsou pravé kladné zlomky. Pak bude 9(x)
= 8’ + ' - nr) = e @ T I~ g | 5 _T2) = atd., kde
v = o' | f'z; opétovanym uZitfm vzorce (1) prevedeme tento vyraz
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na tvar soudinu jisté funkce exponencialné s funkel #(x). MbZeme
tedy hodnoty funkco #(u) povaZovati zan znAmé pro viecka w, zn4-
me-li jo pro viecka « obsaZend vo tvaru o' 4 f’z, kde &', §’ jsou
pravé kladné zlomky. Tyto hodnoty « jsou znézornény body uvnit
2 na obvodd rowvnobéinfka, jehoZ strany jsou tdsetks (0...1) a pri-
vodi¢ bodu z, kter{%# nazveme rovnobéZnfkem zdkladnim. Vedeme-li
body —1, +2, +3,....%+9,....; —z, +2¢, +3¢,....Fvr,....
roviobéZky se stranami tohoto rovmobéinfka, rozdélfme tfn celou
roviou v rovnobéZnfky shodné se zdkladnim. Znfmeli # uvnitt jed-
noho z téchto rovnobéZntkd, znidmo ji v celé rovind.

Misto funkco #(», £) miZome téZ uvaZovati funkei, kterd vznikne
z nf, Kladeli se ¢"™ = §, ¢*® = ¢, a ktcrou znnmencjme

@) TE, =D 0" £

y——o

PondvadZ rcalnt é&dst veliCiny zat je zfpornou, je nutnd abso-
lutnf hodnota velidiny ¢ menSf ne% 1. Rada (I’) obsahuje zdporné
mocnosti proménné § v nekoneéném poétn, a proto nemd ¥ada pro
£ = 0 smysin, a funkco nem4 v misté § — O Zidné uréité hodnoty,
a §=0jc podstatné zvlistnim mistem funkee 7{¢, q).

Druhé takové misto jo £ = oo, viecka ostatn{ mista jsou pra-
videlna, o funkce m4 v nich hodnotu koncénou a uréitou, kterd se
ol mista k mfstu spojité ménl. Zaroveii patrno, Zo (I’) je sudou
funkef £.

Druhd z vovnic (1) poskytne ndm vztah

- =1 7
1) Tugk, 9= 5 T, 1)

Jeli £ = « hodnota, pro nix 7(&, ¢) zmizi, t. j. jeli Tie, ¢)=0,
bude t6% T(— e, @) =0, tnk¥e t6Z — & jeo misto nullové nasf funkce.
Podlé (17) bude pak také T(3 qe, ) =0, a tedy funkce zmizf také
pro *+ ga. Odtud plyno hezprostiednd, %e funkce 7(¢, ¢) #miz{ na
mistech § — + ¢"«, kde n je kladué neb ziporné &fslo colistvé.

Utvoi'me nynt sudou funkci P(§, g), kterd zmizf na vlech téchto
mistech § =+ ¢”« a pa Zddnych jinych. Takovou ném poskytne ne-
konnény soucin
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7, 9=(1—&) (1—a&) (1~ &) (1—o5). .-
(1""’%) (1—g) (1 s B
== 52 - t) -

Pro tuto funkci hledejme vztah analogicky rovnici (1), t. j. sta-
novme hodnotu Pfq, ¢); 1 bude tu patrné

Pk, 9=(1—g&) I (1—g=r) (1— ey

= =#) 2 (-

1 — —
— —“""'Ei P(Ea 9)1

2 -

Vztah tento bude téhoZ tvaram jako (17), jeli — a? = —ql—, tedy

o=+ V:- Nynf{ biesvédéfme se pfimo dosazenim, Ze funkce
1€, g) zmizd pro tuto hodnotu e. Nebof Fada (I') poskytne ném pro
— « viraz
N 2
Tie, )= Z(—— 1yq" %,
y__—0o

a v tomto vyrazu rusf se &lenové pod'vojné, a sico vidy oni dva, ktet
odpovidajf hodnotém v —=m, 1 — m,

Dosadimeli tuto hodnotu za « do P(§, ¢), obdriime funkei

P, q)= H (1 -+ g1 + g™ HEY),

kter4 zmiz{ pouze na onéch mistech, na nich% mizf 7(¢, ¢). TudfX
bude podil
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funkce, kters se chové v okolf vBech mist pravidelné, vyjfmaje hodnoty
§ =0, oo, kde miiZe mfti mista zvldstnf, n kterd se neménf, pfejdeli
¢ v gf, nebof délenim rovnic

1
g, )= & T(E, )

Pigt, )= q% PE, )
obdrZime

Tigk, o) _ TN, q)
P(gt, q) — IX& p)’
Q¢t, 9= Q& ¢)-
Dosadimeli sem za £ 0. ¢ hodnoty piivodn{, shleddme, Ze

to jest

Qe™, )

je fannkce jednozna¢nd proménné w, kterd se chovd v koneénu na-
skize pravidelné a priponit! periody 1, z, tak#e md ve viech stejno-
lehlyeh bodech vy8c sestrojenych rovmobéZntkéi hodnotn stejnou, a né-
sledovné nepfovysi v celé roviné nréiton hodnotn M, ktors je votsf
ne# viechny hoduoty funkce Q uvniti rovnobéZnfka zdkladnfho. Podle
znimé véty nauky o funkefch nemiiZe existovati jednozmaénd analy-
tickd funkee komplexnf promémné w«, kterd by pro viechna konetnd u
byla mensf nc# jistd dand veli¢inn M, le¢ nenfli uvalovand funkee
stilon.

Podle této véty mus{ tedy bfti Q(e"™, ¢*™) veliinou nezdvislon
na w, t. j. podil Q(E, ¢) nezdvisf na § nfbri pouze na g, proéeZ jej
ynamencjme ¢(g). Mdme pak rovuici

M T 9= ol T+ e - ),

z nf¥ plyne, ¢ funkce 71£, ¢) nezmizf na Zddnfch dalifch mistech
mimo § = -+ #q™ 11, kdo = znad nullu neb zéporné &fslo celistvé.
Jsou tedy mista nullovd « funkce &(x, r) ddna rovnicf

um — ei(mt§) - wiln4-3),
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takZe funkce §(x, ¥) zmiz{ na vBech mifstech tvaru

14:1-_-2tf—|-m+n,

kde m a n jsou celistvA ¢isla libovolného oznadeni i nullu véftaje,
a na Ziduych dalSich.

Jeli % tvaru e | mz | », pravime, Ze jost u shodno s « podle
sonstavy modullt (1, z), pfifce

u = o, modd (1, 7).

YV tomto nAzvoslovi zni ndi% vysledek v té& formé, Ze nullovd
mista funkce 8(w, ) jsou modd (1, ) shodna s mfstem 1 _sla- .

Geometricky jsou tato mista znizornéna ve stfedech rovmobéi-
ikl vi#e scstrojené sit&, takZe funkce ®(w, ) zmiz{ v kaZdém z onéch
rovnobéZnikil vidy a to pouze jednou.

2.

Vzorec (1) poskytuje rozvej funkce 7Y%, ¢) v nekoneény soufin
pii éem# viak prichdzl jeSté funkece @(g), které dosnd neznfime ve
tvaru soudinu.

Jacobi nalezl nckoneény souéin pro ¢(y), & po ném poddno
vice verifikacl, z nichZz zvliit pozoruhoduym je dfikaz Cauchyho,
a jemu édsteéné podobny Weierstrassiiv,i jenZ vechny ostatni eleganci
i pFesnost! pted&f, jej tn s malou zménou opakujeme.

Soudin na pravé strané rovnice (}) skladdé se ze dvon Cinitell
tvaru

(@) w(z, P)=(1+ pa)(l + p2)p +p%) . ..

a sice jest g
it + =gy ==("p )
f:i(l + g2 = “(E_'q'” q’) :

takze tu p, jak nutno, je men3f ne# 1.
Z definice (@) plyne bezprostfedné vztah

()] n(x, p)=(1 - px)=(p1, P)-
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Ana je funkeo (o) konetna a spojita pro viecka konetnd x, dd
so rozvinouti v nekone¢non ¥adu mocninovoun stile konvergentni, jakoZ
so 0 tom ihned piesvédéime. DBudiZ f(x) funkce hovicl funkcionalné
rvovuici (8), t. j. rovnici Az)=(1-}p2)f(px), a2 nochf plati pro =, kterd
jsou mend{ neZ wréitd moz, rozvoj v konvergentul Fadu

(7) f(w)=c°+clm+c’w2+_..=zc"wv

»—0
Ponévadz pFedpoklidime, Ze |p|<<1, bude fada Z;J?cﬂp"a:' tim
silnéji konvergovati, a proto bude Ize klisti do rovnice
F@)=( + p)f(px)
hodnoty v Faddch, takie vznikne

[+ ) [+ -] a
N Y v SN Y vy —1 v _
Zu_lcva: =1+ pr) 20 C P T = 2“ :(c' -} W, ¢c_, =0,
a odtud posléz
¢y = (& + ¢, )P,

% éehoZ se resenim obdrzi

oy — ey_y Pv . pvl‘v -] Cy_s _
YV m— — j—
1—p* (1—p )(1 —p* 1)
o' R

T A= —p ). (1 — )
tedy posléz
¢ oP? i(v1)
A—pL=-p9)...(1—p")

Pro tato ¢y mame pak
S@)=(1+p)f(px) = (1 + p)(1 -t pPPf(PP¥) = ...
=1+ pa)l +2%). . .(1 + P (p").
Pontvadi |p|<<1, bude tu lim p* =0, a proto

n_w

Cy
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J@) = f0) ul;"; (1 +4-p2)1 +p%). . .(1+-p'7)

= co®(®, P),
takZe plat! skuteénd

0 ==, p= ch:c', ¢ =

pl:z"(‘"+1)
& YT i —pY...A—P)

kteriito fada konverguje pro viecka konecnd .
Soudinitel cy 1zc padti téZ ve tvaru

P,ﬂ(v-]-l)"( - P°y P)

n(—1,p)°
takze pak bude
£ A "1(_' " O o
”(q'q)— -1, q‘) :
aneb

(5 ) =mt5 5::‘»"""(" s OR

g;g- l)-—-______!_______ \ . L Q --21
d ¢ )T, q‘)Zq (- OF
Nésoben{m téchto vyrazé ohdriime pak z rovnice

(E!, q) (E:—:', 1) ‘P%Q)T(E, 9)
néslednjicf vysledek:

© &1?7) 6 9= o, ﬂtZ‘l" S (g, (= O
(8, v=0,1,2..)

Pravou stranu rovnice (¢) 1z uvésti v jednoduchon ¥adu mocni-

novou. Znamendmeli g — v — s, bude koefficient pti «* ddn vyrazemn
(pri kladném s)

©  G= ) g gi g, g,

v=0

naceZz bude
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q,()m,q)_,,(—_-———,),az ci¥ c=c_,

—_—
% CehoZ soudfine, Ze tu

o ®=1, 1%

_#(—1, ¢*
(q) Co=

82 v 4l
¢ =G 0}

a tedy dle () -
Go = Gg™ = D " (¥, gYx(— ¢, ¢).
=0

Clenové této ¥ady Klesajl s rostouchn s pod kazdou ez, at na
prvy, jenZ nezdvisf na s, a md hodnotu

“(_ 1, qz)'
kterd ndmn tedy poskytujo G, takZe mame rovnici
M= gV
q,(q) = =(—1, 9%,
u tedy
PP ==(—1, ¢)=(1—¢)(1 — ¢l —1%..,

takZzo mdmo konocény vysledek

() 1, 9= ﬁél — g (1 4 g (1 F T 1ED),
n—_

a odtud

”l#) J(u, .‘): [‘ (l — q3n+ 3)([ +‘ 2n4-1 0“1")(1 _I_q..u+ lc—i!u:u)

n=0

anch spojimeli vZdy dva a dva éinitele:

() Huw, )= 7] (L — ¢¥t 31 4 2¢% +1cos 2um 4 gt 132,
=0

7 ¢choz plyno 8(— u) = 8(n), coZ i pifmo z dofinice snadno se odvodf,

30

Dosavad jsme uvaovali funkci &(w, z) pouze vzhlodem k pro-
ménné %; nyni pkibledneme k ndkterym vlastnostemn jejtm vztahnjictm
8¢ k zméndm parametru z.
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Jeli pomyslnd édst parametru = kladud, je té% pomyslnd édst
velitiny —~ kladnou, jak z geometricksho snfzornéni pHmO vy-
plyvd a snadno se poltem verifikuje; ndsledkem teho existuje funkco
& (4:1, —7‘1—) , kterou prozatiin znammencjme (). Nullovd mista téte

funkce uréfme z rovnice

1

() T 1,
?:. "2'— +1u -{—- n ';

z CehoZ plyne

= 1jt+mt+n— 1,
t. j. funkce 8(%, ~——l—) zmizi na mistech shodnych s ]—1_-3 modd
(1, ), na nichZ také mizf funkee &(x, z). Nisledovné bhude podil

o (u' . }_)
T T
&, v)

funkce, kterd se v okolf kaZlého wmista v koneénu chovid pravidelné
a nikde nemizi. Nasledkemm toho bude se funkee Iug R(wn) chovati
v okoli vSech mist v kone¢uu pravidelné, a tedy bude bhud stilou,
neb celistvou funkef racionalnou aneh fadou stile konvergentul, kterou
znamenejme — g(x). Bude pak A(w) — e—¥(), a tedy

= h(n)

o, 9= o3, _.1_) = eslelp (_ £ 1
T T T T

a dosadimeli hoduoty v Fadiich

Zeln'(ﬂ-"— zuy) — o?}(u) Ze—- -t-—i (v? -} 2vu)

r—_—w 14

— ey Ze_?; @ +-w* ’
kde jswe polozili
9= G- 2,
coi je funkeo t6hoZ tvaru juko g(w).
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Méimo tedy
v = b(i'.‘, ) dn, 7)

(a) = (v “)2 -_Tﬁ 2 .
2e T g =“a;,—-£-)

Zvitiimeli » o 1, nezméni se éitatel, jak znémo, a jmenovatel
rovnéZ ne, ponévadZ se tim hodnota soudtn neménf; zvétifmeli vink

# 0 v, obdril Eitatel faktor e—™(2¢+7%) 4 jmenovatel piejde na

ni
— — (22 2
e

)

14 T
takze sc zmdni o tyx faktor jako éitatel, a podil ziistane nezménén.
Predstavuje nim tedy vyraz (o) funkei dvojperiodickon o perioddch
1 a =z, kterd je déna Fadou stile konvergentnl, vée to nemoznd z tych?
diivodii, jichZ jsme vySe unzili pii vyrazu Q. Musi tedy vyraz («) byti
nezdvislym na x, rovnym veliéing stdlé ¢, kterd zivisi bezpochyby ua
parametrn =, t. j. plati vatah

™ . 13
iy 1 2vu ——(u 49
@ et __c) e ,

P P——m yp—=—"=0

kde C nezdvisf na w, ale zdviseti miiZe na z.

Predpokladejme » realné a intogrujme oh¢ strany rovuice (f)
dle v mezich O a 1. Obeeny &len Vv levo mé tvar omiv® 2vums,
a ponévad’ integral )

1
af 2= du

mi hodnotn O pro viecka celistvi v ol 0 riiznd, ale rovnd se 1 pro
v=0), bude intogrdl levé strany rovuati se jednotce, takze mdéme

rovnici
1

1
xi 2 S —“—‘.(u—|—‘.v)'
1::CJ'ZG_ 7+ du= g‘; € - du
(1]

v
0

26
Th.: Mathematlcke-pHrodovddeokd.



402

v

1
N o, _ o,
:C’Z e ° dz=0f6 * dz,
y=—="
™

takZe mame pro stanovenf C rownici

) oj‘ €~ a=1,

kde integrace vztahuje se k realnym 2. Jeli ¢ velicina ryze pomyslnd
a kladnd, bude —:— realné a kiadné, a proto bude substituce

') I3
——2?—p? 2=V < v
T )

realnou, t. j. realnym z odpovidajf realnd v. Volimeli za V—:— klad-
nou hodnotu, budou z a v stejuého znameni, a integrdl 48 obdrif

tvar
[+
V-‘:’- e ™ dv =V-'.-o,
¢ i
—
Qo
kde patrné ¢ = [ e ™" dv nezavisf na v, a je &istd numerickou

—0
stdlou. Z rovnice (¥) médme pak
_11/¢
€= ?V?

a dosazenim do (8) posléz

Eeﬁ(n-ﬂ.w) _ _:_ (V%) Z e“’?i(“+">' |

kde (V% znalf kladnou hodnotu kofene v }; pondvadi tu ¢ nezi-
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visf na # ani na ¢, obdrifme je volbou zvlditnich hodnot, na pfF.
v =0, v = i. Tim se vyskytne na obou stranich faktor Ze—""" od
nully riizny, takZe jim Ize d¢liti, nafeZ plyne ¢ = 1. Méme také
jednak vedleji vysledek

[r )
e—=dy — 1,
_j; v

4 jednak vzorec

(m 8, v)—(V—) —5% o (% —1),

jehoZ platnost oviem dokdzdna pouze pro ryzc pomysind =. Nebude
véak nesnadno provésti ditkaz i pro ostatni hodnoty z. Z rovnice po-
sledni plyne

o (A=

Pravd strana je tu analytickou funkei jednoznaénou proménné
z, pokud m& z druhou soufadnici kladnou. Znamendimeli pak sym-

bolem(v %) onu z obou hodnot odinocniny V-:T , jejiz rvcalnd &4st

j¢ kladni, bude tento vyraz (V%) pro uvafovand z tplné jednoznaé-

nym a spojitym, vyjadiuje hoduoty analytické funkce = v téchto
mistech pravidelné se chovajicf. Vyraz tento splfvd pro ryze po-
myslnd = 8 vyrazem na levé stroné rovnice (d), t. j. dvé analytické

funkce proménné (r) dané vyrazem (V::-) a pravou stranou rovnice

(0) splyvajl pro ryzo pomysind z, a tedy jsou identické. Rovnice (d)
a tedy také (III) plati pro viecka » a pro vsocka 7, jichZ druhd sou-

fadnice jo kladnd, mdli jen symbol (v —-) prdvé uvedeny vyznam.*)

DileZitost vzorce (III) jevi so avldSf pii éisolnémn stanoveni
hodnot funkee 8, o éemZ pozddji

*) Symbol ten zavidim po piklada svého slavného uditele p. Kroreckera
(Monatsberichto der Borliper Akadomie, 1880).

26*



4,
Dosadfmeli do ¥ady (I) ¢ 4 1 misto =, obdrZime

8, = 4 1)= esi(w'-l- 2uy) $- v'm"

1 4

& ponévadZ T (— 1) = (— 1) = ™

bud oot 1
ude o, T + = Zem-[ﬂv 3-2(u--5)v]

av
—Z]( 1PE = B, 1),

¢imi pi'evedeno stanoven! funkce & o parametru (z -} 1) na stanoven{
funkce & o parametru .

Pri ¢&iselném stanoveni funkce & jednd se o to, aby velicina
g=2¢ % hyla pokud moZno mal4, tedy drubd soufadnice parametru
z pokud moZno velikd. Jeli realnd ¢4st veli€iny z absolutné vetsf nei
;, miiZeme ji uvésti na tvar, m - e, kde « jest absolutnd mensi ‘ne’
1, a m je &islo celistvé.

Substituce T =17 -} m vyvold v, jehoZ realnd &ist jest e, a trans-
formaéni vzorec (IV) poskytne funkci

d(u, )= 8 (u +%, 1:')

o perametru 7. Jeli pak ' absolutné vét3[ neZ 1, mfiZeme wuZiti
vzorce (III), ¢fmZ ohdrifme funkei o parametru — l ) jehoZ druhd

souradnice je veétsi atd.
Transformace vyjidfend vzorcem (IV) vedla nds k utvoienf funkce
&(u -+ }); nyni vySetifme vyrazy funkeci

&(u—l—-;—. r), 8(u—|—l;—ta r).
Zavedemeli u + 3 misto w do Fady (I), obdrifme

= ) " Tt 2+ Dl =il i




tak¥e mdme ¥adu
@ €Ot Paats g = ) gl
y=—
— Zq,'.(27+1)= £27+1.

Zavedemeli pak w« -+ 1——_2‘——'-:- do tcZe Fady, obdrifine

H (u _+_ !l! _|_ ; t') — Ze’"'[“("+’)+2("+§)’]

— Zem' (v 2 HD D] —wi (et 4 9)
a tedy

2™ iMon 1 1 1 1e )= Zeﬁ[v(v+5v+2(u+;)(v+;)]

— 33y A et
,__.Z., (—1)’g £

Spojime-li v ¥addch pro &(u) a #(x+ 1) €leny odpovidajict
hodnotdm v =n, —n, a v iaddch pro funkce

=i i) gy + 12), 7€) g(n + i o)

Cleny ptisluiné k hodnotém » = n, —u—1, obdrZfme ndsledujicf sou-
stavu vzorcl:

-D'(u )= em(w +2v) Z g'zv =14 ZZ q cos‘»’nmc,

V=—c n—1

du+1, 1) :Ze""fw‘ + 2v(u 4 1] — Z(_l)lqu 529

ad
=14 22(—1)"q'ﬂcos2’;mc,
(V) ‘ a=l1
e+ 4‘)0(,‘ +ir,0) = ng'[(" + D200+ D]

__Z iy 1)’&3’ +1_ 22 i@n +1) cos(2n—- 1)z,

Nn_90

—te™ e+ 01t z)=—Ze”'T(’ + e+ 20+ D+ ]
L




( — zz( _pyier e

= 22( 1)"¢*®* W sinon 4 1)mu

Nn=—_o

T]'tO étyry funkce da_]I ge shrnouti ve spoledny tvar

(VD P, 7) = (_l)gh e‘m'[(l + 39)%s 4 2(v 4 1g)(u - 34)] ’
Voo

kde g,k znalf jednu z hodnot 0, 1, a sice jsou funkce (V) patrné
Bpo(u) = 8(u)
G (v) =8(x %)

B30(w) = €™ T o - 4a)

By, () = —Ge™ T Po(u 4§ 4 §1)

Pipona (g, k) sluje zndmkow & charakteristikon funkce 9,
i povaZujeme dvé charakteristiky (g, k), (¢', ¥') za shodné (kon-
gruentnf), jsouli oba rozdfly (g—g¢', h—¥’) &isla sudd, takie existnji
pouze &tyry neshodné zndmky: (0,0), (0,1), (1,0), (1,1); zndmky mohou
se také znatiti jednim pfsmenem. Souctem dvou znimek &= (g, k),

& = (¢, /) rozumime znimku e+t & =(g-} 9,52+ ¥). Pak bude
soutet dvou znidmek shodnyin s jich rozdflem, sudy nisobck kaZdé

znimky je shodny se zndmkou (0, 0).
Z ¥ady (VI) plyne:
Ggt22(w) =0, (u)
8y, 243 (1) = (—1)7 8y, x (w),
takZe funkce majfef shodné znfimky sc mohou lifiti pouze znamenfm.
Zéroveh obdrifme z Fady (VI):

Fon (u) = (—I)F*Ze’".["' + (4 Jyv 4 D+ g%t 4 gu + §g7|]'
V——o
t j.
(Vi) I (v) = (—i)* €7 et dge )"iﬂm(u + Llgv 4 Lb)
Z rovnice této plyne, Ze mista nullovA funkce O-gh (u) jg()u modd
(1,7) shodna s mfstem

(d—g)= ;!— (1—h)__(g—1)z+ (1)
= 3 .
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a zéroveh obdrZfme z nf hodnotu funkce
Ior(u+ {9’ - 4F)
= (—iffer Tt W HNg (4t 49+ 9 + 10+ 1))
a po kritké redukei

(VHI) Bor (v Lg'c -+ 1)
= (— 1)9 o'k l —g'(v -+ 49’ t)m&g ta h+h'(u)

Zarovefl bychom obdrZeli z rovnice (VII) vyrazy pro &, (» - 1),
B (1 -+ 1), které ale radéji odvodime pi¥fno z Fady (VI). Vzroste-li
tam » o 1, obdrif exponent obecného ¢lenu pifriistek (2v - g)ss,

takZe se tim &len sdm zndsobf veliéinou e+ 9)*i — (—1)9, kterd ne-
zdvisf na » a pfichdzl ve v3ech €lenech, ¢fmZ vznikne

By (1= (=18, (u).

Pifemeli pak v fadé (VI) v =p | 1, obdr3{ exponent obecného
tlenu hodnotu

[lrre g salerrsg) ord)]
=i [ (s4+4) r+2(e+ g (s+e+5) | +me+ ot

a fada bude miti tvar
. )

F— o
= (—1t O+, (ut-v),

takZo mfme vzorce:
B (4 1) = (—1) g3, (1)
dp(et0)= (1)@t 81, (4).

(IX)

Zo vzorch (II) o (VII) odvodfme snadno nekonetné souéiny pro
fankce 8, Bude tu
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8, (v) 2530 (I—¢™12) (1—g2 1§ (1—g™ 1 E—2)
= nizo (1—¢* 1) (1—2¢* 1 cvsQau |- Ant3)
8o =Vyg (5 + %) El (=g (14 (1t gmED
X) 4 ®
=2 w cosmn. IT 1( 1—g®) (1 4 2¢*cos2zu |- ¢'")

0, 0 =— Vg (f— ) Fa— (- 0 -0

1 = .
l = 2 V q sinmu IT (1—g*) (1—2¢™cos2zr + 9™,
n=1

- - .  Ep—
kde jako dfive poloZeno & — "™, g =™, o Stvrtd odmocnina Vy
znalf €™, &mi je tiplné uréena.

5.

Druhé logarithmickd derivace funkce &, (v, 7), t. j. funkee

dzlg&ﬂl ("’1 T)
du®

jest jednoznaénd funkce proménné w», kterd se pouze v mistech nul-
lovych funkee &g (v) stivd nckoneénou, a v ostatnich hodech se chovi

pravidelné. Jeli pak »,— (g—1) t+ (h—1) nullové misto funkee B, (),

bude v ném funkce tato mizeti pouvc jednoduse, jok ze vzorch (II)

a (X) bezprostfedné vyplyvd, a bude tedy v okolf tohoto mfsta
miti tvar

(r—15p) P (u—1,),

kde P (v—u,) znalf fadu mocninovou tvaru

- ot (u—ug) + 6 (u—1)* +-.....
a pki tom jest P (0) —=¢, od nully riizno.

Logarithmickd derivace &"'(( )) bunde tedy v okoli hodu uv—=u,
gl

tvaru



1 P (v—un,) 1
g T () —

—ry -+ ﬂ? (v—,)

n druhd derivace logarithmickd tedy tvaru

(1 T oD o et B (),

% ¢ohoZ soudfne, Ze wmA funkee tato v misté « — u, nekoneéno dru-
hého stupné.
JelikoZ jedna z funkef 8, (x), 5 () je vidy sudou, druhd pak

lichou, bude jich podil Fon (4) funkef lichou, a jeho derivace (1) tedy

B (v)
sudou funkel proménné =. -
Zaroven patrno z rovnic (IX), Ze tu plati:

d*lg 8 (u1) __ d™g 9, (n)

du? =7 du¥
d*lg 0,;. (ut7) _ d¥lgdu(v)
du? — du?

Zavedemeli tedy oznacenf

1%q®
(] Pu(e|r) =— ‘ %l?g(“) .

bude P, (x) sudd jednoznaénA analytickd funkee proménné w, kterd

jest v okolf nullovyeh mist «, - 1) t.;l_ Pl

(—,;_,'1”';1))—: + P (e—n),

funkce &, (v) tvaru

s v okolf v8ech ostatnfch mist v kone¢énu se pravidelné chovd, a kterd
méi vlastnost dvojnisobné periodicity vyjidienou rovnicemi

Fp(w+1) = Py (1) = Pu(w),

% nichZ plyne hozprosttedné rovnice obecnéjsf

Por (v m - n3) == Fy (),

kde m, n znalf dvé celistvd éisla kladnd neb zdporns, takZe m4 funkce
tato v mistech shodnych, zndzornénych stejnolehlymi body rovno-
béZnfkd sité vysc sestrojené stejnou hoduotu.
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Ze vzorce (VIN) obdrifme pak bezprostiednd
3) P (w4 3gv + ) = Ppigatne (4)
Zavedemeli oznaceni Py (0) = a,, bude tu patrné dle vzorce (3):
P @ =P (D =Py(3) = P () =0
“ Py =P () =Py (3) = P (-+) = an
Py (@)= P, () =P (3) = Py (-17) =
Py O =Py =F, (3} = Pu (L) =00,

a obecné tu mame

I
49 an= Fpw (L5 v -2
Studujme nynf funkece
(a) F, ok (u') — gy

kde (¢’, ') jest jedna ze sudych znamek (U, 0), (0, 1), (1,0).
Funkce (z) patrné zmizi na. mfstech shodnych s mfstem

GtD)ethtk

kterdZz jsou shodna se sv¥mi protivymi hodnotami; nebof tam jest
dle (4% Pu(v) = apn.
UkdZeme, Ze na tychZ mistech mizf také prvé derivace funkce

(2), t. j. funkece P,(u). Neb ana je Ep(w) funkce sudd, je Py (u)

funkef lichou, a jsouc zdroven dvojperiodickou, méd vlastnost
a3 = =) ==

kde @ —= mz -} n znalf jednu z poriod. Jsouli m a n tak volena, Ze

L (-;l) nenf =00, t. j. nenfli (m, ») =(¢, %)+ (1,1), bude lze

kldsti v=o0, ¢imZ vznikne
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rufs) = ().
ra ) =0

kde o znalf jednu z veliéin ¢"tr -+ 4, pro néZ je znfimka (¢”,%")
-} (g, %) shodna s jednou ze t¥ sudych znimek (0,0), (O, 1), (1,0).
Pro funkci P, (v) tedy znfime tfi neshodnd mista nullovd, jsou to
priveé ons mista, na nichZ zmizf funkce («), t. j.

tedy

P'p‘ (u) — Qg

Z toho plyne, #e na mistech ¥elenfch mizi funkce () ve stupni
nejméné druhém, ana by jinak derivace jeji P, () méla tam hodnotu
ol nully riiznou.

Funkece (¢) m4 viak v mistech nullovych funkce & (x) neko-
nena stupné druhého, a proto bude ptirozeno porovnati ji s funkef

P (1) = ‘l;;ﬁg;l. kdo (57, k") = (g, ) + (¢, ®) + (1, 1),

ktord nezmiz{ ani nevzroste do nekonecéna na Zidnfch jinych mistech
nezli funkee (@), a to ve stupni zajisté nikoli vit3fm. )

7 rovnic (IX) plyne ihned, Ze tato funkce ¢ (¥) m4 periody
(1,7), t. j. Ze plati

Pt =gp@t)=gp@.
Aviak funkce (@) mi tytéZ periody a podfl

P (v) — agoe
@ (v)

je ve v8cch kouofnych mistech » pravidelnym, ana jsou mifsta nullova
Jmenovatele mezi misty nullovymi Citatele obsaZena, a nekoneéna spo-
letna, a to po obékrite polohon i stupném.

Jest tudiZ podfl tento funkc! dvojperiodickou stile konefnou
a proto veli¢inou stilou, takZc obdrifme

()] P () — agor = (C %’%“) 2:

Z rovnice této plyne, Ze odmocnina
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— L; I
(8% VP, (uy—ap =C #ﬁg‘)ﬁ

[i'=g9+9+1,F=h+F4|1 (mod 2)],

jest jednoznaénou funkef proménné «.
Volme 2z obon hodnot odmocniny onu, jeji rozvoj dle mocnostf

(uv—y), kde v, =1_;_9i, + 1—;—" , zalind Elenem s ¢fmZ pak je

‘!0—“0
znamen{ odmocniny (8°) (iplné uréeno, postridajic dvojznacnosti ana-
Iytické.

Abychom uréili stdlon C, rozvihme pravou stranu rovnice (9
dle mocnost! (u—u,). Clen zatteéni bude patrnd

1— 1—h
8',uhu T'? T + T 1

1— 1—h) "
¥a (Fle ) VT

C.

A tu jest patrné dle vzorce (VIII):

—_— 1—h
b (5204 152

— (_l)g' '(l—h)z'(l—g)(h" 41-—7) e i(g— l)'ﬂliﬂ ' 1—g, K1k (),

o (v 4157 o+ ) = (1M o0 ™, )
a odtud délenim na « pro »=0:
¥ (Sl + 5 = PN e T (o),

a tedy je souéinitel ¢lenn zacdteénfho ddn vyrazem

('—g)1—8) X1—gh—8) | B gupr1—g, aeq1—1 (0)
C.Ch ¢ #,, (0

Av3ak
g =g+g+1,"—h=F-{1 (mod 2)
g +1—g=¢, "+ 1—br=Vk,
— (1)l O —h—) o,

h"

Do t1—g, wry1—n = By w1
a proto bude tento koefficient vyjad¥en tvarem
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C (__1)(9'+1)(h+1)+ig'(h"-l—l—h—h’)z'(l—g)(h"—h) i 0) :
¥4 (0)
a ponévad? musf bfti roven 1, mili obstdti rovnost (8°), musf
€ = (=) HOOHDHG O 1) flg—1) ("1 #1, (0)

By ()’
a rovnice (8°) obdrZf tvar

6 VYPyw)—am=

YT A1) g O =B Jg—1) 0 —1) 11 (O) B ()
=D ¢ Byw (0) ~ Bya ()

=g+g4+1,"=h}+F 41 (mod 2).

Funkce (5) jest jednoznacnou analytickou funkel proménné w,
ktord md v mistech nullovyrch funkco &,,. (u), jeZ jsom, jak zndmo,

modulis (1, z) shodna s —|— ) nckoneéna stupné prvnfho,

a jo dvojperiodickd o permdai.ch (2——g’) , (2—F') v, piedpoklddaje, Ze
¢ I’ maji jednu z hodnot 0, 1.

Nebof zvétsfmeli na pravé strané rovmice (B) = o 1, obdrzi
¢itatel faktor (—1)”, jmenovatel (—L1)9, tedy cely zlomek objevi se
zniisoben hodnotou (—1)9“—¢ = (—1)#+1; jeli ¢’ =1, je tento vyraz
roven 1, a funkce md periodu 1; jeli ¢ =—- O, objevi s¢ funkce
zndsobena hodnoton (—1), t. j. zménf znameni; vzrosteli pak % opét
0 1, vrit{ se funkce do pfivodni hodnoty, a md periodu 2; v obou
pripadech je tedy perioda rovna (2—g¢’).

Vzrosteli nynf # o ¢, obdrzi funkee faktor (—1)V—% = (—1H;
jeli A =1, zfistala funkce uezmdénéua a md tedy peciodu z, a jeli
I =0, zménila fankee oznateni, a md tedy perioda 2z; v obou pii-
padech je tedy perioda ta (2—&) v —

Shledali’ jsme, Ze I*g (¥) je dvojperiodickou funkef o perioddch
(1,7) proménné w», kterd md v okoli nullovych mist w, funkce &,

tvar - + B (—=n,), & kterd zmiz{ na mfstech, na nichZ
miz( t¥i fankce (), t. j. funkee

(1—u,)™

VP,;. () — ayy , VPgr. () — ay , YF, (1) — a0,y

jich mfsta nullovd json rzna. Nckoneina tichto t¥f fankef jsou nul-
lova mfsta funkee 8, (x) a sice jsou jednoduchi, Proto budo funkee
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@ (u) = VP! — Ggp VP! — Gy, .« vah'_alo

miti 8 funkef P, () spoleind nekoneéna, a viecka jeji mista nullovd
jsou zéroveih misty nullovymi funkce F'(u). Zvétiimeli v o 1, zménf
prvnf dva Cinitelé znameni, t¥et{ zfistane nezménén, a tedy téZ cely
sou¢in se tim neméni, takZe jest @ (x } 1) = ¢ (%). Zvétiimeli % o =,
zlistane prostfedn{ faktor nezménén, oba krajni zmdénf znamenf, a budo
opét ¢ (x4 7)=¢ (¥). Funkce @ (v) mi tedy tytéZi periody jako
P(u), a podil

Prgy (v)

¢ (v

chovd se v okoli viech kone¢nych mist pravidelnd, a je funkef dvoj-
periodickou, coZ vyzaduje, aby byl veli¢inou stilon: TudfZ bude

Pu(w) =CVP(v)—a,, YPAu)—ay, V Puu) —a,
Je-li uw, nullové misto funkce &,, zatini rozvoj dle mocnosti

rozdflu (v — u,) vlevo ¢élenem — u_zﬂ?’ v pravo kaZdy Cinitel ¢le-
—u)®

(
a tedy bude nutné ¢ = —2, takie mmdme posléz diile-

nem

Zity vztah

6 Pu(w)=—2VEF,(v) — ayq VPut)— 1, V Py()—a,
Znamendme-li tedy
Fa(u) ==,
hovi tato funkee rovnici differencialné

() 2 = — 3V T 2@ — )& — ora)

v ni# bylo znameni odmocniny ndleZité voleno. Jo-li tu g—h =1,
je funkee 2 v okolf bodn =0 tvaru = — ','}i‘ ~+ P(u?), ana jakoito

sud4 fonkce obsahovati miize pouze sudé mocniny proménné. Odtud
plyne

1 %l
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z ¢ehoZ se obdr{ na zdklad® znimé poutky z theorie ¥ad mocninovych
rozvoj tvaru

e="9 (71_;) » P(0) =0, konvergentni v jistém okoli bodu &= .

Touto fadon je stanovena urlitd analytickd funkce » promeénné
x, kterd je pro nekonelnd velikd & nekoneéné malou, alkoli dvoj-
znatnou. Je patrno, Ze tato funkce hovi rovmici (G") aneb lépe rovnici
differencialné
du 1

) da = — 2V (@ — ag)(x— apy ) (& — alO);

kterd ji Giplné definuje, piipojfme-li podimfuku, Zo pro nckoneéné velikd
2 m4 » mfti nekoneéné malé hodnoty. Tuto funkei » oznalime sym-
holem

. _ dz
() %= ,[_ 2V (@ — ay )@ — a5, )z — ay,) ,

z =P, (v),

¢éfm% nic jincho nemd hyti vyjddicno, neZli Ze derivace :%:— rovnd se

pravé strané rovnice ((*), a Ze pro * = o jest u = o.

V ostatnich piipadech, kdy (g, k) jest jednou ze sudych znimek
(0,0), (0,1), (1,0), chovi se funkeco z v okolf mfsta » — o pravidelné
a jest jakoZto sndd funkee tvaru

& =¢cy-}c,u*Jcut4-...,

en ZAalhnX alawrvsn wratm  loand -3¢ s a
4 LULUG pLlyuv pru uunul llalde .

Ve—e=Ve,.u (14 a,u?teut+..)

a odtnd
u=P(Var—¢,), B(0) = 0, ¢, = Pu(0) = utgn,

¢imZz jest v definovdno jako analytickd funkce promémund @, kterd je
nckoneéné mali a dvojzmadni v okoll bodu = =a, I je patrno,
e tato funkce hovi differencialné rovnici (6*), kiera ji dplné definuje,
piipojine-li podmfnku, %e funkce ta v bodé = = a, zmizi; oznacfme
ji symbolem

dz
(7) “=£_zvm)(w~aolﬁl;— G;0)
g

v = FPu(u).
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kterym nic jiného nem4 vyjddfeno byti, neZ posledné ¥céené vlasinosti
funkce u. Vzorec tento zahrnuje v sob&é vzorec (79, umluvime-li se
psiti @¢,, = .

6.
Zabyvejme se nynf differencialnou rovnict
@ du . 1 _
de = —2V(x — a)e— )z —c)
PoloZime-li
®) 2= a4 b—ap,
bude jednak
(2—a—=(b—a)
T— b= (a—b)}1 —
@) J (e X 22" .,
z—ec= (n —c)(l — ;i—r'z)
a jednak
de b
e=t—a,
takZe obdrZime rovnici
') ==
de 2Ve—n. V(I —2X1 — pz)
kde .
@ P

Rovnice (@) ptejde v rovnici (6¥), volime-li na pf.

@ =fy, b =ag, c=aq,,
tak Ze substituct

) @ = gy - (tgy — gy )2, p == ~2L o0
gz — M40
obdrif rovnice (6%) tvar
©) du +1

ds 2V —ay . Ve(l —2)(1 — p2)
kde o znamenf odmocniny pkleZitostné¢ rozhodnemne.
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Predevifm uvaine, fe == Pu(u) a tedy téZ z je zcela uréitd
fankce proménné v, a ¥e odmocniny Ve, VI—z V1 — pz majf zcela
uréitou hodnotu, jsouce [srov. vzorce (y)] jodnoznaénymi funkcemi
proménné », a rovné} odmocning Va,,— a, m4 hodnotu jednoznand
definovanou, ana jest jen zvlditn{ hodnotou jednozmatné funkce
VP,,—a,,. Abychom tyto funkee vyjadiili funkcemi &, uvaime, Ze
% (p) plyne v nafem p¥ipadé:

Vi =VE—

1—z= v}’_a"-‘L
@py — fyg

— __v T— 0y
oy — Q49

UvaZujme nyni p¥ipad, kde # —= P,,(x). Tu obdrZime pouZitim
pouze rovnice (9):

— g &, ()

Y — %0  Tnl7

: o S

10 I . — Ba) ﬂ':__gf_‘l
4o | Vi—z = VT ) By (v)
Vi—m = o Bo(®)

! a B0 m(")

kde uZito oznadenf 8, = 8,(0,7)-

Pti tom je patrno, Ze znamenf odmoenin jsou tu tak stanovena,
fopro u=0,t. j.proz=0jest VI—z=1, VI —uz=1. Z té-
hoZ vzorce (H) plyne pro a,, = B, y(0):

—_ ¥,,.8
Ya,, — a4y — — 11200 9. =&, (T
10 o1 5, .0, 1 1(0,%)
a rovnoéi i
Veo=k= ——%‘ - (&'“
a'm_am

Nalozlo se, %c veli¢ina ', se dd jednodufe vyjddtiti sou€inem
fankef 8,5 ; skuteiné obdrifme z poslednf z rovmic (X), délfme-li ji na
% a pfejdeme-li k mezfm pro »—= O:

T : Mathomatloko-pirodovddeckd. 37
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@) ou(0) =22V T — g™)"
Nésobime-li vjrazy plynouci z (X) & (I) pro u=o, méme
() 90s00s 8103V T 1T (1— g2 1T(14-g) (1 - g1t — g
Zpnamendme-li
A1+ ) = hooy T (1—g*) =y
A+ g =hg, A1 — ™) =y,
obdrZfme patrnd

hoohor - FuoPyy = JI(1— g'=~3)(1 — g)

=01—¢0d—¢%1—¢" 91 —g"..
XA—gH(1 —g®)(1 — 9")(1 —q'9)..
= H (1—g*) =hy,

tedy
hoohor g = 1,.

a proto bude dle (§’):
i — O
90080180 = 2V9 I(1-- ¢™)?
 maed §
a porovndme-li 8 (o),
(11) ¥ 11 = 76001 90

takie vznikne ze vzorce pro Va,o —ay,:

(12) Vo, —ay =—ab3,
pfi ¢emZ napiSme jeSté hotejif vysledek

(13) VE=Vp =t

Abychom definitivnd rozhodli o znemen! pravé strany v (9
uvazme, ¥e tu platf



419

d_ 1 d=
du = ay— a, du’
a Zo
&” 1 8.’0
Ggo =~ Gy = 8.2} . 8'; = “2&:."
takZo bude
dz 1 dx

du — o0, "du’

jelikoZ tu funkce 3—: rozvinuta dle mocnost! (¥ — w,) pro u, = ;

.o g 2 . dz
zaéind clenem — G—u)’ zafing tyZ rozvoj funkce e ¢lenem
2 1

- ”_28':0 (‘u "_“0)43- |

Tato funkce miiZe se dle (9) ale pouze znamenim liditi od soudinu

g H2 o
2V ay, — ag, « Vel — 2)(1 — pe) — 2= '3:001 . 11(“)3;:;((:3.&00(15) ’

jenZ zaéind p¥ témX rozvoji vyrazem G‘__lu_)_' nisobenym koeffi-
- %o
cientem
T\ T ) 2
O L L - BT

B0 ¥ (%)i e 8., ¥ _"2'9:..'

prvn{ Eleny obou ¥ad se tedy shodujf, & proto jsou ¥ady — nemohouce
byti zneaneni protivnych — sob& rovny. Dude tudiZ

¢ dw _ 1
®% dz~ 2Va, —n, Ve(l—z(i— k%)

Znamendme-li, jakoZ zvykem,

— Va,, — a5, = x9], = 2K,
hude

_ dz

U 2Ku — e e

“) "= J Vel —o)i — k%)
Zavedeme-li nyni funkci

2™



800 (%)

W WOk
bude
ds
(10%) 9Ky = v = f i

pii éemZ je poddteénf hodnota odmocniny rovna 1.

Setteme-li ¢tverce prvych dvou z rovmic (10), a piicteme-li ku
¢tvercované tfet! z nich p-ndsobny étverec prve, majice zketel k rov-
nici (13), obdrZime diilleZité vztahy mezi Everci funkel &, a sice:

{ BooP11 () - 87,9,,(0)* = 87,85, (w)*

(14) &: noll (u)’ + '9: | '000("’)’ — 8‘: 0&01 (u-) !,

jez se obytejné p¥imo dokazujf zplisobem, kteryZ vyloZiti nAmn bude
mozno teprvé pozdéji.

7.

Veli€iny ayp, @g1y a5, jsou funkce jediného parametru 7, a proto
bude jedind z nich neodvislou. Zavedeme-li viak veli¢iny o, o’ tak

aby r=", bude funkce

d? v o
E’?’- lﬂg 8'9,\ (-;, -‘—D-) = Pﬂ’l("l! o )
totoZzna s funkci
1 ul|w’
o Lo (3 ;)-

kterd md tu vlastnost, Ze obdrZf v bodech w’, pro néz

—u’————:’l—l—m—l—nr

—=
tutéZ hodnotu jako v bodé u, nechf jsou m, u libovolnd &isla celistva.
PonévadZ tu bude zdroveir

v = 4 -} mo 4 ne’,
je patrno, Ze plat{ vztah
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Por(ts | mo - ne|o, @) = pulo, @),
t. j. Pou(2) jsou funkce o perioddch o, o’.
Znamendme-li pak
1 o'
$ou(ojw, o) i gh( I )— ~—3 Ogh = 6ga

bude se funkce
(@) Veu(ulo, o) —egn

od funkce VP’“ d )_,,ﬂ, lifiti nanejvy8 znamenfm, a bude

jt rovna, umluvime-li se pfiklddati odmocniné («) onu hodnotu, jejiz
rozvoj dle mocnosti (% —u,) pro w, = 1 _2—9 o' -} }-%_h o zalfnd

. 1 1 1
¢lenem —. = .
o Uy " — U,

@
Za touto supposici obdrZfme pak z rovnice (6) vztah

) § o (o, @) =—2Vp,(0)—eyo Vo (1) —ey Voo (1)—eyy,
& funkce #. (v) ==« how! tedy vovnici differencialné

dax
™Y 32_2 V@ —ep) @—egn)(@—6y), ==pgu),
kde veliciny ez jsou fuukee dvou neodvislych proménnych o, o’, takZe
vlidne jimni jediny vztah.
Netfeba tu zvlast vyklddati, %e z rovnice (%°) plyne analogickymi
Gvahami, jimiZ jsme odvodili vzorec (7), ndsledujfef rovnice:

dzx

A Ve—e ey W

A* =

G’h

Platief i pro ¢ =% =1, umluvimeli se psiti ¢, = co.

Veliciny e, jsou toho zpisobu, Ze jsouli dvé ddiny, je jiZ ttm
tiet{ uréena, pFedpoklddaje, Ze periody @, @' predepsiny nejsou.

Jeli @ veli¢ina nezdvisld na », bude funkce

() Yy =P () + @,
ano tu
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W~ ()

hovéti rovniei

dy
B — —_—,
&9 : —'2V(.'I—°oo) ¥ —cp) (¥ —0)

znamendmeli
Cor = 6~} @,

Veli¢iny c s jevl se pfi neuritém e, o, @ byti neodvislfmi ve-
spolek, tak¥e mil’eme je p¥fmo voliti, obecné snad pouze v jistych
mezich libovolng, a pak z nich urciti velifiny e, @, @’.

Je tedy otdzka, jeli 1ze a za jakych podminek stanoviti veli€iny
@, o, o z predepsanych hodnot ¢, tak aby funkce (8B) hovéla rovnici
(B*%). Odpovéd zilei{ v podrobném studin funkce w promémnné y defi-
nované rovnici (B*), a funkce obricené, aneb, coZ toté% jest, v in-
tegrovin{ rovnice differencialné

® =2 Vi) G—a) G—an.

Diive neZ k feSenf této otdzky ptikrodime, pokusfme se o typické
vyjadfen{ funkecf P, (u). Posledni =z rovmc (X) poskytne, dvakrit
logarithmicky differencovéna, patrné

nga'u ®) =53 p) ,lgsmzu-l—Z[d“ —qgncg"m)

+ -d_u’ lg (1 _q%eium') ].
AvEak
1 _qﬂnemun' —— qncum' (q"e“"‘ _— —uc—um')
= —21{¢"e"® sin (u 4 n7) 7,
1 _qﬂn — DU . q‘|"'e—"’" (q U na—um‘)

=2tg% “Fsin(u—nr)x,

takZe bude

" d*g sin (v }-nt) =
d 119(1_9232 .)— B du® !

W lg (1—qBne—2wmd) — d*lg sing;_’— nt) % '
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a ndsledovné
d‘ U Hgsinzmu
lgd?::l( ) = dlgdu‘a: +2( 2 lg 8in (u|-n2) %
+ o lgsm (u—m')z)
¢ili

ﬂg_g,_:_(u_) =Z %ly sin (u—nr) x,

Y N_—wm

UZijemeli nynd znimého vzorce

smuv:swﬂ’ (1——) e™?

(kde &irka u znameni souéinu vyjadfuje, Ze se md vynechati hodnota
m=0, t. j. 26 se mi utvofiti souéin hodnot vzniklfch z obeecného
¢initele pro m=+1,+2,+3,....) obdriime:

+2)

dilgsinxy 2‘ _
o dv’ = + (v—m)’ Z o (v—m)*°
Pomoc{ tohoto vzorce obdriime

© d'lg '9'11 (w) _ Z Z (u—m—-m.')’ =P, (v).

=—=un "_—wm

dlgsmm _

Tento soulet ale nekonverguje neodvisle od zpisobu sefadén{
svjch &lentl, ale soutet, jejz obdrifme z ného differencovdnim, t. j.

@) P)=— 22 Z u—-m—wc)’_ Z(u—'m‘"‘“’)’

[ ﬂ"—ﬂ

konverguje neodvisle od sefadénf svych €lenfi, aneb jok Hkdime, bez-
POdmIfxieéné. To dokdfeme pomoef ndsledujici véty:
ada

1
@) P
vV nif o, @ jsou libovolné dvé velid¢iny od O rlizné, jichZ
Podfl nenf realnym, je konvergentni,
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Prvy diiknz této a jiné obecndjif mnohem véty podal prvy
Fisenstein*), zde ale stlijZ kratdf dikaz Weierstrassiiv.

PonévadZ o, @' nejsou v realném poméru, bude lze sestrojiti
rovnobéinik, jehoZ vrcholy jsou 0, @, 4 @', @', a celou rovinu roz-
déliti v rovnobéinfky s nfin shodné o vrcholech mm 4 no’.

Prodlume strany (o, @+ o), (0, @4 o') a vyletime, kters
z nich je bodu O blife; budiZ to prvni z nich, a vzdédlenost p¥fsluind
bud &; v pifpadé opacném bychomm zmeénili oznaéeni hodnot @, o',
piSice (@', @) misto (@, @’). Jsouli p¥imky ty od bodu O stejné vzd4-
leny, nezménf{ se na véci ni¢cho.

JelikoZ ¢lenové souctu (¥) jsou veliiny kladné, miiZeme je uvésti
v libovolny potédek, aniZ t{fm hodnotu souétu, jeli koneénd, zménfine.
Rozdélme je v skupiny, jich% souéty budte §;, 8, 85,.-- 8,,..., kde
S, obsahuje ¢leny, v nichZ hodnoty mm -} ne’ jsou representovény
body poloZenymi vesmé&s na obvodu rovnobéinfka o vrcholech
+ vo+ve’; nejkrat3f vzddlenost obvodu tohoto rovnobéiniku od

bodu O je patrné vd; pocet bodli sem pFsluSnych jest 8v, a pro
8y 8§ 1

viechny platf mo-{-no'|= dv, takie bude S, < F L% Rty s
a tedy
S +8&+8&+...+8+...< a-(1=+2=+3=+ +v,+...)

kterdto tada konverguje, a tedy téZ fada (3).
Odtud odvodime bezpodmineénost konvergence fady (€’).

Je totix
1 ' 1 1
2 e = 2 T T
I mm+nm’|
mn—=0,+1,+2,. )
m_O n=0 vylouéeno
Veli¢iny }1 - +W| pa.t.rné nepfevysi wrlitou stdlou veli-

éinu M, takZe bude _
* 1
Z |y —me — nm'|=f<M Z|mm+nm’|"

m,n

*) Genaue Untersuchung der unendlichen Doppelproducto, aus welchen die
elliptischen Functionen als Quotienten zusammengesetzt sind (Mathem. Ab-
bandlungen v. Dr. G. Eisenstein, p. 218).



425

a ponévadZ u soucétu v pravo konvergence je dokizéna, je té% soucet
v levo konvergentnim. Pro o (resp. @’) rovné 1, @’ (resp. ) rovné =
plyne odtud p¥{mo absolutni konvergence souctu (€’).

Radu (€’) ohdrifme téZ differencovénim Fady

1 1 1
q)(u)._z." [ (u—m—nr)? (m+m)’] +TGT’
kterd rovnéZ absolutné konverguje. Nebof obecny €len mé hodnotu

1 1 _ % (2m - 2nr—u)
(t—m—nr):  (mJ-ur)? '_'Tm—|—m)i_(:u-——m—inﬁi

(1—___.3":____)2(1 2m+2nr) (m+m)’ 1

z ¢ehoZ dalff pribéh ddkazu jest patrny.

Z rovnice P,, (v)— ¢’ (¥) =0 soudime, Zo mus{ existovati uréitd
veli¢ina stdld ¢, tak aby

Fy, (») =c+o(u).

Weierstrass znamend nekoneny soucet

1 1 1
(®9) u? + ; { (n—mo—ae’)®  (mo-} mm')’} = p(¥jo, o),
tak#e bude nale funkce () dédna vyrazem gp(u|l, r), tedy

(D) Py (v) = p(u]l, £)-c
Z rovnice (3) § b. soudime, Ze tu bude

(D) Pp(n)= P, (u+-—-— t—|—————-)__ ( _|_ : + - -|- c,

# éehoZ patmo, jak lze velkery funkce P vyjidfiti funkef p.
Zfroved je to patrnym vztah

1 % 1, -g—’) = p(1jm, o),

a tedy téz vztah
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(DY Pgu(ulw, o)—=p (u —|- l?Lm' + %ﬁ mlm, af) —|-c°,

kde =1

Cc,— —7C.
0 m’

Funkee p(ujmw, @") je sudou funkef proménnych u, w, o’, & sou-
mérnou vzhledem k poslednim dvéma, kteréZ jsou jeji periody, ano tu

p(u - mo -+ no’) = p(u).
V nejjednodusiim vztahu nalezd se k funkci p,,(v), & sice jest
#1,(vlo, o) = p(u|o, o) 4o,

z kteréito rovnice plyne, Ze funkee ta hovi rovnici differencialné
(2 = pu).

© VT — WE—,

kde e, jsou ddiny vyrazy e;— ¢, & sice, pfieme-li

w=rlgh ) n=r(=52), a=e(3).

bude patrné dle (¥).

(€9 € = €0 —Cp € —639g —Cp, €3 — 6 — Cp-

Funkee

vm—eh VP"-"% VP"—"a
jsou jednoznainé vzhledem k u, a volime-li hodnoty odmocrin tak,

aby jich rozvoj podle mocnost{ proménné u zaéfnal ¢lenem ':IT , od-
pad4 i jich formalnd dvojznafnosf. Zdroveir platf rovnice:

Vyu '——GT: ‘r’n(“) —%m Ypu— 6, — Vg, — €001
Vou—e, =V p,(v) €

Funkee p(%) m4 tu dfileZitou vlastnost, Ze pFi nf je vztah mezi
velidinami e,, e,, ¢, zném, platf tu totiZ



(€% &, + 63+ & =0,
takie rovnice €& je tvaru
dz 5 3
() 'Jl‘;"-—_-—m —%5HT—g,
kde patrné
—4g; = e16, 636,63,
49, = 616,65,

Abychom dokdzali vztah (G,), zjednejme si rozvoj funkel gu,
#'n podle mocnost{ w.

Znamenéime-li w — mw@ 4 ne’, zni definice funkece pu nisledovné:

1 1 1
P —;((u—w)i_?v_i) +7¢3
Pro |u|<<|w| platf, jek zndmo:

u?

1 1 % u®
= +?+w_3+"'+w"+1+"'

w—1u

a odtud differencovaAnfn

1 1 Tadae)

) u?
AL ALk SN o

a odtud tedy pro || men3f ne nejmen3f z velidin |w|:
1
(o) P(n) = + 3s,u* 4 bgut4-... ,

kde jsme znnmenali

- 1
M — iE‘;"

w

kladli hodnotu O, nebot

pli éemZ jsme ihned za ""+1=Zwt+
w Winp1

v tomto souftu se ¢leny po dvou ruif
Z rovunice (a) plyne:
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i = is'}" ?:: ~+ Bol)y PBolV) = 15s,

pu=Lt4 B@ L BO=e

pa) =5 Ba(®) . $,(0)=0
a dile .

() = — o3+ 08,0 20807 . ...
tedy
par=— 284 9,0, HO=—80s,.
Bude tedy

#'(u)? — (49 — g, #"s — g3t — g3}
jen tehdy rovno nulle, je-li g, =o, ano tu v g'(u)* Clen obsahujef

%;— nepiichdzf, Pro g, nalezne se podminka:
1
g2 =608, = 60;' (ma -+ ne’)*

Pro stanoveni g, tieba znéti jeStd absolutn{ ¢leny ifad P, kteréi
jsme napsali vedle; obdrifme tak rovnici:

t. j. bude

— 808, — (Us; —g; =0

1
gy = 140s; — 140. Z(mm T o)t

Mime tedy vzorec (&) ve tvaru

t. j-

kg@") P(u)=—V 4pu— g pu—g,,
e

¢ 1

1= 60; (mo - no’)
1

h= 1402 (mo + nw’)*
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Obdobnym zpiisobem pak, jakym jsme vyic obdrZeli rovnici (7),
nalezneme

dax dx
) = — = , = PU.
® ![—2\/(:!:—0,) @ — 65)(T — €,) ;[—V4a:‘—g,m—g, d
Ne pifli8 obt{Zno bude nalézti vzorce
dx dax
(8% n= = = _ - -
! - —2Y(x—¢, )(2— ¢, (z—¢,) 'e{‘-— Vixd—gx—g, o

kde znamengmo

e =r{et 5 mazee ). manf

20.
Studien an Hypostomen bohmischer Trilobiten Nro. IV.

Vorgetragen von Dr. Ottomar Novak am 12. Mirz 1886,
(Mit einer Tafel Abbildungen.,) ]

Vergleichende Studien, die ich in der letzten Zeit an den Trilo-
bitengattungen Cromus und Encrinurus unternommen habe,
filrten mich zu der Uberzengung, dass die Merkmale der Hypostome
dioser Gattungen in jeder Bezichung volikommen dibereinsiiinmen.

Dicses Resultat gab Veranlassung, zu der Vermuthung dass die
von Barrande 1852 *) gegriindete Gattnng Cromus mit der Gattung
Encrinurus identisch sein diiifte. In diesem Falle hitte die viel
iltere Bezeichnung Encrinurns die Prioritact.

Nach den auf der beiliegenden Tafel dargestellten Hypostomen
der beiden genannten Gattungen kionnen die gemeinsamen Merkmale
derselben folgendermanssen zusammengefasst werden:

Charakteristik des Hypostomes von Cromus und Enorinurus.

Die allgcmeine Form des Hypostomes hildet ein Dreieck, dessen
convexc Basis decr Hypostomalsutur entspricht. Der meist sehr schmale

*) Syst. Silur. Boh. Vol. L. p, 8i1.
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