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ESSAIS SUR LE CALCUL DU NOMBRE DES CLASSES DE FORMES 

Q U A D R A T I Q U E S BINAIRES AUX COEFFICIENTS ENTIERS 

PAR 

M. L E R C H 
k FRIBOURG. 

C H A P I T R E I I I . 

Nous allons exposer les résultats de nature algébrique qui lient la 
théorie de l'équation binôme à la question qui nous occupe. GAUSS, dans 
la septième section des Disquisitiones, a montré l'existence de la décompo-
sition suivante 

Y'+pZ', 
x — i —r ' 

p étant premier, et Y et Z des polynômes aux coefficients entiers. LE-
JEUNE-DIRICHLET 1 et JACOBI 4 ont généralisé les résultats de GAUSS au cas 
d'un discriminant fondamental positif, et ont découvert le rôle que jouent 
les polynômes Y et Z dans la détermination du nombre des classes d'un 
discriminant positif. CAUCHY 3 paraît le premier avoir reconnu nettement 
comment la décomposition de GAUSS généralisée dépende du discriminant 
(qui remplace alors le nombre p) supposé fondamental, positif ou négatif, 

1 Sur la manière de résoudre l'équation t' — pu" = i au moyen des fonctions circu-
laires, ( J o u r n a l de C r e l l e , t. 17). 

' Über die Kreistkeilung und ihre Anwendung auf die Zahlentheorie ( M o n a t s b e r i c h t e 
d e r k ö n . p r e u s s i s c h e n A k a d e m i e d e r W i s s . zu B e r l i n , 1837). 

3 O e u v r e s de C a u c h y , I e série, vol. 5, p. 84. 
Acta malhematka. 30. Imprimi le 25 Janvier 1906. 
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pair ou impair. Parmi les continuateurs de ces grands inventeurs nous 
sont connus les travaux de J. LIOUVILLE ,1 0 . SCHEMMEL,* de M M . A L E X -

ANDEIÎ BERGEIÎ 3 et H . W E B E R . 4 Si l'on compare les résultats obtenus par 
ces éminents géomètres avec ce qu'on lira dans ce chapitre, on remarquera 
qu'il n'y a pas grande chose qui nous soit personnelle; cette partie présente 
en effet un caractère de compilation. Cependant certains détails que nous 
croyons neufs et notre manière d'exposition me paraissent mériter l'at-
tention. D'ailleurs, nous aidant par les besoins de la théorie de KRO-
NECKER, nous avons retrouvé tout ce qui est exposé ici avant de connaître 
les mémoires originaux qui sont venus après le travail de DIRICHLET. 

i . Soit D un discriminant fondamental, positif ou négatif, A sa 
valeur absolue et observons que l'expression suivante 

K(?)+(?)] 
a pour valeur l'unité, si ( ^ j = i, et s'annule dans tous les autres cas. 

L'expression 

«vît®*®] 
(I') A(x,B) = 11 (s — <• J ) 

tam 
est donc le produit des facteurs x — e a qu'on obtient en prenant pour 
a tous les nombres de la suite 1 , 2 , 3 , . . . , A — 1 qui satisfont à la 
condition 

donc 

A(x,D) = I I U —e J 

1 J o u r n a l de LIOUVILLE, 2 e série, t. 2 ; 1857. 
* De multiludine formarum secundi gradus disquisitiones ; Vratislaviae, 1863. 

* Sur une application de la théorie des équations binômes à la sommation de quelques 
séries ( N o v a A c t a r e g . S o c i e t a t i a s c i e n t . U p s a l i e n s i s , t. 13. 1886). 

4 N a c h r i c h t e n d e r kön. G e s e l l s c h a f t d e r W i s s . zu G ü t t i n g e n , 1893. 
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Représentons de l'autre côté par b tous les entiers de la dite suite qui 
satisfont à la condition 

(î)—= 
alors la fonction 

(ib) B{x,D) = l l \ x — e* ) 
V~ 1 7 

n'est autre chose que le produit 

B(x,D) = n (s-/"). 
6 

L'identité 
j - i 

prouve que le nombre des éléments a est égal à celui des éléments b, et 
la valeur commune de ces nombres est, en employant l'écriture de GTAUSS, 

évidemment ^ f ( A ). 

Les polynômes A(x) et B(x) sont donc du degré ^ p ( A ) . 

Les racines des équations A(x) = o et B(x) = o constituent la to-
talité des racines primitives d'ordre A de l'unité, et par conséquent, on aura 

(2) A{x)B{x) = F{x), 

F(x) désignant le polynôme irréductible aux coefficients rationnels qui 

s'annule pour % = e A . J'écrirai F(x, A ) lorsqu'il faudra indiquer 1a. 
valeur de A . On sait que 

(3) 

le produit se rapportant à tous les diviseurs d du nombre A et /i(d) dé-
signant les nombres de MOEBIUS. Par exemple 

F ( * > 1 5 ) = i =s* - ^+s* - ^ -M3 - *+T . 
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Des définitions (i*) et (ib) on tire l'équation formellement plus simple 

(4) B(x) - TJt 

d'où en prenant les dérivées logarithmiques, 

{è> A(x) B(x) 

Posant, pour abréger, 

A(z) B(x) SS 
V — 1 A 

z — e 

l'équation (5) s'écrira 

1 a 

J ' y suppose | a ; | < i et j 'emploie le développement en .série géométrique 

CL E Iv^i - = / . e 
. îu.v-1 

j - 1 
/«=i 

e — ;« 

d'où 
j—1 , _ _ via-i 

\ „ -1 

Or, J) étant un discriminant fondamental, on a 

de sorto qu'en substituant, il vient 

ou bien 
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Quant à la fonction 0(x) elle-même, l'intégration donne 

<P(x) = log c — y/D sgn D ¿ (^j Jt , 

où il faut encore déterminer la constante c. On a évidemment 

Ivlri /D\ 

log c = lo? U c * H 

et puisque 

o pour B > o, 

— ^-Cl(D) pour D < o, 

on aura 
2 m 

e 3 pour D = — 3, 

— 1 pour D = — 4, 

1 dans d'autres cas. 

Avee cette valeur de c, on a par conséquent la formule 

= log c ^[D sgn I) ^P (j^j ^ . ( | * | < i ) . (7) „ , „ fi 
Quant à la fonction F(x), il suffit de se rappeler la formule 

A—1 . , 2in»iri 
à 

pour en tirer 

f)l= 1 Wr=l 

En observant que Ton a c' = i, puisque 

F( o ) = i , 
et que la somme 

zl—1 j 2mvïri 
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a pour valeur l'expression 

>j>\ A » 

où Anl représente le plus grand commun diviseur des nombres m et A , 

puis A ' signifie le quot 

A m , on aura une série 

puis A ' signifie le quotient — - et à parcourt tous les diviseurs du nombre 
Am 

dont les coefficients sont des nombres rationnels, et en particulier les nu-
mérateurs cm sont des nombres entiers. 

Si A est impair, il n'admet aucun diviseur carré et il s'ensuit que 
/ i (A ' i ) = /¿(A')/i(â), et la formule 

fait voir que l'on a 

c . = — / i ( A ' ) p ( A m ) . 

Si, au contraire, A est pair, on aura rm = o pour m impair. 
Des formules 

lo-J¡1) = ^ [0|X) + loi Fix,) 

m » l \ / 

logi(ï) = I[—•(*) + ]<* *•(*)] 

-^Vï+t^+iï)^*»1»)! 
m* 1 \ ' 

xm  

2 m 
on tire 

í" 
2 ni 

rr ¿HÔ 'H^ 
= V 7 e " = 1 
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Cela étant, observons qu'une expression exponentielle 

ga1i+a.iJ+a3i3+... 

se développe en une série 

i + + + + • • • 
dont les coefficients am s'expriment en fonction rationnelle des éléments 
ctj, a-2, . . . , am dont le rang ne dépasse pas celui de am. 

Les développements suivant les puissances de x des fonctions A(x) 
et B(x) seront alors de la forme 

A(x) = fc[i+ (a, + y/D)x + (a, + b, yjD)x' + ...], 

B(x) = -L[i + (Œl - & + (a, - b3 Jd)x2 + ...], 
VE 

les a„ ainsi que les bv étant des nombres rationnels. Mais ces fonctions-là 
étant des fonctions entières, les séries se réduiront à un nombre fini de 

A(x) 
termes, et il s'ensuit que les coefficients dans les polynômes — — et B(x)yjc 

sont des nombres algébriques de la forme a - \ - b ^ D . Cela a lieu pour les 
coefficients de A(x) et B(x) elles-mêmes, si A > 4, car alors on a c= 1. 

Si A = 4, on a D = — 4, ^D = 2i, c — — 1, <Jc = ± i, et les coeffi-

cients j ( a -\--by/D)\Je seront alors ± (2b — ;; ± (— + \ V^) 

et il est clair que la forme a + b^jD reste conservée. 

La même chose a lieu dans le cas de A — 3, _D = — A , puisque 
y/ô est ici aussi de la forme a + fii \JL>. 

Donc, dans tous les cas, les coefficients des polynômes A (x) et B(x) 
appartiennent au domaine de rationalité (1 , ^D). Mais ils sont des sommes 

2V.T i 

de produits des nombres algébriques entiers tels que e d , et il faut qu'ils 
soient eux-mêmes des nombres algébriques entiers. 

Deux nombres algébriques entiers de la forme 

a + b j D et a — byJD 

ont pour somme et pour différences 2 a et 2 b^/D qui doivent aussi être 
Àxta mathemaiica. 30. Imprimé le 10 mai 1906. 27 
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entières. Si D est impair, il faut donc que 2 a = m et 2 b — n soient des 
entiers, et on aura la forme 

• 1 -ït m + 11 JD a + bKD = —-—i—, 
1 x 2 

m et n étant deux entiers ordinaires. 

En cas de D pair, on peut rendre (2èy//J)' = 465_D entier en supposant 

16b* entier, c'est à dire en prenant b ~ ~ , n étant un entier. Si celui-ci 

est impair, on aura en faisant 2 a = m 

m + n y / - D m — n y / - D 
a + bjj)= —-—, a — byjn = ——- ; 

le produit de ces expressions devant être un entier ordinaire 

1/ , 
- m' — n — ), 
4 \ 4 / 

on a la congruence (n étant impair) 

m = - - (mod 4) 

chose impossible pour un discriminant fondamental. Donc toujours les 
deux nombres 2 a et 26 sont entiers. 

Les coefficients des polynômes 2Â(x) et 2B(x) étant de la forme 
m ± n sjD OÙ m et n sont des entiers ordinaires, on peut séparer les parties 
contenant le radical y/Z) et il vient 

2A(x)=>Y{x)±jDZ{x), 

2 B{x) = Y{x) + kIDZ(X). 

Y et Z signifiant deux polynômes aux coefficients entiers. Le double signe 
qui figure aux seconds membres devient déterminé, si l'on choisit le signe 
du terme le plus élevé dans le polynôme Z\x). On convient de prendre 
le coefficient de la puissance de x la plus élevée daus le polynôme Z(x) 
positif. 
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Des équations (ia) et (ib) résulte que l'on a 

Ivni I 1 J - 1 

d'où 

A{x) + B{x) = £ ( 

A(x)-B(x) = - " £ { ^ j e 

e J x 2 

1 - n i , v r i 1 i IN , 

La dernière expression commençant par le terme en i 1 dont le coeffi-
cient est 

J—1 n 5rai 

l'équation 

-4 (a ) — B(x) = ± v/ï>Z(a?) 
fait voir que le signe + est — . On a donc en définitif 

j 2A(x,B)= Y(x, D) — jDZ{x, D), 

\ 2B(x , D) = Y{x, D) + y/DZ{x, Z>). 

Les fonctions Y et Z sont de la forme 

(8) 

(9) 

•Vt \ . . . 
Y{x) — 2xî + A^1 + A.txl + • • •, 

Z(x) = x1 -f btx2 + • • • ; 

remarquons que le coefficient et, est 

- S ® 
A-\ ,n2 tjri 

c'est à dire qu'il est identique au coefficient de x ^ " 1 dans la fonction 
F(x, A) . 
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L'équation 

A(x)B{x) = F(x) 

s'écrira 1 

(10) Y\x, D) — DZ\x , D) = AF{x, A) . 

Cette identité caractérise complètement les fonctions Y et Z, si l'on ajoute 
que leurs coefficients soient rationnels, celui de la plus haute puissance en 
Z étant supposé positif. 

Car si l'on avait une autre décomposition analogue 

AF=Y\-DZ], 

la fonction — Zx /̂JJ s'évanouirait pour certaines racines de l'une des 
deux équations 

Y±ZsID = O. 

Le plus grand commun diviseur des premiers membres 

Y^—Z^D, Y±ZsjD 

serait un polynôme de la forme F2 — Z , y Z7, Y3 et Z3 étant deux poly-

nômes aux coefficients rationnels des degrés inférieurs à ^jr(A). Le po-

lynôme aux coefficients rationnels 

(Y, ~ Z , Jd)(Y3 + Z2 Vfl) = Yl - DZl 

et du degré inférieur à ^ ( A ) s'annulant pour une racine primitive de 
l'unité, la fonction F(x) devrait être réductible, chose impossible. Donc 
les polynômes Y et Z sont complètement définis par l'identité (10). 

2. Les équations (8) donnent tout de suite 

A'(z) _ B\x) Z(x) Y\x) - Y{z)Z\z) 
A(x) B(x) 2V/J Y'(z) — DZ\z) 

1 Le procédé le plus rapide pour le calcul des coefficients des polynômes Y et Z 
a été donné par Legendke (Mémoire sur la détermination des fonctions Y et Z etc., Mé-
moires de l'acad., t. II, 1830); il repose sur ce que les sommes de puissances sem-
blables des racines de A(z) = O et B(x) = 0 sont données immédiatement; les coeffi-
cients s'obtiennent à l'aide des formules de Newton. 
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ou en faisant usage de (10), 

, . A X x ) _ B \ x ) = - Z ( a > ) ! " ( * ) - Y(x)Z'(x) 
A(x) B{x) VU 2 F(x) 

On parvient à une autre représentation du premier membre, si l'on emploie 
le développement (6). 

La série qui y figure 

peut se transformer en faisant fi = p-\- Ay (p = i , 2 , . . . , A ; i» = o , i , 2, 
. . . , oo); on a 

et par conséquent 

p = 1 ' u = 0 p=l  1  

Nous sommes ainsi amenés à introduire la fonction entière 

(12) <?(*)-£(7)®'= «(*,!>). 
¿>=1 

Nous aurons alors 

( j . ) AX*) B\x) _ y/DsguD 

En comparant avec (11) nous aurons 

(14) Q(x)SgnD = ^xz±=-l[Z(x)Y'(x)-Y(x)Z'(x)]. 

Représentons maintenant par A„ tous les diviseurs du nombre A plus pe-
tits que A , y compris l'unité, et formons le produit1 

n ^ , A.) 
V 

1 Remarquons qu'il faut prendre, p. ex. 

F(x, 1) = x — 1, F(iv, 2) = x + I, F(x ,4) = x*+i, etc. 
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de tous les polynômes F(x, A„) correspondants. Alors le quotient 

XA I 

aura pour valeur iJF(x, A.,) et l'équation ( 14) s'écrira comme il suit 

(14*) Q{x)sgnD^-2x[Z{x)Y'{x)—Y{x)Z'{x)]llF(x, A,). 

Étant connues les fonctions F(x) et Q(x), on pourra caractériser les po-
lynômes Y et Z d'une manière purement algébrique par une congruence 
que nous allons établir. 

Skîri 
J'observe d'abord que pour les valeurs x = e J où v est premier 

avec A , la quantité Q7(x) se réduit à D, de sorte que le polynôme 
Q\x) — D est divisible par F(x). Le quotient avant de même les coeffi-
cients entiers, on aura la congruence 

( 1 5 ) Q\x) = D [mod F(x)]. 

VÚ 
Cela étant, j'observe que pour x = e J on a 

Q{x) = SJD, Y{X) — s ! D Z { X ) = OÎ 

de sorte que la fonction entière aux coefficients rationnels 

Y(x)~ Q(x)Z(x) 

s'annule pour x = eA ; elle doit donc admettre le diviseur irréductible 
F(x), d'où la congruence 

(16) Y{x) = Q(x)Z(x) [mod F{x)\ 

Pour prouver que cette congruence à deux inconnues algébriques Y et Z 
n'admet qu'une seule solution dont les développements soient de la forme 
(9), élevons au carré les deux membres et faisons usage de (15); on aura 

Y'eeDZ* [modjF(îc)]. 

La fonction entière 
Y1 — I)Z' 

L<\x) ~ 
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étant, d'après (9), du degré zéro, elle est une constante qui n'est autre 
chose que le nombre 4 ; on a donc 

Y' — D Z ^ ^ F , 

identité dont on sait qu'elle est caractéristique pour les fonctions Y et Z. 

3. Revenons sur l'équation (14*). Le produit qui y figure 

f]F(x, A.) 

contient le facteur F(x, 1) = x— 1, et le quotient que j'appelle G{x) ne 
s'annule plus pour x = 1. On aura 

(b) Q(x)sgnD = -2x{x— 1 )G(x)[Z(x)Y'{x)— Y{x)Z'(x)]. 

En différentiant et prenant x = 1, il vient 

7 V 1 V 7 ' 
g ( i ) a g n D = g ( i ) / J r 2 , 

en mettant pour un moment r ( a ) et Z(a) au lieu de r ( a ) ( i ) et Z(a){i). 
L'équation (a) donne ensuite 

«<')=]!r 
et nous savons que i ' ( i ) = 1 pour A composé, mais que F( 1) = A pour 
A premier ou puissance d'un nombre premier. Observant que A s g n Z ) = D , 
nous aurons donc 

— YZ' 

Dans le cas de D > o le premier membre s'évanouit et nous aurons 

ZY' — YZ' = o. 

Nous verrons plus tard que, pour B positif, les deux quantités !F(i) et 
Z(i) sont différentes de zéro, de sorte qu'il vient 

(i7) I0) = ni)( (2)>o). 
v " Z( 1) Z\ 1) ' v ' 
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Soit en second lieu D — — A un discriminant négatif; on a comme 
on sait 

/>= i > 

ensuite la relation 

Y ' + Ï Z ' = 4F, (X=I), 

fait connaître l'une des deux quantités Y et Z. 
Si le nombre A est composé et plus grand que huit on a F = i, 

et par conséquent Z = o. On a donc 

(c) Z(i, — A ) = o, Y{i,—A) = ± 2 (A composé > 8 ) . 

et il s'ensuit que 

(d) — r ( i , — A ) Z ' ( I , — A) = 2Cl{— A) , (A composé > 8). 

Cette équation se simplifiera plus tard, lorsque nous aurons déterminé le 
signe de la quantité l""(i). Dans le cas de A = 8 on a 

^ ( 0 = 2, r ( i ) = o, z( x) = i, r ' ( 0 = 4, 

d'où il suit 

Pour A = 4 on a de même 

F( i) = 2, mais Z'(x) = o, Y'{x) = 2, 

et il vient 

Z ( I ) F ' ( I ) = 4 ? C ' Z ( - 4 ) = 2 . 

Si en second lieu A est premier, on a F ( i ) = A et nous aurons, pour 
x = i, 

Y* + A Z ' = 4 A ; 

cela exige que Y admet le facteur A , de sorte qu'on aura Y = A y; 
il vient 

de sorte que pour A > 3, on aura y = o, Z = + 2. 
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Par conséquent, ces formules 

(c') F(i , — A) = o, Z( i , — A) = ± 2, (A premier > 3) 

donnent 

(d') Z ( i , - A ) Y'(i , - A ) = 2 A C 7 ( — A ) . 

Nous parviendrons plus tard à la détermination du signe de Z( 1). 

4. Quant aux propriétés des fonctions A (x) et B{x) remarquons 
d'abord que les définitions donnent 

1 , „ . Soir» l 2 bm 

A(o) = (- > m=(- n^ 
o 

( « , & = i , 2 > 3 , . . . , A - i ; ( £ ) = ., ( y ) = - i ) , 

d'où l'on tire aisément, pour D > o, les résultats A (o) = B(o) = 1, ou bien 

(i8a) r (o) = 2, Z(o) = o, pour D > o. 

Dans le cas de discriminant négatif on trouve d'abord 

! Sa = I p(A) - ' Cl(— A), ^ 2b = I P(A) + * A ) ; 

on aura donc, pour A > 4, D = — A : 

¿ ( 0 ) = B{o) = ( - 1 )<*->, 

mais si A = 3 ou 4 on aura respectivement r = 6 et r = 4, de sorte qu'il 
vient comme cela se voit d'ailleurs directement: 

m Tri 

pour D — — 3: A(o) = e B(o) = e ' , 

pour D = — 4 : .4(o) = — i , B(o) = i. 

Il s'ensuit, en résumé, les formules suivantes: 

Y{o) = 2 ( — 1 f ' ^ , Z(o) = o pour D = — A , A > 4, 

(18b) • F(o) = Z(o) = 1 pour D = — 3, 

r(o) = o, Z(o) = 1 pour D = — 4. 
.¿cto maUimiatka. 80. Imprimé le 10 mal 1906. 
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En observant que, pour A > 8, le nombre Cl(— A ) est impair ou pair 
selon que A est premier ou composé, ce dernier résultat peut s'énoncer 
comme il suit: 

— 2, pour A premier et pour A = 8 

, o 

2, pour A composé > 8 ; 

ZIP) = o pour A > 4 ; B — — A . 

Dans la formule (ia) changeons x en nous aurons 

î«jri\ 

n / \ / a a 

Dans le cas de B positif, on a comme nous venons de le remarquer 

/ . r f M r r 
( _ {y * = i , 

puis les quantités 
2aii 2iri(J—n) 

e~~r = e 3 

2oir» 

reconstituent, dans leur ensemble, les quantités e A ; le second membre de 
notre formule sera donc 

1 

X-

ce qui donne 

A( i s> At \ 
x' A[-j = A(x), 

ce qui donne, pour un discriminant fondamental positif B , les relations 
connues 

(i 91) x*™ , 7)) = Y(x, D), x ^ , B) = Z(x, B). 

Dans le cas d'un disci-iminant négatif B =—A où A > 4 , nous savons que 

... 

(— i[e A =(— 0C,("J\ 
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2dlri 2iri(J—o) 
puis les quantités e J = e A reproduisent, dans leur ensemble, les 

2b m 

quantités e 

d'où il suit 

et on aura donc 

lG) 
x 

ou bien 

(i9b) 

x 

X 
„ / 1 

X' 

r ( i , - A ) = eY{x,~ A) , 

— = — — A ) , A >4, 

où e = i, si A est un nombre composé supérieur à 8, et s — — i, si A 
est un nombre premier ou si A = 8. 

Dans les équations (19") et (i9b) je pose x = i, en excluant les cas 
particuliers D = — 3 , — 4 , — 8. 

Si le discriminant D = — A est négatif et composé, on a alors 

-2<p{A) = o (mod 4), 

le discriminant étant fondamental, bien entendu. 
Si, en second lieu, le discriminant D est positif et composé, on a, 

en général, 

-2<p{D) = o ( m o d 4 ) , 

deux exceptions étant à signaler. D'abord pour D = 4 P , P étant premier, 
naturellement de la forme 4k + 3, pnis si D = PiPi, les deux nombres pre-
miers pt et p.2 ayant la forme 4 ^ + 3 . Dans ces cas exceptionnels on a 

- a { D ) = 2 (mod 4). 
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On a par conséquent les faits suivants à remarquer: 
Si D est un discriminant fondamental positif qui n'est ni premier ni 

le quadruple d'un nombre premier, ni le produit de deux nombres premiers 
de la forme + 3, on aura 

Y ( - i , D) = Y(i, D), Z(-i,D) = Z(i, D). 

Les quantités Y(i) et Z(i) seront donc réelles. 
Dans les cas de D = 4p, D = p^p^p = pl=p2 = 3 (mod 4)) on a, 

au contraire, 
Y(-i) = -Y(i), Z(-i) = -Z(i), 

d'où il suit que les quantités Y(i) et Z(i) sont ou purement imaginaires 
ou nulles, en partie. 

Pour un discriminant négatif composé différent de — 4 et — 8, on a, 
d'après (i9b) 

Y(-i)=Y(i), Z(-i) = -Z(i), 

donc Y(i) est réel et Z(i) purement imaginaire ou nul. 
Passons aux discriminants premiers. 
Si D > o est premier, on aura 

Y(~ i) = ( - i f ^ Y(i), Z { - i) = ( - i)^Z(0, 

d'où il suit que Y(i) et Z(i) seront réelles ou purement imaginaires selon 
que D = 1 (mod 8) ou D = 5 (mod 8) ; les cas des valeurs égales à zéro 
étant sous-entendus comme des valeurs réelles ou imaginaires. 

Si le discriminant est négatif et premier — A , le nombre 

est impair, et les quantités Y(i) et Z(i) seront essentiellement complexes; 
mais on trouve aisément 

= (1 + ( - I ) ^ i)my Z(i) = (1 - ( -

M et N étant des entiers réels. 
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5. Passons à la détermination des quantités Y( i ) et Z( 1) pour un 
discriminant négatif; nous savons que, si A est composé et plus grand que 
8, on a Z(I) = o, F ( I ) = + 2; il ne reste qu'à déterminer le signe de 
cette dernière quantité qui est égale à 2 A(1). La définition (ia) donne 
immédiatement 

^(i^nG-/7), 
2 ani a/ri 

^ T \ n n 0 0 t t o I n n v />it/) ^ et si l'on remplace la quantité 1 — e J par sa valeur — 2ie d s in— , nous 

aurons 

(a) ^ ( 1 ) = ( - * ) > 
a 

La quantité réelle et positive 

représente la valeur absolue de A ( 1) et sera, par conséquent, égale à un, 
si A est composé. I l s'ensuit 

-<KJ) -Sa 

Or nous savons que (puisque ici r = 2) 

donc 

A! \ / C K ~ A ) 

A ( l ) = (—t) e 

ou bien, - C l { — A ) étant un entier pour le discriminant composé, 

A, \ / 

Supposons en second lieu A premier. Dans ce cas on a 

r ( 0 = o, z(i) = ± 2, A(i) = - ^ z ( i ) . 
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La valeur absolue de la quantité A(i) sera alors la formule (a) 
donne 

cette quantité étant égale à — ^ I Z ( I ) , on conclut 

ou bien 

Z ( i ) = 2 ( — e » 

ce qui se simplifie comme il suit 
c n - J ) - i 

Z ( i ) = 2 ( - i ) « . 

On a donc les résultats suivants: 

(20-) Z ( I , - A ) = 2 ( - i ) ï r a ( - ^ , Y( I , - A ) = o, 

(A premier > 3), 

(20>) Y(i , - A ) = 2 ( - , Z ( i , - A ) = o, 

(A composé > 8). 

En substituant ces valeurs dans les formules (d) et (d') du n° 3, nous 
aurons ces formes définitives des résultats y indiqués 

(2ia) Y'(i) ( — i) = [CT(~J)~,] ACl(— A ) ; (A premier > 3), 

(2ib) Z ' ( 1) = — ( — \ y C K ~ à ) C l ( — A ) ; ( A composé > 8). 

En représentant par H le nombre impair CL(— A ) dans le cas de A 
premier, nous aurons 

A = — 1, ( — 1 (mod 4) , 

et par conséquent 

(21e) Y'(i) = — 1 (mod 4), (A premier > 3 ) -
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Si A n'est aucune des valeurs exceptés, 3 , 4 , 8 , on aura toujours 
F(— 1 ) = 1, ce qui donne des résultats plus simples pour la valeur par-
ticulière x = — 1. L'équation 

r\-i) + AZ ' ( - I ) = 4 
donne 

Z(— 0 = o, Y{— 1) = ± 2 = 2A(— I). 

La formule immédiate 

— 1) = XI (— 1 — e*") 
donne d'abord 

-y>(J) 7 Sa / a7[\ 

V OSÂ)' 
la valeur absolue de cette quantité devant être un, on conclut, en sub-
stituant la valeur connue de la, 

A— 0 = (— 0 « ' (—0, 
\ 

N désignant le nombre des éléments a plus grands que - A . Évidemment 

v parcourant des nombres premiers avec A ; il s'ensuit 

ou d'après une formule connue, 

On a donc 

( « ^ « e - t ^ t t - G ) ] ^ 
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et la formule obtenue plus haut devient 

M „(-„»(-oKîI'-G)] 
Si A est premier et plus grand que 3, on a r = 2 et il vient 

Si A est composé et supérieur à 8, le nombre des classes est pair 
et nous aurons 

une exception pourra se présenter pour les discriminants pairs, car alors 

Or de la théorie de la repartition des classes en genres on sait que le 

nombre - CZ(— A ) ne sera impair que si le discriminant a la forme — 4m 

ou — 8m, m étant un nombre premier. Dans le cas de A = 4m, le nombre 
premier impair m est un discriminant positif, et la formule (45) du cha-
pitre I I donne 

A(-i)-

^ = o, et la formule (b) donnera 

= J ) , (A pair > 8 ) . 

le second membre se compose de 

par conséquent 

m — 1 
unités, positives ou négatives, et 

4 

CL{— 4Wt) = —-1- (mod 2) 

pourvu que m soit premier. On vérifie aisément que 
m—1 

et le résultat obtenu plus haut devient 

{m premier). 
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Soit maintenant A = 8 m , les deux cas m = i et « = 3 (mod 4) sont 
possibles et il faut les distinguer. 

Pour m = 1 (mod 4) la formule (47) du chap. I I donne 

[H, . [H , x ^(-•M-E G)- £ 
[M" 

et par conséquent 

Dans le deuxième cas où m = 3 (mod 4) la formule (42) du même 
chapitre donne 

iOT(-8.)- £ (=?) 
[H« 

d'où il suit 

(d) CT(-8m) = [ ? ] - [ £ ] (mod 2). 

Au moyen de ces résultats (c) et (d) on trouve le tableau suivant (m étant 
toujours supposé premier) des congruences au module deux, 

0, pour m = 8k + 1, 

r, pour m = 8k + 5> 

1, pour m = 8k + 3, 

o, pour m = 8k 7, 

ce qui se résume par l'équation 

\ c i { — 8m) = 

{ — CT( ^ = i m premier). 

Nous avons par conséquent le résultat suivant: 
Pour le discriminant fondamental négatif — A , différent de — 3, 

— 4 , — 8, ont lieu des formules 
Jota mathematioa. 30. Imprimé le 10 mal 1906. 29 
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(2 2) 

Z { - i , - A ) = o , 

- F ( - i , - A ) = 

— ( ^ j , A premier, 

m 
, A = 4m ou 8m, m premier, 

i , A composé, des autres formes. 

6. Une question des plus intéressantes serait d'obtenir des relations 
entre les fonctions I" et Z provenant des discriminants différents. Nous 
allons montrer comment ces fonctions peuvent s'obtenir pour un discri-
minant produit, si on les connaît pour les discriminants facteurs. 

Soient à cet effet -D, et D 2 deux discriminants fondamentaux premiers 
entre eux, A , et A 2 leur valeurs absolues; le produit D1D1 sera, lui aussi, 
un discriminant fondamental et l'on aura 

Le nombre a•= A , + A 2 est premier avec A t A 2 , et on pourra donc 
remplacer v par av ; il vient de la sorte 

•r', A A) = II vT — 
v=\ 

L'un des deux discriminants, p. ex. D , , sera toujours impair; on aura 
alors 

et l'expression 

V « / VA, + A . A A , + A , / V A . A A , / 

sera égale à la suivante 

( ^ M t ' X è M ^ M ^ ) ' 
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ce qu'on peut mettre sous la forme suivante, symétrique en D1 et _D3, 

_ j-, . 1— Egnfl, 1— BgnZ>2 

A cause de l'identité 

a I I 

A I A , ~~ A , A , 

la dernière expression de A(x, DlDJ) devient 

A(x,DlDi) = JJU —e Jl ^ 
>1=1 

Posons v =p + / / A j (p = i , 2 , . . . , A j ; ¡i = o , i , 2 , . . . , A a — i), il vient 

J, 4,-1 / Ipri 2-i ,s\ar''!1 

p = \ = 0 

où Ton a posé, pour abréger, 

p/\p+pAj \p/\p + p A l 

Laissant p constant, effectuons la multiplication relative à p] la quantité 
p + ^ A j parcourt le système complet de restes pour le module A 2 , et 
nous aurons 

A<?,DM-nn(*-^ 
p=1 V = 1 

Mettant la différence qui figure au facteur sous la forme 

"2pni I'jt-ï "ipni [ IpTzi 2v-i\ 

on obtient 

ff-^T Z) T T T T 2pri 2V7zi\ " 
x e ~ — e 

ou 
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J'observe que la somme 

P® 
a pour valeur -A 1 f f f (A 1 ) ) puis je change p en A 1 — p ; la quantité a' 

change en a " , où 
fD]\/Dp 

et nous aurons 
J . - l A,-1 / J|—1 J,—l / Ipxi !»ri\ ' 

xe J' — e ) 
»=1 »=i 

Dans le deuxième membre, les facteurs où ^ = o peuvent être 

supprimés; les autres peuvent être rangés en deux groupes, celui des nombres 
p = a et le groupe des nombres p = /S; on désigne par a et {3 les nombres 

de la suite i , 2, . . . , A t — i qui satisfont aux conditions respectives 

( 2 3 > 

à ces nombres et et y9 correspondent respectivement les valeurs suivantes 
du symbole a " 

En posant p = a, le produit partiel correspondant 

| | \xe J> — e ) 
*=.i 

n'est autre chose que la fonction 

/ iarri \ 

il serait égal à 
2 

B' 
l w™ \ 
[xe , Bt)y 
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si l'on prenait p = [3. Cela permet d'écrire notre résultat sous la forme 
suivante 

/ 8a xi \ / % \ 

(23*) A{X, DM = n A\XE~*, 2>J J J , D,), 
a £ 

où les indices a et p sont définis par les conditions (23), e désignant l'unité 

1— BgD /?! 1— Bgn P; 

( 2 3 a ) e = ( _ _ , ) — — . 

On trouve de la même manière 
/ 2 ani \ ! 2/Sm \ 

( i ? ) B(X, BXB,) = n B[XE^, D f ) J \ A\XC+ , D j . 
a i9 

Ces deux formules (23*) et (23*) résolvent le problème proposé; on peut 
s'en servir pour ramener tous les cas à celui des discriminants impairs. 

Prenons B.2 = — A , D1 = — 4, — A étant un discriminant fonda-
mental négatif impair; ici e = — 1, sgnB l = — i, et les conditions (23) 
donnent a = 1, ¡ 3 = 3 . On aura 

ÎA(x, 4 A ) = A(ix, — A)B(—ixt — A), 
(24) i 

[B{x, 4 A ) = A(—ix, — A)B(ix, — A). 

Soit ensuite B un discriminant fondamental positif impair, posons B2=B, 
.D, = — 4 ; on a s = 1, et les conditions (26) 

donnent a = 3, /3 = 1 ; nous aurons 

[A{X,—4D) = A(—ix, B)B(ix, B), 
(25) \ 

\B{xi — ^B)^A{ix,B)B{~ix,B). 

Soit maintenant, D , = B étant toujours positif impair, D, = 8 ; on a 
£ = I , p u i s 
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d'où a = 1 , 7 et ^ = 3 , 5 ; en employant 1'ccriture 

1 + i 

on a les relations 

lA{x,SD) = A(jx, D) A , I))B [f x, D)B(r>x,D), 

[B(x, 8D) = B{jx, D)B(rlx, D)A[fx, I))A(.r>x, D), 

et puis, en prenant Dx — — 8, on trouve 

f A(x, - 82)) = - ¿ ( / " ' s , D)A(r3x, D)B(jx, D)B(/x, D), 
( 2 7 ) 

, — 8D) = B{j~xx, D)B{ j'3x, , I))A(fx, D). 

Si l'on fait = — A , D. = — 8, on a s - — 1, sgn B l = — 1, 3 ) = i , 
\

 a

 / 

^ r ^ = — 1 ; a = i , 3 ; = 5 , 7 ; les résul tats s o n t 

f ¿ ( s , 8 A ) = A(/x, — A )A(fx , — A ) J?(.r'.r, - A )BU~*x , — A), 

\B(x, 8 A ) = B(jx, — A)B(fx, - , - A ) A ( j - * x , — A), 

enfin on trouve 

(26*) -4(0;, — 8 A ) = ^L(yx, — A ) - 4 ( / " ' . r , — A ) B ( f x , —A)B{j~3xi —A) 

et une expression analogue pour B(x,—8 A) . 
Cette formule (26®) se trouve contenue dans (26) si l'on y écrit 

D = — A ; cette formule-là subsiste donc pour tous les discriminants im-
pairs D , positifs ou négatifs. 

Nous verrons que la détermination du nombre des classes d'un discri-
minant positif exige le calcul du quotient i?( 1 ) : ( 1). La formule (23*) 
ramène le calcul de cette quantité à la détermination des quantités de 
la forme 

/ 1p*i \ i)J, 
sans avoir besoin de l'expression explicite des polynômes Y(x,J)rD3) et 
Z(x,DlDi),} le calcul des dites quantités est relativement facile. Maison 
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peut mettre le problème qui nous occupe en relation avec la théorie de 
l'élimination. 

Posons, pour abréger 

^ = >4 (» , ! ) , ) , A, = A(x, D,), etc., 

et représentons par B(A1 , A3) le résultant des polynômes A] et A3. Cela 
étant, supposons B1 > o, Bi>o, de sorte que les conditions (23) de-
viennent 

iaKi S fini 

les quantités e Al sont racines de l'équation At(x) •— o, les e Jl celles de 
B1(x) = 0 ; or on a 

a 

/ \ 

fi 

et l'équation (23*) permet de conclure 

(29*) A{xiBlBi) = B{AltA,)B{iBltBt). 

On trouverait de même 

(2 9b) B{ 1, D . D J = B(A1, Bt)B(A,, Bj, 

et les mêmes formules s'obtiendraient en supposant -D, = — A ( , Da = — A 2 . 

Ces formules, intéressantes en théorie, ne contribuent rien à simplifier 
la pratique. 

7. Reprenons l'équation (7) pour B positif, en supprimant le terme 
nul loge: 

t\ 1 B ( x ) 
(a) 'og -̂v/Dri-)-. 

En passant à la limite pour x = 1, le second membre devient 

^ > / ' I 
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donc nous aurons la formule connue 

(30) C i ( D ) l o g E ( D ) = l o g j j g , 

ou bien 

(30*) C'l(D) l o g E ( D ) = log . 
U ' y J ë \ l F(r 1 D) — \jDZ(\ , D) 

Ce résultat ramène le calcul du nombre des classes à la détermination de 
l'exposant H dans l'équation 

Y + JDZ = (T + UyJD \ " / F = Y{ 1 , D) et\ 
Y-yjDZ~\ 2 ) ' \Z=Z(\,D) )' 

c'est donc un résultat d'une très haute importance théorique; car il n'y 
reste aucune trace de l'origine transcendante qui la fait naître, tous les 
nombres qui y figurent pouvant s'obtenir par des procédés purement algé-
briques. 

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème connu que le nombre 
des classes, aussi pour les discriminants fondamentaux positifs, est impair, 
si le discriminant est un nombre premier, et qu'il est pair, si le discri-
minant est un nombre composé plus grand que 8. 

Si le discriminant est un nombre premier, on a F(i) = D, et puis 
Y* — DZ* = 4Z), en posant pour abréger, Y = lr(t), Z = Z( 1). On voit 
que Y est nécessairement divisible par D, et en faisant Y=Dz, Z — y, 
il vient l'équation 

= - 4 ; 

ces nombres y et s ne satisfont pas à l'équation de FEUMAT, d'où il suit 
que le quotient 

n'est pas un entier. Or on a 
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d'où il suit que Y et Z sont du même signe et que 

le second membre n'étant pas entier, il faut que Cl(D) soit impair. 
Si au contraire D est composé et plus grand que 8, on a F{i) = i 

et par conséquent 
r 3 — 4 , 

d'où il suit que le quotient 

T + ZJD 
log : lo g E ( D ) = M 2 

est un entier; par conséquent le nombre des classes 

Y + Z\fp 
Cl(B) = 2 log : \ogE(D) = 2/i 

sera pair. 

Pour D = 8 on trouve aisément que le nombre des classes est égal à un. 

8. Dans l'équation (7) pour D = Di qui s'écrit 

•̂gn A V (—) — = log *•(*) + y/g W } 
où l'on emploie la notation 

ri(®)= A). Z,(ar)- Z(®, A). 
posons 

îhm 

xe au lieu de x, 

A j désignant la valeur absolue d'un discriminant fondamental DJ ; mul-

tiplions les deux membres de l'équation ainsi obtenue par et ajoutons 

les résultats pour h = 1 , 2 , 3 , . . . , A , — 1 ; il vient 
/ 2 hxî\ / MJT>\ 

1 \ S— T^ V^/0,^«" \FVA\i Y\xeA') + J'Diz\xe^) 
(3.) 

Acia mathematica. 30. Imprimé le 11 mol 1906. 30 
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Cette formule donnerait à peine quelque chose d'utile, si le produit 
était négatif, à cause de l'indétermination du logarithme; mais si ce pro-
duit-là est positif, le premier membre est réel en même temps que x et 
on pourra se borner aux valeurs réelles des logarithmes qui figurent au 
second membre. 

Le produit ^TTlyfDi&gnDl étant positif toutes les fois que DlDi le 
soit, le premier membre aura, pour x = i , la valeur 

CliDMlagEiDM 
et il s'ensuit: 

(ÎAmV / ihiri\ 

y, (.'•)-V/ÂZ. {''•) 
(Dj et D , étant deux discriminants fondamentaux du même signe, A , = 1-0,1, 
A , = IDJ, puis Y^x) et Zt(x) désignant les quantités Y(x,D) et Z(x,D)). 

On pourra rendre à la moitié le nombre des termes du second membre, 

si l'on observe que la quantité * est l'inverse de eJ î de sorte qu'en 

employant les relations (19") ou (i9b), la quantité 

/ " " A / 

( 1tiri\ / itri\ 

en y faisant k = A , — h , devient 
/ Shm' / 1hm\ 

(a bm\ / ' 

e^j-sgnD^ZXe ) 
9. Considérons l'équation 

w l î ^ ) « ( - * > • 
* - i 1 — e ^ 

conséquence immédiate de la formule 

qui a lieu pour tous les discriminants négatifs. 
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La fonction entière irréductible F (g) pouvant s'écrire 

A—1 / Spm\ (—\ 

p" i 

on aura 
J-l / 9p*i\ (4-) 

w-TTG-e^1 , j - i / 
(o-nG-p- i 

et aussi, pour un entier h premier avec A , 

/>«= 1 

On tire ensuite de (a) 

Il s'ensuit que la fonction entière 

[ni1 S ŷ b] + JWCÏ(- A)' 
s'évanouit toutes les fois que x devient racine de l'équation irréductible 
F(x) = o. On a donc la congruence 

a—1 /J—i , * , \ » 

= — ~ F ( 1 , A ) ' (mod F{x, A)). 

Ce résultat est susceptible d'une forme plus simple, si le discriminant — A 
est fondamental. Dans ce cas on a en effet, pour le même module, la 
congruence 

- A = «(»)*, 
et il vient 

H O - £ = ± ; * • ( ! ) < » ( - A)<?(« , - A ) . 
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2nt 
Pour déterminer le signe, posons x = eJ , ce qui change la congruence en 
égalité; le premier membre ayant alors pour valeur l'expression 

A ) 

qui est égale à la suivante 

il faudra prendre le signe supérieur et par conséquent 

j—i j-i . . . 

(33) n e - * ' ) < 7 ) r T ^ 
p-i P=i r / 

= 2-F{ i , A)Cl{— A)Q(x, — A ) (mod F(x, A)), 

— A étant un discriminant fondamental. 
Il y a un résultat analogue pour des discriminants fondamentaux 

positifs. Soit en effet, pour abréger l'écriture, 

Cl(D) K. 

on a la formule 

T+ B(i)_B\i) 
A( I) F(i)' 

puis 

(f)—.. 
Posant donc 

o <b<D 

G(x) = 

,(T) = 
on aura en vertu de la relation 

i 
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la congruence suivante: 
( 3 4 ) ( m o d i W ) . 

10. L'équation suivante qui résulte de (5) et (11) 

(35) 12 ( ^ H — = 
"=1 „ O A 

. Z(x)Y'(z) — Y(x)Z'(x) 
«VA 2 F(x) 

permet d'établir plusieurs formules dans lesquelles intervient le nombre 
des classes d'un discriminant négatif fondamental; on les obtient en posant 

x = 1 , — 1 , + i , ! pour ces valeurs de x la transformation du 

premier membre n'a aucune difficulté, je me borne donc à signaler le résultat. 
2 riri 

En prenant x = e ' , le premier membre devient 

2 rxi A—\ 

ce qui donne l'équation 

(ic*\ *(*)*'(*) - Y(x)Z'(x) _ J _ y / - A \ , / y r\ 
( 3 5 ) m 

2 ni 
où x = e 4 , et — A désignant un discriminant fondamental. Le cas de 
r = o ou bien x = 1 a été établi au n° 3, et je me borne donc aux autres 

T I 
cas. Pour - = - ou x = — 1 on est conduit à la fonction 

8 2 

COt(Î~2)7r = ~tgS 
pour laquelle on trouve la formule suivante 

qui a lieu pour tous les discriminants impairs et'aussi pour des discrimi-
nants pairs fondamentaux. 
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Il s'ensuit 

Z ( - i ) Y ' ( — i) — i )Z ' (— i) , 1 ~ 2 ( " Â ) n u A V 
fî^Y) =

 4 ï 
or, comme nous avons vu plus haut, on a à l'exception des cas peu in-
téressants A = 3 , 4 , 8, les formules 

F { - i ) = i , Z(— i ) = o, Y(— i) = ±2, 

ce qui permet d'écrire 

(37) Z'{— i , — A ) = — A), 

où e = — ^ F ( — i , — A ) est l'unité positive ou négative qui se trouve 

déterminée par les formules (22). 
Il peut présenter quelque intérêt de posséder la valeur de la somme 

qui figure au premier membre de la formule (36) aussi dans le cas où 
— A est un discriminant pair, pas nécessairement fondamental. On y 
répond par les deux formules aisées à obtenir 

(3 6 b ) Ç ^ t g ^ - O ^ 1 ^ ^ - A ) , ( A = o (mod 8)). 

On a ensuite pour les discriminants fondamentaux 

^ t - ( S " (' + A), 
où r = 1 on r = 2 , puis, pour les discriminants fondamentaux impairs 

où r = 1 ou r = 3. Pour les discriminants fondamentaux pairs le premier 
membre est nul. 
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11. En désignant par <p(n, m) le nombre des solutions de la congruence 
quadratique 

x2 = n (mod m), 

je suppose que le module m soit la valeur absolue d'un discriminant fonda-
mental, dont les facteurs premiers impairs p sont pris avec un signe dé-
terminé, tel que l'on ait toujours p = i (mod 4), de sorte qu'ils auront la 
forme des discriminants. 

Une discussion bien connue donne les résultats suivants: 
I . m impair, n quelconque; m — + ïlp, 

II . m pair, n impair. 

<»=+403>, «) = (. + (̂ -4))n(' + (;))• 
.. —±8®, (i(„,„)=(I+( î))(I+(?))n (.+(*)} 

III . m pair 

l^n, m) = n(i + (?)), 
p parcourant les facteurs premiers impairs de m. 

Ces résultats se résument d'une manière plus simple comme il suit, 
en introduisant une sommation relative à tous les diviseurs d positifs ou 
négatifs du nombre m qui ont la forme d'un discriminant fondamental, en 
prenant parmi eux aussi la valeur d= i, et les deux diviseurs 8k et — 8 k, 
lorsqu'ils sont possibles, devant être considérés comme différents. Sous 
ces conventions, on a: 

(A) *(«,«) = £(••), 

si un au moins des deux entiers m et n est impair, puis 

(B) - > ( 4 « , « ) - £ ( £ ) ' 
m : d ' ' 

si m est pair. 
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Ces préliminaires posés, il sera aisé d'évaluer les sommes telles que 

où f(x) signifie une fonction admettant la période i. 
Supposons d'abord que m soit impair, on aura, grâce à la périodicité 

de f(z) 

Si = n ( m ° d m ) ' 

et la quantité figure exactement au nombre de <p(n,m) de fois dans 

( 2̂ \ 

— j . On a donc 
m—1 . ,» . m—1 v 

i = l N ' fl-1 x ' 

en employant la formule (A), cette quantité s'exprime sous la forme 

n-l m:d v ' x ' m:d «-I v ' x ' 

Par conséquent, on a le théorème 

(o &©-çg(*H=) 
(m étant un produit de nombres premiers impairs différents, puis 

f(x + i) = f ( x ) 

et d parcourant tous les diviseurs de m pris avec le signe convenable pour 
que d= i (mod 4 ) ) . 

Si m est pair (divisible par 4 et non plus par 16), on aura de máme 

1=0 X ' n-0 X ' 

où l'on avait admis aussi la valeur k = o, sans quoi on serait obligé de 
7W» • « • 

supprimer aussi le terme k = — ; mais la formule qui donne <p(n,m) varie 

avec la parité de n, puis on a (p{n ,m) = o pour n = 2 (mod 4), et on 
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peut se borner aux valeurs impaires de « et à celles qui sont des multiples 
de 4. Puisque 

<p(n, m) — pour n impair, \ d 

et 

(p{n, m) = ( * ) pour n pair, 

nous aurons 

où il faut prendre = 1, puis X = 1 , 3 , 5 , . . . , A < m. (m est la valeur 

absolue d'un discriminant fondamental pair, d parcourt les diviseurs de m, 

positifs où négatifs, qui ont la forme de discriminant, et aussi la valeur 
d = 1; f ( x + i ) = f(x).) 

Comme application, prenons f(x) — <St(rx), où le symbole Si(^) a la 
même signification que plus haut 3 — E { g ) , et r signifie un entier. En 
supposant l'entier positif m premier avec r , puis impair et sans diviseurs 
carrés, la formule (C) sera applicable et donnera 

m—1 y 2 m—1 7 

Grâce à l'hypothèse que r et m soient premiers entre eux, on peut écrire 

et la dernière quantité sera identique avec la suivante 

Si d est un discriminant positif, la dernière somme est nulle, elle se 
réduit à 

m—\ 
v ^ u m — 1 1 > s— = , pour a — 1, 
¿ — m 2 

1 
Jeta mathwnatiea. 30. Imprimé le 11 mal 1906. 3 1 
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puis a 

Si i 

est un discriminant négatif. Il vient par conséquent 

(4°) £«(£)-^f1Or) 
1/ = 1 • û 

(m étant un produit de nombres premiers impairs différents, et d parcourant 
tous les diviseurs positifs de m qui ont la forme ¿[k + 3 ; r signifie un 
entier premier avec m). 

Le symbole Td a naturellement la même signification pour la discri-
minant — o que r avait pour le discriminant A . 

Si en particulier le nombre m est le produit de nombres premiers 
(positifs) de la forme 4 A + i, on aura 

d'une manière assez commode; si en particulier m = A est un nombre 
premier de la forme 4k + 3, on aura 

et on pourra faire usage d'un raisonnement habituel depuis EISENSTEIN, 

pour transformer le premier membre. Des résultats de cette espèce pour-
ront cependant à peine avoir quelque importance. 

Passons au cas de m pair qui donne 

Cette formule (40) permet d'évaluer les sommes 

m—1 



Calcul du nombre des classes de formes quadratiques binaires à coefficients entiers. 243 

Les restes des entiers rX suivant le module m reproduisant l'ensemble des 
A, on a comme plus haut 

w = = 
r devant toujours rester premier avec m. On a aussi 

w Ï G ) « ® - « ) - (;) 
Si d est un discriminant positif, les expressions (a) et (b) s'évanouiront, 
et il ne reste que les cas où d = i et où d = — o est un discriminant 
négatif. 

Posons 

Km x ' N ^ ' 

la somme S' ne peut différer de zéro que lorsque o est impair, on trouve 
aisément comme plus haut 

et il ne reste que la somme S. Si o est pair, elle est identique avec la 
suivante 

dont la valeur est 

— — â ) , 

et il faut étudier le seul cas, où d est impair. Je pose 

^ = ( 0 + 2 âfi, 20 i ; fi = o, i , ..., i ) , 
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nous aurons 

z (T4) ? <"+»*> - s s. (->+^ r. (=-*) 
p ^ 1 ' /1 = 0 /)<•lô x r ' p< ïà r / 

où l'on a désigné par A un entier indépendant de p et dont la valeur 
est inutile à signaler, puisque 

i1̂ ) = ° (P= i , 3, 5, 0-
p N " 7 

La somme suivante qui seule reste à obtenir 

p < îo" \ r / 

contient des termes où p = i , 3 , — 2, puis les termes /; = <? + <r, 
< 7 = 2 , 4 , 6 , . . . , < ? — 1, de sorte que 

et en observant que la quantité 

se compose des mêmes termes que la suivante 

il vient: 
1 

s. 
ou bien 

ce qui donne pour la somme considérée 
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lorsque â est impair; cette formule reproduit celle qu'on a établie pour d 
pair et est donc générale. 

Cela étant, les formules qu'on vient de prouver 

ÇCDO-

o pour d> i , 

m pour d = i , 

t = 

o pour ¿ > i ou pour d pair, 

P o u r d = i , 

— ~ — P o u r ^ — — à et impair 

permettent de conclure 

où d parcourt tous les diviseurs de m qui rendent — d un discriminant 
fondamental, tandis que d' ne parcourt que des diviseurs impairs. On 
peut écrire d'une manière plus simple 

m g ^ H . - . - ç ^ . - G h 
(m étant la valeur absolue d'un discriminant fondamental pair, r un entier 
premier avec m, et d parcourant tous les diviseurs de m qui rendent — â 
un discriminant fondamental). 

Nous avons établi la formule (40), avec d'autres analogues, d'une 
autre manière et sous des hypothèses plus générales, dans un mémoire qui 
a paru dans les écrits de l'académie de Prague.1 Ainsi, en supposant dans 

1 O součtu celých v lomené arithmetické posloupnosti druhého stupně, etc., (Rozpravy 
české Akademie, VIIe année, n° 7; 1898). V. aussi Annali di Matematica, 3® 
série, t. II. 
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la formule (40) m impair et d'ailleurs quelconque, il faudra introduire le 
plus grand diviseur carré q1 de m; le premier terme au second membre 

sera alors — — - au lieu de m 1 . 
2 2 

Le deuxième exemple que je veux traiter de la formule (C) consiste 
à prendre f(x) = sgn. B*(rx). En me bornant au cas de m impair, j'aurai 
d'abord 

g ^ ' Œ - ç g C V * © -
Les sommes 

ç G V O - f ô ç G V * - ® 
sont nulles pour d>i, puis on a 

donc pour d = — d 

1 
1 pour v < - m, 

1 
1 pour v> - m, 

l ( m - l ) 

en prenant, dans la seconde somme, v = m— fi, il vient comme valeur du 
deuxième membre 

» 
2 

' 1 r (= 
faisant m — à'â, on aura ~(m—1) = d + et par conséquent, 

2 2 2 
notre quantité sera 
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et il vient 

(m étant le produit de nombres premiers impairs différents, r premier avec 
m, â parcourant les diviseurs positifs de m qui ont la forme -(- 3). 

Les formules qu'on vient d'établir peuvent être considérées comme 
des analogies arithmétiques des sommes de GrAUSS. Nous en allons donner 
une analogie algébrique, en prenant, dans la formule (C), pour f(x) la fonc-
tion cot£7r; des termes infinis ne se présenteront pas, puisque la congruence 
v"1 = o (mod m) exige v = o (mod m). On aura d'abord 

m—1 , ,, 
Vit 

T~l m ^TTZx^i m 

d parcourant les diviseurs de m, affectés des signes convenables. 
Pour d positif, la somme partielle 

I"? W M 
est identiquement nulle, et il ne reste à considérer que des valeurs né-
gatives d = — â. Là somme à laquelle nous sommes ainsi amenés 

\ v / m 

se transforme en faisant v = p + dfi, (p = 1 , 2 , 3 , . . . , â — 1 ; p. — o , 1 , . . 

m' — i), où = H vient 

ô—l . m'—1 

P-1 • p. 

ou en faisant usage de la relation 

m'—1 

p—i ' ' «=• * 

£ c o t ( $ + —, W = m'cotw'a;^, 
n-0 m ' 
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d'où en substituant la valeur 

il suit 

s^^CK-ô), 

et on a la formule cherchée 

m—1 3 

(43) £ 
rr m i T»}Jd 

(m désignant la valeur absolue d'un discriminant fondamental impair, et 
d parcourant les diviseurs de m qui ont la forme 4A- + 3) . 

Dans le cas de m pair (»1 = o (mod 4)), dans la somme 

m— 1 . , 

Vootiî • w m 1 

se trouve un terme infini, celui où k = y . Nou sconvenons donc de prendre 

f{x) = cotX7z pour x fractionnaire, mais f(x) = o pour x entier. La 
formule (D) nous donnera alors 

r-4" - ç ç G) +. ç J (44) 
où l'astérisque indique la suppression du terme k = ^m qui est infini; on 

peut écrire d'une manière plus commode 

I — 1 

V̂*cot— = vvf^cot^+2y V cot̂ . 
- m \ v j ni • \4i// m 

t = l rf K-l x ' <i K-l ^ ' 
Pour d> 1. les sommes 

L — 1 

y(̂ )cot̂ , y (̂ cot̂ 1 
\ V ) m' \ 4 v j m 

sont nulles, et il ne reste que des sommes où d = — d est négatif. 
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Considérons d'abord la quantité 

^ impair); 

en faisant v = p + 4 à f i , m' = ~ , nous aurons 

45—1 », l»'—t , 

ou bien 

et en faisant usage de la valeur 

40—1 

jO— 1 " ^ 

La formule qu'on vient d'obtenir 

W f ( ^ V ^ H l ) ) « 
simplifie la première partie de l'expression qui nous occupe, mais seule 
ment pour des d impairs. Si â est pair, on a identiquement 

V cot = y (=*) = Cl(— <?), 

et ce résultat est d'accord avec le précédent, puisque le symbole de L E -

GENDRE est nul pour â pair. 

I l reste encore les sommes 

i _ 

\ 4V } m 

elles sont nulles pour d pair, et il s'agit donc du cas de â impair. 
Âcta mathematica. 30. Imprimé le 11 mal 1906. 32 
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En y faisant v = p -{- â/u, ^ = m', nous aurons 

S'=Z fô t«* (ï+5) —' I (T) cot? 
ou bien 

(0 T ( — 1 c o t ^ = ci(- â). 
r i r t \4v / m Xtsj8 K ' 

Ces résultats (a) et (fi) permettent d'écrire 

hr m w/ 
où <?' ne parcourt que des diviseurs impairs. En séparant, dans la pre-
mière partie, les diviseurs pairs ô" des diviseurs impairs â1, on aura, après 
réduction, la formule suivante 

V * c o t ^ = y » ! ( 3 _ ( i ) W - < r ) + y * ± c i { - â " ) 

tzr m Y ^ ^ ' V W / ify/â-Tr 

ce qu'on peut écrire d'une manière plus simple 

(-) i - ^ - . ç f . - g j + g ) ] ^ 
(m étant la valeur absolue d'un discriminant fondamental pair, et d par-
courant les diviseurs de m tels que — à soit un discriminant; dans la 

somme au premier membre on supprime le terme infini k = 

12. Soient p1 , pt, p3 . . . . des nombres premiers impairs, différents 
entre eux, et positifs, puis gj , e21 -i> • • • des signes donnés par la formule 
générale 
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et considérons la quantité 

(45, . . ^ L J ^ ^ L - L J - L 

dans laquelle ^ , a, , . . . , a„ signifie un système donné d'entiers qui peuvent 
être remplacés par o ou par i. Cette quantité 55, est égale à un, si l'on 
a en même temps 

tandis qu'elle est nulle dans tout autre cas. 
Cela étant, considérons le produit 

,45, «(s*''*' 
\ ï , , « 1 , . . . , ot„/ 

où A = P\Pi . . • pv est évidemment la valeur absolue d'un discriminant 
fondamental impair. 

Soit N le nombre effectif des facteurs du produit 8(x), on a évidemment 

¿(7) (?) - (?) 

où pi p3 ... signifient toutes les combinaisons véritables des entiers i , 2, 
3 , . . . , v, et o-j , <r2, . . . les combinaisons de ces nombres, autres que les 
nombres p. Pour une combinaison fixe p l p i . . . a3 . . . , posons 

D' étant un discriminant, on vérifie aisément que la somme 
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est nulle; parmi les sommes dont se compose N la première seule étant 
différente de zéro, il s'ensuit 

ce qui n'est autre chose qtie 

A ) , 

en employant l'écriture habituelle de (TAUSS. 

Prenons maintenant les logarithmes dans (45); il vient, en supposant 
\x\> 1, 

» J 2n*7ti 

log 0(x I a) = iVlog a; - £ £ fi>,e~ . 

Pour obtenir les coefficients de cette série, c'est à dire les quantités 
J Ittsiri 

<-1 

sous une forme plus simple, observons que l'on a, en développant le produit 
(45a), l'aggrégat suivant 

Gn = H0 + Z J f f , ( a ) + Z a") + . . . , 
tf a ,8 

où l'on a posé, pour abréger 
& înjiri 

puis, p. ex. 

= (- 0" t 
J . \ î Sx »«'*» 

etc. Dans les sommes dont se compose 6r„, il faut remplacer successive-
ment a par tous les nombres de la suite o, , a , , . . . , <xv, puis a , , a, par 
toutes les combinaisons du second ordre e^a, , a3o3 , . . . , otv_1a„ des mêmes 
nombres, et ainsi de suite. 
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Nous allons évaluer la quantité 

en posant pour abréger 

eiPi • s,Pi • • • ^Pf = A>> P1P2 • • • PM = Ao> 

on aura 

Cette expression s'évalue à l'aide de l'identité (2) 

m= l 

où d parcourt les diviseurs de Q, et il vient 

où l'on a posé, pour abréger, 

Pour simplifier la somme intérieure, posons m = s + AA 0 , (s = 1, 2 , . . . , A 0 ; 
k = o , 1 , . . . , Qd — 1 ), elle devient 

A, . Intm Qd—1 Ihn 

«=i x ' t"0 

elle est donc nulle toutes les fois que 77- = w' ne soit pas un entier, et il 

ne reste qu'à considérer les termes où n' est entier, pour lesquels elle 
est égale à 

ou bien 
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Pour obtenir le signe de LEGENDRE qui figure au second membre, ob-
servons que 

d'où il suit, D0 étant premier avec Qd, 

Ensuite 

M H S ) -
d'où 

en substituant cette valeur, il vient 

m - m m - m y 

et par conséquent 

Les entiers d sont assujettis à la condition que les quotients et ^ soient 

entiers. En représentant par S le plus grand commun diviseur des deux 
nombres « et Q, on aura 

»1 = 71,0, Q = Qxê, (n, 

et les quotients en question seront 

M 
Qt ' d 

d 
Le premier ne sera entier que si = à est un entier, et le second 

QJ = » 
d d 

exige que & soit un multiple de â. 
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Le nombre & étant fixé, on fera parcourir à d les diviseurs de 
Q S 

et on posera d = Qxô, c'est à dire d = -¡- . La valeur obtenue de la somme 

F—*« 
ou bien 

Il faut encore évaluer le signe fi(d). Les équations 

<* = Qxâ, 

donnent tout de suite 

fi(d) = p(QMà), fi(Q) = MQM&)> 

d'où 

et substituant, il vient 

ou bien 

ce qui donne le résultat voulu 

On peut remarquer encore que FI{Q) = ( — et il vient 

, a 2 , . . . , « g = ( - i f tâ 

iï désignant le plus grand commun diviseur des nombres n et Q. 
Il s'agit encore d'exprimer la quantité \jDa au moyen des racines 

v 'e . i ' . > V ^ P » 
On a évidemment 
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puis 

/ _ /— i— / — ( p < v A ( p> \ 
V*i P. • ea P. • e3 Pa — V«. J>1 Ve. i ' . Ve» J>. \ ^ j • ) [ j ^ T j 

ou bien 

/— / / , /PtP»\(P,Pi\(PiVS 
V«. Pi • e, P, • es P, L Ve. 1». Ve» Ve* A ( t ^ ' J - J 

et d'une manière générale 

i _ / p . y , - - - M / p , f , • • • \ 

X yje, ̂  • • • V̂IV 
Grâce à la loi de réciprocité, on a 

fuQ\/nQ\ (nQ 
\nQ/ \PiPi- -rJ \p, / / " \2v/ 

de sorte que le produit 

(P,Pf-P,'\ (Pi P3 • • • PÀ /y. P. • 
\ n « / \ p, A P, / " ' \ p„ ) 

s'écrira 
^wp, p , . . . ^ n j » , ^ , . . . ^ ^njj, 

et il vient 

en posant 

P i - 4 , etc., 
et # désignant le produit des nombres p!i+l, p ^ , . . . , pv qui divisent le 
nombre n. 

Si en particulier n est premier avec A , on aura l'expression plus 
simple - IYHJ a i = n {(-1)-'-1 
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Dans ce qui précède on a supposé fi > o ; pour obtenir la quantité 

A . ,, 

le même procédé donne d'abord 

Jd Inmiri 

d m-\ 

et l'on aura 

H0= M A ) = 

si « est premier avec A ; le cas plus général s'établit d'une manière ana-
logue. 

En posant pour abréger 

.-Pé-

réquation 

= +2 #;(«) + 2 #,(«,,«,) + ... 
a O] 

s'eérira 

(— i y G. = i + 2 0{a) + 2 ¿»(«Ô«,) + 2 tf(ai) *(«,) 0(«s) 
ali «î «n «îi «a 

ou bien 

(-I)û  = (I + ®(«,))(i + 0M(i + 0(0,))... (i + 0(<O) 
pourvu que, bien entendu, n soit premier avec A . 

En substituant l'expression primitive de G„, on aura la relation 
cherchée (TbPf \ 

VOvMv 
s=i 

où A =Piîh. • P'p = —, et l'expression ffi, est définie par (45®); le 
IPp 

nombre n est supposé positif et premier avec A . 
Acta mathmnatwa. 30. Imprimé le 11 mal 1906. 33 
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Le premier membre de cette équation n'est autre chose que la somme 

2« »ri 

dans laquelle l'indice sommatoire s satisfait aux conditions o < s < A ; 

tëH-* 
et qui se compose donc de termes. Si en particulier on fait 

ai = a2 = . . . = a„ = o, les s seront les résidus quadratiques de A , pre-
miers avec A . 

Je vais considérer maintenant la quantité (46) dans le cas où l'entier 
n a un facteur commun avec A ; soit n = m A " , A = A ' A " , les deux 
nombres m et A ' étant premiers entre eux. La somme 

S=Yâite 
»=1 

2nim 
â 

devient 
J'J" 2 w i i 

et on peut la transformer en faisant s = r + &A'; il vient 

â"—\ 2mrm 

r - 1 *=« 

Cela étant, représentons par p i , p t , - . , p y les facteurs de A ' , et posons 
pour abréger 

r / .\ap , (£PPPx 

« - n i ^ ) - 1 ^ ' 

-•-n m 
P"T+1 

On a, par définition, 
a), = G>\îô',\ 
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puis comme cela se voit aisément 

d'où 

et notre somme prend la forme 

J' 2mriri A"—1 

i = 0 

Les deux entiers A ' et A " étant premiers entre eux, les nombres r + ftA' 
(k = o , i , . . . . , A " — i ) parcourent un système complet de restes du mo-
dule A " , et il vient 

v n" v ) 
i=0 J=I 

Donc enfin 
J' Smrffi / a u imrm 

r= 1 
ou en faisant usage de (46), 

Y / >«, / » » A p \ , 
¿'J" ! ' »m „ I — ( — I) p I -)\/£pï>p 

(47) , 
* = 1 P=1 

à / 
( A ' =PiPi. ..pr, A" =pr+l...pv} A ' A " = A , A ; = — ; m positif et 

Vp 
premier avec A') . 

Les formules (46) et (47) prouvent que les sommes 

A 2lMilt 

i = l 

sont des quantités de la forme 

I ± y/ep I ± I ± y £ y ' 
2 2 2 ' 

et il s'ensuit que les coefficients du polynôme 

J \pyp, • • • M = ^ + + + 
\ I a x a} . . . a.J 
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sont des nombres algébriques entiers du domaine de rationalité 

(v^iPi > v'e.P» > • • • > \I£oP")-

En appelant type de la fonction entière 

\ | • • • a J 

le système des signes 

il y aura 2" types distinctes. 
Le produit de polynômes 

n *.(*), 
w 

étendu à tous les 2* types différents, donne l'équation irréductible d'ordre 
•2 ni 

p ( A ) à laquelle satisfait la quantité e J . En effectuant le produit 

If 8 m ( x ) 

étendu aux polynômes dont les types satisfont à la condition 

( — i )«!+<"*+•••+«„ _ j (types pairs), 

on reçoit l'expression de GrAuss 

D = elP]etPi...e„pv. 
2 

Il parait que cette formation des polynômes de GTAUSS puisse donner 
l'occasion à des conclusions intéressantes. 

13. Nous allons considérer un nombre quelconque (m) des discrimi" 
nants fondamentaux premiers entre eux, soient D, , D , , . . . , D m , dont les 
valeurs absolues respectives soient désignées par A t , A , , . . . , A m . Posons 
pour abréger D = DiDi...Dm, A = | D | , puis formons tous les produits 
possibles 

DriDr,...Dr. = D', A ' = |D'|, 
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rl, rs, ...,ra désignant urne combinaison quelconque des indices 1 , 2 , ...,m. 
En désignant par ra+l... rm la combinaison complémentaire, le produit 

sera tel que | B'Q' | = A 'Ç ' = A ; les produits D' sont évidemment des 
discriminants fondamentaux; je conviens d'écrire 

F(D') = ^CL{D'), si D' est négatif, et 

F(D') = o, si D' est positif. 

En introduisant encore le symbole 

où le produit se rattache à tous les diviseurs premiers différents q du 
nombre Q', et en convenant d'écrire 

dans le premier membre le symbole signifie la somme de ceux des 
nombres 8 = 1 , 2 , 3 , . . . , A qui satisfont à des conditions simultanées 

dans le second membre, D' parcourt tous les produits D r i . . . Dr . dont il a 
été question plus haut. 

Afin de démontrer la formule (48), j'observe que l'on a 

Q' = A „ + 1 . . . A 

(48) = Q')F(D')-, 

d'où 

S. 
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Or le produit 

est égal à la somme 

D' parcourt tous les discriminants formés de la manière indiquée plus haut. 
Il vient donc d'abord 

la première somme 

est la somme des entiers premiers avec A et plus petits que A , et a pour 

valeur l'expression ^ A p ( A ) . 

Ensuite, si D' = D, Q' = i , la somme 

a pour valeur la quantité — A F ( D ) , et il ne s'agit que des expressions 

s=t( ?)(?>• 
où Q' > i. On les obtient au moyen de l'identité 

A=1 V ' d 1 

Q' 
où d parcourt les diviseurs de Q. Il vient, en posant Q'd = - j , 

Q :d v ' « = 1 x ' 
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Or, on a la formule générale 

i = l ' r—1 ' 

qui donne 

S=-'£M(d){^)dQ'dA'F(D') = - AF(D') Ç/!(*)(?)• 

La somme 

étendue à tous les diviseurs d du nombre Q1, est égale au produit 

n ('-(!)) 
q parcourant les différents facteurs premiers de Q-, ce produit étant dé-
signée par (D', Q'), nous avons 

S = -A(D', Q')F(D'), 

ce qui vérifie l'équation (48) dont nous allons signaler quelques cas par-
ticuliers 

I. m =2] Di = —p, D 8 = —g, 

p et q étant deux nombres premiers de la forme 4^ + 3. Parmi les pro-
duits D' qu'ont peut former des facteurs Dj et D s , l'un est positif; les 
autres sont Dl et Da eux-mêmes, et il vient 

nous y avons remplacé le symbole Pa r s o n équivalent Les 
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deux signes et étant opposés, d'après la loi de réciprocité, l'une 

des deux différences 

- d ) 
sera nulle et le second membre se réduit toujours à un seul terme 

II. m =2, Dl = —p, Di = q, 

p et q étant deux nombres premiers, p = 3, q= 1 (mod 4). 
Il y a deux produits négatifs, D' = — p et D' = — p q . La formule 

(48) devient 

(5o, = CK-M) + (• - ( i ) ) i Cl(-P), 

les entiers s parcourent, comme dans (49), les résidus quadratiques du 
module pq, premiers avec le module. En observant que l'on a 

\{p— 1 ){q— i) = o (mod 4), 

Cl(—p) = x (mod 2), 

il vient, pour p > 3 , 

(5i) C l ( _ W ) s 1 — g ) (mod 4). 

Pour p = 3, multiplions les deux membres par 3, et il vient d'abord 

2>Cl{-pq) = r - ( ! ) (mod 4) 

d'où immédiatement la congruence précédente. La congruence (51) est 
donc générale, lorsque p et q sont deux nombres premiers, l'un de la 
forme 4& + 1, l'autre de la forme 4 ^ + 3 . 

III . m = 3, D7=—pt, D3=—p3, 

les p étant des nombres premiers de la forme 4A 3. Dans ce cas on 
a les valeurs suivantes des discriminants négatifs D' :—p^ , —pt, —p3, 
—PiPtPi', le résultat (48) devient alors 
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T C P\PlPi 

(s») îiA-'XR-'XA-o-^r. 
- + £ - © ) ( • - ® ) i " < - * > 

où s parcourt les résidus quadratiques du module pyp3p3 , et les indices 
oc,/?, y signifient les chiffres 1 , 2 , 3 pris dans un ordre quelconque. 

2 
Si les nombres sont différents de 3, le quotient — sera 

Pa 

l'unité, et il vient la congruence suivante 

M Wl> = (,- (*))(, - (*)) + (. _ (&))(• - (a)) 

qui peut encore se simplifier considérablement. Elle a lieu encore si 
p1 = 3, car il suffit, dans ce cas, de multiplier les deux membres par 9 
et on parvient au même résultat. 

Les trois membres p ayant la forme 4k + 3, on a, d'après la loi de 
réciprocité 

et cette égalité n'a lieu que sous l'une ou l'autre des deux hypothèses 
suivantes: 

» — 

où nous avons admis que dans le second cas les nombres p soient pris 
dans un ordre convenable. 

Le cas de a) exige que 

(£)—(£)• £)—(£)• (£)—(£)• 
Acia malhematica. 30. Imprimé le 12 mai 1906. 34 
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l'ordre des p étant ici arbitraire, je le fixerai par la condition = i ; 

on aura alors 

(£)-(£)-&)-'• (S)-®-© — '-
L'une des deux différences i — (p^)' 1 — (^r) s e r a ^ o n c toujours nulle et 

la congruence (a) devient 

Cl{—plPips) = 4 (mod 8). 

Passons au second cas; les égalités b) donnent 

et le second membre de la congruence (a) sera alors 

( ' -©M-®)' 
et puisque 

l'une des deux différences i — ( — ) et i — ( — ) sera nulle, l'autre étant 
\ Î V W 

égale à deux, il vient, dans ce cas, la congruence 

Cl{—Plp,p3) = o (mod 8). 

Les deux cas se résument par la congruence générale 

(53) Cl(-p,PlPî) = + + ( & £ • ) - i (mod 8), 

P\ > P3 > Ps signifient trois nombres premiers différents de la forme 4 A + 3 

I V . m = 3 ; I), = p, D3 = q, D3 = — r, 

p , q , r étant des nombres premiers, les deux premiers de la forme 4/c + 1, 
le dernier de la forme 4A -f- 3. On a ici les valeurs suivantes des discri-
minants D' négatifs 

•D = — M ? , —W,—qr, — r, 
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et la formule (48) devient 

t s pqr 

(54) I f c - x X g - ! ) ( , _ ! ) _ _ ? _ £ • , 

= CH-pqr) + ( 1 - (£^Cl{-pr) + ( 1 - ( £ ) ) « ( - flr) 

On en tire une congruence pour le module 8, en faisant usage du résultat 
(51). On aura 

«(-^-(-©X'-^+O-oX-^)) 

Pour simplifier, distinguons deux cas: 

Dans le premier cas le second membre prend la forme 

2 ( 1 — e ) ( i — ££') + ( ! — e)' 

et ce nombre est toujours congru à ( 1 — c ) î = = 2(1 —e), suivant le module 8. 
Dans le cas b) le second membre de la congruence en question s'écrira 

(1— e)(i + es') + (1 + e)(i — es') + (i—s)(i +e); 

le dernier terme est nul et les deux premiers donnent 

2 ( 1 - s ' ) . 

Le résultat est donc le suivant: 

>Soient p,q,r trois nombres premiers tels que 

p = q = — r = 1 (mod 4), 
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alors on a, pour le module 8, 

(55) Cl(-pqr) = 

•0-®}si (?) 9 
V. m = 4, D 

Les nombres p sont premiers de la forme 4k + 3, q est également premier 
mais de la forme 4k 1. Il y a huit discriminants D' négatifs, à savoir 
—PiPiPsi' —PiPjP3> Pu î s discriminants de la forme —p a q et trois 
discriminants — p a . La formule (48) devient alors 

¿Cp, — I)(ft - - * ) ( ? -

= Cl(~plMq) + (1 - ( - l - ^ C l i - p ^ p , ) 

XO-œX'-fôX'-®)^-* 
On en déduit une congruence pour le module 16; si l'on fait usage des 
formules (51) et (53), elle prend la forme suivante 

+ £,(• - (?))[(• - CDX' - +(' - ©X- - ( - Î • 
On en tire plusieurs conséquences: 

1 0 S i ( 2 ) = ( ? ) = ( T ) = o n a c l ( - P i P * P = ° ( m o d l 6 ) -

+ 
+ 
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2° Si ( y ) = — = — i, la parenthèse [ ] dans la seconde 

somme devient 

il est clair que A = o, si les deux signes ' ( j f ) s o n * °PP0S®S> u n 

deux termes dont A se compose, sera différent de zéro et aura pour valeur 
4, si les deux signes en question sont égaux. Donc on a, en résumé, 

et nous aurons le résultat 

ou bien 

(mod 16). 

Dans le cas où 

3° 

la deuxième partie du second membre, dans la formule (a) se réduit à un 
seul terme, celui où a = 3 ; la parenthèse [ ] se compose alors de deux 
termes égaux, et le total sera toujours divisible par 16; donc ici il vient 

Enfin, l'hypothèse 
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ramène le second membre de (a) à deux termes, ceux qui résultent de la 
somme en y faisant a — 2 et a = 3 ; on a alors l'expression 

L'un des deux termes dont se compose l'une ou l'autre parenthèse, est nul, 

puisque y figurent les facteurs tels que 1 + ( ^ j ; l'expression se réduit 

donc à la quantité 

et il vient 

« ( - f t f t M ) = 4(1 ~ ( ^ f ) ) (mod 16). 

En résumé, on a le théorème suivant: 

Soient p1 , p? , p3 , q les nombres premiers différents qui satisfont à la 
congruence px ~2}t=P» = — q = — 1 (mod 4), on a pour le module seize 
la congruence 

(56) ci(—p^PiPi q) 

* (îMîM?)-'-
Considérons enfin le cas 

V I . m = 4; Dx=px) -D2 =i>a, ¿>3=i>3, A = 



Calcul du nombre des classes de formes quadratiques binaires à, coefficients entiers. 271 

les nombres premiers p et q satisfaisant aux conditions 

Pi=Pi==Pa= — 2 = 1 (mod 4). 
On trouve d'abord la congruence pour le module seize 

ou en faisant usage du résultat (51) et posant, pour abréger, 

CK—PiP*P3 ?) = C , = <.*.i>,r-W> 

(b) ^ ^ £ ( 1 - ( f ) W ^ C l ( - P i } P r q ) 

Pour distinguer, considérons le cas 

les produits étant positifs, on tire de (55) 

C H - P e & q ) = ~ ( f ) ) = 2(1 - s ) (mod 8), 

et il vient, pour le module seize, 

G= 4(1 — £ ) + 2(1 — e) 2 (1 — &JM) + (1 — e) 2 ( i — s ^ ) ( i — erjY). 
o. a 

Pour e = 1 on a évidemment C = o (mod 16), et il ne reste que le cas 
de s — — 1, où on aura 

( 7 = 8 + 4 2 ( 1 + ^ + 2 1 ( 1 + ^ ( 1 + , , ) . 
a a 

On peut changer le signe de la troisième partie puisqu'elle est divisible 
par 8 et il s'ensuit 

C= 8 + 2 2 (1 — - (mod 8), 
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Si maintenant 7jl = = = y , il vient 

C = 8 + 6 ( 1 — ^ = 8 - 4 ( 1 + 7 ) = 4( i + 7 ) -
Dans le cas où ^ = 7j1 = 7j, = — y, il vient le même résultat 

É7=4(i +7); 
donc on a d'une manière générale 

C = 2 ( i — e ) ( i + 7 ) , 

7j désignant le signe de la somme jy, + + % -
Il nous reste encore le second cas, où 

on aura, d'après (55), 

CK—PiP*q) = 2 ( l ~ C l ( — P i P 3 < î ) = 2 ( l — 7 - ) . 

= 2 ( 1 ( m o d 8 ) , 

et la congruence (b) devient 

C = 2(1 — e)(i + + 2(1 — 7î)(i — s ^ ) + 2(1 _ e 7 l 7 i ) 

+ ( i _ e ) ( i + Ê 7 l ) ( i — e i 7 l ) + ( i _ e ) ( i + e 7 l ) ( i — « y , ) 

+ (ï +s)(i— — 
Si l'on a 7j1 = = tj3 =7], cette expression se simplifie comme il suit 

4(1 -7})(l — e) + (I + e ) ( l _£,)> = 2 ( I + £ ) ( ! - , ) . 

Si l'on a 7jx = = — = ay, il vient 

( 7 = 4 ( 1 — 7J){1 + £ ) + 2(1 — Ê)(l + £?)2 + (l + s ) ( l - £ ? ) 2 

= 2(1 + £)(l — S7j)= 2(1 + £)(l — rj). 

Si enfin rjx = y3 = rj, = — rj, on trouve pour le module 16 

C= 2(1—e)[2 + (i + 7 ) + ( i _ s 7 ) ] + 2(1 + e ) ( , _ 7 ) . 
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On n'altère pas la congruence en remplaçant la parenthèse [ ] par 

— 2 + (i + + Î ? ) = 257, 

ou simplement par le nombre deux. H vient ainsi 

C— 8 + 2(1 + e)(i + 7j) (mod 16), 

ce qu'on peut écrire, en vertu de la circonstance r j = — i , 

C = 2 ( i + s ) ( i — 3717,17,) + 4(1 — M ) -

Cette dernière formule reproduit les deux éventualités précédentes et reste 
définitive pour le cas B. On a ainsi le théorème suivant: 

» Les quatre nombres premiers px, p%, p3, q satisfaisant à la condition 
pl = p i = p s = — q= 1 (mod 4), posons 

(ri) = Vl' (p!) = ̂  (f) =V2a' v = sgn ̂  + ̂  + 
on aura alors, pour le module seize 

-„(.+,), Si (*)_(a)_(a)_.: 
2(1 +e)( i —377,7,) + 4(1— 

(?)-(?)—(?)-
14. La formule de DIRICHLET (chap. II , (45)) 

(57) px p%p3 q) = 

2 1 

I/> 
4 

permet d'étudier les restes, suivant les modules 4 , 8 , 1 6 , . . . , des nombres 
de classes des discriminants pairs négatifs. Soient d'abord p , q deux 
nombres premiers qui satisfont à la condition pq= 1 (mod 4), et con-
sidérons la somme 

^ ^ ( ¿ M i ) 
V KV) W 

2 2 \Vq) j=i 
Acta mcUhematica. 30. Imprimé le 22 moi 1906. 35 
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qui évidemment est un entier. On a 

7 Pi 

= I (s) + Ç (î)(r) + £ m ) H- E (£)• 
et la première somme a pour valeur 

i ¡•M 

pour évaluer les autres, on doit distinguer les deux formes des nombres 
p, q, à savoir 4k -f- 1 et 4k + 3. 

a) Soit d'abord p = q = 1 (mod 4), on trouve aisément 

\ti ! \tq 

? m) - «). 1 u ) - • 
et par conséquent 

x _ ( ? ) 
4 A = I Cl{- 4pq) + — M [Cl{- 4P) + Cl(- 4Î)] + 0 ; 

en prenant les restes suivant le module 4, et faisant usage de la con-
gruence connue 

(58) Cl{- 4P) = ^ = I - © (mod 4), 

on aura le théorème 

(59) | CT(_ ̂  _ (F)) s _ (i))(. - (s)) (W4), 
(p et q deux nombres premiers de la forme 4 & + 1). 

b) Soit maintenant p = q = 3 (mod 4). On a d'abord 
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et la formule suivante (chap. II, (31*)) 

donne, pour A = p , 

P/ 
i + 

formule exacte aussi pour p = 3. Donc 

Enfin 

et nous aurons 

(6o) i 4M) s '^fi [, _ (i)]+L f̂i _ (£)] 

(P t Q. premiers de la forme 4k -f- 3). 
Passons maintenant aux discriminants divisibles par huit. On a pour 

ce but la formule (42) du chap. II , 

M , AX . 

'-[M« 
lorsque — A est un discriminant fondamental, puis une formule équivalente 
à la formule (47) du même chapitre 

La J L« J / n . 
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pourvu que D soit un discriminant fondamental positif. On peut remplacer 
les deux formules par une seule 

3 1 

(A) + 
P désignant un produit de nombre premiers impairs différents et positifs. 

Rappelons encore le théorème établi à la fin de § 5 

Cl(—Bp)= i - g ) (mod 4), 

p étant un nombre premier impair. 
Cela étant, considérons la somme 

3 1 

Z ^ 2 2 \pq) ~r~ \ pq ) Z^é 2 2 \pqj' 
1 I 

p et q étant deux nombres premiers impairs; cette somme se simplifie 
comme plus haut, et on a en particulier, faisant usage d'une écriture 
symbolique, 

/ 3 1 \ 

-mi^H^n-t*)} 
le signe + étant celui de désigne par B(p,q) le deuxième 

membre, puis j'emploie la formule 
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pour obtenir la formule 

4A = \ Cl(— 8pq) + B(p, q) + B(q ,p) + C, 

et nous allons déterminer les restes suivant le module quatre, des différents 
termes dont se compose le deuxième membre. 

Soit d'abord q~ i (mod 8), on aura, en écrivant simplement S(x) 
au lieu de S(x, +p), évidemment 

,«>-(.- (f))i «(- W = (!)][. - (f)] (mod 4). 
Dans le cas, où q = 3 (mod 8), il vient 

»(r ,!) = - [(=*) + (D][«(l) - (^Xi)] • 
or, étant un entier, on n'altère pas la congruence en changeant son 

signe et on a 

ou bien 

* < » , î ) S i [ . - ( | ) ] [ . + ( = * ) ] (mod 4). 

Si l'on a q = 5 (mod 8), il vient d'abord 

et si l'on fait usage de la relation (29) chap. II , à savoir 

S(x) = - S{i—x)sgnD, 

nous aurons dans notre cas 

S(x) = - ( ^ ) S ( i - x \ 
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de sorte que 

d'où 

M. Lerch. 

BIP, g) - •- [. + (J)]i C i - S 1 [ • - ( f ) ] [ , + ( i ) ] (n,od 4). 

Soit enfin q= J (mod 8), nous aurons 

d'où il suit 

+(?)]Kt)+(f )SG 

En résumé, on a la congruence 

ou 

sq = — i pour (mod 8), et e7 = i dans d'autres cas. 

Quant au nombre C, l'examen des différents cas vérifie les congruences 
suivantes, relatives au module quatre 

Cp, 2 = 
— (~f)> ei P — 1 + 4 (mod 8) 
— {^j, si ou P = q (mod 8), ou p = — q = i (mod 4). 

Si l'on a p = p, q = a (mod 8), soit 

l-Cl(—Spq) = JPt„ (mod 4); 
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on aura alors le tableau suivant des J: 

Jl,l = 0, J i i 8 = ( ! ) » 

= O, ^3,5 = 2, 

= 2 > 

J"7i7 = O. 
Notons comme résultats particulièrement simples, relatifs au module huit, 

Cl(~Spq) = 

Jl,7 = O, 

, si p = q + 4, ^-J = i ; 

Ces résultats, ainsi que ceux qu'on tire des formules (51), (59) et (60), 
ont été donnés par M . HURWITZ.1 On pourrait continuer cette voie pour 
parvenir à des restes des nombres Cl (—4pqr) et Cl(—8pqr) pour le mo-
dule seize, mais je me réserve d'y revenir à une autre occasion. 

C H A P I T R E I V . 

1 . Soient Ç, rj, £0 , ÎJ>0 des quantités réelles et fractionnaires, qu'on 
peut supposer entre zéro et l'unité, alors les séries à double entrée qui 
figurent dans l'identité suivante 

(0 

00 OO 

"S £ gîmlfo+fOir-CM-mtoo] 

m = —® n = 

m =—oc n = -

—^ (ij + »)[(£ + m)v + (1? + n)w] 

(f + m)[(£ + m)v + (>7 + n)w\ 

1) + n 

1 A c t a , t. 19. 
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seront convergentes, si v et iv sont des quantités complexes dont le rapport 
ne soit pas réel. 

La formule élémentaire 

JÜ- nlkoni a?(TU -{ 

M (o<»< i), 
k**—w 

permet de transformer les dites séries à double entrée en séries simples et 
à convergence rapide, en admettant toutefois que l'on peut, dans les séries 
doubles, intervertir l'ordre de sommation. Des considérations élémentaires 
que je me dispense de développer vérifient que cette dernière opération 
est légitime, et en remplaçant la formule (2) par la formule équivalente 

v = 2gt' 
V ' n + k I — c - 2 " " ' 
nous concluons 

S A + m ^ ^ 
2ri 

STSÍ+ — (»—í0r-T0M)(c + m) <n —fio"+I)o"')('! + ») 
• e v 

e " — i » « • e « — x 

(s í f- ¡ — lXen'Ti — I) 

Pour l'exactitude de cette relation les conditions o < £0 < 1, o < < 1 
sont encore nécessaires, mais les quantités ç et rj peuvent être quelconques. 

Cette relation (3) n'est qu'un cas très particulier d'une formule de 
transformation de la transcendante qui figure au premier membre et dont 
la théorie a été ébauchée par KUOXECKEIÎ. Avant d'avoir eu l'occasion 
d'étudier le mémoire du grand géomètre, nous avons établi la formule (3) 
d'une manière différente 1 que je me permets de reproduire ici. 

Soient vi , us deux quantités complexes dont le rapport ne soit pas 
réel, puis til et w2 deux quantités réelles contenues entre zéro et l'unité, 
enfin w3 , u\, a des quantités complexes quelconques, et considérons l'in-
tégrale 

/

gîiirtfuin + i/jrj) ¿x 

(gîm^x-w,) j^gîrti»,!-wj) l)x + a 

C 
1 R o z p r a v y č e s k é A k a d e m i e , IIo année, n° 23, p. 22 (1893). 
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prise le long d'une ligne fermée C ne passant par aucun des pôles de la 
fonction sous le signe somme. Ces pôles sont 

n + w. n + w. , , , \ 
x — — a , . 1 , (n = o. + i , + 2 , . . .) 

Vj Vt 

et on peut admettre qu'ils sont différents entre eux et simples, par con-
séquent. Une digression tout-à-fait simple permet de voir que l'on peut 
faire s'éloigner à l'infini la ligne C de la sorte que la fonction sous le 
signe somme devient infiniment petite le long de cette ligne-là, et que 
par conséquent, l'intégrale tend vers zéro. D'après le théorème de CAUCHY, 

la somme des résidus de la fonction intégrée tendra vers zéro et l'on a 
ainsi 

2iir» 2 >m « ——(»!+«>) « —("i+») V"* i e 1 i i e 2 

+ £ nf^. Wi + aVl + n — («,««-«l»l+™0 n^m W1 + aV* + 11 ~ («s»,—»,«,+ «»,) 
ev' — I e •» — I 

"t" (e-2»»(»i+<i«i) — iXe—""(«M-«"*) — i) 

où l'on a posé, pour abréger, s = ulvx + uJv1. 

Les lettres et ut n'entrent pas directement en cette relation, d'où 
il suit que s est une variable indépendante assujettie à la condition que 
le point s soit à l'intérieur du parallélogramme (o, w, , v1 + v 3 , vt). Faisant 
a = o, changeons w3 en — w3 et, dans la seconde série, n e n — n \ il vient 

». (®1+») «o (®1—lXw2+n)+2»lm 

e . I e (a) y L il + y 
x ' w . + n " t " tmn. -Ln iXOm.lfi e «i — i " e *» — I 

2m 

Or l'équation (3), si l'on y fait Ç0viq0w = s, s'écrira 

e " . 1 c + I 
e " — j b - ® e „ — j 

2îrie2l''r< 

(eïf«i _ 1 Xe2̂ »" — I) 
Auto, mathmatica. 30. Imprtm* le 22 mal 1906. 36 
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et elle devient identique avec l'équation (a), en faisant 

w, = Ç, M\ = vx=v, vt=w. 

J'introduirai maintenant les variables 

w s 
a> = - , - — u, 

V V 

en supposant que la partie imaginaire de a> soit positive; la quantité u est 
supposée telle que le point qui la représente soit à l'intérieur du parallélo-
gramme aux sommets ( 0 , 1 , 1 + 0 , 0 » ) . On aura, sous la forme définitive, 
la relation 

(3*) V ' I V L*• r¡ + n «»•«<(»+•)+*•"•_ 1 ^ $ + m 
e ® — 1 

m e'** 
2 sin 7¡k sin $7t 

Nous allons nous en servir dans les cas où £ et 37 sont réelles et contenues 
entre zéro et l'unité; sous cette hypothèse on pourra décomposer la seconde 
série qui figure au premier membre de (3*), 

J15TÍ+ —(l-«Xf+») i e a 

Ç+m 
e " — 1 

en séparant les termes m > o des termes m < o; en écrivant — m au lieu 
de m dans ces derniers, nous aurons les deux séries 

y 1 e " r A 1 e 
f + ™ Z?,™ — * - î ï - W o + n * ' 

m-o j — f l a m-l j — 6 <" 
Nous allons les remplacer par des séries à double entrée qui résultent en 
remplaçant la quantité 

in». _ . . (m±0rî7>n 
i — e " 

par la série géométrique, convergente dans les conditions admises, 

(m ± f)« T 
e • 
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Si, dans la seconde série ainsi obtenue, on met n au lieu de n + i, 
le résultat s'écrira 

* »!)!*+—(i-«xe+«o -e-«. i e • 

^ A I — ÎMJIRI— ̂ (M+FFXN+U) J U I ÎMJIRI-^(M-<TX»-«0 

in-0 n=0 m= 1 n = l 

C'est sous la forme suivante ainsi vérifiée que nous allons employer la 
formule (3*): 

w t rh 
e2uni0!+n) 

L^ r + n eî»»<fa+«)+»f«» — i fl«-— ® ' 

• . 2ït», » . . . « _ 2 rt, .., 
J —ImjiH (m+f)(s+u) I Inijm— — (m—£Xn—u) + 01 + 2 - 2 . e 

m-0 n = 0 * m=l 
t fl—f«» n» e 

2 sin ̂
-(cot^JT-f i). 

J'y pose 7 = — , en désignant par A la valeur absolue d'un discri-

minant fondamental négatif, je multiplie de part et d'autre par le signe 

de LEGENDRE ( — e t j'ajoute les résultats pour h — 1 , 2 , . . . , A — 1. 

Les sommations relatives à h dans les deux séries à double entrées 
s'effectuent directement au moyen des sommes de Œvuss 

et pour obtenir sous forme simple la somme engendrée par la première 
série qui est à simple entrée, j'effectue la substitution h + « A — m; on 
aura ainsi 



284 M. Lerch. 

et le résultat suivant 

2 Bin Ê7T \ h / A 

9m« m 

~ A V — ; H / T ^ T — - * ^ A ¿ ¿ T W j Ï T + f 1 5 
e 1 . 

. _ •A. v ^ / — A \ i -^ (» -ex» -« ) 

En faisant usage de la formule de LEBESGUE 

nous aurons donc la relation suivante 

(I) - 2 - ï c i ( - A ) 
w r v y s m f r 

lmtiiri 
,— V ^ / — A \ I c " — A \ I -^'(»+fx«+«) 

• « X v w ^ Tte 
m— — « • " g J j m^U fls] 

, • NT* ^T* / — A \ 1 -^(m-fX*-«) 
mal n =i 

dont nous allons tirer plusieurs conséquences. 
Je remplace A par A , , r par en introduisant un nouveau discri-

minant fondamental négatif — A a avec l'indice correspondant r,. Mais 
avant de commencer les calculs, nous devons transformer la première série 
qui figure au second membre. En l'écrivant d'abord 

3mn7rî 2mtiiri Sinon 
• . —7— • .— i 7— —2çm 

(=A\L + V f n A ^ l î — i Í 

on la transforme en des séries à double entrée, au moyen de l'identité 
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On aura ainsi au lieu de (I) 

2 m . 

Imwri . Smnatiri +îi»fm+— 

Imam . . . . 2mn®m — 2nfm+ - Ji 

- — (M+ÎX«+N) 

— — A ^ c o t f t r — i) 

• « . . . 2mu> 

- « r g S ^ ) ^ 

• • / A. % 

« i \ n / m + $ »1 = 0 flel 

Je pose maintenant £ = — , et après avoir multiplié les deux membres 
A i 

par le signe de LEGENDRE ( — 3 *ajo\xte les résultats pour 

h = i , 2 , A , — i . 

En effectuant la sommation dans les deux dernières séries au moyen 
de la substitution h + w A , = k, resp. — h + m A , = k, nous aurons la 
relation 

2mu>ri 2iB«ît» 

A,) 
m-1 n = l N ' 

Smiwftt 

ou en mettant A , ai et A , u au lieu de w et u, 

ai) i 

Atfo 

e * + e ¿i 

2 m 

2*uiri Ikum 

e A 'a + e 
A-jn 

2k 

w • / a \ j A % Qmnrri 

2m 

9nu}rt 2nufn 
e + e 

2/1 
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Ici on peut passer à la limite pour u = o, je pose ensuite A , = A , ; la 
formule se simplifie comme il suit 

, . . « a . . / lmnmni ïm««<\ 

? «<- A) - VS £ £ ( = ± ) i + e ' ^ ) 
x ' IRq 1 * - l x ' 

où nous avons mis ^ au lieu de ta. En grouppant les termes suivant 

les valeurs du produit m.n = k, la somme ^ ~ devient | S w = , 

si l'on convient de représenter par 0 l ( k ) la somme des diviseurs du nombre k. 
On aura alors, en faisant pour abréger ai = ix, la relation 

(ni) ci(~ A ( = ± ) ^ + r ^ ) , 

d'où pour ¡ ï = i la formule encore plus simple 

(HT) 0K- (=A) Mr?. 
L'importance pratique de cette relation n'est point considérable, puisque 
pour de grandes valeurs de A la convergence devient lente; mais cela ne 
veut pas dire qu'elle ne mérite pas d'intérêt. 

Eevenons sur la formule (II) en remettant les valeurs primitives ai 
et u des variables, à savoir 

^ ( - A J C ^ - A , ) 
i l 

7 m* «in —-— — 
e + e ^ 

m= 1 «-1 x ' x ' 

2m 

Snurt 3num îmmn — -
e Jj» + g ** . 

> 2n 

on peut effectuer l'une des deux sommations en faisant usage de la formule 
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Q(x) étant le polynôme dont il a été question dans le chapitre I I I ; il 
vient ainsi 

g-CK-AJCU-A,) 

(IV) 

îmturi 2mwri , imuiri 

«»=»1 N / 

»W7T» £HtW7it l SnCD/Tf i 
^ + Q , — A , ) 

I — e 
2m 

înUTrt Inuiri < Inïn -jnufti i »«w i 
+ e"** Q\e~** , — A , ) 
2n innJiTri y 

l — e 

où l'on peut prendre u = o. Posant par exemple A , = A J } a> = i, nous 
aurons 

> 2tt \ m / m I — e-im" ' «»=1 

Mais on parvient à des formules plus importantes, si l'on effectue les 
sommations au moyen des relations 

- A A - _ Q ( x , ~ A , ) 

n = l  v ' 

où loge est une constante numérique connue. Or 

7l°S¿r! = j l o g ^ . = - 2 a r c t g - ^ - , 

et on aura 

i ° B(z) i + A^ 

fl = 1 

y' A , g ( » . — A . ) 
A , ) 
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en faisant i log c — y. La formule (II) donne alors pour u — o, to = ix 

4* 

(V) m —1 ' 

~ — AJC7( A , ) 

. - A , ) 

I — e 

_ l * ' 

j 2/71TT > 

VÂ̂ zV̂  —aJ y — 2 arctg 
( nmn v 

où la constante y doit évidemment avoir la valeur 

c'est à dire 

r _ S 3 r c t g V A t S ( o , - A , ) 
r - 2 a r c t g r ( 0 > _ A i ) -

r = 
o pour A , > 4, 

— pour A , = 3, 

7c pour A , = 4. 

En spécialisant A , on aura autant de formules pour le calcul de 
Cl{—AJ que l'on voudra. Pour A , = 4 on a 

= z — z° Y=2Z, Z = I, 

de sorte que 

Y^jAr = > r — 2 arctg ^ ^ = tt — 2 arctg ^ = 2 arctg i 

et par conséquent, la formule (V) donne en changeant x en — , 
2 2? 

(V") ¿ C ! ( - A ) - t ( = A ) « d g . " 

x désignant une quantité positive arbitraire. 

mm 

I 
, mit 

m coa hyp — 
x 
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Si l'on fait A„ = 3, 011 aura Q(s) —s — ¿r', Y = 2 0 i , Z= 
sorte que 

Q(z) z — e* 
1 — s' ~ I - « " 

y — 2 a r c t g ^ ^ ^ = — — 2 arctg 2 z + 1 
2 arctg * \/3  

2 + a 

et la formule (Y) donne 

îmxir 4mxn 
— A \ I e 

m 
X — e A 

+2 Ç arct£ 
2<njr V3 2m ir 

2 + e »*" 

ou bien 

(V1) 

mxTr 
« , . , sin hvp . 

^ Cl(— A ) = fâ V ( — — ^ 
3r v \ îm J m . , Zmxn J 1 v ' sin hvn -sin hyp 

A 

A 
l + 2e 

Prenons encore A , = 8, où l'on a 

Q = 2 + 2S — ZS — Y=2(z'— I) , Z = g, 

et 
Q * + 

I — z8 I + s4 

H s'ensuit 
7mxjr 6mcir 

— A \ I e + e 2 r 

m Bmzir 

+2 ç »«fc 

i + e J 

\j2e 
mjr 

' ~4x 

i — e 
mit 

"îx 

Acta mathemalica. 30. Imprimé le 2a mal 1906. 37 
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ou bien, en changeant x en ^ , 

(V') 

, mx7t 
- / a \ 0 0 0 hyp —— 

, 2mïn 
coa hyp -

A 
V/2 

mrr mïr 
î7 „""te 

2. Revenons sur l'équation (4). En représentant par D une discri-

minant fondamental positif, posons-y rj = j j , multiplions de part et d'autre 

par ( ^ j et ajoutons les résultats pour A = 1 , 2 , . . . , D — 1. H vient 

Irnufri 

D JE (s) S + ̂  S S W e 
6 I 

Î S Î T Î W » -

2,n\ 
(m—f)(n—«) 

ê 6 

Séparons, dans la première somme, les termes à m positif, et faisons usage 
de l'identité 

2mujn Imjri, „ . — S m u m (o>+«) + 2cirt 

'¿mam , _ . 2mw7ri „ . ï —— +2f>n —— 
« B — I I e D 

cette transformation permettra de mettre la relation obtenue sous la forme 
suivante 

• . __ 2muiri 

Y \m ] m 
m = 1 _ V V ̂  _L_ „-v("+fx"+") , v V Î̂ L̂/̂ "'®"-"1 

(VI) ~ ¿A»/m + £ ^ \n)m — f 
V * "V m = 0 n = l x ' * m-1 B-l x ' * 

2mir» . 2mjri - . • —^(a> + ti)+2fm • ——(<u—u)— 
_ fy) V f \ 1 y /D\ 1 e J 

™ = 1 ! e D ">-» ! __ g D -2fni 



2 m' , , _ ® «i /T,. 3 ni , 
" »(m—f ) 
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(D un discriminant positif fondamental, oi ayant sa partie imaginaire po-
sitive, puis o < £ < i, et enfin u désignant une quantité de la forme 
a -\ -o 'w , où o < < r < i , o < < r ' < l ) . 

En passant à la limite pour u = o, cette équation devient 

«1=1 ' ' 

(vf) = è è (?) +Ê r (f ) dr 
m-0 n = l N ' ' s m=l n=l x ' 

_ ^ / m L ^ / a** \ 

m l \ i — e D I — e ^ / 

La première série à double entrée qui figure au second membre contient 
des termes qui pouï £ = o deviennent infinis; ce sont les termes o ù m = o 
et leur somme est 

" - 1 i — e " 

On peut passer à la limite pour £ = o dans les termes qui restent, et il 
ne s'agit que de la limite de la quantité (a). Nous savons que pour les 
discriminants positifs la fonction Q(x) a cette propriété que Q(i) = o, 
Q'(i) = o, et il s'ensuit que l'on aura 

lim. , 
f-0 I Ç 

A cause de la relation 

; è j ç (£)*» - o. 

cette quantité s'écrira 
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et notre conséquence de l'équation (VI0), relative au cas de £ = o, prend 
la forme 

1 x ' 1 m=ln=l ' ' 
2 marri 

i - e D 

Le premier membre a pour valeur la quantité Cl(D) log E(D), et au 
second membre la série à double entrée devient une série simple, si l'on 
effectue la sommation relative à m, en faisant usage de la série loga-
rithmique. Posant enfin m = ix, on aura la relation 

(VI') Cl[D) l o g E ( D ) = £ g - 2 ± ( £ ) log ( i - e ' ^ " ) 
A=1 X ' n-1 

t ° — i 

x désignant une quantité positive arbitraire. 

L'équation (VI0) fournit une formule plus commode pour le calcul 

numérique, si l'on y prend écrivant 2m-\-i~X, resp. 2m—i =>1, 

elle devient d'abord 

nnl n*l A 

3 ma m 

+2 V5 £ (£) i 6 ^ • 
m = l j + e d 

où A = i , 3 , 5 , 7 , . . . . En faisant usage de la formule 

le second membre se simplifie et on aura, en posant comme précédemment 
a> = ix, la formule cherchée 
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Gl{D)\ogE{D) = a £ (£)log^JL_l 
- i w i _ e T 

— 1 6 D — I 

Le mémoire présenté à l'Académie contient encore quelques applications de 
certains développements demiconvergents. Si je les supprime ici, c'est puis-
que j'ai en vue d'y revenir bientôt en leur ajoutant d'autres détails que 
j'ai dû supprimer dans le mémoire primitif. 

ERRATA T. 29. 

Page 344 et 345. Remplacer dans les symboles 

/ — A \ e t / — A \ 
Va«* + bxy + cr/V 6 \a , b , c) 

le numérateur — A Pa r — A i -

Page 403, formule (31), mettre le signe »moins» devant 
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