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ESSAIS SUR LE CALCUL DU NOMBRE DES CLASSES DE FORMES
QUADRATIQUES BINAIRES AUX COEFFICIENTS ENTIERS

PAR

M. LERCH
% FRIBOURG.

CHAPITRE III

Nous allons exposer les résultats de nature algébrique qui lient la
théorie de 1'équation bindme & la question qui nous occupe. Gauss, dans
la. septidme section des Disquisitiones, a montré I'existence de la décompo-

sition suivante
P — 1
z—1

4 =Y'+pZ?,

p étant premier, et ¥ et Z des polynémes aux coefficients entiers. Li-
JEUNE-DIRICHLET ' et JACOBI® ont généralisé les résultats de Gauss au cas
d’un discriminant fondamental positif, et ont découvert le role que jouent
les polynémes ¥ et Z dans la détermination du nombre des classes d'un
discriminant positif. CAucHY ® parait le premier avoir reconnu nettement
comment la décomposition de Gauss généralisée dépende du discriminant
(qui remplace alors le nombre p) supposé fondamental, positif ou négatif,

' Sur la maniére de résoudre U'équation t* — pu’® = 1 au moyen des fonctions circu-
laires, (Journal de Crelle, t. 17).

* Uber die Kreistheilung und ikre Anwendung auf die Zahlentheorie (Monatsberichte
der kon. preussischen Akademie der Wiss. zu Berlin, 1837).

® Oeuvres de Cauchy, I¢ série, vol. 5, p. 84.
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pair ou impair. Parmi les continuateurs de ces grands inventeurs nous
sont connus les travaux de J. Liovvitre,! O. Scuemurr,? de MM. ALex-
ANDER BERGER® et H. WEBER." Si l'on compare les résultats obtenus par
ces éminents géometres avec ce qu'on lira dans ce chapitre, on remarquera
qu'il n'y a pas grande chose qui nous soit personnelle; cette partie présente
en effet un caractére de compilation. Cependant certains détails que nous
croyons neufs et notre maniére d’exposition me paraissent mériter 1'at-
tention. D'ailleurs, nous aidant par les besoins de la théorie de Kro-
NECKER, nous avons retrouvé tout ce qui est exposé ici avant de connaitre
les mémoires originaux qui sont venus aprés le travail de DIRICHLET.

1. Soit D un discriminant fondamental, positif ou négatif, A sa
valeur absoluc et observons que l'expression suivante

() + )]

a pour valeur ['unité, si (-?—) =1, et s'annule dans tous les autres cas.

L'expression
4 weiy () +(5)]
(1) e, vy = (o—07)
‘Za_m'

est donc le produit des facteurs © —e ? qu'on obtient en premant pour
a tous les nombres de la suite 1,2,3,..., A—1 qui satisfont a la
condition

)

a
donc

A, D)= {zs—0e7),

! Journal de LiouviLLE, 2° série, t. 2; 1857.

* De multitudine formarum secundi gradus disquisitiones; Vratislaviae, 1363.

* Sur une application de la théorie des équations bindmes & la sommation de quelgues
séries (Nova Acta reg. Societatis scient. Upsaliensis, t. 13, 1886).

* Nachrichten der kén. Gesellschaft der Wiss. zu Gottingen, 1893.
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Représentons de l'autre c6té par b tous les entiers de la dite suite qui
satisfont a la condition

alors la fonction

4—1

([b) B(x’ D) — H (x—eav;i)i[_(, +

v=1

n'est autre chose que le produit

B, p)=11 (6—e?).

L’identité

4-1

=2 -ZE)+XZ()

v=1

prouve que le nombre des éléments @ est égal a celui des éléments b, et
la valeur commune de ces nombres est, en employant 1'écriture de Garss,

évidemment ; p(A).

Les polyndémes A(x) et B(x) sont donc du degré ;ga(A).

Les racines des équations A(x)=o0 et B(z) = o constituent la to-
talité des racines primitives d'ordre A de I'unité, et par conséquent, on aura

(2) A(x)B(x) = F(=),

F(x) désignant le polynoéme irréductible aux coefficients rationnels qui

2xi
s'annule pour z=e“. Jécrirai F(z, A) lorsqu’il faudra indiquer la
valeur de A. On sait que

®) v, a)=T1 (" =),

le produit se rapportant i tous les diviseurs d du nombre A et pu(d) dé-
signant les nombres de MoeBius. Par exemple

F(x, 15)——“%2:;:—1%;—:{%=x“—x’+x5-—x‘+x3—x+ I.
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Des définitions (1*) et (1") on tire I'équation formellement plus simple

(4) 4@) H (:v — BTT\) (7)

B(z) = ’

d’olt en prenant les dérivées logarithmiques,

4—1

A'(z)  B(z) _ D '
(5) A= B Zl <'> =
r—e
Posant, pour abréger,
A
P(z) = logB—E:—; )
I'équation (5) s'écrira
' J-1 D I
¥(z) =3 (7) Y
1 E—6 4

[ — &
d’olt
- ) py -
’ _ n—1 ol
O'(z) = wzx Z(v>e
p=1 =1
Or, D étant un discriminant fondamental, on a
4-1 vt
Z(2>e I = (l—))vﬁsgnl),
oy V4 14 ’

de sorto qu'en substituant, il vient

. — /D\ ,_
W(w)szDsgnDﬂZ:l(/T).v' h

ou bhien

. A@) B - - (D\ .
(6) A((z;-—B((:)) =—yDsgnDY <F)x , (=)< ).

=l
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Quant & la fonction @(x) elle-méme, l'intégration donne

(D(w)=logc—\/ﬁsgnl)z<§)%,
1

ol il faut encore déterminer la constante ¢. On a évidemment

i (D
log ¢ = log HeT(_')

et puisque
41 o pour D> o,

2;( )i l—%OI(D) pour D) <o,

on aura

2mi

e ® pour D= —3,
C= s D=
— 1 pour =—34,
1 dans d’autres cas.

Avee cette valeur de ¢, on a par conséquent la formule

_ L /D\ 2*
(7) logﬁE:;=logc—\/DsgnDz<—>x—. (Jz] < 1).

Quant 3 la fonetion F(z), il suffit de se rappeler la formule

4-1 vmt A—E)
F(z)= H <a:——e 4 >(
pour en tirer
2 g™ 41 vam
log F(z) = log ¢’ — (
ge—2 o2 Ye 2
En observant que l'on a ¢ = 1, puisque
Flo)=1,
et que la somme
4-1 2mv1n'

£ (80 -

207
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a pour valeur l'expression

ZI‘(AId) A,;m’
"
olt A, représente le plus grand commun diviseur des nombres m et A,

puis A’ signifie le quotient KA et ¢ parcourt tous les diviseurs du nombre

A,, on aura une série

log F(z) = z % z"
1

dont les coefficients sont des nombres rationnels, et en particulier les nu-
mérateurs ¢, sont des nombres entiers.

Si A est impair, il n'admet aucun diviseur carré et il s’ensuit que
p(A'0) = p(A")p(d), et la formule

At = el
fait voir que l'on a
Con = —ﬂ(AI)¢(AM)

Si, au contraire, A est pair, on aura r, = O pour m impair.
Des formules

log A(x) = _ [@(z) + log F(x)]

—logyi + Y (Cm —()vPsgn ) o

m=]

log B(z) = ; [— @(») + log F()]

- log\/g + i (c,,, + (71%)\/753gn1)>:7:
on tire
T (- ()amo)

A(z) = Jee™!

)

By = Lo PIE
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Cela étant, observons qu'une expression exponentielle
ea,z+a_z’+a,z’+..,

se développe en une série
r+azr+4ax’+azxt...

dont les coefficients a, s'expriment en fonction rationnelle des éléments
a,d,...,0, dont le rang ne dépasse pas celui de a,.

Les développements suivant les puissances de x des fonctions A(x)
et B(x) seront alors de la forme

A(x) = Je[1 + (a, + b, yD)x + (a, + b, yD)x* + .. ],

Bm=ﬁp+w—m@n+@—m@w+nm

les @, ainsi que les b, étant des nombres rationnels. Mais ces fonctions-la
étant des fonctions entiéres, les séries se réduiront a un nombre fini de

4 —
termes, et il s'ensuit que les coefficients dans les polyndmes _j_a:_) et B(z)/e
c

sont des nombres algébriques de la forme a 4 bD. Cela a lieu pour les
coefficients de A(z) et B(z) ellessmémes, si A >4, car alors on'a ¢=1.

Si A=4, ona D=—4, D =2i,c=—1, = +1, et les coeffi-
cients %)E_\/B’ (a +-byD) (/e seront alors + <2b—g\/5>, + (— 2b g\/ﬁ>
et il est clair que la forme a 4 b/D reste conservée.

La méme chose a lieu dans le cas de A =3, D= — A, puisque
o est ici aussi de la forme a 4 fBiy/D.

Done, dans tous les cas, les coefficients des polyndémes A(z) et B(x)
appartiennent au domaine de rationalité (1, yD). Mais ils sont des sommes

vt

de produits des nombres algébriques entiers tels que e 4 , et il faut qu’ils
soient eux-mémes des nombres algébriques entiers.
Deux nombres algébriques entiers de la forme

a+byD et a—byD

ont pour somme et pour différences 24 et 2b/D qui doivent aussi étre
Acta mathematica. 30. Imprimé le 10 mai 1906. 27
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entieres. Si D est impair, il faut donc que 2¢ = m et 20 = n soient des
entiers, et on aura la forme

ato,5="2t00

m et n étant deux entiers ordinaires.
En cas de D pair, on peut rendre (25/D)* = 40’D cntier en supposant

16b” entier, c’est a dire en prenant b =,m " étant un entier. Si celui-ci

est impair, on aura en faisant 2a = m

m+n\/é—1]) m—~n\/iD
a+b\/l) =——2——’ a——b\/D:___z___’

le produit de ces expressions devant étre un entier ordinaire

1
- <m’—n’—q>,
4 4

on a la congruence (n étant impair)

mi=2 (mod 4)
4
chose impossible pour un discriminant fondamental. Done toujours les
deux nombres 2a et 25 sont entiers.
Les coefficients des polyndmes 24(z) et 2B(z) c¢tant de la forme
m+n/D ol m et n sont des entiers ordinaires, on peut séparer les parties
contenant le radical /D et il vient

24(z) = ¥(x) + D Z{x),
2B(r) = Y(z) ¥ D Z{z).

Y et Z signifiant deux polynémes aux coefficients entiers. Le double signe
qui figure aux seconds membres devient déterminé, si l'on choisit le signe
du terme le plus élevé dans le polynéme Z(x). On convient de prendre
le coefficient de la puissance de z la plus élevée dans le polyndéme Z(z)
positif.
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Des équations (1°) et (1°) résulte que l'on a
4—1 avmi

A== ) B

v=1

4—1 vri 1

B == S~ G) + (F)]

ve1

d’on
SRR DN B Lea
A(z) 4 B(z) = 2x? —Z(T)edw? +...,
v=1
A B ) . 4—1 D 2:1171' ;-lp(d‘,—-l
(x)— B(x ——2<7>e 7 +

1
-y . FHN1 .
La derniére expression commengant par le terme en x’ dont le coeffi-
cient est

I'équation
A(z)— B(z) — + (DZ(a)
fait voir que le signe + est —. On a donc en définitif
g [2A(:c,D)= Y(x,D)—yDZ(z, D),
®) | 2B@, D)= Y(z, D) + yDZ(x, D).

Ties fonctions Y et Z sont de la forme

FHH-1 Fola)—2

+ a,z* + a,x + ...,

1
S ¥(d)—1
x 2

1
¥

Y(z)=
(9) @)

902

Z(z) = + b,z

remarquons que le coefficient a, est

4+ ...

41 . ]
DN
a=—Y (3)e 7,

y=1

c’est a dire quil est identique au coefficient de x>' dans la fonction

F(x, A).
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L/équation

s'écrira '
(10) Yz, D)— DZ%z, D)= 4F(x, A.
Cette identité caractérise complétement les fonctions Y et Z, si I'on ajoute

que leurs coefficients soient rationnels, celui de la plus haute puissance en
Z étant supposé positif.

Car si l'on avait une autre décomposition analogue
4F = Y1 —DZ3,

la fonction Y, — Z /D s'évanouirait pour certaines racines de l'une des
deux équations

Le plus grand commun diviseur des premiers membres
Yx - Zl \/B ' Y+27 \/5
serait un polynéme de la forme Y, —Z, D, Y, et Z, étant deux poly-

némes aux coefficients rationnels des degrés inférieurs a ~¢(A). Le po-

lynéme aux coefficients rationnels
(Yn _Za\/ﬁ)(yn + Zs'\”ﬁ) — Y;_DZZ

et du degré inférieur & ¢(A) s'annulant pour une racine primitive de
I'unité, la fonction F(z) devrait étre réductible, chose impossible. Donec
les polynémes Y et Z sont complétement définis par l'identité (10).

2. Les équations (8) donnent tout de suite

Aw)  B) _, g5 ) Y (@) = Y(2)2)
A(z)  B(z) °V Yi(z) — DZ¥z)

' Le procédé le plus rapide pour le calcul des coefficients des polynémes Y et Z
a été donoé par LeGENDRE (Mémoire sur la délermination des fonctions Y et Z etc., Meé-
moires de 1’acad., t. 11, 1830); il repose sur ce que les sommes de puissances sem-
blables des racines de A(z) = 0 et B(z) = O sont données immédiatement: les coeffi-
clients s'obtiennent a l’aide des formules de Newton.
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ou en faisant usage de (10),

Ax) By  —Z(2)Y'(2) — Y(2)Z'(2)
(17) A(»  Blz) — VD 27 (%) -

On parvient a une autre représentation du premier membre, si I'on emploie
le développement (6).
La série qui y figure

£

p=

peut se transformer en faisant u=p+4+ Av (0=1,2,...,A;v=0,1,2,
..., 00); on a
)= )
7 P
et par conséquent

S

Nous sommes ainsi amenés a introduire la fonction entidre

4—1
e 2 [— D
(12) Q(x) ; (p)x Q(z, D).
Nous aurons alors
(13) A=) B(z) \/B sgn D

A(z) B(z) x(z?—1) G

En comparant avec (11) nous aurons
4 _
(14) Q@)sgn D = 0" (2(2) Y(2) — ¥(2) Z'(0))

Représentons maintenant par A, tous les diviseurs du nombre A plus pe-
tits que A, y compris I'unité, et formons le produit’

O F,A)

! Remarquons qu'il faut prendre, p. ex.

Fle,1)=a—1, Fe,2)=a+ 1, Flz,q) =2+ 1, etc
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de tous les polynémes F(zx, A,) correspondants. Alors le quotient

zd —1
F(x)

aura pour valeur /TF(z, A,) et 'équation (14) s'écrira comme il suit
(14%)  Q(w)sgn D = 2[Z(5) ¥'(x) — ¥(2) Z'(2)] L F(z, A).

Etant connues les fonctions F(x) ot Q(x), on pourra caractériser les po-
lynémes Y et Z d'une maniére purement algébrique par une congruence
que nous allons établir.

%)

J'observe d'abord que pour les valeurs z=¢ < on v est premier
avec A, la quantité @Q*z) se réduit a I), de sorte que le polyndme
Q*(x) — D est divisible par F(z). Le quotient avant de méme les coeffi-
cients entiers, on aura la congruence

(15) Q*(x)= D [mod F(z)).

28

Cela étant, j'observe que pour z=¢“ on a
Q(I)=\/Eﬁ .Y(CG)—\/BZ(.’D)=O,
de sorte que la fonction entitre aux coefficients rationnels

 Y(#)— Qo) Z(z)

sannule pour z=e¢ 74 ; elle doit donc admettre le diviseur irréductible
F(z), d'olt la congruence

(16) Y(z) = Q()Z(z) [mod F(z)].

Pour prouver que cette congruence a deux inconnues algébriques ¥ et Z
n’admet qu'une seule solution dont les développements soient de la forme
(9), élevons au carré les deux membres et faisons usage de (15); on aura

Y?=DZ’ [mod F(z)].

La fonction entiére
Y*— D4t
F(z)
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étant, d’aprés (9), du degré zéro, elle est une constante qui n'est autre
chose que le nombre 4; on a donc

Y*—DZ*=4F,
identité dont on sait qu’elle est caractéristique pour les fonctions ¥ et Z.

3. Revenons sur I'équation (14*). Le produit qui y figure

NIF(x, A)

contient le facteur F(z, 1) =2 — 1, et le quotient que j'appelle G(z) ne
s’annule plus pour £ = 1. On aura

® 6le) = = vy
(b) Q(z)sgn D =~ n(z — 1)G(2)[Z(2) Y(z) — ¥(2) Z"(s)].

En différentiant et prenant x = 1, il vient

Q'(I)SgnD p— G(I)u’

2

en mettant pour un moment Y@ et Z® au lieu de Y“(1) et Z@(1).
L’équation (a) donne ensuite

G(1) = gy

et nous savons que F(1)=1 pour A composé, mais que F(1)= A pour
A premier ou puissance d’un nombre premier. Observant que AsgnD =D,

nous aurons donc
4—1
D zy -Y7Z
“Jo=D———.
pZ ( p )o 2F(1)

Dans le cas de D> o le premier membre s'évanouit et nous aurons
ZY'—YZ'=o.

Nous verrons plus tard que, pour I positif, les deux quantités ¥ (1) et
Z(1) sont différentes de zéro, de sorte qu'il vient

YOy Y
(17) TONPAOR (D > o).
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Soit en second lieu ) = — A un discriminant négatif; on a comme
on sait

[N

—1

(=8)——aa)

p=1
ensuite la relation

Y' 4 AZ*=4F, (x=1),
fait connaitre 1'une des deux quantités ¥ et Z.

Si le nombre A est composé et plus grand que huit on a F=1,
et par conséquent Z=o0. On a donc

(c) Z(1,—A)=o, Y(1,—A)=+2 (A composé > 8).
et il s’ensuit que
(d) —Y(1,—A)Z'(1, — A) = 20CIl(— A), (A composé > 8).

Cette équation se simplifiera plus tard, lorsque nous aurons déterminé le
signe de la quantité ¥(1). Dans le cas de A =8 on a

F(1) =2, Y(1)=o, Z(1) =1, Y'(1) = 4,
d'ol il suit

01(—8)=Z('—)4Y'(L)= L.

Pour A =4 on a de méme

F(1) =2, mais Z'(z)=o, Y'(x) = 2,

et 1l vient

Z()Y'(1) =42 Cl(—4q) = 2.

Si en second lien A est premier, on a F(1)= A et nous aurons, pour
z=1,
Y+ AZ* = 4A;

cela exige que Y admet le facteur A, de sorte qu'on aura ¥ = Ay;
il vient
2’ + Ay = 4,

de sorte que pour A >3, on aura y =0, Z = + 2.
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Par conséquent, ces formules

(¢) ¥(1,—A)=o, Z(1,—A)=+2, (A premier > 3)
donnent
d" Zi,—A)Y'(1,—A)=2ACl(—A).

Nous parviendrons plus tard 3 la détermination du signe de Z(1).

4. Quant aux propriétés des fonctions A(x) et B(x) remarquons
d'abord que les définitions donnent

2ami 2bmi

40)=(—1"[le?, BE) =—0""]]e"

D D
(cmrns o amis (B) =0 (B) 1),

d’ott l'on tire aisément, pour D >0, les résultats 4(o) = B(0o)=1, ou bien
(18%) Y (o) = 2, Z(o)=o0, pour D>o.

Dans le cas de discriminant négatif on trouve d'abord

2 1 2 2 I 2
xZe=;9(8)—C(—A4), A 20 =3¢(8) + Cl(—A);
on aura donc, pour A >4, D=—A:

4(0) = B(o) = (— ),
mais si A=3 ou 4 on aura respectivement 7=6 et 7= 4, de sorte qu'il
vient comme cela se voit d'ailleurs directement:
5

pour D= —3: A()=e *, Blo)=

[\

pour- D = — 4: A(0) = —i1, B(o) =1.

Il s’ensuit, en résumé, les formules suivantes:

Y(0o)=2(—1)"?  Zo)=o0 pour D=—A, A>y4,
(18%) ¢ ¥(0)=Z(0o) =1 pour D = — 3,
Yo)=o0 Z©)=1 pour D= —3.

Acta mathematicn. 30. Imprimé le 10 mai 1906. 28
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En observant que, pour A > 8 le nombre Cl(— A) est impair ou pair
selon que A est premier ou composé, ce dernier résultat peut s'énoncer
comme il suit:

— 2, pour A premier et pour A = 8§,
(189 Y (o) =
2, pour A composé > 8;
Z(0) = 0 pour A > 4; D=—A.

I
Dans la formule (1°) changeons z en > Dous aurons

A= (=) I ),

Dans le cas de I) positif, on a comme nous venons de le remarquer

2ami

2ari

1
5 ¢(4)
(—1)? I I ed =,
puis les quantités
2am 2mi(4—a)
T4 4

reconstituent, dans leur ensemble, les quantités e ¢ ; le second membre de
notre formule sera donc

ce qui donne
T’ *(A)A< )= A(z),

ce qui donne, pour un aiscriminant fondamental positif D, les relations
connues

oy o r(s, D)::Y(a:,D), m;““"’z(i,l))zzu,p).

Dans le cas d’un discriminant négatif ) =-— A ot A > 4, nous savons que

2ami
—v(d)
,_ 1)2 l Ie — (__ Cl( A)
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_ 2ami 2mid—a)
puis les quantités e ¢4 =e 4  reproduisent, dans leur ensemble, les
2bmi
quantités ¢ 4 | et on aura donc

1
x? ﬂd)A(i) _ (_ I)C’(_A)B(.’IJ),
d’ou 1l suit
1
2? #(4) Y(i) = (- 1) ¥ (i),
;“’(‘1) 1 CK—4)
. z(;) — — (— )" Z(z).
ou bien
FED (1
5 Y(;,—A) — Y@, —A),
(19%) L
7" Z(i,—A) — —eZm,—A), A>a4,
ol e=1, si A est un nombre composé supérieur a 8, et e =—1, si A

est un nombre premier ou si A = 8.

Dans les équations (19%) et (19®) je pose =14, en excluant les cas
particuliers D = —3,—4,—8.

Si le discriminant D = — A est négatif et composé, on a alors

é;o(A) = o (mod 4),

le discriminant étant fondamental, bien entendu.
Si, en second lieu, le discriminant D est positif et composé, on a,
en général,

~#(D)=o0 (mod 4)

deux exceptions étant A signaler. D’abord pour D = 4P, P étant premier,
naturellement de la forme 4% -+ 3, puis si D = p,p,, les deux nombres pre-
miers p, et p, ayant la forme 4%+ 3. Dans ces cas exceptionnels on a

;,a(D) =2 (mod 4).
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On a par conséquent les faits suivants a remarquer:

Si D est un discriminant fondamental positif qui n'est ni premier ni
le quadruple d'un nombre premier, ni le produit de deux nombres premiers
de la forme 4% 4 3, on aura

Y(—i, D)= YG,D), Z(—i,D)=ZG,D)

Les quantités Y (i) et Z(¢) seront donc réelles.
Dans les cas de D= 4p, D= p,p,(p=p, =p,= 3(mod4)) on a,
au contraire,

Y(—i)=—1Y@), Z(—i)=—2Z(),

d’ol il suit que les quantités Y (i) et Z(i) sont ou purement imaginaires
ou nulles, en partie.
Pour un discriminant négatif composé différent de — 4 et — 8, on a,
d’aprés (19°)
Y(—i)=Y(i),  Z(—19)=—2()

donc Y(¢) est réel et Z(i) purement imaginaire ou nul.
Passons aux discriminants premiers.
Si D> o est premier, on aura

D—1 D—

1
Yi—i=(—1) " Y6, Z—i=(=-1" Z0)
d’olt il suit que Y(i) et Z(4) seront réelles ou purement imaginaires selon
que D=1 (mod8) ou D=3 (mod8); les cas des valeurs égales a zéro
étant sous-entendus comme des valeurs réelles ou imaginaires.
Si le discriminant est négatif et premier — A, le nombre

Se(d)=3(a—1)

est impair, et les quantités Y (i) et Z(i) seront essentiellement complexes;
mais on trouve aisément

4+1

Y(i)=(1+(—l) ! i>M, Z(i)=(l—(—1) ! i>N,
M et N étant des entiers réels.
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5. Passons a la détermination des quantités Y (1) et Z(1) pour un
discriminant négatif; nous savons que, si A est composé et plus grand que
8, on a Z(1)=o0, Y(1)= + 2; il ne reste qu'a déterminer le signe de
cette derniére quantité qui est égale & 2A4(1). La définition (1°) donne

immédiatement
2any
S ()

2ant am

. . e .y . am
et si I'on remplace la quantité 1 —e ¢ par sa valeur — 2ie 4 sin -, nous

aurons

@ A1) = (— "5 T (25 ).

La quantité réelle et positive

H (2 sin %)

a

représente la valeur absolue de A(1) et sera, par conséquent, égale a un,
si A est composé. Il s’ensuit

1 Ll

i#ﬁ(d) ez 20.

A1) = (—i)
Or nous savons que (puisque ici 7= 2)

U yg=l! —Ton—

L 2a=lpa)—L0U—a),
done

1 .0 o i
370 TraiG oy

A(I)=(—z) ’

ou bien, ;—Cl(— A) étant un entier pour le discriminant composé,

1
5 Cl—2)

A()=(—1)

Supposons en second lieu A premier. Dans ce cas on a

. Z)=t2, A)=—Bz),
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La valeur absolue de la quantité A4(r) sera alors (A et la formule (a)
donne
A1)
(EYE

1 i,
;V(J) 3— «a .

= (— i) € y

cette quantité étant égale a —;iZ (1), on conclut

1 m
Pl —2a
Z(1) = 2(—1i)’ ed
ou bien
Lo Dpa-Z o
e 2

Z(1) = 2(—1)*

b

ce qui se simplifie comme il suit

CH—a)—1
Z(1)=2(—1) *
On a donc les résultats suivants:
) A
(20%) Z(I,—A):z(——l)ﬂu( ? ‘], Yi,—A)=o,

(A premier > 3),

1
(Zob) Y(l)_A)=2(_ l)’-a(_d)’ Z(l)_—A)=0’
(A composé > 8).

En substituant ces valeurs dans les formules (d) et (d') du n° 3, nous
aurons ces formes définitives des résultats y indiqués

%[Cl(—.])—l]

(21°) Y'(1)=(—1) ACI(— A); (A premier > 3),

1.
’—cl(— J)

(21°) Z'(1)=—(—1) Cl(— A); (A composé > 8).

En représentant par H le nombre impair Cl(— A) dans le cas de A
premier, nous aurons

1
=—1, (=1 H=1 (mod 4)
et par conséquent

(219 Y'(1)= — 1 (mod 4), (A premier > 3).
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Si A n’est aucune des valeurs exceptés, 3,4, 8, on aura toujours
F(—1)=1, ce qui donne des résultats plus simples pour la valeur par-
ticulitre £ = — 1. L’équation

Y(—1)+ AZY—1)=24
donne

Z(—1)=o, Y(—1)=%2=24(—1).

La formule immédiate

a=n=T1 {1 —c%)

donne d’abord

A(—1)=(— 1)%¢(A)e%ihn (2 cosaZﬂ);

la valeur absolune de cette quantité devant étre un, on conclut, en sub-
stituant la valeur connue de Xa,

e Toa-Ea-g
— 1) e g

A(—1) =

\

(— I)N)
N désignant le nombre des éléments @ plus grands que iA. Evidemment
A—la —A b
2N = :E: (I + ( " ))s
{3

v parcourant des nombres premiers avec A; il s'ensuit

- (5]
2N=_¢(8)+ Y (—VA) =)= (_,A)

4 v=1
v=[§]+l

ou d’aprés une formule connue,

e B

On a donc

(— ) = e~";"w(4)+f,—"[ ~(5))ec-a
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et la formule obtenue plus haut devient
(b) A(—1)=(— 1);_7(4)9?[1_(%)]0’(_4).

Si A est premier et plus grand que 3, on a 7= 2 et il vient
_ (.2_ )

A

Si A est composé et supérieur a 8, le nombre des classes est pair
et nous aurons

Al )= — (— 1y G

A(—n=1
une exception pourra se présenter pour les discriminants pairs, car alors

2
(—A—) =0, et la formule (b) donnera

1
7 Cl—4)

A(—1)=(—1) , (A pair > 8).

Or de la théorie de la repartition des classes en genres on sait que le
nombre g Cl(— A) pe sera impair que si le discriminant a la forme — 4m

ou — 8m, m étant un nombre premier. Dans le cas de A = 4m, le nombre
premier impair % est un discriminant positif, et la formule {(45) du cha-
pitre II donne

[i]
LCU—am) =Y (2);

a=1

m —

le second membre se compose de unités, positives ou négatives, et
par conséquent

%Cl(— 4m) = "—'4——' (mod 2),

pourvu que m soit premier. On vérifie aisément que

7= 2)

et le résultat obtenu plus haut devient

A(—1,—4gm)= (%), (m premier).
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Soit maintenant A =8m, les deux cas m=1 et m =3 (mod 4) sont
possibles et il faut les distinguer.
Pour m=1 (mod 4) la formule (47) du chap. II donne

[&~] 7]

SOU—8m) = Y (2)—

1

et par conséquent

(c) ;Cl(— 8m) = [g—l] + [;] — [3—;] (mod 2).

Dans le deuxiéme cas o m =3 (mod 4) la formule (42) du méme

chapitre donne
[

]
L ol(—8m) = [ Y (55)

T

d'ou il suit

@ Lou—8m) = [3—8@] — [g] (mod 2).

Aun moyen de ces résultats (c) et (d) on trouve le tableau suivant (m étant
toujours supposé premier) des congruences au module deux,

o, pour m =8k 41,

1, pour m = 8% + s,

1Cl(— 8m) =
2 1, pour m = 8k 43,

o, pour m = 8k 4 7,

ce qui se résume par l'équation

1
3 C(—8m)

(—1) = <%>, (m premier).

Nous avons par conséquent le résultat suivant:
Pour le discriminant fondamental négatif — A, différent de — 3,

— 4, —38, ont lieu des formules
Acta mathematioe. 30. Imprimé le 10 mai 1906. 29
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—(i—), A premier,

2 .
<E>’ A = 4m ou 3m, m premier,

1 , A composé, des autres formes.

6. Une question des plus intéressantes serait d’obtenir des relations
entre les fonctions ¥ et Z provenant des discriminants différents. Nous
allons montrer comment ces fonctions peuvent s'obtenir pour un discri-
minant produit, si on les connait pour les discriminants facteurs.

Soient & cet effet D, et D, deux discriminants fondamentaux premiers
entre eux, A, et A, leur valeurs absolues; le produit D, D, sera, lui aussi,
un discriminant fondamental et 1'on aura

ate, .0 = { (o2 1)

v=1

Le nombre a= A, + A, est premier avec A, A,, et on pourra donc
remplacer » par ay; il vient de la sorte

4 2avri 1— P“'?- D{::"tz
A(:r,J).D,)=i'](x_e' —->-[( )+( )]'

vl

L’'an des deux discriminants, p. ex. D, , sera toujours impair; on aura
’ P 1y .] ’

alors (Z%) _ (%:) = <%’:),

et l'expression

(2~ ) s ta) - )

sera égale a la suivante

() = (@& - (B5) = (%)
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ce qu'on peut mettre sous la forme suivante, symétrique en D, et D,,

1—sgnDd, 1—egn D,
'DID2 2 2
=(—1 =ce.
(Z2) = =)

A cause de l'identité

a
mm_—+E

la derniere expression de A(r, D D,) devient

4,4, i | vmi ;50171)1 yl‘TDzz
‘A(x:‘Dlpa):I‘il[(m—ed‘ +?‘12> [( )+( )]

v=1
Posons v=p4+pA, (p=1,2,...,A; p=0,1,2,..., A,—1), il vient
f
y d3—1 "prl 27 oyt
+—(a+;u.)
A, 0,0) =TT [T (=~ )
p=1 p=0

ol 'on a posé, pour abréger,

O )+ (2
Toun = € ,7> p+ .ﬂA1> p> p+ 1151)

Laissant p constant, effectuons la multiplication relative a4 p; la quantité
o+ pA, parcourt le systéme complet de restes pour le module A, et

nous aurons
2 2
. o1 AYZA DI Dz
omi i 3 [(2)(5) + ()5
./L‘ _e Al Az

A, D,D,) Irﬁ

Mettant la différence qui figure an facteur sous la forme

‘2p7ri+ ) 2pmi 2pr1, v
r—ed “=¢b <Ie 3 —cd">,

on obtient

g

; 2pr1 pI7.¢)
Az, DDy HH( —c%)

= (B)E) ()2
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o2)

a pour valeur ;Alg;(Al), puis je change p en A, —p; la quantité o’
change en ¢, ou
" o Dl Dg '2% E
=) () =2t (G

1 44 20mi 2vmi a”
A(x, D,D,) HH(meJ' -- "=>

p=1 val

J'observe que la somme
4

p=1

et nous aurons

Dans le deuxiéme membre, les facteurs ot (%) = 0 peuvent étre

supprimés; les autres peuvent étre rangés en deux groupes, celui des nombres
p=a et le groupe des nombres p = f; on désigne par a et 3 les nombres

de la suite 1,2,...; A;—1 qui satisfont aux conditions respectives
D, D, o<a< A
(23) (;):.—,bgnDl, <§>——-sgnD,, <O<ﬂ<A1>’

a ces nombres « et [ correspondent respectivement les valeurs suivantes
du symbole ¢”

D, D D, n

) +E) —2)+ ()

En posant o = «, le produit partiel correspondant

ﬁ (wet—? — e?vT:l) 5[(71) ' (_)]

v=1

n'est autre chose que la fonction
211!1'
A (xe 4 D2>;
il serait égal a

B (xe”T:r‘ , D,),
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si I'on prenait p=p. Cela permet d'écrire notre résultat sous la forme
suivante

\ Sari 2pmi
(23%) Az, D, D) =[] A.(:re &, 1),) 11 B(xe & 1),),
. Y .
ou les indices a et f sont définis par les conditions (23), & désignant l'unité

1—8gnD; 1—egn D,

(237 e=(—1) *

On trouve de la méme maniére

2ani

(23%) B(xz, D,D,) = H B(xe"_' , I)2> H A(:re%ri, D,).
a ;

Ces deux formules (23*) et (23%) résolvent le probléme proposé; on peut
s’en servir pour ramener tous les cas a celui des discriminants impairs.

Prenons D, = — A, D =-—4, — A étant un discriminant fonda-

mental négatif impair; ici e = — 1, sgn D, = — 1, et les conditions (23)
donnent & = 1, #=3. On aura

) IA(:B) 4A)=.A(i$,——A)B(——Z.1?,—— A),
(24 | B, 4A) = A(—iz, — A)Bliz, — A).

Soit ensnite D un discriminant fondamental positif impair, posons D, =D,
D, =—4; on ae=1, et les conditions (26)

k. R —4\ —
<T> == A >" '
donnent a = 3, 8= 1; nous aurons

(A(¢,—aD)= A(— iz, D)B(iz, D),

(25) | B, — 4D) = A(iz, D)B(—iz, D).

Soit maintenant, D, = D étant toujours positif impair, D, = 8; on a

€ =1, puis
@)= =
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d'ol @ =1,7 et =13, 5; en employant I'écriture

142
V2

J=
on a les relations
(26) {A(m, 8Dy = A(jz, D)A(j 'z, D)B(y*x, D)B(yx, D),
2
B(z,8D) = B(jr, D)B(j 'z, D)A()’x, DYA()x, D),
et puis, en prenant D, = — 8, on trouve

(27) {A(z,-—8D)=A(j";r.,D)A(j"’x,D)B(jx,D)B(f:v,D),
2
’ B(x,—8D) = B(j~'x, D)B(;*x, D)A(jz, D)A(x, D).

D
Si l'on fait D,=—A, D;=—38, ona e=—1,sgnD =—1, (f):n
(%) =—1; a=1,3; f=75,7; les résultats sont
(28) IA Ay= A(jx, —A)A(j’x, — A)B(j'x, — A)B(j*z, — A),
2

| Bz, 8A) = B(jz, — A)B(7z, — A)A(j "'z, — A)A(j~"x, — A),
enfin on trouve
(26%) A(x, —8A)=A(jx, —AYA('r,—A)B(j'x, —A)B(; 'z, —A)

et une expression analogue pour B(xr, — 84A).

Cette formule (26°) se trouve contenue dans (26) si l'on y écrit
D = — A; cette formule-la subsiste donc pour tous les discriminants im-
pairs D, positifs ou négatifs.

Nous verrons que la détermination du nombre des classes d'un discri-
minant positif exige le calcul du quotient B(1): 4(1). La formule (23%)
ramene le calcul de cette quantité a la détermination des quantités de

la forme .
A(e?z? , D,),

sans avoir besoin de l'expression explicite des polynémes Y(r, D D)) et
Z(z, D,D,); le calcul des dites quantités est relativement facile. Mais on
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peut mettre le probléme qui nous occupe en relation avec la théorie de
I’élimination.
Posons, pour abréger

A, =A@z, D), A, = A(z, D,), etc.,

et représentons par R(4,, 4,) le résultant des polyndmes A, et 4,. Cela
étant, supposons D, >o0, D,>o0, de sorte que les conditions (23) de-

viennent
<D1 I (D‘ I .
a > ’ 16 ) !

les quantités e sont racines de l'équation 4,(z)=o0, les e celles de
B (z)=o0; or on a

R(4,, 4,) = HA(J‘Z?, J))

2,?_1.-1‘
R(B,, B,)) = HB(e 4 1),),
A

et 1'équation (23*) permet de conclure

(29n) A(I, D1D2):R(A1’ ‘4?)R(Bl) B))

On trouverait de méme

(20" B(1, D,D,) = R(4,, B)R(4,, B),

et les mémes formules s’obtiendraient en supposant D, =—A , D,=—A,.

Ces formules, intéressantes en théorie, ne contribuent rien a simplifier
la pratique.

7. Reprenons I'équation (7) pour D positif, en supprimant le terme
nul loge:

B(z) - - /D 2*
En passant a la limite pour z = 1, le second membre devient

VD 2':: (2) L' ¢l(D)log E(D);

rre
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donc nous aurons la formule connue

— log B
(30) CUD)log B(D) = log 2,
ou bien
(30%) C1(D)log E(D) — log LD + VDA, D).

Y(1,D)— D%, D)

Ce résultat raméne le calcul du nombre des classes 2 la détermination de
I'exposant H dans 1'équation

Y+\JyDZ ('1‘+ U\/B‘)” Y=Y(1, D) et\
Y—-ypz \ 2z /' \Z=zu,D) )

c’est donc un résultat d’une trés haute importance théorique; car il n’y
reste aucune trace de l'origine transcendante qui la fait naitre, tous les
nombres qui y figurent pouvant s'obtenir par des procédés purement algé-
briques.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme connu que le nombre
des classes, aussi pour les discriminants fondamentaux positifs, est impair,
si le discriminant est un nombre premier, et qu’il est pair, si le discri-
minant est un nombre composé plus grand que 8.

Si le discriminant est un nombre premier, on a F(1)= D, et puis
Y* —DZ" = 4D, en posant pour abréger, Y = ¥ (1), Z = Z(1). On voit
que Y est nécessairement divisible par D, et en faisant ¥ = Dz, Z =y,
il vient 1'équation

y'— Dz' = —4;

ces nombres y et z ne satisfont pas a 1'équation de Fenmat, d'od il suit

que le quotient . _
lv| +1z]yD ., T+ UyYD
log > : log 2

n'est pas un entier. Or on a

Y+ 2yD| | ¥+ 2yD|,
Cl D 100'_E D == 2 10 'L’—.__T:_—— = 2 IOQ S
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d’olt il suit que Y et Z sont du méme signe et que

Loup) =1og I1“”‘/—ll T+U‘/_

le second membre n’étant pas entier, il faut que CI(.D) soit impair.
Si au contraire D est composé et plus grand que 8, on a F(1)=1

et par conséquent
Y?—DZ'=4,

d’ob il suit que le quotient

log

Y + Z\yD
——2\/——|:logE(D) =p
est un entier; par conséquent le nombre des classes

Cl(D) = 2log

+Z‘/D| log E(D) = 2p1

sera pair.
Pour D =28 on trouve aisément que le nombre des classes est égal a un.

8. Dans I'équation (7) pour D =D, qui s'écrit

Y,(2) + VD, 4,(2)
VD, sgn D, ,;; ( ) = log Y () — VD Z(2) + loge,

ou l'on emploie la notation

Y($)=Y(x:D1)) Z‘(:'U)=.Z(£B,Dl),

1
posons
s
ze % au lieu de z,

A, désignant la valeur absolue d'un discriminant fondamental D,; mul-

tiplions les deux membres de 1'équation ainsi obtenue par <&> et ajoutons

h
les résultats pour h=1,2,3,..., A, —1; il vient

2hmi

(31) VD, yD,sgn D, z< >?‘;=z<%>10g Y, <ze;>+ VD, Z, (a:ei) '
T Sy () i e )

Acta mathematics. 30. Tmprimé le 11 mai 1906, 30
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Cette formule donnerait i peine quelque chose d'utile, si le produit D, D,
était négatif, 3 cause de l'indétermination du logarithme; mais si ce pro-
duit-]d est positif, le premier membre est réel en méme temps que & et
on pourra se borner aux valeurs réelles des logarithmes qui figurent au
second membre.
Le produit \/D,/D,sgn D, étant positif toutes les fois que D, D, le
soit, le premier membre aura, pour z = 1, la valeur
Cl(D,D,)log E(D,D,)
et il s’ensuit:
2hmiN 2hmy
41 &) 3
(31)  CUD,D,)log E(D,D,) = Z (%) log it (eﬂhm) + VD4 <61nm'>
v, (o %) =5z, (%)

(D, et D, étant deux discriminants fondamentaux du méme signe, A, =|D,|,
A, =|D,|, puis Y (z) et Z (z) désignant les quantités ¥ (z, D) et Z(x, D)).

1
On pourra rendre a la moitié le nombre des termes du second membre,

2n 4341

si I'on observe que la quantité e%“ ™" est I'inverse de e de sorte qu’en
employant les relations (19*) ou (19%), la quantité

v.(%) + ypiz e *)
Bt Bt
Yl (6 4’)_\/lT|Z1(e A,)
en y faisant k= A, —k, devient
7.(s%) 4 sgu 0, yB2,( %)

L i
7,(¢ ) an DB, (e %)

9. Considérons 1'équation

41 e
— A r 21VA
® Y (F8)—m= =" - a)
k=1 I —e 4
conséquence immédiate de la formule
4-1 -
—A kr _ 4VA
g( A cot = — 4B 01— )

qui a lieu pour tous les discriminants négatifs.



Calcul du nombre des classes de formes quadratiques binaires 4 coefficients entiers. 235
La fonction entitre irréductible F(z) pouvant s’écrire

s um(5)

I (e—%)".

pel

on aura
4
4w (5)
=1 (—¢)",

p=1

et aussi, pour un entier # premier avec A,

Foy=T1 (s _ea‘h%”",)(ﬁ.

p=1
On tire ensuite de (a)
4-1 e
X (58 -t G

I—e
Il s’ensuit que la fonction entiére

[ﬁ(l —xp)(?) 42_:1 (_—;A_) 1 _i z/':l + 4{? F(1)’Cl(— A)?

p=1 p=1

s'évanouit toutes les fois que z devient racine de 1'équation irréductible
F(z) =o0. On a donc la congruence

(32) T —a®) (i (=2); _)

=48 F1, A CU—A) (mod Fiz, A)).

Ce résultat est susceptible d’une forme plus simple, si le discriminant — A
est fondamental. Dans ce cas on a en effet, pour le méme module, la
congruence

et 1l vient

];I(I _ (7 ‘; (:/)A) =+ 2F(1)Cl— A)Q(z, — A).
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2mi
Pour déterminer le signe, posons £ = e4 , ce qui change la congruence en
égalité; le premier membre ayant alors pour valeur I'expression

F(1) YA gy a)
qui est égale a la suivante
, ari
- F(r)Cl(— A)Q(e 4 ),

il faudra prendre le signe supérieur et par conséquent

(33) ﬁ(l —¢”>(%2)§<:,,A) " —‘—a:P

p=1 p=1

2F(1, A)CU— A)Q(z, — A) (mod F(z, &),

Il

— A étant un discriminant fondamental.
I y a un résultat analogue pour des discriminants fondamentaux
positifs. Soit en effet, pour abréger 1'écriture,

Cl(D)= K.
on a la formule
(T+ Us/ﬁ)x_!i(_‘)=_'i'>

2 ) A F()’

puis
o D
B(1)=H(1—e”), (?)=——1

b

Posant done

o<bg D
G(x) = IbI(l — %), <(157)> _ 1)'

on aura en vertu de la relation
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la congruence suivante:

K s
(34) [T Ei,((;) (mod F(z)).

10. L'équation suivante qui résulte de (5) et (11)

4-1
—A I . —Z(2)Y'(2) — Y(2)Z'(2)
(35) ; ( v ) Zva = Z\/A ? ZF(Z)
r— e

permet d’établir plusieurs formules dans lesquelles intervient le nombre
des classes d'un discriminant négatif fondamental; on les obtient en posant

\/3

r=1,—1, +1,

; pour ces valeurs de z la transformation du

premier membre n'a aucune difficulté, je me borne donc a signaler le résultat.

2rmi

En prenant 2 =e¢ * , le premier membre devient
2rri A—1

ge—T z <_vA) cot (i—gz,

v=1

ce qui donne l'équation

o) AT B (=) (2 e

rmi
ot z=¢e* , et — A désignant un discriminant fondamental. TLe cas de

=0 ou bien £ =1 a été établi au n° et ie me borne donc aux autres
) ]

r 1 N .
cas. Pour =z 0U2z=—1Ion est conduit & la fonction

v I VT
cot (Z—5>n——tg—A-
pour laquelle on trouve la formule suivante
4-1 —_
— A\ P _avA( (2 —
(36) ;( . )tg -4 <1 2<A>>Gl( A)

qui a lieu pour fows les discriminants impairs et’aussi pour des discrimi-
nants pairs fondamentaux.
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Il s’ensuit

2
1 —2|-—
Z(— Y (—nN—Y(—DZ(—1) (A) .

or, comme nous avons vu plus haut, on a a l'exception des cas peu in-
téressants A = 3, 4, 8, les formules

F(—r1)=1, Z(—1)=o0, Y(—1)=+2,

ce qui permet d'écrire

(37) Z'(—1, —A)= e(l - z(i-))Cl(— A),

ol &= —g Y(—1,— A) est 'unité positive ou négative qui se trouve

déterminée par les formules (22).

Il peut présenter quelque intérét de posséder la valeur de la somme
qui figure au premier membre de la formule (36) aussi dans le cas ol
— A est un discriminant pair, pas nécessairement fondamental. On y
répond par les deux formules aisées a obtenir

4-1

669 X (GA)hr= A 4‘/A Cli— &), (A=+4 (mod16)),

4-—1 4 -
— A h iy | 4 IA _
(36") Z (—h—) g =(—1' NAoa), (A=o meds))
On a ensuite pour les discriminants fondamentaux
4-~1

69 E(58)wt(a—)r=— (1 45(5)) 2 oa)

h=1

ot r =1 ou r = 2, puis, pour les discriminants fondamentaux impairs
4—1

@ £ )= (2) B ea

ot r=1 ou r = 3. Pour les discriminants fondamentaux pairs le premier
membre est nul.
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11. En désignant par ¢(n, m) le nombre des solutions de la congruence

quadratique
z* =mn (mod m),

je suppose que le module m soit la valeur absolue d'un discriminant fonda-
mental, dont les facteurs premiers impairs p sont pris avec un signe dé-
terminé, tel que l'on ait toujours p =1 (mod 4), de sorte qu’ils auront la
forme des discriminants.

Une discussion bien connue donne les résultats suivants:

1. m impair, n quelconque; m = + Ilp,

g, m =TI (1 +(2)).

r

II. m pair, n impair.

1. m=+4llp, ¢{n,m) =<I + (_74>>H<1 + (5})
e st g~ () Q)TN+ )

L m pair
~plan, m) = H(I + (5))

p parcourant les facteurs premiers impairs de m.

Ces résultats se résument d'une manitre plus simple comme il suit,
en introduisant une sommation relative & tous les diviseurs d positifs ou
négatifs du nombre m qui ont la forme d'un discriminant fondamental, en
prenant parmi eux aussi la valeur d = 1, et les deux diviseurs 8% et — 8%,
lorsqu'ils sont possibles, devant étre considérés comme différents. Sous
ces conventions, on a:

(A) pom, =Y (5),

m:d
si un au moins des deux entiers m et m est impair, puis

®) Solm,m =Y (),

m:d

si m est pair.



240 M. Lerch.
Ces préliminaires posés, il sera aisé d’'évaluer les sommes telles que

m—1

2 (w)

ou f(z) signifie une fonction admettant la période 1.
Supposons d'abord que m soit impair, on aura, grice a la périodicité

de f(2) .
f<k_> = f(%) , si k*=mn (mod m),

m

et la quantité 1 ( ) figure exactement au nombre de ¢(n, m) de fois dans

m
la suite Zf (f?j) On a donc

m—1 a m—1

Y 1(m) = X 260 mr ()

en employant la formule (A), cette quantité s’exprime sous la forme
- = ‘d n
R ACUOESWNHYE]

Par conséquent, on a le théoréme

© SiE) =TT )

(m étant un produit de nombres premiers impairs différents, puis
flo + 1) = f(=)

et d parcourant tous les diviseurs de m pris avec le signe convenable pour
que d=1 (mod 4)).
Si m est pair (divisible par 4 et non plus par 16), on aura de méme

m—1 m—1
i n
Y ()= v, mr(z),
ta0 n=0
ol l'on avait admis aussi la valeur k==0, sans quoi on serait obligé de
supprimer aussi le terme k = ;ﬁ; mais la formule qui donne ¢/(n,m) varie

avec la parité de =, puis on a ¢(n,m)=o0 pour n=2 (mod 4), et on
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peut se borner aux valeurs impaires de n et a celles qui sont des multiples
de 4. Puisque

dn, m) = Z (g) pour 7 impair,

d

et
¢n,m)= 22 (g) pour 7z pair,

nous aurons
1

I LGRS 6 w1 R s N

ot il faut prendre (é) =1, puis A=1,3,5,...,A<m. (m estla valeur

absolue d'un discriminant fondamental pair, d parcourt les diviseurs de m,
positifs ol négatifs, qui ont la forme de discriminant, et aussi la valeur
d=1; flz + 1) = f(x).)

Comme application, prenons f(z)= R(rx), ou le symbole R(zs) a la
méme signification que plus hant 2 — E(2), et » signifie un entier. En
supposant l'entier positif m premier avec #, puis impair et sans diviseurs
carrés, la formule (C) sera applicable et donnera

To() =TT ()

14

Gréice a 1'hypothése que r et m soient premiers enire eux, on peut écrire

m—1 m—1

2 ()26 = C) Z GG

y= Ve

et la dernifre quantité sera identique avec la suivante

(Ba

St d est un discriminant positif, la derniére somme est nulle, elle se
réduit a

m m

OO =-0%

pue=l p=1

m—1

m— I
_%: . —» bpour d=1,
1

Aele mathsmatica. 30. Imprimé le 11 mai 1908, 31
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puis a

—(“Ta):—doz(—a), si d——o

est un discriminant négatif. Il vient par conséquent

5 (‘T‘*) 2 oU— )

(m étant un produit de nombres premiers impairs différents, et ¢ parcourant
tous les diviseurs positifs de m qui ont la forme 4k 4 3; r signifie un
entier premier avec m).

m—1

(40) Z} m(’_;) _m—

v=

Le symbole 7; a naturellement la méme signification pour la discri-
minant — ¢ que 7 avait pour le discriminant A.

Si en particulier le nombre m est le produit de nombres premiers
(positifs) de la forme 4%+ 1, on aura

zm(n) m—I.

Cette formule (40) permet d’'évaluer les sommes

m—1

ZE(W)

vl

d’'une maniére assez commode; si en particulier ;m = A est un nombre
premier de la forme 4% 4 3, on aura

Y E() =Y E A5+ (=),

et on pourra faire usage d'un raisonnement habituel depuis EISENSTEIN,
pour transformer le premier membre. Des résultats de cette espece pour-
ront cependant i peine avoir quelque importance.

Passons au cas de m pair qui donne

—m—l

T =TT +2 T ()
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Les restes des entiers rA suivant le module m reproduisant I'ensemble des
A, on a comme plus haut

o TERED-OEEON-(TOL

!

r devant toujours rester premier avec m. On a aussi

l— m—1 —-m—1 — m—1

o % ERE) =0T EE =63 @

vl 1

1 1

Si d est un discriminant positif, les expressions (a) et (b) s'évanouiront,

et il ne reste que les cas ol d=1 et ol d = -—¢ est un discriminant
négatif.
Posons
1
Zm—l

L s-LE)

Vel

la somme S’ ne peut différer de zéro que lorsque J est impair, on trouve
aisément comme plus haut

1
= m—1
‘m

g =Y (S)p=—"Zcu—o),

et il ne reste que la somme S. Si ¢ est pair, elle est identique avec la
suivante

dont la valeur est

et il faut étudier le seul cas, ot J est impair. Je pose

A=p + 20, <p=1,3,...,26——1;p=o,1,...,2%—1),
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nous aurons

=1

20

=X () S et+w-5 T (G)+4% ()

pe=0 p <23 p <29 P

ol l'on a désigné par 4 un entier indépendant de p et dont la valeur
est inutile a signaler, puisque

Z(j>=0 (p=1,3,5,...,20—1).

p p

La somme suivante qui seule reste & obtenir
— 6
- 55
s\ P

contient des termes ou p=1,3,...,0—2, puis les termes o = 4 o,
6=2,4,6,...,0—1, de sorte que

5+ D)o

et en observant que la quantité

2P+ Z ()

se compose des mémes termes que la suivante
s—1

Y (5 p=—slcu—o)

1

il vient:
S, = —a§01(—o“) +oY

e

ce qui donne pour la somme considérée

s=mZ[(3)—1]cu—a,

ou bien
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lorsque J est impair; cette formule reproduit celle qu'on a établie pour &
pair et est donc générale.
Cela étant, les formules qu'on vient de prouver

o pour d>1,
X (o) - N
—(_Ta)(l —((—2))%67(—3) pour d=—g,

( O pour d>1 ou pour 4 pair,

Z;{l (j)ﬂi(4ru) _ 2(?— 1) pour d =1,
v

y= 1

—d\ 2 o . .
| — (T) ;Cl(— 0) pour d = —¢ et impair

permettent de conclure

m—1

(%) —im— =T (F)(:— ()2 ou—a
¥ (e

ol ¢ parcourt tous les diviseurs de m qui rendent — ¢ un discriminant
fondamental, tandis que ¢’ ne parcourt que des diviseurs impairs. On
peut écrire d'une maniére plus simple

@) Za() =im— =T (=) +()]s oo

(m étant la valeur absolue d'un discriminant fondamental pair, 7 un entier
premier avec m, et ¢ parcourant tous les diviseurs de m qui rendent — ¢
un discriminant fondamental).

Nous avons établi la formule (40), avec d’autres analogues, d'une
autre maniére et sous .des hypothéses plus générales, dans un mémoire qui
a paru dans les écrits de l'académie de Prague.’ Ainsi, en supposant dans

' O souttu celych v lomené arithmetické posloupnosti druhého stupmé, etc.,(Rozpravy
ceaské Akademie, VII® année, n° 7; 1898). V. aussi Annali di Matematica, 3°
gérie, t. 11.
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la formule (40) m impair et d’ailleurs quelconque, il faudra introduire le

plus grand diviseur carré ¢* de m; le premier terme au second membre

m — m—1
sera alors 1

au lieu de

Le deuxiéme exemple que je veux traiter de la formule (C) consiste

a prendre f(z)=sgn.R*rz). En me bornant au cas de m impair, jaurai
d’abord

Lo (3) = L L () n(2),
Les sommes
m—1 d m—1

> () ® (@) = ()X 6) w2 ()

1

sont nulles pour d> 1, puis on a

1
I pour ¥ < Em,

wr(2)-

I
— 1 pour v >_m,
donc pour d=—¢

l(m—-l) m—1

£ ()

;—(m+1)

m—1

> (e m() - ()

en prenant, dans la seconde somme, » = m—y, il vient comme valeur du
deuxiéme membre

255 (%o)

-1, , 6—1

. 1 .
faisant m = 0’4, on aura -(m—1)= et par conséquent,
! 2

notre quantité sera
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et il vient
(42) gsgn. R (g) =2 ;(2 — (g))(-—T&) ;23- Cl(— o)

(m étant le produit de nombres premiers impairs différents, » premier avec
¢ parcourant les diviseurs positifs de m qui ont la forme 4% + 3).
Les formules qu'on vient d’établir peuvent étre considérées comme
des analogies arithmétiques des sommes de Gauss. Nous en allons donner
une analogie algébrique, en prenant, dans la formule (C), pour f(z) la fone-
tion cotzz; des termes infinis ne se présenteront pas, puisque la congruence
vy*=o0 (mod m) exige y=o0 (modm). On aura d’abord

Zcot— Z§< )cotg,

d parcourant les diviseurs de m, affectés des signes convenables.
Pour d positif, la somme partielle
m—1
Z (é) cot =
14 m

val

est identiquement nulle, et il ne reste & considérer que des valeurs né-

gatives d = — 4. La somme 3 laquelle nous sommes ainsi amenés
m-1
z (_—a) cotZ = 8,
— y m
se transforme en faisant v=p 4 du, (0 =1,2,3,...,0 —1; p=0,1,...,

m .
m — 1), ot m'=—. Il vient

Y (PG (E +5)

ou en faisant usage de la relation

p=1

zcot (1: + #)z—m cotm'zw,

p=0

azl ( )cot%‘,

WIS
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d’ol en substituant la valeur

il suit

et on a la formule cherchée

m—1

(43) Zcot—~=4mz _C o)

v |

(m désignant la valeur absolue d'un discriminant fondamental impair, et
d parcourant les diviseurs de m qui ont la forme 4% + 3).
Dans le cas de m pair (m =o0 (mod 4)), dans lu somme

m—1
kx

cot —

el m

. . . m
se trouve un terme infini, celui ot A =—. Nou sconvenons donc de prendre

7(z) = cotzzr pour z fractionnaire, mais [(z)=0 pour z entier. La
formule (1)) nous donnera alors

Z‘ t"_"_ZZ( )cot——+2z 7_‘ (M) o472,

ol l'astérisque indique la suppression du terme % = im qui est infini; on

peut écrire d’'une maniére plus commode

Yoot Y (oot + 2 22()

Pour d> 1. les sommes

m~—1
4qd vn d L 4y
z (T) COt; , 2 (4—u) cot _E

y=] vl

sont nulles, et il ne reste que des sommes o d = — ¢ est négatif.
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Counsidérons d’abord la quantité

S = 2. (_v‘w) cotg, (¢ impair);
en faisant v = p + 4du, m' =%, nous aurons
— m—1
5= 3 (S e +5)
= pe=0
ou bien
46—1
S=m ;( 3)001;48,
et en faisant usage de la valeur
43—1
4% 0ot %% — 2 J2B OU— 40
/;( P >cot43 2 /46 Cl(— 49),
§="c1 =ﬂ_i< —(3,))01—6
ol a0 =2 (2—(5) Jeu—a
La formule qu'on vient d’obtenir
m—1
(=24 ot =" 2 (> — (2))or—
(o) ; (T)cot”—l_‘/gta <2 (3>)Cl( 9)

simplifie la premitre partie de l'expression qui nous occupe, mais seule
ment pour des ¢ impairs. Si & est pair, on a identiquement
—1

BB ma-giaca

v=1 y=1

et ce résultat est d'accord avec le précédent, puisque le symbole de LE-

b))
Il reste encore les sommes

2 . .
GENDRE (5] est nul pour & pair.

lml
4

r-F Gt

elles sont nulles pour ¢ pair, et il s’agit donc du cas de J impair.
Acta mathematica. 80. Imprimé le 11 mai 1906, 32
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En y faisant v = p 4 dpu, %= m’, NOuUs aurons
J—l

, — '\ ,
S = Z(—P—) ’;cot(%+5—§> =m

p=1

1;—1

5 (=) et
14 0

p=1

ou bien

1
Iﬂ—l

(B Y (T eot®” = mv Lol

vl

Ces résultats (a) et () permettent d’écrire

m—1

i35G

k=1

d’),

I Tﬂ

ou ¢’ ne parcourt que des diviseurs impairs. En séparant, dans la pre-
~

micre partie, les diviseurs pairs ¢” des diviseurs impairs o
réduction, la formule suivante

on aura, apres

)

m—1

Y TeotEX — )} (m< (f}))oz(— M+ Y \/’%éol(—a")

k=1 rE

ce qu'on peut écrire d'une manidre plus simple

(44) ':Z—:'cot’:nlr= m Z [2 — G\) + <:-::>] ZCTJ,;(‘—/—SE)

(m étant la valeur absolue d'un discriminant fondamental pair, et & par-

courant les diviseurs de m tels que — ¢ soit un discriminant; dans la

. . . . m
somme au premier membre on supprime le terme infini k=?).

12. Soient p, ,p,, P,.... des nombres premiers impairs, différents
entre eux, et positifs, puis ¢,, &,, 5, ... des signes donnés par la formule
générale
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et considérons la quantité

(—Dn+ (ﬂ,—' (— D%+ (ﬁ)

(45" @, = <Esi> s )<i) i s

8

(= v+ (22)

(e_v_p,v) :
« e s 2 b}

dans laquelle «,, @,, ..., a, signifie un systéme donné d’entiers qui peuvent
étre remplacés par o ou par 1. Cette quantité @, est égale a un, si l'on
a en méme temps

(3) = (o (BB =(—n=, ., (B) =,

tandis qu'elle est nulle dans tout autre cas.
Cela étant, considérons le produit

Yy

4 2smi
pnmw~m>=II@_eQ]

al)a21"')av a=1

(45) 9(%

ou A=p p,...p, est évidemment la valeur absolue d’un discriminant
fondamental impair.
Soit N le nombre effectif des facteurs du produit §(z), on a évidemment

3 L (B (P (B
=Ng =1 oy (B &
v=Y o= 20 ()
£=1 e=1
r o~ (nSpi-- PP Ve P
= _ al+al+... PL P2t O/ APy * ay Faop+ -
g X aymttar Y (e nber) (Indes)
P1P2eee s=1
oll p,p,... signifient toutes les combinaisons véritables des enmtiers 1, 2,
3,...,¥, et @, 0,,... les combinaisons de ces nombres, autres que les

nombres po. Pour une combinaison fixe p, p,...0,0,..., posons

!

€0.€p -+ PoPpy-- .= D', Do Do, - = €, | D] = &

D’ étant un discriminant, on vérifie aisément que la somme

b

4'Q

y (retess) () = 3 (5)(9)

s=1 N
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est nulle; parmi les sommes dont se compose N la premiére seule étant
différente de zéro, il s'ensuit

=S E-F5 ()

ce qui n'est autre chose que

1

en employant 1'écriture habituelle de Gauss.
Prenons maintenant les logarithmes dans (45); il vient, en supposant
ol > 1,

2nsmi

® 4
10g9(a;|a)=Nloga:—Z : Zd),e 4.
n=1

nx”
s=1

Pour obtenir les coefficients de cette série, c'est a dire les quantités

p:) Mmsmi

-— 4
G, = 2"Zw,e ,

sl

sous une forme plus simple, observons que l'on a, en développant le produit
(45*), l'aggrégat suivant

G,=H, + gﬂx(a) + .E,,Ha(a'a a’)+ ...,

ou l'on a posé, pour abréger

puis, p. ex.

2nsmi

H(a) = (— 0 37 () (B 5

s=]

2nsmi

a4 . e 2
" &P, &P\ P Dy
Hu(ax) a2)=( I)'+a1§ (lp‘s p)kp s )8 4 ’
=1

etc. Dans les sommes dont se compose &,, il faut remplacer successive-
ment a par tous les nombres de la suite @, ,a,, ..., a, puis a,, a, par
toutes les combinaisons du second ordre a,a,, a,a,, ..., a,_,a, des mémes
nombres, et ainsi de suite.
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Nous allons évaluer la quantité
(—a)nteteti l (a8, 000y @) = 9,5
en posant pour abréger
€D &P, -0, = Dy, PP, D= A,
Bupr Puys--- D= ¢,

on aura
4 g, 2mm

-5 E)OF

=1

Cette expression s’évalue a l'aide de l'identité (2)

Y (£)r(m) = Tu(@) Z,f(ma),

m
m=1

ol d parcourt les diviseurs de ¢, et il vient

D= Z#(d) (%) Ai(%\e%

Wil

ol l'on a posé, pour abréger,

0=
a d *
Pour simplifier la somme intérieure, posons m=s+ kA, (s=1,2,...,A,;
k=o,1,...,Q,—1), elle devient
dy ,p\ memQim) pnm
a — z (_o)erQd ze Qs ’
gml 8 k=0

elle est donc nulle toutes les fois que Qﬁ = ' ne soit pas un entier, et il
d

ne reste qu'a considérer les termes ol 7' est entier, pour lesquels elle
est égale a

4y D\ mm
a=Q, 2 <—s—°) g4
o1

ou bien
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Pour obtenir le signe de LEGENDRE qui figure au sccond membre, ob-

@)@ =)

d’ou il suit, D, étant premier avec ¢,

@) -@)E)

servons que

Ensuite

)=

en substituant cette valeur, il vient
Do — Do Do Do _ Do>‘
(%) =) (@) ) = Gl

o= (3) % G

Les entiers d sont assujettis a la condition que les quotients

)
d)’

et par conséquent

nd
Q
entiers. En représentant par § le plus grand commun diviseur des deux
nombres 7 et ¢, on aura

n=n10’ Q:Qﬂ?) (nl’ Qx)'\’])

et g soient

et les quotients en question seront

md Q9
Q' d’
Le premier ne sera entier que si Qi = ¢ est un entier, et le second
1
s _ 9
d ¢

exige que § soit un multiple de 4.
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Le nombre & étant fixé, on fera parcourir & ¢ les diviseurs de &,

et on posera d = @,4, c’est & dire d = %3 . La valeur obtenue de la somme

a= (%) g <;D?“2) yD, prouve que (%) =9 (nQ)‘/D

(3)a=3()s v
3

Il faut encore évaluer le signe u(d

d= @0, Q=9

ou bien

Les équations

donnent tout de suite

p(d) = p(Q)u(d),  p(Q)=p(Q)x(8),

d’otx

et substituant, il vient

ou bien
D, —
8= (32)1(@u(®)p(8)yD;,
ce qui donne le résultat voulu

By, ) = (— 1)t n(Qu(8) (55) 0 (9) VD,

On peut remarquer encore que p(Q) = (—1)*, et il vient

Hya, a,...,0)=(— l)(an—1)+(m;—1)+...+(¢,'.—1)+vp(19)<§5>¢(0) D

# désignant le plus grand commun diviseur des nombres n et @.
Il s'agit encore d’exprimer la quantité /D, au moyen des racines

\/el.pl ) \/Enpz y st
On a évidemment

Ve, Py - &Py = Ve, Py Ve, p,(p )(p:>.
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puis
= — (B (Ps) (PiP2\(_Ps
Ve P, & D, &P, = Ve P Ve B, x/e,P.(z,—i)(;‘) : < ps') (1,11,’)
ou bien

VeP, . &Py &P = Ve, PiVe P Ve P, (&E’> <—’p—> (Ml)

Py 9 /

et d'une maniére générale

Paby- - m) <plp.---pﬁ) o (pip. - 'pn—i)
.pl P: p#

x \/El [ \/Ex P ¢Espa ft \/E/lp#'

\/El.px € Py Ellpl‘= (

Gréce & la loi de réciprocité, on a

() = Gt = GIG) (5

de sorte que le produit
(f_@ (P. psp',. -p,.) <pl psp.,. . pﬂ) o (P‘ - .p-,‘. p#—l)

(np. Py:-- Pv) (np, Py-- -p~> _ (np, Py - Vn—1Put1-. -Pv)
pl p#

s'écrira

et il vient

(—1)yH,(a,,a, ..., a,) = (— 1)~ (n:;

)\/el p (— 1)~ (%) Ve, v,

1

en posant

P{=A, P;=é, ete.,
b, D,
et & désignant le produit des nombres p,.,, P,4s,..., P, qui divisent le
nombre 7.
Si en particulier n est premier avec A, on aura l'expression plus
simple

(— I)'H,‘(al, Ay, ooy ) = fI {(_ )% (I"‘P;>\/5ppp}-

p=1 R
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Dans ce qui précéde on a supposé x> 0; pour obtenir la quantité

'hum
H= 3 (&)
le méme procédé donne d’abord
da 2nmmt
H, = ZF d)Ze “, A¢=%-
mml

et I'on aura
H, = p(A) = (—1Y,

si n est premier avec A; le cas plus général s’établit d'une maniére ana-
logue.
En posant pour abréger

1(nPp
@(ap) = ('—' I)ap— <;;—>\/€PPP)
I'équation
G,= H,+ gﬂl(a) + a}: Hya,,a) 4+ ...

§’eérira -
(—1)G, =1+ X d(a) + E ¢(a1)07 @)+ E% O(a,) O(ay) O(as)
+..- "
ou bien
(— 1)@ = (1 + O(a))(1 + @(a))(1 + P(ay))...(1 + @(a))

pourvu que, bien entendu, 7 soit premier avec A.

En substituant I'expression primitive de &,, on aura la relation
cherchée

P
—1  2nemi 1 —(— I)P VerPp
(46) 42:‘7’33 4 —1) H ) E,DPP’

2=1

ot A=pp,...p, P= pA—p, et l'expression @, est définie par (45%; le

nombre 7 est supposé positif et premier avec A.
Acta, mathematica. 30. Imprimé le 11 mal 1906, 33
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Le premier membre de cette équation n’est autre chose que la somme

Insmi
e,

dans laquelle I'indice sommatoire s satisfait aux conditions o <s< A;

(B = @)=, o ()=

1

et qui se compose donc de %gA(A) termes. Si en particulier on fait

a=a,=...=a,=0, les s seront les résidus quadratiques de A, pre-
miers avec A.

Je vais considérer maintenant la quantité (46) dans le cas o l'entier
n a un facteur commun avec A; soit n=mA", A = A’A", les deux
‘nombres m et A’ étant premiers entre eux. La somme

2nami
4

S

@,e

I
1=

-
fl
~

devient

&
L

2mari

- _A'
)

S

o,e

-
-

et on peut la transformer en faisant s = 4 kA’; il vient

t
1
RA

2mrm

4
7
§=2 > Buire

r=l 0

”
]

Cela étant, représentons par p,, p,,..., p, les facteurs de A’, et posons
pour abréger

2 )

H e,,p,, (——x)f’+(" ”)l[

On a, par définition,
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puis comme cela se voit aisément

-—}) -—p )

—t -
Wy g = Wy, Wy =, ,
d’out
—f —II

Oy = "-’r+m mr+l’A =0, W4y,

et notre somme prend la forme

Les deux entiers A’ et A" étant premiers entre eux, les nombres r 4 kA’
(k=o0,1,..., A”—1) parcourent un systéme complet de restes du mo-
dule A", et il vient

41 4
P - A”
Wy = Z w:' = %(,Trl'
k=0 s=1
Donc enfin
4 2mrmi
—— ¢(A’,) - 4
S = pr— ; o.e ,
ou en faisant usage de (46),
2ensmi v 1 — (—— l)ap (mA;> V’E_p—_
= __ e(A") Pe oer
(4 7) 21 m € - I)/ 2v—r 2 )
s= Pl ;

(A’splpg"'pr’ A”:p7+1"‘pv) A,A”=A’ A;=j_P
premier avec A’).

Les formules (46) et (47) prouvent que les sommes

; m positif ct

‘bu-n

Je

"M“

sont des quantités de la forme

I+ Wep I & Vo' 1 & Ve'p”
2 2 2 '

et il s'ensuit que les coefficients du polyndme

€

plpn . IL) = IDN + alx.V—l + a’xh'—-n + .

a,a,...aq
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sont des nombres algébriques entiers du domaine de rationalité

(Ve,p0r Veupas -5 Ve )

En appelant ¢ype de la fonction entiére

O(a: pl---p.>= ()
a ...a,
le systéme des signes
(—o0)n, (—1)=, ..., (—1)%,
il y aura 2" types distinctes.
Le produit de polyntmes

I 6,(2),
(@

étendu a tous les 2* types différents, donne I’équation irréductible d’ordre

2m

¢(A) a laquelle satisfait la quantité e . En effectuant le produit

II' 6,(z)

(@
étendu aux polyndémes dont les types satisfont a la condition
(— p)uretdS = 1 (types pairs),
on recoit l'expression de GAuss

Y(2) — JD Z(z) ’
2

D=c¢p ep,...c.p.

Il parait que cette formation des polynémes de GaAuss puisse donner
l’'occasion a des conclusions intéressantes.

13. Nous allons considérer un nombre quelconque (m) des discrimi-
nants fondamentaux premiers entre eux, soient D,, D,, ..., D,, dont les
valeurs absolues respectives soient désignées par A, , A,, ..., A,. FPosons
pour abréger D= D,D,...D,, A =|D|, puis formons tous les produits

possibles
-Drl'Drn""Df-:'D,) AI=I‘D’I’
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Y,y 73, ..., 7, désignant une combinaison quelconque des indices 1,2,...,m.
En désignant par 7,,,...7, la combinaison complémentaire, le produit
@=A,,... A,

sera tel que |D'Q'|= A'¢ = A; les produits D' sont évidemment des
discriminants fondamentaux; je conviens d'écrire

F(D)=20UD), si I’ est négatif, et
F(D')=o, si D' est positif.
En introduisant encore le symbole

o o-TI(- )

q

o le produit se rattache & tous les diviseurs premiers différents ¢ du
nombre €', et en convenant d’écrire

D, 1)=

j'aurai la formule suivante qui sera démontrée tout a 1’heure
(48) P(8)—1 T*s = (I, ) FD);

dans le premier membre le symbole ¥ *s signifie l]a somme de ceux des
nombres s=1, 2,3, ..., A qui satisfont & des conditions simultanées

()= ()= = ()

dans le second membre, D’ parcourt tous les produits D, ... D, dont il a
été question plus haut.
Afin de démontrer la formule (48), j'observe que l'on a

g B,

§=1



O @)+ @) ()
T gezee

D’ parcourt tous les discriminants formés de la maniére indiquée plus haut.
Il vient donc d’abord

Or le produit

EREIACHEDS B AR

=1

la premiére somme
4

> (%)

=1
est la somme des entiers premiers avec A ct plus petits que A, et a pour
valeur l'expression ; Ag(A).
Ensuite, si D'=D, ¢ =1, la somme

> (%)

sm]

a pour valeur la quantité — AF(D), et il ne s’agit que des expressions

4

s=3(3)(0)

=1

oli > 1. On les obtient au moyen de l'identité

,.Z (5)rn = zd:#(d)gf(hd),

ot d parcourt les diviseurs de . Il vient, en posant @, = 7’

Q

’ A'Q'd

S = Q':p(d) (%) ; (€'>ds.
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Or, on a la formule générale

ndy

3 (2)s=n3 (Z)r=—na, F(D)),

s=1 r=l

qui donne
§=— 3 w(@)(F)aUAF(D) = — AF(D) T uld)(3)
La somme

DI
d Dl A
¥ u(@)(3)
étendue a tous les diviseurs d du nombre ¢, est égale au produit
DI
(=)

q parcourant les différents facteurs premiers de @'; ce produit étant dé-
signée par (D', ¢'), nous avons

S=— A(D') QI)F(DI))

ce qui vérifie I'équation (48) dont nous allons signaler quelques cas par-
ticuliers

L m=2;, D=—p, D=—g

p et ¢ étant deux nombres premiers de la forme 4k 4 3. Parmi les pro-
duits I’ qu'ont peut former des facteurs D, et D,, 'un est positif; les
autres sont D, et D, eux-mémes, et il vient

P—=1g—1_ 4xw._( _ (N2
(49) e 8—(1 <p))1 Cl{—p)

1

nous y avons remplacé le symbole (?) par son équivalent (%) Les
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deux signes (g) et (5) étant opposés, d'aprés la loi de réciprocité, 1'une

-0 -6

sera nulle et le second membre se réduit toujours & un seul terme

des deux différences

11. m= 2 D, =—p, D,=gq,

)’

» et ¢ étant deux nombres premiers, p =3, ¢g=1 (mod 4).
Il y a deux produits négatifs, D'= —p et D'=—pq. La formule
(48) devient

(o) B0 S~ qi—p + (1— (£)) 2 CUi—s)

les entiers s parcourent, comme dans (49), les résidus quadratiques du
module pg, premiers avec le module. En observant que I'on a

;(p— 1)(g— 1)=o0 (mod 4),
Cl(—p) =1 (mod 2),
il vient, pour p > 3,
—p)=1— (1
(51) Cl—pg) =1 (p) (mod 4).
Pour p = 3, multiplions les deux membres par 3, et il vient d’abord
—p)=1— (2
3C—pgp =1 (p) (mod 4)

d'ot immédiatement la congruence précédente. La congruence (51) est
donc générale, lorsque p et ¢ sont deux nombres premiers, I'un de la
forme 4k + 1, 'autre de la forme 4% 4- 3.

IIL m =3, Dl=—p1’ Dz=—p27 Da=_p3)

les p étant des nombres premiers de la forme 4k + 3. Dans ce cas on
a les valeurs suivantes des discriminants négatifs D': —p , —p,, —p,,
—P,P,p,; le résultat (48) devient alors
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(52) 30— 1)@, — 1B, —1)— PPAP, pl‘:?’;s
= Cli—pp,p) + 3 s(: — (%’))(1 — (gz))% Cl—p.)

o s parcourt les résidus quadratiques du module p,p,p,, et les indices
a, B, r signifient les chiffres 1,2, 3 pris dans un ordre quelconque.

Si les nombres p,, p,,p, sont différents de 3, le quotient T—i sera
I'unité, et il vient la congruence suivante

)
(= (@)1= () + 4 o),

qui peut encore se simplifier considérablement. Elle a lieu encore si
p, =3, car il suffit, dans ce cas, de multiplier les deux membres par 9
et on parvient au méme résultat.

Les trois membres p ayant la forme 4%k 4 3, on a, d’aprés la loi de

réciprocité
Cor) ) (e ==

et cette égalité n'a lieu que sous l'une ou l'autre des deux hypotheéses
suivantes:

)= (62 - ()
2) ( 2y b, b, ’
b) (&&)Z_I, (P_P)=(u)=,
.pi pl pﬂ
ol nous avons admis que dans le second cas les nombres p soient pris

dans un ordre convenable.
Le cas de a) exige que

G)==G)r G=—G) ()-—G)

Acla mathemaiica. 30. Imprimé le 12 mai 1906, 34
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l'ordre des p étant ici arbitraire, je le fixerai par la condition (&) =1;

on aura alors

B-E)-C)- @-¢)-¢)-—

L’une des deux différences 1 — <%9), T — (%) sera donc toujours nulle et
la congruence (z) devient

Cl(—p,p,p,) = 4 (mod 8).

Passons au second cas; les égalités b) donnent

G=—G @-=-G G)=G)

et le second membre de la congruence (a) sera alors
(=) + (=) +e
E)E) =—@)G) == () =—+

I'une des deux différences I—(%) et 1 —(%) sera nulle, I'autre étant

égale a deux, il vient, dans ce cas, la congruence

et puisque

Cl(—p,p,p,) =0 (mod 3).

Les deux cas se résument par la congruence générale

(53 OU—ppap) = ("8) + (B2) + (L) — 1 (mod 8)

ol p,, p,, p, signifient trois nombres premiers différents de la forme 4%+ 3
IV. m = 3; D]‘—:P) D9=Q1 D3=—Tl

p,q,r étant des nombres premiers, les deux premiers de la forme 4k -+ 1,
le dernier de la forme 4k + 3. On a ici les valeurs suivantes des discri-
minants D’ négatifs

D=—pyr, —pr,—q,—7,
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et la formule (48) devient

nr

(54) g(p—l)(q—l)(r—l)_@g*s
= ct—p) + (1= (&) Jor—2n) + (1= (2) Jor— o)

(=)o 9)zenn

On en tire une congruence pour le module 8, en faisant usage du résultat
(51). On aura

t=pm= (=)= @)+ (=N~ ()
#(= )~ () e

Pour simplifier, distinguons deux cas:
DB O (-0
) GO (=)

Dans le premier cas le second membre prend la forme
2(1 —e)(1 —ee) + (1 —¢)?

et ce nombre est toujours congru a (1 —e¢)*= 2 (1 —e¢), suivant le module 8.
Dans le cas b) le second membre de la congruence en question s'écrira

(1—e)1 +ee’)+ (1 +&)(1-—eg) + (1 —e) (1 +¢);
le dernier terme est nul et les deux premiers donnent
2(1 —¢').
Le résultat est donc le suivant:
»Soient p, ¢, 7 trois nombres premiers tels que

p=q¢=—r=1 (mod 4),
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alors on a, pour le module 8,

(55) Cl(—pqr) =

V. m=4, Dj=—p, D=—p,, Dy=—p, D,=q.

Les nombres p sont premiers de la forme 4k + 3, ¢ est également premier
mais de la forme 4%+ 1. Il y a huit discriminants 1 négatifs, a savoir
— P, Py P94, — D, P, P,, puis trois discriminants de la forme — p,q et trois
discriminants — p,. La formule (48) devient alors

;—(P, — 1) (p, —1)(p, —1)(g—1)—

s
plp’paq

=Cl(—p,p,p,9) + (r — (\pl;" pa)>0l(—101 P, 1)

+ ;3 (: — (PPT;)XI _ (if_q))ol(——paq)
o G ) (R ) G

On en déduit une congruence pour le module 16; si I'on fait usage des
formules (51) et (53), elle prend la forme suivante

(a) Cl(—p, 1, 1,9) = (1 — (”Tp))[;s (%) a I]

= (=) -6)+(~C) -]

On en tire plusieurs conséquences:

1° Si (Z;) = (%) = (%) =1, on a Cl(—p, p,p,q9) =0 (mod 16).



Calcul du nombre des classes de formes quadratiques binaires i coefficients entiers. 269

2° 8i (%) = (%?) = (%) = — 1, la parenthése [ ] dans la seconde

somme devient

(=G~ +(+ @)+ ()=

il est clair que 4 =o0, si les deux signes (%) , (%’) sont opposés; un des

a,

deux termes dont A se compose, sera différent de zéro et aura pour valeur
4, si les deux signes en question sont égaux. Donc on a, en résumé,

amif(e)+1)
2 Pe + 1]
et nous aurons le résultat

0l(—p1p,paq)z—2[za: (—Efff),—— 1] + 42:[(”—’;,?) +- I]
=55+

ou bien

Cll—p,p,0,9) = 2[2 (p,g_p,) — IJ (mod 16).

z N Pa
Dans le cas ol
S
3 (q q ’ q ’
la deusiéme partie du second membre dans la formule (a) se réduit a un

seul terme, celui ol a= 3; la parenthése [ ] se compose alors de deux
termes égaux, et le total sera toujours divisible par 16; donc ici il vient

Cl—p, 0,0, Q) = 2[2 (pﬂ—pr) _‘ I]'

T\ Pa
Enfin, I'hypothése

N
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raméne le second membre de (a) a4 deux termes, ceux qui résultent de la
somme en y faisant a =2 et a = 3; on a alors l'expression

- @)e-e)+(—e)+ )

o[ (=@ E)+ (=) + )

L'un des deux termes dont se compose l'une ou l'autre parenthése, est nul,

puisque y figurent les facteurs tels que 1 F (%), I'expression se réduit

donc & la quantité

(=) +a( =) === (&) +o(1=12)

et il vient

Cl(—p, p, p,q) = 4<1 — (P—;&)> (mod 16).

1
En résumé, on a le théoréme suivant:

Soient p, , p,, p;, ¢ les nombres premiers différents qui satisfont a la

congruence p, =p, =p, =—q=—1 (mod 4), on a pour le module seize
la congruence
(56) CU—2, 2,2, )

{02)+ (52 + (1) =) (22) ==
(=) 5 @)= ()= 6)-—
o n (5)=()=()--

Considérons enfin le cas

If

VI. m=g4; D =p, D,=p,, Dy=p, D,=—q,
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les nombres premiers p et ¢ satisfaisant aux conditions

h=p=p,=—q¢=1 (mod4).

On trouve d’abord la congruence pour le module seize

Cl—p,1,1,9) =Y <1 — <p—:;;‘;_q))0l(—‘pﬂpr 9)

a

o L) Gl 2) s ()

ou en faisant usage du résultat (51) et posant, pour abréger,

Cl{—p,p, 0,9 = C, <;:—a) =7, @A r=1,23)
4

B o= (1= (%)m)ou—nn0

D)oo oI~
Pour distinguer, considérons le cas
‘ ()= 5)-(2) =
les produits (’—7';—7'/) étant positifs, on tire de (55)

C—ppp. ) = 2(1 — (?)) = 2(1 —¢) (mod 8),
et il vient, pour le module seize,

C=4(t—e) + 2(1—&) T (1 —egm) + (1 — ) (1 —eg)(1 —ey).

Pour e=1 on a évidemment C=o0 (mod 16), et il ne reste que le cas
de ¢ = — 1, oll on aura

C=8+42X(1 +7m) + 22 (1 + (1 + 7).

On peut changer le signe de la troisiéme partie puisqu'elle est divisible
par 8 et il s’ensuit

0=8+42X(1—y)1 —7,) (mod 8),
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Si maintenant 7, = »,=»,=7, il vient
C=8+46(1 —9)’=8 —4(1 + )= 4(1 + 7).
Dans le cas ou 3, =9, =%, y, =—y, il vient le méme résultat
C=4(1 +7);
donc on a d’une maniére générale
C=2(1—¢)(1 + 7),

7 désignant le signe de la somme %, + 7, + 7.
Il nous reste encore le second cas, ou

B. (q> (q> (q) ©
on aura, d’aprés (55),
Cll—p,pq) =2(1—¢),  Cll—p, p,q) = 2(1 —7.),
Cl(_papa Q) = 2(I _71) (mOd 8))

et la congruence (b) devient

C

21 —e)(1 + eyym,) + 2(1 — 7)1 —epy7) + 2(1 —7,)(1 —e7,7,)

+ (=)t + e )(1 —en,) + (1 — &)1 + &)1 —e7,)

+ (14 &)t —en, )1 —ep,).

Si I'on a , =%, =9, =7, cette expression se simplifie comme il suit
At —n)(t—e) + (1 + &)1 —en)* = 2(1 + &)(1 — 7).

Si l'on a » =9, =—y, =1, il vient

O=4(1—)(x + &) + 2(1 — &)(x + )’ + (1 + &)1 —e)’

=2(1 + &)1 —en)=2(1 + &)(1 — ).

Si enfin y, =95, =%, 5, = —7, on trouve pour le module 16

C=200—e24+ (1 4+9)+ 0—ep)]+ 201 + &)1 —1).
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On n'altére pas la congruence en remplagant la parenthése [ ] par
—2+ (149 + (1 +9) =2y,
ou simplement par le nombre deux. Il vient ainsi
C=28+ 2(1 4+ &)(1 + %) (mod 16),
ce qu'on peut écrire, en vertu de la circonstance 7, = — 1,
C=2(x +&)(1 —yp7,) + 4(1t —7,7,)-

Cette dernitre formule reproduit les deux éventualités précédentes et reste
définitive pour le cas B. On a ainsi le théoréme suivant:

»Les quatre nombres premiers p, , p,, p,, ¢ satisfaisant a la condition

p=p,=p,=—q=1 (mod 4), posons
PaY Py _ by __ — .
(E> =7 <;,—> = 7a <p—2> =9, p=sgn(y +7, +7);

on aura alors, pour le module seize

2(1—e)(1 +7), si (%) = <%) = (p?) =&
(57) Cll—p,p,p,9) = 2(1 4 &)(1 —yp,7,) + 4(1 —7,7),

s (5)-6)-— )

14. La formule de DiricHLET (chap. II, (435))

1p
< /D I
)2 (3) =3 0U—14D)
permet d’étudier les restes, suivant les modules 4,8, 16, ..., des nombres

de classes des discriminants pairs négatifs. Soient d'abord p, ¢ deux
nombres premiers qui satisfont a la condition pg=1 (mod 4), et con-
sidérons la somme

A=

<! ‘:(i) ' +2<s§') (ﬁ)

=1
Acla mathematica. 30. Imprimé le 22 mai 1906, 35
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qui évidemment est un entier. On a

1 1 1
resl Pq ngai 1 pe

=5+ £+ F 0@+ E ()

1

et la premiére somme a pour valeur

1
P

)3 (%) = ;01— 4p0);

pour évaluer les autres, on doit distinguer les deux {ormes des nombres

P,q, a savoir 4k + 1 et 4k + 3.
a) Soit d'abord p=¢=1 (mod 4), on trouve aisément

& ey = =) C o\ _e—ug=n
Z (i)(?) = —5* Cl(— 4p), Z (P,q,) —e-ta=D,

et par conséquent

P
I —{-
44 = Cl(— 4p9) + _2(:4_) [Cl(— 49) + CU— 49)] + L==D;

en prenant les restes suivant le module 4, et faisant usage de la con-
gruence connue

(58) Cl(— 4p) =r="T=1— (;) (mod 4),

2

on aura le théoréme

o) ou—ag =t (1= (2)) =3 (1= ()1 = () ot

(p et ¢ deux nombres premiers de la forme 4k 4 1).
b) Soit maintenant p=g¢=3 (mod 4). On a d’abord

p

(-()56)

_M.;
3
N
B
~—
s
] e
~—
I
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et la formule suivante (chap. II, (31%)

L

4 (-A) _ 2 + (%>“<%> Cl(— A)

a T

-1

donne, pour A =p,

o 1+<3

Y () =— ’”lcu—px

formule exacte aussi pour p = 3. Donc

%(%)(%FEQ(I—(%))C“—P%

Enfin

et nous aurons
o o ’*(ﬁ>[:—<;>]+‘—*—<i>[x—<ﬂ>]

+2212 " 4 1 (mod 4)

2

If

(p, q premiers de la forme 4k - 3).
Passons maintenant aux discriminants divisibles par huit. On a pour
ce but la formule (42) du chap. II,

)
>
[

lorsque — A est un discriminant fondamental, puis une formule équivalente
a la formule (47) du méme chapitre

[52] [52]
50+ 5 ) -toem,

va=l

(%) =1ou—sn),
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pourvu que D soit un discriminant fondamental positif. On peut remplacer
les deux formules par une seule

(A) %I_P: (%) + (%“) 21: (-l”,-‘) = CI(—8P),

P désignant un produit de nombre premiers impairs différents et positifs.
Rappelons encore le théortme établi a la fin de § 3

Cl(—8p)=1— <1—2)) (mod 4),

p étant un nombre premier impair.
Cela étant, considérons la somme

s
Yl

T R ) ST

1

p et q étant deux nombres premiers impairs; cette somme se simplifie
comme plus haut, et on a en particulier, faisant usage d'une écriture
symbolique,

—(9\[s(3 (:ﬁ>S<E
(p)[8<3’ ip> {5, )8\ ip>],
le signe + étant celui de <—;—4> Je désigne par B(p, q) le deuxieme

membre, puis j'emploie la formule
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pour obtenir la formule
44 = Cl—38pg) + B(p,q) + Blg,p) + C,

et nous allons déterminer les restes suivant le module quatre, des différents
termes dont se compose le deuxieme membre.

Soit d'abord g=1 (mod 8), on aura, en écrivant simplement S(z)
au lien de S(x, & p), évidemment

80319 (1 ()t sm=3 s ()]s~ (2)] ot

Dans le cas, ol ¢=3 (mod 8), il vient

w109 =~[(5)+ @)~ 956

I ’ . 1 \ )
or, S(§> étant un entier, on n'altére pas la congruence en changeant son

s 0 =[5 + (10 + (590

signe et on a

ou bien

Si I'on a ¢=5 (mod 8), il vient d’abord

mo0= ) + (590)— () + (30
et si l'on fait usage de la relation (29) chap. II, & savoir
S(x)=- S(i—zx)sgnD,

nous aurons dans notre cas

S(x) =— (?)S(l — %),
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de sorte que

oto.0=—(+ + (2))[5) + (5950)]

B, 9= [+ () aet-sn=2[o ()] + (] tt 0

Soit enfin ¢=7 (mod 8), nous aurons
0= () — (950)— ()~ (5)5)
- {59+ @0 -G}

o= [+ () + ()]
==+ (3] ot

En résumé, on a la congruence

Bp,g)=;[r— (f,)][l + a(%)] (mod 4),

gg=—1 pour =1 (mod8), et e =1 dans d'autres cas.

d'ol il suit

ol

Quant au nombre C, l'examen des différents cas vérifie les congruences
suivantes, relatives au module quatre

o 1-—(%), si p=q+ 4 (mod 8)

pl2

I———(;), siou p=¢q (mod 8), ou p=—¢q=1 (mod 4).
Si 'on a p=p, ¢=0 (mod 8), soit

; Cl(— 8pg) = J,,, (mod 4);
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on aura alors le tableau suivant des J:

J1,1 =0, J_l,a =1— <£>y J],s =1— <£); J1,7 =0,

q q .
J3'3=0’ J3.5= 2, l]:z,7 = I_<§))
homn =i ()

J7’7 = 0.

Notons comme résultats particulierement simples, relatifs au module huit,

(@) s r=rre ()
(5 () PP

Ces résultats, ainsi que ceux qu'on tire des formules (51), (59) et (60),
ont été donnés par M. Hurwrrz.! On pourrait continuer cette voie pour
parvenir & des restes des nombres Cl(— 4pgr) et Cl(— 8pgr) pour le mo-
dule seize, mais je me réserve d’y revenir a une autre occasion.

Cl(— 8pq) =

CHAPITRE 1IV.

1. Soient &,%,£,,%, des quantités réelles et fractionnaires, qu’'on
peut supposer entre zéro et 1'unité, alors les séries & double entrée qui
figurent dans l'identité suivante

@ ® e21ri[(ﬂ+ﬂ)€:o"(f+m)"lo]
v E E @+ )+ m)v + ( + n)w]

m=—o =—=

227+ n)eq—(E+m)n,]

(1) +w Y Y E+ miE + m)v + (7 + n)u]

m=—m n=—m

i e—2mi(E+m)y, Z e2mitn+n)E
- §+m 7+ n

m=—w fl=—a

' Acta, t. Ig.
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seront convergentes, si v et « sont des quantités complexes dont le rapport
ne soit pas réel.
La formule élémentaire

e?kum' . e2oui
) zu—k=2meﬁ,ﬁj, (0<e<),

km—aom

permet de transformer les dites séries & double entrée en séries simples et
3 convergence rapide, en admettant toutefois que l'on peut, dans les séries
doubles, intervertir 1'ordre de sommation. Des considérations élémentaires
que je me dispense de développer vérifient que cette dernidre opération
est légitime, et en remplagant la formule (2) par la formule équivalente

(2,) i cﬂom’(u-{-l-) . T.'l: 3
vk 1—

-

nous concluons

2=
“"’H’ — ("—%"—'o“’)(’? +m) r (‘0'7+%"7)(7) +n)

e
3
( ) m;,, E_*_ m 62”'(5+m)+"r " + ";zv + " 'w”(r+n)+25m

. 216%™
- (526:1' _ I)(e”-"i . [) )

Pour l'exactitude de cette relation les conditions 0 <& <1, 0<%, <1
sont encore nécessaires, mais les quantités & et y peuvent étre quelconques.

Cette relation (3) n’est qu'un cas trés particulier d’une formule de
transformation de la transcendante qui figure au premier membre et dont
la théorie a été ébauchée par KnrONECKER. Avant d'avoir eu l'occasion
d’étudier le mémoire du grand géométre, nous avons établi la formule (3)
d’une maniére différente’ que je me permets de reproduire ici.

Soient v, , v, deux quantités complexes dont le rapport ne soit pas
réel, puis w, et u, deux quantités réelles contenues entre zéro et 1'umité,
enfin w, , w,, a des quantités complexes quelconques, et considérons I'in-

tégrale
e2xmi(u1r1+uguy) dz
(emn'(olz—w,) R Ixe‘lm'(v,.t—w,_) — l) x + a

! Rozpravy ceské Akademie, II° année, n® 23, p. 22 (1893).
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prise le long d'une ligne fermée C' ne passant par aucun des pbles de la
fonction sous le signe somme. Ces pdles sont

n w n w
a, + L + 2, (n=o0,+1,+2,..)

v, v,

T =—

et on peut admettre qu’ils sont différents entre eux et simples, par con-
séquent. Une digression tout-a-fait simple permet de voir que l'on peut
faire s’éloigner & l'infini la ligne € de la sorte que la fonction sous le
signe somme devient infiniment petite le long de cette ligne-la, et que
par conséquent, 1'intégrale tend vers zéro. D’aprés le théoréme de Cavcnay,
la somme des résidus de la fonction intégrée tendra vers zéro et l'on a
ainsi

24m
® 1 GT(wl+n) ® . 8"_ (w2+n)

Nm—a Wy + av, +n 6%("’1"2““2"|+“2) n=—w w, + av, +n GE"; (wyo1— 0,05+ n1y)

Zn.‘:e——zaam'
+ (e—’ﬂ'i('ﬂl-l'a"x) — [Xe—gﬂi(wz+¢°:) —1)

=0,

ol l'on a posé, pour abréger, s =u,v, + u,v,.

Les lettres w, et w, n'entrent pas directement en cette relation, d'on
il suit que s est une variable indépendante assujettie a la condition que
le point s soit & l'intérieur du parallélogramme (0, v, , v, +9,, v,). Faisant
a =0, changeons w, en — w, et, dans la seconde série, n en — n; 1l vient

(a) i I ~e + E 1 e" .

w, + 1 20 o W, + 7 0T, e
en e " —_

2
= (™™ — 1)1 — e—20m)

Or l'équation (3), si l'on y fait v+ pw =s, s'écrira

nm+ — (v-:)(€+ns) ® —(7+n)

Z £ + " R R

Me—w I - — a0

7+ 0 2 arnian
27ielr
T (e¥m — 1)e?1m — 1)

Aota mathemation. 80, Imprimé le 22 mal 1906. 36
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et elle devient identique avec l'équation (a), en faisant
w, = §, 0, =7, v, =0, v, = W.
J'introduirai maintenant les variables

w 8
W= —, -=u,
v v

en supposant que la partie imaginaire de w soit positive; la quantité « est
supposée telle que le point qui la représente soit a l'intérieur du parallélo-
gramme aux sommets (0, 1,1 + @, ). On aura, sous la forme définitive,
la relation

Brit 22 (1—uNE+m)

. 1 e2umi(n+n) [
(3% z 7 + n e?omEn+N __ g z 3 + m 2m(E+m)+?'J’"

2 sin y7 sin &n

Nous allons nous en servir dans les cas ol & et  sont réelles et contenues
entre zéro et l'unité; sous cette hypothése on pourra décomposer la seconde
série qui figure au premier membre de (3*),

1qm+ - (l—-)(€+ ™)

z E+m L(5+-)+2qm . ’

[ E )

en séparant les termes m > o0 des termes m <o; en écrivant —m au lieu
de m dans ces derniers, nous aurons les deux séries

9 e
Panry w(E+m) - e?qm— — Q—)m—B

> + Y
amstm a—%"‘(ﬂ-)—nﬁ smm—E _ moimm

Nous allons les remplacer par des séries & double entrée qui résultent en

remplagant la quantité
1

—g—m'(mté)??vm'
I1—e @

par la série géométrique, convergente dans les conditions admises,
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Si, dans la seconde série ainsi obtenue, on met n au lieu de n 4 1,
le résultat s’écrira

annf+—(l—u)(e+m)

2 ¢ +m 2’"(e+m)+avm'i

—2n ——m afn+u
__sz+$ 2npmi (+ +)

B=0 n=0 m=1n=

ﬂnmn.— — (m—a)(n—u)

—6

Cest sous la forme suivante ainsi vérifiée que nous allons employer la
formule (3%):

= 1 62“"‘(’1“")
(4) z_ 7 +n 62"7'"(‘0+ﬂ)+3€ni —1
-l = —2n1;1ri— — (m+ E)(rn4u) Zuqm— - (m-—é‘)(n-—u)
tn X PR
i g—¢m
== e (cot g + 1).

J'y pose = —2, en désignant par A la valeur absolue d'un discri-
minant fondamental négatif, je multiplie de part et d’autre par le signe

de LEGENDRE (-—h—A) et j'ajoute les résultats pour h=1,2,..., A —1.

Les sommations relatives & h dans les deux séries a double entrées
s'effectuent directement au moyen des sommes de Gauss

4-1 2nkmi

LEHT =25

h=1

)z\/_ ,

et pour obtenir sous forme simple la somme engendrée par la premiére
série qui est a simple entrée, jeffectue la substitution & 4 nA = m; on
aura ainsi

(58)=(52)snm o (52):= (%)I;_I
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et le résultat suivant

mi o—tm 4

— A hn
—?m&hl( ) eota

Imum

] —E(mﬁ-E)(n-}-u)
— A e — ( -
Z( )lmlemgmmﬂ. Va Z Z S
)
+ivA Zl Z( ZA) e :
En faisant usage de la formule de LEBESGUE
S /—A 4\/A
12 (T) t—A- Cl(— A),
nous aurons donc la relation suivante
2m e—¢m
(I) T Cl(— A) sin £
Imum .
VB S (FA) Lt Y (SA) e
—\/Am=_‘< m )lmlehTmHEﬂ z;; e

4 z z < ) ——""(m—ex-—u)

Mmml n=

dont nous allons tirer plusieurs conséquences.

Je remplace A par A,, 7 par 7, en introduisant un nouveau discri-
minant fondamental négatif — A, avec l'indice correspondant z,. Mais
avant de commencer les calculs, nous devons transformer la premiére série
qui figure au second membre. En 1'écrivant d’abord

Imumi 2mum | 2moxi
—_— - — 0t —2%m
Y (At + Y (FA) A
- Imeni ] m m Imem .
= [ —e @ +2&m o {—¢ 4 26mi

on la transforme en des séries & double entrée, au moyen de l'identité

I Z mal 5 j: 2afm
- = e
Imem +96mi

1—e 4 n=0
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On aura ainsi au lieu de (I)

— 01— A, oot — )
——\/Almzl;o( ) el amgmi 2000
— z;‘; 2:‘1 (— nA> _ :_ . ot

|+ z; zl (%) m;_ee—ig-‘m_a(._.,

et aprés avoir multiplié les deux membres

Je pose maintenant & = ﬁ—

—hA'), j'ajoute les résultats pour

par le signe de LEGENDRE (
h=1,2,...,A,—1.

En effectuant la sommation dans les deux dernitres séries au moyen
de la substitution A+ mA, =4k, resp. —h+ mA, =k, nous aurons la

relation .
2muni 2mumi
tmromi 5 )

Lacaja—a)=VE L L (GR)EE) T Sk
2kumy zkum'

2nkmi
AP +e Ay

HEY i (:TA')(—_:&)G —

n=l k=1

ou en mettant A @ et A % au lien de w ot u,

S OU—A)Cl(—A,)
eImumi + e——Zmum

m | =vEEEENERe,

HE ST (SR (Sa) e
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Ici on peut passer & la limite pour u = 0, je pose ensuite A, = A,; la
formule se simplifie comme il suit

Imnen zmnﬂ)

Foa)r=ya ¥ S (F2) 2+

m=] Aml

ol nous avons mis —— au lieu de . En grouppant les termes suivant

A
les valeurs du produit m.n =4k, la somme Z}n devient %En=——-0'£k),

81 I'on convient de représenter par 6,(%) la somme des diviseurs du nombre %.
On aura alors, en faisant pour abréger w = iz, la relation

Y A o/ _dnzm =
(HI) Cl(__ A)S — T JA Z ( nA) 81'5"') (8 4 + e A:)’
d’oll pour # =1 la formule encore plus simple

(i) Cl— A)* = 2( S

L'importance pratique de cette relation n'est point comsidérable, puisque
pour de grandes valeurs de A la convergence devient lente; mais cela ne
veut pas dire qu'elle ne mérite pas d'intérét.

Revenons sur la formule (IT) en remettant les valeurs primitives w
ot # des variables, a savoir

A Cl(— A)Cl— A,)

77,
S EE (A (AT T
HEE § ()2 TR,

on peut effectuer 1'une des deux sommations en faisant usage de la formule

2: (—TA)“’Jl = IQ-—(-Z:IZ"’

a=1
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Q(z) étant le polyndme dont il a été question dans le chapitre IIT; il
vient ainsi

2 cl—a,)C—A,)

%

Zmum 2mum 2mori

e — a2, 2, 2
~VEY () T el o)
I—e 4

m=1

numi numi ami
-

+ \/EZ (— A,) e dw 4 e 4w Q(e_zﬁ'—_’:—”-_’;ﬁé) ’

n 2n
n=1 I —e dow

ol I'on peut prendre u = 0. Posant par esemple A, = A,, w =i, nous
aurons

Ol— &) = A 3 (= ),,,i_)

Mais on parvient a des formules plus importantes, si I'on effectue les
sommations au moyen des relations

Y (FA)er ==,

n=1

¥ (5 5= e (oo + 5= 27)

n=1

ol logc est une constante numérique connue. Or

et on aura

— n —_— n Z , .
Y (AT = sunig Yl
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en faisant ilogc=py. La formule (II) donne alors pour =0, @ =iz

22 Cl(— A,)Cl(— A,)

%
s (=ayrelT s —a)
(V) —\/Alg:_l< m )m I—e_#

mr

£ (A VA2l % —a) |

m ) r— 23.I'Ctg Im7m
Y(e—ﬁ, —_ A,)

ot la constante y doit évidemment avoir la valeur

\/—A_;Z(O, - As)
Y(ol - A’) ’

r = 2arctg

c'est & dire
o pour A, >4,
7= 2?” pour A, =3,

T pour A,=4.

En spécialisant A, on aura autant de formules pour le calcul de
Cl(— A,) que l'on voudra. Pour A, =4 on a

Q(2) =2— 2%, Y =2z, Z=1,

de sorte que
1%?&:1:—5“ r_zarctg_AY'_Z=7r_zarctg£=2arcth,

et par conséquent, la formule (V) donne en changeant z en EI;,

- mzn

(Vo) 2 Ol — A) = 2.: (_mA) arctge 4

2t
+§\/Ki(‘mA) L

m cos hyp m?_

x désignant une quantité positive arbitraire.
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Si l'on fait A, =3, onaura @(zg)=2—2", Y=2s+1, Z=
sorte que

8k _ s—2

1—sz* 1—3

b

A, Z 3 3
7—2arctg——Y—-=———2arctg2z‘/+ C= 2a.rctg2 i
et la formule (V) donne
_szz _4_m.2_r
a __g 4
o~ A) = \/_Z( &) et
1—e 4
. x|
~(—A e %3
+23(52) aretg 13-
! 246 8=
ou bien
. AN T sinhyp%f
ECl(_ﬁA)-:\/AZ( m )E Imzn
1 sin hyp A
(v w
+ 22(—_—7”5) arctg——!é?ﬁ-.
! 1+ 20 %
Prenons encore A, =8, ot l'on a
Q=1z2+42"—2"—2, = 2(z—1), Z =z,
et
Q _ s+ 2*
1 —2° 142
Il s'ensuit
__Zm.r:r __smzn-
27 . — A\1le 4 4. 4
?Cl(“'A)=‘/AZ( m )E Zmaw
14+e 4
+2 3 (T8 aretg 22T
1 " I1—e 20

4cta mathematics. 30. Imprimé le 23 mal 3906.
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290
ou bien, en changeant z en Z,
| “ Ay PR
2 — — I
_”Cl( A)= VA Z ( m 2mzn
1 cos hyp A
(V)
L] . JE
T elr — o 3
2. Revenons sur 1'équation (4). En représentant par D une discri-
minant fondamental positif, posons-y » = ok multililions_ de part et d’autre
par <%)—> et ajoutons les résultats pour A=1,2,..., D—1. 1l vient
!mum ami
——;(m+9(u+u)
b3 D)o +TE L E)

m=—aeo

- 7’" (m—E)n—v)

+¢DZZ() —o.

m=]l ne=l

Séparons, dans la premiére somme, les termes a m positif, et faisons usage

de 1'identité

amm
8 (@) +2Em

2mumi . R
—_— mu i
e ? v
_— = _— ——
2meni $2gmi 2mori +agmi )
— 1 I—e 2

cette transformation permettra de mettre la relation obtenue sous la forme

suivante
2mum

JD Z(D) L, o
- z’:(g) _xqe—r(mm(nm ZZ< )m—E

— 2 et

(VI) - m=0 n=1 n m + 6 mm]l el
= D\ 1 eh—m.(w+u)+2€m 2"”"'(...—u)—?(-‘n-.
—VBY (5) e VD >(3)x m o EE

m=1 I—e
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(D un discriminant positif fondamental, w ayant sa partie imaginaire po-
sitive, puis o<&<1, et enfin » désignant une quantité de la forme
o+ cdw, ol 0<o<1, 0<s¢' <1).

En passant a la limite pour u = o, cette équation devient

D\ 1
ENEE
Z\ = /D 1 ——n(m+€) —’?n(m—e)
(VI) |7 = = (n)m+6 +,,Z=:,Z( )
S T 2_";"_’_" 2 o—26mi
L \/D m=1<;) m e <I B eﬁmmm+,E + L e,m:ﬁ_”ﬂ ) *

La premitre série a double entrée qui figure au second membre contient
des termes qui pout &= 0o deviennent infinis; ce sont les termes ol m = o
et leur somme est

. 28mi
G-

On peut passer a la limite pour & = o dans les termes qui restent, et il
ne s'agit que de la limite de la quantité (a). Nous savons que pour les
discriminants positifs la fonction @(z) a cette propriété que Q(1) =
Q'(1) = o, et il s’ensuit que l'on aura

2némi

m{g > (g)e‘ z }= Ze D=1 Z'(lh’-)h(h_ 1).

=0 a=l

A cause de la relation

cette quantité s’écrira
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et notre conséquence de 1'équation (VI°), relative au cas de &=o0, prend

By 2)E-2 i(%+zz<>

2mnm

_2‘/—;( ) ___@

— €

Le premier membre a pour valeur la quantité CI(D)log E(D), et au
second membre la série & double entrée devient une série simple, si l'on
effectue la sommation relative & m, en faisant usage de la série loga-
rithmique. Posant enfin w =iz, on aura la relation

(VI') Cl(D)log E(D D"—i( )h’—zz( )1°g<1-—e ,%‘)

—2yB Y (7)n s

=1 e —1
z désignant une quantité positive arbitraire.
L'équation (VI°) fournit une formule plus commode pour le calcul

numérique, si l'on y prend 6:%; écrivant 2m + 1 =1, resp. 2m —1 =1,

elle devient d'abord

By ()= T @)

mal n=l
Imarni
D
+2\/DE<) —
m=1 146 P
o A=1,3,5,7,.... En faisant usage de la formule

x! 1+ =z
2;—I=1ogl_z

le second membre se simplifie et on aura, en posant comme précédemment
o =iz, la formule cherchée
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nr

CUD)log E(D) =2} (g) loglte =

n=1

I —e
+2\/Eg(§)"§‘e’—3’—:_x.

Le mémoire présenté a 1’Académie contient encore quelques applications de
cortains développements demiconvergents. Si je les supprime ici, c'est puis-
que j'ai en vue d’y revenir bient6t en leur ajoutant d’autres détails que
j'al dG supprimer dans le mémoire primitif.

ERRATA T 29.

Page 344 et 345. Remplacer dans les symboles

(a,x’ +_ba:yA+ cy’) ot (a—,bA,c)

le numérateur — A par — A,.

Page 403, formule (31), mettre le signe »moins» devant (%)
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