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Uber einige Punkte der Theorie der Eulerschen
Integrale.")

Von M. Lerch in Briinn.

I

Wie ich der Dissertation Lindhagens (Upsala, 1887) ent-
nehme, steht nach Bjorling (Elementerna af Algebraiska Ana-
lysen) folgender Kettenbruch

1

wSs

' o (s 1)
odsp1 2T

w(8+2)
w+s+2—w_—f———s——f—3—~-

8§ —

— vorldufiz blof unter der Annahme w =1 — mit der P-Funk-
tion im Zusammenhange; wir wollen dies auch fiir beliebige ®
nachweisen und die Niherungselemente direkt darstellen.

Die auf einander folgeuden Niherungsbriiche unseres Keften-
bruches sind _

&_2‘ Ii__l_ &_ P (w+s+1)—Fws

Qo 17 ¢, 37 Qy Q(0f+s+1)—¢os’
und das Bildungsgesetz der Ausdriicke P, @, besteht in den
Formeln

@

{ Poy.=Pi(o+s+n)—Pr_1o(s+n—1),
@nt1=En(0+s+n) - Qu_ro(stn—1).
Aus demselben folgt fiir die Niherungsnenner

Q=1, @ =s, fp=s@+1), §,=s(6+1)(+2);
die allgemeine Gleichung

2 Q=506+ 6E+2)...c-+n—1)

ist vermoge des Bildungsgesetzes leicht zu verifizieren.

Nun ist nach allgemeinen Sitzen

2;1111;’; =s@+1D6E4+2)...Fn—1o"

1) Vgl. XVIL. Jahrgang, 8. 3-—18.
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und hieraus folgt

P,,+1 P. ___ ®”

@t1 % sEFDEF2)...6GFn)

Wird hier tiber n=0, 1, 2, ...m — 1 summiert, so ergibt
sich folgende Darstellung des m-ten Niherungsbruches
P, 1 o w?
.= T eFD T seFvery T T
(.l)m—l

TSeFD GEm—1

Der Ubergang zur Grenze fiir unendlich wachsendes m ergibt
daher die Gleichung

(8)

(4) 0= e P(s,0)= _1

ws

w(s4+2)
i e

wobei iibrigens an Stelle der ersten Seite besser zu schreiben wire

(49 * 3V ey

Diese Formel ist dem Vorhergehenden nach mit der Euler-
schen Reihe

1 o w?

?+s(s—{—1)+ s(s-1)(s42) +

identisch, indem die Niherungssummen der letzteren mit den
Niherungsbriichen von (4) zusammenfallen. Immerhin darf die
Kettenbruchform der Entwicklung gewisses Interesse beanspruchen.

Ich bemerke bei dieser Gelegenheit, daB die Kettenbruchdarstellung
der Funktion

8

®) CP(S):U’—FWP?W
nimlich

. _ ws
B @=ots————

T w(s+9
w+3+2—m:

regelmiiBiger gebaut ist als (4), und daff die Nullstellen von P(s, o)
die Wurzeln der Gleichung

(s+1)=0

sind,



Eulersche Integrale. 121

Schliefilich werde die Identitit
(6) Pn+1'———(8+’n)1.),.—|—u)"
erwiihnt, welche aus
Poi1@i—PQuyri=s(+1)...54+n—1) e
verbunden mit (2) unmittelbar folgt, und iibrigens nur eine Wieder-
gabe von (3) ist, nimlich
Popr B | o"
Qn +1 T @n Qn+1

Setzt man der Kiirze wegen fiir einen Augenblick

Zm = w° Eﬂ
T Qw’
so folgt nach (3)
¢ wt1 w®+2
z"‘—'?—i— s(s+1) +s(s—}-1)(s—}—2)+m +
ma+m—1

+s(s—}—1) (s+m—1)
Eine Differentiation nach o ergibt
dzn,
o e 7 T

oder indem man wieder die P und @ einfithrt, durch w*—* dividiert
und von (2) Gebrauch macht,

0L 4 sPa=Quto(stm—1) Pas;
nun ist nach (6)

(s—l—m—l) Pm—1=Pm— wm—17
und wir erhalten

(7 mid%—]—(s——w)Pm: On— 0™,

Das allgemeine Integral dieser linearen Differentialgleichung
lautet

P,,,=m—«ew[o+f(qm—wm) o' —1e=o dw)y
nimmt man fir das Integral die Potenzentwicklung, welche mit
O ©*
8

beginnt (also bei Real. s >>0 die untere Integrationsgrenze Null),
so mufl C =0 genommen werden, damit P, eine rationale Funktion
werde. Es ist daher

P, f 1
we = =|w—le—wd -———/ 2+m—1 g—w gy,
0n R
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, und damit

Die rechte Seite ist P(s, w)—f(‘s_g#w)

haben wir

____—(o-s-_"‘_ P(s—[—m m)
(8) P(s, 0) —e =

was iibrigens aus (3) direkt folgt.
Ferner it sich obige Integralddrstellung von Pn, sobald
wir s reell und positiv annehmen, wie folgt schreiben

w
f(Qm —zmyzr e tdr=0w'¢* P,;
[
driickt man die linke Seite vermoge des ersten Mittelwertsatzes durch
(Qn — m;")/w’*l e~ dx
0

aus, so kommt

(8% P(s, wy=w’e—*

m )
m—— Wy

e (1520

(Prinzip der schnellsten Konvergenz.) Beil der Untersuchung
der Funktionen des elliptischen Zylinders, die ich im letzten
Winter anstellte, tauchte mir eine Beweismethode auf, die sich
auf mehrere Transzendenten, namentlich auf Besselsche Funk-
tionen und die GauBsche hypergeometrische Reihe anwenden
lifit. Hier will ich das der Methode zu Grunde liegende Prinzip
auf den Beweis einer Kettenbruchformel Schlsmilchs ?) beniitzen.

Wir gehen zu dem Zwecke von der Differentialgleichung

9) xi—z:(x—s—]—l)z—f—x

aus; zu ihrer Integration wird wie iiblich 2 = » v gesetzt und ¢ durch

——=(z—s+1)v

bestimmt, so daB
v=e" g
kommt und demnach

w= O+ [t do= O+ P(s, 2)
0

%) Zeitschrift fiir Math. u. Phys., Bd. 16, p. 261 (1871). Vgl. auch Niels
Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktion. Lelpzlg, 1906, p. 218.
In der zuletzt genannten Schrift wird auf 8. 219 unter (8) eine wie es scheint
neue Formel mitgeteilt, die aber nicht richtig sein kanp, da die rechte Seite der-
selben den Wert —P () und nicht @, (x) besitzt,
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wobei wir der Kiirze wegen annehmen, dafl der reelle Teil von s
positiv ist; also lautet das allgemeine Integral von (9)

(10) 2=—¢" x‘“‘(C—{—P(s, a:)),

unter C dié Integrationskonstante verstanden.

Dies vorausgeschickt, werde @ -|- £ anstatt = gesetzt: und 2
als Funktion von ¢ betrachtet, um deren Entwicklung nach Potenzen
von £ es sich handeln soll. Wir setzen

z:’f(w—[—&)zzzly £

=0

und haben zur Bestimmung der Koeffizienten die Differentialgleichung

1) (Z+E)Z—§:(x~]—l——s—{—E)z—{—x—]—e;

wird hier die unendliche Reihe eingesetzt, so kommt

[ee) (o)
8 (1) A i v, &=
0

»—0
=@+1—) DA+ DA, 18zt
0 1

und hieraus erschliefit man die Rekursionsformeln:

Ao =@+1—5d+o
' 240 =@ —s8)4, +4,+1,
Gb+DApe=@F-1—s—vA4,+ 4., (v=2).
Setzt man nun allgemein
(13) B, =(—1)"v! 2 4,,

also im bésonderen B, = 4,, so gehen die Gleichungen (12) in die
folgenden iiber:

Bpn=(@+v—1—2)B, 4+vzB,_1, (v>2),
B =(—1—x)B, —=x,
B, =(s—x) B, -+ Byz -} =.

Sie liefern nacheinander die Werte von B, B,, . aus-
gedriickt als ganze lineare Funktionen der unbestimmten B,
allgemein 3)

(14) B, =P, +- 0, By,

12)

(13%)

%) Hier haben die Buchstaben P, und @, offenbar eine andere Bedeutung
als im vorhergehenden Abschnitt.
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und zwar ist
Plz—x, les-—l——a:,
P=@—-2)P+x Q= (—2)¢ +7
P=(6+1—2)P,+22PF, Q=(-+1—2)@,+22¢,,

allgemein
Pii=(@+v—1—2)P-}vaP_,,
Qv+1=(5+”_1 —z)0Q, +V$QV-1'

Diesen Rekursionsformeln entnehme ich die Tatsache, daf}
die Quotienten

(14%)

P,
2
Niherungsbriiche des Kettenbruches
(15) R=1+ L‘.ﬁ—_
x
§—1—2- 5=
2z
s—at 3z
s4+1—z4 v
ST T

sind. Aus dem Bau desselben ersieht man, dal & als Funktion
von s und z Im Endlichen keine andere als auBerwesentliche
Singularititen haben kann, und zwar wird immer mindestens einer
der Kettenbriiche

1—s
! und g1
konvergieren. Wir schlieffen jedoch die — notwendig isolierten —

Divergenzstellen von $ aus; alsdann ist & eine wohlbestimmte
endliche Grifle und

8= ling
Nach (18) und (14) haben die gesuchten Koeffizienten 4,
die Werte

B4 @, B
und die gesuchte Reihe wird lauten

S, v Pt@ B,
19  Sety=B+3 1yl Ry,

viz

y=1
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als Taylorsche Entwicklung der Funktion

(10%) f@y=ea'—*(C+ P(s, 2)).
Die in der Entwicklung vorkommende Grofe B, hat den Wert
By=f (=)

und wird so lange unbestimmt bleiben miissen, solange der Wert
von C nicht festgestellt bleibt. Wir haben s und « als fest gewiihlt,
wollen aber B, und damit fiir C einen Wert setzen, der fir unsere
Entwicklung (16) ein moglichst ausgedehntes Gebiet ergibt. Der

Koeffizient von £ in (16) lautet nun

v Q’u -P’I’
(— 1 2 (o + Bo)
und wird sich asymptotisch wie
Vv Q’V
(— 1 25 @+ B)

verhalten, aufler wenn & 4 B, =0 ist. Solange dieser Ausnahme-
fall nicht eintritt, bleibt der Konvergenzradius der Potenzreihe (16)
immer der gleiche. Derselbe muB sich auch aus der Beschaffen-
heit der Funktion (10%) ergeben; nun ist dieselbe

[e'e]
xv-{-l
— O 1—s z v
f@=Cea e go( S g
und es wird f(x—{-£) so lange den Punkt £ == — z zur singuldren
Stelle haben (ausgenommen den Fall, daB s eine ganze Zahl ist),
solange C von Null verschieden bleibt; also wird fiir jedes von
Null verschiedene C der Konvergenzradius von (16) den Wert ||
haben, wihrend fir C=0 f(x) in eine ganze Transzendente
itbergeht, in welchem Falle (16) iiberall konvergiert. In diesem
Falle muff also der obige Ausnahmefall eintreten, worin

By=—§&
ist. Man hat also im Falle C=0 die Gleichung
f(w) == RI

oder, da hier

J@)=ua'"¢* P(s, )
ist,
an 2= P(s, ) =

s—1
=—1-} p
s—1—a-
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In diesem Beweisverfahren, aus einer (linearen stetigen)
Marnigfaltigkeit von Funktionen eine bestimmte Funktion durch
die Forderung auszusondern, dafi ihre Entwicklung in einem aus-
gedehnteren Gebiete konvergiere als diejenigen aller iibrigen
Funktionen der Mannigfaltigkeit, besteht das Wesen des Prinzips
der schnellsten Konvergenz.

Aufler der Kettenbruchentwicklung (17) gewinnen wir aber
gleichzeitig die Potenzentwicklung (16) in der Form

(16%) fletd=—8+ (-1 P”;!"ﬁg” ¢
wobel -
(16°) S@)=a""¢Ps, z),

und dieser Vorteil ist nicht zu unterschitzen, da man die Gréfien
P,, Q,, ® zugleich rechnet und also man mit einem Schlage nicht
nur den Wert f(»), sondern auch die Taylorsche Reihe fiir
f(z - £) erhilt.?)

Man kann die Koeffizienten der Reihe (16*) in noch anderer
Form gewinnen, wenn man mit den A, anstatt B, operiert. Wir
setzen

A=A, fir v>0, A= d,}1;
alsdann ergibt sich aus den Gleichungen (12) die Beziehung
(129 ¢o+04, o=@+ 1—s—vd +4 ,(+=123,. .
wozu noch die einzige Gleichung
(12%) Az=A@x+1—s4s—1

hinzutritt.
Setzt man nun

so folgt aus (129)
=123 )

a) gp—lzs_!_v__j_—x—{—(v—f—l)xq:
und aus (12%)
, . s—1 .
°_A0+1_8——1—x+x(]0’

wendet man hier die Gleichung (@) wiederholt an, so kommt

4) In diesom Falle fillt der Nutzen des Prinzips nicht so ins Auge wie in
anderen Fiillen, wo es sich um eine Differentialgleichung zweiter Ordnung handelt.
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s—1

s——l—x+x———2—x

s—z-+ 35
s~}—1—x—[—s—————+2_x+_

6) dy=—1-

indem vorldufig der Kettenbruch als etwa mit dem Glied
nx

s+n—1—a4m41ag,

geschlossen gedacht wird.

Hier Lifit sich zwar vermuten, dafl man die rechte Seite von
(b) einfach als einen unendlichen Kettenbruch gelten lassen kann,
evident ist dies aber nicht; ein strenger Beweis liegt vielmehr in
der obigen Herleitung der Formel (17). Damit ist aber die Glei-
chung (b) aufler Frage gestellt und es gilt zu gleicher Zeit die
aus (2) und () folgende Beziehung

1
9% 1=
' s+v—1—x+(v+1)m
st+v—z+

v+2)z
stvi1—ax+

(v+3)x
st+v+2—ax+.

Die unendlichen Kettenbriiche ergeben nun

A= 4{4,9,9 %1
oder
4, =(4,+1)q,9,9, 9,_, v=1,23, )

nachdem A4, aus (b) bestimmt worden ist.
Damit werden die Koeffizienten der T a y 1 or schen Entwicklung

fet=F 4

ry=90
in einer Form gewonnen, die sich zur logarithmischen Rechnung
besonders eignet.
Nun ist wegen der Funktionalgleichung

PisH41,w)te?o'=sP(s, »)
die Grofle
A+ 1=1-}z1—*e P(s, )
gleich
() —1DP(s—1a)e =4, 1.
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Wird dies in (b) eingesetzt und im Resultat s-}- 1 anstatt s
geschrieben, so kommt der Kettenbruch Schloemilchs

-
x
s—rF
s-—|—1—x—}—g—x———3—z—
s+2—f+————
s+3—x4-.

(18) x—*e= P(s,x) =

zum Vorschein,
Ferner ist

f@t+1=UA+D[1+9t+0,68+ 0,068+ ]
gleich der Grolle
s—1 @8 T Ps—1, 2 ¢).

Wird dies in die letzte Gleichung eingesetzt, wird ferner
von (¢) Gebrauch gemacht und s+ 1 an Stelle von s gesetzt, so
kommt die Entwicklung

‘e P 2 3
(19) (x+ea);—3‘aP(SES;C;c+e)=1+goe+9091s _I—go%gzs +’

wobei wegen verinderter Bezeichnung die ¢, nunmehr aus

1

s—]—v—-:c—}—(“__[_1)z 5
sdvt1—af O ED®
s+v+2—24 -
zu entnehmen sind. Bei dieser Bezeichnung ist also der Ketten-
bruch (18) mit ¢ identisch.
Nun bleibt die linke Seite von (19) an den Stellen s=20,
—1, —2, synektisch; speziell ist fir s=0 die linke Seite
gleich ¢’ und es muB der Kettenbruch (20) den Wert

1 1

(20) gq,_,=

v o v+1)z
v—$+v+1—x+(v+2)x
vt-2—z4-..

haben. Ahnlich ist fir s= — 1 die linke Seite von (19)
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und demnach

vfe41 1
Y=o FD0Fa) Vg OEDE

v+3)x
v+1-— x+v+2—x+

Allgemein hat man, indem man in (19) s = -— n setazt,

E\" s
<1+;> ¢=1+40,6+q,9,¢+¢,96¢+

wobel die ¢, nach (20) fiir s =—n gebildet werden.

Wir gehen nun zur expliziten Darstellung der Ndherungsnenner
des Kettenbruches (18) tiber, in welchem wir @ an Stelle von «
schreiben :

(18*) w—*e* P(s, w)= 1

s—ot
s+1—w + — 54
s+2—o + —_—
s+3—w-t-.
Es ist

LH_0 A _ 1

9 1 ¢ s—o
und die folgenden P, ¢ werden mit Hilfe der Rekursionsformeln
P,,_|_1:P,,(S—'|—v——w)—i—P_1vm,

Qa+1=Qv(s+V—‘(D)+Q -1V

bestimmt, welche aus (14*) durch Substitution von s—1 anstatt s
hervorgehen Wir bilden nun die erzeugende Funktion der @,,
nimlich die Potenzreihe

(o]

deren Konvergenz im Bereiche |z] <1 leicht festzustellen ist. Die
Gleichung (@) fiir die @, ergibt die Identitit!)

@)

\./

E%gil“'v S¢ S—w)Qv 2 +2 vav Lo,

1) Die Gleichung (2) findet nimlich statt auch fiir v =10, wenn man darin
Q_ ;=0 setzt.

Monatsh, fir Mathematik u. Physik. XIX. Jahrg. 9
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in derselben ist nun die linke Seite gleich #' (¢), wihrend die ein-
zelnen Reihen rechts die Werte

(¢ —@)f@), 2/'(2) und wzf(2)
baben; dies gibt die Differentialgleichung
(e —1)F" () (we s —w) £ (2) =0,

deren Integral durch die Anfangsbedingung f(0)=1 vollkommen
bestimmt ist. Es kommt

FA=(1—2) e
und daher die gesuchte Gleichung

o0

(21) (1—-z)—"e_m—_—27‘—z”,
=10 y

mit der Bestimmung
@1 Qp=1, y=s5—0; Qp1=0,(+v—0)+ G1vo.
Durch Multiplikation der Reihen

erhilt man fiir den Koeffizienten von 2" in (21) den Ausdruck

n—v

o D T

oder =

(22) @:(-1)’*5(_ 1)”(f)w"—vs(s+1><s+2>---<s+v~1>,
was man auch -

(229 0 =131y () orrt f'jg )

=0

schreiben kann, und dies ist im Falle, dafl der reelle Teil von s
positiv sei, dem Integral

221) anrt__)/e—w(x—w)”xs—ldx

gleich.
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Wenn man die Bezeichnung

e SEHEDEHD oy —1)

0’

131

also uy, =1, u, Z%a einfithrt, so wird nach (22) sich @, durch

Differenzen ausdriicken lassen, nimlich

(229 Q= A",
mit anderen Worten, die Grofle

Q-

mﬂ,

ist dem ersten Gliede der nter Differenzenreihe von

229 1, s s(s—{;l) s(s—}—l)s(s—{—.?),
w ()] w
gleich.
Aus dem Determinantensatze
-Pn +1 -Pn
=(—1alo"
Qn 41 Qn ( ) ®
folgt
R1—|—1 Pn n w”®

e —1
Qn+l Qn ) Qn Qn+1
und demnach geht die Schloemilchsche Gleichung (18%) in

(28) 0=* ¢ P (s, w) = 2(_1) Qf;):’+1

n=20
iiber, wobei die Koeffizienten durch (21)—(222) definiert sind.
Gegentiber der Eulerschen Darstellung

(o]
n

P N SRR R

bietet die Reihe (23) kaum wesentliche Vorteile, solange o positiv
bleibt; ist dagegen o negativ, so leistet die Formel (23), niamlich

oSty v,(erv)—?( 1)"——@7;‘::1

r=20
ganz wesentliche Dienste, indem sie namentlich fiir grofiere w
brauchbar wird, wihrend die linke Seite sich der Anwendung
gk

gut
tat-
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sichlich entzieht. In dem Falle, wo w <0, s >0, wechseln die
Glieder der Reihe (22%) ihre Vorzeichen regelmiffig ab und die
Glieder der sukzessiven Differenzenreiben werden eigentlich durch
Additionen gebildet. Die absoluten Betrige der Grofien u,, &u,,

A?y,, A%y, . bilden eine wachsende Folge und die Grofen
(. — w®A®u, nehmen schnell zu. Wird der besseren Klarheit
wegen w = — v (v >0) geschrieben, so ist nach (227)
1 @
0 —_— — 7 §—1
(249 Q"_F(S)O/e (40" 2" “dx
grofler als

vtss+1) - (s+n—1)
und daher das allgemeinere Glied von (23) rechts

nto* < nior
0.0t PL%MC+ﬁ_”ﬂV*L+“+J”@i@'

Mit dieser Ungleichung lifit sich die Konvergenz leicht be-
urteilen; die Funktion, welche man hier entwickelt, ist

o= v
v'ﬁ‘
e 2 [ — i s 1 dx,
v=0v! (s+v) 0/
und die gewonnene Formel also
; Q 1!t
24 * pt—ldy —e® —_—
(24) B/ex z eEDQnQn-H
wobei die @ durch (24° definiert sind.
Die erzeugende Funktion der P,
- < P
(25) Fe)= T2
0

befriedigt die Differentialgleichung
@) E—DF @) 4 (wets—w)F@F1=0
und hat den Wert
(2562) F2)=(1—z) "¢ " [(1 T e
0

Die explizite Darstellung von P,, welche man dieser Formel
entnehmen kann, ist zu kompliziert und bietet der rekursiven Be-
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stimmung gegeniiber keine wesentllchen Vorteile, vielmehr gebiihrt
der letzteren der Vorzug. Ich notiere blof die Beziehung

n—1

(26) P=3 () 6l

wobei @, genan so mit 1 —s und — w gebildet wird, wie @, mit s
und o.

Die Gleichung (252) gestattet immerhin eine einfache Fol-
gerung, die zwar nicht die Darstellung von P, liefert, wohl aber
mit der Funktion P (s, w) zusammenhingt.

‘Wir haben zunichst

f(1_z)” Lt = [dz?(—l)” (1—gy ' =

=0

i o” — M
—o Ny ¢ j)Jrv_l"

ry=20

d. h.
f(l —2)' e de=¢"0w "P(s,0) — "0 "P(s, 0 —w02);
0
hieraus folgt
F@)=(1—2)"¢ “".0 "¢ P(s, w) —
—(w—w2) TP, 0—we);

wegen der Eulerschen Gleichung

oQ

”
D CEE Ve

kann man dies in die Form setzen

z—2e= P (s, 2) =

[ee]

_ —s —wz w” o g (1_2)”
Fz)=1—2) 23(5+1) (s—v) —-gs(s—{—l)---(s—-}—v)

Von der zweiten Reibe spalten wir den von = unabhingigen
Teil ab und vereinigen ihn mit der ersten; so kommt schliefilich

[v0)
2

T T RN - R S

~S0 () e

ey ¥
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Vergleicht man die Koeffizienten von 2", so hat man mit
Riicksicht auf (21) und (25)

k4

Po=Qu.0™"¢" P(s, 0) - (—1)"" 1”'2< )s(s+1)m (s-+v)

oder

(26) w "¢ P(s,0) —

Qn

—_— 'n_n 3
== E(n)s(s+1><<+2> NPy

Diese Formel gibt einerseits iiber den Anniherungsgrad der
Kettenbluchentmcklunfr Aufschlufl, anderseits bietet sie ein Hilfs-
mittel, die Annaherung zu beliebigem Grade hin zu erginzen,
indem die Berechnung der einzelnen Glieder mit Hilfe der Stirling-
schen Formel sich leicht bewerkstelligen lift.

Nach Beseitigung des Nenners @, bleibt auf der rechten Seite
von (26) ein Ausdruck, der nichts anderes ist als das Produkt
von (—1)" ©" mit der nt» Ableitung nach o der Grofle

o »
w

26T 6T

Wir haben daher den Satz:
» Wird mit @ (w) die ganze Funktion

=w ‘e” P(s, v).

o ‘¢’ P(s, w)

bezeichnet, so besteht fiir den Rest der Schloe milehschen Ketten-
bruchentwicklung die Darstellung

(26%) P (w) ——g—n- Q(:)_ o™ (w). ¢

Dies ist aber mit der Gleichung

oo ;
(3 'n(b _Pn n
@) OtH=0() 4+ (1 B2y
n=1
gleichbedeutend und letztere ist nur eine Modifikation der Formel
(16%), in welcher die Buchstaben P, und @, eine etwas abweichende
Bedeutung haben.
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Wir betrachten nun das Integral

1 wx

I T B

0

in welchem die Parameter  und @ ihre reellen Teile positiv haben;
wird hier

gesetzt, so kommt
oo a—1
_ 2 de
29 @)= | ——
@) @= [ G

und dieses Integral driickt sich im Falle a=1 sowie im Falle
a-}+c¢=1 durch die Q-Funktion aus.
Wir machen von (28) Gebrauch, indem wir die Identittit

nwe

d [e 22" (1— a:)”‘“] =

k(%4

=¢ 70" —@atetut1) 2" 4 (akot 1) 2" (1) " da
zwischen # =0 und # =1 integrieren; wir erhalten so die Relation

30) ad(@)—wt+2at+c+1)0@+1)+(@Fc+1) D (a42)=0;

setzt man nun
® (a)

(31) Xa:m7
so geht (30) tiber in
39 aX,=ut-2afct1—2tetl

-Xa+1 -

eine Relation, durch deren wiederholte Anwendung sich der Ketten-
bruch ergibt

(33) aX, =
_  (etaknEt)
e e veta. et Dt

et D
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der durch das Glied

_ tatv@ty
w+c+2a-42v-|1 —%:ﬂ
schlieft.
Nun i1st
(@) 0 o) o
b= 202 w82 [ we A2
(2) 6/6 (1+z)c+2 B/e (1+z)c+1 !e (1_'_2)6'1‘2

wihrend eine partielle Integration die Gleichung

o0

/e_“ dz 1 o foe—” dz
NS S A S
ergibt; wird dies in (@) eingesetzt, so kommt

c+DO@=(—+c+DdM)—1,

hieraus ferner

1 1
W:u—{—c—{—l—-c;t1

. 1
(331 (1) = .
w4c+41— c _‘:1
Xl
Nun geht
(ea] o0
; dz dz
(D (1) — [ g—u? - — ¥ g—ur —
I f =
nach Substitution 2 = % in
D (1) = e ue fe“mwf—lff
d. h. in
(33% O(1)=ue* Q(—c,u)
iiber.

Wird dies in (331) eingesetzt und darin X, nach (33) fir
a =1 ausgedriickt, so kommt die etwas vereinfachte Eulersche
Kettenbruchdarstellung der @-Funktion zum Vorschein, die fiir den
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Fall =1 von Herrn Tannery gegeben und eingehend be-
handelt wurde.f)

(34) ut et Q(—euy=
— 1 3
o 1(c-+1)
u4c4+1— ; 26D
utet3— 3(c-I3)
u—f—c—f—b——u+c+7_
wobel mit
(347 -l c-+v+41
u—[—c—{—2v—{—1——-—i
v4+1
zu schliefen ist:
Nun ist
ct+n dn4-1)
X, _(c+n) (boa‘_”
> 2"~ 1dz
d)(’ﬂ): e‘“——c;,
o/ 1+2°F
also bei reellen 4 und ¢ wegen
1—{—z<1
offenbar
dn+1)

0<w<1:
und demnach ist
0<%ﬁ<c—l—n.
Wir setzen nun
Py=0, P=1; Q,=1, @ =u-+c41,

und allgemein

J R'+1:(u+c+2v—'—1)P,,-—y(c_l_y)Pv_l’
Qi1=@—4c+2v+1)Q —vie+v) @s;

% Comptes Rendus, Bd. 94, p. 1698; Bd. 95, p. 76 (1882).

(35)
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alsdann wird

P, 1
(85) 5=
Q'y 1 1
whot1— e — _—Dty—1)

ud-c42v—1

Der Kettenbruch (34) mit den Schlufigliedern (34!) hat dann
den Wert
Poa—tdrtlp
Xv+1

Qv+1- c—‘I;( J—jrl-l Q

(857)

Um diese Giréfle zu untersuchen, wollen wir uns vorher eine
explizite Darstellung der Polynome @, verschaffen, was wieder
durch die Methode der erzeugenden Funktion geschehen kann.
Ich schreibe

I'(c) @n
!l (c+mn)’

und setze in die Rekursionsformel (35) ein; dadurch kommt

Ap —

2 1 n—1
gy =1, al:L{fl.

Setzt man a_;=0, so besteht (36) noch fiir » =0.
Ich setze nun unter vorliufiger Annahme der Konvergenz

o0

S (@)= E (Cln—l—n’

dann folgt aus (36)

2n—{—1 a, z" Tt
S‘ -+ 1)ap4q1 2" = utet - - —
n—~o( + ) +1 2 c+n 20 C—{—%

o anxn-}—l

_(u—c+1)26+n——{—22anx —2 PR
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Hier ist nun

Ster=a—c[f@] =z, @+ cf (),

Nt a2 = Fna, e t=af" @)+ C+1)7 @

und wir gelangen zur Differentialgleichung
2f" @)+ (e 1—23) f (&) = (11— ) £ @) =0.
Wird hier
S@)=ey
gesetzt, so geht die Differentialgleichung in die einfachere iiber
2y F e+ 1Y — uy=0,

welche durch die Besselsche Funktion

-~ utt gt
V= 2T ey D

befriedigt wird. Dies ist zugleich die einzige im Nullpunkt synek-
tische Losung und wir erhalten daher

we pk

f(x)—CeE T e p 1))

weil f(0) den Wert

a1

PR
haben soll, muf

C=T (¢

gesetzt werden, und daher ist
(e o)

S Oz . w zt S
(37) Em—ez? wlelcF1)(+2) e+ w

0
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Hieraus folgt in bekannter Weise

=3 ey

oder da
T (c)
n!an_l(c—-]—n)Q"’
. e JLle+n-4-1)
=3 retin =
(38) =

W

(z)“"(c+v+l) c+u+2)

0

I

‘tl.
Ich bilde nun die Differenz
A=Qit1—(c+v+1) 0,

(e )

die vermoge der Gleichung (35) wie folgt geschrieben werden kann

A=(u+v) @ —v(c+v) Qs

Es kommt, wenn man von (38) Gebrauch macht,

s=u 03"t et ety

y—1

— 3wt rt Detut)

u=10

Oder W egen
( U.) ( w ) (u 1)
£ ) )

A=uQ,,—-f~vu”+v§l(1:i) W (o 4= p L 1)

w==1 !

Dies zeigt, dafl fiir reelle positive ¢, u die
ist; der Ausdruck

Q‘V—*—l ——EQ‘A’

e 4-v) —

(c+v)

(¢4 v).

Grofie A positiv
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nimmt daher lauter positive Werte an, wenn & von Null bis
¢+ v~ 1 variiert, und erhilt den kleinsten Wert fiir =c-}v--1;
es ist daher

Qv+l—£._{_xi)$Qv>A>0,
y+41

d. h. der Nenner des Quotienten (35%) bleibt positiv und derselbe
Quotient bleibt zwischen den Grenzen

Py Boir—(4+v+1DP
Gy’ Gy —(C+v+1)Q,

enthalten, weil eine lineare Funktion immer im gleichen Sinne
variiert.
Der Unterschied der beiden Grioflen (39) ist nun

B2 @ =B Qpa) (vt 1)
Qv—[—l

(39)

(39%
und weil
40) Pyi@—P Q=+ De+2 )
ist, so lantet die Grofe (399

; vie+De+2) ... @+v-+1)
(397 :
Qi1
Nun folgt aus der oben gegebenen Darstellung von A die
Ungleichung
A>u0,,

und somit ist mit Riicksicht auf (34) und (351),

(39%) 0<Tue ¢* Q) (— ¢, u)— P,y < i(C—[—l) (c+2)... (C+V+1)_
v 41 u Q, Q,y+1
Nun ist
Qr—l—l

()

Cc+ 12 CcFvFy —

_ v4-1 (v . v+Dve—1)
1Jrc—H““Lw CRS VY CRE:) L TR R T S
(@) (Tl)(c——z) (cT»)Tlg 0—2{'—2)(05[.—3)...(6—1—0”_[_

vb— 1) (e+3)(c+4). .(c+v) .
T 5 4 vooWE e
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also wachsen beide Quotienten

Qv Qv—{-l
WMEEDeF v FD
mit v {iber alle Grenzen, und das letzte Glied der Ungleichung

(392) hat den Grenzwert Null; damit ist bewiesen, daB fiir posi-
tive # und ¢

(41) lim EL2S) =u’ ¢ @ (— ¢, u),
¥ =00 Qv+1

d. h. daf man in der Gleichung (34) den unendlichen Kettenbruch
setzen darf; dabel war eigentlich nur vorausgesetzt, dafl ¢ nicht
negativ ist, so daf der Wert ¢ =0 mit inbegriffen ist.

Fiir negative ¢ bemerke ich zunichst, dall der Kettenbruch
(84) von selbst schlieit, wenn ¢ eine negative ganze Zahl ist, so
dafl wir diesen Fall ausschlieflen diirfen. Fiir sonstige negative ¢
bleibt dann bei hinreichend groflen v der Satz (39) bestehen, die
Ungleichung (39%) wird in Kraft bleiben, falls man eventuell die
Vorzeichen einzelner Teile lindert. Nun werden die Quotienten (a)
und (8) auch dann mit v unendlich groB, wenn ¢ negativ wird,
und somit bleibt die Gleichung (41) auch in diesem Falle bestehen.

Aus (40) und (41) folgt nun

42 we (g u)=2“’“+1><";[‘33+-1~ e+

vy=0
mit der Darstellung (38) der 0,.
Setzt man in (34) ¢ =0, so geht die Kettenbruchdarstellung
von Laguerre fiir den Integrallogarithmus hervor

= d 1
(43) e /e— L
x 1.1
u wHl———
2.2
w48 —=— 3.3
die hier in nur unwesentlich ver- % -5 — py _+_ 7T —
inderter Form wiedergegeben ist.

Die Gleichung (38) gibt fiir die Néherungsnenner die Formel

n
n\n!u
Qn:E(u) ul ?

wu=0 '

die ebenfalls bei Laguerre vorkommt. Setzt man daher, um
MiBverstindnissen vorzubeugen,

k3

m=3(")"%, a=1,

“hu/p!
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so folgt aus (42) fiir c =0 die Entwicklung

(44) o femul2 E CESIES Opser

u

Fiir ¢ — _% wird

dx oo
o[} )=t mafva

setzt man daher # =12, so folgt nach leichter Umformung

o0

(45) e f T —
, 1.2
v 2v241— 34
202—}—5——
20* 49— 2_|_13
oder in der Gestalt von (42)

~ 2 Q0 Qupr
O a3 erbrHrd) b 22)

In Bezug anf (38) moge noch die Bemerkung stattfinden, daf

=3 e

#=0

ané(ctn) D"

#=0

oder

dies lafit sich symbolisch so ausdriicken
(38%) Q.=+ Dy "
und gestattet die Folgerung

@y W=Dy Tre,=3 (77" &
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Der angeblich von Euler stammende, mir aus Legendres
Werken bekannte Kettenbruch fiir die @-Funktion hat die Gestalt

¥ . 4
(48) Q="+
e 1—a)
u O
1+ (2—a)t
14 2¢
tH et
+
l+3(
1+
wobel C:%, und kann offenbar in der Form
(48Y) i
1—a
- +1
1
2—-a
- o
1+ 3—a
w4 5
1+u—{—-_«

geschrieben werden; wir ersetzen ihn durch die Gleichungskette,
indem wir ihn mit ¢ bezeichnen,

E—L g_ﬂ ¢ - . __ vV
—u—l_EI, 1—1+€2’ ) 27_1_1"‘]"627’ @y = u'_I_EZV—l—l
Wird £;, eliminiert, so entsteht
. v—a e v(v—a) ]
S w2 vt
u_l_EZv—i—l
dies gibt
|
(48%) &= 1(1—a)
u4+1—a—
2(2—a)
w3 —a——
1¢—}—5—a—3(3_—d)
u+7—a—
wobel mit
. viv—a)
v+ Gyga

zu schliefen ist.
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Schreibt man die Niherungsbriiche von (48!)
Fo_ 0 B_1 B
L

9, I 0 w 8,
B,

so entsteht ——— aus & vermdge unserer Gleichungskette, wenn man

2,

darin § =0 setzt.
Wird pun &,40=—0 gesetzt, so wird unser SchluBaunsdruck
zu (482%) lauten
v(v—a)

T ul2vt1—a

und dies beweist, dall man in friiherer Bezeichnung

EBZ'»-I—E . P’u—f—l
DZ'V—|—2 QV+1

(c=—a)

hat; mit anderen Worten, die Niherungsbriiche von (34) — ge-
schrieben fir ¢=—=-—a -— stimmen mit Niherungsbriichen gerader
Rangzahl im Euler-Legendreschen Kettenbruch (481?).

Fir ¢ <1 ist nun

%21’ EBQ'»—}-I
S < <D

und es hat sein Interesse, den Ausdruck

EBZV—{i
sz—}—l

bilden zu konnen, ohne die vorhergehenden Niherungsbriiche un-
gerader Rangzahl zu berechnen. Dieser Niherungsbruch entsteht
aus (48%) durch Annahme £;,4.=0 und wir haben daher

SBZv—]—l — 1
Sits 4y, 10—0
u—[—3—a~—27(2_a)
o G0
wt7T—a—
geschlossen mit —3%__?—3); wir beniitzen nun die etwas iiber-

Monatsh, fiir Mathematik u. Physik., XIX, Jahrg. 10
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sichtlichere Schreibweise, um das Ergebnis der letzten Betrachtung

zu formulieren:
1 1(1—a) 2(2—a)

=D (—1—a)
u+1—a— u+3—a— ut+b—a—

w+2v—1—a

<w=“e" Q(a, )
1 1(1—a) 2@2—a)
u—]—l—a—u—]—?x a— utbh—a—"""

v—1D(O—1—a)yv (a—a)
u—+2v—1—a— wu-v

Man kann auch schreiben

v(iv—a) .
P, — P,_
(489) Bow T ufy T
Qovpr 0 v(v—a) 0
v u—;—v v—1

Speziell ist fiir den Kettenbruch (43)

P, y oo_z__ Put-v)—v2 P,
(439 0, <efe < 0, () —v 0,5

dabei wird der Niherungsbruch L mit Behaltung von bloff v

Nennern # 1, w4 3,... u-2v 1 gebildet.
Wir gehen nun aunf das Laplacesche Integral

P w101
/e dx ._50(?102)

zuriick, indem wir es mit (48) ausdriicken.

.. 1 . .
Darin ist a=- zu setzen und die sukzessiven Zihler

1—a), ¢, 2—a)t, 28, B—a)(, 3¢,...

haben die Werte
£ 20 30 40 5BC 6L
2’ 2 27 27 "2 2’

Schreibt man daher

(49°) 1=75
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so folgt der Kettenbruch von Laplace in der Gestalt Jacobis

co
(49) 2ve” [ o= dp—=—1
) 1+-—4
1429
3¢
14+ )
Dividiert man durch 2o, so ent- 14 1
steht nach einfacher Modifikation 14
[e o)
@) o=t
v 20 —
2v- — %
2v+ — 3
Da diese Kettenbriiche aus (48) 204
ohne Reduktion hervorgingen, so kann 20 4.

nicht tiberraschen, daf der Ketten-
bruch (45) viel schneller konvergiert.

Die hier gegebene Ableitung der Formel (34) habe ich im
Sommer 1905 im hiesigen Seminar auseinandergesetzt,

10*
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