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ROCNIK XXII. TRIDA 1I. CISLO 36.

O dvou plochach stupné &tvrtého.

Podiava M. Lerch v Brné.

S 15. obr. v textu.

(Pfedlozeno dne 20. ¢ervna 1913.)

I

1. Necht sc rota¢ni kuzZel otaci kolem svého vrcholu A tak, aby
jeho osa zistdvala v dané roviné O x y; rovina vedend pevnou piimkou O z
(kolmou na O xy) kolmo na osu kuZele protind jej v kruhu I'; souhrn
téchto kruhi napliiuje urditou plochu stupné &tvrtého, jejiz body M
maji vlastnost, Ze pfimka A M svirad s rovinou M O z staly thel, z kterézto
pti¢iny slujc ¢sogondini*) plochow bodu A a ptimky O z.

PoloZme osu O x pravoihlé soustavy soutadnic do pfimky O 4,
a budre soufadnice bodu 4 (x =a, y = z2=0).

Strana kuzele 4 K lezici v roving O x ¥ svira s rovinou K O z kolmou
na osu kuZele 4 ¢ tyZ thel & jako s jeji stopou OK; Gthel 0 K 4 = & je
stily a bod K opisuje uréity kruh (K) prochazejici body 4, O; bud B
jeho stted. Bod K jakoito prisek strany kuZele s rovinou K O z nile#i
kruhu I" a jest jcho stopou na rovin€ O xy; stied kruhu I je patrné
priasek o osy kuzele 4 ¢ s piimkou O K, a tedy opisuje tento stred kruz-
nici (0 4) nad pramérem O 4.

Odtud jednoduchi konstrukce kruhu na ploSe isogonalni*): V roving
O x y vedeme kruh (K) hovici podmince <C O K 4 = # = konst., a v rovi-
nich svazku O z sestrojime kruhy I' majici své sttedy na kruhu (O A)
a protinajici kruh (K).

Analytické vyjadteni boda plochy isogonilni obdrime takto: Zna-
menejme ¢ tihel X 0 K urdujici polohu roviny sené K O z, ¢imZ uréen

*) L. Heffter, Uber gewisse Flichen vierter Ordnung (Isogonalflichen),
Journal £. d. reine u. angew. Mathematik, 115,
*) Heffter, 1. c.

Rozpravy: Cis, 36, Tt. IL Rod. XXII 1
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uh I', a na tomto kruhu vytkn&me libovolny bod M udinim 1hly
« = Ko M, ktery polomér O M svird s rovinou O x y.
V obrazci 1. zndzorfiuje (I) kruh I' po sklopenf do pidorysu xy
kolem piimky O K, pidorys bodu M je pata M, kolmice (M) M, sputéné
s bodu (M) na piimku O K; délka M, (M) udava vySku nérysu z.

Obr. 1.

Polarni soutadnice ptidorysu M, bodu M pro pél O a osu O x jsou
tihel ¢ a pruvodi¢ O M,; patrné

OM,=006+0cKcosa, z =M, (M) =6 K.sina.

Tu pak z trojahelnikit O Ao, O A K plyne

— =~ a .
O =acosp, OK= Sind sin (# 4 @),

tedy odeltenim
6 K = acotg & sin .

Predchézejici vzorce tedy davajf

(1) OM,=acosp +ccosasing, z2=csinasing,

pii &emZ kladeno
(19 c=acolgd,

tak?e ¢ je pofadnice bodu C na kruhu (K) pfisludnad k dsetce x = 4.
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Pravouhlé soufadnice bodu M na plose isogonélni uréeného para-
metry ¢ a « zné&jf tedy
J x = (acosq + ccosa sin @) cos p
2 y = (& cos @ + ¢ cos & sin @) sin
l z=csinasing.
Povrchové kruhy I’ maji rovnici ¢ = konst.
2. Z rovnic (2) mame postupné
22+ y2 = (a cos @ + ¢ sin @ cos a)?,
(3) 42+ 22 =a%cos?p 4+ c2sintp 4 2accosa sing cosp
(x —a)® + y% 4 32 = (a® + c?) sin® .
Néasobenim prvniho a tictiho téchto vyrazi vychazi vzhledem
k hodnoté y dle (2):
(B4 42 —2ax4a) (B +y) = (@ + )y
¢ili*)
2
(4 (=2 2y = ey = (@ o)y

Plocha isogonalni piimky a bodu je tedy stupné 4.; prochizi jedno-
dufe imaginarnfm Kruhem v nekoneénu, a obsahuje nekone&n& vzdalené

ptimky imaginirnich rovin
x+iy=0.
Stopa plochy na rovin€ O x y je patrn€ kruh (K) a kruh s nim sou-
mérny va&i O x. Rovnice kruhu (K) zni
B4+ v2—ax—cy=0,

soustava obou kruhi dava
(2 + 12— a %) = 2 y2;
z rovnice (4) pak obdriime pro z = 0 rovnici tutéz
(2 + v22—2ax (22 + ¥3) + a2a% = 292

Plocha isogonalni méa déle vlastnost, Ze jeji priise¢nice s rovinami
riznob&znymi s osou Oz prochizeji kruhovymi body v nekonefnu,
a stejnou vlastnost maji jejich pruméty do roviny O x y (pidorysy).

Rovnice (4) vyjadiuje metricky vztah

iM—=+23"9
- sind

Zvolime-li bod A za pdl, pitimku A4 z || O z za osu polirni a rovinu
A x2 za rovinu polirni, a znamenidme-li priuvodi& polirni 4 M =y,
polirni tthel M A z = ® (polarni dilka), a thel polednikovy ®, zné&ji
transformaéni rovnice

x=a+@sin®@cosm, y=9¢stn®sinw, z=9cosO,

*) Hefiter, 1. c.
1%
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nadeZ rovnice plochy obdrzi tvar

03sint@ 4 2a9sin@cosa + a = (a® + ¢ sin* @ sinto
aneb

esin® = —acoso+ sinoVcEsin®® — a? cos® O.

Rotaéni kuZcly s vrcholem A, osou 4 z (t. j. @ = konst.) protinaji
plochu isogondlni ve dvou riiznych ktivkach, které poznime jako
Eudoxovy hyppopédy.

Prise isogonalni plochy s kouli o stfedu 4

(x_a)2+y2+22: g2

lezi na dvou rovinach svazku O z

2 .2 ( a? 2) 2
gs ye — — _ Y
® sin? §7) Y%

t. j. sestdva ze dvou kruhit povrchovych, které se protlna]l ve dvou
bodech osy O z.

Roviny ty jsou realné, pokud

=Va+c2=0C.

a
< sznﬂ

Tedy celd plocha lezi uvniti koule O M = O C.
Déle je prused plochy s kruhovym vilcem

a4 42 = g

na rota¢nim kuZeli s vrcholem A a osou 4y

—a)2 2=
(x—a)* + 2 (ozsmzﬂ )y,

ktery jest realny pii podmince

g <

—0C

smﬂ

Narys prusetné Cary jest ellipsa

22
)4-02 2—%4:0—2(42+c2—g2).

Pii z = konst. nam (4) dava prumét iczu do roviny rovnob&Zné;
rovnice neobsahuje &lent stupné niz¥iho nez 2., a ktivka m4i tedy bod
dvojny x = 0, ¥y = 0, mimo to oviem dvojné body v kruhovych bodech
ibéznych.

Viecky fezy z = konst. maji dvojné body na Oz, t. j. osa Oz je
dvojna ptfmka plochy.

V polarnich soufadnicich 7, @

X=7rcCosSQ, y=rSsing
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zni rovnice fezu
P—2arcosqp + a®+ 22 = (a® 4 c?) sinto;
pro r =0 méime odtud stanoveny teCny dvojného bodu jich polirnim
dhlem @
. at4 2
Stncp = m‘ »

jsou realné pti |z| < c. Délenim na

. c2—— 22
vychézi
2 2
a z
2 . [
rgo = oyt

Obé tetny fezu v bodé dvojném jsou diny rovnicemi
22 (22 4 a?) + 2 (22— % = 0.
Pti proménném 2z tato rovnice piisludi konoidu, ktery je geom.

misto teen ve dvojném bodé fezi z = konst. Jinak lze tuto rovnici pte-
hledné&ji psati

02 y2 — a‘l x.‘
x‘.’. + y?.
Obecné sele .kruhovy valec, jehoZ osa prochazi bodem A4,
(v —a 492 = ¥
isogonalni plochu v ktivce lezici na konoidu
(a2 + 2 — kB 12— k22
.Y2 + -‘,.2

V piipadé & = a a splyva tento konoid s plochou (&) ; rovnice valce
zni tu 2® + y2 = 2 4 x, a jeji pouZitim vychazi, e fidici ¢ara konoidu (e)
je pronik kruhového valce s parabolickym

2 1 (2
a®+c
2241t =2ax, 22+2—ax=02,

(e 2=

22 =

a lezf na ploSe isogonalni.
Stanovme daile ohniska fezu z = kons*. Znamenajice na okamZik

2tat=g% a4 2= 45
obdrzime po zavedeni soufadnic isotropickych

x+iy=u x—iy=uv,
rovnici na¥l &ry ve tvaru

uv(uv—au—av-+ g4 ¥ w—v)2=0,
&ili
(4) B2 —av+¥)—u@r+20v—giv) + B2 =0.

XXXVI.



Dva koteny # této rovnice splynou, plati-li
@v+ 208 —g32 =482 (12— av 4 bY).

Nehledfme-li k teSeni v = 0, jeZ podava dvojny bod # =0, v =0,
méame rovnici druhého stupné
@—40) 1+ 2a (402 —gt) v+ (202 —gl)2—4 b =0,
ol 2 —2a(?—zH) v+ g(®—2?) =0,
takZe vychézi
a(®—z)+27bzVE—22

v =
c?

Ohniska bicirkularni &ary 4. stupn€ z = konst. jsou tedy urcena
soufadnicemi*)

a (@ — z?) Va2 V222

Xo= ) » Yo=T 2

Zavedeme-li paramétr w substituci z = csin @, obdrzime
(B) %= acostw, yo=Vat+Esinwcosw, z=csin e,

pii &emz bylo lze dvojité znameni potlaciti, ana ¢4ra se reprodukuje za-
ménou ® — ® zZa .
Porovnejme je¥té vyrazy (B) pisice v nich @ = ¢ s hodnotami sou-

T .
—2 , t. ]. dle (2)

x=acos?p, y=asin@cosep, z=csing.

Patrné bude

fadnic bodu ¢ na &ife « =

\ + 2
Xo=2% Y= a D A=
*) Inversi
R R
* = PrET Y YN = Py T y

vzn'kne z (dry na$i

(B+r—2ars+g) (Bt ¥)=(@+N)y (gf=a + 2,
hyperbola
Ert—(t—2)yt—2a Rty |+ R=0;
jeji realnd osa ma rovnici
_ aR
hEET A

osa'pomysln;i je O%; jeji ohniska jsou inversn’ body ohnmisek ¢dary. a slouzi
prvndj#i naopak ku geometrickému stanoveni t&chto,
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,,Geometrickym mistem ohnisek bicirkuldrnich &ar 4. stupng,
které jsou fezy z = konst. isogondlnf plochy (4), jest racionadlni ktivka
n

4. stupné, kterd z fary a« = 5

na této ploSe vznikne affinitou

f

2y = 2.

Yo=% Y=o

Abychom uréili singulérni ohniska, t. j. prisseéné body teden v kruho-
vych bodech iib&nych, vratme se k rovnici (4). Kruhové body y =i %
a y = —¢x znamenejme J, a J,, takfe na J, jest v = a na J, pak
% = 0.

Blizi-li se bod &4ry poloze J,, zistava # koneéné a v roste absolutné
do nekonetna. Z rovnice (4) upravené takto

e(1-2 b_z_( M) -
u (1 v + -vz) ul\e + v +b 0
miame pro v = e rovnici

w—auw+ ¥ =0,

jeiiz kofeny jsou soufadnice telen ve dvojném bod& J,; patrné

2u=a+t Vaa —10t = atic,
tedy
WSinguldrni ohniska veziv z = konst. napliiuji primky
a c
X = ? ’ j” - i ? »
které prochdzeji stvedy zdkladnich kruhi (K) a (K')
24y —axtcy=0.
Céara z = konst.jest obalkou kruZnic

2 (22 +y%) +

- Ay+ (x—a2+y2+22=0,

kter¢é po dosazeni nového parametru g (¢gf = 4) maji rovnici

2a sinf cos

(Kg) 22+ 4+ = sin® v—2aco®B.x + (a2 + 2% cos:p = 0.

Stied kruhu
asinfcosf

xozacoszﬁ’ Yo = — sin @

opisuje ellipsu
a\? a?
—_— 2 ¢in2 —_
(xo 2) + y2sin @ i
dile je mocnost kruhu pro bod O &tverec reilné veli€iny
0=Va} 2cosf;
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zname tedy stied krthu Kp, jakoz i krih k nému pravouhly, ¢m2 jest K
uren. Body, ve kterych se kruh dotyk4 &ary obalové, leii na ptimce

2 2
y=—sinﬁtg2ﬂ(x— a2—|;z );

odtud vychazi konstrukce tedny nadi ¢ary 4. stupné.
3. Pristupme k Setfenf prusekti pfimek vychézejicich z bodu 4.
Je-li €, 5, £ libovolny bod N, budou body na ptimce 4 N miti soutadnice

x=a+(E—a)t, y=9t, z2=14§1,
a prusek piimky A N s plochou isogonilni (4) se uréi z rovnice
[ —a2+n2+ET [0 +2a¢—a)t + E—a) + 2R 2= @+ 22

Dva priseky splynou s bodem A4 (2 = o), zbyvajici dva hovi pak
rovnici

€) (—a®+ 4+ B[ +2a(§—0) 1+ (§—a)* + n* = (@®+ ) 7%
Aby treti prisek splynul s bodem A, tfeba, a staci, by

2
— a)2 2 2 _ W .
E—aP+ 92 +¢ o
pieme-li tedy x ¥ 2 za £ 9 {, nachdzime rovnici kuZele teCen ve dvojném
(konickém) bodé A plochy isogonalni*)
(5) (x —a)? + 22 = y2cotg? & ;

je to zfejmé& kuzel rotatni, jehoz vrchol jest A, osa 4 y.
Priised tohoto kuZele s plochou isogonéalni hovi rovnici

y2
sind

aty?
2 2 .
(#% + ¥ = sintd ’

nehledfme-li k samozfejmému tedeni y2 = 0, vychézi

x4yt = a?,
t. j. pronik uvafovaného kuZele s plochou isogonélni promitdi se do
roviny xy v kruh se stfedem O, polomérem O 4. Narys &iry jest ellipsa

2Z2sin?® 4 (x — a sin? 8)2 = a2 cost 9.
Rovnice (C) nabude piehledné&jiiho tvaru
(o8 a?S— @24+ A +2aS(E—a)t4+VS=0,
piSe-li se
S=@F—a*+7+8 V=(@F¢—a+r

Piimka 4 N dotkne se plochy mimo bod 4, splynou-li koteny této
rovnice, t. j. plati-li

*) Heffter, I c.

XXXVI.



@S2 —a)P=VS[a®S— (e + % %%,
aneb po redukci*)
[@®S — (@ + A V]n2S = 0.

Regeni 92 = 0 podavd dvojnésobnou rovinu O x 2z, kter4 protini
plochu v dite

22 [(x —ea)? + 22 =0,
je? sestavd z dvojnasob vzaté osy Oz a z paru isotropickych ptimek
z bodu A vychazejicich. Kazd4 piimka z bodu 4 vedena v rovin€ O x z
protind dvojnou piimku Oz, t. j. plochu ve dvou splyvajicich bodech.

Dalii feSeni S = 0 podava imaginarni kuzel s vrcholem A, obsahujici
tbézny kruh; jeho prised s plochou isogenélni je skute¢né dvojnisobny
tento kruh, nebot v rovnici (C’) se pro S = 0 oba kofeny stanou nekone¢-
nymi. Daldi ¢4st prisefe kuZele s plochou hovi rovnici y2 = 0.

Tvar rovnice (4) ukazuje bezprostfedné, %e se plocha isogonalni
dotykd kuiele S =0 podél dvou piimek na roviné y = 0, takie tyto
dv& pomyslné piimky tvoii &ist opsaného kuzele.

Koneéné zbyva realny faktor

a?S— @@+ AV =0
¢ili po zméné oznadeni

(x—a)* +y°

(6 (v —a + 92+ 2 = L2

’

aneb konefné

(6) (x —a)® + y2 =221 @,

JakoZto rovnice realného kuzele opsaného plose isogonalni z vrcholu 4;
kuZel je rota¢ni s osou A4 z, kterd se stranami jeho svird uhel 9.

Na hybném kuzeli, kterého jsme uZili k vytvofeni povrchovych
kruha I', vedme prfirky piislusné k dhlu ¢ = + % ; ty leZi na rovinich ve-
denych osou A z a stoji kolmo na piisluinych stranich opsaného kuZele.

Abychom ur¢ili pramét fezu kuzele (6) s plochou, vyluéme z z rovnic
(6%) a (4); obdriime

(2 + 3% Ly — a)® + ¥%] = a®y%,
¢ili coz totéz jest
xR+ yt—ax?=0.

Dotykova ¢ara plochy isogonalni s kuZelem opsanym z vrcholu A4
promftd se tedy do roviny O xy v kruh nad prumérem O 4.

(7) B+y2—ax=0,

jak na u. m. jiz Heffter ukézal

—

*) Heffter, 1. c.
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Z rovnic (2) pak plyne, Ze tato ¢ara odpovidd hodnoté &« = i;— aneb

[ =—%; tyto dvé hodnoty podavaji tutéz kiivku. MuZeme tedy vy-

sledek Heffteruv doplniti takto:
,KuZel opsany z vrcholu A4 dotykd se plochy isogonilni podél
%

Eudoxovy hyppopédy e = + 5 kterdi mé parametrické vyjadieni

(7" X=acos®p, y=aSinQcosq, z=csing
a lezi na kouli obsahujici bod A
g — c?
x2+y2+22=—a x -+t

Ustanovime jesté kuzel z vrcholu O plose opsany. Bod O leii v rovi-
nich vSech kruhu povrchovych I' a teiny téchto kruhtt z bodu toho
vedené tvoii opsany kuZel.

Rovina kruhu I' ma rovnici

y=tx, t=1gwo,
takZe pro jeji body

y2

_;z-l-—y‘ = sine.
Dosadime-li tuto hodnotu do rovnice (4), obdriime
(@) (x—a) 492+ 2= (a® + c®) sin*g

jakoZto rovnici koule prochézejici kruhem I'; bod T, ve kterém se
tetna OT dotyka kruhu I', urdi se jako prisek roviny s kruhem, podél

kterého se dotykaji koule jeji te¢ny z bodu O vedené. Mocnost bodu O
vzhledem ke kouli (a) jest

OT?=a%— (a® + ¢ sint o,
tedy feceny kruh lezi na kouli
(b) %+ y: 4 22 =a%— (a® 4 ) sinto.
Prusetik kouli (a), (b) s rovinou kruhu I’ (y = ¢ ) je hledany bod T

na &fe dotykové isogonalni plochy s opsanym kuZelem z vrcholu O.
Odeétenim rovnic (a) a (b) vychazi

2 2
x=a—2 Ll sin® g,
a
dale jest
=xgP,;
polarni soutadnice bodu T, — primétu bodu T — jsou pak 7, @, kde
2 oin?
= =acos¢p—i- SW 9P
cos a cosg
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Porovname-li to s hodnotou (2)

r=acosp + ccosesinq,
obdrzime
(8) acosectgp =10
jakoZto parametrickou rovnici ¢ary dotykové (T). Vyraz pro privodic
lzc psati
! r—a2+czcos —Czs
®) = csp— s,
co% jest polarni rovnice primétu dotykové &ary (T):
,,KuZel opsany z vrcholu O dotyka se plochy isogonilné podél
gary, jez sc do roviny O xy promitd v ¢iru tfetiho stupné&, ktera jest
cissoidou kruhu a ptimky, t. j.

Rovnice této cissoidy zni
2 _ 2
(a2 +9?) (x —a) + # v2=0;
je to Sluseova konchoida druhého typu.
Ptimou methodou bychom nalezli rovnici opsaného kuzele ve tvaru

(®) (B 9%+ 2) (@2 —cy) = a2 (2 + 7,
pomijime-li imaginarni feSeni
224+ y2=0.

4. Zavedme homogeni souiadnice Hesseovy x, y, z, #, takZe pravo-
uhlé soutadnice budou

klademe-li k vili struénosti

a

— V2 L 2
sinm‘}—\a +

S=(x—au2+)y2+22 V=x+4+14? g=

bude rovnice isogonalni plochy zniti
(9) SV —g>y?u?=0.

Libovolnému bodu v prostoru P, (x, ¥, 2, #,) piislusi jako prvni
polara
(10) % [Sx+V—au)] +yy,[S+V—gu’]
+Vzzy,—ug(aV(x—au) +g2y*u] =0;
a této ploZe lezf &ira, podél niZ se isogondlni plocha dotyka opsaného
kuZele z vrcholu P,

XXXVI.
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Ve zvlaStnich piipadech zjednodusi se tato rovnice. Tak pro bod P,
leZici na ose O x bude y, = 0 = z;; klademe je5t& #, = » = 1, a rovnice
polary (10) obdr#i tvar

(11) Sxxy4+ (g—a) (x—a) V =gty

Rovnici pramétu dotykové ¢&ary obdrzime vyloudenim litery -

z rovnice této a z rovnice plochy, dle které v nafem pfipadé
SV = g2yt

Tu znisobime rovnici poliry vyrazem V a nahradime SV jeho
hodnotou g%42%; vyjde
(11%) gy (V—2xx)=(x—a) (x—a) V2

Dotykova ¢ara kuZele opsaného z vrcholu na ose O x promitd se
do roviny xy v kiivku stupné€ patého.

Ve zvlastnim ptipadé x, = a (Py= A) rozpadi se ¢ira ta v dvoj-
nasobnou piimku Ox, pifimku 4béZnou a v kruh V—ax =0, jenz
vySe byl nalezen.

Piejde-li P, v ubéiny bod osy Ox, tedy u#,= 0=1y,= 2z, zni
rovnice polary
(12) Sx+V(x—a)=0.

Primét dotykové &ary opsaného valce rovnobé&iného s osou Ox
bude &ira stupné 5.

(12%) (x—a) V24 g2xy2 =0, g*2=a%+ c?

jejiZ rovnice v poldrnich soufadnicich zni

a+Vat—gtsinz2¢q .
2cos @ '

parametrickd rovnice dotykové &ary' zni
(1 + cos®a) tg’p + 2accosa = 0.
Inversi 7 », = g% ptechédzi &ara tato 'v kiivku stupng 3.

Xo Yo — @ (%> + %) + 82 % =0,
2
ktera je rodu 1. Na nf lezi bod x, = gT pifsluény k x = @, y = 0. Kruhy

prochazejici body O, A protinaji tedy &ru (12%) pouze ve dvou promén-
nych bodech.
Ke konstrukci se nejlépe hodi rovnice

28x=a+ Vo —gtsin®2g;
polarni subnorméla
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ma zde hodnotu
, o artge — g2sz'n2(fﬂ)sq> .
+Vat —g@sinf2¢

Z rovnice (12%) derivovanim nalezneme po jednoduché transformaci

dy _ gisint 2@ —Bsindep —1r*?

dx 2sin2@cos2eq

Pro teiny valec ve sméru osy Oy méme v (10) x, = z, = 0 = u,,
takze dotykova ara se rozpada v fez s rovinou y = 0 a v ¢aru na ploge
druhého stupné

(13) S+ V=g

eliminaci z provedeme opét nasobenim vyrazem ¥V, a obdrzime
V2 == g2 42,

t. J.

(13%) B4y=gx, g=+Valt e

,»Tetny valec isogondlnf plochy rovnobéiny s osou Oy roz-
padid se ve dvé plochy valcove, jich fidici ¢ary na plose isogondln{ se
promitaji v kruhy (13%).“

Z (13%) vychazi pro polarni souiadnice

(13Y) ¥ =gCcoSp =acose + ¢cosa sing,
tedy
(139 ccosaigp = —a -+ g.

Déle mame z (13b)
(139) Xx=gcos’@, y=gsingcos@,
a pFimo

2= c?sin® e sin® . = ¢ sin? ¢ — c? cos® & sin? @,
takie s pouZitim (13¢) vychazi

R=csintp — (—a 4 glcoste,

) 2B=c2—[+ (a—g*lcos’p=c2—2(g2—agcos?e.
Vylou¢ime-li ¢ z (13¢) a z prvni rovnice (139), vyjde

2 — p\2
22 =c%— C—-Hg—;g’—x éli 2= +2(@—g) x,
jakozto rovnice prim&tu dotykové &4ry do roviny néarysné O xy. Vilec
te€ny je kolmy na narysnu, a tato &ara tvoii obrys plocky v narysu. Tento

nérysny obrys plochy isogonilni sestiva ze dvou parabol*)

*) Skutednou vlastnost obrysu maji piirozen& pouze &4sti t&chto parabol
obsaZené mezi ob&ma priisetiky.
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z”=-—2(g—a)(x— g+a)'

2

(139

f=2@+a(x+E52), g=+ VET S

jez maji spoletnou osu O x a spoleZné ohnisko 4, takZe se kolmo protinaji
a sice ve dvou bodech osy O z

=0, z=+c.
Je piedem jasno, Ze vrcholy téchto parabol

atg
p)

, z=0=y

jsou pruméty koncii priméru kruhu K rovnobéZného s osou O x.
Abychom zjednodusili vypolet, znamenejme opétné

=+ VAT S,

takZie pak paraboly (13f) jsou zahrnuty tvarem
22=2(a—g) (x—- a—;—g)

a rovnice véalce promitajictho do roviny x v jest

¥4 yi=gx
Prise¢nice obou poslednich ploch je dotykovéa ¢ara nade; seCteme-lj
tyto rovnice, vyjde

(13¢) Bty t2=02a—gxr+e g=+Vaald

t. j. ¢ary dotykové opsanych vilcti ve sméru osy Oy jsou sférické.
Obé& koule obsahuji spoletny bod x =0 =12, y=rc.
O normalach plochy isogonilni v bodech téchto ¢ar bude jednano
pozdéji.
UvaZujme jeSté priselnice plochy isogonalnf s kruhovymi valci

(14) RB4+92—2px=0,
které maji své osy v roviné Oz a prochizeji dvojnou pi¥imkou O z.
Vlozime-li do rovnice (4) hodnoty
W4y =2px, yE=2px—1%

vyjde

2p12 4 2(p—a)x + a%] = (@®+ ) (29 —2),
pti ¢em# pominut nezajimavy &initel . Priisenice valci (14) s plochou
isogonalnf promitaj{ se tedy do roviny O x z v souosé paraboly

A+ 4apt—4ap
25 %

(14%) A=t
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které prochizeji spoleénymi body na ose O z (z = + ¢), a jsou tyto priisec-
nice vesmés &ary sférické, nebot z rovnic (14) a (14¢) vychazi

2 2 __
x“+\i2+22=c2——a+c tat ..
Parabola (14%) se rozpadne v ptimky, je-li
2p=a+tic,

nacez ez plochy isogonilni s vilcem (14) ptejde v soustavu dvou kruhd
na rovinich z=c a z=—z¢.

Na plo3e isogonalni lezi tedy ¢&tyti kruhy pomyslné
RB+yi=(@+ic)x, 2=z,
B+yvi=@—ic)x, z=+c

5. Zajimavé vlastnosti o sobé a pro theorii plochy isogondlni vy-

kazujf ¢ary ¢ = konst. Z rovnic (2) plyne ptedevsim

a-+iccosa a—1iccosa

(15) x+iy = 3 + 3

éiv

z CehoZz vychazi, Ze

oprumét Cary stdlého a je kruh prochdzejici body
4,0

Stied tohoto kruhu je bod

a ¢
(S) x= o, y=geose

Ze bod A lezi na kruhu (15), vychazi volbou ¢ = 0; ponévadz stied S
le’f na ose bodii O a A, musi kruh obsahovati té# bod O.

Znamenejme y uhel 4 0 S, takZe bude

. V-~ .
a+iccosa= Yy ?costeci?,
pii ¢emz

| =

(15%) o=—=—VaZr Ecosta=03S

¢

~

3

je polomér kruhu (15).

Caru @ = konst. znamenati budeme 4, jeji pudorys, t.j. kruh (15)
pak obvyklym zpGsobcm 4,.

Cara 4 je sférickd. Abychom to ukézali, hledejme konstanly #, %, p
takové, aby koule

(e) Bty 2=mx+ny+p
obsahovala na3i &ru. Podle (3) jest
B) a2 4 y2 4 22 == a2cost @ -+ 2 accos msingcos @ + c*sin @,

a primo dle (2)
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8" mx+ny+p=(ma-+ pcosip 4 (nccosa + p) sindg
+ (mccosa + na)sin @ cos g.

Rovnice () bude splnéna pro body ¢ary 4, podaii-li se uréiti kon-
stanty m, n, p tak, aby pravé strany rovnic (8) (8') splynuly. K tomu
uéeln mame rovnice

ma-p=a% nccosa +p=2c% mccosa-+na=2accosa;

odettenim prvnich dvou vychizi

—ma -+ ncceos e = c*— a
Z poslednich dvou rovnic vypoéteme pii oznafeni (152)

402m=aqa(4e®—2sin?du),
(15b) Z . - ( 2 o 2 )

p*n == (a®+4- P ccose,
natez obdrzime
4p*p =atlsinta,

cimZ tvrzeni dokdzano.

Cara A4 prochazi bodem A (a sice odpovidd tento bod parametru
@ = 0), tedy jim prochdzi také na%e koule. Jeji stted znamenejme V;
jeho soutadnice jsou

t=ge Y=gy i=0
a smérnice piimky A4 V bude dle toho
. ) (@ +cHccosa € rosa = — o
m—2a a(te®4 Esina) a o £v,

tu jest  tthel ptimky O S s osou O x, takZe — y jest Ghel ptimky 4 S s osou
0 x, t. j. smérnice piimky .4 V splyva se smérnici piimky A4 S, a tedy

wstied koule V' leZzi na priméru 4 S kruhu 4,.“

Z toho vychazi, e kruh 4, se v bodé A dotyka koule obsahujici
daru 4, a ze tedy cara 4 je priase¢ koule s piimym kruhovym vélcem,
ktery se ji v bodé 4 dotvka. Takovi &ara podle Eudoxe Knid-
ského sluje hyppopédou, a nazval ji Schiapparelli sférickou
lemniskatou.*)

Plocha isogonalni obsahuje tedy spojiton fadu hyppopéd, a chceme
vy$ettiti €dru v roviné zikladni O x y, kterou napliiuji sticdy kouli témito
hyppopédami ur&enych.

Nalezené hodnoty 2x =m, 2y = »n podavaji pro souiadnice %, ¥
sttedu koule V' vyrazy

*) Schiapparelli, Le sfere omocentriche di Eudosso, di Callippo ¢ di
Aristotele (Publicazioni del Reale osscrvatorio di Brera in Milano, n® IX, U. Hoepli,
1876.)) Srov. F. Gomes Teixeira, Traité des courbes spéciales remar-
quables planes et gauches, Coimbre, 1809; dilu II. str. 324.
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A —242ccos?
@4 Acost e '

9y = (@®+ A ccos @
Y="&F Acosta

2x=a

které jsou kvadratické raciondlni funkce parametru cos «; hledani &ira
je kuzelosetka. Nekone¢n& vzdilené jeji body odpovidajf hodnotém

ccose=+ai,;
vloifme-li tyto hodnoty do vyrazu

¥ @+ c)ccose
x a@—c2+23cosa) ’

obdrzime pro smérnice asymptot hodnoty ¢, t. j. naSe kuZeloselka
je kruh. Abychom jeho polohu bliZe uréili, poloZme

ccosa =at;

vyjde
_ @+ 1 e+ ¢
YT /e 1+ YT T2a IF¥EC
PiSme jeSte
—pw
t—tg 2 )

a znamenejme %, y, soufadnice stiedu ¥ ; bude

o 3a—c a4
(16) l“"_ T VA
’ et . ¥ _
];o_- ia sin P, th—Fcosa—tgr.

Tyto rovnice podavaji stied koule ¥, na nfZ lezi hyppopéda &« = konst. ;
veSkery hyppopédy plochy isogonilni maji své stiedy na kruhu

3a2—c? a4 2
x= cos @
l 4da 4a
(L) J
_a+a sin @
Y="1a '
ktery obsahuje bod 4 a stted B (-, =) kruhu (K), a ma svij stred
na ose O x.
Nebot rovnice y = % podava
. 2ac .
Sin 0 = m =sin 2P,
_3a*—c | a4 on_ 8
x= 13 + ia cos-ﬂ—2.
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Stted koule hyppopédy « = konst. odpovidd parametru
d

Q=x—1, tg—2—=—2-cosa =gy,
z trojtihelniku O S 4 vych4zi, e tento parametr jest
o=x—2y=<L0SA.
Rovnice (2) ¢iry 4 muZeme psati
a , a

c .
?+ 3 cos2(p+—2-cosasm2rp,
c

A =° 2 —
(4) y=- cosea ) sin 2@ 3 cose cos 2,

x =

o

Z=cSinasineg;

te¢na hyppopédy ma pak rovnice

X—x . Y —y .
—asin2@ +ccosacos2q  acos2¢ + ccosasin e

(17) 72
csinecosp

Nas zajimd hlavné stopa te¢ny na roviné xy; klademe-li Z = 0,
vyjdou pro souradnice X Y této stopy vyrazy

X=x—tlgp(—asin2¢ 4 ccosacos29q),
Y=y—tgp(acos2¢ + ccosa sin 2 q),

¢ili po zjednodueni
JX—a = (@ + ccosatge)sine

(18%) | Y= (atgp —ccose) sin’e,
a odtud
YV - (i ip SIP
X—a+iY=(@—iccosa)e'? cosp
t. j.
Y 90 S Lig—p
(18) X—a+1iY=2p¢ cosq)e'p ",

Zvolme prodlouzenou ptimku S A za osu polarni, bod A za p6l,
pak svirs polarni osa s ptimkou 4 x thel — p, s ptimkou A T spojujici
stopu tetny T, s bodem A thel (p —y) + » =@, a polirni soutadnice
stopy T, budou

. sin @

L 3 j— =
(18%) r=2p¢ . , 0=,

pfi &em: polomér kruhu 4, t. j. ¢ je dan vzorcem (15%). Rovnice (18%)
stanovi ziroven kfivku, kterou opisuje stopa tetny, a ktera jc tedy stopou
rozvinutelné plochy tefen hyppopédy 4.
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wStopa tekwy hyppopédy a« = konmst. na roviné x y opisuje cissoidu
Diokletovu (18%).

Prvnf prumét teény M, T, je din bezprostiedné jako te¢na kruhu 4,
a stali znati smér pifmky A T, spojujici stopu teény s bodem A4, aby
bod T, byl konstruktivné stanoven.

Uhel O M, A jest obvodovy tihel kruhu A4, piisluiny k stalému
oblouku O 4, jehoz thel sttedovy jest # — 2 ¢, tedy

XOMA=F—y.

V trojthelniku O 4 M, davaji vnitini Ghly O (p) a M, (% _,,)
za souet vnéjdi thel X 4 M,, tedy

\ T 4
XAM, =5 —r+o=~5 +(@—7);

aviak dle (18) jest ¢ — y uhel sevieny osou A x a pfimkou AT, a tedy
posledni rovnice ukazuje, Ze ptimka A M, stoji kolmo na 4 T,.

,Puadorysnd stopa teiny hyppopédy lezi na kolmici vztyfené
v bodé¢ A4 na pfimku A M, spojujici bod 4 s priumétem bodu na
avppopédé.«

Odtud vychézi pohodlna konstrukce narysu te¢ny M, T,, ponévadz T,
lezi na ose O x.

Rovnéz pohodlné se stroji stopy normalni roviny R u hyppopédy ;
nebot normalni rovina této sférické €ary prochazi sttedem koule V, ktery
jsa na roviné x y naleii pudorysné stop& RI.

,,Pidorysna stopa normalni roviny R/ u hyppopédy je kolmice
spudténi ze stiedu koule V na pramét te¢ny.

Stopa oskulaénf roviny 27 je te¢nou Diokletovy cissoidy (T), a tedy
také urdeni roviny oskula¢ni nepodléha obtiZfm.

Mizeme také snadno strojiti stopy teiné roviny & plochy isogonalni
(obr. 1). Vedeme te¢nu ke kruhu I'; ta protind rovinu Oxy v bodé& 7"
na ptimce O M,, jejZ sestrojime pomoc{ obrazce sklopeného; timto bodem
a bodem T, jest urfena stopa @'.

Pti konstrukci stopy tefné roviny v libovolném bodé plochy isogo-
nilni nejslozit&j3f operaci jest ur&enf bodu S, t. j. sttedu kruhu opsaného
o trojuhelnik O A M,, jehoz tieba jest ke konstrukci praimétu te¢ny M, T,.

Doporuuje se tedy ur¢iti jinym zpusobem bod T ; k tomu cili vede
rovnice

xcosp +yvsing = cosg

kterd vychazi z rovnic (18°%); bod T, le na této pitimce stojici kolmo na
piimce O M, K ; jeji vzdalenost od O mé4 hodnotu asecep =0 H, pti
tem# H je prusek ptimky O M, s ptimkou 4 C.
2¢
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»Druhou pifmku prochizejici{ stopou T, ob-
driime, postavime-li na ptimku O M, kolmici v jejf
priuseku s pfimkou AC.*

Jind konstrukce te¢né roviny spotiva v ufit{ &4ry (obr. 2.) pri-
sené s valcem x2 4 y2 = g8, kde g je libovolna stili (pro dany bod M

Obr. 2.

jest g = O M,); &ira ta se z bodu A promita rotaénim kuZelem, jehoZ osa
jest A y. Teéna rovina vilce v bodé M ma stopy M, N, a N, N, | Ox,
te¢na rovina rota¢nfho kuZele ma narysnou stopu A N, | A M, Nebot
jest pfimka A M kolmi na nirysnou stopu roviny tefné, a promita se
do nirysny v kolmici na tuto stopu.

Prusec¢ik narysnych stop te¢nych rovin kuZele a vélce je pro prisec-
nici obou ploch nirysni stopa teény N, takZe tetna M N prisetné Cary
jest urfena; jeji stopa ptidorysna U stroji se obvyklym zpisobem.

6. Parametrické vyjadieni bodu na hyppopédé obsazené v rov-
nicich (4) upravi se zavedenim parametru

u =e'?
takto:
. = (@—7iccosa)ut + 2au®+ (@ + iccosa)
- 4 12
—i(@—iccosa)ut + 2ccosau? + i (a + iccosa)
Y= 4 122
.. ut—1
Z2=-—1cSsina
2u

Rovina Ax+ By +Cz+ D =0 protne hyppopédu- ve &tyfech
bodech, jichZ parametry hovi rovnici
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(A—iB)(@a—iccosa)u —2Cicsina (W —u) + 4 Du?+
+ (A 4 i B) (a,-+ i ccose) = 0.

Piteme-li tuto rovnici ve tvaru
(19%) w—fu+fu®—fsu+fa=0,

takze f, jsou zakladni ikony soum&rné kofenii u, u, #, 4,, hovi soulinitelé
podmince

(19°) f1+fs=0,

a naopak kazda &tveiina bodd, jejiz parametry hovi rovnici (19Y), leif
na jisté roviné.
Levou stranu této rovnice moZno psati

(1 4 2y ) (05 + 00a) + (1 + 23 085) (; + 1) = O,
a tak lze podmince (19b) udéliti tvar

1+ u, u, n 1+ uyu,
uy + Uy Uy + Uy

(19

(199) =0,

takZe se ji vyhovi nejobecnéjsim zpusobem, klade-li se

14 u, 4, 14 u,u
—#=ICOSG’, __4#:—(:03@’-
Uy + u,

Uy 1+ %,
vylou¢i-li se prozatim rudivy ptipad u, + u, = 0.
Rovnice
14 v, u,
Uy + Uy
definuje pfi stadlém @ kvadratickou involuci na kruhu x% 43y% = konst.,
jejiz dvojné body jsou #’ = ¢*@, u'’ = ¢—*%; teény kruhu v t&hto bodech
se protnou na ose Ox, t j. stied involuce jest urtity bod P osy O x.
Druhé involuce

14 uyu,
Uy + Uy

mé stted v bodé¢ Q symmetricky poloZeném s bodem P vi¢i bodu O.

Libovolny paprseck svazku P stanovi na kruhu #% + y2 = konst.
dva body w#,#,, a rovnéz libovolny paprsek svazku @ protind kruh
v bodech #,u,, a takto stanovenym ¢&tyfem bodim odpovidaji para-
metry obecné &tvefiny rovinné.

Nesestava-li dvojice #, #, z hodnot + 1, které podavaji bod dvojny 4,
bude rovnice %, + #, = 0 miti za nisledek #, 4+ #, = 0, a tak tento piipad
bude obsaZen v obecném, a sice splyvaji zde body P a @ s bodem O.

Tim je dano feSeni dlohy urditi &tvrty prisek hyppopédy s rovinou
danou tiemi body jejimi. Jsou-li body dané M® (v =1, 2, 3), vedeme
ptimky O M, a kruh 2 4 y2 = k2?libovolného poloméru %; ptimce O M,

= (0S @

= —cos® = cos (0 + =)
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piistudi urdity tdhel, ktery jest v mezich 0 a =, aneb # a 2%, jak jest sou-
tadnice z® kladni neb ziporni. Takto urfené sméry ¢® stanovi na
kruhu tti body ¢, @, @5; dva z nich ¢, ¢, spojime ptimkou, jeZ protne O x
v urtitém bodé& P, jeho symetricky prot&jsek Q vzhledem k bodu O urduje
pak s bodem ttetim ¢, ptimku, na niz lezi bod ¢, ptisluiny ke &tvrtému
pruseku roviny s hyppopédou.

Tim ziroveii dana konstrukce té&tiv hyppopédy, které protinajl
danou jeji t&tivu u#,u, Patrné€ napliiuji plochu druhého stupné. Nebot
pary bodl na representaénim kruhu x2 + y2 = k2 ptisludné tétivim wu, u,
tvofi involuci o stiedu P, podobn& pary tétiv jako #; %, definuji involuci
o sttedu @; mame tak dvé& fady tétiv, a kazdé dveé tétivy riznych tad se
protinaji.

Té&tivy ptisludné k involuci P protinaji tedy tii pevné tétivy z in-
voluce @, a tvofi tedy piimkovou plochu 2. stupné.

Kazda tétiva ugu, protne dvé teény hyppopédy; tyto tetny pii-
sludeji k thlim ¢ = w, ¢ = 2x —w, t. j. k samodruZznym bodim in-
voluce P.

Dvé teény hyppopédy, které se protinaji, ptisluleji samodruinym
bodim involuci P, resp. Q (4, = #,, #, = u,), takie ma-li jedna para-
métr ¢ = @, mé druhd paramétr # + @ aneb = — .

Podle (17) maji te¢ny bodi ¢ = @ a ¢ = @ + = rovnobé&iné pudo-
rysy, body na &4te maji ptadorysy spole¢né, takze se lidi pouze vySkami z;
te¢ny jejich lezi v rovin€ kolmé na O xy.

Vy¥ky bodii t&ch jsou z = csina sin @ a — z, takZe v pruseiném
bodé teten bude

Z—2z Z+z

cos @ Cco0S @

—0,t.j. Z=0.

.. Tecny bodi hyppopédy @ a @ + = se protinaji na roviné zdkladni O x v."

Tedy vySe nalezena cissoida Diokletova je dvojnou ¢arou na roz-
vinutelné ploSe tefen.

Z rovnic (17) mame tvar rovnic tecny

X—z—= smfsfnt io";";“""” P —a+ (a+ccosatgy)sinteg

Y —_7 acos2@ +ccosasin2¢

= —ccosa) sino;
‘csinacos @ (@tge ) ?

pro prisek tefen v bodech ¢ a # — @ nalezneme ode¢tenim ptislusnych
hodnot

2ccosacos2 ¢ . o
z YT = —2ccosalg @.sin*Q

2acos2¢

—_— L = ne
. e snucosy 2algpsinie,
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rovnice totoZné; tedy

Yol
Z=—csing 2%
cos2¢
Odtud
Z—z 1
CcSinacose =—g%2e

takZe rovnice (17) poskytnou pro soufadnice priaseku teen
X=x+ %tg2 @ (asin2 ¢ —c cosa cos 2 @)

Y= y—%tg2<p (@cos2 @ + ccosasin2 @)

t. j. mame
l X = —% +%sec2qz, Y =% cos & —%cosuseﬂq:
(20) . 9
] Z— —csina 2P
cos2 ¢
Z rovnic téch vychézi nejprvé
X, Y _
a ' ccose

t. j. priuseky te€en v bodech ¢ a # — ¢ napliuji ¢iru v rovin€ kolmé
na O xy, jejiz stopou je pifmka 4 S.
Pti znimém nidm oznadeni (S)

' a+iccosa=2ge”
mozno prvni dvé z naSich rovnic spojiti v jednu
X+1 Y—oe‘f = og"‘fsecz(’?;

zavede-li se tedy bod S jako pocatek, S A jako osa § nové pravouhlé
sonstavy, mé prusek telen (p, = — @) soufadnice

. _ _ _ . sin®eg
(202) E=o0sec29,7=0, C——csmawszq’
V paramétru
v=Sing
Pi8i se tyto rovnice
(1] . i
d=q—gp  t=—csne gy,

lakZe ira je raciondlni stupné a ttidy tteti.
Pro eliminaci ¢ mame nejprvé

§=0(1—sec2o) sin(p=o‘(l—§) sin @,

1 .
0=5csine,
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naceZ se obdrzi rovnice ¢ary ve tvaru
b 3 202
(20°) E—eo) =F£:2'

Bod A4 je tvratnikem &ary a te¢nma jeho jest A4 S.

Abychom jinou vlastnost ¢4ry (20) poznali, zavedme polarni soutad-
nice 7, @ (p6l A4, osa S A)

fE—etif=raw;
_ 2¢sine . .
E—o= 0529 y E=—csina

sind @
cos2 ¢
2o

csine

’

cStho

Te sing, sineg=—

g = —

ga

Pii oznad&eni

__2¢
T csina

tedy mame

cos2¢  1— 2Rg%w  cosPo— 2 R2sinem

sinfp  Riigle R sinte

takze
sin® @ Rsinte

o i . _
e cos2¢ (Ze—icsinasing) costw — 2R sinm

20 (1 +ilgw),

t. j. vychazi
. 2k sinPw
cos @ (cos* o — 2 k2 sin? @)

jakoito polarni rovnice &ary (20) pro pél 4, osu S 4.
Inversi » 7y = g® vychazi &ira
cos &

2
"= ga, B (1+2%) cosm, €1=%20-

c0s @

o= —7Ty, 1= gl's_mz P

, =614+ 24 cosm,

a ¢ara (r,)) jest parabola
y2= &1 %,
¢ara (r,) pak je kruh
B+ y2=pg (1-+ 24k,
pii ¢emZ pocéitek soutadnic je bod A, osa Usetek ve sméru S A4.

,»,Cara (20) vznikne inversi pro pél 4 z cissoidy paraboly a kruhu,
které se dotykaji ve vrcholu.”

Uvedend interpretace rovnice (19°) vede téZ ke konstrukci roviny
oskula¢nf, podévajic &tvrty prisek roviny oskuladnf s ktivkou 4.
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Zvolime u, = u, = uqg = u, nafet wu, = u, podidvd oskulaéni do-
plnék bodu #. Na representanim kruhu paramétru % vedeme te¢nu
bodu %, ktera stanovi na O x bod P; jeho protéjSek Q spojime opét s u,
ptimka Q u protind kruh v hledaném bod& w,.

Na hyppopédé odpovid4a bodu » bod M, bodu #, bod M,; oskula&n{
rovina bude uréena te¢nou bodu M a bodem M,.

Konstrukce tato v3ak ¢asto podava vysledky malo piesné, ponévads
bod M, byva blizek te¢né bodu M.

Rovnice (19%) tu poddvd vztah mezi parametry u, #,

W+ 3ugur+3u—+u,=0;

odtud vychazi, Ze danym bodem na hyppopéd& lze vésti tii oskulaéni
roviny. Souhrn trojic téch tvoii kubickou involuci, aviak dvé z téchto
rovin jsou viZdy pomyslné.

Necht na representaénim kruhu odpovid4 #’ feleni realnému; te&na
v bod& «’ stanovi bod P, u,u’ stanovi bod @, a jest Q O = O P. Sine-li
se pak bod # po kruhu opoustéje polohu #’, oti®f se # Q kol pevného
bodu #%, a body P, Q se pohybuji v témZ smyslu, pfi €emZ jeden se
bodu O blizi a druhy se od n€ho vzdaluje. Rovnost vzdalenosti od bodu O
vicekrit€ nenastane, ¢imZ tvrzeni dokazino.

7. Prelozi-li se poditek soustavy soufadnic do stfedu kruhu S
a zvoli-li se osa S 4 za osu £, zné&ji transformadni rovnice

a . ¢ .. .
x—?+z(y——2—cosa) =e i (E+1iy,
takZe kruh 4,

2 i i(y—= —(&_;° 2ip — o o 269—
x 2—|—z(y 2cosa) (2 z2cosa)e pety— 1,

bude vyjaditen rovnici
E+in=eeie.
Zavedme je$té oznaleni
csine = b,

nacez parametrické vyjadfeni hyppopédy se zjednodusi takto:
(21) E=o0cos2q@, n=9psin22¢, {=>bsing.
Koule obsahujici tuto hyppopédu méa rovnici
(22 R R Ny SR
20 2
pro jeji polomér R mame piedeviim
B

R2=pz+%b’+—16—02, 40t =at+ Acosa,
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tedy
oo Brier @+ oy
T 16 16 ¢°
(22%) R— B+4¢* a2+ ¢
40 T 4

Stiedy kouli ¥ napliiujf kruzZnici (L); v soufadnicich s potitkem A
ma bod V soufadnice

% =—Rcosy = —chos“y, Vo = Rsiny =—isz’nycosy
2a : 2a !
pii ¢emZ jako na dale zna&i
g =a®+ &
a rovnice koule obsahujici hyppopédu zni

g
7ysmycos.y =0.

2
2242452 % x costy —
Zavedme parametr » = ¢2%?, nafcz se dd tato rovnice psiti
2 2
22‘u+—§%[(x+iy) w+x—iy]=0 (EEx2+y2+zz+?g;x) ,
a odtud nachizime jakoZto rovnici obalové plochy téchto kouli
ST
22 = v (x* + ¥?).
To vSak je rovnice plochy kotélnic, vytvofenych kotdlenim kruhu

2

poloméru-f; po stejné velkém kruhu (L), s ivratnym bodem v A4.

,,Koule raznych hyppopéd maji své stiedy na kruhu (L) a do-

tykaji se plochy kotilnic 4. stupné, ptisluiné k tomuto kruhu (L)
jako zikladnimu, podél jeji povrchovych kruhi.*

Rovina obsahujici charakt*eristicky kruh m4 rovnici
xsin2y +ycos2y=0.

Danému kruhu (L) a tedy dané plode kotalnic 4. stupné odpovida
nekonetné mnoho ploch isogonilnich, jejichz hyppopédami stanovené
koule se plochy kotalnic dotykaji podél jeji kruhii. Tyto plochy isogondlni
maji spole¢ny bod singuldrni 4 a spoletnou rovinu symetrie 4 x z.

Hyppopéda (21) bud dédna konstantami @ a b, a taime se po
ploch4ch isogonalnich, na nich% tato hyppopéda lezi. Konstanty t&chto
ploch a, ¢ a parametr & jsou vaziny rovnicemi

csine =0b, a®+ c®cos?a = 492
z nichZ vychazi
a4+ =0+ 492 = g2
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Zavedme jako neodvisle promé&nnou veli¢inu thel ¢ dany rovnici
a+ticcosa=2¢e"?,
takze
a=2¢cosy, ccose =2¢siny,

23 _
29) l g Qpsiny

Stopa O ptimky dvojné (obr. 3.) m4 soutadnice §, 9y, pro néz z transf,
rovnice vychdzi (x =0 = y)

E L in= —e‘f(%-{-i—;—cosa = — g e2¥r,
tj. bod O ma soufadnice

(24) Ey==—0cos2p, fy=—@sin2y.

,,Kazda hyppopéda nalezi ne-
konetné mnohym plochim isogo-
nalnim; jejich singularni bod A4
jest dvojny bod hyppopédy a jejich
dvojné ptimky jsou piimky kruho-
vého vélce

£+ 7= /
ktery hyppopédu urcuje.” Obr. 3.
Je-li O z libovolnd piimka na

tomto vélci, bude tedy thel & sevieny privoditem 4 M bodu M na
hyppopéd€ a rovinou M O z z4visly toliko na poloze piimky Oz, t. j.
na thlu ¢:

sin:ﬂ:i 2_0

cos y.

Stanovme jeité geometrické misto bodi C, které uvaZovanym
ploch4m isogonalnim odpovidaji. Zvolme bod A za pél, A § za osu polar-
nich soutadnic; v pravotihlém trojihelniku O 4 C méa prepona O C délku
stilou

g=Vi+ 4,

Strana. 04 =a=2¢cosy, a tedy druhid odvésna A C = p, poldrni
privodi¢ bodu C, je vdzana vztahem

pPr=gt—at=0b+ 4q¥sinty,
t. j. zavedeme-li polarni thel @ = § AC = % +9
(25) P =0+ de*cost .
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Cartesianskd rovnice (potitek A, osa 4 §) této tary (C) zni’
&ili
,Body C pifslu$né k rtiznym plochim isogondlnim prochize-

jicim danou hyppopédou (21) napliiuji Boothovu lemniskatu, t. j.
stiedovou wpatnici ellipsy, jejiz polouosy v délce g, b jsou poloZeny
vosich A4 & A ¢ — Jeli L bod kruhu (L) na ose Ox, jest LV | AV,
tedy v na%em ptipad€ ,bod L opisuje prumér stopy koule
kolmy na A V",

8. Te¢na hyppopédy dané rovnicemi

(21*) x=0cs2@, y=9@sin2¢, z=0bsing
se vyjadii rovnicemi

X—x Y—y Z—z

(26) —2¢sin2og - 2pcos2(;= beosog

’

takze plocha tefen hyppopédy je parametricky vyjadiena takto

X—o(cos2p—2A4sin2¢), Y=g (sin2¢p + 24cos2g),
Z = b(sing + A cos ),
poznamenejme téz
X+iY=(014+2i2) ¢,

&ary A = konst. na plode teCen se tedy do roviny xy promitaji v kruhy
soustfedné; jsou to ¢ary rovnéz hyppopédy.
Polozme jako v ¢&l. 6.
¢ = u,
takze tu soufadnice bodu na hyppopéd& budoun

w41 L ut—1 . .bu"—l.
oz ' YT Tl s AT 2u

*¥=0
rovina 4 x + By + Cz 4+ D = 0 protne &aru v bodech, jichz parametry
hovi rovnici

(A—Bdoeut—Cib(w—uw)+2Du+ (A+iB)ye=0.
Pro rovnici stupné 4.
ot +4a,ud+6a,4*+4a,4+a,=0
maji invarianty
S=a,8,—4a,a;+ 3a2
T = ayay8y + 2 4, ay 3, — 6y 3,2 — a a, — a5’

m. j. ten vyznam, %e pro S = 0 tvot{ koteny &tvetinu ekvianharmonickou,
a pro T = 0 &tvefinu harmenickou, kdeZto
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4=5—_27T?
je diskriminant rovnice.
V naSem piipad€ se snadno vypoéte

| D2
= 2 2N g2 —_

r—Ltwippe+rLoptr Bl g0 L p
3 24 8 2T 7
takze vychazi:
,»Roviny ekvianharmonickych &tvefin na hyppopédé obaluji rota¢ni
hyperboloid dvouplochy
422 prEagy.
¥ 3¢
,,Obalova plocha rovin harmonickych &tvetin je tteti tiidy.
Z rovnice 4 = 0 vychazi:
,Danou ptimkou prochdzi obecné Sest teinych rovin Eudoxovy
hyppopédy.*
Znam4a véta,*) ze se hyppopéda promita ze svého dvojného bodu 4
rotacnim kuZelem, vychizi bezprosttedné z rovnic (21*), jez davaji

- l.l‘

r—e __ 20 g, Y _2e
" = B sing, ) cos @,

a odtud rovnice rotadniho kuzele

2
(x—o) + 2= 4;; 2.

Jeho vrchol jest A a rota¢ni osa jest ptimka A z. Horizontalni fez
z = 2 b tohoto kuZele je kruh, jehoZ prumét

4+ y2=29x
prochédzi stiedem S, t. j. fe€eny kruh protini osu vélce.
Pramét hyppopédy do jeji roviny symetralni [kterd v rovnmicich
(21*) je rovinou Sx2z] S A4z plyne z prvnf a tieti rovnice (21*), které
davaji

x — p=——2osin2tp=—Fz ,
takZe prumét uvaZovany jest parabola
B2
b2 — —_
“ 20 (x 0)

s osou 4 S, vrcholem A4, délka parametru — % rovni se vzdalenosti SV

sttedu koule od stopy osy valce S.

*) Schiaparelli, 1. c.
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Na této parabole lezi bod x = 2, = b a bod koule (obr, 4

2 2
()] x=—p, 2=0, y=0.
Ridici ptimka paraboly ma od vrcholu A vzdilenost
b2 Esinda cos ¥ — 2 —aligty
8¢ %a Y="44 "
nebof
20 = , ccose=algy.

cosy

Parabola tato urluje valec kolmy na jeji rovinu, jenZ obsahuje
hyppopédu ; jeho vrcholova strana jest A 2, a fidici rovina m4 za normalu
smér —y v roviné xy; rovnice fidici roviny parabolického vélce tedy
zni v soufadnicich s potitkem A

2—atigty

xXcosy—ysiny = ia

cos y

S Loty —0:
X— s YRyt r=20;

rovina tato obaluje plochu

2

el

,,Hyppopédy plochy isogonélni lezi na parabolickych valcich, jichz
fidici roviny obaluji parabolicky valec rovnobézny s osou O z, jehoZ stopa

. a . a2 + ¢?
na pidorysné€ ma parametr 5 ohnisko ( ra 0, O) a vrchol

2
-4—0‘-‘- , 0, O) ‘“, v8e vyjadieno v soufadnicich s politkem A.

Teény bod paraboly a stopy balené (fidici) roviny lei na rovno-
b&%ce Sx s osou A x vedené bodem S.

O stopé telen vime, Ze probiha cissoidu Diokletovu, t. j. cissoidu
piimky D D’ kolmé na A S a kruhu (4 D) nad primérem 4 D = 2¢.
Konstrukce te¢ny a normaly této €ary je velmi zndma véc, my vSak chceme
tyto problémy uvésti v souvislost s ostatnimi &4stmi obrazce.

Konstrukce bodu T; na cissoidé je tato: vede se sefna 4 p 4 (obr. 4),
ktera stanovi body g a 4 na kruhu a ptimce D D’; délka g4 se pienese
na AT,

Pro normdlu. Kolmice pélem na privodi¢ 4T, postavend splyvd
s ptimkou A4 M,; tato se protne pfimkou 18 | 4 S, natez A4 B je sub-
normélou ptimky D D’; subnorméla kruhu 4 ¥ ma koncovy bod » na
priméru g v; rozdil subnormal v je subnorméla cissoidy; tieba tedy
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ji ptenésti do 4 9, t. j- ptenadi se » A do By, na&et p je bod na normale
cissoidy.

Bud déile U’ druhy prisek kruhu 4, s priumérem A S U’ (U’ je
primét bodu U); vime, Ze Ghly A U’ M, a D A p jsou si rovny, pravo-
thlé trojihelniky 4 M, U’ a Dyu A jsou tedy shodny.

Ptimka U’ M, protne piimku A4 A’ (1. 4 S) v bodé «; pon&vadi
U'A=AD, bude Ae=DA4, t.j. bod & lezf na ptimce 1.

Z rovnosti thli U'e 4 a A4 D soudime na shodnost trojthel-
niki A MyeaDpi;jetedypd = M, e, t.j. M,a = AT,, takie obrazec

Obr, 4.

M, AT, « jest obdélnik. Ze shodnosti kruha (U’ 4), (4 D) pak vychazi
vAd=A4AM, tedy mime Sy = A M,.

Konstrukci normaly pro cissoidu (T,) lze tedy provésti jak nasleduje:

,,Piimka U’ M, protne 4 A’ v bodé a, jim vedeni rovnobézka « f
s primérem A S U’ stanovi na piimce 4 M; bod 8; délka 4 8 prodlouzi
sc 0 kus 4 M, = By, naleZ jest ¥ T, normalou cissoidy (T3).”

»PHmka «T, obaluje parabolu, jejiz dpatnice pro p6l U’ jest
ptimka A A’; vrchol jeji jest A, ohnisko U’. Upatnice této paraboly pro
pél A jest cissoida (Ty)." '

V obr. 4. sestrojena tetna hyppopédy M T pomoci pudorysné stopy T.
Stopy normalni roviny ® prochizeji bodem V a jsou kolmé na priméty
tedny ; prvni prumét osy kiivosti o (kterd obsahuje bod V) je kolmy na R?
a tedy llpT,, druhy primét o, je kolmy na druhou stopu Q! oskulaéni
roviny 8.
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Urtili jsme vySe prisetik telen v bodech ¢ a ®# — @ ; ustanovme
esté jejich rovinu.
Rovina uréend piimkama riuznobéZnyma
X=mZ+9p, Y=nz+4+qg
X=mZ+9p, Y=nZ+¢
ma rovnici
x—p y—gq =z
m n 1] =0
m—m' n—un "0

Dle (26) jsou rovnice te¢ny v bodé ¢
4
X =— T"sz’n«pZ +o--20sin@, p=9+20sin’¢q

Y=—2—0 cos2¢q

b coso Z+a

rovina tefen v bodech ¢ a # — ¢ ma tedy rovnici

x—p y—qg oz
49 . 20 cos2¢
— T Y cosg =0
0 cos 2@ 0
cos

t. J.
4 .
r—p+ Tozsmrp =0,
»Teény v bodech ¢ a # — ¢ urcuji rovinu

4 . .
x4+ bg zsing =@+ 20stn’g,

kolmou na rovinu S 4 z; roviny tyto obaluji véalec parabolicky

b2
2 v _ ““

Ridici ¢4ra tohoto valce v roviné S A z je znama nam parabola,
prumét &ary 4 do této roviny. Ponévadz obalené roviny jsou kolmé na
pramétnu a jsou te€nymi rovinami &ry, je jasno a priori, Ze jejich obalovou
plochou musi byti promitajici vilec &ary.

Pro soutadnice bodu na hyppopédé (21*) plati

x—eo=—20sintp, y=20singpcosq, z2=">bsing,
tedy
(x—eP+12+22=4g sintqp | VPsintop = gtsinte;
provedme transformaci reciprokych pravodi¢a (inversi) pro pél 4 vaci
kouli
(r— o) + 92 + 22 = g2
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Transformovany bod m4 soutadnice x, y, 2, a sice jest

o = g (x—o) y, = gy
! F—ef+yr+2" 7t (x—et+y 2

tedy
n=—e h=lecke n=—rer,
takze vladne vztah
_fﬁ _ :yl2 . 1
b? 40 !

tato hyperbola je stereografickd projekce hyppopédy z bodu 4 do roviny
x=—0%

Ohniska této hyperboly maji soufadnice

Nn=0n=r=tg z=—e (E=08+4¢),

jim odpovidaji na kouli sférickd ohniska hyppopédy.

Pro soucdet ¢tvercli nalezneme

(x— @2+ 3P+ 52 =0+ 8¢%

tedy pro soutadnice ohnisek sférickych mame

Ho—@ = b 3 0, =t
0 0—'m‘- ¢, Yo=Y, °_—b2—|—892

Soutadnice sférickych ohnisek hyppopédy e = konst. zné&ji tedy

_ e _ _ g, .
E——m, 7=0, g—im.
ty tieba vyjadiiti v pavodnich soufadnicich (pofatek O, osa O 4).
Nejprve jest
b2+ B2 =2a%+ 2+ ccos? e,

dale
ey (g+i1])=_e—¢ri
b2+802 :
tedy
Py ] 4 £ 1 Y — iy M
XTty=¢« ( +iﬂ)+06 =0¢ _b2+802'
. 8¢° _a(a®+c*cos?a)
= 0% - 8 o2 cosy = 242+ 2+ 2costa '
2904 4¢Y oy — (a®* + c?) ccos a
T b4 8¢ Sy = 2a2--c2+ctcosa '
_ g
z=1 242+ 2+ c2costa

*) F. Gomes Teixeira, 1. c.
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Sférick4 ohniska hyppopéd na plo3e isogonalni napliuji tedy kuzelo-
seCku. Pro jeji body b&iné jest

ccose=+iV2a®+ %,

X ai z gi x4+ 22
__=+-——- __,—=i —_—, 2 =_1:
y V2gtt 2’ v Vgt 2 ¥
t. j. ¢ara ta je kruZnicf.
Rovina kruhu toho jest
x4+ 2= a,
g
dile mame pii oznaceni
N =2a%+ c® +c2cose,
a® + ctcosta =u, N = g* + u,
patrné
a®u® + g* (u + c?) aun g
2 2 2 — =
it NE A A
Z identity

a2+ gtut+ A =au(N—g) + g0 (N—a¥) =N (a%u+ gt —a?g?\N
plyne
a%u + 2 g? 2

B4yt t=————"-=agx+t—2.
N g

Tyto koule jsou profaty rovinama
x+ % i=ua
g

v hledanych kruzich; ponévadZ odtud plyne

2 2
c c

+ =g,
g a

muzeme je nahraditi kouli spole¢nou
2___ 2
xz—l—yz—}—z‘:—aac x4t

,,Geometrické misto sférickych ohnisck hyppopéd na plose isogo-
nilni jsou kruhy, které na kouli

2 __ 2
x2+y2+22=.2a—cx+c2

stanovi roviny
xj—_%z =a, (g=Va+ 3"

Vratme se op&t k soufadnicim ohnisek v soutadnicich s po&stkem S
a osou S4:
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2g% g
Yo=0 H—e="F gg A= IF sy
Je-li jedno z téchto ohnisek bod F, mime
FM =AM+ AF*—2(x,—¢) (x—o) —222

. g 8gte* ., _2gbsing
— o2 gind . 2 —_—
gsmtp—l—bz_i_so2 b’+80ﬂsm(p+ R 18’
t. j.
_ 2
FM = s BPsintg + 2T 2 bgsing),
— g — .
FM=——_: b .
(27) VE L 8¢ 8+ bsing)

Mezi ohnisky F, a F, a libovolnym bodem hyppopédy tedy vladne
vztah
(27) MF,+MF,——28 .

Vgt 42 '
ten oviem vyjadfuje pouze, Ze &ira leif na rotainim ellipsoidu, jehoz
ohniska F,, Fy lezi na kouli hyppopédy.

Stalost sou¢tu vzdalenosti ma hyppopéda vudi nekoneéné mnoha
raram bodd jako F;, F,, ponévadZ plochy svazku ploch druhého stupné
prochézejicich hyppopédou jsou aZ na parabolicky valec vesmé&s rotaéni,
a mezi nimi jest nekone¢né mnoho ellipsoid.

Znamename-li totiz

D = 2%+ y2—¢? '1’=x2+y2+23+?bz‘—’-x—w,
jsou plochy svazku zahrnuty rovnici
=10,
a z téch jedind plocha 2 =1 neni rotaéni.

9. Vratme se k rovnicim (21*), abychom uréili normélni rovinu
a osu kiivosti hyppopédy.

Rovnice normélni roviny zni

B3

(MN) —20Xsin2¢9 +20Ycos2¢9 +bZcosop = 2bzsin2(p.
Ustanovime priisek jeji puidorysné stopy M! s ptimkou 4 M,.
(4 M) xcos@ + ysing =g coso,
' [
(R —xsz'n2q>+ycos2(p=To—sm2¢p;

teSenfim vychazeji soufadnice priiseku

- g2 __li __g_z- 1 2 — p2 4 0?).
x—To—cos2q> e’ Y= 4e sin2¢ (g + 4 0%

3e
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Av¥ak polomé&r koule jest

4o
b2
4o
»stopa M normélnf roviny hyppopédy protind se s piimkou A4 M,
na kouli hyppopédy.*
Obalovd plocha normilnich rovin &ili plocha poldrni je zde kuzel
s vrcholem V, jako u kaZdé &iry sférické. Charakteristiku obalové plochy,
t. j. osu k#ivosti obdrzime jako prised roviny R s rovinou

gz

soutadnice stfedu ¥V jest (— , 0, 0) , tudiz

(N 49Xcos29+4oYsin29 +0Zsingp =—0%cos 29,
kterd prochizi bodem V, a jejiZ stopy ostatné z tsekti na osich snadné
se stroji.
Pro osu kiivosti obdrzime z (R) a (W)
2
l X + —f—o=—g-§—(3sinq> + sin 3 9) = X,
(0) bZ
I Y=——£(3cosq)+cos3(p)=Yl;
odtud pak
, . xr /A .
X, +iY,=— Meww+wﬂ=V%

¢imz nalezen vysledek:
,»Polirni kuZel Eudoxovy hyppopédy protina rovinu Z = kons*.
v epicykloidé (nefroidé Huygensové), kterou vytvori bod na hybném
kruhu poloméru } R pii jeho kotileni po pevném kruhu sc sttedem V
a polomérem

Vrchol epicykloidy pifsludf k hodnoté ¢ = 0 a ma polohu X, =0,
Y,=—2R.

Pro konstruktivni praksi je tento theorém malého dosahu, ponévadZ
rozméry téchto kruht byvaji pili§ malé. Av¥ak rovnice nade podiva
velmi dobrou konstrukci ptimou.

Zvolime Z = 2 ¢, takie

X1+iY1=—i%e"l’ (8 + e%'y);

vedeme V N [|SM,, délky b (obr. 5.), takie vektor V N = be?i¥; dale
vedeme V G = b ve sméru V 4, nade’

g O+ N _

b+ betty =37

2H,
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zna&i-li barycentricky H = ¢ -; N stted délky G N, a piSeme-li bod

za komplexni veli¢inu, kterou pti potatku V representuje.
Je pak daile

2G6+4+2H G+ H
4 2 -

stited délky G H, t. j. GJ je &tvrtina délky G N; tak¥e vychazi

J

—Z— (3 +e?iy) =

Qbr. 5.

X,+iY,=—i.vekt.VJ.et® = &>~ T) yekt. V7 = v ¢:
»otopu @ osy kfivosti ¥ Q na roving€ Z = 2 ¢ uréime pomoci
bodit G a N ur&enych ekvipolencemi
VG=25b VN=bei,
tim, Ze stanovime bod J na piimce G N v jedné ¢&tvrtin€ jeji délky
od G pot&inaje, a vektor ¥V J ototime o thel ¢ — % ; tim obdrZime po-

lohu pudorysu V Q..
Je to zaroveii konstrukce oskula¢ni roviny, kterd jde bodem M
kolmo na osu kfivosti o.
Rovnice osy kfivosti lze psati

b
i _ y __ _b,
3sing +-sin3p —3cosp—cos3¢p 8¢ '
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a rovina oskulaénf ma ve své rovnici koefficienty
Ising +sin3¢p, — (3cosg -+ cos3g), §b—0 )

takZe jeji rovnice bude
(L) X3si ¢+sin3g)—Y (3cosep + cos 3 g) —}——';—‘)Z=603in¢,
tedy oskulaéni rovina stanovi na ose Sz tsek
3 bsing = 5 z
g M=
kdezto usek normalni roviny na ose Sz obnasi
bsing =2,
Pro hlavni norm4lu hyppopédy, t. j. prise€ rovin N a £, ustanovime

pudorysnou stopu Z = 0; mame k tomu cili rovnice

Bsing +sin3¢9) X —(3cosp +cos3p) Y =6¢sing
2
sin2¢9 . X —cos2¢.Y =—:;osz'n2(p.

Refenfm vyjde

362 62) b*
X—I—S—o——(3p+—2—o 608297—8—90084(])
®) 2y . b . .
Y=—(3p + 2—0) sm2<p—-—835m4(p
coZ jinak lze psati

b2
—|————( cos2(p—|—3g—|—2—9)c052cp,

(28) B2\ .
]Y=—(4—ocos2cp+_3g+2—e)sm2q),

tim uréena stopa hlavnf normily v soufadnicich s potatkem S a osou S 4.

Klademe-li zde @ = 2 ¢ + =, vidime, Ze polarni rovnice geometri-
ckého mista stop hlavnich normil je

" b2 b2

(28%) r—3p—|—2o —4—900503,
pfi ¢emzZ pdl soutadnic jest bod ¥V a polarni osa piimka V 4.

Tato kiivka jest konchoida kruhu (obr. 6.) sestrojeného nad pru-
mérem V' §’, kde S’ je bod viigi bodu V s bodem S soumé&rné poloZeny,

t. j. plati rovnice barycentricka
S+S8 =2V,
pfi Cemz stild délka nanaSena jest

2
30-|—2i-=o+2A_V=A'G,
4
t. j. prumér koule zv&t3eny o polomér zikladny vilce:
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,,Stopa plochy hlavnich normal hyppopédy jest Pascalova z4-
vitnice' (28*).
V obrazci 6. znalena stopa hlavni normily literou P.

Obr. 6.

Hlavni normala spojuje body M P, i bude dle (P) miti rovnice

X_0‘3032‘P Y—osm2<p
3 b2
9 o —
(2018 +( +., )cos (p-l— cos4(p (49—{—2 )sm2¢p—|— sm4(p
_Z—bsmcp
T bsmme
kde 4 zna¢i pomér délici
MH
PM

pro bod H (X, Y, Z) na hlavni normaéle. Jinak se tyto rovnice pisi

2 2
JX=gcos2(p—L/1[3—b2 (4 +b—)cos2q>+ b—COS4tp],
(29%) ' Qsm2(p—|—}.[(4p+ )sm21p+b—sm4¢p]
Z=@A+4+1)bsing,

¢0% je zaroven parametrické vyjadfeni plochy hlavnich normal v soutad-
nicich s potatkem S, osou S 4.
Na této ploSe uva?ujme &ira 1 = konst.; jeji prumét je

X——+[p+).(4p+ )+—c032<p]cos2<p.

(29%) Y=[p+l(4p+2;b:)+%cos2rp]sin2qp,
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a tedy
»pramét &iry A =konst. na ploSe hlavnich normal hyppopédy
je Pascalova z4vitnice jako#to konchoida kruhu

y = }._b’ 0s 2
=T, cos 2@
, A b . .
z pblu X = o Y =0, pfi ¢emZ prodluZovaci konstanta jest
A —b2
e+ (40 + 20) .
Znamenejme
b AbDE — 3 b2
ceta(tor ), wod® sy
m=¢9 + e+ 5 n 8o x=X-—2 8o

pak znéji rovnice (29¥%)
x=mcos2¢@ +ncosdep, y=msin2¢ + nsinde, z2=21bsingp,
a odtud
Bt a b 2mncs2g, A= L BR(l—cos2g).
Tudf? ¢ara A = konst. leZf na rota¢nf plofe 2. stupng&

22 4 y2 22 (m + n)?

2mn + 3 A% b2 T T 2mn

Stied kiivosti hyppopédy se uréi jako prisek hlavni normaly s ro-
vinou '

40Xcos2¢9 +4oYsin29 +bZsing =—0bcos2¢q;
dosadime-li sem hodnoty (29*) obdrZime hodnotu parametru 4
402+ BEcostg

(30) l:_b2+1692+3b20032<p
ptisludnou ke stfedu krivosti.
V bodé ¢ = 0 mdme 4 = — 4, tedy
B2
X=——-—-,Y=0=2,
4o

a tyZz vysledek pro 4 = =x; tedy obé& vétve v dvojném bodé A maji spo-
le¢ny stfed kiivosti v bodé V.

Vlozime-li hodnotu (30) do rovnic (29%), shleddme, Ze soutadnice
X a Y jsou racionaln€ vyjadtitelny v parametru ¢¥», a sice vyjde tak,
Ze se C4ra stfedd ktivosti promita do roviny xy v kfivku stupné 6.

10. Prechod od soustavy soufadnic s potatkem S a osou S §= S4d
k puvodni soustav€ s po¥atkem O je d4an rovnici

E+iq=e‘7(x+iy— _a—l—z;cosa).
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Rovnice normdlni roviny
—20ésin2¢9 +29ncos2¢ +bzcosq>=%b’sin2q;
po substituci hodnot

. a c .
E=xcosy—ys¢ny—7cosy+-Ecosasmy

. a . ¢
n=xsiny —|—ycosy——2-smy—§ cos & cos y

piejde na tvar
x(—2¢@cosysin2¢ + 2 ¢ sinycos2 )
+yv2osinysin2¢ + 29 cosycos2 )
+z2csinacosp = n,

kde prosty €len » se uréf podminkou, dle niZ rovina obsahuje bod na &afe;
dosadime-li sem hodnoty

20cosy=a, 29siny =ccos a,

zni vysledek

(M) x(ccosacos2p—asin2¢) + y(ccosasin2 -+ acos2p)
2 — a2

3 sin2¢@ +accosacos2¢ .

+ zcsinacosp =

Rovnice roviny R’ vznikne piimo derivovinim viéi ¢ z této a zni

W) —x(ccosasin2¢@ + acos2¢) + v (ccosacos2p—asin2g)
2__ 42

1 . .
—-i-czsinasm(p= 3 cos2¢@ —accosasin2g,

Z tvaru R vysvits, Ze stopa z = 0 normalni roviny prochizi pré-
senym bodem ptimek
xcos2@,+ysin2¢9 =acos2ep,
(31‘) 2__ g2
2a

—xsz'n2¢—|—ycos2cp=c sin2eq,

nezavislych na e. Prvni z nich prochazi bodem 4 a jest kolma na smér2 ¢ ;
druhi m4 smér 2 ¢ a proch4zi bodem

a c?
¥=g T ger V=0
Praseény bod sim ma soufadnice
a® + ¢? 3a2—¢?
x=p= cosdp + ————,
o at+ct .
y=q=—q. sintd @,
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takze
»pudorysnd stopa normalni roviny hyppopédy e¢ = konst. pro-
chazi bodem kruhu (L) ptislusnym k parametru

w=4¢,"

takZe pro body téhoz kruhu ¢ = konst. stopy normélnich rovin ruznych
hyppopéd tvofi svazek.
Daéle stopa roviny R’ prochazi prisekem pitimek nezivislych na ¢
—xsin2¢ +ycos2¢9p =—asin2g,
2 _
2a

2

xcos2¢p—|—ysz'n2q)—~:a cos2e@,

z nichz prvni ma smér 2 ¢ a obsahuje bod A4, druh4 je kolma na smér 2 ¢
a prochdzi bodem

a c?
=3 T34 y=20;
prase¢ik ma souiadnice
o at4 3at—c®
32 F=PEm g sty —
& —g=_ 2t sin 4
y=q = 4da P,

a jest to bod kruhu (L) diametrilné protilehly bodu (p, ¢).
, PHimky (31%), (322) tvoii obdélnik vepsany kruhu (L), jehoZ dva
vrcholy leZi na O x, a druhé dva vrcholy jsou body (p, ¢), (#', ¢).“
Primét te¢ny hyppopédy ma rovnici

x(@cos2q¢ +ccosasin2q@) +y (asin2p—ccosacos 2 )
=a?cos? @ + accosasin 2@ + ccosa sin® g,

v niz se vyskytuje « prostiednictvim cos « a sice v druhém stupni; réni-li
se bod na kruhu I (¢ = konst.), napliiuji tedny riznych hyppopéd hybnym
bodem jdoucich urditou plochu a praméty jejich obaluji obrysovou &aru
této primkové plochy. '

Tato obalovad &ira priméti teen hyppopéd v bodech kruhu Iy
bude kuZelosetka; rovnici jeji obdrzime sefadice dle mocnosti cos e
a kladouce diskriminant na rovefi nulle. Znf

(—xstn2@ 4+ ycos 29 + a sin2 ¢)?
+4asintp (xcos2¢ + ysin2¢9 —acos?g) = 0.
Klademe-li
P=—xsin%¢ +ycos2¢ +asin2q,
Q=xcos2¢ +ysin2¢ —acosp,

(33)

m4a tato rovnice tvar
P2 4asinte Q@ =0,

XXXVI.



43

a ptisludf ji parabola s osou P =0, jejiz vrchol je na pifmce @ =0

a ohnisko na ptimce
Q=—asindg,

t. j. ohnisko lez{ na ptimce
xcos2¢@ +ysin2p=acoslo

a na pfimce P = 0, které ob& prochazeji bodem A.

Zbyvé jest& urditi geometrické misto t&chto vrcholi parabol pii-
sludnych k riznym kruhim I, ; rovnice P=10, Q =0 zné&jf

—(x—a)sin2¢9 +ycos29 =0
x—a)cos2¢ +ysin2¢9 =asine

a tefeny davaji
(34) x—a=asin*@.cos2¢, y=asin*p.sin2e.

V soutadnicich polarnich s pélem A4, osou O A ¥ maji soutadnice
hodnoty (pruvodi¢ », polarni thel o)
(34%) r=asintp, o =2¢q,

takZe rovnice ¢ary vytvoiené té€mito vrcholy parabol zni
(34Y) r =2 (1—cos m) .

,,Praméty pudorysné teZen hyppopéd na plose isogonilni v bo-
dech téhoz kruhu povrchového I, obaluji parabolu s ohniskem
v bodé A, jejiZ osa ma smér 2@, a jejiZ vrchol leii na kardioid€, ktera
jest dpatnici kruhu (0 4) z p6lu 4.

Bylo ji% vy%e ukazino, %e stopy tefen hyppopéd jsou na piimce

xcosQ +ysing = 05 @

zavislé pouze na ¢:

,Stopy teen hyppopéd na isogonilni plofe v bodech téhoZ
kruhu I'y, vedenych lezf na piimce HT, (obr. 1.) stojici kolmo na
ptimce Op v jeji pruseku s piimkou 4 C.

11. Rovnici plochy isogonilni udélme tvar

F=(x—a@+y*+22—(a*+ % =0;
jeji poloviéni derivace jsou
Fomy— @ )

F,=u2
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Normaéla plochy m4 pak rovnice
X—x Y—y Z—z
n = = N
() F, F, 2
a jeji stopa na rovin& xy

e T — g {a® o %Y
(35) IX" Fhee (a+c)2(x’+y“‘)"
| Yomy—Fim it + )22
odtud
Xo—a _ y
Y, @ %'
takze

»primka A P, spojujici stopu normély plochy isogondlni s bo-
dem A4 stoji kolmo na pitimce O M,.”
Polarni soutadnice stopy normily jsou (pro p6l A, osu 4 x)

2 2
(35" p=2LC sin2g, o=9+ T,

pii ¢emzZ jako vyse
r=0M,=acosep + ccoseasin .
Odtud pro r = konst. soudime:
»Valec (r = konst.)
22+ Yt =12
protind isogonalni plochu v &ife 4. stupné; normily v bodech této
C4ry sestrojené protinaji zdkladni rovinu v bodech ruzice (35').“
Dale je ztejmo, Ze
»hormdly isogonédlni plochy v bodech téhoZ kruhu I, maji svoje
stopy na pffmce vedené z bodu A kolmo na primét kruhu.”
Provedme inversi viaé¢i kruhu

(x—a)P +y2=a*+ &
transformovany bod podrii polirni thel @ = ¢ 4 % a privodi¢ bude

2y __a+tccosalge _ L2
(36) pl_sin2¢p_ sin @ P @=9t3
tedy pravouhlé soufadnice jeho x,, y,, jeito
X —a=2pc050 =—p sing,
budou
(36%) X = —ccosalg®, y,=ccosa -+ acolgep;

tot jsou soufadnice bodu, jenz vznikne ze stopy normaly transformaci
reciprokych priavodi¢a pro pél 4 a kruh poloméru
g=Va 1o,
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Pro « = konst. vychaz{ odtud

% (y,—ccose) =—accose,
takZe
,,plocha normal isogonalni plochy podél hyppopédy protina rovinu x y
v &ate, ktera jest inversni rovnostranné hyperboly.*
Ve zvlastnim pifpadé ¢ = —’;— se hyperbola rozpadne v pkHmky; tu
obdrzime piimo » = a cos o,

g .
=Zsing, g=a"+7,

tedy

2__ 2 2 2
(37) X0=a ¢ a4+ ¢

2a 2a

2 2
cos 2, Yo=%sin2q);

¢ara na plose je v tomto ptipadé dotykova €ara kuZele opsaného z bodu 4:

,,Spole&né normaly isogonalni plochy a kuZele opsaného z vrcholu 4
protinaji zdkladni rovinu xy v bodech kruhu (37).”

Stted tohoto kruhu je prisek kruhu (L) s osou O x, a polomér jeho
rovna se praméru kruhu (L), takZe obsahuje bod A.

Obratme se nyni k teénym rovinim na$i plochy rovnob&Znym
s osont O y, které obaluji svymi nidrysnymi stopami obrys plochy v roviné
0 x z. Ukéazali jsme, Ze tyto roviny obaluji dva valce, pro néZ dotykové
gary jsou parametricky charakterisoviny vztahem

ccosalgg=—a-+g g=+Vat &
Vyrazy pro inversni bod x,, y, (36)
. a+ccosal
H=a—psing, yy=pcose, p= Sin g £9
davaji
hh= § y M =a—g, N=gcgoy,

sin g
takze tento bod opisuje pfimku a stopa normily tedy kruznici.
Mame ostatné pfimo

2
p= ;_zgsin(p, Xo=a—gsintep, Yo=gsingpcoso,
1
t. j.

(38) Xo—aP+ Y+ g(Xo—a) =0;

vysledek muzeme formulovati takto:

»Plocha normél spole¢nych ploSe isogonilni a opsanému vélci
rovnobéZnému s osou O y protind rovinu O x y v kruZnici (38), shodné
s kruZnicf
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Rdyi=gx g=+ Va2,

ve kterou se promfti dotykova &ira obou ploch.'

Pon&vad? tyto normély jsou rovnob&Zné s rovinou O x z, jsou jich
druhé priaméty normdilami ptfsluiné obrysové paraboly a strikéni &ara
plochy normél ma za priamé&t narysny evolutu této paraboly.

Vire, %e €ara lezi na kouli (13%)

A4y + 2= (2a—g x4+
ta obsahuje bod (0, 0, ¢) a je soustfedni s kruhem stop normaél (38).

V rovinach kolmych na Oy lezi vidy &tyfi normily uvaZované
fady, jez jsou po dvou soumérné vié&i roviné€ O xy a protinaji se na
kruhu stop.

Posledni vlastnost zobecnime pro libovolnou &iru spoletnou kouli
a kruhovému valci. Budiz ¢ira déna jako pruseé ploch

24+ +2=a (x—0b2+ y2=c2;
patrné lezi na valci parabolickém, jehoZ rovnice vychézi odeétenim
24+ 2bx=a*+4+ ¥ — 2
Normala tohoto valce parabolického ma rovnice
X—x Z—z
b z
a jeji stopa na zikladné x y ma soufadnice

Xﬂ=x_b,' Yo=y,

Y=y,

a hovi tedy rovnici
X2+ Yz2=~c%

,Priset koule s rotanim valcem leZi také na valci parabolickém ;
normaly tohoto vilce podél kiivky protinaji zakladnu rotaéniho vélcc,
polozenou stiedem koule, v kruznici shodné s kruZnicf na rotaénim vélci.*

Pro plochu normal mame vyjadieni v parametrech

%, Y, 2, x—b=VE 4z yi, 2=m—2bx, m=a+ ®—c%

X—x Z—2z
Y=y, 2 = R

Odtud
X—(x—b) =7bz, X—VEa=Yyz:=0b2Z;

povySme na druhou mocnost a dosadme
A=m—20—2b(x—b =n—2bVa— V2
kde # = a® — b* — % Vyjde jako rovnice plochy normal parab. valce
X—VEa_Y) (n—2bVa—1? =
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pii oznadeni
V=X2—-Y24 ¢
to lze psati
(V—2XVE _Y?) n—2bVAa—_V3 =2 22,
nV+4bX(2—Y)—0222=02nX+2bV)VE—Y?,
a kone&né v raciondlni formé&
B+ c2—a?) (X2 — Y24 ¢? 4 40X (Y2—c?) + 02 222
a — b —
—sp(x—yi+ L8 x o) @,
UvaZovana plocha normail je tedy stupné Zestého.
Ve zvlastnim pifpadé€ 4% = b2 4 ¢® zjednoduii se tato rovnice a zni

x(—A + b2 +402—3) (*—y2+ A2=0.
TutéZ vlastnost protinati zikladnu v kruZnici maji plochy normail
isogonaly podél &ary
2+yi="kx, r=rFkeose,
pro kterou puadorys je kruh jdouci bodem O a se sttedem na O x; (35')
podd pro pritvodi¢ z pélu A4
g2

p=-k—sinq>=klsz'ncp,

tedy soufadnice stopy normaly zné&jf
x—a=—Fk sintp, yv==F, sinqgcose.
UvaZujme jeSté normaly isogonily podél dotykové €iry s opsanym
Kuzelem z vrcholu O; pro tuto &iru plati rovnice

acose +clgp =0,
tedy
¢t sinte
r=acosp— — ,
a cos@

takZe rovnice (35') podd pro stopu normily ( plio=¢ + %)

agisinpcostp  agicoswsin*e
atcos:p — c*sinto g2 cos® @ — a?

=
piSe-li se &itatel

»

. —acosm (g¥cost 0 — a® — ),
vylde

actcosmw

P= Foode @ OOSO=nr—ry
takze se stopa plochy normal jevi jako cissoida hyperboly (r,) a kruhu (r,):
3 \2 ad c2
2 _2 —a2a2 —
(ra) (x—a2+y2=a(x—a);
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ktivky tyto jsou soustfedné a dotykaji se ve vrcholech, z nichi jeden
jest A.
Posine-li se poatek do bodu A, znf rovnice kiivky

(39) (3 4+ 97 (Bx®—a%y?) = a gxy?;

¢4ra ma v pocitku A4 bod trojnasobny. Kladme y = ¢ x, vyjde parametrick¢
vyjadieni

agi?
(1 + &) (2—a2) ’

Bodu 4 odpovidaji hodnoty parametru {=0a /= om.
Pro mal4 ¢

x =

y=1tx.

2
x=qltcett+..., yv=P+clt+..., cl=%;

tento prvek odpovidd dvratu s tecnou A4 x.

Pro nekoneéng velikd ¢ kladme ¢ = %; bude

2
g .
x=c¢2+c'v+..., y=cl’z—|—cg't3+...,cl'=—7,

je to jednoduchid vétev s tenou A y.

Singularita bodu 4 sklada se tedy z jedné vétve s bodem dvratnym
a z vétve jednoduché, kterd ptredeslou kolmo protina; bod plati za dva
oby&ejné body dvojné spojené s bodem vratu, takZe je ¢ara tiidy .

12. Pon&kud slo%ité jsou konstrukce tykajici se osvétleni. Vratime
se k oznadeni ¢l. 4.

S=@—a?+y2+22 V=2s2+y? g82=a’+c,
takZe rovnice plochy isogonélni zni
SV—¢g*y2=0;
te¢ny valec sméru (%, Z, m) dotyka se plochy podél &iry lezici na plo3e (10)
RSx4+ V(x—al+iy(S+V—g)+mVz=0.

Omezime se na piipad kdy svétlo dopad4d ve sméru kolmém na
osu Oy, takZe bude ! = 0; mez vlastnfho stinu leZi pak na ploe

(4) kxS+ (mz+kx—Fka)V =0,

a tuto lze povaZovati za souhrn ktivek, v nichZ se protinaji plochy s pro-
ménnym parametrem 4

(B) V=—Aikx, S=Ad(mz+kx—=Fka);

prvni plocha je valec kruhovy, druhé je koule. Ktivky (B) protinaji ploch}l
isogonalni v fadé bodi, jich# souhrn je prasegnice jeji s plochou (4), t. J-
mez vlastniho stinu.
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Body na mezi vlastniho stinu obdrZime dle toho také jako pruseéiky
dvou ar na plose isogonalni, a sice jest jedna ¥ada vytata vilci (B) a druh4
fada koulemi (B).

Rovnici plochy isogonilni mozno psiti

(S—g) V + g a2 =0;
pro prise¢ s vélcem V = — 1k x plati
T
t. j. pruse¢ véilce (B) s plochou isogonilni lezi na kouli (C).
Obdriime tedy body na mezi vlastniho stinu jako priseky ploch

(B) a (C), t. j. dvou kouli a rota&nfho valce.
Koule (B) a (C) se protinaji v kruhu na roviné

(D) g+ i2:=l(mz—|—kx—ka),

tiz protne kouli a vilec v kruhu a ellipse, takze problém redukovin na
stanoveni prusekid téchto dvou dar.

Rovina (D) m4 rovnici
D¥*) Memz+khkx—Fka)—g?hi—g*tx=0
a obaluje plochu valcovou
(E) 4x(mz+hkx—Fka)+g2k=0.

Piimky tohoto vilce maji smér osy Oy, tidici ¢4ra jest hyperbola
s asymptotama

x=0amz+k(x—a)=0,

t. J. asymptoty jsou osa Oz a kolmice na smér svétla vedena z bodu A4.

Zvolené te¢né roviné (D) tohoto véalce odpovidd parametr 4, ktery
se uréi prisekem (0, z,) narysné stopy a osy O z

g2
mz,—ka

Ptisludna koule (C) ma rovnici

52824-("22" —a)x,

t j.
%2 492 +22—c‘-’+(mz° a)x
a jest urfena svym sttedem

m z0

+ , 0, 0)
a bodem (0, 0, ¢).
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Je-li ¢ thel osy O x se smérem svétla, bude

m 2z,

k

»Vyjdeme tedy od libovolné te¢né roviny IT véilce (E) ; jejf ndrysns
stopa stanovi na O z tsek z, nafe sestrojime kouli ® se sttedem

(a+z,,tga 0 0 )
2 ’ ’

obsahujici bod (0, 0, ¢). Prise¢ny kruh roviny 11 s kouli  pak pro-
tin ellipticky fez roviny II s vilcem

=Zz,%g0.

2 2 _ £§x
Pty a—zlge

ve &tyfech bodech na mezi vlastniho stinu.*
13. Isogonilni plochu
SV —gty?=0
lze povaZovati za obalovou plochu soustavy

BV —22gy+S=0,
t. j.
(40) 22(2*+98) —2igy +(x—a)P+)2+2=0, g=Val+ &
Pi%e-li se 4 = cotg B, 1ze posledni rovnici psati

1 2 c
(40%) (x —a sin® )2 + (y—; 4 Sin2ﬂ) + 2sin?f = = sin?28;

tak nachazime tadu rofaénich ellipsoidi vepsanych plode isogonalni; hlavni
kruhy (z = 0) t&chto ellipsoidii obaluji patrné €iru v roviné xy, kterd
se rozpada v kruhy (K), (K').

Stied ellipsoidu vepsaného

a a .

(41) xo=—2——?cos2ﬂ, yo=%sm2ﬁ,z=0
opisuje ellipsu, jejiz dva vrcholy jsou O a 4, a jejiZ druhd osa mé délku g;
hlavni kruhy ellipsoidi maji sttedy (41) a poloméry

¢

2
body charakteristické, v nichZ se hlavni kruh ellipsoidu (40*) dotyka
kruhii zikladnich isogonaly (K) a (K’), lezi na ptimce, kterou obdriime
derivujice rovnici (40*) vudi g:

sin2f;

a(x—-%) sin2f8 +-gycos2p=0;
vzhledem k hodnotim (41) lze psati tuto rovnici
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(x-%)dxo+ydyo=0,

t. j. hlavni kruh vepsaného ellipsoidu (40%) dotyk4 se zikladnich kruhi
(K) a (K') v charakteristickych bodech, jeZ lez{ na ptimce jdouci stfedem
ellipsy (41) rovnob&iné s normélou této ellipsy ve stiedu hlavniho kruhu
sestrojenou.

V té&hto bodech protind charakteristika na vepsaném ellipsoidu
rovinu O xy, a teéné roviny isogonily v téchto bodech jsou kolmé na
zakladnu x y, takZe jich stopy jsou tetnami kruhu (K), (K').

Piehlednéji feceno:

,,Kolmice spusténa ze stiedu ellipsy (41) na jeji te¢nu (ve stiedu
hlavniho kruhu ellipsoidu) protinid hlavni kruh ellipsoidu’ v jeho sty¢-
nych bodech s kruhy (K) a (K').“

Derivovanim rovnice (40) vadi 4 obdrZime

(42%) n+yp==E,

jakoZto rovnici plochy, na nfZ lezf charakteristika vepsaného ellipsoidu;
viozenim tohoto vyrazu do rovnice isogonily vychazi rovnice dalsi

(42°) (x—aP+y?+22=gly,

takZe se charakteristika jevi jako prised kruhového valce (42®) s kouli
(42Y). Valec se dotyk4 roviny O xz podél osy O z, a jeho osa jest

1
x=0, y=-5¢g#%8;

koule prochazi bodem A a ma stied (a, ;— gcolg B, O) .

Rovnice (428)
M+yr=gykp
podé pro charakteristiku vztah parametricky

gigBsing =acosp + ccosesing
t. j.

4 = ¢
(42) (4 gigp—ccose

Podél charakteristiky vepsaného ellipsoidu splyvaji te¢né roviny
plochy isogonalni s teénymi rovinami ellipsoidu.

Tyto roviny obaluji rozvinutelnou plochu opsanou o plochu isogo-
nilni podél charakteristiky (428); jejf stopa pudorysnd se urdi jako
obilka stop tenych rovin.

Stopa te&né roviny vepsaného ellipsoidu (40) ma rovnici

1+ x—a]X+[(1+4)y—gd]Y=ax+gly—a?;

dosadime-li sem hodnoty plynouci z (42°)
4®
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xX=rcosQp, y=rsing, r=—§-sin(p,

obdrzime tuto rovnici ve tvaru
2 2 a2
(%gsin2<;>—a)X—(1;_A"1 geos2@ +gA——5— + g)Y_

28 in2p—L g f—a
22,8”1'2(? 2gcos2¢p—|— 3 .

Obalovi &ira téchto primek s parametrem ¢ je hledana stopa roz-
vinutelné plochy.

Zaménme parametr za

u = ¢y ,
¢imZ rovnice nabude tvaru
L (e [Ee 4 2 x 122
[“ (Y + ¢ X)——2—— + Y + + e

[t i f] o

na obalové &ite vymizi diskriminant této rovnice 2. stupné, t. j. rovnice
obalky zni

(43)[ Y+—X+ *“2] =(1—_?—2X—-;—)2+(1_;}'2Y—g>2,

aneb pfi hore]élm oznadeni

A=colgf
(43%) [y cos 2B+ ‘i(x _az — C2) sin 2 ﬁ] g

(x— asin®f)® 4+ (y——g sm2ﬂ)

Hledana stopa plochy rozvinutelné je tedy kuZelosecka, jejiz ohnisko

Xog=asintf, y,= 2gsm2ﬁ 2

je ve stiedu vepsaného ellipsoidu, a jejiz ridici ptimka

(d) gycos2p+a(x—a22_acz)sin2ﬂ=0

prochazi prisekem osy O x s kruhem (L)

2a

a jest rovnobézni s chord4lou kruhu na kouli (42Y) a stopy vélce (42%.
Nebotf chordila ta ma rovnici

2ax+g(i.—%)y—a2= 0
a s ni je ptimka (4) patrn€ rovnobé&zna.

x =

,¥y=0
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Centrila je kolma na tuto pifmku a prochizi sttedem kruhu (42
1
x=0, y=5¢g%8;
jeit rovnice zni
1
(44) gxcotg2ﬁ—a(y——2—gtgﬁ)=0;

ponévadZ této rovnici hovi soutadnice ohniska %, y,, je ptimka (44) osou
nasi kuZelosetky.*)
Pro ¢iselnou vystfednost & kuZelosetky (43*) obdrZime

a® ¢z .
g =cos?2f —l——g;sin22ﬁ= 1— ?-smz2ﬂ,

(45) & =V1—£;2— sin®2 8,

takZe kuZelosecka ta jest ellipsa.

Ovladame konstruktivné jeji ohnisko, pfimku fidici, osu; zname
jeji dvé teny (v charakteristickych bodech na hlavnim kruhu ellipsoidu
vedené tefny), a také snadno se verifikuje, Ze stfed ellipsy splyva se
stredem koule (42b)

x =a, y=%gl = — g colg B.

Uvazujme pfipad ponékud obecn€&jsi zménice ziroven polohu viéi
osam. Rovnice rota¢niho ellipsoidu bud

(4) 224y 4 22sin?f = k2,
dile mé&jme valec kruhovy
(B) (x + B+ =2

Aby mezi plochami svazku uréeného témato dvéma plochama
Bty Bsintf—A[(x+h2+ Yy =R2—A 2

vyskytla se koule, musi pro ptislu¥né 1
1 —4=sin2p, 2= cos®B:

prusetnd &ara ellipsoidu (4) s vélcem (B) le#i na kouli

k24 (A2 — 13 cos? B

sin? B )

Stopa te¢né roviny ellipsoidu (4) v bod& sférické Cary (B) ma rovnici

Xx+Yy=~H,

2+ y:+22—2hcotg?B. x =

—_——
*) Zarovefi 1ze doplniti hotejsi vysledky v&tou, Ze ,centrila (44) je tednou
ellipsy sttedd (41)*.
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pro jeji obilku madme podminky

Xdx+Ydy=0, (x+hdx+ydy=0,
t. j.

X,
x+ h, y._o

V souhlase s rovnici (B) poloZme
x+h=lcosy, y=1Isiny,
nade? se soufadnice bodu na obélce urdi fefenim rovnic
X(Plcosy—h)+Yisinp =0

—Xsiny+Y cosp=0
ve tvaru

X — k% cos ¢ _ RPsiny
T l—hcosy’ T l—hcosy’

a jest polarni rovnice obilky patrné rovnici kuZelosetky s ohniskem ve
sttedu ellipsoidu (4)

_ P P S
"T 1 "scosy’ p=T =7
Odtud
r=p+ &=,
takZe piimka fidici jest
we_t__F
=—T=—7"

Rovnice obytejna této kuZelosetky zni
2

(=) (—E) + ==

jeji polouosy jsou

1—a?’ Vi—e
stted
&
xl—' lﬁ—Ez ’ yl 0'
tedy v naSem ptipadé
k2 b k2
a—l h2 » - F—ha
T
Bh
WERE R

Vrcholy na ose fokilni majf soufadnice

_BG) B,
< —r —ITxh?

r=xta
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Prised{ky koule s osou O x maji soutadnice zdvislé na g
R+ (B2 —B) cos®B

3 __ 2 _
x—2hcotg®f . x i B o0,
a tyto body splynou s vrcholy obalové kuzelosetky, platf-li podminky
k2 h k24 (W —PB) cost B o
28 — —
hoolg® = 5z - sini =F -

které se redukuji na jednu:

,,Rozvinutelna plocha opsand rotaénimu ellipsoidu vej¢itému podél
jeho proniku s kruhovym valcem, jehoZ zékladpa lezi v roviné hlavniho
kruhu, protini rovinu hlavniho kruhu v ellipse, jejiZ vrcholy lei na kouli
obsahujici pronikovou &aru, existuje-li mezi délkou polouosy %, délkou

rota¢ni polouosy sz—:ﬂ , polomérem zikladny vélce / a vzdalenosti jejtho

stiedu od stfedu ellipsoidu 4 vztah *)
kg2 f =12 — 2"
V hotejsim ptipadé ellipsoidu (40*) a valce (42%) jest
1

2
k2=%sin22ﬁ, l=5gteh,

h2=x2—|—( — 1l ﬂ)z—azsz'n“ﬂ + (l Si%2l3—l-gtgﬂ)z
0 Yo 9 74 - ‘\9 g 9 ’
tedy
1 , 1 : 2 gind
2—h= < g sin 2ﬂ(gtgﬁ—?gsm2ﬁ —atsin'p
=c2sanif = kg2,
takZe podminka posledni véty je splnéna:
,,Fokalni osa obalové ellipsy (43) je co do délky ico do polohy
prumér koule (42%) prochazejici sttedem zikladny valce (42%).
Stopu norméily v bodé€ uvaZované charakteristiky uréime dle
obecnych vzoru (356), str. 44
—a—gp Y —p Y
Lo=e =i N8 @
dosazenim hodnot

g g

X==singpcosg, y=7$in’<p, x2+y2=ﬁsin"’(p

A
*) Podrzime-li 4 jako neodvisly parametr, bude v tomto ptipadé rovnice (B)
znfti
4+ 2hx=RrRigg,
a rovnice koule
N4y ta= R+ 2hx) cogrp,;
takze pti proménném k tvoi vélce i koule svazek.
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Xo=a—-%g1sin2cp, Yo=-;—gl(l+cos2(p),

a tedy
»»Plocha normél podél charakteristiky vepsaného ellipsoidu (40*)
protina rovinu O x y v tée kruZnici jako koule (42%), na ni% se char-
akteristika nachaz{."

Normily protinaji osu rota¢niho ellipsoidu, a tedy jich praméty
prochdzeji stfedem x, y, tohoto ellipsoidu. Timto bodem prochézeji
zejména normaly v bodech charakteristickych, spole¢nych hlavnimu
kruhu ellipsoidu a zikladné valce, které jsou poloméry kruha (K),
resp. (K’').

,Stted vepsaného ellipsoidu je priusekem poloméra zékladnich
kruht: (K) (K') ptisludnych k prasecikiim jejich se stopou vialce (422).
Primka spojujici bod A4 se stiedem ellipsoidu (x, %, ma rovnici

y _ gsinfcosf
x—a  —acos?f

—£
L

a protind osu Oy v bodé&

x=0, y=gigh
jenz lezi na valci (422).
,Stted vepsaného ellipsoidu lezi na piimce spojujici stopu
vilce (422) na ose Oy s bodem 4.
V hotejdim piipad€ proniku ploch (4) a (B) obdriime pro stopu
normaly ellipsoidu soutadnice

X =—xcotg?B, Y =—ycolg?p,

t. j. stopa normaly ellipsoidu (4) v bodech jeho pruseéné &iry s valcem (B)
lezi na kruhu soustfedném s kouli, kterd touto €arou prochéizi. Polomér
kruhu toho jest Zcolg?f, kdeito polomér koule jest

k2 2 __ o 2 2
Vsinzﬂ + (B2 — 1) cotg? B + h3 cotgt B
stopa plochy normal splyne se stopou koule pouze pro ptipad vy3e zminény
(kdy tyto poloméry jsou stejné)
kgt = 12— h
Upatnice ellipsy, obalové &4ry stop te€nych rovin ellipsoidu v bodech
uvaZované &ary, ze stfedu ellipsoidu jako pélu, ktery jest jeji ohniskem,

jest jeji vrcholova kruZnice. Pro soufadnice paty X, Y kolmice na stopu
tetné roviny v bodé (x, y, z) nalezneme vyrazy

. RBx Ry
RCET IR e
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¢. j. pata kolmice je inversni s primétem dotykového bodu na ellipsoidu
u¢i hlavnfimu kruhu ellipsoidu.
Tedy vrcholovy kruh obalené ellipsy ma rovnici

2h k2 i

22 X= Z_ R’

X2_|_ Y2 —

a jeho polomér, vétsi polouosa ellipsy, jest

k%1

Tento kruh jest inversni se stopou valce (B) vié hlavnimu kruhu
cllipsoidu ; jeho stied je sttedem ellipsy
h k?
P=E—er Y0
1 splyne se stiedem koule jen v naznaleném zvla$tnim piipadé. V tomto
siipadé pak bod upatni*) a stopa normaly ellipsoidu jsou na téze t&tivé
~opy koule, kterd tétiva prochazi ohniskem, a stopa koule jest inversni
¢ stopou valce vi¢i hlavnimu kruhu ellipsoidu.

V obr. 7. jsme vysli z valce Y daného svoji stopou ‘¥, kter4 jest kruh
nad pramérem O J J’; vytkneme prusetiky G G’ tohoto kruhu s kruhy
vikladnimi (K), (K'), jichZ stfedy obvykle znaleny B, B'.

Ptimky 4 J', B G, B’ G’ protinaji se v bodé F, ktery je stted kruhu &,
j'nz je zaroven stopa i hlavni kruh vepsaného ellipsoidu &, a ostatné
ivzi na ptimce J F S, ose symetrie boda G, G'.

Tato pfimka protind ptimku 4 C v bodé, jenZ je stfedem kruhu
‘bsahujicitho body 4 G G’; tento kruh 8/ je stopou koule 8, ktera obsahuje
“harakteristiku, t. j. pronik valce ¥ s isogonalou a ellipsoidem. Pramér
‘ohoto kruhu poloZeny na piimce J S tvoii velkou osu ellipsy, ktera jest
~‘opou rozvinutelné plochy opsané isogonalni plofe podél charakteristiky,
i bod F jest jeji ohnisko.

Konstrukce mensi osy provede se takto: Vederre ptimku F M, | J S,
\ stanovime jeji prisek M; s kruhem “¥; bod M, je pram&t bodu M na
isogonale, F M, je pramét jeho normily ; stopa tetné roviny &’ ptisluiné
Kk bodu M bude kolma na F M,, t. j. rovnoté#na s velkou osou ellipsy,
! bude to te¢na ve vrcholu men#i osy ellipsy. Znajice smér této primky,
potfebujeme uriiti pouze jeden bod T, na stop& teXné roviny &. Volili
isme za T, prisek ptimky 4 T, kolmé na A M, s ptimkou m T, kolmou
na O M, v jeji pruseku m s pfimkou 4 C.

Je-li dan stied vepsaného ellipsoidu F, bude uréen jeho hlavni kruh
Na ziklad€ vlastnosti, Ze protind kruh (O 4) pod pravym dhlem. Nebot
tento kruh (O A4) jest pravouhly viudi kruhum & a °¥, a tedy také vuci

—_—

*) Bod na dpatnici je zAroveii stopou tefny meridianu na ploe rotalni
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kruhu &, jenZ néle#{ jejich svazku. Délka teiny z bodu F ke kruhy,
(O A) urtuje polomé&r kruhu &, tento kruh pak stanovi body G, ¢’

Piimka N S spojujic{ stopu normaly N se stiedem koule S svir;
thel 2cp+% s osou O 4.

Ptimka O M, uruje na kruhu (0 4) bod v ; kolmice SN N’ z bodu §
na jeho polomér spu$ténd protind stopu koule v bodech N, N, z nich;

(K)

T T

vl

Obr, 7.

jeden N je stopa normaly a druhy N’ leif na stopé roviny teéné; a sicc
lezi N na pramétu normily F M,, jeni protinid stopu koule v bod& P,
ktery je pata kolmice spuSténé z ohniska F na te¢mu ellipsy P N'.

U rota¢niho ellipsoidu (4) jest vystfednost cos 8.

Je-li tento ellipsoid libovoln& dan, a zvolime-li kruh ¥ (B) s libo-
volnym sttedem, jehoZ vzdalenost od sttedu ellipsoidu zna&ime %, a jehoZ
polomér / je dan vzorcem

B=h+ kigg,
bude tim urena na ellipsoidu ktivka (y), podél které se muze jistd
plocha isogonalni dotykati ellipsoidu.
Sestrojime kruh 8 inversnf s kruhem ¥ vi&i hlavnimu kruhu

ellipsoidu &7; vSecky tti kruhy prochizejf dvéma body G, G'. Spolend
tefna kruhii ‘¥ a 8 dotyk4 se t&chto v bodech O, 4, &m% jsou urleny.
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Analyticky mame pfi danych %, /, 8 a podmince pfimé&fen& stano-
veném kb podminky

k=i—c—sin2ﬂ, l=ilgtgﬁ,
2 2
ze kterych hodnoty ¢, g = V' a? + ¢® jsou uréitelny.

Muazeme té% zvoliti dle libosti konstanty %, /, A a urditi konstantu g
z rovnice

Vie_p2
B =—5—
naez plocha isogonilni s konstantami
2k .

poskytne vepsany ellipsoid shodny s danym.

Na kazdém vejéitém ellipsoidu rotadnim leZi eo! kiivek, podél nichz
se ellipsoid dotyka jisté plochy isogonilni; nazveme je &arami isogonal-
nimi; kfivka takovd jest na daném ellipsoidu dpln&€ uréena, znime-li
osu vélce kruhového (B), ktery ji na ellipsoidu vytini. Isogonilni &arou
vrochazeji dvé shodné plochy isogonilni opsané ellipsoidu, jejich hlavni
roviny vertikdlni (O z A) maji stopy ve dvou spole¢nych te¢nich kruhu
9t a 8!, a jsou vuci centralni roving J S F Z symetricky postaveny.

Abychom ur¢ili isogonalni &ary na dané kouli, piSme jeji rovnici
ve tvaru

©) 22 4 92 4 22 = m?,
kdeZto rovnice valce bud
(D) (x+n)2 442 =2
Nésobime-li prvni rovnici 1 a pfiéteme ke druhé, vyjde
3 2n B—n?+ Am?
2 2 2 =
oEi i el wrve i s wrey 174
aneb
E __"'_) 2 4 2 _
(E) ("+1+;. RIS Wy TFi T Ot

Tovnice rotaini plochy 2. stupnd. Aby byla ellipsoidem s vystiednosti
cos 8, musi

A, S
l—_H'-—Sin ﬁ, A—tg ﬁ;
nadeZ porovnanim s (4) a (B) mame
B An
h=mn 1+J._1+1.—”smﬂ'

k2= Pcos® B + m?sin® B — n? sin B cost B,
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g
RRig*B+m—1=—[Bcos® f+ _mc:::t;ﬁ_;

¢ara bude isogonilni pro
lcos®f = msin® B,

kteréZto podmince lze vyhovéti pii libovolnych hodnotach I, m, taksc
pronik kruhového vélce s kouli je vidy &ira isogonélni, pokud se stopy
té€chto ploch protinaji v realnych bodech.

Uhel B obdrzime uréeny rovnici
l

A= _l = tgzﬂ ’
takZe rovnice ellipsoidu zni
l 2nm B—mn®+1lm
' 2 2 .2 =3
(E*) x+y+l+mz+l+mx L4+ m

Isogonalni plocha se ur¢i konstruktivné pfi danych stopich valce
a koule tim, Ze vedeme spole¢nou te¢nu obou kruhi ; te¢né body jsou O, 4,
dale zname pruse¢né body obou kruhii G G’, ¢imz jsou dany kruhy (K), (K')
a tedy plocha isogondlni.

-Predpoklidejme, Ze pii stalé kouli (C) podinujeme kruh (D) stalého
poloméru ; isogonalni &iry maji rdzné vepsatelné ellipsoidy, jichZ ohniska
budou napliiovati kruh, pokud Sineme stfed kruhu (D) po poloméru koule,
jinak ale napliiuji ohniska kouli, d&je-li se posinovanf s dvoji volnosti.

Pro polohu ohniska ellipsoidu mame

n
x=—l—+1-, Z=k60tgﬁ, y—O,
avSak
2costp
2 —_ ;2 23 __ 52
REcotg: p = “Sn B + m2cos? B — n?cost B,
tedy

22 = 2 m2cos? B — n cost B.
Dosazenim hodnoty 4 = #g2 8 vychazf
24+ 2 =2mrcos®B, lg2B = Til—,

pti &emZ B jest uhel staly:
,,Ohniska probfhaji kruh v roviné€ x 2z, a diame-li kruhu (D) dvojf
volnost, naplni kouli soustfednou s koulf (C) a poloméru

2m “«

mV2cosﬁ=m_ Trm
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Zvolime-li v8ak za (D) kruhy sousttedné, bude # stalé, ! proménné,
a rovnice

x = —ncos®f, Py 2m2cos?B — ncost B
davaji
aval 2 m?
xﬂ+z2+ m x=0,

t. j. ohniska opisuji kruh v roviné x z.
Pri stilém ! obaluji vepsatelné ellipsoidy (E*) rota¢ni ellipsoid
s osou Oy
2% 4 2
I+ m

2
+.z_='m,

l

Vepsatelné ellipsoidy ptisluiné k soustiednym valcim obaluji plochu
+. stupné
R+ + A2+ 2m? (x4 92 —2%) L AmPux 4 m?(md+ 407 =0.
14. Rovnici te¢né roviny isogonalni plochy obdrZime ve tvaru
(46) Ax+ By.—i- Cz= (acosp 1+ ccosasing)(acospcosea + csineg),
A=acosacos 2@ + c (1 + cos®ea) sin g cos @,
B =acosasin2q@—c (cos® o — cos® @ sin? @) ,
C=rsina, r=acosp+ccosesing.
Uréime stopu rozvinutelné plochy, kterou obaluji te¢né roviny
v bodech téhoZ povrchového kruhu I',. Je to obalova &ira stopy te€né roviny

Ax+ By = % sin2q + (a®cost@ + c?sin*o) cose 4 aTcsin 2@coste;

piitom ¢ je konstanta, parametr « vyskytuje se pouze v cos , a sefadime-li
dle jeho mocnin, mame kvadratickou rovnici vudi cos e:

(%sz’n2q¢x+csin2(py—%sin2<p) cos®a

+(acos2@px +asin2¢@y—atcostp—c?sin?g)cose
+(—;-sin2qax—ccosztpy—% sin2cp)=0.

Rovnici obalové &iry obdriime anulovinim diskriminantu této
rovnice. Vysledek se pon&kud zjednodusdi, poSine-li se poatek soutradnic
do bodu 4, t. j. zaméni-li se x za x + a.

Hledan4a stopa rozvinutelné plochy m4 pak rovnici

(47) az(xcos2<p+ysz'n2cp—L_a*——cz—sz'ff"q;)2
=2sin2¢ (xcosp + ysing) (xsinp—1ycosg).
Transformaci soutadnic
X=xcosp+ysing, Y=—xsingp +ycoseg
x=Xcosg—Ysing, y=Xsingp + Ycoso,
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kterou se novd osa usetek A X prenasi do polohy Ay, t. j. do piimky
rovnob&Zné se stopou roviny kruhu I3, zjednodu$i se rovnice nabyvajic
tvaru

a4 ¢® 2 ¢t

c
a

2
(472) (Xcostp+ Ysing — Siﬂzq’)—i— sin29X Y =0.
Stopa rozvinutelné plochy opsané plose isogonalni podél kruhu I,
je tedy hyperbola; dotyka se piimek X =0 a Y = 0 v jich prisecicl,
s pfimkou
a2 + c2

X COS.q) + Ysing = 2

sint .

V ptvodnich soufadnicich s po¢itkem O zni rovnice této pifmky

a

x—a)cos2¢@ +vsin2¢ = sinto,

a vysledek lze vyjadriti takto:

»Polira bodu 4 vuci obalové hyperbole ma v puavodnich sourad-
nicich s poditkem O rovnici

2
xcos2cp+ysz'n2<p=acosch+%sz'n2q>

a te¢ny z bodu 4 k hyperbole vedené jsou

(x—a)cosp +ysing =0, —(x—a)sing +ycosp =0,
t. j. maji smér ¢ a @ —f——;—

Polara obsahuje bod

at 4 ¢
TG YT Ty, e

a je kolma na smér 2 ¢.
Asymptotické sméry &ary (47) se uréi z rovnice

2
X2cos’p + Y2sintgp + (1 + 2%) sin20XY =0,

Cili po tedeni

Ysing c? VF 190t 9 + 2 COlE
Xcoscp—_l—za_zi2 Zta Y i
t. j.
Ysing s & . ¥
Xcos g =g, ol

vratime-li se k pivodnim soutadnicim, obdrzime rovnice asymptotickych
sméra po kratké transformaci ve tvaru

(as) x(cos2@tcos®) +ysin2¢ =0.
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Pro stted mame nejprvé z (472)

2
Xcosgp + Y(1+2a—:2)smcp= %siu’q;,

(1+262)Xcos + Y sin — & m
po ® p=—sing,

takze

Xcosp = Ysin(p=%sin’(p;

v piivodni soustavé s potitkem O obdriime odtud pro soutadnice stfedu
hyperboly
a
{stt.) x=a y=- g .
NaZe konstrukce stopy te¢né rovinypoda naZi hyperbolu jako vytvar
prométnych fad. Tuto stopu &' rstojime (obr. 8.) jako spojivou pfimku stopy
te¢ny Ty kruhu I’ s bodem U,, ktery je prisek ptimky A U, | A M,

Obr. 8.

s piimkou # stojici kolmo na piimce O M, v jeji priuseku z s ptimkou 4 C.
V nadem ptipadé probihid bod T; pevnou piimku Op a bod U, pevnou
primku «.

Body M,T, probihaji pary involuce na piimce Oy, a tedy je fada (T;)
prométna s nésledujicimi utvary: fadou (M,), svazkem (4 M,), svazkem
(4 U)) a tedy s radou (U,) na piimce .

Prométné tady (7,) a (U,) vyvolaji jako obalovou &iru pifmek
T, U, = &' kuzelosetkn.

Involutorni vztah bodii M, T, dovoluje tyto body vyméniti, a tak
obdrifme novou te¢nu hyperboly. Timto zpisobem je dina involuce teten
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na kuZeloseéce. Jeden jeji par obdrzime kladouce body M, T; do & (stic
kruhu I') a do nekonetné vzdileného bodu piimky O,p; tyto teny .
protnou v bodé A. Volme dale za M, prisek = ptimky # s pHmkou o,
takZe T, padne do polu P pfimky # viti kruhu (I'); zde 4 U, padn.
do Ax, a tedy tetna hyperboly spojuje stopu piHmky # na ose O .
s bodem P.

Pielozime-li M, do P, padne T; do =, kolmice A Q na A P protne
v bodé Q, v ném? se tato piimka dotyka hyperboly. Te¢ny tohoto paru = /-
se tedy protinaji na ose O x; jeito na této ose leif priise¢né body dvo.
paru tefen involuce, vychazi, Ze

»0sa involuce teen hyperboly uréenych pary M,T,
jest na ose Ox.“

Pary M, T, splynou v bodech K, K’, v nichZ Oy protind zikladn:
kruhy ; ptirozen& budou piisludné piimky @' tenami téchto kruha. Tyto
te¢ny hyperboly jsou samodruzné paprsky na$i involuce teen, takic

wpruseéik teéen kruhd zéikladnich (K), (K) v jicl
priusecich s piimkou O, vedenych jest pélem piimky
Ox vudi hyperbole*

Tyto tedny dotykaji se hyperboly v bodech na polaie O x, kterc
tedy se snadno uréi.

Polozi-li se bod U, do =, octne se M, v bod€ 0, a T, padne na poliru
bodu O véi kruhu I

,Ptimka O, dotykd se hyperboly v bodé& néalezejicim
polite bodu O vuadi kruhu I''“

Pruseky hyperboly s osou Ox se daji snadno uréiti z rovnice (47
Pro y = 0 podava tato rovnice

2 2
a® (x cos2¢— —qa_ sinch) = c2x?sin? 2,

a odtud
(@cos2@9t+csin2¢)x =gesintop;

a® cos &

2 __
=, (=8 ——
g sinz o’ sind '

takze vychazi v soufadnicich s polatkem .1 jako usetky stop hyperbols
na Ax:
_ asinte
sindsin(®+2¢)

Rovnice jedné z asymptot v soutadnicich s po¢atkem A4 zni
x(cos2@ +cos®) +ysin2¢@ =asin*e;
pfi parametru

u = ety
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. a a . a
(x——zy +Tz-) u® 4+ 2(xcos#——‘)-)u+(x+zy+.2_)=o;

obalova ¢iara asymptoty ma rovnici (pofatek soufadnic A)
2 2
(x + i) + y2 = coszb(x—isccﬂ) ,
2 2
jez pifsludf ellipse s ohniskem (—;— , O) , Tidici ptimkou

a
X = "§' sec 9

a vystfednosti cos #. Rovnice druhé asymptoty lisi se znamenim cos &
a jcji obalova ellipsa ma za fidici piimku

xX=— % sec .

Obé tyto ellipsy dotykajf se (v bodé¢ A) piimky A C; ponévadi
stied hyperboly le#i na 4 C, jest mozna ke kaZdé ellipse jen jeité jedna
teéna, a tyto jsou asymptoty hyperboly.

Vratme se na okamzik k polafe bodu 4. Ta musi obsahovati pél
piimky Ox, t. j. prusedik te€en kruhi zakladnich v jich prusecich
s piimkou Oy. Timto bodem jest pak uvaZovana polara jakozto kolmice
na smér 2 ¢ pln€ urlena . '

Pro dplnost vy$ettime jesté jeji obalku. V soutadnicich s potatkem A
ma polara rovnici

2
. g -
xcos:%cp—}—ysm‘l(p:‘“?suﬁrp,

a jeji obalka ma parametrické vyjadieni

g2 - g2
r= —22sintp =" (cos2q¢ —1
s =5 (cos2g —1)
o2
=)
2a

&

sin2¢q;

:v:

soufadnice tyto hovi téZ rovnici (47).
V piivodnich soufadnicich s pocatkem O znéji tyto vyrazy

a® — c? a® -+ ¢?
2a T 2a
takZze mame vétu:

,Polara bodu .4 wvu¢i obalové hyperbole (47) obaluje kruZnici,
ktera ma sviij stted na ose O x ve stop€ kruhu (L) a prochdzi bodem 4 ;
jeji polomér ve sméru 2 ¢ kon¢i bodem prise¢nym hyperboly s polirou
bodu 4. '

cos2@, v= sin2e,

. a4 c®
= - 2a

5
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Znalost tefen hyperboly A p, 4 ¢ a bodi dotykovych p, g stag
k pohodlnému uréeni bodu z, v n€m% se stopa tetné roviny &' dotyks
obalové hyperboly. Mime tak trojihelnfk opsany dany tefnami 4 p,
A g, ©'; spojnice dotykovych bodii s prot&jdfmi vrcholy prochizeji spo-
le¢nyin bodem, &mZ je dina ptimka A 7.

Body T, * tvofi par involuce, kterou na piimce &' uréuji tednv
sdruzenych sméra v bodé M na plode isogonilni; nebo piimka M ¢ j.c
na opsané plo3e rozvinutelné a ptimka M T jest te¢na kruhu, podél n&ho;
se rozvinutelnid plocha dotyka plochy isogonilni.

Pro tfefenou involuci umime strojiti dva pary, nebot konstrukce
ellipsy, kterd je stopou rozvinutelné plochy opsané podél dotykové &ary
s vepsanym ellipsoidem, podava analogickym zpisobem dalii par involuce.

Uvedenou pravé involuci tieba zniti pro konstrukci tefny meze
vlastniho stinu plochy isogonilni; pti konstrukci bodu této ¢ary na plo¥e
vyskytne se samod€k stopa te¢né roviny a ta je teCnou meze stinu vrie-
ného; tetna meze stinu vlastniho v3ak uréuje smér sdruieny se smérem
svétla. PonévadZ zname stopu svételného paprsku z bodu M na ptimce @!,
muZeme z uréené involuce sestrojiti bod s touto stopou sdruZeny, jen
pak s bodem M spojen dava te¢nu meze stinu vlastniho.

Uréime jesté stopu rozvinutelné plochy, ktera obaluje teéné roviny
v bodech téie hyppopédy & = kons:. Podobnyin zpiusobem jako vysc
nalezneme, Ze touto stopou jest ellipsa

( 14 cos?e a2 —c? 2
axcosa—cy — . cos &
- 2 2
14 cos?a 1 L cos?e \2
(48) —{—(aycosa—l—cx +T-—a0——_)—
1 2
=T(cysinza+g2wsa), g2 = a* - %;

tato ellipsa prochazi bodem A, a ma osy rovnobéiné s osama soustavy
soufadnic; jedna z nich ma rovnici

—iseca— 02
Y= =34

cotg p.*)

Snadno uréime telny v jeji vrcholech, t. j. stopy tenych rovin
kolmych na rovinu Oxz Tyto roviny jsou tecné k opsanym vélcum
sméru O y, jez se dotykaji plochy isogon4lni ve dvou &ardch promitanych
v kruhy (H), (H') (obr. 9.)

x*+yt=+gu

2 .
*) Na 4 x naneseme 4 D = 2—c- , na&ez kolmice D D’ na O Sspuitén4 stanovi
a

na 4 C bod D', kterym prochiz{ osa ellipsy, rovnob&Znd s O x.
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Tyto kruhy protnou priamét hyppopédy ve dvou bodech H, H’,
jes jsou praméty bodua na plose, které fesi problém. Stopy te€nych rovin
znamenali jsme &, &',

Pro obalovou ellipsu znime nyn{ dva vrcholy na ose rovnob&iné
s Ox a bod 4, ¢imZ jest planimetricky urdena.

(K)

Obr. 9.

Rovnice (48) ma tvar P2 4 Q% = R?; pfimka Q = 0 protind primky
P 4+ R = 0 v bodech na ellipse, a jsou v nich tyto pfimky jeji te¢nami.
Je pak
P—R=axcose—cy—a?cosa,
P4+ R=axcosa—cycosta + c®cos e,

takZe znime na na3f ellipse dvé tedny

() axcose—cy—atcosa =10
(t) ax—cycose + ¢t =0,

a jich body dotykové, jez lezi na ptimce
4 — sk _ .
(o) c(x—a)+2ay 1+ cos’a 0;

tato prochdzi bodem A4 rovn&: jako tedna (#); rovnici této teény lze psati

y acosa
- = ={fgdcose,;
x—a c
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tim ‘jest jednak dina jeji smérnice /g & cos @, jednak je zfejmo, Ze tato
tena bodu 4 obsahuje bod
¢ a
(¢) x—a—i—?seca,y:—z—,
jehoz grafické urleni sklada se z prvki v obrazci jiZz zastoupenych.
Te¢na ¢’ protind osu O x v bodé&

Cz
xr = — —

, ¥=0,
a

a jest kolma na ptimku A4 S spojujici stied prumé&tu hyppopédy s bodem . ;
nebof ma smérnici

=lgdsece.
ccos

Tato tecna jako stopa te¢né roviny piisludi k bodu ¢ = %
Ostatné muZeme sestrojiti druhé dve& te¢ny vrcholové ptimo ; rovnice
4 = 0 k tomu urcuje uhel ¢

2acosa

gle =— c+ ccoste’

thel 2 ¢ strojime snadno, znajice piedem délky ¢, ¢ cus e.

Z rovnice (d) shledivame, Ze tento Vyraz jest smérnice piimky,
ktera je soumérni s normalou ptimky 4. Vedeme tedy stiedem kruhu (0 A)
ptimku soumérné lezici s normalou piimky 4 ; ta protne kruh (0 4) v dvou
bodech, jez s bodem O urtuji sméry O ¢; tyto piimky O ¢ stanovi na
prumétu hyppopédy 4, body, jim# jako stopy tetnych rovin piisluseji
te¢ny vrcholové rovnobéiné s O x.

Jinak si muiZeme upraviti konstrukci takto: Pomocna ptimka

() cy(l +cos®e) +2axcosa = 2ac
obaluje hyperbolu

x2 (v — a)? B )
I
pii tom je poloha piisludna k dhlu & urcena prisekem na O x, jenZ ma
useCku
¢

cosa

Xy =
Ponévad’ smérnice této ptimky splyvé s posledné uvedenou hodnotou
tg 2, je tim docileno konstruktivniho fefeni uvarovaného problému.
15. Rovnice (46) vedou k pomérné jednoduchému planimetrickému
stanoveni opsanych vélca rovnob&nych s rovinou O xy. Vyrazy 4, B
pfepiSme takto
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H]
A =acosacos2¢+c£$sin2cp,
B=acosasin2q>—-cI—_F;Ls’a-cosmp—%sin*a;

bud @ tGhel sevieny stranou vélce a osou O x; kosinusy smérné této strany
isou (cos @, sina, 0), a podminka, aby smér ten lezel na rovin& te¢né, zni

Acose + Bsine =0
¢ili

14 coste

acosacos (29 —a) + ¢ sz'n(2¢p—o')=—;-sin’asin¢.

2
CUhly ¢ se mohou urditi jako parametry priseki kruhu
(€) x=acos(2¢9—06), y=asin(2¢ —0)
s pfimkou
2
(D xcosa—{-ycotgﬂ-lL;w—“:—;—sin*usina.

Rovnice tato se muZe psati
(vcotg® + csine) costa + 2xcosee + ycolg® —csine =0,

¢ ¢choZ zfejmo, Ze pfimka ® obaluje hyperbolu

D) x2— y2cotg? & 4 2 sinte = 0.
Prisek pfimky ® s piimkou (vrcholovou te¢nou hyperboly)
() Yo=—CSincig® =—asine
podava
) cos & — csine 2—x:1cotg# _ cs;::a .

Uréime prisek (x, ¥) kruhu (€) s libovolnou te¢nou hyperboly ($);
polomér ptisludiny k bodu priseénému svird s osou tsefek thel 29 —o@.

Pfi tom se doporuluje pii této pomocné konstrukci poloZiti osu
useek do sméru valce, takZe pak ptimka % bude prochizeti bodem A4 ;
pak bude smér poloméru prusetného bodu svirati s piivodni osou O 4
tthel 2 ¢.

K urlenym takto dhlim ¢ pfislusi uhel «, jenZ se stanovi pomoci
priseku tedny hyperboly s ptimkou % ; dsetka tohoto bodu zx, uréuje «
dle vzorce

csine
cos & =

Xo
16. Pro linedrnf prvek na ploe d s nalezneme
dst=dx*+dvi+d2=FEdg*+2Fdgpda+ Gda?

(49) E=g—csintasin®p, F=acsinasintg, G=csintg,
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stale pti oznalenf g2 = a® 4 %
Lze tedy psati

(49%) ds?=g2 (1 —sintasin*ep)dg?®+ sintg (cda + asined@)?;
odtud vychazi pro pravoshlé trajektorie kruhtt I'y differencidlni rovnicc
cda+asinade =0,

kterou integrujeme vzorcem
o
agp + clogtg? =ay,

kde p jest integra¢ni konstanta. Ktivky se pohodIn& stroji na zakladc
vyrazu

a
P )

vo| R

g

graficky pifstupného z logarithmické spirily. Pro polarni subnormalu
mame zde vyraz
dr .
e = cos & (c cos ¢ — a cos « sin @) ,
piistupny konstrukci podobné jako bod na ploSe isogonalni.
Hotej$i vyraz E muzeme téZ psati

(49°) E=g—2 F=2:VG,
dale mame
(49°) A’=EG—F2=%:—G(02—22)
a odtud
°) d=gsingVE_—22=cgsing VI —sinfasin’y.

Dvé& posinuti na ploSe isogonalni, kterd znamenejme d s, 8 s, sviraji
dhel, jehoz sinus
dpda—da do

sin(ds, ds) =4 753

Je-li posinuti 8 s na kruhu I, a poSinuti 4 s na hyppopédé @ = konst.,
bude d @ = 0, da = 0, tak’e thel ® mezi kruhem I, a hyppopédou
ma sinus
. depda
SIn @ -—A————ds 35’
pii ¢emi dle (49)

dst= (g2 — 22 d¢? 0s2=csintegdal
a tedy
Ye_—_2
sin @ = — A————=—g-—cz——-i-, tgm=——g Vet—z
csing Vgt —22 ¢ Vg2 az
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,,V bodech iezu z = konst. protinajf se krihy s hyppopédam
pod stalym dhlem.”
Pro cosinus uhlu sevieného sméry dvou poSinuti ds, ¢ s mame
obecny vzorec
Ed Fd Gd
cos(ds, ds) = pdo+Fldgdatdadyg) + ade ;

dsds

Pro orthogoniln{ trajektorie bude cos (@ s, d s) = 0. Na hyppopédach
a« = konst. jest da =0, i bude differencidlni rovnice pravoihlych
trajektorii hypporéd
Fdp-+Ida=0,
t. j.
(50) (22— ctsintasintqg)de +acsinasim?pda=0.
Polozn.e
cose = u, cotgep =v9;
rovnice se zjednodusi na
214+ 1% — L+ Bu? du
1 4 o? ac

Je to rovnice typu Riccatiova a jeji obecné ieSeni zni

dv =0.

(e¢y, 4y, %4, w) = konst.,

kde leva strana je dvojpomér tii integrali partikularnich a obecného.

UvaZujme dva kruhy piisludné k hodnotam ¢, @,; Ctyfi trajektorie
hyppopéd budou tyto kruhy protinati v bodech, jim% odpovidaji jakoZto
hodnoty cos e velitiny u,, #,, #g, # na Iy, a u," u,’ u® u’ na Iy ; i bude

(0, uy, 1y, 4) = (42, u,°, uL, u");

aviak cosinusy tyto jsou linearni parametry prumétid do roviny xy;
na piimcec O mame prvni 4 pruméty, na Og, pak druhé &tyii body;
odtud soudime:

,,Libovolné dva kruhy I'y, a I, vytinaji na pravodhlych trajekto-
riich hyppopéd rady bodii, které se do roviny O xy promitaji v fady
vespolek prométné.'*

PonévadZ obecné ieSeni pravoihlych trajektorii kruZnic Iy jest

€« oAy,
g5 = Ce ¥,
a pii tom tg-% je projektivni parametr bodu na kruhu, vychazi, ze¥)

»pravoth traj ektorie kruhu I'y vytinaji na téchto rady prométné «

*) Tutéz vlastnost maji pravowhlé trajektorie charakteristik vepsanych
12

ellipsoidii (a colg ¢ = g 1g B — ¢ cos a), které maji rovnici g % =ces ¥
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Differencidlnf rovnici (60) pii cos ¢ = # piSme

du c

AL AP SR +icosec’¢p
deo a a ac '

Riccatiovska rovnice

du
W'Fkuz‘l—f(‘l’):o

se integruje vyrazem

dy
1 do asy
— d { == .
u k y » dq}g +k4"\qj)y 0

V na%em piipadé pomocna rovnice differencidlni 2. iadu zni

a2y

(51) dgt

2
+ _c_ (-g_ cosecz(p__-_i) vy = 0 )
a ac a

jejf zakladni integraly maji rozvoje tvaru
yv=9"B@, BO*FO,

1 VI g* ;.
m = '§i 4 komplexni ;

klademe-li zde

cos p = v,

bude
v g A%y dv
dgr = U= g — v gy

a rovnice (51) se piepiSe na

dty dy c? ,
(1—11’)2‘17)2 —v(l—vz)—d—v—i—(1+7v‘*")3 =0.

Jeji formalni integrace tadami, jez konverguji pro |v|<<1, ne-
poskytuje obtizi, ale neni geometricky zajimava.
Pt neodvisle proménné
E=sintg
zni rovnice (51)

’ ] 2
spa—poh+2a—20 X+ (5 —g8)v=0.

Jejl integrily jsou tvaru

_z: gosv _ Tm)y¥m+1).. Fm+v—1)
,V - = C' + » Cv—: ( 1) ( 2) — ("‘ ")
— W (m)

CO-— 1, Cl == _( l) ,
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. oloZeno
kde P 1 .Vg* 1 ® g
2m=—2—i1 pr il (z)=4z’—2z+a,,

w@=4f+%.

Znamenéame-li y,, y, tady vzniknoucf odtud pro obé€ rzné hodnoty ,

ndou vyrazy _
Vit ¥, (=2
calné integraly.
Pii oznaleni § = sin®* @ ma na3e diff. rovnice ieSeni

2a . Ay/+ By,
=—— s b ——==,
cos & — Singcosg Ay, 1 B,
d
de 4, B jsou komplexn€ sdruZené konstanty a y’ znali d—;’—

Bude tedy pii ® = 4 : B

me + ' gm—m 4 (E)
orE—"T @

oii ¢emz (£) znadi nekoneéné malé veliiny ziroven s §.
Veli¢ina @ je tvaru ¢, dile je m' — m ryze pomyslné, i miZeme
pii daném @ zvoliti § tak malé, aby veli¢ina ve jmenovateli

o + g
/mizela aneb se stala velmi malou ; pfi tom ¢&itatel zistava od nully razny
+ cinitel cofg @ je veliky, takZe vychizi pro cos ¢ hodnota velmi velika.
Nade kiivky se takovym bodim vyhnou, t. j. u Z4dné orthogonalni
-rajektorie hyppopéd nestane se ihel ¢ nekonetné malym.
Zvolime-li jeji vychodisko v bodé blizkém pti 4, bude @ urlité = e,
ira neprotne piimky O ¢, pro néz

2a
cos & = — colg @

(m'—m)logk=1i(y +2) +2vxi, (v=0,+1,+2,...),

E: c(’+l+2~"l)7_i_';.

T. j. aspont v jistém okoli bodu 4 probfhaji pravoihlé trajektorie

hyppopéd tak, aby jejich primaty leZely v (hlu, jehoz ramena jsou dvé
sousedni piimky iady

(p+ra+2ra) m"

sinqp =c¢ —m, w=0,+1,+2,+3,...).

Komplanaci plochy isogonalni provedeme na zdkladé vzorce

$ddadp, a=cgsingV1 —sintasinie,

L sice miZeme se omeziti na kvadrant v> 0, z > 0.
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K vili stanoveni integraéniho oboru tteba uvaziti, e pokud 0 < ¢ <3
je cely kruh I'y v polovici prostoru dané podminkou y > 0, takZe pro na:
kvadrant pfichdzeji v tivahu hodnoty

0<gp<# O0<Za<nm.

Pokud je pak # <@ <m —#, zapad4d do naSeho kvadrantu je
tast kruhu I'y, a sice od hodnoty ¢ = 0 do « = «,, pfi €emZ &, odpovid;
bodu, v némz kruh Iy, prostupuje osou O z, t. j.

—O0Oc¢ . .
cosa1=—6K—; Oc=acosp, 6 K =csing;

hodnotdim ¢ mezi # — & a = neodpovidaji body plochy uvaZovandl.,
kvadrantu.

Tedy obor integra&ni jest omezen — interpretuji-li se proménm.
@, « jako pravoiihlé soufadnice — osama O @, Oe, pi'mkon @ == (o
9 =0 do ¢ =8) a carou

cos e +tgdcotgep = 0.

Poctneme-li integrovati viéi @, znf vyraz pro plosky obsah kvadrantu

1g_
1

Oy

L'
da54d¢,
0

kde @, hovi rovnici omezujici kiivky
cose + tg & cotg g, = 0.
Po dosazeni hodnoty za 4 méame tak

B ¢
8 — .
Tog = § daSVsm%: cos@ + cost e sing dy ;
0 0

vnitin{ integrdl uréi se substituci

Z = sin & cos @,
a ma hodnotu

— ?

[z V224 costa + costalog (z+ V22 + cos*a |

1
———3\/22 +costadz=—

sine 2sin e
1 . T o 2 . T ) ‘"
"~ 3sina sina cos@V1—sine sin + costalog (sine cosqp+V1—sinta sin*g) |
-

a tak vyjde, nasobine-li obé strany 2, rovnice:

g ———
(52) T——=Sdu(l—cosq:,VI—smzasmz(pl)
0

cos’a sin o cos @, + V1 — sin? « sin? @,
—\de——1o - .
stn a 1+ sine
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Av3ak hofej$f rovnice mezi e« a ¢, diva

1 i ]
sin @, — . cosg = — colg Bcose ’
1 + cotg® & cos®« V1 + cotg? @ costa

\ zaroven je kladni hodnota odmocniny
V1—sintesinop, = — [cose | .
sin® V1 + cotg® & cos® a

Pouzitfim t&chto vyrazit madme nejprvé

T
S cotg # cos a |cosa|da_

1 — cam2 ) —_
Sdu cos @, V sin® o sin® @, 1 + colg® costa sin &

0

[1}

rozétépi-li se tento integral dle vzorce
T
)

snadno shledame, Z%e tyto dvé slozky jsou si opalné rovny, takze

+

c&—fjl’bl‘d
10] § Sy o

SdacoscprI—sinza sintg, = 0.
0

(a)
Dile mame s pouZitim uvedenych vyrazi
sina cos g, + VI —sina sinf g, — | cos e | (1 —cos & sin a sgn. cos «)
sin @ V1 4+ cotg?® cost e

pfi éemZ sgn.cos @« = + 1 ma obvykly vyznam znaménka.

Druhy integral na pravé strané (52) mozno tedy rozloZiti ve tii

sinacos, + V1 —sinta sinte,

b4
costa
o — lo -

. sin« 1+ stne

0
Cogcosta, lesal  §, :

costa cosa . osta
=Sda ; - +Slog(1—cosﬂsma sgn.cosa) —da
) sine 1+ sina sine
0

P14
1 , 2
——Slog (smzﬂ + cost 9 coszu) cc?s ®da
2 J stn «

1

-——I+II—?III.
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Tu jest ptedevdfm integral II po rozitépeni

+

QQ’ﬁwlﬁ
Nlﬁ&f-;a

a substituci # — e v druhé &asti roven soudétu

2
log (1 — cos # sin a) cos «

T
. cos
+ § log (1 + cos ® sin a) pem

Oy 0|y

t. j.

coste
ine

II =

O, 10| §

log (1 — cos? & sin? «)

Vyraz pod log. v integralu III lze psati 1 —cos*® sin®a, a tak
vychazi

I =211,

takZe se ob& posledni &asti na¥eho integrilu rudi a zbyva

n i . .
S‘i cos?a lo sinacosg, + V1 —sinta sing, Sl | cos & | cos’e
o« — -
sina l+ sinea 1 +sinasina
T
)

=2\ logcos

Oe—’ﬁNlﬁ

coste ’ . cos’a
ina da —2 \ log (1 + sin «) pem

0

?

=24—28B.

Integral A pietvotime substituci

sine = VT,

takfe vyraz 4 A moino dle znémého vzorce Eulerova

?gx'—l (1—xp-1dx = ____f,((‘;)f(b’;)

ur&iti derivovanim dle b
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1

=1 (1 —x)Pp~lilog (1l —x)dx= a) I" (b)

I'a
F(a+1b)
b

o0 = 5

(v (6) —v (e + B)],

~—

na

w|o:

Prepide-li se prava strana pro b =

reenr(3) o()-ee-3)
r("“Lz)

vvchazi prechodem ke krajni hodnoté a = 0

T 1 — 9 % = v (§) =¥ —‘——2,

=

]

cedy
Q0 Q0 ! 7[2
e e D e s &
Pro stanoveni integralu B zavedeme funkci
_ glog (1 + u sin a) sfn“a ,
1 obdrZime

» 2 y
'2B:Slog(l—|—sz'n¢x) z:;: da=(15(1)—5log(l L sine) sinadea.
0

Druhy integril uréime pifmo <&asteCnou integraci bez ohledu na

meze
» . . } coslada
—j log (1 + sin a) sin e d « = cos alog (1 4 sin &) — T sine
jcito
cose l—sinea
1+ sinae ;

mame bezprostiedné

—S log(1 +sine) sinada=cosealog (1 + sinu)—a—cosa,

tedy zv1asts
(d) —Slog(l—i—sina)sinada:—:t-{-‘z.

[\]
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Pro funkci @ (#) méme nejprvé derivaci

. pe 2dlg — 2
D’ (u) ——.‘S S
l+u Sin . o
) o Lty Tk
TR
¢ili po snbstituci fg 5 =1
@ (1) = 2§ 4t -2 [arctg —H—”-I
o (¢t ur+l—ur V1 —u Y1—ud
@ (1) = = n . Z’arc sin u ,
V1—u? V1—u?

a odtud integraci
D (1) = 7 arc sin w — (arc sin u)>

Tedy zvlasté pro u = 1

u2
@ (1) =
je tedy s pouzitim vzorce (d)
2
2B = ":T —x + 2
a dle (¢) tedy madme hodnotu integralu (b)
2
24—2B=—a—2= 1

ve vzorci (52) ma prvni integril — vzhledem k vysledku (@) — hodnotu =

2
druhy integral jest = —% , a tak vychéazi jako hodnota plochy cg=?, t.].

T ==x2cVa? + c2.

je plosky obsah celé plochy isogondini.
Dile nalezneme pro funkciondlni determinant

°x oy
ﬁ' So
=rz,
°x dy
e’ d«

tedy krychlovy obsah kvadrantu télesa omezeného plochou isogonalni jest

4 P

1 "

TV= Sjrzzd.pdazcz Sdaj(acosqa—}—ccosasin(p) sin?e sinad@
0 0

n
desine Sasinﬁpcoscpd(p+5dasin3a ccose st d o,
0

QQ’ja

Y _(;
4c2

QL——-;'_Q
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1. .
Ssz'n*«v cosgdo=—5sin‘g, Ssm"rpdcp = %cos"tp—cosq’,

el e

v._zs Ssin"(pl sintada+

b3
i 3 Ssm%c cosea(cos®p, —33cosp, +2)da
¥ % )

Dosadme hodnoty
1 . sin &
V1+ cotg?® coste V1 —cost#sin®a
cos ¥ cos &

sin g, =

cos @, = — = -
V1 —cost# sina

obdrzime pii oznaeni

T T

L= gsina p,stntade, M= s‘cosa @, sintfacosade,
L)
0 0

T
N = Scns Q. sinfacosada
0

V al cM

= —c N
12~ 3 T3 T
T
. sinfada sintecostada
L=sn31‘)S - . M=—c05385 :
! > (1— cos? ¥ sin® a)’r ) (1 —cos® @ sina)™h
V——cosﬂs sintfacostada
J Y1 —cos?®sinte
Pii oznaceni
J. — sin*ada
n

V1 — k2 sinta
mame nejprvé integraci po ¢astech

LT stn™ o cos® o _ sin™—1 o cos e o L
) =k (1 — k2 sin? a)’/-da Y1 —Rsinte T =1 Jnog—mdn,

4 dle identity

8 SH"e m R sinme cos? e
(1—k ) — R2sinta = smte 1 —R2sine
mame
(B) (1 — 5 sin"ada . S sinmade sz sin*e costada
(1—ksinta)s  J V1 —ksinte (1 — k2 sin® @)

sin™ 1l cos o
—— ———— —
V1 —Rsanta

+ (m—1) (Jy—2—m).
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Dle toho bude pti A% = cos?® a po zavedeni mezi 0 a x:-

F3
sintada

n® e = Jy — J,,

sin ﬂ_(S: (1— R sida)h 0 2
I 2 : 2 2 4

sinfacostada S coste (sin*a —sinta)de

— cos? & : = — cos s
cos™ § (1 — k% sin® a)s €08 . (1 — R%sin®a)s

=Wo—J) — (8. —4Jd,) =J,—5J, + 4J,

takZe bude
L=sin®(Jy—dJ,), M=cos® (J,—>bJ,+ 4J,),
N=—cost (J,—J,.
Redukéni vzorec
(m 4+ 1) Iw— (m + 2) (1 + k) Jppse + (m + 3) B2inss

= sin"*+lacosall — R sinte

poda pii omezenych integrilech (od ¢ = 0 do & == =)

3kJ,=2(1 + k) J,— J,,

tedy
1
Pl = [ 2 __. _ _ 2 1
M= o (3R 4y + (8 — T8 Iy
—__r 2_2
N S3coso + (k )l
a x -
J“:S ‘ de , J, = St dea , k= cos ¥.

V1 —R2sinte T e V1 —Rsinta

0
Dosazenim té&chto hodnot za L, M, N do hotejiiho vzorce vyjdt

43

= m[2o’o— (l -'|- COS2 ’ﬂ') J_»] .

17. Na konec je$té€ urCime Caru, kterd se promita do libovolného
kruhu prochézejiciho bodem O. Promftajici valec m4 s plochou isogondlni
spole¢nou piimku Oz, ktera jakozto dvojni ptimka plati jako &ast druhého
stupné, dile jsou ob&ma plochim spoleéné piimky jdouci kruhovym
body v nekoneénu. Zbyva tedy jako vlastni zajimava priseé jesté &ara
4, stupng. K této &te dosp&jeme pohodIng timto zpiisobem: Kruhem I
vedeme libovolnou kouli; tato protind plochu isogonalni v kruhu r,
a v kruhu dbéZném, a v &aie stupné 4.

Pi¥me

S= (x_a)z_i_yz_i_zz, g2=(l2+02,
tedy rovnici plochy
S (2% + %) = gy
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odtud obdrZime pro kruh I, rovnice

y—xtgp =0, S—gtsin’ep =0;
rovnice libovolné koule obsahujici tento kruh jest
(0 S+ A(—rigy) —gisintp = 0;

dosadime-li hodnotu S z této rovnice plynoucf do rovnice plochy isogo-
nalnf, ohdrzime

[(Bsintp —A(y—xitge)] (x® + ¥ = gy

Je to rovnice primétu priseéné ¢ary, ktera je splnéna také piimkou,
do niZ se promita kruh I ; skutetné jest

gsint@ (2% 412 — g2yt =g¥sint@ . x® —g?costq . y2
. =—gcoste(y—xige) (v + x5 9).
Po odstranéni &initele y — x /g ¢ zbyva pak
(B) gieoslg (v +xge) +A(x2 4y =0
jtkozto rovnice kruhu, v néjZ se promita naSe ara spoletna plose isogo-
nalni a kouli ().
Je-li naopak dan libovolny kruhovy valec obsahujici osu O z
B4+yv2—2pxr—2¢gqyv=0,
mame pro urleni @ a 4 rovnice

g? g?

Tcosqu=—2q,Tsi1zqacosq>=—2{>,
tedy
A N P Y )
tg(p—q, Rl 2¢gsectp = 2q(1+F ,

a tak se &ara shora uvaZovana uréi jako pronik s kouli.
Je-li S, stied koule (¥), S, stied kruhu (8B), maji ptimky 4 S, 0 S,
smérnice opatné, totiZ
—cotg @, cotg @,
a tedy se tyto piimky protinaji ng ose symetrie bodu 0, 4, t. j.

-4
=,

Stopy koule a valce pak se protinaji na kruzich (K), (K'), ponévadz
prasedné jich body leii na stop& isogouvaly.

Je-li din jeden z téchto kruhu (stopy koule neb vélce), znime pro
druhy ptimku obsahujici jeho stied a dal’f dva body na kruzich (K)
a (K’), ¢mz jest urcen.

]
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Rovnice tedné roviny isogonilni plochy

Ax+ By+Cz=r(acosacos® 4 csinp),
A=acosecos2@ + c (1 + cos®a) sin ¢ cos @,
B=acosasm2¢ + c(l 4+ cos® a) sinp —c,
C=vrsina, r=acosq + ccosasine,

vede snadno k stanoveni rozvinutelné plochy fokilni, t. j. plochy, kteroy
obaluji roviny tecné k plo3e a k 4b&nému kruhu; roviny ty jsou charakte-
risovany podminkou
A2+ B2+ C2 =0,
Je pak
A2+ B*+ C* = a%cos?a + c® (1 + cos® a)? sin® @
+ 2accosa (1 + cos®a) sin @ cos @
—2accosasin2¢@ —2c%(1 + cos®a) sin*p +
+ a?sin e cos? @ + c?sin? a cos? ¢ sin @
+ 2acsin*a cosasin @ cos @,
a jezto ocividné
2acsintacosasingcos@ + 2accosa(l + cos?a) sinmcose
—2accosasin2@ =0,
(1 + cos?a)?sin2p — 2 c (1 4+ cos? &) sin® @ + * sin® a cos® a sin® @
= — 2 sin? o sin® @,
vychézi
A% + B2 + C? = a%cos o + a® sinf a cos? @ + ¢ — 2 sin? o sin? @,
t. j. po redukci
* A2+ B2+ C2= (@®+ &) (1 —sin*a sin? ).
Fokalni plocha dotyka se tedy plochy isogonalni v 4te dané rovnici
sinesing =+ 1,
t. j. z= . Cara ta se rozpad4 ve &tyfi kruhy

Bt+yt=(@a+ic)x, 224+ yvi=(«—ic)x, z=+=c,

i je zfejmo, Ze fokalni plocha sestivd ze &tyf kuZelu danych kruhem
ib&#nym a jednotlivymi témito kruhy. Tyto kuZely jsou nullové koule
obsahujifci po jednom z uvedenych kruhi.

UvaZujme kruh
(D) z=¢, ®+y:=(atic)x;
lezi patrné na kouli
B+yi 4+ (z—c)—(@tic)x—24(z—c) =0,
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jejiz polomér ma Ctverec

%(aiic)’—i—ﬁ.

Tento polomér vymizi tedy v piipadech
20=cyfia, —(cFia);

pro tyto hodnoty A obdrizime dv& koule nullové prochizejici danym
kruhem (@), ale ob& tyto koule netvotf soutast plochy fokalni. O tom
ticba rozhodnouti pfimo; druh4 rovnice (®) nam tu podava

r=(atic)cosp =acosp + ccosasing,

a odtud

(a) cosa:-l—ia?s(p,
— sing

s ¢imZ dluZno spojiti Tovnici

(#) sinasing =1,

a pro druhy par kruhu by tu bylo tieba zméniti znameni pravé strany.
Dosazenim hodnoty («) do vyrazia 4, B vychazi

A::iim+iq§g%¢m2%

B=+i(atic)2cos?e,

a rovnice (8) poddva pro C ve spojeni s hodnotou pro r vySe udanou

C=(@+ic) 29
- sing
Pro kruhy v roviné z = — ¢ zméni se toliko znameni soucinitele C.

Vyraz na pravé strané rovnice roviny te¢né je pak v nasem pifpadé

(@atic) coscp(i ia

cos® ¢ . )
Pr +csing);

dosadime-li tyto hodnoty do rovnice roviny te¢né, bude lze kratiti vyrazem

+ila+ic) 22,
sin g
a objevi se tvar
(®) Xcos29 + Ysin29 T iZ =acos®pFicsin®g.

Tyto roviny obaluji plochu fokélni, kter4 se dotyk4 isogonalni plochy
v kruhu (®).
Pravou stranu piepiSme na
axzic at+ic

3 + _é cos2 o,

é*
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% = ¥y,

tak se rovnice (@) prevede ve tvar

(X-—iy—“—iz’i)u=+ 2u(¢i2— %)4-

+X+i1’—%=0,

z n&ho? vychazi rovnice obalové plochy anullovianim diskriminantu a zni

(Iz'Z— aI2ic )2=(X— a+_2z'c)2+ v2
¢ili
N =L Y PR
Rovnici {u lze psati
B4yt (z—c—(@ticcx+(cFia)(z—c) =0,
a porovninim shleddvame, Ze vychazi z hotejsi rovnice koule nullové pro

24=—(cFia), .

takZe jen tato hodnota poddva &ast plochy fokalni.
SdruZené tyto dvé nullové koule piislusné k obéma znamenim + se
protinaji v realném kruhu fokalnim; jeho rovnice se mohou psati

cx+tafz—c)=0, 22+9y*4+22—ax—cz=0;

druhy kruh fokalni -piisludf roviné z = — ¢ i obdrii se pouhou zménou
znameni pfi z. Oba kruhy fokaln{

cxtaz=ac, *+y2+22—axycz=0
lezi na spole¢né kouli, jejiZ rovnice vychéazi substituci

2
c2x
—ct:

FYez=

,Dva pary sdruzenych koulf nullovych, z nichz sklada se fokalni
plocha isogonaly, protinaji se v realnych kruzich fokalnich na spo-
le¢né kouli

2 2 . B#—0° 2
¥4+ vi 42 —Tx-l—c
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le#icich na rovinich
i + i — 1..14
a— ¢
Polomé&r koule

a? 4 ¢
2a

je skutetn& v&tsi nez vzdilenost rovin od jejiho stfedu, kterd jest

a 4 ¢? ¢
2a Vg &

Normalni roviny fokalnich kruhi protinajf isogonélni plochu v &arach
jejichz ohniska jsou v jich prisecich s fokalnfm kruhem.

Rovnice roviny fokélniho kruhu jedna zni

xcosd + zsin® = acosd

a druh4 odpovidd ziméné & za — #. Stfed kruhu je pramét stiedu koule
(x = x5, ¥ = 0=2) do této roviny;

a2 — 2
2a

xo =
Stied kruhu mé tedy soufadnice

x=x-F (@a—=x;)cos?®, y=0, 2= (8—x,) sin® cos ®;

Y Y ga @ 9a _ C
CTh= Ty B RIeSd =g s =g
) . KX, 2
tedy stied kruhu v roviné —t+to=1
a c
=g ¥=0 =5,

4 v druhé roviné se méni pouze znameni velitiny c.

Na konec budiZ je¥té uéinéna zminka o kinematickém vytvoteni
hyppopédy. Predpoklidejme pevny rotalni kuZel s vrcholem V, po némy
se vali hybny kuZel s nim shodny, majici vrchol s nim spoleény; pti
tomto pohybu opisuji body hybné soustavy obecn& sférické epicykloidy
prodlouzené neb zkracené, pouze body M, pro né&* vektor VM je kolmy
na osu hybného kuzele, opisuji hyppopédy.

Dle toho jest hyppopéda krajni ptipad prodlouzené sférické epicykloidy
4. stupné, vznikajici tim, %e polomér zikladniho kruhu stane se nekone¢n&
malym.
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18. Pozoruhodna je té% plocha, kterd vznikne z plochy isogonilnj
transformac{ reciprokych privodi¢u (inversi) pro p6l 4 a pro zikladnj
polomér a. Rovnice jejf jest

(1) B3R+ R fax)=g2y2(x+ 9+ 22 —aty?

kde opét g = a® 4 %, pii emi poidtek souradnic je v bodé A.

Kruhiam I plochy isogonilni odpovidaji kruhy I’ plochy inversni,
rovnéZ v rovinich kolmych na rovinu 4 xy; tyto roviny pak protinaji
plochu je$té v hyperbolich, které transformaci odpovidaji hyppopédam
plochy isogonalni.

Koule obsahujici hyppopédu na plofe isogonilni ma stied V lezici
na kruhu (L), pramér 4 V V' této koule protini jeji stopu v bode V,
ktery lezi na kruhu (L% majicim stted v L na A4 x, dvakrate tak velikém
jako kruh (L).

Tento kruh (L% piechizi inversi v ptimku (L) kolmou na A «;

2 2
pramér kruhu (L) jest-z,ia- , pramér kruhu (L?) obnasi tedy g7‘ a piimka
L"), v niZ tento kruh ptechazi inversi, ma od bodu A vzdélenost
2 . g—2 p— ia

P ok
t. j. rovnice piimky (L’) znf

3
(2 x=—%=—asin28.

Tuto piimku protina
ASV v bodé V", inversnim
bodu V’, a ptimka /& vedena
bodem V' kolmo na 4 V"
jest inversni utvar stopy
koule, takZe je to stopa
roviny hyperboly, v ni
hyppopéda pftesla inversi
(obr. 10.).

Uhel ptimky A V"
s osou 4 x jem—yp, délka
jeji ma hodnotu

r secy,

a rovnice piimky & tedy znf
(3) —xcosy+ysiny=%secy=asin2vﬂsecy;
je to zirovei rovnice roviny obsahujici hyperbolu.
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P

Vratme se k rovnici (%) § 17., kterd udava kouli obsahujfci kruh I";
v soufadnicich s pofitkem A znf tato rovnice
R+ + 24+ A(y—xlgp) —Aalgp —gisinteg = 0;
tato koule obsahuje bod 4 pro

g
A= ——TSz'n(p cos o,

t. j. kruh I' lezi na kouli

g2

24924 2= e sing (v cos p —x sing).

Nase inverse zaménuje x, v, z za

atx atv a4z
R N &

, (P=22+ 2+ 27,

a koule tato se transformuje v rovinu

a

ycosq)—xsmtp=m;

rovnice tato splyva s rovnici (3) pro ¢ = % —7.

»Hyppopéda e = konst. a kruh I', maji za inversni ¢ary hyper-
bolu a kruh I' ve spole¢né roviné (3) rovnobéiné s rovinou kruhu I,

jelli ¢ = % —_y, pti emz y jest thel definovany rovnici jako vyZe:

a-+iccose =297
Ptimka % obaluje protitipatnici piimky L’, t. j. parabolu v roving x y

s vrcholem x = — % a ohniskem A:
,,Roviny hyperbolicko-kruhovych fezii plochy inversni (1) obaluj{
parabolicky valec sméru 4 z, jehoZ zidkladna ma ohnisko 4 a vrchol
x=—asin?®,y=0"

Hyppopéda lezi na kuZeli, pro néjz jsme v &. 8. nalezli rovnici

2
e pym A

Vv soufadnicich s po¢itkem S, osou S 4 ; pienese-li se potatek do 4, bude
rovnice zniti

4 ¢?
(4) A+ yi=

7 2, b=csina,

a tento tvar ziistane i po otoleni osy do polohy puvodni 4 x.
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Dosadime-li sem znimy vyraz & = g* — 4 ¢2, vyjde
40 402 sin?d _ sin? @
B a2 —4 a8  cosPy—sin?d’

a tak zni rovnice kuzele, jimZ se hyppopéda z vrcholu A promita,
sin® 2
- 22
cos®y — sin®

(#*) oyt =

Tento kuZel obsahuje také hyperbolu, a tedy

,Hyperboly na inversni plo%e (1) jsou prisednice
rovin (3) s rotaé¢nimi kuzZeli (4%).”

Rovina kruhu I'y v soufadnicich s po¢itkem 4 ma rovnici

y—xigp =alge,

v % n ; .
v naem piipadé ¢ = - —y, a tak zni tato rovnice

YSINY-—XCOSY =acosy;
inversi ptechazi v kouli

YSiny —xcosy =_00‘$z+7 (2% 4 y2 + 23);

jeit pl;ﬁse%: s rovinou (3) je transformovany kruh I, a odtud vychazi, ze
kruh I leZi na kouls
(5) Aty 2P =

a? sin? 9
cos®y
Koule tato ma spoleény stfed s kuZelem (4) a odtud vychazi, Ze
shyperboly a kruhy na inversni plo%e (1) jsou sou-
sttedny.”
Stfed téchto &ar je pravouhly prumét bodu A4 do jich spoleiné
roviny (3); jeho soufadnice budou

x=asimnt®secycos(m—7y), y=asin?® secy sin(®x —yp),
t. J.
»stfed kruhu a hyperboly na roviné (3) m4 soutradnice
(6) x=—asin®d, y=asin®digy’

takZe leZi na pevné ptimce (L'), vrcholové teXné paraboly obalové.
Vlozime-li hodnoty (6) do rovnice (4*), obdriime

2 oin?
(7 2= % (cos?y — sin? D),
a odtud
V24 2=a?sin?® —alsin' 9,
takze
»vrcholy hyperbol na inversni ploe (1) opisuji kruh

x=—asin®, y24 22=a2sind cos®®.”
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Pro smér asymptot stali urliti priseCnice kuZele (4*) s rovinou

XCOSy =ysiny;
obdrzime
y + 285m0 '
cosy Vcos®y — sin? @

takZe smér asymptot hyperboly je dan rovnicemi

x oy z _Var 42422
siny ~ cosy Tcosty cosy
+ v ey S sind

t. j. kosinusy smé&rné jsou

T sin?e
cos? y

gy sind, sind, +V1—

Rcalna osa hyperboly je rovnob&ina s Az, tedy thel asymptot
s osou realnou ma

. T sin?d sin® T sin*d
(5) cos = {1 — , = T Cos?y ;
costy cosy cos

délka realné polouosy jest dle (7)

%5
9 o _ sin

(9) a sin o VI oty
dilka ohnisek bude tudiZ stala

z=+asind

— pii hodnotidch x a ¥ z rovnic (6) — t. j.
,,ohniska hyperbol na inversni plo3e (1) napliuj{ dvé pfimky rovno-
béZné s Ay
x=—asin?®, z=Fasind.

Je-li b laterdlni polouosa hyperboly, jest dle (8)

sind sin®

cosy cos®y

b
_a— ’
t. j. dle (9)

_ asintd

T cosy
takze

»la erdlni polouosa hyperboly lei ve stop€ roviny (3) a rovna se
jeji vzdalenosti od bodu 4.
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Uréime jeSté geometrické misto prasekd kruhio a hyperbol; rovnice
(4*) a (6) nam k tomu podavaji

1 sintd
2 — 2 cin
(10) 22=a?sin®d (cos*y p
atsint @
2 2 — -
(11) 24y cosip
V identité

(vcosy —vsiny)2 4 (xsiny + ycosp)2 = x2 + 42
uzijme rovnic (3) a (11); vyjde

aZsini P a? sint &
costy costy

(x siny + y cos p)® =

H

t. j.
sin? @ siny

xsiny +vcosy =3 a costy

Z této rovnice obdrzime ve spojeni s (3) pro soutadnice priseku
vyrazy — lidice obé znameni 3- —

X asin®d —o
1 costy N ,
. 5 g COSEY —sinty o SINY
Xy = —asin*d 3 y Yo=2asin*® ——
costy cos

Prvnf feSeni ve spojeni s (10) podava kruh v roviné x z
4+ 2+ax=0 y=0,

ktery odpovidid inversi dvojné piimce Oz, a je tedy dvojnou carou
plochy (1).
Pro druhé feSeni mame nejprvé

(12) vt = 4asin?d (v, 4 a sin® i)

jako rovnici pramétu do 4 xy; tato &ira je parabola, kterou obaluji
piimky (3), majic vrchol x = —a si#®*®, v = 0 a ohnisko 4. Je tedv
toto feeni dotykova &ira parabolického vilce kolmého na 4 xy, ktery¥
se plochy (1) dvojmo dotyk4. Pomoci (10) a (12) vypolteme
(®a+2asin20)2 4+ 22=a(x, + 2as5in%9),
22+ vt + 22 =ax,+ 2a®sin®d,
takZe je tato €4ra pronik koule s piimym kruhovym vilcem sméru 4 3.

K vili konstruktivhimu ovlddnuti této plochy stujtez zde je§t§
tyto poznamky: Kruhy (K), (K') ptechézeji inversi v primky %, &, ktere

XXXVI.



91

prochazejice bodem O sviraji s Ox thly # a —#; body P a P’ jez
tyto ptimky stanovi na kruzich (K) a (K'), lezi na zikladnim kruhu
transformace

x2 + y2 — az'

a jsou to pravé body, v nichz se obalova parabola pfimek (3) téchto
piimek %, k' dotyka. Je-li Q prusck piimky PP’ s osou O x, le2{ vrchol
paraboly ve stfedu dsecky O Q. Prumér kruhu I' uréen jest piimkou (3),
. sice lezi jehe koncové body na jeji prisecich s primkama k, #’; takZze
plocha (1) jest geometrické misto kruhu, které lezice na tenych rovinach
parabolického valce protinaji dvé tetny jeho zékladny.

Kruhy T protinaji dale kruh dvojny y =0, 224+ 224+ ax =0
(v rovin€ x z nad primérem O 4). Vedeme kruhem dvojnym libovolnou
kouli X, jeji priseky s ptimkama &, &’ udavaji konce praméru kruhu I
Konstruktivné stadf vésti kruh X! (stopu koule) libovolné body O, 4;
jeho pruseky K, K’ s k a k' urtuji stopy kruhu r.

Koule X (stiedu 6) jest inversné ptitadéna roviné kruhu I, kterou
piimky A M protinaji pod dhlem #; tedy po inversi protinad piimka A M
kouli £ pod stalym whlem &, dili — znadi-li M bod na kruhu I' plochy
7

irversni (1) — polomér koule ¢ M svird s A M thel 3

#; zejména jest

oK A =%—v (obr. 10).

Vedeme-li O 6, |_ %', bude @, sttedem kruhu obsahujiciho body O A P;
déle je snadné ukézati, Ze vrcholovéd te¢na (L') obalové paraboly spojuje
pruseky R, R’ piimek k%, &’ s kruhem (O 4).

Kruhy I' se obecné neprotinaji, rovnéz hyperboly, ale protinaji se
kruhy s hyperbolami. KaZdym bodem plochy prochazi jeden kruh a jedna
hyperbola ; jich praméty jsou dvé te¢ny paraboly vedené primé&tem bodu.

Tyto te¢ny pro dany prumét M, bodu na ploe (1) stroji se pomoci
kruhu nad prumérem A4 M,; ten protne (L’) ve dvou bodech, jez hraji
roli bodu ¥V, t. j. hledané tetny (jez jsou kolmy na jich spojnicich
s bodem A) prochazeji témito body.

19. Jako zobecnéni plochy isogonalni chceme jesté uvazovati plochu,
kterd je geometrickym mistem kruht I' v rovinich svazku O z, které
protinaji dva pevné kruhy (K), (K') roviny O x y, prochazejici bodem O.

Bud A4 druhy prisek zikladnich kruhi, a volme O A za osu x;
nechf kruhy (K), (K’) protinaji osu 4 x v bodé¢ 4 pod udhly &, &, tedy
v bodé O pod dhly — &, — @', takZe praméry z bodu O sviraji s O x Ghly

n ’
2 — 9, resp. —2——9.

Znamename-li jest€ O A = a jako dosud, budou polirni rovnice
kruhu zikladnich
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_ asin(p+9) i a sin (¢ + 9')
1 sin & roET sin &
pti &emZ pruméry jich jsou

a a
sin® '’ sind’ ’

Pro kruh I' mame pak pruvodi¢ stiedu

asin (& + &)

7yt 7,
2 2sindsind’

=acosp+bsingp, b=

a jeho polomér jest

asin (8 —9)
2sind sind

n—7
2
Zavedeme-li opé&t pro libovolny bod M na kruhu I' Gdhel & mezi

rovinou zékladni a jeho polomérem, budou soufadnice bodu na plofe (I
zniti

=csine, ¢c=

X=7rcoSQ, Yy=rSing, z=cSsinQsina,
r=acosep +bsing +csinpcose;

__asin(®+9) __asin(®—9)

(1) = Ssnosind ' ' Bdsnosino ’
cotg & = b;l_c ,  colg® = b—c

Pti tom jsou r a ¢ poladrni souiadnice primétu (pél O, osa O x).
Z druhé rovnice mame nisobice 7,

2+ =ax+by+cycosa;
vyraz pro z dava
22 (x4 9% =c*yisina,

a ptipocteme-li hodnotu vzatou z pfede$lé rovnice
4+ y2—ax—by)?2=c2y2costa,
vyjde rovnice plochy (I')
@ (4 —ax— by 42 (a2 +yY = 22
&ili
(2% [(x—a)2+(y—02+22 (4 9) =2+ Ay + BBx2—2abxy.
Pro &aru stilého @ miame

.a+zb—|—tccosl+ a—itb—iccosa 219

x+1v= ) 3 ;
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primét jeji je kruh obsahujicf bod 4, stied lez{ na pifmce

a

x=—2—,

a tedy kruh ten prochizi téZ bodem O.
PoloZzme

a+i(b+ccosa) =2pe7,
i bude ¢ polomérem prumétu, rovnice jeho pak
x + 1,y =0 &r +o dCe—n),

Polozime-li
x+iy=eer ety (E 19,

mame v pravothlych soufadnicich £ 7, § = z rovnice ¢iry « = konst.
ve tvaru
E=0cos2¢, n=¢sin2¢, {=csinasing,

t. j. ¢ary o = konst. nasi obecnéjsi plochy (I') jsou rovnéZz hyppopédy.
Ptimy konoid
jehoZ ptimky jsou rovnobéiny s xy, protinaji osu Oz a ellipsu
y =2z &%+ y2=(?
dotyki se nasdi plochy (I podél jeji pruseku s vilcem kruhovym
P®+yi=ax+by,
jak bezprostiedné€ ukazuje rovnice (2).
Rovnici tu lze téZ psati
(x2+9y2—ax—aycolg®) (x®+ y2—ax —aycolgd)
4+ (42 4+ v?) 22 = 0.
Prumét bodu lezi tedy vidy uvniti jednoho a zevné druhého ze

zékladnich kruhu (K), (K’). Je-li na piiklad M, zevné kruhu (K'), bude
v na3i rovnici

— (K) (K) = (& + ") 22
—(K) =8, () = M0 . IR, 2+ =0T,

znati-li / poloviéni tétivu kruhu (K) vedenou bodem M, kolmo na jeho
polomér; rovnice na%e pak dava

MK _ 2
M0 '

-

kde leva strana je délici pomér bodu M, vuéi zdkladnimu paru K’, O.
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Podobné vyjde
MK 2
MO0 e’

je-li ¢’ délka tetny ke kruhu (K') z bodu M, vedené.
Pii stilém 4 rovnice

oM, 2
M, K
podava

_ i _

OM,= = 0K,

t. j. body M, opisuji kruh; rovnéz body stilého ¢ napliiuji kruznici.
a odtud vychazi, e miizeme body na fezu z = konst. nasf plochy strojiti
jako priseky dvou kruhi.

II.

1. V odstavci 19. prvni €isti uvaZovali jsme plochu (I') zaplnénou
kruhy [, lezicimi v rovinich svazku O z a protinajicimi dva kruhy (K), (K')
v roviné O x y. Stted kruhu I' — jejz znamenejme ¢ — m4 polarni souiad-
nice ¢ a

ry+ 7, L
—'—9—— =acosp +bsing;

-l

Yo =
zavedeme-li 1ithel # rovnici
a-+ib=a,cn, ag = Va? + b2

obdrzime
(@) ro = ag cos (p —fi),
takie stfedy ¢ kruha I" napliuji opét kruh prochézejici bodem O, jeho
prumér jest a, a jehoZ stied lezi na piimce ¢ = .

Z téchto bodi 6 vychazeji poloméry ¢ M k bodim na kruzich I,
a jsou tyto poloméry k ose Oz pod stilym thlem nakloné&ny, opisuje-li
bod M hyppopédu & = konst.

Chceme uvaZovati plochu sborcenou vytvotenou t&mito ptimkamie M,
x

5 2 kruh (o).

t. j. plochu ptimek protinajicich osu O z pod stalym Ghlem
Bod ¢ ma soufadnice
Xp=acos’@p +bsingpcosp, y,=acos@sing + bsin?g, z,=0
a znad¢i-li x, y, z soutadnice bodu M na hyppopédé (1) ¢l. 19, bude
X—x,=cstngpcosqpcosa, y—v, = csintgcosea, z— 2z, =’csin(psz'n¢.

takze piimka P =0 M ma4 rovnice
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x—acos!e —bsingpcosgp y—acosepsing—bsinde
M) cos & cos @ - oS & Stn @
z

T ostne

a jsou to zarovefi rovnice plochy sborcené (P), kterou tak obdriime vy-
jadienu dvéma parametry ¢ a v
Xx=acos’p + bsingcosep + vcosacosg

(2y{y=acospsing + bsin®p + vcose sine
z2=1vsinc.

Prumét libovolného bodu M této plochy P) mi za polirni soufad-
nice (osa O x, pél 0) dhel ¢ a pravodid
(21) r=acosep + bsing + vcosa = r, + v cosa.
Na ftezich z = konst. jest v = konst., a odtud vychazi, Ze
,fezy plochy (P) s rovinami kolmymi na dvojnou piimku Oz jsou

konchoidy kruhu lezictho na valci daném kruhem stiedt (6).*
Rovnice (2) moino psati

23) X=vrcosQp, vV=rSing, 2=vSina,

nisobme (2!) hodnotou r =Va24 32, a u vysledku
24yt =agx+by+ovco aVit 2

nahradme hodnotou
vcosa = zcolge;

vbdrzime .
(3) (2 +1v2—ax—by)2= (x4 ¥ 2cotg?e;
nase sborcenid plocha je tedy stupné 4. Otofenim soustavy soutadnic
kolem O z docilime toho, Ze odpadne ¢len b, a tak muZeme predpokladati
# + #' = 0, aniz u¢inime @jmu obecnosti.

Budeme tedy uvaZovati plochu (P) pro piipad tento

(3%) (22 + 92 —ax)? = (2 + 1?) R cota,
aneb v parametrickém vyjadieni

(2% X=rcosQ, V=rSing, r=acos® + vcose,
z=vsina.

K dané plose (3%) pifslu3i e0?! ploch isogonalnich, ponévad: rovnice
ta neobsahuje &, a tyto plochy na ni vytinaji el hyppopéd se spolenym
bodem dvojnym A, diametralné protilehlym bodu O.

Otolenfm soustavy soufadnic docilime tvar (3), v némZ litery 4, b
jsou nahrazeny hodnotami a’, b zivislymi na velitin a a na velikosti

XXXVI.



96

otofeni; zikladni kruh (¢) protne novou osu usefek v uréitém bodé 4
a ten jest opé&t dvojny bod ! hyppopéd leicich na na¥f sborcené ploée;
»Sborcend plocha (P) obsahuje a2 hyppopéd; jich dvojné body.

le?{ na zikladnim kruhu (6).” )
UkaZme to ptimo. Pro prise¢ sborcené plochy s kruhovym vélcen:

vt yi=@+mx+ny

platf
r={(a+m)cosp +nsingp =acosp + vcose,
t. j.
U COS & = M cos ¢ |+ nsin @,
takZe mame
x+iy= 4+ ”;+ ne 4+ ";_’ LTI z=lge(mcosep + nsing,
PoloZzme
m==~rsing, n==~kcospy,
tedy
z="Fkigasin(p +u) =kigasiny, v =9 + p;
dale bud
a+m+ni=2¢et,
tedy

x+iy=g9e” + gefRe—) =getv 0 e—b+imigriy

takZe substituce orthogonilni

x _|_ iy = ety +6—1'(V+2p) (g + i1])
poda
(4) E=o0cos2v¢, n=¢9psin22y, z=rFigasiny,
kterézto rovnice charakterisuji hyppopédu.
Jeji dvojny bod ma soufadnice
= o’_ 1] — 0 = Z,
t. j.
tu jest pak pro tento bod

Xx+1iy=ge'” 4 ge—ive—2in;

0t — at+m-+in | e—2in — n—-z_’m ’
2 n+2m
tedy
x+iy=a+m+in n—zun a+m—in: an ‘
2 n+tm 2 w+1m
t. ]

X+ iy-=acospetn =% (1 + c—24n).
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Dvojny bod hyppopédy je tudfz urcit; bod A’ kruhu zikladnfho
(0 A). Puadorysy hyppopéd plochy sborcené (3*) majicich spoleény bod
idvojny A’ tvoii svazek kruhd s vrcholy O, 4'. —
Hledejme déle pronik sborcené plochy s rota¢nfm kuiZelem
(¥ — %2 + (v —y0)® = A2 22,
jehoz vrchol x, ¥, lezi na kruhu zikladnim (0 4),

%2 + Yof = a x,.
Rovnice kuzZele

%2 + y2_2xox—2yoy +x 2ty —h2=0
poda po dosazeni hodnot (2%*)

r—Rko¥sinfa— 27 (x,c05 9 + vy, sin @) + x,2 + y,2 =0,
r=acosp 4+ vcosc.
Obdrzime tak rovnici 2. stupné pro neznadmou v cos e, znalime-li
g=1—Figa:
gvicosta + 2 v cos & (@ cos p— xqcos @ — Y, Sint @)
+ a?cos? @ — 2 a cos @ (%005 @ + Vo sin @) + %2 + yF =
Diskriminant této rovnice
A4 ={(xg—a)cosp + y,sin @2 — g (a® cos2 ¢ — 2 a x4, cos®
— 2 ay,sin g cos @ + a xp)
lze psati jako kvadratickou formu
4= (%p—a)(ro—a—+ag)costp+2v,(xg—a-+ag)cospsing
+ (¥* — a g x,) sin’ g,
jejiz diskriminant
a® g% (% + Yo —a %) +ag (%p—a) (%' + ¥*—ax) =0,
takZze 4 jest Gplnym ¢&tvercem, t. j.
Ya= lcosp + msin @,
4 obdrzime koteny kvadratické rovnice ve tvaru
(xo — @) cos @ + vy sing + (L cos @ + m sin @)
1—R2ige

jakoZto parametrickou rovnici prisece kuzZele s plochou (3*). Tato prise¢
sestavd ze dvou hyppopéd, jeZ jsou realné v ptipadé

VCoOs & —

Yp—atag=x,—aktiga<<O0;
tyto hyppopédy splynou v pripadech

Xp=a a x,=a k*iga,
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Pro piipad k#ga = 1 (x, << a) stane se jedno feSeni v nekonetng
velkym, kuZel m4 strany rovnobéiné s ptimkami sborcené plochy ; jedna
hyppopéda se rozpada v ib&nou kuZelosetku a dv& ptfmky plochy pro-
chizejici vrcholem.

V tomto jednoduchém pifpadé g = 0 rovnice kvadratickd prejdc
v linearn{

(a2 —ax,) cos’p—2ay,sinpcosp + ax,s1m? @
(%9 — @) cos @ + v, Sin @

2vcos ¢ =
&ili

a .
2vcosa=—acosq>—x¢smq;.

Hyppopéda leZi tedy na vilci

a a YV
2 2 — _— -
rry=gr—3 Xo—a '

ktery jest apln&€ urden tim, Ze jeho zdkladna obsahuje bodyO, A’ (x,, v,
a Ze jeji stted lezi na piimce
4x =a.

Pro polarni soufadnice ¢, ®, o,
x=¢9s8tn@cosw, v=9sin®sinw, z=9cosO
vyjadii se rovnice (3*) nejprvé

(psin ® — a cos @)% = % cos® @ colg® e,
a odtud

(5) =

takZe plocha nilezf typu ¢ = f (@) @ (@), ktery ma uréité typické vlast-
nosti pokud se ty&e ¢ar @ = konst. a @ = konst., o nichZ ndm bude jednati
v piistl rozpravé.

ecose
sin® - cotge cos @’

Inversi
02
Uo = (_,
vznikne
@0 = @1 + COlg & @y,
_asin® _ aucos®
M T I

plocha (¢,) mé rovnici
x (@ + ¥+ 2) = a (@ + 53,
a vznikne inversi z kruhového valce 22 + y* = g x, kde#to (¢,) jest plocha
stupné 6.
x2 (xa + y: _|_ 22)2 = q2 22 (xz + yz)’
inversnf to plocha konoidu
(2% 4+ v¥) 22 = a2t
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2. Povrchova ptimka plochy sborcené ma rovnice

x=acos*p + kzcose
y=asingcosp + kzsinp, k= colye.

Podminka, aby se protinaly piimky ¢ a ¢,, zni
l cos2p —cos>e, , cosp —cos @,

sin 2@ —sin 2 . . =0;
L4 i , St — Sin @, ’

2

vvlou¢i-li se ¢&initel cosp —cosg, v prvnim ftadku, dile uZije-li se
identity
sin 2@ — sin 2 g, — 9c0s T~ P cos (¢ + @)

Sin @ — sin @, 2 cos 2 + @,
2

’

obdrzime po vynechani Cinitele sin @ — sin @,

p— @, cos(p+ @)

2 wsq’_ﬁ;v’l_

cos @ -+ cos @, = cos

tedy

———[cos (¢ + @) — 2 cos? m] =0;
2

piipojenim vynechanych cinitelt sin ¢ — sin @,, cos ¢ — cos ¢, se to pte-
pise na

cos 2 —2 P in 2 _2 P1 (cos p — cos @) = 0.
Podminka sin l’_:zﬂ = 0O neni splnéna pro ruzné piimky, naproti
tomu
cos 2—P ¢

2
diva ¢, =@ -+ #, a podminka cosp —cosp, =0 pak @, =2z —g¢.
Piimky ¢ a ¢ + « se protinaji na roviné€ z = 0, t. j. na kruhu (0 4).
Rovina protinajicich se pifmek

x=mz4+p, y=nz4+¢q, x=mi+p z2=mx+q

ma rovnici
x—p y—q z
m n 1 =0;
m, n, 1
XXXVI. 7+
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v nasem pifpadé tedy rovina piimek ¢, ¢ + x bude

X—acos?p, y—asin@cos, z
kcos @ ksing 1(=0
0 0 1
t. j.
XSInQ =ycosg;

piimky nade protinaji osu O 2 v bodech riznych, lezi v téZe roviné svazku O z.
Dile pitimky ¢ a 2% — ¢ jsou na roviné rovnobé&zné s Oy

(6) x=acos*p + kzcosg,
a protinaji se v bod& osy O z:
y=0, kz=—acosp, x=0.
Obé piimky splynou pro sing = 0, t. j. pro ¢ = 0 a ¢ = x; mame
tak dvé primky torsdlni
x=a+4+kz, y=0;, x=a—kz, y=0.

Jsou to povrchové primky prochéazejici bodem A.
V rovnici (6) piSme a cos ¢ = g, takZe rovina piimek sekoucich se
na ose Oz bude

(69 ax—gi=Fkgaz;
pro jeji ez s plochou sborcenou mame
(*2 + y*—a x)* = (22 497 (L;gi)z:
této rovnici hovi identicky
2+ y% =g,

t. j. ¢ara se rozpada; zbyvajici ¢asf sestdva z pramé&tu obou ptrimek.
,Rovina urdenid povrchovyma piimkama, které se protinaji

na pifmce dvojné Oz, protina plochu jeité€ v ellipse na kruhovém
valci

x2 + yz — gz;
pii Cemz
= acos @,
a prusek roviny s osou Oz je
z2=—glga.

Roviny (6) elliptickych fezi sborcené plochy obaluji véilec para-
bolicky
B2+ 4ax=0;

jeho ptimy fez na roviné x z ma vrchol 0, osu O x, ohnisko — a /g2 @:
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,,Tetné roviny parabolického vilce
(7 2+ 4axtga=0

protinaj{ sborcenou plochu v dvojici ptimek a v ellipse na kruhovém
valci s osou O 2.

Torsalni roviny (g =a a g = —a)
x+kz=a
dotykaji se plochy podél torsilnich piimek a sekou ji v ellipsich na vélci
22 4+ y2 = g2,
Stale pti oznadeni & = cofg « muZeme plochu (3*%)
(x2 4+ y2—a x)2 = £ 2% (x2 + 13
povaZovati za plochu obalovou soustavy ploch 2. stupné
R+ 222 +1v2—ax)+22+9y2=0;
rovnici tu lze psati

(14223 [(x—_lﬁ)z_{_ yz] Az R —

a? A2
14+21°

a podava rotatni plochy vepsané sborcené plose (P), které jsou ellipsoidy
pii 24-4+1> 0 a jednoploché hyperboloidy pti 2141 < 0; pii
22+ 1 =0 ndm tato rovnice podiva vepsany vilec parabolicky (7),
jehoZ narysna stopa podiva ziroven obrys plochy.

Piimka P

x=(acosp +k2)cosp, y=(acosp + kz) sing
protini vilec kruhovy
¥+ 1vi=alcosto
v bodech, pro néz
acosep + kz=+ acosp,

a tedy bud z =0 aneb kz=—2acos @.

Prvni fefeni odpovidd stopé piimky na zdkladni roviné a podavi
bod na dvojném kruhu (O 4); druhi hodnota podavd druhy prisek
piimky P s ellipsou na rovin& (Pp,, P—y), tedy bod, v némZ se rovina

ta dotyk4 plochy sborcené.
Soutadnice bodu toho jsou

(% x=—acos’p, v=—acospsing, z=—2algacosp;

rovina uvazovana dotyka se plochy sborcené dvojmo, druhy bod dotykovy
uruje primka P_g, a je tento bod patrné s bodem (7%) symetricky vaci
roving O x z. Souhrn t&chto bodii (7) tvofi dotykovou ¢&iru sborcené
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plochy s vepsanym vilcem parabolickym (7). Soufadnice (7®) hoyi
rovnicim

2+9y24+ax=0 a2+1y2 4+ 224+ (1 +4ig%a)ax=0,
a je tedy uvaZovani ¢ara dotvkova hyppopédou.

Klade-li se o =9 + %, obdrzime ostatné obvykly tvar

x+iy=—%—|—-%e“’"’, 2=2algasiny.

V obr. 11. dén zikladni kruh O 4, a smér («) svirajici iihel @ sosou O x;
(a4, a5) jsou pruméty jedné z povrchovych piimek (torsalnich) & vedenych
z bodu 4.

Je-li dan pudorys ¢, ptimky povrchové g, jest jeji stopa Q' na kruhu
(0 A) jednoznain& urfena, vedeme kruh (g) poloméru g = 0@,’, jeho’

Obr. 11.

pruseku s O x lze poutiti ke konstrukci prise¢iku piimky ¢ s pifmkou
dvojnou O z — v obrazci smér ¢ je O Q, — a tedy k urceni narysu 4.
PHmka g, protind kruh (0 A’) — soumé&rny s kruhem (0 A) — v bodé @y,
jen% je pudorysem bodu Q na hyppopédé dotykové, takze Q, jest dotykovy
bod pifmky ¢, s obrysovou parabolou (7). Ohnisko této paraboly F je
na kolmici vztytené na pfimku a, v jeji priseku s osou O z.

Obrazce lze té% pouZiti k rychlé konstrukci povrchovych piimek 2
sborcené plochy; priseky jejich s rovinou (¢,) vedenou ptimkou ¢ kolmo
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na 0xz — t. j. s rovinou dvojnisob tetnou — napliiuji ellipsu, kterd
< promitéd v kruZnici (g) ; je-li dan piidorys p,, prusetik jeho s kruhem (g)
je pramét P, priiseku P s rovinou (gqy), a nirys P, leZi na ¢,. Pro nirys p,
sname tak bod P, a rovnéZz nérys stopy.

V obr. 12. uzito tymZ zplsobem piimek «, 4’ vedenych z bodu 4,
jako zde naloZeno s pfimkou g¢. Je dén pudorys ptimky p,, druhy bod
narvsu je bod P, na a, piislusny k padorysu P, na pruseku p, s kruhem
‘A }1'), ponévadz tento bod P je prisek pifmky ¢ s torsilni rovinou uréenou
})i“l’.l]‘lkOll a.

Operujeme-li soufasné s piimkou a' tymZ zplusobem, obdrZime

L
a,a; . >< e,
. pNZ
}L

Obr, 12.

pohodlnou a piesnou konstrukci obou piimek p, p’ o spoleéném pramétu p, ;
4, a A, zna&f dotykové body piimek a,’, a, s obrysovou parabolou.
Vepsana plocha 2. stupné

RBP4+ 24 2+ y2—ax)+42+92=0
dotyka se plochy podél charakteristiky leZici na plo3e
A4 92—ax) + 224+ 92=0,

t. J. na valci kruhovém
ali

1+4
tyz sele plochu (P) v hyppopédé, jejiz parametrickd rovnice zni

x,

vCos 6 = —

cosQ,

a
1+4
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takZe

alge
144

) la—_:lsimpcos:p,z=— cos ¢ ;
dvojny bod hyppopédy jest O:
»Sborcené plode (P) lze vepsati o' rota¢nic: ploch 2. stupng,
jichZ osy jsou sméru Oz, a které se plochy dotykaji podél hyppopéd
s dvojnym bodem O, jichZ valce se v ose O z vespolek (a roviny y ;)
dotykaji.”
3. Aby rovina

ali 9
x = costg, y=

Ax+By+4+Cz+D=0
obsahovala piimku plochy (P)

x=acos*p +kzcosp, v=asinpcosp + kzsinp,
musf

a(dcosep + Bsing)cosp +~ D =0,
® ®

Acoso + Bsing)k+C=0;

vylouéenim ¢ z téchto rovnic obdriime tangencialni rovnici plochy (7).
Vyluéme nejprve vyraz v zavorce:

acosp D | . __ kD
| s C =0, t. ].acosqz——c ,
a uZijme toho pro druhou rovnici (8); vyjde
2 )2
c+ B2 __4p\1_ED

¢ili

@C*?+ kR AD?®+ kB2 (k2D*—a%C? =0,
aneb dosadi-li se hodnota % = coig a:
(9) (AD+ aC%tg?a)? + B2 (D?—a?C%igta) = 0.

Vyjimku ¢&ini roviny prochédzejici dvojnou pfimkou O z, ponévadz Ly
nejsou teénymi rovinami.
1. Pro D = 0 vyjde

C?(B*—C(C%igta) = 0;
iedenf C = 0 podava roviny svazku O z; druha dvé feleni
B=+Cta
podévaji roviny prochizejici jednou &éi druhou piimkou

Z -
tTiga’

A
==

Y

jsou to pfimky v roving€ Oy z. Jiné tegné roviny z bodu O nejsou.
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2. Poloime B = 0, t. j. hledejme te¢né roviny rovnob&né s osou O y ;
rovnice podavé teSenf dvojnisobné
AD+ aC%lga =0,
které pifslusi vepsanému vilci parabolickému
2+ daxtgia=0.

3. Pro C = 0 podéiva rovnice bud D? = 0, t. j. roviny svazku O z,
aneb
A=+1B,

coz odpovidd rovinim rovnob&€Znym s rovinami y = + ¢ x; ty skuteiné
jsou te¢nymi rovinami plochy.
4. Substituce 4 = 0 poda

a2Ciigla + B2 (D — a2C2 g a) = 0

akozto tangencilni rovnici &ary 4. tiidy v roving Oy z, ktera je idici
&arou vepsaného vilce sméru O x.

Céara ma dvojnou te¥nu v ibéZné piimce a v ose O z; a sice v 1b&iné
piimce splynou body dotykové, tak Ze ptimka plati za dvé tedny dvojné.
Rovnice (8) v tomto piipadé davaji

aBsingcoseg+D=0,C+kBsing =0, k=colga;
tedy rovina te€na obsahujici smér 4 x mé rovnici
y—kzsing=asinpcose;

charakteristika na obalovém valcit hovi rovnici

(10) —kzcosp =acos2e,
t. j.
z= @’ —2a’ cos v=alyp —asin
= sy 2059 v=alyg—asing sy,
a’ = atge«. Pii parametru /g % = ¢ se to vyjadii
P kLt i RPN r—2p
e Ta 80 Y =20 Ty

t. j. stopa vepsaného vilce (obrysova ¢ira v O y z) sméru O x na roving y z
je &ara stupné 5, tifidy 4, rodu 0.

Pro dotvkovou &iru na plode sborcené mame z (10)

cos 2
cos @

veosa=—a .
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tedy
)
ces

r=acosqp-+tvcose =a =asecp —acosy
jakoZto polarni rovnici pudorysu.
,,Dotykova &ra sborcené plochy s vepsanym vilcem sméru O y
promitid se do roviny O xy v cissoidu Diokletovu.”
Fokala plochy sborcené hovi rovnici

A2+ B*4-C*=0,
a rovnice (9) podivd — pii znadeni /ge = h —
(AD 4+ ahtC? = (424 C?) (D> —a? h2 (C?);
po rozvinuti odstépi se faktor C2? a zbyva
1

2
2 2 C2 L= —_ D% = =
(1) A+ (Q+RC+—AD— D=0, h=fu
Re¥eni C = 0 podiva asymptotické roviny rovnob&iné s rovinama

y =1 1x, feSeni (11) pak odpovida kruhu fokdlnimu
(11%) x+ahd+22=aM(1+5r), y=0 (h=iga).

Spole¢né roviny te¢né kruhu fokéalniho a kruhu aubé&Zného obaluji
rozvinutelnou plochu fokalni, jejiz kruh (11*) je dvojnou &arou.

Body fokalniho kruhu maji tu vlastnost, Ze jsou vrcholy kuZelt
opsanych ploSe sborcené, které protinaji roviny kolmé na vrcholovou
te¢nu kruhu fokalnfho v cirkulimich darich 4. stupné.

4. Orthogonilni trajektorie piimek na3i plochy sborcené hovi
rovnici differencialni

cosecospdx+ cosasingpdy+ sinadz=0,

jeito dle (1) jsou v naSem piipadé b = O cosinusy smérné piimky na
plose
COS & COS @, COS & Sin @, Sin a.

Rovnici tu lze psati

xdx+ydy + sin? a
¥ cos a

dv = 0,

prvni ¢len ma hodnotu d 7, takZe integral zni

sina
cos ¢

9 = konst. \

tedy
v+acosacosp =C

je (pfi stalém C) rovnice pravoihlych trajektorii plochy sborcené.
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V polarnich soufadnicich 7, ¢ jest rovnice jeji pramétu

r=acosp + vcosa = C cosa + e sin®acos,

t. 3.
: ,,Pravoiihlé trajektorie ptimek plochy (P) se do roviny Oxy

promitajf v konchoidy kruhu
¥+ yt=asinta.x,
vzaté z pélu 0."
Pro te¢nou rovinu obdrZime obvyklym zpusobem soulinitele

A= (acos2¢ +vcosacosp)sine
B = (asin 2@ -+ vcosasing) sine
C=—(acosp 4 vcosa) cosa = —rcose,

1 rovnice roviny te¢né bude

(12) A(x—-%)—{—By+Cz=asf#(a—i—vcosacoscp).

Asymptoticka rovina (v = ) ma tedy rovnici

a . . . a .
(x — —2) Sinecosp +ysinasing —zcose = 4 sinacosy,
i.
(132) (*x —a) cosp 4 y sin @ = z cotg a.
Rovina tato prochazi bodem A, jeji stopa je kolmd na smér ¢;

pii konstrukci bodu M na ploge isogonilni vyskytne se jako rovina 4 ¢ M.
V parametru # = ¢ ¥ se rovnice tato d4 psati

(x—a—iy)ut—2uzcolga+ (x —a+1iy) =0,
z ¢ehoz vychazi jako rovnice asymptotického kuZele
(13) (x —a)2+ vt = z%colgde;

,-asymptotickd plocha rozvinutelnid plochy (P) je tedy rotaéni kuZel
s vrcholem A a osou 4z.“
Tento kuZel se plochy dotykd v ub&iné kuZelosetce a podél ptimek
torsilnich, &imzZ viecky jeho body s ni spole¢né jsou vyterpany.
Bud v, parametr bodu na povrchové ptimce (p), jehoz rovina tetna
stojf kolmo na rovin& asymptotické. Podminka ta se dle (12) a (13%)
vyjadif rovnici
Acosep + Bsing —Ccotga =0,
¢li po dosazeni hodnot

sin?a (@ cos ¢ + v, cos &) + cos? & (a cos ¢ + vy cos &) =0,
t.j.
acosep + vycos @ = 0,

tili » = 0, takZe geometrickym mistem centralnich bodu je osa O z:

XXXVI.



108

»otrikéni ¢&4ra plochy (P) splyvéd s jeji dvojnoy
pfimkou.”

Stopa te¢né roviny na roviné O x z m4 rovnici
(@acos2¢ 4 vcosacosq:)(x—%)— (@acosp + vceosa) cotga . 2

=%(a+vcasacos¢p);

pro taru v = konst. patrné tato pifmka obaluje kuZelosecku ; nebof miizeme
rovnici sefadit dle mocnin cos g:

a(2x—a)cosPp + [v cosu(x—-—‘;—) ——azcotga——%vcosa]cos:;)

2

a @
—a(x—?)—vzcomzcotga—T = 0,

a rovnice obalové ¢4ry zni
[v(x —a)cosa —azcotgal?+ 4a(2x—a)[ax+ vzcoseacotga] =0.
Stejné nalezneme, 7e tefné roviny v bodech povrchové ellipsy
x4yt =g
obaluji rozvinutelnou plochu, jejiZz stopa nirysni jest hyperbola
g(x—a2+4ax(ax+gkz)=0, k=colga.

Teén4 rovina v bodé dvojné ptimky na vétvi obsahujici piimku (p)
ma rovnici
XSIng =Yy cosg;

horizontilni fez bodem dotykovym leii na roviné

z=—acospige,
a tedy

otetny v bodech dvojnych (na O3z) teziit z = konst. tvofi konoid
(2 + 92 22 =a?tg%a . 22"

Tetna rovina v bodé dvojného kruhu (O 4) ma rovnici

(x——;-)cos2«p +ysin2q>—kzcosq>=—;—, (B = cotg a) ;

pro bod na dvratnici rozvinutelné plochy ji obalené mame jesté rovnice
—2(x——;—) sin2¢ +2ycos2¢ +kzsing =0,

—4(x—%) cos29p —4ysin2¢ +kzcosyp = 0.
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Z rovnic téchto plyne feSenim

kz=—-—3—aseccp,
LA — (3 cos o — cos 3 ¢p)
2 12cos¢@ ? )
a .
y= —W@ sitngp —sin 3 @),

jakozto parametrické vyjadieni bodt na Wvratnici.
Odtud vypocteme

( ___i)z-;- 2—;“2—(10—6003" )——az—(l—]—SSin2 )
X 2 yr= 1220082(}) «Q)= 366082(]) ®
_@ 2 L. &

—36(4860 (p—3)-—4kz 13

t. j. avratnice lezi na rotainim hyperboloidu dvojplochém
1 a)2 a?
— 2 ___ ) a2
i (" ) 12

Hotejsi vyrazy davajf

a a sin’ a sin® .
X = — cos’ g, —__ 4%y ____4SWe sing;
3 3 coso 3 coso
prvni rovnici picpiSme na
—a =2 sinrp = — 2 S g cos
3 3 = T3 s g 4

a odtud vysvitd, Ze pramét uvratnice uvazované jest cissoida Diokletova

s asymptotou Oy a uvratnikem x = 2 y=0:

3 )
3
(x—i) + xy2=0.
3
Je-li d e differencial oblouku na cissoidé a 4 s na tvratnici, madme
pii oznaceni ¢ = -%:

d*=de*+dz? do?=c2ig? 9’( +cos’ ) 9"

—dz = SnQde a2 1+4tg2a) , 0
dz=2clgea costg dst=ctg @(3—1— ooty )d
s~cSV 3+ l-l-o:ztga gg>d¢——cSV1+4tg2a+3cos’cp cos;)-
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Castednd integrace podiva vzorec

——SVm + 1 a2 dx

A2

1 — ndx
— 2 -
__me—{—nx SV

—_—
m+ n x2

tedy v naSem piipadé

c
= ——Y 2 2
s cos 14 4¢2a+ 3costg

—cV3 g (V3cosp+VT1 + dig%a + 3 cos® p) + konst. :

pii odvozeni nehledéno ke znameni d's, a druh4 jeho forma

1% 2 T Sngdy
cY1l+4igta -+ 3coste cos' g

je kladna (pii dg > 0) v mezich 0 < ¢ = Jeito viak &ara stoupa

] 3 .
neb klesi do nekone¢na pro ¢ = S ap= —21- je nutno rozeznavati
kvadranty

(0.3 G (30 Cr o)

5. Nasi sborcenou plochu (P)
(2492 —ax)2= k22 (x24+1?%, k= colga,
protne koule prochézejici dvojnym kruhem
B4yt 2=ax+2nz
v Gafe 4. stupné, jeZ hovi rovnici
2n—22%z2= k222 (2% + 3?3,
22 = 0 podiva dvojny kruh a vlastnf ira 4. st. lezi na plose
R (x4 93 = (z— 2 n)?,

ktera je rotaénf kuzel s osou O z, ktery ma za vrchol druhy prisek koule
a osy Oz

UvaZovand prased plochy (P) s kouli prochézejici jeji dvojnym
kruhem je tedy prise¢ této koule's rotalnim kuZelem, jeho? vrchol le
na kouli.

Stereograficky prumé&t &ary této vzaty z vrcholu kuZele jec tedy
kuzelosecka.

N43 kuZel m4 ptimky kolmé na pfimkach plochy. Protina plochu (P)
jedté v jedné &4fe 4. stupn&, ktera leif na rota¢nim hyperboloidu sou-
sttedném s koulf a obsahujifcim dvojny kruh

Bty —2=ax—2nz

vytvofeném rotaci hyperboly rovnostranné; rovnici jeho lze psati
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I

2
-

(=) e

pro # =—g- se tato plocha redukujec na kuzel
Svazek ploch uréeny kuzelem a hyperboloidem
B+ (49 —@A+1)2=dax—(4+20)nz+ 4n?
obsahuje kouli pifslusnou k hodnoté&

1+ &2 3 —ki? 8 n?
2 2 2 -
2% 4y —|—z—1 kzax+21 o -

takze také druhad ¢&ast prisee kuZele s plochou (P) je &ara sféricka.
Rotac¢ni plocha druhého stupné obsahujici kruh (O 4) ma rovnici

() #+1v:—ax)+mz2—2nz2=0;

jeji prise¢ s plochou (P) lezi tedy na rotaénim kuzeli

(") (2n—mz)? = k2 (2% 4 42,

jenZ protind plochu (P) v daldi ¢ate leZici na ploSe rotadni
(8) R+ V—ax=mB—2nz,

kterd ma s puvodni plochou (&) spole¢ny stied a kruh (O 4).

Rotaéni plochy 2. stupné jdouci kruhem (0 4) se tedy fadi v pary,
jez sekou plochu (P) ve dvou ktivkdch na spoleéném rotainim kuZeli.
Vrchol rotadniho kuZele leZi na ptimce dvojné O z.

Kazdy rotaénf kuZel, jehoZ osa je v ptimce dvojné, protina plochu (P)
ve dvou &arédch stupné 4., jimiz lze vésti vidy jednu plochu rotagni obsahu-
Jici dvojny kruh.

Plocha («) sama je kuZelem pii hodnotich hovicich podmince
n2

a2
) ey + o 0.

Poloime n = m p, takZe rovnice kuZele (¢') bude
B (34 ) = m? (z— 2 B,

kdez p uréuje polohu vrcholu a m zavisi pouze na dhlu stran s osou;

podminka (p) nabude tvaru
2

m=——2_
=— 35
takZe rota¢nf kuzel (a’) vznikne otiéenim piimky
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4kPx+al(z—29) =0
kolem osy O z. Tyto ptimky v rovin& O x z obaluji rovnostrannou hyperboly
(%) 4kxz=a%

»KuZely, jeZ vzniknou otitenim tecen hyperboly (*) kolem osy O
protfnaji plochu (P) ve dvou &aréch 4. stupné, z nich? jedna leZi na rota¢nim
kuZeli jdoucim kruhem dvojnym (0 A4).*

Vra[me se k rotadnim plochim (e), (a’). Tyto plochy uréuji svazek
ploch 2. stupné

B+t +m@—m)2+...=0;
v tomto svazku obsaZena jest koule a prisluii k hodnot& i urdené rovnici

2 2
R4+ 4=m@A—m), A=M;
m—1

rovnice koule zni pak

(&) m@A—m)(x2+ 92+ 2%)—Aax—2n(A—2m)z=4n2

Te¢na rovina koule ve vrcholu kuZele (e), t. j. v bodé (0, 0, %

ma rovnici

1 2n%
——2—aX+nZ—- ol
jeji stopa
2
¥ 4n
am
dotyka se stopy kuZele (e’)
A2y 4 n?
y FoRl
je-li splnéna podminka
4 n? 2n
=+ -
am — k'
t. j.
n a
—_ =+ =+ —
- alga i

To znamend, ze vrchol kuzele (a’) je v tomto piipadé jednim z bodit
kuspidalnich, v nichZ torsilni ptimky protinaji pffmku dvojnou.

Rovnice koule Z pak po dosazeni této hodnoty # a hotejsf hodnoty 4
obdrif tvar

(2*) mRE+m) (224924 25 =
=a(k’+m2)xi%(k’—‘m=+2m)z+ a’m’(;—l) :
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Prised rota&niho kuZele s kouli, kterA se ho ve vrcholu dotyka,
jest véak sférickd kotéilnice (epicykloida sf.) 4. stupng, kterd vznikne
pii kotdleni krubhu po kruhu pevném stejné velikém s podminkou, aby
rovina hybného kruhu svirala s rovinou kruhu pevného staly dhel, t. j.
.ama obalovala rotaéni kuZel obsahujici pevny kruh. Cira jest opsina
ar¢itym bodem hybného kruhu, a politedni poloha tohoto bodu, kdy
tento bod lezi na kruhu pevném, jest dvratnikem &ary.

Pevny kruh je pruseé koule s rovinou vedenou vrcholem setného
kuzele kolmo na jeho osu, po&ate¢ni poloha hybného bodu je vrchol kuZele,
staly sklon hybné roviny s rovinou pevnou rovni se thlu, jej# sviraji
diametralné protilehlé strany kuZele se¢ného.

V nadem ptipadé, kdy vrchol je

a
x=0= , = + —
Y, =1

(tetna rovina koule v ném jest
kx+ a’:n =+ m3z),

méji rovmnice pevného kruhu (k)

a

r=F . m(E+m) @+ ) =a (#+ md)x

Zvolime-li tento zékladni kruh
X2+ v? = bux,
bude tim dana pro konstantu s rovnice
(@a—bd)ym2t—bkim+akt=0
majici dvé fefeni, a tedy budou existovati dva kuely uvaovaného typu,
kazdy uréf ptisludnou kouli a kotélnici.
Kterémukoli z obou kuspidélnich bodt V (jako vrcholu rota¢niho
kuzele) ptislusi tedy dv& kotdlnice 4. stupné, jeZ jsou odvozeny z pevného
1 ce .
kruhu libovolného poloméru 5 b, jinymi slovy:

,,Plocha kotilnic 4. stupné€ majicf sviij singulirni bod v bodé&
kuspidilnim V plochy (P), jejiz rovina symetrie je ziroveii rovinou
symetrie 4 0z této plochy, a jejiz centralni kruh je v roviné kolmé
na ptimku dvojnou plochy (P), protind tuto plochu m. j. ve dvou
sférickych kotalnicich.*

Stredy kouli (X*) lezi v rovin&€ O x z a napliiuji dvé raciondlni ¢ary
stupné 3; omezime-li se na vrchni znamenf, mame jakoZto body jedné
z téchto ¢ar

k2 1+ m? k2 —m2+2m

TlOmErm T T 2@ e

pro druhou ¢&aru tieba pouze zméniti znameni veliciny k.
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Eli:ﬁina_ci mame nejprvé

a—kz
m=——
x

nade? rovnice ktivky bude
2x—a)(kz—a) =k 2kz—a).

Tato kiivka vztahuje se ke koulim prochazejicim bodem

a
x=0=y, z= %
pro druhy vrchol méni se jen znameni &isla .

Touto kiivkou jsou veSkery koule uvazované fady uréeny a s nini
také kuzely, jez na nich vytinaji sférické kotalnice stupné 4., lezici ny
nasi plode (P). -

Primé&tem sférické kotalnice uvaZovaného typu do roviny zakladni
jest kardioida majici dvojny bod (dvrat) O, vratni te¢nu Ox, a je tato
kardioida tpatnici jistého kruhu (&) prochazejictho pélem O, a jehos
stied lezi na O x.

Mizeme vyjiti od libovolné kardioidy v roviné xy, jejiz tvratnik
jest O a jeho tecna O x; z predchozich vysledki plyne, Ze tato kardioida
bude primétem dvou sférickych kotilnic 4. stupné, vidi roviné x y na-
vzijem soumérné lezicich.

V obr. 13. ddna ple-
cha (P) zakladnim (dvoj-
nym) kruhem (0 4) «
torsilnfma piimkama «,
a’; dale dan libovoln¢
rotaéni kuzel s vrcholem
v kuspidalnim bodé V na
a', svym prirezem QV ()’
s rovinou néarysnou X :.

Piimka torsln{ «
sete kuzel v bodé¢ B na
narysn&, na ptimce V Q"
Jeho pudorys B, naleZi
ptdorysu prasee, i budc
kruh (O B,) nad primé-
rem O B, onim kruhem
(k' , jehoz jest primét
proniku tpatnici. _
Obr. 13. Koule £ ma svil]

stted S v néarysné na
ptimce V' S kolmé na stranu kuzele ¥ @, mimo to obsahuje bod B; tim‘
urcen stfed S a koule X sama. Narysna jeji stopa Z1! je kruh o stiedu S
a poloméru V S. '
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Pevny kruh (k) slouZfci za zdklad k tvofenf sférické kotédlnice ma
za prumét kruh & o stiedu S, a polomé&ru O S, ; stily sklon hybné roviny
je roven uhlu QV Q'

Kdybychom vysli z dané kardioidy, urtili bychom jeji protitipatni
kruh (&), jen? pak stanovi bod B, a tedy B,= B na a,; piimka B,V
je pak narys strany kuZele, ¢imZ tento uréen. Tento postup podava pii
daném ¥V jen jeden kuzel, problém jest jednozna&ny.

Naproti tomu vychizejice z daného kuZele dospivime ku dvéma
koulim, vyméni-li se body Q a Q’. Druh4 koule Z’ dotyka se kuZele ve
vrcholu, a sice je druha stopa teéné roviny v ptimce V Q'

Tim ukéazino, Ze

nrotaéni kuZely s osou O z a vrcholem v kuspiddlnim bodé€ protinaji
plochu (P) ve dvou sférickych kotélnicich 4. stupng.*

V krajnim ptipadé, kdy setny kuZel je rovnobéiny s kuZelem
asymptotickym, zvrha se druhd &ast prisete v Gb&Zinou kuzZelosetku
a v torsdlni ptimku dvakrat vzatou.

Vyse (¢ 4) jsme vidéli, Ze praméty pravouhlych trajektorii piimek
plochy (P) jsou konchoidy kruhu

P4+ yi=asintea.x,
vzaté z p6lu O; mezi nimi je téZ kardioida v uvaZované poloze, a sice
odpovida kruhu (%) o poloméru a sin®e; tedy

»na ploSe (P) lezi kotalnice 4. stupné, které je pravouhlou trajektorii
pfimek ; piisluiny kuZel s vrcholem V bude ur&en ptimkou ¥ @’ kolmou

na torsilni piimku 4.
Je-li totiz V, B, | a,, bude (obr. 13)

V'By=V'V,.sina, OB,=V'B,.cose, V'V,=2aige,
tedy
OB, =2asine,
¢imz tvrzeni dok4zano.

Tu bude pak VQ_| AV, tedy bod S padne na 4V a sice do-
prostied, ponévadZ trojuhelnik V B A je pravothly; v nadem pifpadé
tedy délka A V je priimé&rem koule Z. Pevny kruh je shodny se svym
primétem, ktery zde splyva s kruhem dvojnym (O 4).

P ocha (P) je tedy geometrickym mistem normal sférické kotilnice
4. stupnég, které protinaji kruh jeji koule shodny a rovnob&ny s jeji
kruhem pevnym.

Pro pravouhlé trajektorie pfimek jsme nalezli (¢. 4.)

v=C—acosacosep,
privodié primé&tu a vyska bodu jsou
r=acosep +vcose, z=vsinea,

tedy po dosazeni hodnot obdrifme pro soufadnice bodu na trajektorii
8*
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x=%(1—cos2a) cos? @ + C cos & cos g,
y=%(l—cos2a) cosgp sing + C cos a sin @,
z=—ls17n2acos¢p—|—Csina;

2

klademe-li
Ccosa = asine,

obdriime nadi trajektorii zvlastni:

x=%(1—cos2a) (1 + cos @) cos g,
y:%(l—cos2a) (1 4 cos @) sin g,
z—atga:—isz'n2a(l + cos @),

2

ze kterychito rovnic je ziejmo, Ze uvaZovana &ara je sférickou kotalnici
stupné 4., ptisludnou k pevnému kruhu na viélci (O A) v roviné z = a fg «,
pti ¢emz staly thel sklonu = — 2 a; a sice jest bodu ¢ ptiifadén odvaleny
thel ¢ — =z. Kotalnice lezi pod rovinou pevného kruhu.

Pro druhy bod kuspidalni z = — 4 fg « uvazme, e nalezeni délka
pruvodite O B, = 2 a sin® ¢ odpovid4d také hodnotim

p== x=asin*e —Ccosa,
tedy
Ccosa = —asinta,

a pro tuto hodnotu konstanty C rovnice trajektorie budou

x=——;—(1—cos2a) (1 — cos @) cos @,
a .
v = —?(1 —cos 2 a) (1 — cos g) sin e,

24alga =—;—sin2a (1- cose),
atato kotalnice lezi nad rovinou pevného kruhu. Timto vyjadienfm zvlastni
trajektorie hotejdi tvrzeni piimo verifikovano a z &4sti doplnéno.

Vy%e dokidzand povaha fezli z = konst. je vhodnym prostiedkem
konstruktivnim jak pro sestrojeni primétii povrchovych pifmek p, tak
pro konstrukci te¢nych rovin.

V obrazci 14. je dana plocha (P) dvojnym kruhem (O A) a pfimkama
torsdlnima 4, a4’. Vedeme rovinu & rovnob&inou s O xy, jeji prisek K
s torsilni ptimkou uddva délku stilou 4 K a jejf pramét 4 K,, kterou
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vytinaji povrchové piimky p mezi rovinama O xy a &. Je-li din prumét
prvni py =0 P, piimky p, naneseme na pramét délky P, R, =P, R, =
— A K,, nade stanovime nirysné praméty R,, R, na stopé &', a primét P,
na O A; ptimky P, R,= p,, P, Ry’ = p,’ jsou nérysy obou ptimek p, p’
majicich dany pudorys #.

Bud nyni din bod M (M,, M,) piimky p; vedeni jim rovina
2 = konst seée plochu v konchoidé kruhu leziciho na vilci (O 4), shodné
s¢ svym pudorysem. Polarnf subnorméla konchoidy v pramétné splyva
s polarnf subnormélou kruhu zdkladniho (O 4) pro bod P,, kterdZto ma

™

[

V4

—

\\

e

/

~.

~\

Obr, 14,

hodnotu O N, je-li N diametralni protéjek bodu P, na tomto kruhu; nor-
mila konchoidy je tedy ptimka N M, a te¢na promitnuté konchoidy M, ¢,
stoji kolmo na N M,. Tetna rov.na g plochy (P) v bodé M obsahuje tetnu
konchoidy ¢ a pfimku p; jeji pudorysni stopa & obsahuje stopu P
piimky p a je rovnobéind s piimkou ¢ ; je tedy &' kolmice spuiténi
z bodu P, na ptimku N M,, t. ). stopa @ spojuje bod P, s bodem Q,
v ném¥i N M, sele kruh (O A).

Natysn4 stopa €!! te¢né roviny pak urdena narysnou stopou piimky 2,
jez lezi na Oz, t. j. bodem S.

Libovolné danou ptimku &' v pudorysn¥, kterd sede dvojny kruh
(O A) v realnych bodech, moZno povaZovati za stopu uréitych &yt rovin
te¢nych. Jeden z obou prisekil t&chto Q uruje kolmici @ N na & bod N,
nalez druhy prisek P, podavd stopu piimky p a urfuje jeji pruamét
p1= 0 P,; v priseku ptimky ¢, s Q N lez{ M,, pudorys teného bodu M
a zéroveni druhého bodu M’ na druhé ptimce 2.

Vyménime-li body @ a P,, obdriime druhy par teinych bodi. —
Zvolime-li za M 1b&ny bod ptimky p, bude N M, || O P, obsahovati
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bod 4, bod Q splyne s bodem 4, a bude ' prochazeti pevnym bodem 4
odtud bezprostiedne. vlastnost asymptotickych rovin jako tenych rotac.
nfho kuZele s vrcholem A.

Teéné roviny v bodé P na dvojném kruhu podaji Q= Py, stopa
&' = P, Q ptejde v tenu kruhu (0 A) v bodd P.

Predpokladejme nyni, %e pi{imka (obr. 15.) M, P, S ota¥ se kol
pevného bodu M,; prisekem P, s osou O x vedme P, P, | Ox, a vedmc
tetnu P, T kruhu (O A); ptimka ST spojujici jeji prisek T na Ox s
stopou S prvni ptimky na Oz prochazi pevnym bodem E (x, 7). Nebot
tfady (S) a (P,) jsou v perspektivni poloze, fady (P,) a (T) jsou prométny

Obr, 15,

tudiz jsou fady (S) a () prométny, a volba P, = 0 ukazuje, Ze tyto
tady maji spoleny prvek, a jsou tudiz.v poloze perspektivni.

Polozme P, do A, ptimka M, P, padne do 4 M, soufasné octnc
se bod T v poloze A4, takie T S octne se v poloze A M,, jeito S prijde
do S, na této ptimce. Bod E leif tedy na 4 M,. Soulasn& plati rovnost
dvojpoméri (A SyM,E) = (AOP,T) = —1 (bod P, lef na polafe
bodu T), a tedy nachdzime involutorni kollineaci mezi body M, a E,
kter¢ lezice na paprscich svazku (4) oddéluji harmonicky bod A od
piimky O z.
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Jsou-li %z, soutadnice bodu M,, ¥,z soufadnice bodu E mime

( __(L)(x_a')_iﬁ Yo—@ X% —a
o3 LT A I PP

x0=

cili
ax az
24—a’ T Sm—a’

Sine-li se nyni bod P, po kruhu (O A) do polohy nekone¢né blizké,
ota¢i se pfimka p,=P,S kolem bodu x,¥, na obrysové parabole,
a ptimka ST se dle ptedeslané privé dvahy otaci kolem bodu E (x, y,).
Jezto ST je nérysna stopa tetné roviny plochy (P) v bodé P na kruhu
dvojném, lezi bod E na obalové &afe této pifmky, t. j. bod E opisuje
ndrysnou stopu rozvinutelné plochy, kierow obaluji tetné roviny v bodech
dvojného kruhu.

Ptimka g=P E je povrchovou ptimkou této plochy.

Rovnice obrysové paraboly zni

Z2+ 4ax,lgta =0,
a nase kollinirni transformace d4va pro &4ru (E) rovnici
2+ 4igta(2x2—ax) =0,

takZc Cara ta jest ellipsou

1 a\? a
8 Ly e ( __) =& — .
(®) 8kz+ x— 16’ (B = cotg a)

K témuz vysledku vede rovnice narysné stopy te¢né roviny v uvazo-
vanych bodech P, kterd znf

a a
(x—?)cos2¢——kzcos<p-—?.

Jak bylo vy3e ukédzano, musi g, = P, E, byti tetnou Diokletovy

cissoidy s uvratnikem x = _;' na O x a s asymptotou Oy ; v obr. 15. znaéili

jsme U, bod cissoidy ptisluiny ke sméru O P, (O D= % , DU OPI) .

Uziti cissoidy za okolnosti uplatniviich se u vykresu je po strance
piesnosti vyhodné.
6. UvaZujme fez plochy (P)

(224 9y*—a x)é = k222 (224 9% (k= cotga)

S rovinou
(1) z=L=lx+my+mn
Primét fezu mAa rovnici
(2) K*=RLV, K=a+y—azx V=113
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jeho body dvojné jsou jednak priseky stopy seéné roviny L = 0 s kruhen

dvojnym K = 0, jednak bod O jakoito primét dvojného bodu na ptmce
dvojné O z.

Differencovani rovnice (2) poda
KdK=FRVLIL+IRI2(xdx+ydy);

rovnice je splnéna identicky pro body K = 0, L = 0 na kruhu dvojném,
a opétné differencovéni poda rovnici platnou vyhradné na téchto mistech

dK*=FRkVdL?

vyraz V = je &tverec vzdalenosti singularnfho bodu od po&atku O,
méime tedy

dK=+FkrdlL,
t. j.
2xdx+2ydy—adx=tkr(ldx+ mdy)
aneb
(3) (2x—ax klnNdx+ 2y¥kmr)dy =0,

kterdZto rovnice pii interpretaci differencidld jako piirtstkd na tecnc
dx=X—x, dy=Y —y

je zaroveii rovnicf tefen v bod€ dvojném prumétu.
Podrzime-li stilé hodnoty /, m, a dosadime-li hodnotu z rovnice
dvojného kruhu r = 4 cos ¢, obdriime

(3" (cos2pF klcosp) X + (sin29 F kmcosg) Y =
=acos @ [cosp T k (! cos® p + m sin? )],

jako dvé& frady piimek, te¢nych ve dvojnych bodech priméti fezi s rovno-
b&znymi rovinami. -
Aby tetny pramétu v bodé dvojném stily na sob& kolmo, musi
dle (3)
2x—a)l+4y2—R22 B+ m?) =0,

¢ili jezto

P—ax=0,
(4) R (P4 m?) = a?,
cof lze tér psati
(4 R (2 + m?) x = a,

pti ¢emZ r a x vztahuji se k bodu prusenému roviny s kruhem (0 A).
Znadi-li » uhel roviny sené s rovinou xy, je

B+ m?=1gty,

a mame tedy podminku orthogonality teten ve dvojném bodé prumétu
ve tvaru
(4% r=+tatgacolgy, x=aitgiacolgty,
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aneb pro polarni dhel ¢ bodu dvojného
(43) cosp =+ tgacotgy.

Zvolime-li y, obdrzime dva body na kruhu (0 4), a kadym z nich
prochdzi nekoneiné mnoho rovin obalujicich rotaéni kuzZel, které maji
tu vlastnost, Ze te¢ny ve dvojném bodé primétu fezu stojf na sob& kolmo.

Tedna rovina v bod& (¢, v)

asine
2

A(x——g)—l—By—i—Cz: (@ + v cos @ cos ¢)

protind kruh (0 4) v bodé€ @, pro néjz plati
Acos2¢ + Bsin2¢ = sine (@ + vcos & cos ) ;
t. j. pii hodnotich A, B zivislych na dhlu ¢
acos2(p —¢) +vcosacos ( —2¢) =a +vcosacos ¢ ;

muZeme voliti ¢, ¥ neodvisle, nadeZ tato rovnice urduje v, t. j.

(5) veosa = 222 —9) (¢—¢) )
sin @
vyraz pro vzdéilenost v na pifmce ¥, kterou se uruje dotykovy bod na
ploSe s rovinou prochézejici bodem ¢ na kruhu (O A4).
Aby déle tetny dvojného bodu ¢ mély pruméty na sob€ kolmé,
musi dle (4%)
Cc? 2 (@ cos ¥ + v cos a)?

2 2 = ——— =
Boosle A? + B2 k a® 4+ v¥cos®a + 2avcosacosP '

t. j.

acos¢+vcos¢)2_

a2+vzcosza+2avcosacos¢=( o5 ;

vlozime-li sem za v cos @ hodnotu (5), vyjde nejprvé

sin*p + sin? (Y — @) + 2 sin g cos ¢ sin (¢ — @)

=(sin¢p cos¥ + sin (v — @) )2= sin? ¢
cos @ ’

a jeito
sin? P — sin @ = sin (Y — @) sin (¥ + @),
je posledni vztah spln&n pro viecka ¢ a ¥, t. j. orthogonalita telen
dvojnych bodl primétu je zajisténa pro viechny fezy s rovinami tenymi.
Cirkuldrni &ira 3. stupng, jejiZ tetny v bod& dvojném stoji na
sob& kolmo, je strofoida. Rovinné tezy plochy (P) se promitaji v &iry
cirkularni, a tedy:
,,Tetné roviny plochy (P) ji protinaji v ¢arach stupné tfetiho,
jez se do roviny x y promitajf ve strofoidy.’
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K témuz vysledku dosp&jeme pomoci tangencidlnich souiadnic na
zéklad& rovnice (4%)

_ algte
*ER + m?’
k niZ se poji vztahy
Bt+yt=ax, Ilx+my+n=0.
Y/ poslednic.h dvou méame

m2ax=m2x?+ (I x4+ n)?
. .

miax =P+ m?x®+ 2lnx 4 n?;

dosadime-li sem hodnotu x, obdrZime

a@mtigta  diga 2alnig?e e
B+m® P4 om? 2 4 m2
¢ili
anmltg?a —2alnitgta —a?itgta = n? (12 + m?).
Pro rovinu fezu
ux+vy+wz+4+1=0
viak jest
u v 1
l:——’ =__) n=——l
w w w

a po dosazeni téchto hodnot posledni vztah nabyva tvaru
w?(@®Pig?a—2autg’e—aw?igte) = u® 4 o2
&ili ,
(v + atg?aw?? + v? (1 —a?wligtea) = 0;
to je vSak rovnice (9), jiZ hovi roviny tetné. Tim dokazin nanovo
hotejsi vysledek.
Rovnici primétu fezu miZeme psati
K=kr(lx+my+mn), =22+
tili po zavedeni polarnich soufadnic 7, ¢:

kn -+ acose

r= 1—k({cosp +msing) ~

Rovnice /# 4 m? = g%y umozhuje klisti
l=1tgycosx, m=1gypsinm,

a thel y zavisi pouze na poloze bodu dvojného g, nikoli na rovin& fezu,
pokud se jedni o fezy s teénymi rovinami,
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A sice jest dle (43)

cotlgy = kcosq,, kigy =

cos @, '
takze ,
k(0 . _ cos (p —x)
(cosp + m it ®) ~osgy
a polarni rovnice primétu bude
,— kn+ acose 05 @y .

€0s @, — cos (p — x)
Nekonecné vzdaleny bod primétu fezu odpovid4 jedné z hodnot
P =%1
druhd musi davati konefnou hodnotu r; ve zvlaStnim pifpad€ tefné
roviny v bodé dvojném ¢, obdriime pifmo z rovnice te¢né roviny
kn=—acosg, %=2q,,
‘edy dluzno brati znameni spodni pro bod v kone¢né vzdilenosti, a bude
kn 4 acos(x—eq) =0,
takZe rovnice &ary zni

cos @ — cos (¥ — «p;,)

r=acos cos @, — ¢os (p — %)

’

&ili po redukci

smi’_;_i
[§) Y = a cos . ’
2

pii &emZ polarni osa O x a p6l O, a ¢, znagj dhel polirni dvojného bodu.

Uhel % je dan, jakmile zname velitiny 2, m, které zdviseji na poloze
roviny tezu, t. j. piimky obsahujici tetny bod roviny. a plochy; jsou-li
tato ptimka i bod znimy, uréuje piedchozf{ rovnice hodnotu % ptimo.

Bud din v soufadnicich pravoiihlych bod 4 (p, ¢), a vedme libo-
volnou piimku O K, jeji stopa na pfimce ¥ = p bud K; délku 4 K na-
nesme na piimku KO po obou stranich od bodu K, KM, =K M
Geometrické misto bodu M,, M, je strofoida.

Znamenejme ¢ thel ptimky O K s osou O x, bod K ma souiadnice

p, ptgep, délka 4K =qg—ptge; kruh o stfedu K a poloméru 4 K
ma rovnici

R+ —2px—2pytge + Pt —(@—pL:9*=0,
a je seen pitimkou O K, t. j. v =xtgp v bodech M,, M,:
(x —p) = (geosp —p sing)?,
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t. j.
x—p=t(qgcosp—psing), y==xitgyp.

jest parametrické vyjadfeni strofoidy. PonévadZ spodni znameni se docil;
substituci @ + = za ¢, stadi uvaZovati ¢aru

(7) x=pt+qeosg—psing, y=xiy.
Pro jeji privodi¢ — polirni dhel jest ¢ — mame

—Ssing cos ( 4 ) )

x
"= Cose _q+f’ cos @ sm( (p)'
4

znamename-li O 4 = g, uhel této piimky a osy pak 8, bude
p=gcosP, g=gsinf,

(5 (G ea3)

sm( i —) sin (% + 12)-)

Pti druhém znameni bychom obdrzeli
sin (1 —pf + 1)

sm(4 -—2—

ponévadZ tu pravodi¢ vychdzi vzorcem

a tedy

(™) r=

(7°)

X
cosep '

po zméné @ na ¢ + =.

Polozi-li se v rovnici (6)

p=(x+0—2)+9.

sm< ‘)

sm ” 1!))

vyjde tvar

}':

s hodnotami

(8) g=acosg, B-2—x
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Pro thel x miame

kde A, B jsou koefficienty v rovnici roviny tetné; ptisludf-li tato k Ghlu ¢,,

hude ) )
B asin2e, 4 vcosasing,

A acos2@,+vcosacosep, '

pii gemZ dle ()
a sin (@ — o) |

vCeose = g, ;
po dosazeni této hodnoty objevi se
(84 tg% = ig (91 + o),
a tedy
(®) B=5—+9).

Uhel mezi normélou tidici ptimky 4 K a privoditem dvojného
hodu 4 je tedy g = %— (po + 1), a thel mezi ptimkou fidici a pri-

vodiéem bodu dvojného tedy ¢, + ¢,.

BudiZ dén bod M ; jeho te¢nou rovinu uréime obvyklym zplsobem
(v. obr. 14.), jeji stopa € protne kruh (0 4) v bodech P, na O M, a 4;
tento jest bod dvojny strofoidy.

Pro tuto obdrifme dva body uréice priseky roviny @ s torsilnima
piimkama a, a’. Narysy téchto pfimek protne &7 ve dvou bodech, jichz
pudorysy lezi na O x a jsou to pruseky osy O x se strofoidou ¥, A’. Stred
téchto dvou bodu urfuje tdici ptimku (K) strofoidy, jeji pol jest O.

Pidorysné stopa torsalnich rovin je spolen4, toti% kolmice v bodé 4
na O x vzty&en4 ; jeji prisek se stopou & leZi na obou te¢nach fezu a jeho
pramétu, tedy urluje te€ny strofoidy v bodech 9, ¥’

Teény v bodé€ dvojném 4 jsou prusede roviny & s tenyma rovinama
IFlochy (P) v bodé 4, jich pidorysy jsou te¢ny ve dvojném bodég strofoidy.
Vedeme narysné stopy obou té&chto rovin (d), (4') a promitneme jich
priscky sc stopou &7 do O x; priméty leii na tenach strofoidy.

Strofoida prochizi body M, a P,, a jak ihned se ukaie, jest jeji
tetna v bodé O symetrickd s ptimkou O M, vuci O x.

Rovnice (5) a uvahy piedchazejfci ukazuji, e tetné roviny pro-
chéazejici stalym bodem ¢, na kruhu dvojném obaluji rota¢ni kuzel s osou
sméru O z, a 7e parametricka rovnice dotykové &ary kuzele a plochy (P) znf

a sin (@ —go) .
sin @, ’

thel p, jejz strany kuZele sviraji s rovinou O xy, je dén rovnic{

veosa =

colg y = k cos @, = cotg & cos @,
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Privodi¢ primétu bodu na cafe dotykové

= — Sin(@—oy_
r=acosp +vcosae=acosep + a 5% §p
ma hodnotu
Y = a colg g, Sin @,
t. j.
»kuZel opsany plose (P) z vrcholu ¢, na dvojném kruhu jest r.
tatni, a prumét dotykové &ary je kruznice

a* + y2 = ay cotg @,

Cara dotykova je hyppopéda, o niZ byla vy3e (& 1.) u¢inéna zmink:
Chceme jesté uréiti rovinné fezy, u nichZ tefny dvojného bodn
na kruhu dvojném splynou; rovnice (3*) nim podéava

cos2@ + klcosp  sin2@+ kmcosg
cos2@ — klcosqp  sin2q@—kmcos@

&ili
klcosp  kmcosep
cos2¢9  sin2¢

mame tedy
I 0m
cos2¢9  sin2 ¢

— A VET =gy
Aby rovina

z=1gycos2@.x+igysin2e@.yv+n

obsahovala bod ¢ na kruhu dvojném, mus{
—n=uatgycosp,

a tedy jest nejobecnejdi rovinny fez plochy (P), jeho# tetny ve dvojném
bod& ¢ na dvojném kruhu splyvaji, na.rovin&

z2=1gy (xcos2¢ + ysin2¢ —acos? ),

kdc p jest libovolny uhel; to jesi viak rovnice libovolné roviny tecné
ke dvojnému kruhu (O 4). Rez takovéto roviny s plochou sborcenou
je ¢ara 4. stupné, majici v bodé ¢ bod samotylny, platici za dva oby-
¢ejné body dvojné.

Bud nyni @, bod na kruhu (O 4), v ném% se rovina fezu dotyki
tohoto kruhu, tedy rovina tezu

z2=1gy (xcos 2@, + y sin 2 @, — a cos® @),

rovnice fezu v pramétu zni

(9) (x®+ 92 —ax)?=h? (2 + y?) (x cos 2 @, + ¥ sin 2 g, — a cos? @,)%,
a v polirnich soufadnicich 7, @ (x =rcosp, y = 7 sin @)

r—acosp =h[rcos (p—2q,) — acostg,).
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kde
h=+kigy,
t. j.

(10) y—a cos ¢ — h cos® @,

1—hcos (p—2q,).

Zvétsime-li thel ¢ o ® a zménime-li znameni 7, obdriime vétev
prisludnou k opa¢né hodnoté konstanty %, a tak se miZeme omeziti na
tento tvar pro jediné %, abychom vycerpali celou ktivku.

x
Tr
kuzeloseCky.*) V obecném piipadé muzeme provésti jeji konstrukci na
zaklad€ rovnice (9), kterd se geometricky interpretuje vzorcem

t="hrd,
pii ¢em% ¢ je tangencialni vzdilenost bodu kiivky M od kruhu (O A4),
y pravodi¢ O M, ¢ vzdalenost bodu M od teény kruhu tohoto v daném

bodé ¢,.
Necht dale sete ptimka O M kruh (0 A) v bodé S; bude pak

B=ys, s=SM
takZe uvedeny posledné vztah piejde na tvar
s=hd.

Abychom ureili bod M leZici na daném paprsku O S M, vedeme
kolmici S K na pevnou tenu (gp,), a povaZzujeme piimky S M, SK za
osy kosouhlé soustavy soufadnic s a &; posledni rovnice s = kd urduje
pifmku S N jdoucf potatkem S, jeZ protne te¢nu v bodé N ; kolmice N' M
na tenu v tomto bod€ vztyfena stanovi bod M na O S.

Zvolime-li bod @, kruhu 0 4 za pél inverse, a provedeme-li vhodnou
transformaci soufadnic, bude rovnice transformované &iry tvaru

crvopr(20)

Obratme se nyni k stanoveni teen ve dvojném bodé O u primétu
fezu plochy (P) s rovinou

Vptipadé ¢, =0, wa g, = 325 je &ara naSe fokalni konchoida

z=Ilx+my -|—'n;
dvojim differencovinim obdriime pro x =0, v = 0
dR2=FRk12(dx*+ dy?),
t. j.
a2dxt=Fkn2dx?+dvY, k=colge.

*) Vyklad a literaturu viz F. G. Teixeira, Traité des courbes, I. dil, str. 312
a nasl. Dle (10) vytvoii se ¢ara jako cissoidala fokdinf konchoidy kuzelosecky s Pon-
celetovou ,,capricorne'* (Teixeira, 11, dil, str. 387).
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Odtud
dy +Va—RFBn?
dx kn '
tudi teiny primétu ve dvojném bodé¢ O jsou vi&i ose O x vespolek

symetrické, a jich poloha z4visf pouze na #, t. j. na priiseku roviny s osou 0;,
a nikoli na sméru roviny.

2

,»Rezy na rovinich prochazejicich jednim z kuspidalnich bodu
(na dvojné piimce a ptimkach torsilnich) maji v bod& kuspidilnim
dvrat.*

Zv1asté mame pro n =+ afga a pro n =+

alge.

,,Rezy vedené jednim z bodu (0, 0, + %-VEa g &) maji u pru-

métu tedny ve dvojném bodé O na sobé kolmé.*

Jde-li rovina tetnd timto bodem, bude tyZ nirysnou stopou po-
vrchové ptimky; fez rozpadid se v piimku a Caru 3. stupné, pramét
jeho ve ptimku O @ a strofoidu; obé €ary sc protnou pod pravym thlem,
t. j. bude ¢ = + 45% a pfimka O @ bude normélou strofoidy. Roviny
te¢né této vlastnosti tedy tvofi svazek. Existuji takové c¢tyii svazky
rovin teénych, pro né% priméty fezt se v bod& O dotykaji jedné z ptimek
x+y=0.

Zajimavé svym tvarem, méné svymi vlastnostmi jsou fezy s rovinami

kolmymina O x y ; zejména fezy s rovinami teénymi kruhového vilce (0 A)
sméru O z, t. j. s rovinami

xcos2q +ysin2® = acoste
se transformaci
xcos2@ +ysin2¢@ =1m, xsin29 —ycos2q@ =§
ptevedou na
a . 2
(5 — 5 sin 2 (p)

=acostp, 2=+ tpqg —mo--——— "

Asymptoty této kiivky
thkz=8—asin2¢, y=acos?y
majf{ v puivodnich soufadnicich rovnice

(x—a)sin2¢ —ycos2¢qp = uvcosa,
(x—a)cos2@ + ysin2¢ = asin? g,
z=tvsina,

kde parametr v zaveden k vili symetrii. Odtud vypocteme
x+iy=a+ P (@sintp —ivcosa)
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Stopy v = 0 t&chto pffmek opisuji kardioidu
o'=%(l—cosm), 0o=2¢,

(pol A, osa A x), coz vychédzi konstruktivni cestou bezprostfedné.

Hleddme-li obecné asymptoty ez, jichz roviny obaluji valec
sméru O z, ukazuje konstrukce, Ze jich stopy opisuji dpatnici zikladny
valce, vzatou z pbélu A.

Je-li valec kruhovy s osou A z, jsou stopy asymptot na zakladné
valce, a uvaZované asymptoty tvoti rota¢éni hyperboloid.

V ptipadé, kdy fidici ¢ara vilce jest kuZelosetka s ohniskem A,
opisuji stopy jeji vrcholovou kruZnici (neb pfimku), a asymptoty fezu
jsou pak ptimky v rovinich te¢nych valcové plochy 2. stupné, které
protinaji jeji zdkladnu pod stilym ihlem a to na kruZnici (pfimce).

Redukuje-li se valec na pfimku O z, zakladni kuZelosetka na body
0, 4, jes* tpatnice tecen z pélu 4 kruh (O 4), a tak se jevi plocha (P)
jako velmi zvladtni piipad sborcenych ploch této kategorie, k nimZ sama
dava podnét.

Plochu (P) mozno vytvoriti kinematicky. UvaZujeme pevnou osu O z
o rotalni kuZel (4), jehoZ osa je s touto rovnob&zna — t. j. na¥ kuie
asymptoticky. Sine-li se pak pravothly dvojstén tak, aby jedna sténa
prochdzela osou Oz a druhd se dotykala kuZele (4), vytvori hrana
kuzZele P nasi plochu (P).

Okamzitd osa otafeni o pfi tomto pohybu lezi v normalni roviné
kuzele ptislusné k jeho strané€ te&né s rovinou dvojsténu, dile v normalni
roviné kruhu O A4 ptisluiné k paté hybné hrany ¢, a také v rovin€ vedené
osou O z kolmo na hybnou sténu; osa okamzitd o vytvoif tedy kruhovy
vilec (0 4) sméru O z.

Lze pak konstruktivn& ukéazati, Ze fezy kolmé na osu Oz jsou
konchoidy kruhu (0 4) z gélu O.

Jiny zplsob vytvoieni plochy ptipomin4 tipatnice. Sine-li se dvojstén
se stilym uhlem « tak, aby jedna sténa spogivala na roviné O x y, a jeho
hrana prochdzela pevnym bodem A, tu rovina veden4 osou O z kolmo
na druhou sténu protina tuto v povrchové ptimce nasi plochy.
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Dodatek 1.

Na str. 7. bylo vyloZeno, Ze fez z = konst. na plo3e isogonalni jesi
obalovou {¢arou kruZnic s parametrem g

2asmﬁcosﬂ

2 2 1B =
wing 2acos?fB.x + (a® + 22) cos B = 0.

(Kp) 2*+y-+

Existuje uréity bod G, jehoZ mocnost pro viecky tyto kruhy j
stejnd, t. j. nezdvisld na f#; bod ten mé soutadnice

(G) y=0, 2ax=a+ 28
mocnost mi hodnotu
(a‘.’ _|_ 23 2 .
2a4 /'
kruh X' poloméru
a: + 22
2a °’

jehoZ stfedem je bod G, tudiZ protind orthogonilné veskery kruhy K.
Rovnice kruhu X' zni

(x_a2+z-)+ (a +z)’

&ili
2 2
(Z) x'uryﬁ—“;H x=0.
Stfedy kruhi K, napliluji ellipsu v roviné z = konst.
a\? . e a:
(@) (xo'— 7) t st =—,

kterAi maA jednu osu ve sméru Ox, stfed x = %— , y=0, a polouosy
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& a '% = 0 B. Jeji dva vrcholy na mensi ose promitaji se do bodu O, A4,
-

ohniska pak maji praméty ve sttedech zdkladnich kruhu B, B’

,Rez z = konst. na ploSe isogonalni jest obalova ¢ira kruZnic
majicich sttedy na ellipse (4) a protinajicich orthogoniln& pevny
kmh (E).“

Jinymi slovy, fez z = konst. jest cyklika (Darboux), pro niZ jeden
kruh Fidici je Z a piisludna deferenta jest ellipsa (d).

Pro rizné tezy podiva ndm souhrn kruhii Z plochu stupné ttetiho,
deferenty pak tvoii ellipticky valec; stfedy G fidicich kruhi Z lezi na
parabole v roviné O x z.

Cara z = konst. se neméni pii inversi s fidicim kruhem X, jest
anallagmatickd. Obecné ma &ara bicirkuldrni 4. st. takové anallagmatie
¢tyfi; zbyvajici tfi centra anallagmatickd jsou diagonilni body iplného
¢tythranu tvofeného prisediky krubu X s deferentou (d).*)

V nasem piipadé se tyto &ary dotykaji v bod& O, (t. j. x = 0, y = 0),
a maji dva pruseky o spole¢né iiseéce; jeden diagonalni bod jest ubé&zny
bod osy Oy a piisludi mu symetrie jako zvlastni ptipad anallagmatie,
druhé dva body d.agondlni splyvaji s bodem na ose O,. Ptisluiny kruh
iidici m4 stted na O, a protina orthogonalng kruh Z, t. j. je to kruh nullovy;
nové deferenta jest kuZelose¢ka konfokalni s pavodni deferentou (d), a sice
je to hyperbola. Pro tu znime ohniska (pidorysy v B a B’); dale urtime
l;— ; sttedem délky P O, vedemc
piimku p || O 4, ktera jest osou symetrie bodidi O; a P, a musi byti te¢nou
nové deferenty ; je kolma na fokalni osu jeji, tedy je to jeji tecna vrcholova ;
tim jest deferenta uréena.

bod P na fezu pfisluiny k parametru ¢ =

Sestrojime-li hyperbolu dvojnasobnych rozméri, leZici s predeflou
homotheticky viiei bodu O; jako stiedu podobnosti, objevi se &4ra z = konst.
Jako tpatnice této hyperboly z poélu O,, jenZ lezi na jeji ose poboéné
(lateralni).

id . . . .
Bod P ((p = T) ma soufadnice x =0, y=ccose, z=csina,

vrcholova teéna hyperboly deferenty $ ma rovnici

y=%ccosu=p,

*) Vyklad zakladnich v&t sem spadajicich viz na pf, v Legons de l'agrégation
classique de Mathématiques par G. Koenigs (Paris, Hermann, 1892) str. 152 — nebo
F. Gomes Teixeira, Traité des courbes spéciales remarquables planes et gauches
(Coimnbra,* 1908) dil I, str. 234.
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stted hyperboly jest x = —a2— , ¥ =0, dilka ohniska % , tedy rovnic.
hyperbolické deferenty zni

(-—%) :

=L =

Yy
p '

~ tw

-~

tu musi vzhledem k udané hodnoté p tedy byti ¢ = % sin e = %
Po dosazeni hodnot médme tedy rovnici hyperbolické deferenty v
tvaru
44? 2x—a)?
) ¥ )

=1L
ct— 22 22

Z bodu O, na ose Oz (v pruseku s rovinou fezu) spustime kolmic:
na libovolnou teénu hyperboly % a prodlouzime ji o plnou délku; koncovy-
bod nilezi uvaZovanému fezu.

Rez z = konst. se jevi jako tpatnice hyperboly

¥ (x —a)?
(H) 22 -2 =1

4

vzatid z pblu O,.
Vsem fezdm z = konst. ptislusi hyperboly (H), jeZ napliuji plochn
4. stupné. Na této plode lezi &ary

x—a=mz y*= (14 m?)(c2—2?),;
ponévadi z téchto rovnic plyne
(x—a2+y2+2:= (1 + m)c,

nachéizime, Ze &ary ty jsou kruhy; tyto jsou v rovinich vedenych piimkou
Ay a maji spoleény stted A4, takZe protinaji rovinu x 2z orthogondln¢,
a sice v bodech ptimek z = + ¢. Tato plocha (H) sestava tedy z kruhu.
jeZz protinaji orthogonalné tfi pcvné piimky

LAy, 2.y=0,2=¢; 3. y=0, z=—c¢,

z nichZ prvi obsahuje spole¢ny jich sticd.

Inversi pro p6l A vznika z této plochy hyperbolicko-kruhové plocha
kruhii, jeZ maji spoleény stied A, protinaji piimku Ay a dva kruhy
v roving na nj kolmé, jez se v bodé A vespolck dotykaji. Tato plocha
jest krajni ptipad plochy isogonilni (a = 0, # = 0); dvojna ptimka jeji
zde polozena do 4 y.
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Dodatek II.

Chceme se tuto bliZe zabyvati orthogonilnimi trajektoriemi piimek
<borcené plochy, o niz bylo jednino v kap. II. K tomu cili bude nidm
picdeslati nékolik slov o kotdlnici 4. stupné.

Predpokladejme, 7c se vali kruh poloméru ¢ po pevném kruhu stejné
velikém, pfi ¢em% rovina hybného kruhu zustiva k rovin& pevné stejnd
naklonéna ; ur¢ity bcd hybné roviny pii tom opiSe ¢aru, kterou nazyvame
sférickou kotalnici (sf. epicykloidou) 4. stupné.

Poznamenejme M, bod na pevném kruhu, v némz kotéleni zatalo;
vzdalenost opisujiciho bedu cd sttcdu hybného kruhu znamenejme g ——
je to veli¢ina std 4 — a budiz G bod, do néjz by padl opisujici bod, kdy-
bychom v poditedni poloze sklopili hybny kruh kolem spole¢né tedny
tak, aby se sjednotil s kruhem pevnym.

Piimku sméfujici cd stfedu pevného kruhu do bodu G zvolme za
osu ¥, bod G za poéatek soustavy souradnic pravouhlych, tak aby pevna
rovina splyvala s x y. Znamename-li y tuhel sevieny rovinami obou kruhi,
¢itany kladné v polovici prostoru uréené podminkou z >0, pii ¢emZ polou-
rovina zékladni y = 0 obsahuje¢ kruh pevny, bude analytické vyjadieni
kotalnice ddno rovnicemi*)

X=vrcos@, V=rsineg,

r=(c—gcosg) (1 —cosy), z= (c—gcosp)siny,

pi1 ¢emz @ jest thel odvaleny pii kotaleni.
Z rovnic téchto vychdazi nejprvé, Ze ¢ara tato leZi na rotaénim kuzeli

¢ili
TS 4
(1) XLy z:tg 5

L)

lv|\

jchoZ osa je G z, vrchol G, a jehoZ strany sviraji s osou uhel

je tato ¢ara na kouli
(2) x2+y3+z-’+2g.\¢—2czfg%=0_.
obsahujici vrchol kuzZele G.

*) Bliz${ odvozeni nalezne ¢tendt mimo uéebnice kinematiky ve spise jiz
citovaném F. G. Teixeira, Traité des courbes spéciales remarquables etc., sv. II,
str, 348 a nésl.

Pro ptitomnou detailni ¢4ru zakladuni vlastnosti nalezne tendt té v prici
p- M. Peli3ka (O plochich vytvotenych sférickymi kotdlnicemi; Rozpravy &es.
Akad. roé&. 22, &is. 24), na jeho2 nalchavé ptdni jsem témio fardm vénoval dlouhé
studic, jez mi bude lze uvetejniti teprvé v daldich rozpravéch.
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Naopak je priset libovolného rotainiho kuZele s kouli, kterd pro.
chéazi jeho vrcholem, sférickou kotélnici. Pk tom rovina pevného kruhy
prochazi vrcholem kuZele a je kolma na jeho osu; pevny kruh je ddn jak,
prused této roviny s rota&nim kuZelem majicim svij vrchol ve stredy
koule, jehoZ strany stoji kolmo na stranich kuzele kotilnice. Bod G je
ve vrcholu tohoto a polomér pevného kruhu timto bodem vedeny uréuje
zékladni polohu (potatek kotileni) My, t. j. ¢ = 0.

Pokud jsou délky c a g vespolek ruzny, prochdzi ¢arou jeSté jeden
kuzel rotacni (ve$kery plochy 2. stupné nadi ¢aru obsahujici jsou a% na
parabolicky valec plochy rotaéni s osami vespolek rovnobéZnymi — jak:
u kazdé priisete dvou rotaénich ploch 2. stupné). Rovnici jeho obdrzim.

ve tvaru (klademe % =1g 12'-)

4yt 2gx—2cmz—w (22 yi—x22) =0,

uréime-li v tak, aby vymizel diskriminant rovnice, t. j.

l—e» O 0 g
0 1—v 0 0
0 0 l4wxv,—cx]| =
g 0 —c= 0

Tato je 2. stupng, takie ma dvojné feSeni ¥ = o, jemuz piisludi
kuzel (1), a feSeni jednoduché v = 1 davajici parabolicky valec; &tvrté
feSeni
cix 4+ g
(F—g)w

Yy =

dava kuZelovou plochu hledanou, jeji% rovnice se po kratké modifikaci

objevi ve tvaru
. c__g) :)-1 tar !( . cZ__gl )2
(3) (gx 1+n=” +gyi=un{cz T x x).

Vrchol kuzele tohoto ¥V ma soutadnice

V) xy = CE i L, Yo =10, 2, = ;g siny;

[Tl

pro jeho konstrukci poznamenejme predeviim, Ze znali-li S stfed koule
nadi &ary, vychdzi uvafovanim smérnic véta, Ze primky GV a G S stofé
na sobé kolmo.

Kromé& toho musi narysnd stopa (v rov. G x z) kuZele obsahovati
stopni b-:dy kotalnice; ty jsou patrné priseky stop koule (2) a kuZele (1)’
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razné od bodu G; jich spojivd ptimka je stopou kuZele (3) a obsahuje
bod V.

Tyto dv& vlastnosti uréuji bod V konstruktivng. Stopa kuZele (3)
na roviné G x y prochézi bodem G.

Sféricka epicykloida g = ¢ se tedy jevi jako prise dvou rota&nich
kuzeltt s rovnob&Znymi osami, z nichZ pouze jeden ma svij vrchol (G)
na &ate. Vrchol druhého kuzele je stfedem inverse, jiZ kiivka ptechazi
v samu sebe (anallagmatie).

Dotyka-li se osa rotadniho kuZele (1) koule (2), padne stizd koule
do roviny pevného kruhu a bude ¢ = 0, t. j. polomér kruhu pevného
vymizi. Cara tu ptrejde v hyppopédu, vyrazy (V) davaji x, a y, kone€né,
z, nekoneéné, kuzel (3) prechazi v kruhovy vilec sméru G z, ktery hyppo-
pédu na kouli vytina.

Obratme se nyni k orthogonilnim trajektoriim pfimek na sborcené
plose 4. stupné, kterou jsme studovali v kap. II. Jejich vyjadreni jsme
podali na str. 116 ve tvaru

X=7rcoSQ, Yy=7rSineg

r=% (l—cos2a) cosp + Ccosa

. a .
z=Csma——2—sm2acos¢p.

Znamenejme k vili pohodli

C

sine

= 1;

snadno vypoéteme, Ze
2—C,

; = —colg @,

t. j. trajektorie lezi na rotacnim kuZeli
R4 y=0e—C)iga;
mimo to leZi na kouli
2+ 4+ 22—ax—Ciz=0,

ktera obsahuje dvojny kruh (O A) sborcené plochy (P), a vrchol kuZele.

Abychom porovnali s rovnicemi (1) a (2), prelome politek do
vrcholu kuzele, kladouce

z2=C+§;
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obdrZime
§=—C, cos2a———-a2—siu 2¢cos g,
a pro rovnici koule
By E—ax+CE=0.
Trajektorie nase je tedy sféricka kotalnice ptislusna k parametrium

a 1 y .
g=——, c=—?Clcotg?, tg?

) =g’ a.

l\')]Q

Muzeme vidy zvoliti znameni #g —;— tak, aby vyslo ¢ kladné.

Pravoihlé trajektorie piimek plochy (P) jsou tedy sférické kotalnice
4. stupné. Pri jich kinematickém vytvoreni pfichdzeji dva prvky stal¢é:

délka ramene g = —% a sklon y = + 2. Rovina pevného kruhu mi
polohu

z2=0C,,
jeho polomér jest + % C, colg a.

Rota¢ni kuZely jsou vespolek shodny a rovnobéiny; jejich osy lezi
v Oz a sviraji se stranami kuzeli dhel &« Vrcholy kuZelu G lezi na O:.
stied délky A4 G je sttedem ptisludné koule (kterd prochazi zdkladnim
dvojnym — kruhem (O 4)).

Pevny (zékladni) kruh nasi kotdlnice mi rovnice

a\2 s 1 2
(x_?)_i_y':T (Clcotga), z2=0C,,

tedy kruhy zikladni, slouZici ku kinematickému vytvofeni pravouhlych
trajektorii ptimek plochy (P) jakozto sf. kotilnic, naplituji rotaéni kuicl

: 1
(4) (x — %) +y = T coty’ e . 22,

jehoz vrchol lezi ve stfedu dvojného kruhu (O A).

Zv14%tni hodnot& konstanty C = 0 odpovidd zdkladni rovina pro-
chazejici vrcholem tohoto kuZele, takie tu pevny kruh je nullovy a tra-
jektorie pitechdzi v hyppopédu.

Vedeme libovolnou rovinu z = konst.; jeji prise¢ s kuzclem (4)
je pevny kruh kotilnice, jeji prisek s osou O z je bod G ; sférick4 kotélnice
prisluin4 ke sklonu + 2 e je pak orthogonlni trajektorie pi‘mek plochy (P)-
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Prelome potatek soustavy do bodu G; pak zngji rovnice koule
. kuzele jak nésleduje:

*t+y+E—ax+C{=0,
R2+y — §igga =0;

odeétenim vychazi rovnice parabolického valce
§:—axcosa + C,§cos’a =0,

na némz leZi trajektorie. Rovnici tu lze psiti

v
(C—l— Tl)Clcosfa)==axcosfa + -i—Cl"cos‘a;

jcho stopa na narysné ma stily parametr — acos?e«, a jeji vrchol

2
1 )
§=— > C,cos'e
¢ili
. | B . Ci2cos’a
z—C,(l— 3 coS a), x_____4_a___
opisuje parabolu
. 22 a(l 4 sin’e)?
) x cos* a ) ¥y =0

Veskery parabolické vélce naSich trajektorii jsou vespolek shodny
a vzniknou translaci jednoho z nich; mimo to se dotykaji vepsaného
valce parabolického (sméru O y), a kazdy z nich obsahuje ptislu¥ny vrchol
kuzcle G.
,,Posinuje-li se parabolicky vilec, kolmy na nirysnu, o para-
metru % a cos? e, tak aby jeho hlavni rovina zustivala rovnobéznou
s Oxy a vrcholovd hrana protinala parabolu (5), bude valec se do-
tykati opsaného vilce ve sméru Oy, a jeho prise¢ s kuZelem (G),
jehoz vrchol je prusetik hybného vilce s osou Oz (vzdilen&j$i od
roviny O x ¥ neZ vrcholova hrana vélce), bude orthogonalni trajektorii
pfimek plochy (P).*
Tyto vytvotuji se tedy jako proniky shodnych parabolickych vélcu
se shodnymi rotainimi kuzeli, pti vhodném posinuti obou ploch. —
Teény ve dvojnych bodech G naSich trajektorii budou tvofiti jistou
plochu, kterou chceme uréiti. Tyto te¢ny tvoii prised kuZele (G) s teZnou
rovinou koule v bodé¢ G vedenou.
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Te&nd rovina koule
¥4ty +2=ax+4C,z
v bode¢ G (0, 0, C,) mé rovnici
aX =C,(Z—-C).
Jeji pruseé s kuZelem
X+ Y= (Z—C)lga
tvoii par teen piiéluélné trajektorie v bod¢ dvojném G.
Z téchto dvou rovnic vylu¢me C,; kladme colg @ = k, méme po-

stupné — pidice malé litery misto velkych —

z2— 1=Ie\IJc=+y2,
(z— kVa2 + 9 kVx® + 92 = a %,

a odtud
(6) R+y+axtgia)?= (x4 y?) 22ig%a.

Plocha (P) ma rovnici

(x2 4 y*—ax): = (¥ 4+ »?) 22 coig? @;

rovnice (6) z ni vyjde po zaméné «, a4 za % — @, —aig? a, a odtud véta:

,»Tetny pravothlych trajektorii ptimek plochy (P) v jich dvoj-
nych bodech tvofi sborcenou plochu téhoZ typu (P,), kterd ma tutéz
dvojnou pfimku O 2, dvojny kruh

»¥+y taxigta=0
2 ” ‘“
a thel 5 ¢
Souvislost tato obou ploch je reciproki.
Prusecnice obou ploch sborcenych sestiva z osy O z a z hyppopédy
na valci

x* +y'—’—%‘i%= 0, k= cotge.
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vytvoiené trajektdriemi. Komplanace a kubatura
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kterou obaluji tetné roviny v bodech dvojného kruhu; jeji oblouk

kruhem dvojnym (O A) protinaji plochu v ¢ife konicko-sférické. Na plose
jest dvé fad ao! sférickych kotilnic 4. stupn&. DPruse¢ plochy s rotaénimi
kuzeli s osou Oz sestava ze dvou &ar 4. stupné. Plocha (I’) jako couhrn normal
sférické kotalnice. Konstruktivni uziti tezit z = konst.; konstrukce tecné
roviny; rozvinutelnd plocha te¢nych rovin v bodech dvojného kruhu .

stoji na sob& kolmo, jsou v roviniach teénych o praméty jejich jsou stro-
foidy. Te&né roviny, pro n&z tento dvojny bod je spoletny, obaluji rotacnl
kuzel. Jeho dotykova &ira jest hyppopéda. Rezy s rovinami teinymi
kruhu (O 4). Rezy v rovindch kolmych na rovinu zikladni. Jich asymptoty
vedou ke plocham obecné&jsim. Kinematické vytvofeni plochy (P)

Dodatek I. Ciry z = konst. na plose isogondlni jakoito Darbouxovy

cykliky. Jejich vytvoteni jako tupatnic hyperbol.

Dodatek II. Pomocné véty o sférickych kotilnicich. Pravouhlé tra]ektorle

pHmek plochy (P) jsou sf. kotdlnice; zakladni kruhy lezi na rotadnim
kuzeli. Céry ty se vytvoH jako promky shodn) ch para.bohck)’ch vélcu se
shodnymi rota&nimi kuzeli. . .. .
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. 106
. Koule prochézejici kruhem dvojnym. Rotaéni plochy 2. stupné prochdizejicl

.10
. Rovinné fezy, pro néz tecny primétu ve dvojném bodé na kruhu (O 4)
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OPRAVY.

Str. 37, obr. 5: Zna&ku » na piimece U’S &ti V.

str. 39, obr. 6: Bod P bud ve sméru VP posinut o 9 mm.

Str. 63, obr. 8: Pismé K na tiseéce Oo &ti K’.

Str. 102, obr, 11: Misto 0', &ti Q).

str. 103, obr. 12: Pism# a, na pravo od bodu 4 pod osou &ti a's.
Svisld ¢ira nad lit. P, v levo nepatii do vykresu.

Str. 118, ‘obr. 15: Misto &; &ti &P,

XXXVI.
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