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Lathyrus montanus Beruh. Chotěboř: v Obolcích (Dvořák)! und bei 
Habry in Wäldern (J.)l Mönchsbusch bei Bilm (Č)! 

Lathyrus niger L. Berge um Aussig, Bilin (č). Ledce, Kostelec a. 
d. Sáz. (V)! 

Lathyrus albus Kittel. Mönchsbusch bei Bilin (č)t 

43. 
Sur une démonstration du théorème de Gauchy sur 

les Intégrales prises entre des limites imaginaires. 
Par M. Lerch, docent & l'école polytechnique tchèque de Prague. 

(Présenté par M. Ed. Weyr, dans la séance du 9 Décembre 1887) 

Les formules développées par Cauchy dans son „Mémoire sur 
les intégrales définies"*) ne sont que des conséquences du célèbre 
théorème de l'immortel géomètre et bien qu'elles n'en sont que des 
cas particuliers, elles nous donneront néanmoins la démonstration de 
ce théorème dans le cas général. La formule qui nous fournira cette 
démonstration a valu à, M. A. Ennejper**) deux évaluations d'une 
intégrale Eulérienno de première espèce. Le théorème de Gauchy, 
combiné avec leB principes de la théorie des fonctions imaginaires, 
lui aurait pu suggérer une démonstration plus simple, qui ne re-
pose pas sur la considération des intégrales doubles et n'exige 
aucun calcul. 

1. Etant donnée une quantité imaginaire on peut mettre 
chaque quantité imaginaire e, affixe d'un point appartenant à l'aire 
du triangle (o, a, a + ^ 0 dans le plan***) (z), d'une manière univoque 
sous la forme 

2 = x(a + tí), 
où ¿, x sont des variables réelles, la première entre les limites ( o . . . b), 
la seconde entre ( o . . . 1). Une fonction J\z) s'appelle une fonction 

*) Mémoires présentés par divers savants Si l'Académie royale des Sciences 
de l'Institut de France, T. I, 1827. Le mémoire en question à été. lu 
à l'Institut le 22 août 1814. 

**) Nachrichten von der Kôn. GesellschaCt d. Wisa. und der Georg-Augusts-
Universit&t zu Gottingen. 23. M&rz 1886. 

***) Jo represento par (z) le plan représentant la variabilité de s. 
T&: HathenuUlcko"pTiradoT6doeká. 43 
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synectique dons une région du plan (2), si elle est une fonction 
finie et uniformément continue des deux coordonnées du point z dans 
cette région, et si elle y possède une dérivée finie et déterminée f(z) 
qui est une fonction uniformément continue des dites coordonnées 
correspondant aux points e dans la région considérée. 

La fonction fîz) étant supposée synectique dans l'intérieur et 
sur les limites du triangle (o, a, a -f- li) nous aurons 

La valeur commune des deux membres de cette équation est 
une fonction finie et uniformément continue des coordonnées du point 
s, fonction que je représente par ç>(ÏC, ¿); donc il subsiste l'équation 

1 b b 1 
J*dx Çg>(flî, t)dt ~ J*dt J*g}(xjt)dx. 
o a 0 0 

En y remplaçant <p(x, t) successivement par les deux expres-
sions (1) il vient en posant, pour abréger, c a~{-bi1 

1 1 * 
(2) Jf(cx)cdx — Jf(ax)adx — ffla + it)idt. 

0 0 0 

Or on a, par définition, 
I «+M 

jf{cx)cdx — Jj{z)dz, 
e 0 

1 « 
J*f(ax)adx = Jfîz)dz, 
0 o 

b a+bi 
+ it)idt - Jflz)dz, 

• a 

les intégrales des seconds membres se rapportant aux chemins recti-
lignes. Donc l'équation (2) devient 

a+W a a-\-bi 
(3) ffiz)dz=fftz)dz+Jf(z)âz 
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et elle exprime que l'intégrale 

/f(z)dz 
(o, a, a+W) 

prise le long du contour du triangle rectangle particulier (o, a, a + In) 
est égale à zéro. 

2. En posant dans la formule (3), z = a-j-6î—z' et écrivant 
f(z?) au lieu de fia + bi — s*) il vient 

o-J-U bi a+bi 
(3bis> y > w d b = y y w * + y / ^ , 

O o bt 

les intégrales se rapportant à des chemins rectilignes; cette formule 
peut s'exprimer comme il suit 

ff(z)dzzzO. 
(o,K o+W) 

On déduit par un changement de variable de la foi-mule (3) 
la suivante 

/ / W & i 
(a0, a, a+ftO 

l'intégrale étant prise le long du contour du triangle (a^ o, a + bi) 
dont le côté (a0 . . . à) se trouve sur l'axe réel. 

Étant donné un triangle (0, 1, c), où la partie réelle y de c est 
entre les limites ( 0 . . . 1), on voit que 

/ / ( * ) & = f j \ z ) â * + J f ( z ) ^ = 0, 
(ü,l,C) (0,yfC) (y, l» c) 

la fonction /(z) étant supposée synectique à l'intérieur et sur la péri-
phérie de ce triangle. 

3. Soit enfin (C|, ct, c,) un triangle rectiligne quelconque et f(z) 
une fonction synectique à son intérieur et à sa périphérie. Soit 
un sommet dont la projection sur le côté opposé se trouve sur ce 
côté. Posons 

« = (* — + ̂  43* 
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de sorte que 

Si le point z parcourt les côtés du triangle (c,, Çj), le point 
u décrit les côtés du suivant (0, 1, e), où cr= 01 , et si z appar-ié — 
tient à l'intérieur du triangle (c,, Cj, Cg), la même chose aura lieu 
pour u par rapport au triangle (0, 1, c), et nous aurons, par définition, 

Jf(z)dz = /f0(u)du, 

où nous avons posé 

f0(u) = — C j / f o + ( C j — C > ] . 

La fonction /0(w) étant évidemment synectique dans le triangle 
(0, 1, c) et la partie réelle de c étant évidemment entre les limites 
(0 1), il vient 

f f(z)dz - 0. 
(ei,«iteM) 

D'ailleurs chaque polygone rectiligne simple pouvant se décom-
poser en triangles, on voit facilement que le théorème suivant a lieu : 

„La fonction f(z) étant supposée synectique à l'intérieur et sur 
la périphérie d'un polygone rectiligne simple (et à distance finie), 
V intégrale 

prise le lona du contour de ce polygone est égale à zero.u 

Ce théorème particulier suffît pour déduire toutes les propriétés 
fondamentales des fonctions d'une variable imaginaire, de sorto qu'ou 
n'a pas besoin d'introduire les .intégrales curvilignes dans les éléments 
de la théorie des fonctions. 

4. Pour établir le théorème de Cauchy sous sa forme la plus 
générale nous aurons besoin du lemme suivant: 

„La fonction f(e) étant synectique dans une aire 9t', et 91 re-
présentant une région située toute entière à l'intérieur de la 
quantité 
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f(z + h)-jiz) 
h 

sera moindre en valeur absolue qu'une quantité donnée d'avance, si 
la quantité | h | sera inférieure à une certaine limite couvenablement 
choisie, et cela pour tontes les valeurs de z appartenant à l'aire St." 
Cette propriété s'exprime en disant, que la fonction f(z) est uni-
formément différentiable dans la région $1. 

Ce lemme se conclut facilement du théorème de Taylor que nous 
allons prouver sans faire usage des intégrales curvilignes. 

1 
5. La fonction — n'étant pas synectique dans une région con-

Z 

tenant l'origine z = 0 dans son intérieur, le théorème démontré dans 
le numéro 3 ne lui est pas applicable. Or il est aiBé de voir que 
l'intégrale 

prise le long d'un polygône rectiligne contenant l'origine à son in-
térieur ne dépend point de la forme particulière de ce polygône. 
Donc pour obtenir sa valeur pour un polygône quelconque il suffît 
de l'évaluer pour le carré ( — l — t, 1—»", 1 + t, — 1 + 0 - On 
tronvo de cette manière 

f *dy . - 2 / * 
* ¿x x + { 

dx 

~2i J 1 + œ» 
—î 1 

r dx 

—i —i 

Considérons maintenant l'intégrale 

(1) 

prise le long du contour d'un polygône rectiligne contenant le point x 
.dans son intérieur, la fonction f{z) étant supposée synectique dans 
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ce polygône. D est aisé de voir que cette intégrale ne change pas 
quand on substitue à ce polygône un autre qui lui est intérieur et 
contient aussi le point x dans son aire. Remplaçons le par un carré 
ayant sont centre à as, et supposons que la moitié do son hypothé-
nuse soit moindre que la quantité £ telle qu'on ait, pour chaque 
valeur de h dont le module est inférieur h e, l'inégalité 

â étant une quantité donnée d'avance. 
Grâce à cette hypothèse, on aura, dans l'intégrale (1), 

f(z)z=fix) + (z~-x)f(x) + {z^x)Vt, b,|<d, 

et, par conséqueut, 

f ^ = ™ f - ^ r / * + M 
Or on a, d'après l'inégalité et d'après le théorème 

que nous venons de prouver, 

/dz= 0, |yrç,<fe|<8«J 
et l'intégrale 

r dz 
J z — z 

étant, d'après ce qui précède, égale à 2ar», nous aurons 

| r 
| J Z X 

2x1. f(x) 8âs, 

et comme on peut supposer « < 1 , lo premier membre étant indé-
pendant de â, il devra nécessairement s'aunuller, de sorte qu'il vient 

Supposons maintenant que la fonction /(z) soit synccliquc dnns 
une aire finie et considérons un point x0 h l'intérieur de cette 
aire. Soit C un cercle du centre x0 et qui se trouve à l'intérieur 
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de l'aire SI. Étant donné un point x à l'intérieur de C, on peut dé-
terminer un cercle C' intérieur à C contenant le point x à Bon inté-
rieur. Il est toujours possible de construire un polygone rectiligne F 
circonscrit à C* et placé à l'intérieur de C. Nous aurons évidemment 
d'après ce qui précède, 

/ i S H 2 » ^ ) . 
r et d'autre part 

Gomme on a, sur le contour du polygône r1, 

œ— «o < 1 , 

il est aisé de voir qu'il s'enBuit 

Um = n- » \ » — a« / ^ 
d'où il vient 

(2bis) / (* ) = ¿ ^ ( s - ^ ) ' , / ¿ r 
«=0 r 

/(gVfe 
x0)»+l ' 

pour chaque point x a l'intérieur du cercle C. 
C'est de la formule (2) ou (2bis) qu'on peut conclure le lemme 

en question. 
Nous avons en effet, d'après (2), la formule 

• - « , • 

r étant un polygône rectiligne contenant à son intérieur les quantités 
œ, as h et la fonction f(z) y étant supposée synectique. 

On peut toujours construire un polygône rectiligne Bimple F 
placé à l'intérieur de 8t' et tel que la région SI lui soit intérieure, 
en supposant ces deux régions limitées par des courbes simples. La 



680 

fonction jiz) étant Bynectique & l'intérieur de SI' et chaque point 
x, x-\-h étant snppoaô à l'intérieur de 81, on voit que l'équation (3) 
subsiste pour toutes ces valeurs de x et h. Or en représentant par 
A la plus courte distance du contour de r du celui de 9, par M 
le module maximum de /(z) le long de F, par L le périmètre de r , 
il est aisé de voir qu'on a 

l / -
ma* 

(z— x)\z — x — /») 
M.L 

X3 

de sort que l'équation (3) nous donnera 

M.L.j. 
<-73—l7 t l i 

ce qui montre la différentiabilité uniforme des fonctions synectiques. 
6. Soit f(z) une fonction synectique à l'intérieur d'une aire 

simple SI et considérons un ligne courbe fermée et simple C placée 
à l'intérieur de SI et ayant une longneur finie. On démontre aisément"1) 
qu'on peut déterminer un nombre positif e telqu'on ait, pour chaque 
polygone (z0, s, a* . . . inscrit à C ayant ses côtés inférieurs à c, 

»-1 , 
j ( v f - i 
C v=Q 2 ' 

â étant une quantité positive donnée d'avance. 
On aura de plus 

m -/(zv)+{z- ^ o g + ( • ) 
et on peut supposer £ assez petit pour que l'on sut, pour 
l'inégalité 

«F étant une quantité donnée d'avance. 
Donc il vient 

*) Voir p. ex. le Cours d*analyse de l'Ecole Polytechnique de M. Camille Jordan. 



«H-i 
/ /(*)<& = + K v + i -

ZV+1 
+ f (z — zv)ijv(z)dz, 

ZV 

d'où il Buit 

Zy+1 H — 1 

2 j f Mà* - — 
*=° Zy 
H—1 M — 1 

= i Z I (e»+i + 2 / »=0 »=0 Zy 

Or on a, en reprônentant par M* le module maximum de f(z), 
et par U une quantité qui est supérieure aux périmètres de tous les 
polygônes inscrits à (7, les inégalités suivantes 

n—1 
2 ] ( v h 
9=0 

Cel/M\ 

»-1 z*+i 

2 y (2 — 
K=0 Zv 

Cel/â* 

De plus le polygone (z01 —0 se trouvant à l'inté-
rienr d'une aire où la fonction /(z) est synectique, nous aurons 
d'après le théorème démontré plus haut 

1 Zv-j-l 
2 / o, 

de sort qu'il vient 
Zv 

M—l 

r=0 
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en prenant donc £ tel que 

nous aurons 
fflz)dz<â, c 

d'où il est aisé de voir qu'on a 

ff(z)dz = 0, 
c 

ce qui est le théorème à démontrer. Remarque. On voit que l'emploi du lemme sur la différentiabi-
lité uniforme des fonctions synectiques n'est pas indispensable pour 
la démonstration du théorème. Il suffit de faire voir que le quotient 

M-fM ,|.-»|<. 
Z Zp 1 ' 

a une limite supérieure finie de son module,-quelle que soit la quan-
tité zv supposée sur la courbe C. Cette propriété eBt verifiée par un 
théorème dû à M. Mansion*) savoir 

h 

où X est une quantité d'un module non supérieur à V^i et où ® est 
une quantité réelle entre les limites (0 1). Ce théorème étant 
démontré d'une manière élémentaire, on peut le substituer aux con-
sidérations que nous avons développées dans les nOB 4 et 5. 

Deuxième remarque. Une autre démonstration, la plus remar-
quable parmi celles qu'on a données jusqu'à présent du célèbre théo-
rème de Cauchy a été signalée par M. Kroneeker dans les Sitzungs-
berîchte der kôn. Preuss. Akadcmie (1er Wissenschafton zu Berlin, 
30. Juli 1885. 

*) Voir à ce sujet un mémoire de M. F. Gome* Teixârn dans son Jornal de 
Sciencias Matfcematicas e Aatronomîcas, t. VIII., p. 20, ou le Ourso de ana-
Jyae infinitésimal du même auteur, p. 298. Le fhéordme de M. Mmwon est 
analogue h un théorème de M. 2)ar?>oux; or celui-là a étô établi d'une manière 
plus simple de Borte qu'il est applicable dans les éléments de la théorie. 
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