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ELEMENTARNE STANOVENI

ASYMPTOTICKE HODNOTY LEGENDREQOVYCH MNOHOCLEND.

Narsa. M, LERCH.,

PREDLOZENO DNE I0. RIJNA 1891,
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1. Maclaurinovskym rozvojem funkce proménné «
(1 —-—._L__—/-:1+X.u+X,a’+...+xna"+.. .
\V1—2az+ e
definované polynomy X,, X,,... X, ... sluji Legendreovymi; je tu totiz X,
celistvou funkei x stupné n, a sice sudou neb lichou, jak jest n sudé neb liché.
Znag&i-li ¢,, o, kofeny rovnice kvadratické
1—2a¢x+ a*=0,
takZe ¢, ¢, = 1, bude
1—2ex+a*=(1 —o,a)(1— 0, @)

a rovnici (1) lze psdti

. 1 - . o

n=0

kde za odmocniny V1—g¢,« V1—¢,« dluZzno voliti t. zv. hodnoty hlavni,
jichZ &dsti realné jsou kladny.

Ukolem nadim bude odvoditi vzorec, kterym se da X,, pro velikd # sbli-
Zené vystihnouti.

Za tim vcéelem differencujme rovnici (1) neb (1%):

o0
.—_Ei:‘i’ . — Z ' ”x”a”—l__—v’
(11— (1—(',“)” n—1

a utvofme rozvoj vyrazu

v — r—u« I a + a'
(1—9'1“)4 (1—ea)?®(1—e “)g A —ea)? l—eu«

+0,

kde U jest fada obsahujici vesmés kladné mocnosti velitiny 1 — g, «. Pfi

tom pFedpokldddme, Ze | o0, | < 1|0, takZe U jest holomorfni uvnitt kruhu

|@| =9, |, a fada tamtéZ absolutné konverguje. Velilina @, jez jediné nds
bude zajimati, md hodnotu

lim va- (),a)i = lim —Z£=%

e= 1 a=¢ (1—ea)

[
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t. .
) a= o

jez konverguje absolutné uvniti kruhu |e| =]g,|, a tedy téz pro « = ¢,; bino-
mialn{ fada V' 1 — ¢, o« = X¢', « konverguje pak jesté na mist& @ = g,, a sice
absolutn&, takZe soucin

U\,/l——;,:: Z C c‘val“+‘"
v

bude dvojnisobnou fadou absolutné konvergentni.

Odtud plyne vi¢i nerovnosti

|Z|cc = cMc‘v ,

ptrv=n p-tr=n

Ze téZ mocninovy rozvoj

(o o)
U\/l—e,u = E a”a"

”n=

(=]

konverguje absolutné na misté¢ @ = o,.
Ponévadz pak

a a'
A—gal  d—eut

VYV = +U\/t—q,a'

obdriime dosazenim rozvoji za jednotlivé leny:

"1 357 @n—1)  a—1 _n—1
Z”xn“ = 3 4.6...2n—2) % “

1.8.5...20—8) , n—1 _n—1
+Z 2.4.6..0n—2 °® “

+ Z a” a”

a odtud porovninim soudiniteld pii o

2n

—_— 1.8.5... —3 —
o lax, = 5 eCr= R (@n—Data]+a, ;o]
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Tu jest ale, jak zndmo,*

1.3.5..en—8 _ '+&
2.4.6...2n—2) — V;;v n—eo ™
a tedy
_ ' ‘(1 +5 ) _
" \/7{ Zn T3 )+[ +a"_10, l]'

Veli¢ina v zivorce | | blizi se nulle pro veliki »n a tedy lze ji psiti ve
tvaru ‘.)a\/—"— 8y, kde lim é', = 0; bude tedy
b4 = oo

) g|n~1nxn:2a \/—;—-(l—\l—sn).

kde polozeno
1
n = (1—-27) (L4 8y) + &'y s
a tedy
lim &, = 0.
= oo

Klademeli, jak z kvadratické rovnice plyne feSenim,
e, —z— Va1 o,=xz4+ Va1,

takze dluzno predpoklddati

CY) |z4-Var=1|>1,
bude
= _ETe Vazr—1
U—o! 1—eyt

kde jmenovatel ma realnou &ast kladnou. Avsak
1—e,*=2¢,(¢,— %) =2, V2 —1,
tedy
(A—eyi=2¢ Vai—1\2e, Va1,
kde odmocnina ma realnou ¢ast kladnou. Z toho plyne

Q0
2\”2 \/, Vr"—l

kde jmenovatel je kladny ve své cdsti realné.

* Viz na pt. Cours de M. Hermite, 4. vyd,, 1891 (PatiZ, A. Hermann), p. 116, kde
vysledek ten dokdzdn zpisobem velmi zajimavym.
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Dle toho obdrzi vysledek «) tvar

X “ A+e,)
— ' e ).
n V2nx Vo, Va:‘—l
aneb
, V-1 .'c+V:c —1
3) X, = ‘”wm \/ e e,
s podminkami
/ 1'_
z+ Vzr—1 I >>1, real.d. -’54‘;\;!_%1 I ~0,

pfi emZ ¢, zna¢i nezndmou veliCinu, kterd jest ale pro velikd # velmi malou.

2. Vzorec (3) vyjadtuje t. z. asymptotickou hodnotu funkce X, (pro ve-
likd n). Vysledek ten lze rozmanitym zpiisobem zobecniti. Tak na pf. mi-

zeme zcela podobnou cestou dospéti k asymptotické hodnoté¢ veli¢iny Y,, defi-
nované rozvojem

oo

1
4)
“ V= eo @ - e, (1—epe) Z

n=

kde o,, 02,4 0p jsou konstanty, z nichZz g, mad nejvétsi a ¢, nejblizZe mensi
absolutni hodnotu.

Pisemeli

P
o (Q—e,e)=1+roatre+...+r o?
¢=1 p

obdrzime differencovanim ze (4)

r, —}—‘a’r,az-i—E}r,m’-{-...—i-prpa:p_l

I B =9 n—1 __

) ; E n Yﬂ « =V.

o (1—e,

¢=1
Podil
V_._.
Vi— o«
1 1
jest jednoznaénym uvnitf kruhu || = |7, |, uvnitf néhoz leii téz bod T, .

Ustanovimeli tedy vhodné konstanty a, a’, bude rozdil

U= | 4 _ a a
- Vl-—(;; (1—e0,0)? 1—¢,

holomorfni funkci uvnitf tohoto krubu, a di sc tedy vyjddriti fadou 2 ¢, «”
absolutné konvergentni uvnitf tohoto oboru. Z toho se snadno odvodi, e

rozvoj funkce
UVi—eua= Z a, o

konverguje absolutné na misté¢ « = —-
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Jelikoz pak
Vo —r— + - - + UV1—gua>

mdme po dosazeni rozvojfl

— _ 3.5.7.. ()n—l) n—1 n—1
QZ"Y ST = 2.4.6...2n—3) “¥ «
3.5

a odtud
1.3.5.7...Gn—3) n—1 .
Y, = 5T6.@n—2 © (@r—Da+ta) +a, s
jelikoz

konverguje absolutné, soudime z toho podobné jako ptedesle, Ze bude

. a n—1
Y, = Vian N (I+e,),
kde lim ¢, = 0.
Aviak
N r|+2"'19|_l+---+P’p Ql_Prl
a = lim V.l —qe)! = — —- - ,
1—e, =0 4 (1
c=2\""¢%¢
a tu
. . p e
r, 4 2r,0, "+ 8,0, ... - p7, 0" Ftl=__o I (1__" ,
¢ =9 ('f}
takze
4
a—_ge i1 SR ’
6 =92 e _ 9
kde odmocniny jsou kladny ve svych é&astech realnych.
Mdime tedy
ot B\ e
. Y =L oI (1-4-¢ Iim ¢, =0,
(4 ) n Vnar ¢ = \/ e — @, + ) n
Pripomenme, Ze z rovnice
— 1 = E 'y” o
\/l+r,a—|—r,u’+ rp of
Rozpravy. Rotn. 1. T#. 1I. €. 8. 5
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plyne, Ze Y,, jest celistvd racionalnd funkce veli¢in r, r,,...7,5; o, jest reci-
prokd hodnota absolutné nejmensfho kofene rovnice
l+r,a+r;a’+...+rp of =0;

z rovnice (4*) pak médme

1
— Y
e, — lim Y”" = lim ‘nljll,_
n = oo n=o0 n

3. Abychom naznaéili jiny zplsob generalisace vysledku (3), uvazujme
celistvé funkce Z, definované rozvojem

[~ =]
()] A—l—f—g~ = E z, o .
—_— ?
(1 —2ax + a? o 0
Differencovanim obdrzime odtud
o0
2u — r—e« i :ann n"_lz V.

(1—2aa:+a")”+ gy

Jmenovatele levé strany mozno psati
1-ew* Tl qg—egu*T!,

kde 9,, 0, maji tyZ vyznam jako v odstavci |. a mocnosti znaéi hodnotu hlavni
(danou rozvojem binomialnym).

Funkce
14 a a'

U= — —_
(l——-e,a)l_"' (1—e,@)? l1—9,a

bude za supposice
kruhu e =

0,1 =10, | pfi vhodné volenych a, a' holomorfni uvnitf
0, | a rozvoj Maclaurinovsky funkce

U(l—o,a)l—“: a, o™

bude konvergovati absolutné na misté « = ¢,, pfedpoklidaje, ze veli¢ina 1 — p
jest realnou a kladnou. Pak ale mame
a a'

r=-— 4 —
-ea Tl  (1-qa

+ =gl tU,

aneb po dosazeni fad a porovnini soucinitelfi:
- —1/—p—1 -1 —1/— .
nZ, =" () ee T =TI e T e,

Avsak

gt SRRV ES S y ()

n—1 'mICEe+1)
n—1/~ Cm) ) °
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a dile:
Fp+n _ . _
~TFm =" (1+aﬂ) ”l;mwa"_o.
Nisledovné obdrzime
_ n'a n--1 X e ag .
"Z = Te+1 [ (1+3”)+‘*r@)— [ (l+3")+aﬂ_1;
uvdzimeli, Ze fada
Ly a, 1 gln -
konverguje absolutné, a tedy
lim Ty g,”—l =0,

nalezneme pfi >~ 0 podobné jako v odst. 1.
nZ —-———— ¢ '—1(1+z-"), lime, =0.

Dosadimeli sem za a hodnotu

a= lim V(l—q.‘u)”+'1: lim 2p - ——— g
1— g == « =g, A—euf T

tedy
Lrzt—1 — B 1
a—ertl T e g

a=2p ——

kde ve jmenovateli pﬁchézcjlm mocnost zna¢i hodnotu hlavni, obdrzime

@ — I —
@) g (T ),
kde
! z+l/zv =1 | ™~1 ,
a mocnost
z+ |zt - —':)“
I/I’—l

znadi hodnotu hlavni.
Jak snadno nalezneme, jest

1]
SR NGDOICD T

¢~=0

kde —2”— znaéi bud - neb " -l, jak jest » sudé neb liché. Jinak psino,

-l

"
A
— Z(_l)a(p+:::—l) (n:o) (23:)”—20‘ )

=0

bude

b*
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Démonstration élémentaire de la formule asymptotique relative
aux polynémes de Liegendre.

Dans cette note nous avons considéré les polynbomes X, et Z, donnés
par les développements par la série de Maclaurin

- o 4\ ’
\/1—201:1;—}—«’ Z o

1 —_ - ~
= 2 Zye® | 01,
(I—Qaa:—}—a’)" " —

ct avons obtenu leur valeurs asymptotiques sous la forme

(z+ Va:'—l) z+V \/:c’—‘i—
Xn o V2n1: V.’c"—l 7

g1 e
. n t—1
Z, OO — (x4 Var—1)" (x—ttf——’ ) ,
2% I (u) Vol
ou l'on suppose 'z \'e2 =1 1, ct les quantités
e 2 —1 (z{[/&;}—l )!‘
lrat—1 Iz =1

représentent les valeurs fondamentales des puissances de la quantité

z+l/xr—1
| z7—1

qui cst bien définie par la condition appelée ci-dessus.

Nous avons démontré¢ aussi que les fonctions enticres Y,, donndes par le
développement

1
o — ——rs Y. n
\/1+ru+ru"+ +r o? Z e

ont pour valeur asymptotique l'expression

n —

““ 4 \/5
Lnz g_2 t — Q¢

-1
o, représentant la plus petite racine, en valeur absolue, de I'équation

147 ... 4rpa® =0
et ¢, ¢tant les inverses des autres racines de cette ¢quation.

Nos démonstrations réposent uniquement sur la comparaison des coeffi-
cients dans les développements, par la série de Taylor, de certaines fonctions
trés simples.
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