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NOVE

ODVOZENI LEGENDREOVA VZORCE
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Vzorec nadepsany odvodil Legendre ve svém klassickém spise o inte-
grilech elliptickych v IL sv., str. 536. TymZ vzorcem zabyval se dile Jacobi,*
jemuz podobné jako piedchiidci jeho usla jednoducha podstata tohoto zjevu
nikterak neobycejného. UkaZeme, Ze vzorec ten plyne bezprostfedné pomyslnou
substituci uzitim véty Cauchyovy o integraci v oboru pomyslném, a ponévadz
jest jen velmi zvlastnim piipadem obecnéjsiho theorému, obritime se k od-
vozeni tohoto.

Budiz f(¢) funkce jednoznac¢nd uvnitf kruhu ¢'=1 v roviné slouZici ku
znazornéni komplexni proménné ¢, a pfedpoklidejme, Ze f(f) pfipousti inte-
graci podél obvodu tohoto kruhu. Necht ma ddle f(¢) uvnitf kruhu pouze
koneény pocet mist zvldstnich, a to pdly stupné prvniho ¢,, €s,... ¢, O TE-
siduich R,, R,,... R,, rizné od mista £ = 0; konecné¢ znamenej nim a
kladnou veliéinu realnou a mensi neZ 1, tak aby mezera (0....a) neobsaho-
vala péla ¢ funkce f(¢).

UvaZujme pak integrél

2

J::ff(c"q7)e°“.q’(1-—2acosq:+a’)ﬂ_ldcp )
0

kde # md realnou ¢&ést kladnou, « je celistvé a «-— 3 md realnou &ist vetsi

neZ — 1, mocnina (1—2a cos ¢ + a")p dédna jednozna¢né¢ fadou binomi-
aln{ a znadi t. zv. hodnotu hlavni.

Substituci ¢'? = ¢ obdr integral tvar

J:_e/ f(c)c“"‘u—at)ﬂ“l(l—i:)p ~las
¢ =1

kde integrace dé&je se podél kruZnice |¢| =1 ve sméru kladném.

Funkce f(¢) (l—at)ﬂ—l g1 jest jednoznaénou uvnitf kruhu |¢]| =1,
—1
ale funkce (l — ‘—: i jest viceznaénou na mist¢ £—=a i na £=0. Ve-

demeli viak fez (0....a), &imz kruh pfejde v obor [t], bude funkce pod

* Formula transformationis integralium definitorum. Crelletiv Zurnél sv. 15.
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znamenfm integradnim v tomto oboru jednoznaénou. Pro ¢|>a jest funkce

—1
(l—- _‘ti)ﬁ ddna binomialnim rozvojem a znadi tedy hlavni vétev mocninové

a
funkce, t. j. je tvaru (F—1) log ([__t), kde logarithmus md pomyslnou &dst

v mezich (—n...n). Podriimeli tuto definici, bude funkce jednoznacnou
v oboru [t], a md v bodech na levé resp. pravé strané fezu (0...«) hodnoty

—t -1 .
e(ﬂ—l)log(n—ﬁ‘!ﬁ):ew—1>[log(°, )+nﬂ:(9{_‘,,)ﬁ LB—Dmi

e(ﬂ —1)log (l — t——_a()j):e{ﬁ —1)[log (P{J) — ni] — ("l—ji)ﬁ - I'E‘ﬂ—'l)m .
Integral

—1
J‘:-if/(t)t““l(l—at)ﬁ"l(1 —i;)ﬂ dt

(¢)
vzaty v kladném sméru podél obvodu oboru [¢] rovnd se dle zndmé véty
Cauchyovy souétu residui funkce integrované na pdlech ¢,, ¢,, ... ¢,, nisobe-
nému 274, a tedy znalili R,, R,,... R,, residua funkce f(¢) na téchto pdlech,
které budles stupné prvniho, obdrzime

J'= 2x ZRv(l—acv)ﬁ_l(l——g) et
v=1 v

Aviak integrdl J' sklddd se z integrdlu podél kruhu |[¢| =1 a poddl
fezu (0...a), takie

0
J=J —idf=Dmi [ep g qpf—la_pf—14—Fge

a

a
—ie_(ﬂ_”’"ff(t)(l—at)ﬂ_l(a—t)ﬂ_lt“_ﬂdt ,
0

takZze porovnanim obou hodnot J* mdme po jednoduché moditikaci:

2n
‘/f(ei¢) c'“.q’ (1—2acosg +a’)ﬂ—1dtp
0

a
(1) :2sinﬁnff(t)t“_/’(a—t)ﬂ_l(l—at)ﬂ_ldt
0

. 1 a)f—1 1
+2wZ Rv(l—acv)ﬁ_ (l—c—) c:‘_ .
v

V]

162



41

Volimeli f(t) = t", kde n je kladné celistvé &slo, odpadaji veskery pdély ¢
a tedy viecka R, — 0, takie nachdzime pro ¢ =0

2x
f P11 —2acosq + a";ﬂ_ldqa
0
o
—2sinfx. f " Pa—tf—la_aef —1g¢,
0
aneb jinak psdno:
k(4
2 f—1
cosng.(1 —2acos¢p -+ a?) do
. 0
(2) a
= sinf=. f " Patf—1a_apflac ;
0
klademeli zde g = % a pretvofimeli integrdl substituci ¢ = a sin?z, obdrzime

vzorec [.egendreliv uvedeny v titulu, ktery se jevi tedy jako zvlastni ptipad
vzorce (2).

Pomoci vzorce (2) snadno nalezneme

a

I f(l—t’)t_ﬂ(a—t)p_l(]_at)ﬁ—ldt
1—2tcosxz-:-t*

(3) I

| =_Z (1——2acos.r+a'-‘)ﬂ_l,

T sinfiw
kde # mai realnou ¢dst v mezich (0...1).

A . 1 y . .
Ve zvlastnim piipadé 7= 5 plyne odtud pfi oznaceni cos T =125 po

jednoduché transformaci

1
(30 f,_,_,,g_“”:,’di‘_,_, - 7
‘ ¢ (1—=2abt+at)]| t(1—8)(1—a*t) | 1=-2ab+a®
Vzorec ten plati pro viecka b, pro néz ob& strany existuji.
1 . . , -
Volimeli dale ft) = y—— kde z je uvnitt kruhu | { —a 1, avsak
mimo intervall (0...1), obdriime z (1) pro @« = U vzorec:
2n 1
[ gncot af ~lag
19 __
5 e az
] 1
€] _ 2sinﬁn.f‘—ﬂ(l_t/ﬁ—l(l_a,t)ﬂ—l__d_t_
= a t—z
0 g1
2n 1.7 f—1
+==(1-) (1 — a's) :

Rozpravy. Rotn. I. Ty, II. C. 8,
aozp y 168



Déduction nouvelle de la formule de Legendre

b 2n

ki 4
°°Sl""ff” f .
L 1—2acosa:+a‘ g “1—a'sin'z

Dans cette note nous avons établi le theoréeme suivant dont la formule
précédente est un cas trés particulier:

f(t) désignant une fonction uniforme a l'intéricur du cercle ' ¢| =1, n'y
ayant que des poles simples différents de zéro ¢y, ¢,, ... ¢, avec les résidus
correspondants R,, R,,... R, , en représentant ensuite par a une fraction posi-
tive telle que lintervalle (0... a) ne contient aucun des poles ¢,,c,,...¢, on
a la formule

2n
f f(ei(p) 1P (1—2acosg + a"‘)ﬂ —ldcp

—2sing=n ff(t)t B a)ﬂ at)p dt

< p—1f, a7 1
L 2n Z R (1—ac) (1—5) @1,
k4

rv=1

dans laquelle @ est un entier nul ou positif tel que lapartic réclle de « — g
soit supérieure a — 1.

En prenant f(t) = ", «=0, on a la formule

T
fcoan) (1—2acosg -{—a’)‘9 ]dfp
0

a

:sinﬂuft”_p(a f " la—arf—lae
0

qui pour f = % devient celle de Legendre.

On en déduit

a

-1
a—tye ﬂ(a—t)ﬂ La—arf i _ = vy
o 1—2tcosz + ¢* _sinp,,(l 2a cos z - a?)
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1
et en prenant § == —, cos £ = b,

2
1
(1—a*thdt _ p
. (1—2abt +a’®)|.;0—t)(1—a't) L’1-2abta®
On a signalé aussi l'application qui résulte pour f(¢) = 4z’ ? étant
contenu dans le cercle ¢t — %

La démonstration de la formule fondamentale consiste dans une sub-
stitution imaginaire.

6*
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