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NOVE 
ODVOZENÍ LEGENDREOVA VZORCE 

»i 
in r cos nx dx an C s " x ^ 

J \J 1 — -¿a c o s í + o " % \ / 1 — a 2 s i n s i n 2 x 
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Vzorec nadepsaný odvodil Legendre ve svém klassickém spise o inte-
grálech elliptických v II. sv., str. 53(3. Týmž vzorcem zabýval se dále Jacobi,* 
jemuž podobně jako předchůdci jeho ušla jednoduchá podstata tohoto zjevu 
nikterak neobyčejného. Ukážeme, že vzorec ten plyne bezprostředně pomyslnou 
substitucí užitím věty Cauchyovy o integraci v oboru pomyslném, a poněvadž 
jest jen velmi zvláštním případem obecnějšího theorému, obrátíme se k od-
vození tohoto. 

Budiž f(t) funkce jednoznačná uvnitř kruhu t1 = 1 v rovině sloužící ku 
znázornění komplexní proměnné t, a předpokládejme, že f(t) připouští inte-
graci podél obvodu tohoto kruhu. Nechť má dále f(t) uvnitř kruhu pouze 
konečný počet míst zvláštních, a to póly stupně prvního c,, r,, •.. cw o re-
siduích JR,, R,t,... Rm, různé od místa t — 0; konečně znamenej nám o 
kladnou veličinu reálnou a menší než 1, tak aby mezera ( 0 . . . . « ) neobsaho-
vala pólů c funkce f(ť). 

Uvažujme pak integrál 

J = J f{ei'p)eaicl>(l-2acoS<f + a'f-ld<e , 
0 

kde má reálnou čásť kladnou, a je celistvé a « — ¡í má reálnou čásť větší 
o 

než — 1 ; mocnina (1 — 2 a cos <p + aq) dána jednoznačně radou binomi-
alnf a značí t. zv. hodnotu hlavní. 

Substitucí et<p = t obdrží integrál tvar 

1*1 = 1 
kde integrace děje se podél kružnice | 11 = 1 ve směru kladném. 

Funkce/"(/) (1 — aíf~X ť " - 1 jest jednoznačnou uvnitř kruhu 111 = 1, 
Cl fí — J 

ale funkce (l —) jest víceznačnou na místě t — a i na í = 0. Ve-
demeli však řee (0 o), čímž kruh přejde v obor [<], bude funkce pod 

* Formula transformationis integralium definitorum. Crelle&v žurnál sv. 15. 
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znamením integračním v tomto oboru jednoznačnou. Pro 1| >» a jest funkce 

(1 dána binomialním rozvojem a značí tedy hlavní větev mocninové 
a 

funkce, t. j. je tvaru e^ ^ t \ kde logarithmus má pomyslnou čásť 
v mezích ( — » . . . » ) . Podržímeli tuto definici, bude funkce jednoznačnou 
v oboru [í|, a má v bodech na levé resp. pravé straně řezu (0 . . . u) hodnoty 

e(,9 - l)log (1 - —'L-.) =ef/» - 1) [log( ° ~ ť ) + ni[ _ ~ 1 e0»-D« 

Jfi - 1) log (1 - = [log - , i ] = ( o - tjf - l . 

Integrál 

w 
fi-i <it 

vzatý v kladném směru podél obvodu oboru [í] rovná se dle známé věty 
Cauchyovy součtu residuí funkce integrované na pólech c,, c.:,...cm, násobe-
nému 2ni, a tedy značili Rt, Iiv ... Rm residua funkce f{ť) na těchto pólech, 
které buďtež stupně prvního, obdržíme 

fi-1 rt — 1 

v = 1 

Avšak integrál J' skládá se z integrálu podél kruhu 11 \ — 1 a podél 
řezu ( 0 . . . a), takže 

0 

-ie-V~U*iJ'f(t)(l-atf-í{<i-tf~1ttt-^dt , 
0 

takže porovnáním obou hodnot J' máme po jednoduché modifikaci: 

2 n 
J ea*f (1 — 2o cos<p arf d̂<f> 

(1) = 2sin/f* J f(t)ta~P(a — tf~l{\ — at)P-ldt 
0 

. « - i 

v — 1 
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Volímeli f(t) = t , kde » j e kladné celistvé číslo, odpadají veškery póly e 
a tedy všecka R v — 0, takže nacházíme pro a = 0 

2n 
j* eni,p(l — 2ocos<p + o ' / — 1dcf> 

~ 2 sin /JTI . f tn _1dt , 
0 

aneb jinak psáno: 
7t 

y C 0 S M < J > . ( 1 — 2 řl cos qp - f - a 1 / ' 

= ún0Tt. J tn P(a-if~1(l-atf~ldt\ 

klademeli zde § = - i - a přetvořímeli integrál substitucí t — a sina x, obdržíme 
£t 

vzorec Legendreův uvedený v titulu, který se jeví tedy jako zvláštní případ 
vzorce (2). 

Pomocí vzorce (2) snadno nalezneme 
a 
'(1 

(3) 
P — ť)t @(a — ť)^ ^ Cl — at)@ ^ dt 
0 1 — 2 í cos x ť-

-—(1 — 2 a cos.x - f a-f 1 

sin /Jit 
kde (i má reálnou čásť v mezích (0 . . . 11. 

Ve zvláštním případě f> — ™ plyne odtud při označení cos i = 6 po 
£ 

jednoduché transformaci 
1 

(3") f (1 — ťi5<'id< _ n_ 
J (1 — 2a6í + «;t,)| '«(1 — 0(1—"a*ť) | 1 — 2ab + 0 

Vzorec ten platí pro všecka b, pro něž obě strany existují. 

Volímeli dále fyt) — --—* . „ i kde z je uvnitř kruhu \ t = a - 1 , avšak t — a z 
mimo intervall ( 0 . . . 1 ) , obdržíme z (1) pro « — 0 vzorec: 

12 
(4) 

2 Jt 
/

i l — 2 a cos <p + o® 

« • > - az 
0 1 

2 sin j }n . r t - ( } { l _ t p - ^ _ a H ) f i - \ M 
a J * —1 

0 
az \ £/ 

R o z p r a v y . Rodn. I. Tf . II. Č. 8. 148 
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Déduction nouvelle de la formule de Legendre 

71 • 2n j 
sin idi r cos n x d x an P sl" 1 

I ' 1 — 2 a cos x + a ' J — a5 sin* 

0 
Dans cette note nous avons établi le theorème suivant dont la formule 

précédente est un cas très particulier: 

f(t) désignant une fonction uniforme à l'intérieur du cercle 11 = î, n'y 
ayant que des pôles simples différents de zéro t,, c a , . . . cm avec les résidus 
correspondants Iî], Ra,... Rm, en représentant ensuite par a une fraction posi-
tive telle que l'intervalle (0 . . . a) ne contient aucun des pôles c,, c.^,... cm on 
a la formule 

2n 
J f{eirf) e«1'? (1 - 2 a cos y + a * f ~ld<f 
0 

a 

= 2sin/?jr Ç fit)ta" ? it — a)?"1 (1-atf ~ 1dt 
h 

m e-1 « _ i 

V = 1 

dans laquelle « est un entier nul ou positif tel que la partie réelle de « — /? 
soit supérieure à — 1. 

tl 
En prenant f{t) — t , a =. 0, on a la formule 

71 
f cosn<f).(l — 2 a cos (y + a ' / * ^ du> 

0 
a 

= sin fi 7i J tn~P(a atf~Xdt 
0 

qui pour = devient celle de Legendre. 

On en déduit 

a 

0 

1G4 

P (a — ff~l(i — atf 1dt 7t . _ , I - - — — . — (1 — 2 a cos x -4- a ' r » J 1 — 2icosx + t' sin/Ï7t 1 ' 
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1 r et en prenant p = — , cos x = b, ù 

r (1 — aït^dt n 
J (1 — 2abt + o ' i ' ) i ( l — t ) ( l _ a ' i ) _ | / l - 2 a 6 + a> ' 0 

On a signalé aussi l'application qui résulte pour f(t) — -,—*— , z étant 
r CL 2 

contenu dans le cercle t = —. a 
La démonstration de la formule fondamentale consiste dans une sub-

stitution imaginaire. 

6* 
165 


		webmaster@dml.cz
	2019-09-12T10:36:13+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




