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Poznamky k Schendelova zobecnéni #ady Taylorovy.

Napsal M. Lerch.

1. Rada Taylorova piedeviim jako ziklad analysc nikdy nebude vytla-
¢ena ze svého vynikajictho mista, které zaujima v dnesni methodice: jakozto
prakticky prostfedek ku prehlednému vyjadfovaui rozmanitych vyrazi vSak
nalezla soupeie v fadé Lagrangeové, kterd jest zase zvlastnim pripadem
fady Wronského, postupujici (misto dle mocnosti proménné z) dle fakulta-
tivnich soudinfi

g (.z)'"lgzq, @)gxz4+8gx+28H...q9 (x 4+ m—1 ).

tak Ze vyjadfuje dané funkce f (x) radami tvaru
f@)=Ady+A4, 9@ e+ 4,0 ) e+ Ayq@ 4. . ..

Zajimavou analogii ne sice tak obsihlé obecnosti, jako ma fada slave-
ného nyn{ Polika, postavil jako treti tvar zobecnéné rady Tavlorovy né-
mecky mathematik pan Leopold Schendel,!) ktery nahrazuje mocnost
(x — v)" soutinem

n—1{ n—1{
n (z—q" v)Z(x—q“v)

«€«—0 a—"0

3

jenZ prechdzi v onu mocnost pro ¢ = 1; fada Schendelova ma tedy tvar

| i o E
(1) f@)=D (@ —a“0
k=0 «=0
—1
kde misto bezvyznamného symbolu (z — ¢“ v) dluZno klasti ¢&islo 1.
0_—_0

;) Zur Theorie der Functionen. Journal fiir reine und angewandte Mathematik,
sv. 84,
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AvSak pan Schendel omezil se ve své zminéné kratké praci toliko na
tast formalnou svého pfedmétu, a jeho vyvody nejsou vidy presvéd&ujici. Po-
névadz fada jeho vede prirozené k nékterym péknym vyrazGm pribuznym
asipon formalné s nékterymi veli¢inami z theorie funkei elliptickych, posky-
twjic prilezitosti k zajimavym poznimkim, nebude na Skodu jednak vyloZiti
na tomto misté ve v8i strufnosti zp@isobem pristupnéj$im a véci primére-
né&j$im stanoveni koefficienth fady (1), jednak podati podminky pro existenci
rozvoje.

Abychom ustanovili koefficienty 4, fady (1), zavedme po pifkladu Schen-
delové operaci rozdilovou 4, rovnicemi:

4,f (@) =LEL D = £ @),

z—q =z

£f@=4d,f @="1D"T14D _pp,

T—qx

df@=d,f@="00 D g,

T—qx

k'teraz operace pro ¢ = 1 piechazi v obylejné differencovani, a ustanovme ja-
koZto analogii vzorce

d (:c—v)

= =k(z — o)

h.odnotu vyrazu
N
4, (8—q V),
Kladouce zatim
9 () =(z — ¢"v)._!
mame patrné

1, @ =9, . z—d ),

k—1 k—1

g =(qzx—v). (& —q* ! v)a____, q

k k—1 :
:(q r —q 'v)(pk_'(a;)
a tedy

Q. (Z)—o9 (qx)
2) Ag g =5 _ 1= g A COR

z—qx  — 1—q

7 kteréhoito vzorce obdrifme dile opétovinim operace o vzorec nisledujfci:

(2*) /]: = — qa v)k (_- . -p+ (‘t) («— q“v) k—p—1

a—0 a=1 a0



Poznamenejme, Ze tento vyraz je nullou, jakmile p pfevySuje stupef %
soutinu ¢* (z).

Predpokladejme nyni, Ze lze vozvinouti funkei £ (z) v fadu (1) konver-
gentni ne-li pro vSecka z bez rozdilu, tedy aspon pro hodnoty

z=v,qv, q*v, ¢*v,. . .,

tvorici Fadu geometrickou. I’ak bude dovoleno psati rovmici

n 2 n « k—1
4 f(x) = E 4, d (x—q" v)
e ’ ®z=0

neboli dle (2%

IZ f(x) — i Ak ( 1] — qk—n+ﬂ)" '(_z—q“ 0) k—n—1

k—n 1 —4q a«a—=1 a—"t

aspon pro tefené hodnoty z. Pro x — v obdriime tu zvIasté

/1: fv) = fq(") (v) — 4, (};Z“);l

a tedy
o l—q \» (n)
(1) 4, - (-1__——;1“)«:1 f @,

1

tak Ze rada (1) nabude tvaru definitivniho

n ) n—1

""" ) SRV RONCETID)

a—1 1 a=0

(1%) f(@

I
N
b et

|
I‘QQOQ

Konverguje-li pravi strana pro hodnoty

p— 2 3
z=wv,qv q*v,q¢*y,. . .,

pak jest pro tyto hodnoty rovnice (1¥*) zajisté spravnou.

Rozeznavejme nyni piipady | ¢ | 2= 1.
1°, Jest-li | ¢ | > 1, piSme obecny &len fady ve tvaru

« n—1

_ _ % e(n) r—q v
w=0-0" 1w (=55)
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a tada bude absolutné konvergentnf, konverguje-li fada s obecnym &lenem

n) "
w = (1—¢)" v ('i ,
== f @) q)
anebo téz, konverguje-li rada o ¢&lenech
(M) oa
(a) ““n — (l - L) f (1’) v .
q q

Z konvergence rady (1*) vSak neplyne jeSté spravnost rovmice (1%*),
ponévadZ tato jest zarufena v tom pripadé jediné pro hodnoty z — v, q v,
g®v, . . ., jez pro | g|> 1 nemaji bod& hromadnych v konednu. A sku-
tené lze sestrojiti neséislny poéet funkef f (z), které poskytnou konver-
gentni radu (1*), ale funkce a rada se riizni.

Budiz na pt. f(x) realnd funkce klesajici s rostoucim =z, stile kladna,
a volme za g, v kladné realné veli¢iny (kde musi ¢ > 1); pak bude

e SOy )
A e TR N
- " - f('v)
0l—f, () < G 1pFe
tedy obecné
CYNIE 1
¥’ (v)li\ o —
tak Ze
L | < f(v)
i qu

je ¢lenem rady konvergentni. Pak bude fada (1*) konvergovati stejnomérné
vzhledem k x a bude definovati celistvon funkei transcendentni této pro-
ménné; rovanice (1*) bude nemoZnouw, jakmile f (x) neni celistvou funkei

transcendentni, na pr. pro f (x) = % .

Ponévad’ rada (1¥*) konverguje absolutné zaroven s radou X' «", , jeZ ne-
zavisi na z, patrno, Ze v pripadé | g | > 1 masge rovnice (1*) byti sprdvnou
pouze pro celistvé funkce transcendentni; pro funkce celistvé racionalné jest
jeji spravnost patrna pri vSech g.

2% Budiz nyni | ¢ | << 1. PonévadZ zde

n—1

A

a T et
(= 1 v')“z" =* (l Tz a=0
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a soudin (l —q* Z—):;; zstavd pod stalou mezf My, jak mile|z|>4,

bude Fada (1¥) konvergovati nebo divergovati zaroven s fadou
foy=21-9"fM o4,

a z této okolnosti plyne, Ze Fada (I*) konverguje absolutné a stejnomérné pro
viecka x obsaZend v mesikrudi & < |z |<r, pokud jest r takovd velidina, Ze
vrchni mez velidin

(8 1—q" 7" /'El")(v) ', m=01,2,3.. . . . .)

jest lLoneénd.

Zbyva jeSté vySetliti konvergenci rady (1%) pro nekoncéné mald x. Pro
|| <3 jest

v (n— 1)
i

() v, | <M. ! (1—g) ff'")m')q’ v 1,
kde stalda M nezavisi na x ani na =.
Ze supposice () plyne nerovnost
! m M

(1 — )" f,, (v) }\r" ,
a tedy bude dle (y) |

i { n ('.n — 1) D\
lu <M M |q (,,) .
ponévadZ tu | ¢g|<C 1, vychdzi nade vS8i pochybnost, %¢ fada 2| wu, | konver-
guje tu stejnomérné.
Aby rada (1*) konvergovala v pripadé ¢ ,~l1, je nutno i dostadi, aby
vrchni mez veli€in (#) byla koneéna pro uréité »; pak konverguje fada (1%)
stejnomérné uvnitf kruhu |z | < 7.

Tuto vlastnost majf rady Schendelovy spoleéné s fadami mocninovymi;
lze ji vysloviti takto:

Schendelova fada pri | q| << 1 konverguje absolutné i stejnomérné uvnity
kaidého kruhu | x| < r, na jehoi obvodé leZi aspori jedno misto x rizné od
mist q% v, pro néZ vrchni mez jeji élenit jest koneérou.

Ze zde nutno mista ¢% v, (e =0,1,2, . . .) vylouditi, plyne odtud, Ze
vyrazy (x — ¢* '”)Z:: od uréitého = pocéinajice vymizi na daném z téchto
mist, profeZz nelze pak tvrditi, Ze by

r << M ‘(x —q" v_):;; '

pro viecka =.
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BudiZ nyni f (x) funkce majic{ na misté z — o povahu funkce celistvé,
a predpoklidejme, Ze pro urlité v Schendelova Fada (1*) konverguje na misté
T, Pro néz |z, |\|v |; pak Fada konverguje uvnitf kruhu |z | <[, |, kde
lezi zaroven vSecky hodnoty v, gv, g%, g%, . . . ., jichZz uZito pfi stano-
ven{ soufinitelt 4. Rada pak representuje fankei f (z),, pravidelnou uvnitf
kruohu |z| < |z, | kterd s funkef f (z) splyvd na mistech », ¢ v, g%,
g*v, . . . .,jezmaji na x = 0 misto bromadné; obé funkce museJi dle znamé
viéty z theorie funkef byti identické uvnitf uvazovaného kruhu a tedy v celém
oboru své existence.

Ke sprdvnosti rovnice (1¥) nutno ¢ dostadé, aby rada (1*) konvergovala
pro urcité z, jehos absolutni hodnota prevySuje |v|.

2. Po téchto tvahich nutnych obratme se nyni ke vzorcim tvorfcim
obsah prace p. Schendela.

BudiZ predevs§im f (z) celistvd funkce racionalni stupné »; ponévadZ
(x — q° v):;‘_’o jest celistvou racionalnou funkei stupné %, bude lze ustano-
viti konstanty 4,, 4,,. . . 4. tak, aby

f@= D 4 @—g"0),_,;

k=o
tw tedy rada (1*) se redukuje na konedny pocet ¢lend, a bude

—q \* o« Kk—1
ro=> (17%) _ M) @—q*)

Pro piipad
: —1
fa)=(z+g 9
mame dle (2%)

Py = (L) el

tedy

1—gq \* LS Ryl L N n—k—1
e ) = ( l_qa—),, (v +a")]

1 — g% a==1"y a=o0

Znamename-li po Schendelovi

n1 — o

G o, =)

abv se vytkla analogie s binomialnim soudinitelem (’,:), obdrzime jako’to
zwbecnéni vzorce binomialniho Schendelem podané:

—k—1

=0

3) @) _ —Z() (s —a*) _ _o+a),



Tento vzorec m4 smysl pro kladni celistvd #; pokliddme-li viak levou
stranu za funkei &isla 2 znamenajice ji

n—1
(x4 (.I“Z/)“_o = (z,¥,q,m),

naskytuje se otdzka, nelze-li jednoduchym zptisobem definovati funkei (2, g, ¢, n)
pro vSecka » realnd i komplexni, tak aby pro celistva # preSla u velidinu
vySetiovanou, podobné jako funkce I' (» + 1) interpoluje fakultu %! Leé& po-
mijejice tohoto ukolu, ktery by sotva bylo lze TeSiti tak, aby vétsi dil vlast-
nost{ funkce ziistal zachovan, omezme sc na definici veliciny (2, y, g, %) pro
zapornd n, berouce za zaklad permanenci vztahu

(2,9, 0, n+41) = (n 0. 4.0 . (x4 4").

Volime-li pak 241 =0, mime

1
(nyg. D=
r4q Y
odtud podobné dale pripady » = — 2, —3, . . ., tak Zze shledivime jako
vhodnou definici
|
‘(4) (.l', Y, 14, _”') =

‘ -
: (ra'y _

PiSeme-li relaci (3) ve tvaru

1

n
(33') (T) y’ q’ n) - Z (Z) (.’L',——'U, Q: L) “)1 ya q: n—k) *
q

k—o

jde o to, ktery vztah nastoupi na misto této rovnice pri zdporném =, zejména
naskyta se otdzka, nevystaCime-li tu prosté kladouce v pravo 4 =0, 1,2,...o0
misto £ =1,2,...%. K otazce té odpovidd rozvoj (1¥) funkce (4). PonévadZ
tato funkce je racionalni lomend, dluzno predpoklidati jg| << 1.

(Dokonéeni.)
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