Lerch, Matyas: Scholarly works

Matyas Lerch
Pfispévky k theorii funkei elliptickych, nekoneénych fad a integrala
omezenych. [I.]

Rozpravy Ces. akademie, II. tf., 1 (1891), ¢. 8, 135-148

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/501696

Terms of use:

© Akademie véd CR, 1891

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document
must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/501696
http://dml.cz

PRISPEVKY

K THEORTI FUNKCI ELLIPTICKYCH, NEKONECNYCH RAD

A INTEGRALU OMEZENYCH.
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1. Z theoric integrili Eulerovych zndmy jsou vzorce

o© g—1
s+t = IL@+1)
0 142z
w (14 -+
(2) re=-- 1 ~—'

n=1 14 2
n

k témto pfipojme vzorce znamé z theoric fad Fourierovych

[e4

o
lim f f(x) -s-"::m dz = lim f(x) s;?nm: dr — ; fo
® =00 o ‘

® = o0

kde « znad& kladnou veliéinu, kterd ve druhém vzorci musi byti mensi nez z.
Pro nds bude dilezityin disledek té&chto vzorct

sinx

oo [~ o]
(3) lim. /| r@ WERAVT Go=a Y fmm
m

- o0 — co

kde limita se vztahuje k celistvyym hodnotdm x.

Jeli >0 a =1, mame z (2)

R
‘r(a+p£) = \/, g n — _‘f-_ﬂ_
«’+6' n—1 « i
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tedy

14
. . 1 3 .
) ‘ et | = ety \/ s \/"siﬁ;;‘.-"
pokud 0 << e=1.

Z této nerovnosti obdrii se pomoci vlastnosti funkce I'(s) vyslovené
vzorcem I'(s4+n)=(s4+n—1) (s4+n—2)...(s+1)s I'(s) homi mez
funkce I'(x 4 84) i pro ostatni .

Udé&lme substitucf £ = € vzorci (1) tvar

o0
L
1 dz _ I'(s) TI'(a—2)
(1) f (+ez)a - L(a) !

- oo
pidme zde s—+nti, kde ¢ zna¥ kladnou veli&inu realnou, ndsobme (2n%7%
a utvofme soulet viéi » =0, 4: 1,4+ 2,... 4+ N; i obdriime

I‘ta) Z F(‘+”t|’) P(a—s_"t.') 82”“1"'
n——N
sin (N + 2) (ta:+ 2u7z)

—_ . . dz;
= S e e et
—_— 0 2

piedpokléddajice # reulngm, ptevedme pravou stranu substituci tx 4 2nnr =22
(# —um)
sin 2N+ 1)z ds.

na tvar:
(e -]
l( ER T
14 ¢

Piejdéme nyni k meznym hodnotdm pro N — o, uzivajice vzorce (3);
i bude

oo
I‘(a-{-nto)l"(a—a—ntt) Inunt
P
n_——co
(4) 9 oo ——251('!—“)
_ T e
- ¢ Z 2x a
n= 00( t (”—“))
1+e

Leva strana konverguje absolutn& i stejnomémé viiéi u pro viecka 1 ob-
satend uvniti pdsu () omezeného dvéma rovnobéikama s osou realnou ve-

denyma soumémé vii&i této u vzdilenosti —; t. j. body pdsu («) jsou ddny

2 l
podmfnkou—?<]m. u<7, znadf-li Jm. ¥ pomyslnou &ast pfi ».
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Ahychom obdrZeli obor stejno:nrné kon.ergence pravé strany, v némi by
tato byla ziroven jednoznaénou, vyluéme z roviny u pomoci pHinodarych fezli
viecky body u, jichZ realné &isti jsou 0, 4-1, #-2,... a pomyslné &4sti ab-

Y -

¢ t
solutné veétsi nei—2— (aneb rovny ?) Rovina [n] takto wvznikld z roviny

volné u jest jeSté oborem souvislym a obsahuje kromé& toho cely pds (n).
Definujemeli v pdsu (u)

2x
2n a a log (n — w
(1+eT(”—u)) = ° (1+et )

kde logarithmus je pfirozeny a md pomyslnou ¢dst v mezich (— z... n), pak
bude kazdd z téchto funkci koneénou a spojitou i riiznou od nully pro viecka u
uvniti pdsu, a mimo to lze tyto funkce do ostatniho oboru [#| jen jednim
zpfisobem propagovati.

Za supposice 0 <TReal. s <<Real ¢ pak konverguje pravd strana rychleji
nez uréitd fada geometrickd nezdvisld na w, jakmile « lezi v okoli uréitého
mista oboru [#]; tudiZ jest konvergence pravé strany rovnéz stejnomémd v okoli
kazdého mista uvnitf [u].

2. Jeli a ¢islo celistvé, bude vyraz (4) analytickou funkei jednoznaénou
viéi n v celé roviné u, kterd md na mistech

u=—n+4 (v—l——;-)ti, =0 31,2 ...

poly stupné a. Uzitim elementarnych vzorcd
F'a—s—ntiy=(1—s—nts) Q—s—nti)...(a — 1 —3s—mnti) ['(1 —s— nti),

e ri—ze= si:?;

obdrzime pif oznaceni
€0=1,(@ENH)=z (#2d=z2+1),...5,vi=sz+1)... (z24+r—1)

nésledujicf vzorec

[o -]
— 1 1l—s—mnti,a—1) Opuxi
fa®9= @iy D0 e aimey
n=— oo
w . B
-t Z 2n )
n=—oo T (”_"))“
14-€

Tato funkce hovi patrné rovnicim
—2s8x

fo+D=f, @), futto=C £ m

a soudin f, (n,8) &, (n| ti)® o,(s ti) bude celistvou funkei transcen-
dentni obou proménnych w, s, a vii¢i « bude funkci theta stupné «, tak Ze
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jej lze vyjadriti pomoc! transcendent elliptickych, coz skuteéné provésti miiZe
miti svoje obtiZe. .

Ustanovme nejdtive hodnotu funkce f, (v) dané fadou

oo oo 28n n—

Qnumns ¢
N — ¢ T 2 e
) fian= 2: Sinmrnty — ¢ ._aj 2% '

n— —oco n— —oo — (n—u)
1+e
pfi ¢emZ uzivati hodldme pouze prvé z nadich fad, povazujice ji za funkci kom-
plexnf proménné s, viiéi niZ existuje v celé roviné a ma ndsledujici vlastnosti:
—2umi
G+ D =—/f() rsti)=e f(s), a soudin g(s) = f(s) (s | ti) jest
celistvda funkce transcendentni hovici podminkdm
—mi@s+ 2u)+ ti

g+ =g's), gs+ti)y=—gse )

které jsou spoleny téz funkci %, (s4u ¢/

Jakoito funkce theta fadu prvého mohou se obé funkee lisiti toliko stalym
¢initelem, tak ze

— 4 F(u+ts)
filu, = 4 @@

kde A nezdvisi na s. Dle definice (4") bude mocninovy rozvoj funkce f, ob-

e 1 . ., T . .
sahovati téz - a sice pochdzi tato mocnost jediné ze clenu » = 0; a sice

bude patmé

fi(u, 9= — 4+ B =

sinws

®s

pravd strana posledni rovnice vSak zaéind svilj rozvoj €lenem

A 8, (u)
T 9.s !

:, 1

1 < .
ktery musi splyvati s i tedy 4 = -, tak Ze nachdzimce*
nw b2

0!: (“)

¢ fi(u,8) =

kde elliptické transcendenty & jsou tvofeny vesmés na zikladé parametru £
Z prvého vyrazu (4%) plyne pfi oznaceni

&a—1)=9 e
vztah

a—1

(v) pL2numi
(1 8) . ,
@=1if, Z Z e Y =T

* Vzorec tento nalezl Jac.bi; zvl4&t jednoduchy dfikaz jeho a vzorc podobnych
i jich désledky vyvinul p. Hermite (Annales de I'Ecole Normale, 1885). Viz téZ ni$§ ddkaz
ve 12. svazku Acta math.
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aneb
a—1 t . oo @n ‘,e2nu1n'
—tyw xi)
(@—nif, = Z AN [W] Z “ain w(@tnti)
v=0 n——oo
a odtud posléz viiéi (4°)
1 & (u+
_ ) q1_ —ty 9 v 9, (uts)
® f, (u,')—(a—_l)er—"’ (1—s) . [‘27] 0.0 Dy o,
y=0

3. Ve vzorci (4) poloZme = i, niasobme ¢ a pfejdéme k limité vaéi

2n
t = 0; i obdriime dle definice omezeného integrdlu vzorec
oo . o
(6) fl"(a+:n‘) ra—s—zi) T  dz = 2x I'(a) e
— co [l +e ]
0 <<Real. s <{Real. a.

Vzorec ten tieba v3ak presnéji dokdzati, coi se miZe na pf. stiti di-
kazem obecného vzorce Fourierova

oo oo

fe"“. ds ff(a:)c‘e“. dz=2=x f(—n),

— oo — oo
jimz se viak zabyvati nehodlime; klademe-li zde

esa:

(1 + cz)u )

obdriime uZivajice vztahu (1*) vzorec (6).

f@)=

Obratme se nyni k stanoveni integrdlu
at oot
A= f k% fi
I3 s ’
a— oo}

kde k je kladnd veli¢ina realnd, « >~ 0, a integrace se dé&e po pfimce vedené
bodem s — a rovnobédiné s osou pomyslnou. Vydéisleni jeho podafi se pomoci
integrdlu

— b ds
B = / X t
v némz cesta integraénf sklddd se z pfimoéarych isekd (¢« — Nt ....a 4 Ni),
(v+Ni... M4 Ni), M4 Ni... M— N, (M—Ni....a — Ni). Zde
znaéi N velikou veliéinu kladnou, M velikou veliéinu, kladnou pro & <C 1, z4-

Rozpravy Rotn. L. Tt. II, €. 8. 3
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pornou pro k> 1, tak?e pro k <l lezf psl s =0 mimo obor integraéni
a tedy B =0, kdezto pro k> 1 le#f s = 0 uvnitt oboru toho a pak B = 2 =14,
Jelikot A= lim B ,méme A =0 prok<<1, A =2niprok>1.
M—co,N—oo
Pro k =1 obdriime pfimym vyé&fslenim

a+ oot s—a+ooi

f#: [tog 5] = =i,

a— oot 8 _a—oot

a tedy mime vysledek:

Jsouli a, k veli¢iny kladné, bude .
at oot 1 pro k> 1
1 g ds — :_
() S fk D=ty k=1
a—oot 0 » k<<l

Podobné bychom nalezli v pripadé k>0, a <0:

a+tood 0 pro k>1
~a 1 8 ds__ .
(™) ¥ T={— e k=
4— ot —1 » k<.

4. Predpoklddajice, Ze u je pravy kladny zlomek, ndsobme (4) differen-
cidlem —‘g—, a integrujme obé& strany v mezich (b-— o0i....b -4 001), kde

0 < b < Real. a; uvdzimeli, Ze dle vysledku predeslého odstavce mi integrdl

jen tehdy hodnotu od nully rfiznou, jeli exponent fzt” (» — w) kladny, obdrzime

VvZorec
oo b+ ot
ZI' 2numni 1 . ., ds
4 mff(a-i—ntt)l‘(a—s—ntt)
n_—— oo b—ooi
(l) o0
—_ 21:F.a)

1

Obecny c¢len levé strany pfetvofme substituci s = b= (x — nt)s, &imZ
ona obdrii tvar:

oo [= ]
2nuni 1 3 . i
3 E;fr(b+xnl‘(a—”—”" T zi—nti
n—— 0 — o0
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aneb téz

1 >° . ) 2numi
8) 2—ufF\b+za)F\a—b—mo)dz Zm——'ﬂT

-— OO n_-—oo

Nekonetnou fadu zde se vyskytujici lze selisti na zdklad& vzorce

oo . .
c2mun ) e2uv7n

(8) il o =2=1 ETET 1_
n_--oco
platného za podminky 0 <Cu <1 pfi viech v.* Bude pak

oo . 2'”‘ ® + z4)

Z e?mun %% e
& b+ xi—nts ] —27£(b+:co') !
et —1

dosadimeli tuto hodnotu do vyrazu #) a transformujemeli integrdl substituci
b4 xi =35, dospéjeme srovnidnim veli¢éin «) a ) k vysledku:

oo b+ oot 28;‘"
() Ia E 1 = fI‘s)I‘(a—-s) ¢ '“,
HE ) 28w
n=1 (1+e (n—u)) b2 oo i

O<<u<<l, 0<<b<CReal a; t>0).
Ve zvldstnim pifipadé ¢« —= 1 mdme odtud, kladouce b = %, tedy s =

—+ '—{, a pisice —:— misto £:

2 t
0 1 S > e‘)uznidm
(10 Z Smtn—w — ¢ f rm zn o
_— 14e - — ) (tE+22xms
n=1 - (c‘-{-c‘)(e t2Em_y)
Integrdl tento rozvedme v soucet dle schematu
oo n+1
f xS
- —o0co n

a transformujme obecny ¢len substituci £ = n + 2, tim veli¢ina (V) obdrZ tvar:

1 -}

1 tun dz 9 Luns(z+n)
2 f St 2emi L (T Z _— x );
0 € -1 — (8+n) —T('+")

B=—0o0 ¢ 4e

* Vzorec ten jest ode ddvna zndm; konal dobré sluiby pti studiich p. Krumeckerovych
uvefejnénych v Sitzungsberichte der kén. preuss. Akad. d. Wiss. Za nedlouho vyjde tiskem
autor@v elementarny dikaz v portugalském ¢&asopisu Jornal de Sciencias mathematicas,
Jiny d6kaz vyvineme niZe na str. 21,

3=
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uzdvorkovany vyraz lze viak psiti téz

2
= (G e+

[~ o]
2 Z e
14
n_— — oo

a tato velicina md dle (4") a (4°) hodnotu

2% 6+
14e¢€

# P (—a 4 Huti) _ ¥, 9,(z—uts)
n B —8)0 (| futi) — = 8,89, (uts)’

tak Ze vzorec (10) obdrzi tvar velmi zajimavy:

co 1

(108 Z: 1 _ c““‘"‘.__ f 1‘}3(?.?_11!‘)115__*'
1+c‘2ut(n—u) 2nd, (uts) o t1z+251n_1)

n—1 &, (20 (c
kde elliptické transcendenty & jsou tvofeny pomoci parametru #7.

Integral v pravo je celistvou funkci transcendentni viiéi v, jmenovatel 2, (ut1)
podobné, rovnéZ leva strana jest jednozna¢nou pro viecka w; nasledkem toho
plati vztah (10*) pro viecky hodnoty proménné w.

. . 0
Pravd strana obdrZi neuréity tvar o Prou= a rovnd se tedy dle

)
2t’
zndmé véty poméru derivaci Citatele a jinenovatele viiéi #; obdrZime tedy

co 1

1 1 &, (2dz
(m = - ’ o )
”Z:.‘ll 1_82nt1r 2n4 g 90(')(et”+2‘1“— 1)

kterymito vzorcem fada Lamberiova uvedena na tvar integrilu omezeného
sestrojeného z funkci elliptickych.*

5. Transformujme zndmy integrél

1

r@re _ 5—1 a—1
Tate =) @7 e Tl

v némZ realné &dsti veliCin a, s jsou kladné, substituci £ —e¢—#, abychom
obdrzeli

o0

L@aI'(s) _ — 8z —x\a—1
Tare = f e (1 —e ) dz.
0

* Ponechivdme si na jinou ptileZitost vyvinouti na zdklade jednodudsthe principu
celou fudu analogickych vysledka.
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V tomto vzorci kladme s 4wt/ za s (kde ¢ jest opét kladné a realné), nd-
sobme ¢2"“%% 3 utvorme soudet vi& v = 0,-- 1,4-2,....; i obdriime
oo

Z D@L (s 4 nts) c2 numxi
"Ta+s-tnty)

n_— oo
e 1
) o sin{N+-) (lx—2un)
= im [ e l—em T ) dz.
N—oo ¢ si tr —2um
band 0 1n ——————-2
Pisemeli v pravo {1z -— 2un = 2z, obdriime
; 2 23 2 a—1
5 otm o f ,,—T(s+un)(1 It <Z+“’”) sn My
M= oo ’ sin z
— un

kde ¥ =2 N4 1 je celistvé Cislo liché. Z véty citované na pocdtku odstavce 1.
plyne, Ze za supposice 0~ u -~ 1 tento vyraz obdrii hodnotu

=) 28x

+ . 2xn _ a—1
2;’28 i (u n)(l_c : (u-i—n)) .

n—0

Kdyby # =0, bylo by dluino ptedpoklddati Real. ¢« > 1, aby vysledek
byl konvergentnim; v tomto pi{padé& ¢len prvy » = 0 zmizi a véta je spravnou.
Timto zplsobem dokdzdn vzorec velmi zajimavy

oo

Z (@) (3 1 nti) 2numi
I'(a+ 84 nts)

n—_——oo

(12)

oo 2sn 2x
2 — % v+ w) — 2% n + wya—1
= 5 Z e ¢ (l—e t )

n=0

s podminkami Real. a0, Real. s >0, 0 < u~{1, po piipad¢ u =0,
Real. ¢ > 1, Real. s>~ 0.

Vénujme trochu pozorosti pfipadu @ = 1. Tu obdriime pisice { = 1:

oo oo

2nunt —2su=x
€ - — 28x(Mn+u) e
Z iTae - 2" Z ¢ = 2= |_ g 287

n_— — oo n—0

Vzorec ten dokdzin zde pouze pro real. s 2>0; vyménimeli viak v levo

n za — », a ndsobimeli po obou stranich e2”‘, shleddme, Ze vzorec je spravny

téZ pro —s, | —u, tedy téZ pro Real. s < 0. Prechodem k mezi Real. s =0
bychom shledali, Ze plati téZ pro ryze pomysind s, jeZ nejsou tvaru m/.
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Tim by bylo doké4zino, Ze — piSemeli s = — vi — vzorec

oo

Z e2nu1n' —9ni e?uuni

o—n e29%8_ 4

n_—o0

uvedeny vyse pod & (8), plati pro viecka v, jeZ nejsou celistvd, a pro realnd u
mezery (0...1).
o . . __ vt
Pisemeli u vzorci (12) v = 9

t — 0, obdriime

, ndsobimeli ¢ a pfejdeme k mezim pro

(13) F(a)f F(i(-:-—:_-:-:ﬂ.)z) e2%%y — 9ne (1~ 90— 1,

kde v je realné a kladné, kdeZto @ miiZe byti komplexni s kladnou ¢&ésti
realnou. Pouze v krajnim pfipadé v = 0 mus{ byti Real. ¢ > 1. Formaln¢ za-
jimavym je pifpad celistvého a = »; podrzimeli symbol (z, r) vySe definovany,
méme pak I'(v4s+iz) =(s4ix,») I'(s+12x) a tedy vzorec

o0 .
%%z 2z — 98 —n? 1
f @Fiz — =11 ° (1—e=7)

- OO

a jeho zvldstn{ pHpad

oo
dx _
f wtizm =0
— o

Pravou stranu vzorce (1) lze jeSt& uvésti na tvar ponékud jiny, rozvinemeli
obecny élen dle véty binomické, takze (1) pfejde v dvojndsobnou fadu

2
Q,Z W @Y —T"(~+v)<u+»
(—

a provedemeli séitdni vfi¢i », v fadu jednoduchou

2'41:

——5 6+

(12%) 2= Z Dl Gl A

——‘ (8+i’;

1--¢€
coz jest pravé hledany tvar veliéiny (12).

Jeli a &slem celistvym, redukuje se tato fada na koneény pocet clend,
a my obdrZime:

20x
> ; a—1 —ZZ 6+
' e?novu _ a—l
(12%) Z (st+nti,ay — a—l)'t Z(— 1) 2%
n=-—ow0 =0 '_6—7(84-“)
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V tomto vzorci pisme /', v' misto 7, r, poloime s m¢ za 8, nisobme

A™O™% o utvorme soulet va&i m =0,+1,4:2,....; i obdrZime pfedpokld-
dajice Real. ¢ ~0,
e2miimo + no')
Z @+ mt+nts,a)
m,n
2v'x
a—1 oo 2moni— —— (8+ a +mi)
9 afa—1 e ¢
e Derts) § ST
=, ”—_ l_e_T's+a+mt)

Pravou stranu lze opét vyjadriti elliptickymi vyrazy. Za tim déelem vy-
Setfujme fadu

(14) 2 i

m_—oo

—ft",—(ou;—o't)(a+mt)
e

=f9,
— 2% (4 miy
1—e

v niZ dluzno predpoklddati realnou veli¢éinu v' v mezich (0....!), a kterd de-
finuje jednoznaénou funkci analytickou proménné s hovici podminkdm:
21:‘ (vt't — o't)
fe+H=Ff(s), fla4vi)=e ;

. ' . . e s s .
soucin f(s) 9, (—':—‘ T‘) =g(s) je celistvou funkci transcendentni, jeZ hovi
podminkdm

nt

20+ 20't — 20t + '3
get+t)=—g(s) g(sfti—e ¢ 20t veEeY

g(sh

kterym hovi také funkce #, (s-|—vtt——vtz [l t—t‘- ; ze zndmé véty zikladni
z theorie funkcf elliptickych plyne, Ze funkce ty se li$i pouze stdlym Cinitelem,
takZe

40, (a+o‘tt—ot'i)
o (%)

Rozvoj funkce f(s) dle mocnosti s zalind éElenem Tl pochodicim z ¢lenu

fi&) =

n=—=20:
fo =27 L. +80 =L 480,

- U atme

1—e
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kdeZto pravd strana zadinid sviij rozvoj ¢lenem

Ab, (v‘t—tvt‘c')——L

8 ’
__o‘l

z ¢ehoZ nachdzime porovndnim
0' 1

s+ v‘t—vt‘i)
9, m(___t ’

SRR ORI

kde funkce #, je tvofena na zdkladé parametru -

Dle této véty pomocné obdrzi nds hofejdi vysledek tvar

e2ni(mo 4 no')
Z B+ mt+nat'ia)
m,n
a—1 vns o [8F+a+vt—0ol'i
e A ) s s
= (@=Dl (—1) \ @ ’ NZEY vt —ot'i) '
«=0 ')'( t )01‘ )

t

4=

a nésledovné

(14°)

(15)

kde soucet v levo vztahuje se ke viem soustavam Cisel m,n =0, 4-1,+ 2, ..
a v pfipadé, Ze by konvergence fady nebyla absolutni, coz nastane pro
a = 1,2, dluZno nejprvé sedisti vii n.

Zvlastni pHipad @ = 1 vySetfoval p. Kronecker* jehoz vzorec
t's

. 2rni(me + nv') Py &
(15 ) — = ,
D ; stmt+ns t "'I(Tl ) (vt—vtz

ostatn€ miiZe vésti pfimo k vysledku (15).

__vsm’ o (a+ot—ot‘
¢

t's

Je vidno, Ze bychom podobnym rozborem jako u integrdlu Eulerova druhu
prvého podrobiti mohli mnoZstvi jinych vyrazl, a Ze bychom tak dospéli ke
vzorcdm zajisté velmi zajimavym, aé namnoze slozitym. Poznamen4vajice toliko,
Ze vzorec

> z
re) = f € e®%q
— oo

* Sitzungsberichte der preussischen Akad. der Wiss. 1890, p. 127
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vede k vysledkm

oo 2"' (n—wu) 2ax

o (n — u)
(16) Z 1"(,+"“-)c2uu1u___ 2x Z e— ¢ e ! ,

t

= — OO N2 — 00

>° v
f Fis+zi)e®*'dz=2x €~ ¢ e %%,
— oo

4
kde dluino pfedpoklidati Real s$>0, -— —t—< Im. « <——, a v druhém

4
Real. s >0, — -’2'— <Im v < %, ponechdvime si na pHsti pfileZitost vyvo-

zené zde vysledky z éisti jingym zpisobem vyloZiti a je zobecniti.

Contributions 4 la théorie des fonctions elliptiques, des séries
et des intégrales définies.

(Résumé.)
Dans cette note nous avons démontré quelque formules du calcul in-

tégral qui sont semblables 4 quelques développements connus de la théorie
des fonctions elliptiques. Nous établissons en premier lieu la relation

< I's4-nti) ['(a— s—nti 2nuni
Z RO
= — o0
00 ._2.sl(” _ “)

27 Y e *
&2

n=—2° (1+e%‘_”“ "= “))a |

dans laquelle la partie réelle de a est supérieure A cele de s qui elle-méme
est positive, tandisque ¢ est réelle et positive, et la partie imaginaire de u

t t
est contenue entre — et —-.
2 2

Lorsque a est entier, cette quantité¢ s’exprime a l'aide des fonctions
elliptiques.
Nous avons remarqué en passant la conséquence
oo
fl‘(l-l—:n’) I'(a - 8 —zi) ev‘“ dx —2xn I'(a) ;- v
— o 1+e ]

Rozpravy Rotn. I Th IL C. 8,

- 08
e
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et nous sommes bornés A établir la formule

oo b+ oo 2’:”
d

I'(a) = “1” fI‘s)I‘(a-—s) _62_;.1‘___5_’
n—l(l+et ) d— oot e‘—l

ol la partie réelle de b est positive et inférieure a la partie réelle de a. Le
cas particulier de @ = 1 conduit 2 la formule

20 1
Z 1 et /‘ 8,(c—utids
1+c2nt(ﬂ—u) = 2mi, (uts) 3.(3)(e!1r+2zni_ 1)
n=1 0
. 1 . .
qui, pour % = o, donne cette représentation de la série de Lambert

=) 1

2 : 1 _ 1 &y (e)de
1— 2ni= 21:10 a-,(:)(”'+2"" 1)

n=1

Les -fonctions théta y sont formées & l'aide du parametre (5. Le reste de la
note est consacré a la démonstration des formules

Z L@+ nts) 2nuxi
l"(a—{-s—i—ntt)

fl=— oo

oo 28w 2xn

27 - £ a—1
_ 2= o ("+"’(1_e : (n+u>) '
t .
n==0

ol u est réel et entre O et 1, et les parties réelles de a, s sont positives; puis

e2m'(mv +nv)
8+ mt+nt'i,a)

m,n

a—1 2v1u

_ 6+ o : s+a-fot—ots
_(a—fll—)—'t— Z (_l)a(aal) ’ 9‘(s+a tv‘t-——vt‘)i !
U e=0 '91( t )‘91( ) )

les indices sommatoires m, # devant parcourir les valeurs O, 41, +=2,+4-3,...,,

T)
Ba)y=—@6+1...6+a—1);

les #, étant formées a l'aide du parameétre et on a posé, pour abréger,

enfin

2tl (n—u) 231:

o0 [+ o)
2 r(s+nu)e2"'””:%’5 e—¢ p

A = — o0 N=—oco

—— (n—u)
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