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ZOBECNENI VZORCE FRULLANIOVA.

Narsal. M, LERCH.,



I. Ukelem kritké této tvahy jest dokazati a zobecniti vzorec Frullanitiv
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fiar)—fdz) , _ 1. b
)] f g dal_[/'o)—f(oo)] log—-,
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jehoz zvldstni piipad
oo

~ —ax —bx ,

e — e oy b

__/ o d.r —log p

md na pf. v theori integrdld Eulerovych svidj vyznam.
Abychom dok4zali vzorec (1), uvaime, Ze leva strana jest limitou vyrazu
N
lim T flax)—fibr
(-:l),N:oo‘/ x d.r,
&
jej)z lze téZ psiti

N N
lim ] dz " rpe 37 .
t=0, N—cwo l-ff(az) x ‘/ fbe. z
E E

Transformujeme-li tyto integrily substitucemi z za az, resp. za b, obdrzi
nas vyraz tento tvar:

aN bN
Iim & dz _ N dx
F:O, N— oo [‘/ f(x) _5 ./ r(b-'l:) ?].
as be

Predpoklddajice U ~ a <l ), rozloime prvy i druhy integral ve dva jiné:
ee aN aN b1N
S S
at be be aN

pak v rozdilu zrusi se oba ¢leny prostfedni a zbude jakoito hodnota inte-
gralu (1):

be bN p
lim . dx s x
t—=0, N—=ococ f @ = / f'=) x
at aN
l*
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Dosazenim ¢z, resp. Nx za z do téchto integrdlii obdrZi vyraz tento tvar:

b

lim "fsx) — f(Nz)
e=0, N—oo ./(s—_f,;L”ﬁ dz.
a

. . . 1 . . .
Jelikoz a, & jsou kladné, jest funkce - koneénou a spojitou v mezefe

(@...b). Predpokldddme-li o funkci f(x), 2¢ jest ma mistech x =0, T =
spojiton, mame

f(ex)=f(0) + ¢,

f(Nz)=f(oo) + &,

kde veli¢iny &, &' jsou tak malé, jak libo, jsou-li jen veliény & —, dosti malé.

1
N
Dle toho bude pak vyraz (1) roven veli¢iné
b

[/
[f\o)—f(w)] /d—: + lim /‘Q;B‘ dur.
a

£e—=0, N=o0
a

a ponévadz z uvedené vlastnosti funkci & a &' plyne, Ze posledni limita jest
nullou, mdme koneéné jakozto hodnotu integrélu (1) vyraz
b
*d
[fo) —fe)] [ =2

T

L

a
jenz se prdvé rovnd pravé strané rovnice (1), kterd tedy tim jest dokazana.

Podotknéme jesté, Ze uvedeny dikaz pfedpokladd u funkce f(r) pouze
schopnost integrace (integrabilitu) a spojitost jeji na mistech x =0, z = o

2. Klademe-li v integrélu Frullaniové a = 1, b = ¢, coZ neni nikterak obec-

b
nosti na djmu (ano lze vzdy kldsti ax — 2, — = ), obdrzime vzorec

‘/‘ (f_(:)__ — f(::) c) dz:[f(O)—f'(OC)] log c;
0

leva strana jest vSsak pouhym zvldstnim pfipadem integrilu
b
J:f[f(w)—f(tv) tr‘(:c)] dz,
a

a sice vznikne odtud dosazenim ¢ x za ¢ (2), ff) zaf(z)avolboua =0,b = >0.

My vydislime integrdl J za supposice, Ze q (r) znamena kone¢nou a spz)-
jitou funkci na mezefe (a....d) (kde « ~Id), kterd hovi podminkim q (a) = «,
@(b) =b, a md v této mezefe kladnou derivaci ¢‘(z), jez je v ni schopnou
integrace.
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[,

Funkce f(x) jako v pfipadé pfedeslém mé byti podrobena pouze té pod-

mince, aby pfipoustéla integraci v mezefe (a....h) a aby vyrazy
lim(@z—a f@)y=4, lim@—b)f(zy=B
r—a r—

byly urcité konecné veliéiny.

Piseme-li za J limitu
b— ¢

J= lim [[f(x)—/'(qz)tp'uz)] dz
e—0, &= a "i‘ .
] b—¢ b—¢ I
Jf@ dz— [ fo)de)
a+e a ; £ l
a transtormujeme druhy integral substituci x za q (z), mdme:
b—+¢ ¢ b—¢')
J= lim J flx dx — /f(z)da: ,
:—=0, ¢=0 l
a+te ¢(a+E)
¢ili po jednoduché transformaci pravé strany:
y(a -8 gb—¢) l
J= lim //'-x)dz— /f(x;da: .
£=0, ¢=0 <, l
a+te b—e

= lim
e=0, ¢=0 l

Znamename-li g(x) = (x — a) f(x), bude existovati lim g(r) = 4, a my
obdrzime, kladouce g (z) = A 4 @ (x), T—a
P(a+e) g(a+ E)i Pla+ qa(a:‘i;?t g
xXr
Frions fitte o L Tflne
a + £ a + £ a+¢ a4
IFunkce #(z) je nekoneiné mald v nekoneéné blizkém sousedstvi mista
x =a, a ponévadZ intervall [a4-¢....q (¢ 4-¢)| je pro mald ¢ velmi maly
a blizky mistu @, bude #(r) nekoneéné malou zdroveh s ¢; je-li &, nejvétsi ab-
solutni hodnota této funkce v mezete [a4¢....q (a4 ¢)], mime patrné
y(a+¢)
/ f@dz=(A4+0v,) log
a--¢
kde @ znaéi pravy zlomek, t. j. —1-J@-J1.
Odtud mime

P@+e—a
E

P(a+e)
lim ff(z) dz=Alog{ lim 2OFTO—=3}
. e=0 £

Jelikoz dle supposice ¢ (¢) = a, bude
lim Peta—e

‘ =9'(a)

e=0

127



a tedy koneéné

P(a+¢)
lim ff(w‘ dz = Alog ¢'(a).
e=0 ate
Zcela podobné obdriime
Pp(b—¢)
lim f(xjdz = Blog¢'(b),
= b—¢
takZe hodnota integrilu J bude
b
(2) /ﬂ[f(w — 1(9)¢' (@)] dz = Alog ¢'(a) — Blog ¢*(b),
a
kde, jak vySe poznamenino,
(3) A:xli__r!n‘(lz—a f(x), B:xli:;)l(’a:——b)f(.r.

Ze tu ve Frullaniov& pfipadé g (z) = ¢z, a = 0, b = >0 pravé strana ob-
drzi tvar [f(0) — f120)| log ¢, je ptimo patrno.

Sprivnost vzorce (2) jest podminéna existenci limit (3).

Jeli vak q'(«) =1, lze pfipustiti A = 20, an tu prvy élen pravé strany
se objevi ve tvaru neurditém o . 0.

V tomto piipadé ¢‘(a) = 1 mozno predpoklddati pouze existenci limity

(31) A'—=lim (.’E— (l)’f(m)y
r—ad

jestliZe existuje druhd derivace funkce g (z) a jest spojitou v mist¢ & = a. Neb
pak bude ph A (r) = (z — a)? f(a)
¢lat+e ya+e)

f f@dz= f .(’;‘«?_“)ff’f,

arE ate
a znadi-li ¢, uritou hodnotu z mezery [s....q (a 4 ¢) —- a}, bude pravd strana
miti hodnotu *)
ety o
T
hata [G20 = hatn [ T ]
a-}e
—h(ate) PO - P — g'(a)e
e 0 A

e(p(a+e)— 9(a)]

kde brin zfetel k okolnostem g (¢) = a, 9'(a) = 1.
* Nenili funkce f(z).(x — a)®*=Mh(x) spojitou v sousedstvi bodu r—a, dluino vy-
razem hia | &) rozuméti velid¢inu obsaZenou mezi horni a dolni mezi funkce h(r) na

intervallu |a + ¢....¢(a+¢).
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Tato veli¢ina viak md, jak zndmo, za limitu

¢ a) __ 1 ...
h(a) 2'(‘“(“) —_— 2‘4 L4 (a)
a tedy bude v nasem ptipadé
P{a+s)
(2Y) lim /‘/'(a:)dzzég A'.q'"(a),
£e=0 :4—{—5

kteryzto vyraz nastoupi na misto prvého ¢lenu pravé strany v (2), je-li ¢‘(a) =1,
lim (z—a)? f(z)= A"

I D ¢ 4
3. Budiz nyni funkce ¢ () takovd, Ze rovnice ¢ (r) — x = 0 md v jistém
intervallu ur€ity pocet kofenl o, ~lu, ~I... ¢, ~ ... a ze v tomto inter-

vallu derivace ¢‘(z) je kladnou. Dile bud F(x) funkce nekoneénd pouze na
mistech «,, a,,..., a to ve stupni prvém; znamename-li pak
lim Fiz)(x — a)=4,

x_av

bude dle véty pravé dokdzané
o

WY
J[F@—Fero o] ar=4a, logs @) — 4, ¢ 1ok ¢ (4 1 p);

a

'.l
sccteme-li tyto vysledky pro w —=m, m 41, ...n — 1, mame
aﬂ
(4) f[ F(r)— F(p)g' (a:)] dzxr — A, log ¢'(a,)— A, log ¢' (a,.
(l”'

Jakozto piiklad volme zde

Dx)

kde funkce y je déna rovnicf ¢ (w) =z, a @’(x) je konetnd v mezich integrace.
Tu ndm da rovnice (4)

ﬂ’l
@ (x) ¢ () @' (x)
J [.p(;- + W] de
a

) "
. log ¢'(a,,) log 9'(a,
= ®{a,,) -'lP'(am)—‘ —®(a,) vy —1"
kde, jak ztejmo, w'(av) = L

(@)
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Frullanilv vzorec (1) hodi se k vyjadfovdni limit a funkci pretrZitych;

nebot pravd strana zni [ lim f(x)—f(O)] log (Z, a tedy bude

= o0

oo

(1% lim fim)=f(0)+ IE;*Z‘/‘“LZ:"“(E i

=00 z
- 0

I
Volme na pf. f(x) = (sin’%’—’); pak integral

ar J

1 ‘:’O( L, un ) ., U )

e sin? —- — ( sin® —~

log a _/ =7 iz
{ x

ma hodnotu 0, a jen v tom pi{padé se rovnd 1, kdy = je celistvé¢ éislo liché.
Déle vyraz

oS , kY
1 , A% ) T 1 Az
0¥ log a ./ AYTLY 4Ty ) @
0 ' ’
rovna se 1, 0, — 1, jak jest u kladné, 0, neb ziporné, t. j. integral ten po-
dobné jako
oo
_2_/ sinuz
n x
0

vyjadiuje znameni veli¢iny u (proto oznaleni sgn. u).

Sur une extension de la formule de Frullani

Dans ce petit article nous avons développé une démonstration de la for-
mule de Frullani

o0
/ f(ax);f(bz) dr="Tf(o — f(oe)log %’l

0

et d’'une formule plus générale

b
fi(a:) —f)g'(x)] dx = dlog ¢* (@) — Blog ¢*th,
a
ou
A=lim(z - a)f(x)) B=lim(z—)f(x),
r—a r=="b
et ol l'on suppose que la dérivée ¢‘(x) est positive dans l'intervalle (a....d).
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En designant ensuite par «,, ¢,, a, . . . les racines de I'équation g () —.r =0
nous en avons signalé cette conséquence

a,
(4) f[ Fix)— F(e)g¢' (w)] dx = A, log 9'ia,) — A, log ¢' (a,),
am
ol
A“ = hm (J:—- a ) F(x),

x=
et en prenant

Fr)y— ®(z)

w«a:) -z’

o w(r) est la fonction inverse de q(x) |Cest a dire ¢ () = z|, et & étant
finic, nous avons conclu la formule

!I'

f [ o) | P@)¢'a) ] e
v —a giz)—
”"l
— o log ¢'(a,,) log ¢'(a,)
= '”m) 'IP‘(am) _1 - ﬂ-n) ':p'(a") -1

l.a note termine avec cette remarque dvidente que la formule de Frul-
lani donne Texpression des limites sous la forme des intégrales; nous avons
signal¢ en particulier l'expression

d u.r cu-r_ 1 \ dzx
sgn u = Iog a f ( a”+1 - _-‘u.-:l" >y
qui représente le signe de la quantité réelle 1 ; une autre intégrale
] 1 g q g

ar . £
(sm‘ v ) — ( sin? 1‘1)
1 2 2
log a / o dzx
0
est égale 4 l'unité, si w est un entier impair et 3 zéro dans tous les autres cas.

Rozpravy. Rotn. 1. TH. 1. C. 8. 2
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