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1. Nckoneéna fada

{l"' t-‘! nu-s

(n R 1) =
n=— oo
v niz ¢ = ¢*7f znaéi komplexni veli¢éinu absolutné mensi jednotky, konverguje
patrné pro vdecka #, 2 stejnomé&rné a jen pro ona 7 postrddd smyslu, pro
nc¢Zz mizi jmenovatclé jednotlivych élentt ; jsou to feSeni rovnice

- g N
I__q’.’ﬂc‘.’ll..‘ll

1—g®e?erd =0, tedy w=m—nr, mn=0,+1, +2,..)

a aa téchto mistech md uvaZovand fada, povaZovand za funkci v, poly
stupn¢ prvniho.  Souéin R (w,7w|7)#, (vi7) |kde &, znadi znamou zikladnf
transcendentu  elliptickou  zndmky (charakteristiky) 11] jest patrné celistvou
funkci transcendentnf viiéi obéma proménnym z, zc.
Z vyrazu (1) patrny jsou rovnice
R(u,2) = R (e~ 1,20) = R(u,7w 4 1);

dalsi vlastnost funkce R plyne z té okolnosti, Ze v fadeé (1) lze psdti 2 4 1
misto », ¢imz vznikne

oD

-4 tnuaf42uad X
R w) = E ! . imyd e — = 7 R w0 )
— gt 2 8w

a odtud hledany vztah
(2) Ru— 1,0+ 1) = ¢ 71C%+7 R(2,10) .

Studium vlastnosti funkce A sc usnadni, povazujemeli 7z za odvislé od #, tak
aby v == # + @, kde v jest nova ncodvisle proménnd; zavedme tedy funkei

Sy = Ruu+v 1),
povazujice v ni vyhradné # za proménnou, v za paramétr. Jest pak f(x) funkce
jednoznadnd cxistujici v celé roving (#) a nemajici jinych mist zvlddtnich
kromé& péld stupné prvniho = — o+ m~4-nr, (mn=0,+1,+2,..),
takZe soudin f(#)®, (v} v 1) jest celistvou funkci transcendentni. Funkce ta
hovi dile rovnicim
Su1) =/, fludt)=e04/ @),
ll
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z nichz soudime, Ze podil

- S (@)
F(u) = -
@) 4 (1)
jest funkce dvojperiodickd o zakladnich perioddch 1, 7. Funkce ta md pdély
l
stupné prvého na mistech rovnomocnych s — v a ~j !

Sestrojme Weicrstrassovu funkci 72 majici zékladm periody 1, r a uva-
zujme residua dvojperiodické funkce proménné s,
ﬂ l-l
h(2) = F (5 ;
0@ = @
poly funkce té jsou rovnomocny s misty s = —v, 5=0, a 5=+ u,
14+

kdeizto na mistech rovhomocnych s bodem —y funkce p's mizi a tedy

& (z) md na nich povahu funkci celistvych.
Residua studovan¢ funkce @ (s) jsou pak ndsledujici:

. ) 1 1 fv
1° phi s = —w: 2ni 0,(v) pv— pu’
2° pfi 5 =0: — 2 F(0),
3° pii s = + u: F(+ ).

Dlc znamé zakladni vlastnosti funkci elliptickych musi byti souéet téchto
residui roven nulle, z éehoz mdme vztah

@ FatFea =g s

2ai 0, (v) pu— v

- 2700) .

K dalsi relaci dosp&jeme stanovenim residui funkce dvojperiodické

. 1
ﬁ(ﬂ)ﬂz—[ﬂzt'
. . 1+ e . , .
jejiz pély jsou — v, g + #, a jejiz residua jsou nasledujici:
o 1 1 1
1o pfis=—u: T 28 0,(v) pv—pu’
o 14z S 1
2° pH 5 = — —: eI PWIE Y
z 'y (=) P( y—pu’
pliz=+u: * F(x

Annullujice soulet jich obdrifme rovnici

F)—F—» _ 1 1 1 S5 1

b = : —
@) Fu 2ni 03(v) pv—pr o, (D) p () —pu
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jejfito spojenim s rovnici (2) plyne pro nis duleZity vztah

, , 1t .
b — POV = — oy S e el
a (=) P —pu
kterym jest nd$ problém, vyjadriti funkci /(#) vyrazy elliptickymi, v podstaté
feSen. Zbyvat jen ke konelnému upraveni vysledku nahraditi #', (|T+')
hodnotou t'(]'%-')’,, kde &', znadi veliéinu #;(0|z), a stanoviti hodnotu
vyrazu f('i").
Ta jest pak dle definice

O =rE = Y 0 e

n=—oc

jednoznacnou funkci proménné #, jez hovi rovnicim

O @D =0@), q@tr7)=crietng).
Abychom to dokdzali, odvodme hned vztah obecnéjsi

3) f,04-7) = o7+ fa,0) 0y (1)

Je tu totiz

3 qn".Znu:u'
f(7"7’+1): Z l_q!n+2e2:u'(u+v) )
N=— o0
aneb, pidemeli 7 — 1 misto »,
= qr:’—tn-{-l‘.!nu:vi—zuni
f(71,7’+7) = Z 1 — q,negﬂ,‘(u_*_,,) y
nN=—oo
odtud pak
S, o+ 1) — exi2edn) f(y )
> 2 Tnue
[— . q.",+fffiu '___ t-—?u:vi ——2n_e2v:!l'
l_q ner.—u'(u+:-) q9
n=- oc
o) ]
— Z qn=—2n+|¢,2(n—l)u.1i= E q"’c'-”"‘"":ﬂa(u) ,
n=—oc n=—oco

¢imz vzorec (3) verifikovdn, a nédsledkem toho téZ vztah (c).

7 (¢) plyne, ze soulin @, (v)¢(v) pfipousti periody 1,z a jelikoz jest
patrné funkci stdle kone¢nou, musi byti velidinou stilou, tedy

qv(v)=?3%—);

konstanta €' obdrZi se porovndnim residui pfi v :l_—;—r‘ jez poskytne

1 A

27 0:3(11-, )
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takze

a ndsledkem toho mdme jako vedlejsi vysledek

— 1
_g ¥ 1
7(?) = 27 O4(v)
¢ili
A T )
4 e nz‘_‘:w (= D" g gen ' 1 aom
Nas hlavni vysledek hofejsi obdrz tak tvar definitivni
- . . . au—gp'v 7 7
5) dmi0,()[F(u)— I (0)] = — — 4
®) 4midy(@)[F ) — £ (0)] pu—po T n T p ()
ktery lze oviem jesté pozméniti.
Poznamenejme, Ze zde
. R (1,u - v)
=

tedy
. R(,7)
FO) = "———"+.
0 =5

Upravme jesté pravou stranu nascho vysledku (5) na tvar soucinu, jim# po-
vaha funkce nejpfesnéji jest charakterisovdna.

Uvaime za tim udelem, Ze dvojperiodickd funkce /< (v) — /7(0) mizi
na #=0 a md pdly stupné prvniho na mistech nullovych funkci @, (z 4 ),

5 (2), t. j. na mistech — v, ,L‘:_'

x=—v-} ',i , z ¢ehoZ ndsleduje

, a Ze tedy musi zmizeti jesté na misté

F)— F(0) = C &, (1) 95 (n—+7)

9, () 8, (nv)

takZze zbyvd toliko ustanoviti konstantu | jiz obdriime porovnaniin residui
pfi # = —v; plyne tak rovnice

S S S A
2ni 04 (v) 8, () 0,

a odtud

~_ % 1
— 2ni0, 0,(v)

468



tudiz
) 1 &, 0, () 03 (v
6) F@E)—F0 = Qmr &, 0, (v) S)a)(u) |(‘}, (u—lzz') .

Vyjddien v pivodni symbolice znf tento vysledek:

&, #, (#) 0y (w)

(6*) 03 R(n,70) — 83 (W) R(0, 0 —u) = 2ni 0,(w) 0, (w—1u)

Z této rovnice lzc obdrzeti hodnotu funkce R(0,7) ve tvaru omezeného
integrdlu; pisemeli ji totiz ve tvaru

R 0 0 2001 = Ly DL

obdrzime odtud integrac{

1 1
R(0,7) = 0, SR(11,71—|—1))(17,__2”1.'?{;l(7’) S o, (;2 Z?—(ﬁj)—v) dn.
0 0 '

Pii integraci jest 2 rcalné a pfedpokldddmeli pomyslnou é&ist velitéiny # v me-
zich pomyslnych &asti veliéin ez, (e 1)z, kde « je &islo celistvé, obdrzime
# definice

o ? 2nuxrs
q’l A T

R@,u4v) = E l—_qm“,nni(u-m
n

rozvinutim ¢&lenit rozlozeného soudtu
qn’ onuai qn’+7n£?nunl—2:u(u+u)

Ru,u+v) = E | g aiatn T

n=- a

1 gen g, zaiut
n=a+1 1 q7¢ )

dvojndsobné fady

R (”‘”_,_7,) — Z qn:+2,,,,, c¥vimtunutme) ___ Z q.f1+2m,”r ¢ XAl L ut-my) |

n,m n,m
m=0,1,2,3,...00
n=—e,—a+t+1,—e42,... 00

I mw=1,2,3,...00

W=a41,a+2,...00.

V tomto rozvoji prichdzeji éleny nezévislé na #, jez ptisluseji feSenim m+4» =0,
resp. w'-+7'=1(0. A sice tu existuji fedeni rovnice pouze prvni, jeli « >0,
naopak mé pouze druhd rovnice feseni, jeli « <O.

Jsou pak tato felenf
nN—=—m=0,—1,—2,... —«a,
resp,

We=—m=—1,—2,...a+41.
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Soucet ¢lenti stilych bude tedy

E q—m’e!uvni pro {'ZU’

2 q—m’ —Smons pro “<0

Dle toho prejde hoiejsi rovnice v ndsledujfcf:

(N RO,7) =4,0,— L ' S % () %, (u+-2) du >

2a7 0, (v) 2, (”+")
0
kde
— E q—m’e""ll’-"f pro aZO.
=0
ale
A, = — q_mle——2mv:u' pro « <0,
m=1

pii ¢emZ « znali celistvé &islo, dané nerovnostmi*):

Im. (e7) <Imv<Im.(e—1)7.
Jeli tedy zvlasté pomyslnd &4st o obsaiena v mezich 0 a Im.7, bude
a—=0, A, =1.
Poznamenejme, Zzc vzorcem (6*) redukovdna funkce tfi proménnych
R (#,70|7) na funkci dvou proménnych R (0,7 —/|7) a na funkci elliptickon,
a Zc vzorec (7) vyjadiuje sc stanoviska formalného toliko rozvoj integrdlu
na pravé strané.

2. Uvazujme soucin
®) v(w,u) = &, (w)R(u,w),
jenz jest funkci celistvou, a ponévadz dle (3)
(3) Ru,w0—-1) =™ @v—2u+0 R(y,w) 4 9, (x) ,
hovi funkce (8) relacim:
(8")] w(w-+1,2) =—w(w), ‘
| w10 = —yw(@w,u)e—2umi L o, (u)0, (w71).

Z uvcdenych vlastnosti funkce w(w,#) plyne, Zc ji lze vyjadriti fadou stile
konvergentni
o0

v, = Y 4ortven,

y=-—o0
#) Symbolem Im.2 znamendme pomyslnou &4st velitiny », tedy Im. (s { &4) = 6.
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kde souéinitelé 4 se uré pomoci druhé relace (84). A sice obdriime z rov-
nice této

(g¥r+1 - e—2uni) p@r+Nwai

oo
= — [0, (%) Z (— 1)y g+ c@r+D@+nai

Odtud plyne srovndnim soucinitelt
(— 1)y g +ir+ar+t

A, = — iy (”)esu-u l+qh+|e2unl'

a tedy po dosazeni do rady:

oy (_ l)v qv’-{-v + | p2rwai

w(w,u) =9, (). exit=u=0 Y i g

V=

ponévadZ lze pravou stranu psiti

i9, (u)e"(“_w_?')R(w —:" u—':"),

nachdzime vztah velmi zajimavy:

A0

@) Rw)=ig a () R e e e

Odtud mame vici (3):

By (20) 04 (s 131

& (w)

g—Tfw— 1)

R+ r,w) =e¥wr R(n,w)+7
¢ili

(10) R(71+ 7,':0) — p— 2wk R(u,u:) — O, (u)e—!w.-u' ,
vztah, jejz lze téz piimo verifikovati.

Poznamenejme, Ze relacemi (89) jest celistvd funkce y () uplné defi-
novana, podobné jako relaci (10) funkce R (7).

3. Funkce R (x,w) patfi ku kategorii vyrazli, které do theorie funkci
elliptickych zavedl p. Appell, aby obdrzel rozklad dvojperiodickych funkeci
druhu tfetiho v prvky jednoduché a tim také jejich trigonometrické rozvoje.
Chceme ukézati, ze nale relace (6) & (6*) obsahuje jako bezprostfednf kon-
sekvence ¢&i lépe jakoito zvldstnf pfipady celou fadu interessantnich rozvojd,
jakéz ve své thesi studoval p. Biehler,*) z nichz mnohé hraji podstatnou
roli v krdsnych arithmetickych studiich slavného mathematika p. Hermitea.*™*)

*) Théses présentées 2 la Faculté des Sciences de Paris. Gauthier — Villars, 1879.
**) Sur quelques conséquences arithmétiques des formules de la théorie des fonctions
elliptiques, (Mélanges mathém. et astronomiques tirées du Bulletin de I'Académic de St.

Rospravy Rotn. I Tt IL. C. M. 2
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(4?)

10

Klademeli ve vzorci

1 v
n= 4," , obdrZime

(A°) M o E (—Drgm +newnt

3y (w) o 1 — g 3w

(e =0,2,3) pouhou substituci

Wl'}'l
?, ('Z:l);
hodnot w-{—%—, w—{—%, w—l—lT—i_I- za w

z kteréhoito vzorce plynou rozvoje pro

Differencujemeli (6) viéi # a klademeli # =0 u vysledku, naleznemc

8% 9y (w)
#; 0,%(w)

(")
”qn’ qu’-{-zn‘,Zw.—ri

~O NG
— 2 S [ I A
- in Z 1 __qznezwni in Zoo (l_q‘lnt,?m:li)'.'

n=— 00 n=-—

Klademeli w =2+ 1, 4 %, u4- 1 obdriime ze vzorce (b*):

0 (”) .} (”) o) lln’t.inu.-zi .
P =2 B T e 100,

O

| R N LN : grernil
10 == B

1 Toty 0% (%)

e!nu—rl ,0 (”)
L 193(u) =2 _E ]+q2n+le2uﬂ - . E 1+q2u+1'

P#i tom jsme uiili vzorci

[y o]

8]
g™ 1 q” —
D LU e bt

n=— 00

Pétersbourg, tome VI), otiSt&€no téZ v Acta math. sv. V, ddle Remarques arithmétiques
sur quelques formules de la théorie des fonctions elliptiques (Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik sv. 100). TamtéZ nalezne &tendf udaje literdrni o stardich pracich
slavného mathematika, z nichZ pfipomindme publikaci v Liouvilleové Zurndlu z r. 18G2.
Ze mnohé vysledky p. Appella jiz dHve znidmy byly p. Hermiteovi, dosvédtuje onen ve své
prici o trigonometrickych rozvojich funkcf druhu tfetiho, uvefejnéné v druhém svazku
tfeti serie &asopisu Annales de I'Ecole Normale Supérieure (r. 1885). Pan Hermite uvefejnil
o svych studiich toliko kritkou pozndmku v slavnostnim spise In Memoriam Dominici
Chelini Collectanea Mathematica (Mildn, 1881), a v té se vyskytuje ku konci vztah,
jen% se s nadfm vzorcem (9) takmét kreje.
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11

které lze ndsledujicim zpfsobem dokizati; znamendmeli souéty fad t&chto s,
a s, , obdriime z vyrazfi téchto pfSsicc — #», resp. — n— 1 za n, rovnice:

_ qn’-{-in
w=Y 1+4g%»
n’+4n+l
= —Z 1 _qin+l )
a tedy souétem obou druhit fad:

231—21+qan +Zl:—+;:" Eqn"
2“‘2 - Z _ ?n-l-l Z qn’+‘:n+—2l

=Zq’"(1 + g2t =Eq"’+ 29‘”"’ ,
takZe patrné
28, = &, , 25y = 29, ,
jak vyse tvrzeno.
Z kazdé z rovnic (A?%) obdriime tii dal$i, nahradime-li # hodnotami # —1—12 '
45, u—|—'t' i

Dalsi zvlastni pfipady rovnice (6*), jeZ chceme uvésti, odpovidaji
hodnotdm

X
2
jsou to vzorce:

2 9, (w) 24 q"
[ i 9, ()0, () — O, E 1| ginerva
3 27 (— l)n n?
(A ) l - 19 Z l_qineﬂw-u '
" ¥, (ZU) 21 n'ew-u
A "o (w)0 (w) Z l_qin—l otwar

22 q(”+i)’ew-‘”
l_qineiwni -

’ > . ’ 1 ) T 14« el
z kterychito vzorcl lze substituci w43, w45, w—|—% za @ odvoditi
dalsich Sest rovnic.

4. Zavedme nyn{ funkce

I JAORIE P N Gl b

o 1 _qwnelni(u+v) '

(1)

W (417 o @4 nuxi
lj:,(u,v|r)= Z g d _ ,

. l—q"'t""'("+”)
9e
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12

= qn’eilum'

f.:,(” U ! ') =n=zoo 1 _qlnelnl(u+w) ’

11

( ) o0 (_ ])nqu’ehmni
Solw,v|7)= Zoo 1—ginetnitto

z nichZ f, (¢, v) splyvd s funkcf f(%,v) vy3e studovanou.
Z vyrazi téchto patrno, Ze existuji pfedevsim relace

Sole+41) =13 (0), filat+1)y=—fi (),
Sfole+1)=—f3(0), Siw+1)=f(w),

a pisemeli v fadich 7 1 misto 7, obdriime relace dalsi:

Jolute) = —fo@e—miau o,
filib7) = — f (e =ttty
falut1) = fa@)e=miontn
Sy =fa(@emiut ;

tedy kazda z nasich funkei £, (%, |7) hovi rovnicim tvaru:

Salat+ 1) =(—1Dfa(), Sa(rt7)= (=1 fa(@)e=Cu+n,
kde ¢&isla g/ pak tvofi zndmku (charakteristiku) funkce f,. Dluino si
pamatovati, Ze zndmka funkce f, je tdZ jako zndmka funkcc @, (#) tymz
indexem « opatfend.

Ze vztahll t&chto jest patrno, Ze podily

(12 £ (o) =210t

jsou dvojperiodické funkce stupné 2. o zdkladnich perioddch 1,7r.
Pély funkce F,(#) jsou jednak nullovymi misty funkce &, (%), jednak
shodny s — v.
Funkce
F, () — Fo(w),
kde z2v je konstanta, ma tytéZz vlastnosti a mizi pfi # = w ; jakoito funkce
stupné druhého mizi je$té na jednom misté, kteréz ma hodnotu 7, —=—w — v+,

kde ¢, zna& nullové misto funkce @, takie &, (# — uy) =&, (u 4o 4w —¢.)
lisf se od @, (% -} v+ ) pouze Cinitelem exponencialnym. Bude tudfz

B, (¥ —w) ¥ (u+v4w)
% 0 F)
kde A, nezdvisf na ». Abychom je uréili porovnime residua pfi # = — »;
obdrifme tak

F (2) — Fy () = A,

o, v,
= i 5, G W) 0. @)’
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18

kde
l/,l:_z.qie—uni’ V’=q}e—vni,
Vo="Vs=1.
Nachazime tedy obecny vzorec
O Ve O (u—w) o, (n+tv+4w)
(13) F (Zl 71)_f' ('ZU 'Z’) 2ni O, (u)0 (70)0 (u+11)0 (LU+7i)

ktery pro a=23,w =0 pfejde u vysledek (6), a z n&hoz mdme integraci

dle # v mezich Oa l,
1

¢, 1 ¢ (n—w) & (v 4 w) du
2nz @, (w) 8, (v +w) S 9, () !

Fo(w,0)=1—

pokid « =0,3 a 0<Im. v <Im.r.
Uzijemeli ve vzorci (13) pfi @ =1, 3 vztahil

P2

(5 ‘ —D)=—1 \(? e T (2|,

o, 0| —L)= — V50,0 ),
. Bl

o —=H)=Vie " 0,

obdrzime
FE L —D)—=FKR".2—D
; T -v"__'__ N .
:Z\/Tlv T [["3(1(‘71!7)—-[43 (1‘,“,;,’)]‘

14 . )
(14 1’1(,‘,7—:—).—1', (—:L'T

i —v(l4r) . af 1

T TR i T — .

=~v7¢’ T / 3 ( ')I]'l(”'7’l')—F.(w.7'Ir)J.

Odtud nésleduje, ze vyras

vial

(1) h (v, 1)y =F, (¥ \———-)-—:V Fy@altye

r‘r

nesdvisi na u; odtud mame

utars i

(15%) D (v,7) 9, (”)V_ r! 3 )‘ _r—"./;!(u""'I’)"—_'—

Integrujme dle # v mezich 0 a1, picdpoklidajice 0 <Im .o <Im7;
i obdriime

— _vni _Wai
(’1(71'7) \f%—:——rt‘ v +Sf3(%,—%-\—l7)t‘ © dn.

470



14

Aviak
wai =°) —"—'.(u—n)’
¥ v 1 - __ € " .
f;(' ’ 1| ')C’ = "=¥w 1— .’L'(u— )+207ll
a nisledovné

! was X - d
VTP, DU
— 00 I

0

N4s vysledek lze tedy pséti

_ Pai 4
(15%) & (7;,1)\/?—}—1:’ To= S < TET] \!z:u'

Pisme na okamiik : =rc¢,v = 7, ptedpoklddajice ¢ realné a kladné,
a 7 rovnéZ rcalné; hofejsi podminka 0 < Im. # < Im7 vyZaduje 7>0,c7<1.
Na3 integral lze pak psdti po substituci # =% — 7

e}

1 —-i(z—cri)’ dz

—_— e [ —_—

c l_e’ﬂ{ '
— 00

kde integracc se dé&e podél ptimky s = ¢ (z 4 »7); integril se viak (dle

2 . . v vz !
podminky ¢ » < 1) nezméni, volimeli za cestu integraénf ptimku s =« 4 ,,
¢imZ obdriime vyraz (15%) ve tvaru

(e ] .
1 —:—'—(z+L—cn’)’ dz
_ e c 2 P S —
P 1 +¢’ 2xz

— OO

&ili vratimeli se k plivodnimu oznadeni :

15 [x _ff—i_’ ¥ .”’”""‘;‘2{’." da
159 @@ Vitre =7 { RE
— 00
Ptipomenme, Ze z (14%) mdme pro =10 rozvoj
o _nas 0o o v — v

T € T ¢ T

(16 @ @)0\i= ¥ et D N e S
=—00 |—p T n=—
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Klademeli mimo to # = — v ve vzorci (159), obdrzime
— . _Pai x,, P '3,—‘(v+u)’
D@ )@ V;=GE—rv—D T + Y
n—=-— 00 l_e— Y
(15°)

_ N ePr—2no)ai
— T —
Te E 1—e2neai
n—=—oo

pfi éemz ¢&arka u znameni X vyjadfuje vynechdni ¢lend » = 0.

Ze vzorce (15°) vysvitd, Ze @ (v,7) je vii¢i v funkci celistvou, coZ se
téz snadno dokdZe ze vzorce (159), vypoltouli se residua na mistech
v=umrt-+ n, kterd se ukdZou byti nullami.

Porovnanim (159) a (15¢°) mdme tyZ vysledek, nebot dle (159) miZe miti
o pouze pdly mer—~4n(m,n=0, + 1, + 2,...), na kterychito mistech viak
dle (15¢) @ jest koneéno.

5. Uvahy podobné piedeslym lze provésti pti obecn&jsi funkci

x qnv’eivnuni

() A(@,v 1)y = Z [—gereimiats )
oC

y=—

kterou do theorie funkci elliptickych zavedl pan Appe/ ve svych studiich
o funkcich dvojperiodickych druhu tfettho uvefejnénych v Annales de I' Ecole
Normale Supérieure*) (lIl. fada, sv. 1, 2, 3).

Tato jest jednoznaénou a md pouze pdly stupné prvnilo #w=m 4 »r,
(m,y=0,%+1, +2,...), pii emz g=¢*77 ,|¢|<I, tedylm.z>0. Tato
funkce hovi rovnicim
(i) A+ 1)= (v

A(u—4-1)=e—"3Cu+n (),
jimz hovi téZ funkce theta fddu », zndmky 00.
Z téchto funkci theta fddu » znamky 00 vidy existuje 7 linearné neod-
vislych ; znamenejme
0, (2),05(2),...0n(2)
takovouto soustavu #z linearné neodvislych funkei theta fddu », znamky 00,
a uvazujme determinant
A@w) A(@wy)) Ay ... A(wy)
i () = 0, .(u) 6, (w,) O,(ivg) ... O, ('z-v,,)

Oy (2) Op(10y) Cy(tvy) ... On(twy)
*) Viz té2 posledni odstavce knihy Halphenovy (Traité des fonctions elliptiques
et de leurs applications; Paris, 1886) v dilu prvém. Jak p. Appell uvddi, byly tyto vyrazy

jiz dtive zndmy p. Hermite-ovi, o temi viz pozndmku vyie ulin€nou.
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kde 7w, ,w,,...7%w, znadl libovolné stilé. Tento determinant jest funkci z,
kterd hovi rovnicim (II), a podil 4(zx): ;" (x) je tedy elliptickou funkeci
a sice (2 1)*¢ stupn&. Jelikoz A4(x) zmizi na w,,1,,...70,, a mi pdl
jednoduchy # = — v a #n-nasobny = — ":', mus{ tato funkce elliptickéd
téZ mizeti na misté
n
Wy — — UV — Z w,

Jeli tedy » lické, nalezneme

IIO (t—w,) . Oy(t+v+tw, w4 ...4 )

d(u) = a=! .
() =¢C 7 wF9)

kde C nezdvisf na #; tuto stilou obdriime porovnanim residui pfi # = — v;

a sice bude

1 B. () =C[10,(v+wa).ﬂa(zul+zu,+.,.+zun) ’

277 ¢ &,

kde | 0, (ws) | vyjadfuje determinant
0, (10,) O, (w,) - - . O, (1) |
D(wy Wy, ... W) == | + -« ovvrr e K
Oy (10,) On (12y) . . . On () |
Tim tedy dokézéna relace
(V) () = ¥y Dy wy, .. we) Oy (v 1w, . Awa) [ (0 —10,)
2n7 O (- 0) 0y (w0, F+wy ... Fw) 10, (v+4 w,,) '
kterd podstatné zobecfiuje vysledky piedeslé.
Determinant D (w, . w, ,...w,) jest vii¢i kaidé z liter w funkci theta fadu »
o znidmce 00 a zmiz{i na # — 1 mistech danych; vi¢i w, na pf. na mistech
Wy, Wy ... Wy, i bude (ano # jest lich€)

D (w,,w,,... wy) =y & (w10, ... 4 wy) I<1/|;9l (o — )
(¢,0=1,2,3,... %),
pH éemZ konstanta y zavisi toliko na volb& zdkladni soustavy funkci @, ... A, .

Ndsledkem toho miZeme vysledek (IV) uvésti na tvar
A ()= 70 03 (etvtw, +...4wy,). N8y (v —w,). Y, (10, — wy)
&y (0 +v) T8, (v w,) !
(e,p=1,2,n...;a<p),
aneb zménimeli ponékud oznaceni, na tvar pfehlednéjsi:

A () A (w,) A (20) . .. A(20n) ‘
i 0, (i) O, (1¢,) O, (10,)... @, (wn) ;
l . |
| Gn () On ) O ay) - Ou(an) |

_ 1% Ot wytw ... A wa) IT8, (wa —20p)

2a: e, (v+ w,) ’
(¢,8=0,1,2,... 2, a<§).

(Iv*)
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Dalsi vlastnost funkce A (#,7) podd ndm zndmy vzorec*)

n—1

(V) A@vtr)=A@w,v)er~s@v+a| Z etiniwtotn g (nutsrinr),

s=0
ktery zle vzhledem k dilezZitosti pfedmétu a v zdjmu dplnosti této price
chceme kratce odiivodniti. PiSemeli & = ¢ %70y — ¥"7f mime dle definice
2.8

) ny’gnv
A, v) = X 1 ?:q” Th

»r=— 00

Z nv’tnv
7/ 7/ e
') 1 — tv+1§”

pisemeli u vzorci prvnim r-+ 1 za r, obdriime

nr’gnv

A(u,v) gnym = X T-——q'_'—'*"‘g'r, grr+ngny

a nasledkem toho rozdil poslednich dvou vyrazd
A@@,v41)— A @,v)g"n*
‘Z g En ifq"‘“"“’é“'

1, :y+r):-,]
n—1

_Eq ny Eny Z g*@r+ngsps

s="

¢imz vzorec (V) dokdzan.
Pisemeli u vyrazu A (#,v) w misto « - v, ptejde tento v fadu

qnv’einvuni

oQ
Rp(n,wit) = 2 ———l—q”e“’""

vy =— nO
a vzorec (V) obdrzi tvar
n—1
(V) Ry(u, w7t 1) = R, (2, 'wlr) enmiio—2utr) L 2 etrniw+n) g (nut-sr|ne).
s=0
Soucin
Y (w) = Ry (¥,w 1) 8, (nw | n7)

je celistvd funkce transcendentni a hovi relaci**) plynouci z (V’):

(V") V) |

n—1

= — Y (w)e—2nuns —|—-Z Oy (nut-st|nr)ets ity (nw-t-nr|nr).
$=0
Jelikoz ¥ (v 4 1) = — ¥ (v), existuje rozvoj stdle konvergentni:

=)
W(w) — Z A e@e+Dwai
o= 00
%) Viz citovanou knihu Halphenovu.
*¥) Stdle ptedpokldddme, Ze n je liché.
Rozpravy. Rota. I. TF I C. 24, 3
479
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VloZimeli jej do relace (V”), obhdrzime vztah
EA" (e=2muni | gra+1) p@o+1iwni
n—1 2.

— — Z 08 (nu+s1]nr) Z (_ l)vqn(r+..l)’ e@nv+n+25) (04 r)ni ,
=0

y=—00

kde jsme uiili definice
8 (sl7) = —z'z (— 1)» g +4P pr +07i

Porovndvajice podobné &leny obou stran kladme

20 +4+1=2nv+2s54n,

tedy
r=nv+ s+ "2_' .
i bude
_ .—-z'(_ I)Vq(y+1')’+2'"’+"+?‘ ‘ .
A‘+n;l+"'— = Emumi | gnFEa T Oy (nu—-stnr).
Casteény soudet
i’\
A ne—1 t.(n+2a+27n)wni
I’_A—("O s+ 2 Rt

mi tedy hodnotu:
qm-’—f-suv eglvnwar

~0
—i'g"+”+}62"""“+("+2”wni&3 (””_*_‘rrlnl) E (— l)v] '_|'_ﬂq_n_+7fs+8nr‘.:_5huni

y=— 00

. ) o qnv’-{-nv(dvnwni
—_ zq23—1n+ i e,?nln:+(2;—n)wn|03 (”u +:t ”7) . Z (— |)v,l,;‘,‘:ﬁq_i'__w',l oy pEnu ;
y—=—00

nekonecnd fada shoduje se dle zavedeného oznadeni s vyrazem

Ry (nw—+n't nutsv—n'tlng

a tedy obdriime shrnutim viech vysledkd :

n—1
s (w) =1z E q’-’—?"-}-}g!i!unl'+(2s—n)w:u'

3=

c Oy (nutsTin ) Ry (nw 4+ 2ERE muts 1 —2E0" | n),

2

aneb koneéné
[ Ry (u:u’l’) 4, (Il’w!nl)qf"—-}g(nw—hzu)ni
n—

|=z‘ E glret i g (nut-srint)R (nw T nu+se—"EM na),
+1=0
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