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Tetragonelobus siliquosus Roth. Prag: Wiesen oberhalb
Motol haufig (R

Astragalus cicer L. Kopaninsk§ Revier bei Smeéno (Vs)!

Astragalus danicus Retz. Grossdorf bei Korycan (J)! Grasige
Hiigelmulde oberhalb Malegic bei Hrdlovez niichst Prag (C. fil.)!

+ Vicia narbonnensis L. Auch bei Sloupnic bei Leitomyschl ge-
baut (FI)!

Vicia dumetoruin L. Gebiisch unter dem Gipfel des Schossen-
herges hei Wolfersdorf (H)! Geltsch bei MHaida (PE)! Bedkovsky
vrch bei Mithlhansen (V) ; diese Angabe fiir die sonst nur nord-
béhmische Art etwas verwunderlich.

Vicia pisiformis L. Jungferbiezan (J)! Oborsky Revier bei
Smcéno (Vs)) Chudenic: auch anf der Doubrava (C. fil.)1 Mol-
dauthal bei Worlik und Klingenberg (V).

Vicia silvatica L. Chudenic: am Ricej, auf der Dowbrava! Um
Miihlhausen hiufig (V). Sloupnic bei Leitomyschl (I1)!

Vicia cassubica L. Klicany (J)!

Yicia tenuifolia Reth. Klicuvathal bei Piivglitz (Fr).

Vicia villosa Roth. Modfan bei Prag (V).

Vicia tetrasperma Monch, Lidic bei Schlan (B)!

Vicia monantha Desf. Schlan: bei Irdliv im Wickenfelde (B)!

Lathyrus silvestris L. Laner Thiergarten bei Neuhof (Vs)! Im
Moldauthal von Klingenberg bis Kamejk, anch bei Mithlhansen (V).

Lathyrus tubcrosus 1. Haferfeld bel Reichenau (Hs)!

Lathyrus palustris L. Dei VSetat an der Bahn gegen D¥#§, und
hinter D¥{$ unweit der Elbe auf nassen Wiesen in grosser Meuge!

Lathyrns montanus Bernh. Im Erzgebirge auch bei Neudek (Sch) !

9.

Zpodobovani roviny na zdkladé realnych kuZeloseéek.

Sdeélil Matya$ Lerch dne 5. inora 1884

Je zndmo, Ze se v kaidé roviué realné nalezaji dva stdlé po-
myslné body v nekoneénu, kterymi prochizeji viecky kruhy oné ro-
viny, a které sluji kruhové body v nekonednu; znamenejme je 3, 7,.

Kazdd pomyslnd piimka prochdzejfef jednim z téchto bodi
svird s libovolnou realnop p¥imkou roviny nekoneéné velky pomysing
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fihel, jehoZz tangenta je < nch —7 E=V—1) jak prochazi
p¥imka ta bodem Z, neb 4. Prinky takové nazjvejuic Iruhosmérngme
(isotropickymi die Laguerrea) prvé &i druhé soustavy Predpo-
kindame tu jisty smér rotace v roviné za kladny, na pf. onen,
jeni je opaény se smércm hodinovych ru€icek, a v témz smyslu
volime pofddck pravodhlych os X, Y.

Kazdym pomysinym neb realuym bodem v roviné proehézejf
dvé piimky kruhosmerné, jedna prvé, druhd pak drulé soustavy:
kazdi z nich obsahuje jediny realny hod, ktery nazyvejme kruho-
smérngm prémétem prvim neb deubym pomyslného bodn; je-li tento
realny, splyvaji v ném kruhosmérné jeho priméty.

Svymi kruhosmérnymi priiméty je kaZdy bod roviny jednoznaéné
uréen. Bod s nim spiezity ma tytéz privndéty, ale v potadky obrieeném.

Souradnice kruhovych bodi v nekoneénu jsou v lihovolné pravo-
uhlé soustavé nédslcdujief:

x =—oc, Y=o, —{’; =1, — <.

Zavedme po prikladu Laguerreové t. zv. souiadnice kruhosmérné
(coordounnées isotropes) w, v rovnicemt

wn=x-tiy, v—xz--y,;
primky w —= const., » — const. jsou kenhosmérné soustavy prvé, resp.
druhé.

Prvy (druhy) primét krnhosmémy bodn (», v) mé pravofihlé
guufadnice rovny ¢lenin komplexni hodnoty « (©),*) t. j. prvy kruho-
smérny priimét bodu toho zndzorivje dle Gausse hoduotu u, druby
hodnotn v spieZitov 8 hodnotou w.

Dana-li kiivka realna neb pomysing rovnict

f =0,

~ - /] v " —r « = T ay -
obdrzime dosazenim .= ;!- Y= g TOVDICl Jeji v soustave
[

gonfadnic kruhosméruych
@ (u, v) =0,
kterd je v pifpadu Car algebraickfch patrné tého# stupné.

Jeden z priimétd bodn kiivky mozZno libovolné vytknouti, nadcZ

druhy lze ustanoviti za powoci posledni rovnice, Obeené mu jich
piisludi vice.

*) Symbolem ¢ budeme v tomto pojednénf znaditi hodnotn spreZiton & .
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KaZdd kiivka rcalnd neb pomyslni davd takto podnét k dvéma
na vzdjem souvislfm soustavam rovinnym, o nichz pravine, Ze jsou
spriznény kiivkou reenow, ncb vespolek pibnzny vzhledem k télo.
Jedna soustava sestavd z bodd », druhd z piitadéngch bodd v.

Soustavy spriznéné vespolck pifmkou realnou jsou symmetrické
vzhledeni k nf, kdeZto soustavy spriznémné piimkou pomyslnou jsou
si obracené podobny.

Soustavy piibuzné na vzdjem vzhledem k hbovelné kiivee jsou
si v pekoneéné malyeh rozmérech podobny obrdcend, nehledime-li
k nekolika zuvldstném bodim, které v tom obledu tvori vyjimku.

Tyto zvldstoi body jsou isotropické priméty bodd, jichZ tedny
jsou kruhosmérné, a nazyvime je ohnisky prvé a druhé sou-
stavy, jak jsou tyto teCny soustavy prvé neb drnhé, Je-li kiivka
realnoun stupné 2, mdé n(n — 1)— 20 — 3« ohuisek, kiera jsom za-
roveih prvé 1 druhé soustavy, pii éemz znaci 6 pocet bhodii dvojnych,
x pocet vratli. Jc patrno, Ze pro spojité kiivky, zvlast algcbraicke,
plati podminky

du dv

do =0 @ =Y
aby Lylo u neb v ohniskem soustavy prvé resp. druhé.

Prochdzf-li kiivka body lomhovymi ¢ ¢,, aneb mé-li v nich
body vicendsobué, nazyvame rcalné body jich tecéen oknisky kruhovymi
¢. ctrkudarngmi t€ které soustavy; jsou to ledy realné body kruhe-
smeérnych assymptot ¢ary uvazované. Tak ma pi. je stfed kruinice
jeifm cirkularnym ohuiskem.

Rovnice kruhu jakoito kuzelosecky obsahujiei body z, #, musi
byti tvaru

aw-} pfu +yv4 6 =0,
kde o 8y @ znaci realné ncl soujemné stilé. Tuto ,krahovou® sou-
vislost mezi » a v nazval Mébius vhodné ,Kreisverwandtschaft.
Tato se niéim nelidi od obyéejpé prométnosti na pifince, pouze se
stanoviska gcometrické representace lze Ji povazovati za zeviSeobec-
nénf prométnosti; ve smyslu tom spatiujeme ji u Bellavitise.

Méné jednoduchou se jevi byti piibuznost kuzelosethovd, kterd
vyjédiena rovnici tvaru

A, u? - 24,,uv + A, 0% 4 24,8 - 24,50 4,, =O.

Tentokrite omezim sc na kuzeloseéky realné, vzhledem k nimz
chei rovinu zpodobitz, t. j. sestrojiti fitvar (v) odvozeny ze soustavy (u),
kterys jemu bude v nekoneéné malych castech obracené podoben,
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2. Budi# dina libovolnd kuZelosecka realni C; kterflkoli jeji
pomysiny bod » udin jest vytknutim svého prvého neb druhého
primétu kruhosmérného, ovéem dvojznaéné, ponévadZz kazdd primka
vilbec A tedy také krubosmérndi protind kiivku C, ve dvou bodech.
Libovolné danym realnym bodem w; prochézeji dvé piimky kruho-
smérné obou soustav, které spolu tvo¥f ¢ém 2. stupné I',, tak zvany
kruh O v nekonecnéd malém polomérn; priseky ¢ar I", €, Jsou po dvou
rdruzeny ; nazyvejme je » '« w™”, a sice nechi se nalezaji u«’ na
piimce prvé soustavy w, 7,, " «” na piimce soustavy drubé wu, 7,
f necht jsou wu” a o «'” body spolu pomysiné sdruzené., Znadime-li
symbolem (z,, =,) bod, jehoZ prvy a druby krubosmérny primét je
resp. ,, «,, budeme mfti nisledujici schema:

w = (g, ), W == (U, W), & =(ty, 1), ¥ =@, ),

v némzZ je vyzuam litery w, «’, patrny.

PrHimky u«”, «' " spojujici body sdruZené jsou realué; jak-
mile je sestrojime, je problém representace bodu w TeSen, ponévadi
primky ty protinajf kiivku I, v bodech 2= #”, resp. «' «'”, a tedy sc
body u,;, », obdrzi jako#to zrcadlové obrazy bodu w, vzhledem
k témto ptimkam.

K sestrojeni téchto pfimek « », » w”’ wzil Chasles vrcholit
diagonalniho trojibelnika ipln6ho ctythranu » «” «"” «”; jeden z téchto
je patrné dany boed w,, ostatni dva rovnéz realué znamenejie.

Body « f# nalezaji se na poliie bodu », vzhledem k C; a pFimky

u, &, B jsou harmonicky sdruZeny vzhledem k obéma kuzZeloseckam
C, Iy, t. j. ony tvoif pravoidhlou druZinu harmonickych polar kuzelo-
scéky C, vedenych bodem #,; tim podano sestrojeni hodii af.

Jednim 7 téchto bodi, ktery jsmc nazvali e, prochdzeji p¥imky
hledané wu”’, «* «'”. Zvolme libovolny bod p a stanovme prisek p
jeho pelir vzbledem ke kiivkim C, I',, a totéZ uliime pro dalif
libovolny bod ¢. Primky we’, « w* sklddaji kiivku druhého stupné
A,, a polary bodii p ¢ vzhledem k této &ire jsom primky »'e, g'e,
tak Ze jsou plimky ewx”, aw'w’™ dvojnymi paprsky iuvoluce dané
druzinami ep, «p’; «q, oq'.

3. Vedeme-li libovolnym bodem « v roving svazek piimek re-
alnych, majice na zicteli vilastnd toliko jcho édst sestdvajici z pifinck
neprotinajicich kuzelosetku realnou €,, bude kaZdi piimka M tohoto
svazkn (t. §. Casti) protinati C, ve dvou pomysinych bodech = ',
Jichz kruhosmérné praméty jsou my, m,. Probéhue-li M Feéenou cést
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svazku a, probchnou tyto body am, m, jistou kiiviku, kierou nazveme
samodobnou, ponévadz kazdému bodu jejimu m, odpovidd jediny s nim
pribnzny bod m,, ktery sc talé na ni naléza, tak zc se sama v sobé
zpodobuje.

Geometricky process, kterym se tato krivka vytvorila, dd se
tukto Jormulevati: Kiivka samodobnd prislusnd k bodu a jest geo-
metrickym mistem bodd #2,, @y, v nichi sc protfnaji kruhosmérné
piimky im, &,m’, resp. f,m’, i,m, vedené z bodd m =o', v nichi pro-
tind proménny paprsek M svazku a kuzelosecku C,. Z toho ihued
patrno, Ze kiivka samodobnd je 4. stupué s body dvojuymi v bodech
krubosmérnych 7, Z;, jejiz dvé cyklicka ohniska jsou kruhosmérnymi
praméty prasekin paprskit vedenych z bodn ¢ k GbéZuym boditm
kuzelosecky C, s touto kiivkou, Ctyry z pomyslngch prisckil obou
kiivek (;, a samodobué leii na krubu nckoncéné malého poloméru
gse stiedem v @, a dva 7z ostatnfch étyf jsou realné priseky polary
bodu « s kuzeloseckou, a kiivky se v nich protinajf kelmo.

Naleza-li se « na assymptoté Lkuzelogecky C,.*) piejde samo-
dobna v cyklickou kfivku stupné tfctiho, a je-li koneiné o stiedem
hyperboly, ua kiivku kvadratickou, kterd je uutné hyperbolon sou-
osou s pilivoduni; ma-li tato rovnici

b*x? - ay? = afl?
md samodobnd rovaici

aZy? — b — %%

Je-li G, parabolon, je sumodobnd cyklickon éarou kubickou.

Skuteéné sestrojeni bodit m, m, provede se¢ na zikladé znameé
véty, Ze jsou pomyslné priseky = o primky M s kuieloseckou dvojné
body involuce harmonicky sdruZenych polit na primee M vzhledem
ke knzeloseéce. Stred této involuce je patrné prisek g s¢ smérem
ptinky M sdruievého priméru kuzelosecky s touto primkou B,
a jeji jednu druzinn tvo¥f bod a a prisek a, jeho poliry s primokou M.
Dle zakladnich vlastnosti involuce bude pak wm — Vga _ pay —
=i. Vap.pay, pn’ = — i Vap . gay, a ndsledovné sc body m, m,
nalezajf na kolmici vztytene v boedé p na pfimkn B na opaénych
strandch u vzdilenosti Vau . uay od télo, a obdriime je jukoito
pritscky fe¢ené kohnice s kruZnici opsanou nad primérem aanw.

Ponévadz hod g ruzpoluje vzdalenost sa m?, probibd kuzelosecku
(1) podobnou a podobné poloZenou s (%, kterd obsahujo bod «, stied

*) Tato pak musi byti hypcerbolou.
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kuzeloscéky C, a priiseky této s polirou bodu «. Pimka m, m, oba-
luje kiivkua titdy tieti, stupné ¢étvriého. Pary wm, m, tvoki na kiivee
sumodobné involuci, kterd ma v prisecich s poliron bodu a dva
realné body dvojué.

Problém zpodobeni kuZeloseckou realnou da se ledy graficky
resili zpiisobem dvojim: bud plimym, aneb za pomoci ¢ar samo-
dobnych, kterych sestrojime dostatecné mmozstvi, abychom obdrZeli
jakousi piimérené hustou sit, kicron bude pokryta celd rovina. Vy-
hodno jest vidy sestrojiti ¢dry samodobné piislusné k boddm jedné
z 0s kuzclosetky.

4. budiz dédn trojibelnik rexlny abe, jehoZ strany protinaji re-
alnou kuzelosecku v bodech pomysinych; poliry bodlt abc zname-
neme A, B, C. Znamenejme préiseky pifiuky 4 se stranami ab, ac
resp. ¢, ¥, priseky pifmky B se stranawi ba, be resp. ¢”, «”, a pri-
seky pifinky C se stranami b, ca resp. a”, 7. Kruznice nad pri-
mérem g/, be’” protnou sc¢ v kruhosmérmych priimétech 3, y, pritsekit
primky «b s kuicloseckou; podobné sc protnou kruznice nad prii-
méry ba'’, ca’” v bodech «, a,, kruZnice c¢b”, al¥ v bodech g, §,,
které json kvnhosmérné priiméty prisekd piimky be, resp. ca s ku-
Zelosedkou.

Zuacime-li (¢, e,) bod, jehoz prvy a druhy primét kruhosmérny
jc pofadem &, w,, bude se dle véty Pascalovy protinati piimka spo-
iivh bodl (e, &) (B, ;) s primkou (&, &) (f, B;,) v bodé patrné
realném I, primka (8, 8,) (¥, 7,) s piimkou (B, B.) (¥. ) v realném
bodé 1I, a phimka (y, p;) (&, ) s piimkoun (y, 3,) (e, &,) ¥ realném
bodé TII, a tyto tki rcalné body f, II, IIT naleieji téze realué piinmce
Pagcalové. Bod T seslrojime jakoZto jeding realny bLod pomysiné
piimky (e, ag) (8, f,); ponévadi tu wusf trojilielniky o, §, I, oy 3, I
byt obrdcené podobny, plyne, ze I je sttedem (samodrnzuym bhodem)
obracené podobnosti stanovené homologickymi délkumi e, §y, &, Bs.
Podobné sestrojime body IT a TIT jakezto stiedy obricenyeh podob-
nosti danych druZinami délek g, 3,, 8, 7, o 7, &, 1,0-

Vlastoost tii takto stamovenych bod{, Ze naleicji téze p¥imce,
vyjadfuje viak ziaroven novon vlastnost kuzeloseéek.
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