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1. Jeli f(z) funkce konefnid a spojitd v celém intervallu od — o do oo
a takovd, Ze konverguje integral

Solf(z)ldz,

bude rovnice

o0
0 Y so= Sf(z) Avesids
R=—00 = —oo
sprivnou, jestliZe obé& strany existujf.*)

Volme zde
t’('" +2az)ni

S@) = —azie=ra

kde #,v,u+ v jsou prozatim kladné pravé zlomky, % pak veli¢ina kladn4,

i obdriime rovnici

o2} 00

e(l’t-l-lnl)ul'
(a) 2 1 _e!ai('—uz)__: Z J" ’
8 =—00 a=—00
kde poloZeno
oo
. . dz
Ju=Setc’m+!zm(u+-)1—[’T(';'_.)_
—00
Substituc{

vga;—(u—kn) i‘/?:

¥) Tato vita nejendze dokdZe se methodou, jejii formalnd &dst pochéz{ od Poissona
(Journal de I'Bcole Polytechnique, cahier 19, str. 404). Podroboou unly-u podime asvym
tasem na jiném miaté.
l.
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ptejde integral tento v nésledujfci vyraz

00— (u4-m)Jd —:—

- =L e—*dz
O d= L : |
—co— (I mi Ti 1—;"'\/;“"“”-)

kde odmocnina \/ti je kladnd. Integraénf cesta je rovnobé&Zna s osou realnou

a prochdzf{ bodem s = — (¥4} #)¢ VE .
Integrovand funkce
?(s) =

e

1— e!nzﬁ+2nl‘(u+v)

jest jednoznaini a nemd jinych mist zvlastnich kromé& péli

z=(k—u—z')z'V;, (=0,%+1,+2,+3,..),

z nichz za ulinéné supposice Zadny neleZi na ose realné.

Integradl

S 9(8)ds
vzaty podél obvodu obdélnika o vrcholech — N —c¢é, N—c¢i, N, — N
(kde XV je realné a kladné) sestdvd z Eastf
N—ci —N —N-—ci

(o dz+S ?(2) dz+§ «p(z)dz+s 9(5)ds

—N-—ci N—ci

integraénf{ cesta obihd pak obdélnik ve sméru kladném, jeli ¢ kladné, ale
ve sméru zdporném v pHpad& zdpomného ¢; hodnota integrdlu bude dle zndmé
véty Cauchyovy rovnati se souéta residuf funkce ¢ (3) na polech obsaZenych
uvnitf rovnobéZinika, ndsobenému + 2a7, pfi &emi hotfejd{ znamen{ odpovidd
kladné, dolejsf pak zadporné hodnoté ¢. Pfejdemeli k limité pro V= oo , mdme
N ~N—ct
lim ’S 9(8)ds= lim S 9(3)dz=0
N=o0 N=oo
a tudiZ obdriime
—ci

S (z)d:—g o(s)ds= + 2ns. erid.

—00—cCt
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V nasem pHpad# veli&ina ¢ = (e+4-») Vg je téhoZ znamen{ jako 7z, a sice
jsou zde pély, obsaZené mezi osou realnou a cestou integrani, ndsledujici:
pi n=m>0 b=0,—1,—2,...—(m—1),
pi 2=—m<0 £=1,2,8,...m
JelikoZ residuum na pdlu

"=(k—u—1/)i\/§

ﬂ(k-u—u)-
s

m4i hodnotu

—va

méme vzhledem k stanovenému vy$e znamen{ &initele + 24 rovnice

—1
Jm=ie_‘“+")’_,:!':2 ((k+u+v)’ + _:_ ~(-+m)’l,i-J’
=0

T

1 —wa-mpZ % —n-—u)’—"i ) —-(u—u)’"—‘
Jom=——¢ Z "+ V= - J
kde psino k vili zjednodusen{
(e =]
J— S e"":d.:: :
ooy g”"V% +8ai+9)

zérovefi patrno — ponévadZ mezi cestou integrain{ u vyrazu (b) a osou re-
alnou v piipadé » =0 nele# Zidny pél — Ze bude

J —\—e H J

a tudiZ rovnice (a) obdrZf tvar

e 2nu) i —-—@+np KL
=VY--J. ¢ 4
w=l 1—6’2"“’ “n7) \ N
1 R o S eIl !
P —_— v — — l_ —_ hall
_Ze (s ; Z"( — 1 (% — m) Z (e .
A = k=0 T lll=!
Pravé stran lze udéliti tvar elegantnégjs{ zplisobem nisledujicim. Ptedeviim je
zndmo, Ze
7 R W+ I
= - T =8, (u]v),
Ve 2. @
a dile lze soudet

-] §m—1
Z (l+l)‘—.2°e(l+c+k)'—
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psiti
Sni

. —’—‘(I’—l‘)——-(llu—lu—kv)+’—‘(!:v+v’)
S.=; € ¥ T ¥ .
E<m
(#=0,1,2,...; m=1,2,8,..).

Zavedemeli zde misto » summaénf literu » = m — £, jeZ bude tedy pro-
bfbati hodnoty 1,2,3,..., méme

Su — Z e—-’:—iﬂ(l+!k)—-’—'-"(nl- kv)+"7‘(‘i“+v‘)
n

#=0,1,2,...; n=1,2,3,..).
Provedemeli nyn{ s&itdn{ vié&i £, obdri{me

oo —wiwrtutor

51=Ee BT}

= —_——(n—v)
fn=1 1—e = (

Podobné pfetvotime soudet

i m

o0 P L
S,= Z e'-('—ﬂl)"T' z e('+"—k)’—:—

m=1 k=1 .
zavedenfm indexu # = m — %, kde pak #=1,2,3,... ale n=0,1,2,3,...
a obdrifme

S, = Ze——’-‘} [rea420—2nut+ kot — @4y
u,

takfe mame po provedeném sé&itini vicdi £

o0 e—’%‘(u—s)i—@(-+u)+l"-(u+vy o0 e——";i—(u—-)’+’+‘(-+v)’
S’ = 2 Sxi = 2 L2
=0 =0

—_——(+n) ——(v+m)
1—e = 1—er
Z nalezenych takto vyrazli pro S, a S, vysvitd, Ze bude
o et L wtop
S, — Sy = TP
n=—00 1 —et
takfe vztah ni$ bude zniti
i
3 o+ Snu)xd L1 s -5 @t
2 :l:(:—ﬂt)_-l * (e d [ 1] = 0‘ (uli)J *
n=—o00 1—A * n=—o00 — —m
—
Zde zbyvi jestd zjednodusiti integral
o0
Ll
J= crds , kde w=u-+}v;
oo 1 L 214 7+|’""
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tento obdri{ substituct z\/§+ fw =y tvar

004 iw ¢
— i —’{—(]—I.)’ d 54 .
J= e Ty
—00+4 1o
integraln{ cesta je zde rovnobéina s osou realnou a obsahuje bod y = w+¢,
mezi touto cestou a pHmkou y = 9 -I—a: vedenou bodem % rovnobé&iné
s osou realnou nele{ patné Zidny pdl integrované funkce, a tedy bude do-

voleno podinouti cestu integraéni do této pHmky, take mime

— oo
Zavedemeli tedy celistvou funkci transcendentn{ proménné w
oo
Eid 2

@) w,g= T Cr e

— o
obdri{ vztah ni$ konelné& tvar

V% Oy(uin)¥(utv,7)
3)
ﬁ e IER LIPY 1 i top [+] P — @+
—e" —_—
l_elnl(I—lr) T . l—el:f('_')

Obé strany jsou analytické funkce jednoznaéné proménnych », v a téf
komplexnf proménné z, pokud Im. ¢ >0, a tedy vztah (3) bude platnym pro
viecka #,v bez rozdflu a pro viecka 7, jich pomyslnd &4st je kladnd. PH tom

odmocnina v * ve vzorci se vyskytujicf musf{ byti kladna v &isti realné.
4

Vzorec tento lze pfehlednédji vyjadfiti zavedenfm funkce

N [ Writanai

(4) R@. o= Y {—gwewwn

A=—00
kterou jsme uvaZovali ve svych. Posndmbkdck k theoris funkct elliptickych.
Pidemeli totiz v prvé z fad (3) v souétu — » za n, shledime, Ze tato fada

=i
splyvd s R(—wu , v |t), kdeito druh4 fada znf e—TﬂR(—i,l 1

4 T T

pisemeli tedy — # za #, midme misto (3) vztah
\/% Oy, (x|7) W(v—u,5)

(3% =
=R(""’|')—%¢Ti("_""R(1:- v

1
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Tento zajimavy vysledek byl v citovanych Posndmkidck odvozen pimo
z theorie funkdf elliptickych ve tvaru jen mdlo rozdflném. Pomocf vlastnostf
funkce R tam vyvinutych lze funkci ¥ (v) udéliti rozmanité tvary, jez tkvi
vesmés u vztahu (3*).

Klademeli =0, plyne

. 1 [£1) v
(3% —0,‘1’(1/ t)=R0,v| )——e * R O,—T—-

— L)

T
a odtud obdrme hodnotu levé strany pro » =0 zpfisobem nésledujicim. Prvé
dva éleny mocninového rozvoje funkce

(o] o
RO v|9= Y T 1=,
o o)

se obdrii ze vzorce

1 ’ 2
RO = g—gmr + Y Tt -

a sice bude

R(, 7})_—2'11111_*_ +Z 1—q"‘+""

kde vynechané ¢leny obsahujf v,2%,2%,...a soutet 2’ vztahuje se k hod-
notim n—+1, +2,+3,...

PfSemeli pak v souétu
’ q.’
=X 17—

’ q!l’ n +!n
‘_Z 1—¢ -_E 1—g%
a tedy sectenim obou tvarl plyne
1 g w4 2n '
o —q" .
2s =Y —1—_7—=): =09 0|)—1,
takZe bude

—n za n, obdriime

smi 3 00 NHvR@),

znadili B (v) fadu kladnych mocnin ».
Dle toho midme téZ

_ev';"R( _%):—-2%’—,-{—5';03(0!——:—)4—055,(1/),
a tedy

\/—?0, lﬂ(v.r)=—;-0, (0|T)_—:§1;"a (01—%) + 28 (@),

XXIIL
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£ 1 1 1
‘/—7—0, tp'(0")=?‘9a(0|’) _‘2_;03 (Ol—-,—).
coz vzhledem k relaci
1 i
8,019=2,(0 ! --T)V;
obdr3#{ tvar

o) v0.0=4 (+V3).

ktery#to vysledek vyjidfen v pilivodni definici funkce ¥ poskytne zajfmavy
vzorec

oo
i\a 1
2a —ax(et+g) dz L(- VL)
() S" iFa= —z Utz )
- 00
kde realnd &4st velitin 2, V—hl— mus{ byti kladnou.

PHmym zpiisobem moZno vydéisliti integral

net ____ 7
_Se—‘ 1+e”'"

piSemeli v ném — z za £, mime

dzx
J— EL RS 1T S,
A= S e 1+¢a"° ’
tedy seétenim
o0 o0
. —ane -_l_e-—a:lc’-[-!nz . S ana
2A_S 1 A dx =\ ¢ dz ,
—_ 00 — o0
tedy
24A=

t. j. jinak vyjddfeno

o0
(©6) S"_M" dz — 1

aneb v na$f symbolice

EROREica

Rospravy. Rofnlk II. Thda II Ctalo 43, 2
XXIIL
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Jeli obecnd ¢ (s) sudd funkce a existujeli integral

d
J= Si’ﬁf»:'

obdriime tymi postupem jako pfi poslednim integrélu

J=—;—S¢p(z)dz.
Dle toho bude
oo nl 2 ng [ 3
(z-l-——{w) —T(z——+tu)
q:(w)+=p(1—-w=s - li:‘" 4z
¢ { ? xd LS §
=%S[ (=+i""")+;'r(=“n+ )]dz

=°S° s R —W

tudiZ méme ddlefity vztah

T

() W, )+ ¥(l—v, )=\

Z relace (3*) obdriime dals{ vlastnost funkce ¥.
Dtive viak bude potfebf zniti veliinu

RO,—7)= 2 1_;:’,-"3; ’

== 00

pisemeli v fad® — » za », mame

RO.—0) =Y =T = — % et
jelikoz
R0,9)=Y T—%F"'
médme seftenim
RO,—v)4+R0,0)=2¢"=6,(0|1),
t. j.
(ﬂr)J RO,—v)=96,—R(0,7).

XX11I,
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Ze vzorce (3')
1 oal 1
v O, ¥(v,0)=R(0, v[r)——e v _T)
1 v
plyne dosazenim — —zaz,— zav:

oxi
T RO,—v7v|7)

o6l D)oz

¢ili dle dokizaného pravé vzorce («):

oy (o|—L)w(2.—1)
¢ 3 T z ' T
Pni *af

"t RO,v) 418, *

Z obou téchto vzorcll obdriime pak

rl Pni
VE vt £V o)1) =
aneb vzhledem k relaci
o)=Y
koneéné:

R (e

¢im% hledand vlastnost funkce ¥ vyjddfena.
Vzorec (3*) se pon&kud zjednodudi, zavedemeli oznagenf

Fu,v|f)= R(’:’;’E’:Il-';l{') ;

pisemeli v (3%*) # 4 v za v a délimeli ob& strany &, (¥ | r), majice zfetel
k rovnici
_L)
P ?
obdriime

(9) V_'v(v )=F(x,v|t)+¢ _',-" ‘i_:’_

0 Wi
By (ule)= —:—e B £

-1),

2*
XXII.
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Odtud se obdr# velmi snadno dal3f diileZité vlastnosti funkce ¥, uZijemeli
vzorce dokazaného v Posndmbkack

R(u,w+1)=erito—2%+0 R(x, w)+ 85 (%),
z néhoZ mdme vztahy

@ {F(u,'u—|—1):e"“"’"")F(u,v)—}—l,
Fu,v—rt)=e~@-0[F(u,v) —1],
k nimZ tfeba pfipojiti rovnici samozfejmou:
Fu,v+1)=F(u,v).
Z (9) plyne patmé

prvy ¢&len v pravo mé viak dle (9) hodnotu

\f‘l’(ﬂ t)—i ——-e":"r
1)1

z druhého ze vzorci (ﬂ) pak méime
1 ——-(!v+l) © v
A3 r]) = |7 (7
takie rovnice (y) bude zniti po dosazenf t&hto hodnot
_-' i)
V—ll’(v-{-l r)—v—llf(v ) —1¢ —e B
Déle méme z (9)

v;i’”("+"')=F(“'”+flf)+"v§"w+ﬂ’?

prvy &len v pravo mé dle (8) a (9) hodnotu
80+ F(u,v 1) 41

ra = =i
= iavto [ [/ L Vi~ (_"_ v
=1+4¢ "')I:\/z Yw,r)—¢ ¢ Fl\
a tudif mime
V%.’J’(v-i-z,t):l-l—\/g-e"m""") ¥(v,?).
Celistvd funkce W (v,t) hovi tedy rovmicim

;)

-]

(L1

I Pot1,0)=¥@w,0)—ie * ,
(10)

Yvt1,1)=e0+yr(y, ¢)+V
kt:r! Jé siﬂnl charakterisujt.

XXl
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Neb kdyby existovala druh4 celistvd funkce f (v) hovicf témto rovnicim,
pak by rozdil ¢ (v) = f(v) — ¥ (v) hové&l rovnicim

Pe+1)=9@), 9@t)=9 @+
a soulin &, (v) ¢ (v) mél by periody 1 a z; jsa pak stile konelnym, musil
by byti konstantou a patrné nullou, ponévad? mizi pro v = l—-2'_—t .Je tedy
¢ () =0 a tedy f(v) = ¥ (v), jak tvrzeno.
2. UZijme nynf rovnice (1) u funkce

ensxi(ra +2uz)
f(t) = ] — A2xie—ar) ?

kde 7 znali kladné &fslo celistvé a ostatni{ veliliny hovf tymZ podminkim,
jako v pfedeslé tGvaze na poditku.

Rovnice (1) pak poskytne vztah

o0 o0
e nraittvnuni
(a) 2 ] — A2ARf(v—r7) = Z J"
y=-~—00 r=—00
kde psino
oo
dz
J' —_— enrc’nl'+izni(-u+1)1___e'm;'_’)_.
—o00
Substitucl

Vio—(e+2) iY==
obdril pak poslednf integril tvar
peoent
J, = VE:"T"' (x+2) S .~ :M, s _
—°°—(-+§):V§ 1 —e”"\/;+'~'(v+-+;)

Cislo » 1ze uvésti na tvar r<+mn, kde r jest jedno z &sel 0,1,2,...2—1,
a m znad libovolné, kladné neb ziporné, &fslo celistvé (v€etn& nullu). Pak bude

And 1\ °°‘(“+§+")'\/§ .
e car
\/_ _m-(.+§+-)‘vz l_"atv;+!u{(-+,+;)

Pély funkce integrované jsou zde
8= (k—u—zr—i) zvi
" *

XXIL.
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pfedpoklidejme k viili pohodli, Z¢ », v jsou kladné veli¢iny hovic{ podmince
u+v<%; jeli pak s kladné, leZi cesta integraéni pod osou realnou a pély
mezi nf a feCenou osou poloZené jsou

£k=0,—1,—2,...—(m—1),

i obdrifme ulitim véty Cauchy-ovy zplisobem &ffe vylofenym v odstavci
pfedeslém vysledek ndsledujict

axi r ~1 vm{
Jr+m| = "1—6’-—(“+”+;)

o +~>kJ:

(k+u+-+—)

kde psino

rat dg

2oo 1 _ e!ntv% +2ni (u+-+-£—)

J*r=

Jeli viak m zdporné, béZ{ cesta integraén{ nad osou realnou a pély mezi nf
a touto osou leZici jsou

£=1,2,3,...—m,
a tedy bude

1~ il m)

Jr—mu=——'¢’ ¥

+\/ —E e g

Tu bude ndm stanoviti soudet

jen patrné m4i hodnotu

br_wJ* e_”_:i("+%+m).

41 ,.—”—:'—'<-+»-+%)’ 20 1]
T m=1 K=

R e N e L
T ow=1 k=1

XXIIL.
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a tento vyraz se zplisobem v piededlém odstavci vyloZenym pletvol na

= -‘T_—J* (42 _)

unt (+.2] - L] v)’
_) e
+7 2 T LT
r==—00 l—e v (v—v)

takfe zbyvd nyn{ jen utvofiti soudet

r—1 n—1 0O

Sr= 2 Jr+nu ’

r= r=0 m=—o00

patmé totoiny s uvaZovanou fadou Z Y
Integrédl J* se patrné rovnd vyrazu
o0
. nf i a
VE [ steri ey s
4 14-é7=’
—o00
t. j. bude dle naseho oznaéen{
7 r 1
= Vi (upot sl
a vzorec (a) obdri{ ndsledkem toho tvar
nd
2 rRrait2vauni 1 a_1 LE1) (u-l-v-l--—) (e.2] e— " uts %)
'=Z_°° 1 —Ani(e—»n _Trg 2 (LET]

oo 4 e

—n—1 :
z ry =z rlie
=V X w(etv+L)o(e+2|3),
kteryZto vzorec zobecfiuje vztdh (3).
Zavedemeli oznaéenf

1)

00 i .
erRrxit+Qnuni

Ra(u,v|r)= Z 1 —Arfe+an

8=-— 00

takZe R, splyvd s dosavadnim R (u,v), bude lze levou stranu rovnice (11)

psati
— f)
4

=

n=1

1
Rn ('— u,v l T)'—7 Zoe
r=

a tedy méme vztah:

T ) (~ 2zt 2

' ¢

Ry (u, vlr)—-l—

RS,

XXITL.

!rv guu)R (rm—r n:;

=).

(11%)
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IV.

1. Znamenejme literami v, , v, ,7; komplexnf veli¢iny rfiznych amplitud
(hld), », ,#, , %, budte tfi kladné pravé zlomky, w, , 2, ,w, pak velitiny libo-
volné, a uvaZujme integral

J— S ASoniy v +“:"a+'4"a) dzx

(ezni(v,z—u,)__ 1) (el:u‘(v,s—-w,)__ 1) (elnl'(v_,z—w‘) — 1)

vzaty ;.)odél uzaviené cesty C', o nif poddme bliZ§{ ustanovenf.
Pély integrované funkce tvoH tfi fady

=kl+wl ks, k3w,
v oo, 'y,

x

kde £, , &, , #3 znali libovolnd &fsla celistvd, kladni neb zdpornd, inclus. nullu.
Body tyto jsou rozloZeny po tfech pfimkich riiznych smérii a to na kazdé
ve stejnych vzdilenostech.

Za cestu integraéni C volme kruznici C se sttedem 2 =0 proch4zejicf bodem
1
r= N—ﬂ_;,iﬂi , kde &V je velmi veliké &slo celistvé.
1

Zbyva jedte pét prisekd naSich tH pHmek s kruznici C'; bud ¢ &tvrtina

nejmensi z veliCin - 1 . 1 . 1 ; pak bude tieba v okolf téchto prii-
AR A RN

sek nahraditi &ist kruZnice felené obloukem kruhovym poloméru ¢ dovnitt
neb zevné kruhu C zabfhajicfm, a sice m4 stfed tohoto oblouku leZeti na pré-
seku uvaiované pHmky s kruhem C. Touto modifikacf obdrZime z kruhu C
integraéni cestu C, kterd md tu vlastnost, Ze integrovani funkce je na nf ne-
koneéné malou, ponévadZ vzdilenost viech bodl jejich od pdld obnasi vice
nez ¢ . Phijdeli totiz na cest¢ € proménnd k jednomu z pdld pomé&mé blizko
(ale ne bliZe neZ na ¢), bude jeden ze t¥ ¢initeld ve jmenovateli sice nep#ilis
velikym, ale pfec vétSim neZ urliti stild mez, ale ostatni dva Einitelé budou
miti veliky obnos, a funkce bude tedy podél celé cesty integranf velmi malou
a sice typu e—!¢=!, Provedemeli na integrilu pfechod k limit& pro V= oo,
pfejde tento v nulluy, a porovnimeli tuto hodnotu s onou, jeZ plyne z véty
Cauchy-ovy, obdrifme vysledek, Ze souet v3ech residuf integrované funkce
jest nullou.

Znamenejme s = #, v, -} %, vy + u; v; , tak Ze integrovani funkce
bude zniti

ABraxni

('u'_.a)_ l) (egn ‘(.ﬁ

Sxid

(e

—w eni 0 ®—w

P T
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kde « f y ma¥f kteroukoli z permutac é&fsel 1, 2, 8. Residuum na pélu
z= n—l’-w, m4 pak hodnotu

Bend
e %a

(wg+n)

2aiv, (e,::: (%°s % wﬂ+uvp)_1) (evLa('a'r_'ﬂ'r-.-"r)_l)

a n48 vysledek znf tedy

!lni ('¢+.)

(nZ,,a ; e =0

o Q) (e )

Ptehlednéji se vyjddH tento vyshedek zavedenfm funkce

oo Sngnsd
@ X(¢,4" |o,o, 0" ;s)= Z - —
n=—o0 eT(“""’ 1)(—((+m) 1)

a sice obdr#{ rovnice (1) tvar

Ssw xl

1 ®,

,”_X('wl Vg — Uy Wy, Wy Vg — Uy Wy |y ,7,,0) ¢ ™
1

Lsw,nd
+*X(ws"’a—”s Wy, Wy ¥y — Vg W, | Uy, 05, 7y)e ®

S0, 5f
+ X(wyv, — vy, Wy Uy — 0wy |7;,7,,2)e » =0
Vs

Rovnice ta se valné zjednodus$f, zavedemeli proménné s, ,s,,8, podrobené
podmince
nh+ %K+ 05=0,
a sice klademe

Va3 — U 5y w, — 2151 — Vs w Vg8 — v, 5

w, — —
1 3,7, ' b 3v, v, ! 3 37, v, ’

tim obdrifme rovnici (1) ve tvaru

1 Sew nd
W_x(zl’—"n'”l-'”nr”a)‘ "
Ssw,x{
(1%) + 'x("!-"'zal'”n”a»'”n)’ %
1 Ssw,xd
+.,,_'x(‘av_3||”u”u”n)‘ * =0,

ktery#to vztah vyjadfuje zajimavou vlastnost nadf funkce X .

Rospravy. Rofn, II. TE II, €. 83, 8
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Pro sezninf povahy této funkce X uvafujme vyraz s fadou (2) v podstata
totoZny

00

ellan‘
@) Xo(wy,wqle,5i0)= Ew (@@ TR ) (Axien+a — 1) ’

ptedpokladdajice Im.z, >0, Im.z;, >0, a déle

0<Imoe<<Im.(r, 41,).
Pak bude lze velitinu o rozloZiti ve dv& o, ,0, (¢ = 0y ), tak aby
0<Imo, <Imrz,, 0<<Im o, <<Im.7z,, takZe existujf fady
00

H@=

2 e’lni(a, —8)

£ @)= Zoo Anlfw ) __ 1

A=
pro realnd z, a pak bude patrné
1

Annilo,+0o)
o eﬂal(v,+lt.)__1 ’

@) SF.(z) @) ds = X, (10, 103 | % » 59 303 ) -
Dle zndmého vzorce
E Arvxi 1 9, (0]%) 0 (wtur)
drtetan __1 ™ 244 0, (w|z) &, (%]7)

bude v3ak

__1 ¢,0|n)0 w9 %)
L@ = 2n: 9(1 (l'wl |'1)(z;1 (jl_+;i_|:l) '

_ 1 o'l(ol"n)ol(wl+"c_$|“z)
B @) =507 7, @ v %, 0 —255)

a tedy dle (a):

1

— ¢1(0]z) %, (0]1,) 501 (w0, +2|7,) 6 (wo+ 04 —2|7q) dz .

& (wy | 1,) &, (wq|79) X, (w, , g |1y ,74; 0, 4 7y)
3) I
(2m2)t

% (0, +z|1,) 0, (0, —2|7g)

Tim uké4zdna souvislost funkce X s elliptickymi transcendentami.
Dile je z rovnic

Xo (wy +1,20g) = X, (w,, w4+ 1) = X, (w, , ),
Xo (W 51,y 1) = =27 X (w, , w,)
patrno, jak se chovd funkce X, k perioddim (0,1), (1,0), (z,, 7).

Chceme jedté prozkoumati povahu funkce X, (@, , @, |7, ,7,; 0) vzhledem
k proménné ¢ ; pfedpoklédejme prozatim

Im.r,>lm.w,>0, Im.¢g > Im. 2wy >0,
Xxxm



19
a pak mime dle (2¢)
Xo f— Z Anonit+dnnimy, +mr)+2xi(m 0, 4 m,w,)
n,m,m=0,1,13,...
+ 2 e—WMonitdnni(mz,+myz)—2Lxi(m o, +m, ) ,
n,m,m = ,’,3,...
a provedemeli s&ftdnf vici »:

EAri(mwv, 4 m,0,)
(2") Xo (‘wuwnlﬁ ,‘tmd') =,. M._Zl . 1 — A2oniteaximo,+mr)
1 i N Lt R

e—2oni+2ai(mr, 4+ myr,) —Bni(m,0, +mo,)
+m. M,—Z! s 1 — e~ 2oait+Axi(mz +mry)

Za utinénych podminek Im.¢; >Im.2w, >0, Im.7g >Im. 2w, >0 je tedy
X, (w, ,wy |, ,7q;0) jednoznaénd funkce komplexni proménné ¢, existujici
v celé roving, jeZ nemd jinych singularit krom& péld stupné prvntho

EF=0,+1,+2,...
c=k—(mv +my,), m,,m,=0.1,2,---)
a pak .

(k=0,il,i2.---)

t"=k_|"(”tl¢l-'|_””‘r.)' ml)mﬂ=1v2l3""

Totéz tedy platf o funkci (3) vzhledem k promé&nné ¢ = o, 46, . Rovnice(3)
viak dokédzdna byla za supposice 0 <Im.o, <<Im.7,, 0<Im.o, <<Im.7,
a postrddi smyslu jak pro realni g, ,4,, tak pro hodnoty t&chto promé&nnych,
jichz pomysln4 €4st rovnd se pomysiné &asti veliiny 7, , resp. 7o . Integrél (3)
ma totiz za fezy vii¢i proménné o, rovnob&Zzky vedené s osou realnou skrze
body

6,=0,.+¢,+2¢,+ 37,,...

a viiéi proménné o, rovnob&iky vedené skrze body
d’ =0li")_t27"i3f",._

Té&mito rovnob&zkami jsou roviny o, ,0, rozloZeny v nekonetné mnoho pisd,
jez spolu nesouvisejf, rovnice (3) je platna pouze v pisech mezi rovnobé&tkami
skrze body 6, =0, ¢, =1,, resp. 6, =0, 0, =1,.

PovaZujme na pf. g, za konstantu, jez hovi podminkim 0 << Im. ¢y <<Im. 7, ,
nadef pravd strana (3) bude funkci jediné promé&nné ¢, , kterdito funkce rovni
se levé strang, pokud 0 <<Im. ¢, <{Im. 7z, . Nazveme sdkladnim pdsem onen,
ktery leZ{ mezi osou realnou a rovnob&tkou vedenou bodem ¢, =1+, ; pro-
ménnd o, musfi tedy obsaZena byti v pdsu zdkladnim. Znamenejme ¢ (o,)
hadnotu pravé strany rovmice (3).

Bud nyni ¢, uréity bod osy realné, o’,,0”, budte dva body jemu ne-

kone¢né blizké, ¢’, na severnf, ¢’, na jin{ strané osy realré. V integrilu
8e
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¢ (¢’,) stane se integrovand funkce nekoneinou na misté z = 2’y = m — ¢,
(kde = je celistvé &slo tak volené, aby realni &4st této veli¢iny byla mezi O
a 1), kdeito integrovand funkce v integrilu ¢ (¢’/,) stane se nekoneénou
na mist¢ z = z’’y = m — ¢/, . Ob¢ tato mista z’y, 2", jsou nekonetné blizka
mistu z, osy realné, a sice le#{ 2’y na jihu, 2", na severu této osy.

PH stanoven{ integrilu ¢ (¢/,) je pak dovoleno nahraditi cestu integraén{
(0...1) cestou kfivo€arou, jeZ na severnf polovici roviny z probfhd od O do 1,
a sice volfme ji tak, aby bod 2’y leZel mezi n{ a osou; podobné& lze pfi sta-
noven{ integrdlu ¢ (z’’,) odchyliti se s cestou na jih, tak aby bod z’y padl
mezi cestu a osu. Rozdfl ¢ (¢",) — @ (¢/,) je pak rozdilem dvou kfivofarych
integrdl, které existujf také v bodé o, osy realné a jsou v ném spojité;

znadlli ¢ (s,) a 9(s,) tyto kfivokaré integrily pro o,, méme tedy
‘lim [p@@) —9(@)]= ;("t) —9 (o)),

g1 =0
oy =g

a tento rozdfl posledn{ dle v&ty Cauchyovy nic jiného nenf neZ integral vzaty
podél uzaviené cesty obfhajicf bod g, v kladném sméru.*) Bude tedy dle zndmé
véty

= o __ %,0]%) ¥, (0]z) . 8y (wy|7) 8, (wy -0y 09| %)
P = TG 2 T O 6 e )

a tedy mdme s chybou nekoneéné& malou

@ e@)—o@)="20n Ao Eadatal)

Déle jest dle (3)
9 (") +n) ="t g ("),
a tedy dle (@)

" w i — ’ %, 0|7) 8 (@ %) (wa-t-01+04%)
@ 9@ Fe).Aunt = g()) 2201 ot n

s chybou nekoneéné malou.

Aviak body o', ,d”, 4 ¢, ndleZejl oba zikladnimu pisu, takie zde bude
platnou rovnice (3), tedy

9 () =0, (w, |v,) 0, (wa|vg) Xo(w,,%, |%,,%,0, +05),

9 (o) ) = 0, (w, | 7,) 0, (wy |7y) Xo (w, , 25 |7, ,%9 ;0" 02+ 17),
pfi ¢emZ X, znaél analytickou funkci danou elementem (3) v hlavnim pdsu.
Dle (8) méime tedy, pfice o, -0y =0

Anrnt Xo (wy W, |7y, 7450 417,)

S R X T YR

2ms O, (w, {7g) & (¢ I 'I) ’

®) Uvedend zde methoda pochdz{ od Hermitea a Goursata.
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a zcela podobnym zpﬁsobem bychom obdrZeli rovnici:
Ao Xy (wy ,wy |1, %9 ;04174)

) 8, 0]7) 0 (@ +c|n)

2ai O, (w,|1,) 0 (0]s)

=Xo(w|’wn|’1»'n;”)+

Pfipojfli se, Ze funkce ta m4 viéi » periodu 1, jest nutnym dfsledkem
rovnice (4), Ze X, (w, ,w, | 7, , 7, ; 6) existuje v celé roviné ¢ a jest jednoznaéna.
Funkce Xy (w, ,10, |2, ,7q;0) proménné o jest jednosmaind, pripousts pers-
odu 1, a hovi rovnicim (4) , (A’) . Tomito viastnostmi jest dpiné charakterisovdna.

Nebot kdyby jesté jedna funkce f(s) méla tyto vlastnosti, pak by funkce
v (6) = f(6) — X, hovéla rovnicim

(@) wet+1)=vy (), vtzn)=c"iy(), pEtr)=ct"y(),
a funkce v (2)
¥ (9)

14
by nutné byla konstantou, ::((;;) =a, tedy (o) = Ae2°.
Z rovnic (y) bychom pak méli v ptHpade 420:

by byla jednoznaénou a méla by tfi periody 1,7, , 7, , takie

OS=1 ’eat.=’—lw.:u" £9% =e—!s,au',
tedy
a=2nmi,ne,=—w,+m, neg=—w,-+tm,,

kde m, ,m,, 7 jsou &isla celistvd. Rovnice ty jsou viak nemozny, pon&vadZ pro
takovéto w, , w, funkce X, je nekonecnou.

Musf tedy byti 4=0, t. j. f(¢) — X, =0, jak tvrzeno.

Rovnice (4) a (4') 1ze téZ odvoditi pffmo pomoci vzorce (2°) v piHpadé,
kdy konvergenén{ podminky Im. ¢, > Im. w, >0, Im. rg > Im. w, >> 0 jsou
splnény. .

Ve funkci X, (w, , w, | %, , %3 ; ) nemusi viak byti pomyslné &isti veligin
7, , 7 kladné. Jsouli ob& zdporné, statf psiti v fad& (1*) — 7 za =, aby se
videlo, e Xy (w, ,w, |7y ,%; 0) = X,(w, , wq| — %, , — 7y ; — ¢), kde pak
argumenty — 7, , — 7, jsou kladné v &isti pomyslné. Jeli vsak na piklad
Im. ¢, >0, ale Im.7, <2, bude dluZno pti odvozenf vzorce (3) vydisliti fadu
Fy vzorcem

= e—!uai(u,—u)
£y (2) =-=Z°° Axite,—8r) |

_%,0]|—¢) 0 (wy —0y 2| — 1)
- 2n¢ O (Wy|—%) 0 (—0g+2| — 1) '’

z &ehoi patrno, jak se modifikuje vzorec (3) v tomto pHpadé.

2. Znalfli v, , v; komplexn{ veliiny, jichZ pomér nenf realnym, %, , %,
dva pravé kladné zlomky, w, ,w, , a pak komplexnf{ prom&né, mé funkce

p.0.¢118



pod znamenim integrainim u vyrazu
5 Aenim o +ue,) dz

(elni(o,-—-.) — 1) (eluf(-,-—-,) —_— 1) -z + a

na cesté integraén{ C hodnotu nekoneéné malou, jeli tato cesta garou (uza-
vienou) nekoneénych rozmérfi a vyhybd se pSlim integrované funkce. Tyto
pély jsou z=— a, ”+ w. , n—i—w, (=0, +1,+2,...). Pfi tom
l
budte w, , w, tak voleny, aby tyto pdly se lidily, takZe jsou stupné& prvnfho.
Hodnota integrdlu bude pak nekone¢né malou a tedy bude soudet residui
integrované funkce roven nulle, t. j.

, ll:u

00 1 (w, + n)
#=— 00 w|+avl +ﬂ e.—::—"('l’a“'l'a"‘ﬂ’:)_ 1
| T4
[o 2] (0, +m)
® 1 e
IR ITE e iy - r———
Qas e 2ani
+ (e-!nl(w.+av,) - 1) (e—lnl(w,+a',) R 1) =0 ’

pfi éemZ psino s = %, v, + %, v,. MoZno zde viak povaZovati s za libo-
volnou konstantu, jez spliiuje konvergenén{ podminku, kterd znf, aby bod s
byl uvnitf rovnob&infka o vrcholech (0,7, ,7v, +7,,7,).

Zajimavou jest konsekvence, jez odtud plyne pro v, = oo . Pfedpoklddejme,
Ze a nenf realné, Ze dile Im.z, >0, a pak Ze w, jest realné a v mezich
0...1). Prvnf fadu v levo lze pak psiti

1 goni, 0 tS
—_— A

a4 !‘—:—' e!nl(—-.+'.. "'—:1)_ 1

a klademeli zde 1”‘”—+1 =z, ‘”L =d z, bude limita tohoto vyrazu pro
1 ]
7, = oo patrné& rovna integrilu
o0
dz e’ll“‘
Jatz Axitne—w) 1 °
— o0

Ponévadi pak (dle podminky Im. v, >0,0 <w, <1)

',’:' (w0, —o,0, +89) 0 pron <0
oo pron 20,

XXIII.



bude limita druhé fady patrné

2e2! o~

o 1
_.glw,—i—av,—n e

Limita posleédniho é&lenu rovnice (5) bude pak nullou pfi Im. 4 >> 0, ale
bude miti hodnotu
2na1¢ e—2asni
- e—8ni(w,+avoy) 1’

jeli Im.a<<0.

Méme tudiZ — pfiemeli v ,w misto 7, ,w, — vzorec

oo
Sroni dzx
eﬂniwa—w) —1 a:—|—a
— oo .
(6) - e!:ui o | 0 prolma>0

— Qg e—2asni
—Zw+ay_n +l nre 1 pro Im. a <0,

(—!ni(w+av) -
v némZ dluzno pfedpoklddati
0<w<1l, Im7v >Im s>0, Real. v <Real s.

Vysledek ten lze oviem taktéf pHimo obdrZeti pomoc{ véty Cauchyovy.
PiSemeli zde 1 — w za w, mdme

00
S Aezxi dz
e!ni(w-}-oz) —1 -’B+a
— 00
(6% Y 0 pfiIm.a>0
== — Y o— 2a8ni
”go w4 n—av +] ,ﬁ:'(:f-a-)_ i piilm. a << 0.

Pfedpoklddejme nynf a,v ryze pomysiné a kladné, a znamenejme pravou
stranu — f (@) . Velitinu tu bude lze rozvinouti v fadu trigonometrickou

S (@)= E Am o,

m=-—00

konvergentn{ v oboruzw = (0...1). Tu pak bude

1 1

Ap = f(w) e—mwxni gJay — ﬁ e_ ":‘ (w4x)—Smoxd dw
m — _'=0 w+n_az,—
i1
—_ 3 S —1'-:—"—“!_-3{ dw
o ‘ @Ww—av
=0 4



t. . ‘
c _ (’”" +!uai) dw
An=)e " w—av"

Tento vyraz pfetvoif se pomoci vzorce

[~.2]

1 — S e—‘(ﬂ—ﬂﬂ)dt

w—a?v?

takto:

e =] oo

[= o] o0
A= S v de —to—an) gt = 5 efae ds S (Do doy,
o .

tedy
(o o]
eact dt
An = S ¥
kde psino c= 2'::" + 2mnz; mime tedy
oo
4 — 1 esvt gy
T ) imts
a integral (6*) bude miti hodnotu
3 T = mosni
—_— ZA,,e"""'”:——L. es°t 4t 2 _._e’____.
Pravd strana vydislf se dle vzorce
2ui. Aoyl NN Akyni
A1 e g <<,

vollli se y =1 — w, :c=t—|——5, a piSeli se v fadé — m za m; Hm obdri{
uvaZovand prav4d strana tvar

3 Amia—e (2 +9)
_5 é"". . dt,
t. ). mime
Qend
7 ¢ Aronl dx _ ooe%(l—w)+ (!an'(l—n)-}.gp)g d
( ) Anlwten __{ $+a - ) 3,,_,(‘+.‘) t,
- l—e-~

kde a, v jsou ryze pomysiné a kladné veliéiny, a mimo to platf podminka
I<w<l,. '
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Integral v pravo u (7) rozlofme dle vzorce

o0 co® 1 1 oo
Scp(t)dt: ; §.¢ (t)dt=$dtzq>(t+n)

a obrdifme tak vyraz

!.nrl [av-l-!nl'(l—w)] ¢+n)

2 [T

—(s+ﬂ)

jenZz po seéten{ fady znf:
1

e!—':—,(i—') e[ao+lnl(i—w)]rdt ~
[1 _t¥(:+vt)] ) [1 . eav—lw.-n':l )

Mime tudff pro velitinu (7) novy tvar

!a [
¢ 2 —w) 5 [ao+!nl‘(l—w)] dt

(7.) eav-!u:u‘ —1 _(.+°n
e —1

Vratme se nynf ku vzorci (5). Zavedemeli veli¢iny £ a 2 rovnicemi
2s=w,v, —v, Wy, 22=w,v,+ 7 u,
takZe
w,=2t% =%
vy : v,
a pfs';eméli #=av,vy -+ 2, obdrif rovnice (5) tvar
s

00 1 o e, TR
[ 2,
* n=—cnu+8+nv! !T("+".)— 1
D) E e',";' ®—1+no)
— u—z—Frw, —(—!t+".)
e’ —1
—2r:

(FSero_ ) (e _y)

Jesté elegantn&jii tvar je nésledujfci, jeni vznikne substitucf # 4 s ==z, ,
U—3g= zl .
Ssni

00 1 ('l"'"l)
v, e’
nE oo T+ 07y e!;(-.—-.+n.) —1
o
© ) oo Laxni @ +nv)
+7’g 1 € %% — _2'1.
_ To-tnvy 370 e o s av = [ _%e=i Ragxi
N TP —1)( T —1

Rospravy. Rolnik I1. THda 11, Cislo 3.
XXIIL



Roevinemeli obé strany dle mocnost! velitiny z,, a porovnimeli stdlé &leny,
obdri{me, pifemeli hned z za g,,

E' 1 elu:.al
@ |
as oo 1 e—';':—:(-+u.)
_e—%_l_%-=—°" z -+ nv, e% @+ne) 1

Levou stranu lze uvésti na tvar

R g (o )
®) —
o0 Imo nd s
— e o log(l—eT--(_:—’"')) )
m=0

predpoklédali se Im. L <0, Im =% <0, ale Im 27 j—'x >0,
2 ]
&ili coZ totéz jest

z R4 z.
—Im. v < Im. 7y <O <Im. v, ’

ziroveh musf{ bod s leZeti uvnitf rovnobéintka (0,7, ,v, + v,,7,).
Rovnice (5*) vyjadtuje vlastnost funkce

o nsxd

1 e ™
9 J(@,y,5|v,,v5)= '
9) @.7,5|v,7) -=Z°° z -} nv, :'L.‘(y+--.)__l

jiz povaZovati dluZzno za zobecnénf funkce @ (¢, z,w) uvaZované v § 9. nadf
rozpravy Zdkladové theorie Malmsténovskyck #ad. Také tuto funkci moiZno
vyjadfiti integrdlem sestrojenym z elliptickych transcendent.

PoloZme za tim G&elem
| LY ET]

e "

00
@)= Y 5 esmint,
n=—o00 5 (rt+nw)
e —1

pFedpoklsdajice Im. :— >0, (coZ obecnosti nikterak Gjmy ne&inf), i shleddme
f ]

velmi snadno, Ze bude
. 1

. 2ms Ll
J= T 9(8)e n ds;
v, (e"a‘-—l)S
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fadu @ (8) selteme dle vzorce

§ Anoni #,(0]5)8, (v +ol7)

AGF _1" 2mi0, (u|7)0, (0|7 °
v, )
’

o (2
Hledany vyraz pro funkci J bude tedy
n ) Lo, (y+ T %s

¥, (0 .
(10) J(.’ﬂ WIS I (4 '1}2) = [ 12T *
41 (’ “ —1

a sice nalezneme tak

ﬂ) (J'+s+v.

9(s) = oni

Bmgxnd
) e ™ dsz

o (5

Jak bude vypadati tento vyraz v piipad& Im.”— < 0, plyne z identity
]

J@. .57 v)=J@y,—s|—7,7).
Pf naSem oznalen{ lze rovnici (5*) pséti

sey i Bsm, x4
v, (@, 0 — %y, 5|01, th)e "% v (2,2, —2,,5| vy, ) e %

— 2n¢
e '- —1)( ’-':“—1

Klademeli v (10) z v; za z a pfejdemeli, ndsobivie v,, k limitd® pro

—— = oo ¢, médme
Vg
L L YEL
i 1 _ e "
z e;’%!—l n=1 x—l—ﬂ
u(_y-l—.r-l—‘u,s) e"f"‘ds
n
o (e""‘—l)sin'y— sin "(’+"’n‘) '
Yy
aneb po zméné oznaden{ —:—=r, L:u,
Uy Vs
tllull
(11) x lsi &, z_'_n
1
= ud S sinw(uAro-s5)Aetnidy
T sin um. (Ao~ —1) J sin w (v - 5) ’
kde musf byti Im. £ > 0.
4



Vratme se jest& ku vzorci (3%), a volme v ném ¢, = ¢ oo ; i obdr#ime tak

1 R Anoni
(esal-. — 1) (lahn, —1) T 2 Axiw +nr) |
(12)

1
id %,0|n) gs'n“(w|+” ., — ) '91("”|+"'|+z|'1)d

= @ni)sinwyn’ 5, ('w1 ES) sin # (6, — ) & (0, + 2|7,

kde o, -, =0. Rozvinemeli ob& strany dle mocnostf w, a porovnimeli
éleny stilé, mame

1 X enond
2 elnl-, g —_ e!ai(w.+nt,)
1

__ 1 #¢,0l%y) SCOt”(a’_z) ?, (w, —|—tr,-—|—a:|t,)

4n 0, (w|1) % (0, + 2| 7,)

Klademeli zde 7z, = oo ¢/, mime

1 1 Aoni
9 l_e!niw + l_elani

1

1 SCOt"(”ﬂ— )smn(w—|—al—|—z) dz.

" 4sinwa sin 7 (¢, + %)

Rozvinemeli zde dle mocnost w a porovnidme stilé ¢éleny, mame

1

1 e2ond 1
'4—+1__72W =—-7 cotm (o, 4 z).cotw (6, — z)dx,

kde jako ve viech vzorcich téchto ¢, | o, =0, a oviem se piedpoklddi
Im. o, >0, Img, >0.

Z rovnice (1) obdrifme ptechodem k limité pro z, = oo , pfedpoklddajice
Im7, <0, Imy, <0, O0<w, <1, O<w, <1, vzorec ndsledujici:

Areni 4 p
(elnl(v.-—-.)_ l) (elul(u,-—v,)_ 1)

— 00
(13) lanl 32! w4+ ®) !anl'

[==] 00
?l_g Tai .,,lg [ BT |

'—('l's 'n'a+”":) —(':'l—’s'n +nv)

(w3 4 n)

—1
pti ¢emZ s znad{ veliinu tvaru
bot &1t 57, §>0, 0<§ <1, 0<L<E L.
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Piiemeli 3% — ¢ ) L A— , obdr¥{ vzorec (13) tvar
L4 L4

Qond
E e2oni(w, 4 n) +l ﬁ e (w,+n)
d TAR =) | L — - LT
(189 —!
oo

_ Aovzai dzx
=7 S (eg,"r(,,lg_gl) i 1) (e!:u‘(v.tc—-w,) _— 1) )

- 00

kde v, znadl libovolnou veli¢éinu podrobenou podmink4m
Im. v, <0, Im.7,7z<<0.

3. Ulelem tohoto paragrafu jest vyloZiti methodu, pomoc! nif moZno
zafasté uréiti trigonometricky rozvoj danych funkef.

Jeli f(z) jednozna¢ni funkce majfcf periodu 1, bude existovati rozvoj
tvaru

f(@)= § 4, Areni,

y=— 00
i jednd se o stanoveni jeho souéiniteli. Za tim Glelem uvaime, Ze plati pro
7 > 0 rozvoj
1 00
Mo+ 2zRi | =v§l emromdrani i

a tedy

\ dz N\

S“‘”?@ﬁtl =Y de

o r=

Umimeli stanoviti integrdl v levo, aneb aspofi jeho rozvoj dle mocnost
veliéiny ¢-°, obdriime tim koefficienty 4, bezprostfedn&. Okolnost ta nastane

casto u funkc{ tvaru
e ]

f@= Y, Fa+n),

n=— 00

kde F(z) je funkce jednoznaénd. Pak bude
1 o 1
dz dz
Sf(z) ev+!zni_ 1 ='_Zw S F($+)t) e.-}-l-al —1 ]
J ==

coZ po substituci z za  -}- » obdr2{ tvar
n+1
00

d
Zw S F(z) e.+—..,,:_—1.

t j.
) 1

Sf(")}mi—fj=s F(")ﬁr:%_—_l-

XX



Jakmile dovedeme tento integrdl rozvinouti dle mocnosti ¢-*°, bude tkol
stanoviti soucinitele trigonometrického rozvoje funkce f(z) feden. Souéinitele

Ag,A_y,A_q,... obdriime toti cestou analogickou z integrilu
1

S(z) (_,m,—, ZOA_,e-".

Hledejme na pf. trigonometricky rozvoj funkce

(=]

ga@t+m
f(z) = Z 1 — Aoxit8ba@+m !

8= —00
kde a, 4 jsou realné veliéiny hovici podmince 0 << a <2é4n.
Tu bude nidm pfedevdim stanoviti integral

(a) J = S a— e:un:+|f:o‘;?,'+loui —1n°' "’ >0,

cof se podali pomocf{ véty Cauchyovy.
V jizn{ polovici roviny (z) leZf pouze tyto pdly integrované funkce:
n 7 * ;.
a jeli # pravy zlomek — jak chceme pfedpokliddati — dluino voliti
n=0,—1,—2,...

UvaZujme nyn{ integrél tétéZ funkce, jako v integrilu (a), ale vzaty po
uzaviené cesté sloZené z pHmolarych udsekl (— N... V), (V... N — Mi),
N—M. . —N—M),(—N—Mi.. —N), jez jest obdélnikem o vrcho-

lech + &V, * N— M, pti tom volfme M = k_l_—ij_—u , kde £ znadi
kladné &slo celistvé. Pak bude na vzdilenych &istech integraéni cesty inte-
grovani funkce nekoneéné malou pfi nekonelné velikych M, NV, a integrél

tento bude se od J liditi jen o veli¢éinu nekoneéné€ malou. Hodnota naseho
integralu bude viak dle Cauchya rovnati se soudinu — 27 se souftem residuf

T =

integrované funkce, a poné&vadZ residuum na pélu z = ———t’i 7 zni
_am+tu)y
e b
= ’
— ("t

méime rovnici
-5 {mt+w

oo
+ 3
n=0 '+—(u+-)

—1
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Odtud plyne

J=2 i E e_aT"""'""""’%'""""
6 =0s=1

a provedemeli s&ftin{ v »,

al . Syxu

¢ 2 o
J=T al 2ra é’_",
r=1 l_e— b
takZie bude v naSem p#padé
af = %vau
i e b
A’=T ai %vaxm ’('>O)°

1—e 3778

Pro stanoven{ koefficienth 4y, 4 ,, A_,,...

. dluzno vysetfiti integral

y - Pl £
— (1 - e!uan'-l-!bnz)(l — e—v+!¢ni)

v severnf polovici roviny (z) m4 integrovani funkce pély

n—1u

&= —p— (r=1,2,3,....).

Uvafujemeli integrdl tétéZz funkce vzaty podél obvodu rovnobéintka
* NV, + N4 M, obdriime podobnd jako piedesle

tudfz

- o0 od
_ 7 Z Ze-‘:—'(u—nw""(- n—vo
b n=1»=0

!nt af

z =o) x—1)—re
Z ai—2v !va’ '
*=0 1—oe
takZe mime
v n—ai
7 e b
A= —gz=ar— (¢=0,1,2..)
| —e O

vzorec téhoZ tvaru jako pro A4,. Bude tudiz obecné

_!va+ af
£ e
A'=T _Svatal?
1—e
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¢imi nachézime znimy vztah

enn+tai
3 calo+m i W e b uiines
Ll T AT EH = T.=Z°° s ."b+“ ’

4. Jednoznaénd funkce komplexni proménné s
S®O=r@Er@a@—s)r¢+vsi)r(c—ovsi),

v nfZ konstanty a,4,c,v jsou tak voleny, aby pély byly vesmés jednoduchy,
av je bud realné aneb aspoil nenf ryze pomysiné, je pro nekoneéné veliki s,
leXcf mimo urditd okoli péld, nekonedné malou asi jako e—¥l¢l,

Okolnost ta vyplyvd z analogické vlastnosti funkce
o )=r@)ra—s).
Klademeli a = a+78,5s =& 4 77, a pfedpoklddimeli na pt. & >0,
ustanovme celistvi &isla 7, 7/ tak, aby rozdily § —n=¢§,, e — 4 #'=1—¥,

byly pravé kladné zlomky; pak bude dle znidmé vlastnosti funkce I (s)
patrné

st —1D(—92)....(s—n}1) iy
)= e =S e=sFD .. e—sFri—pr =Nl @—stn)
&li

o= (— 1y LS It bt i@ botin).... (1t byt i)
(§'o+"’7)(§'o+”l+l)(§'o +in+2)... Eotintr—1)
r@E+si)rl —¥§,—q).
Soutin ' §+7q) '(1 — &y — 79) jest pro velikd n Gm&myY s vyrazem
nnt
sin g ¢
jest nanejvy3 nekoneny jako s*, kde % znadf uréitou konstantu.
Funkce £ (s) je pak souéinem dvou souliniteld tvaru ¢ (s), ¢, (vs7-}5),
z nichZ aspol jeden je v nekoneénu typu ¢—*I¢|, a véta tim dokd4zdna.

Z vlastnosti té plyne, Ze integrél
s)ds
. {70

vzaty podél uzaviené cesty snekonetné vzdilené«, jeZz nezabfhi v okolf pdld,
jest nekonein& maly, a Ze tedy soufet viech residuf funkce f (s) rovni se
nulle.

Pély funkce f(s) jsou pak nésledujic

, kde#to lomeny vyraz tvofic{ jeho &initele na pravé strané

s=—n a+n,--~—¢ — z,

bt ‘t"' (r=0,1,2,3,...)
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a residua pHsluind zn&jt
CI 1o my o —niv) M 4-iv),
_ (__n# Fa+nre¢+aiv+niv) rc—aiv—niv),
___:;_ (_nll)' r(b“*"‘— z') F(a- +1’— z') re+ctn,
%—(—_n_'l)_. r(_ ftn ) F(a-|— c+” )I’(b+c+7z).

PoloZimeli tedy soudet t&chto residuf na rovefi nulle, mame vztah

Z = l"(a—|—n) [['(b—nz'v) e+ niv)

—rIr(b+aivt-niv) I‘(c—az"u—nz'v)]
=izo ‘(—Tll)' @+ c4+ % [r(é—‘*‘-'i z') r(a—i:*'_'i i)

—r(=S) (e

Pi3emeli zde ¢ — 4 za ¢ a klademeli

2 (—n 11) +#)[F(¢—niv) Pc— b+ niv)
a9y — ¢+ aivtniv) (c—b—aiv—niv)]
= F(a, b,c,zv),
obdr# vztah n4§ tvar
(15) Flab,cii0) =~ F(c a——ii.a;%)-

K villi eleganci doporuduje se psiti 7 — ¢z, kde pak * nenf realné, a pak
méme

(4%  F(a, b,c,t)_z( " F(a+#) [P —ns) Fc—b+n3)
—r¢+as+n))Fc—b—ar—n1)],

(15¥) Fa,b,cir)=—— F(c,a—|——f—,a;——;1—).

Pro @ = 1 znf vjraz (14¥)

: (— 1 [I‘_"(b ~nt)Pc—b+nt)—Tb+nt 1) Mc—b—nt11)],

Rozpravy. Rofnik I1. THda II. Clalo 23, b
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coZ jest identické s fadou
00
Y —irre—nore—stny,
n=—00

kde#to pravé strana bude
Z = 1) ri+x [r(l +Tb+%) r(—%—%)
—r(1— =) r(=)

=T.§, (—”1) re+ ”)[sin“’”—t’i’i-{—sin'c—fbfm]'

a tedy mame vztah

OO

(16) Y —vrreg—syre—sta0

n=—00
(= =] .
_ = (— 1) 1 1
—Tngo At Fetn ( AL + sin =2+ ®= ) )

Je zajimavo poznamenati, Ze tento vysledek je zvldinfm pfipadem vztahu (4)
§.'1 hlavy L, a sice vznikne z n&ho volbou # — % . Vzorec onen zni totiZ

F(s+nti)I'a—s—nti) Anuni
I'(a)

f.l=-—00

ou ——(n—u)
€

2. (147 )"

kde 7 je realné a kladné, a mimo to 0 < Real. s << Real. 2, # pak zna& ryz
zlomek kladny.

JelikoZ tu pro # >0 plati rozvoj

’ o0
—(c—a)(u—u) Z ( ) ———(u—u)
=e 1

2=

'"'(n—u)

(147 ")

i e: ,,,E (_ )Z 22 —a—ma—v

LL (¢—a—md—un)

5
m=0 ’8(' ¢+ﬂ)‘

l1—e!
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pro 2 <0 je naproti temu

ol et i R (—a) Praw
Tn a=e' Z m)° '
(147 ") "=
tedy
Len
§ T _§ () § Aermes
[P -
R =—00 (1+¢’T('l—“))a m=o - " A=-00
oo 2T ws4m
-3 G
m=0 1— _it’i(‘-'-m) ,

uvdZimeli kromé toho, Ze

r@(50) = ek,

m)
nachézime pro citovany vztah tvar nisledujici:
[so]
Z I'(s+nti) I'a—s—nti)enes’
= -—-00

2#’(3+'m

__2n E (_l)m.l"(am—l-‘-m) ' ¢

ex -
m=0 : I—E—T(H_M)

2x
1—e!
a odtud plyne pro =—;— vztah (16).

V.

Neékteré vzorce, jeZ jsme obdrieli priibéhem ivah dosavadnich, moZno
povaZovati za zvldstni pipady vzorcll, jez chceme nyni odvoditi.

1. Budiz pfedevsim ¢(z) funkce, jez se v jiZzni polovici roviny z chovd
pravidelné a m4 periodu 1, takie ¢ (z-+ 1) = ¢(z). Znamenejme literou #
velidéinu zatfm neuréitou, literou # pak veliéinu o kladné &isti pomyslné a zna-
menejme

ro="05 0 e,
Utvofme integral
\r@as

vzaty podél obvodu rovnobéinfka o vrcholech (0,1, —#zt—+1,— n1), kde
n je kladné &slo celistvé; uvnitf oboru integraénfho mi funkce integrovand
pdly
z—=v—kt
5%
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a piislusni residua

¢ (— k7) eﬂku:vi%(i) ,

kde celistvé ¢&islo £ probfhd hodnoty hovici nerovnostem
O0>Im(v—kn)>—Im.zz.
Volimeli zvla$té 0 <<Im. 2 < Im. 7, bude
£=1,2,3,...n
Dle véty Cauchyovy bude pak
8, ()

Sf(z)dz=—2 o ;e”“"“q)( k).

Integrél tento sestivd ze &tyf &dstf, a sice

1—nr —ne 0
Sf(z) dz = Sf(x) dxz + Sf(z) dz 4+ S—j:(:v) d:v—I—Snj:(:c) dz ;

z té&ch se druhd a &tvrtd rusf, ponévadi f(x -+ 1) = f(x) a sméry integracni
jsou opadné; zbyvajici Cist tfeti md hodnotu

—nT

Sf(a') d:c=—Sf(a:—nr)dz

Aviak
. &, (z—v42)
— — Anuxn — 1
f@—ne)=A"rig(x —v—n1) w0

takfe patrné bude

lim f(z— nt) =0,

8 =00
jakmile splnéna bude podminka
1) lim e¥®*7*ig(z —v—nt)=0 v oboru z=(0...1).

R =00

Za podminky (1) bude tedy
—Rt
lim \ f(x)dz=0
# =00  r
a my obdriime vztah
1

)] Sﬂi(z_v—l_u) ‘P(a:—v)da::—2;"'1}#26“.”9’(—“)-

*(z—v)

pfi ¢emZ summaénf index £ probihd viecky hodnoty, pro néz Im. (¢t — 2) >0,
a mimo to mi byti splnéna konvergenéni{ podminka (1).
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Jeli zvldsté 0 < Im. v <<Im.r, mime odtud

OO0

% an _ i, 01(5—11—|-u) s
) kgle’k ‘o(—kn) = Jnﬂ(u) 0y(x—7) 9(x—v)dr,

vzorec, pomoc{ néhoZ lze celou fadu vyrazﬁ uvésti na tvar integrdld ome-
zenych.

Pravou stranu lze pfetvofiti v integrél sestrojeny z funkcf elementarnych
zpisobem nésledujicim.

Pfi podmince 0 <CReal —s:— <Z Real. —:— platf rozvoj

oo Q.un'(.__”
3 o O(s+2) i Z e
2 0, (s) 0,(?) T atmoo 1 ’—:'—i(u—t) '
a tedy pravd strana vzorce (2*) obdrii tvar
1 uns
Lgda:.(p(z—v) i — ’(':-H ?
T % n=—00 l _Jl_ m4o-2)

zde podminka konvergenéni O < Real. _r:_z_ < Real. TZ je spinéna, jakmile na

pt. # je ryzi zlomek. Integracf po Elenech mime uvaZovanou veliinu ve tvaru

1 oo 1 e!ll'ni(‘_l_'_z)
7 Z [ET] qa(z-—'u) dz;
R=—00 ¥ 1 _g* — s+

transformujemeli obecny ¢len v pravo substitucl # za » — 2z, obdrii integral
meze 2 a n— 1, takZe po jich obriceni{ obdrifme soudet typu

i

“’1:

t. j. nas vyraz bude

oo  Runas
ol
LS Y e(—v—a)da
T !a‘ @+ :
- 00 f—

Mdime tudiZ za supposice
0 <Real “> <Real =, 0<Imo<Ims

a za konvergenéni podminky (1) vzorec

oo oo .Iu‘('+.’
(4) Z f’"“‘@(—nt):—% S e v ’(;v—x)dz .
=1 —~ @+9
—oo 1—ers
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Volme na phHklad

(@) = (aFbe327i 4 cetoriy,
kde musf byti splnéna podminka

—b + Vb’—4ac
2¢ >1

pfi obou znamenich + , aby funkce se chovala pravidelné pod osou realnou.
Tu obdriime pfi oznalenf ¢ = &+ vzorec

o0

2 Aksni (g | k| o Ak)o
(5) k=1 . ( + )
19, 4z —v u ai(o—z xi(0—2)\o
= 2 0, (%) S ¢, (z—v) (a - ontmD podniemo)y dz.

Podminka (1) vyZaduje, aby Im.%#>>0. Vzorec tento zobeciuje vysledek (2)

vyvinuty v kapitole Il., kde uito litery « misto v a voleno » = % . Tam

zérovefi vloudila se chyba, ano m4 pod integralnim znamenim misto linitele
Axl@—0) g4t v a—2. kromé& toho mé byti opravena chyba tiskovd, totiZ
mi stiti v zdvorce ceA7i@—2) na mist&® chybného ceA#eia—=  Vysledek ten
obdrif se skute¢né z (5) pomocf rovnic

&, (w+%) = z'g—(w-l-{t)nioo (.w) , o, (_;_) = fe— }nu'oo ,

¢, = 20,8, 0,
ve tvaru:

Y, ¢ @togn gty

1

_i 00 (x_v) ni(v —z) ni(v - z) 4xi(v—x)\n
= #,0,050'(3——_1})4:" (2 ¥ Lol “+ce Ydz.

Vzorec (4) poskytne pak dile

Zl Ansxi (g 4 pgSn | ¢ R

5 oo susi, _
( ) ___l_ S P ( +"(,,+be”'“"+"-I—ce""'('+")°da:
e < l_:—:—‘(-+v) !

pfi ¢emZ % podrobeno podminkim
Im.«>0, 0<Real.$<Real.—:—.
a veli¢éina v podminkim 0 <<Im.v <Im.z.
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Hledejme jako dals{ applikaci integrdl pro fadu
W 1
S= m ’ O < w < 1 ,

n=1

kterou jsme uvaZovali v hlavé I. (str. 20). Uvedme ji pfedevifm geometrickym
rozvinutim obeccného ¢&lenu na tvar

f E (_ l)m—l e—!ﬂmt(n—w)

a provedme stitinf vii¢i 7; i obdrZime tak vyraz

E Jym—1 e—!mnt(l—w)

— e—2maf
¢ili
s— §V (Dot dmate
- Amrt—1
Aby se tato fada vpravila do tvaru (2*), stadf voliti
q’(x)—_"joil._-l' t=17, u:%—-t'wi,
nadeZ -bude

[e.=]
S=— e!num'q, _.n,)'
s=— (
a tedy dle (2)

S = £9' ¢ (z—v+i—wti)dz
T a0, —wid) ) O (x—v) (A 1)

-

— 1 S @ —v—witi)dzx
- 2”1.0‘9(21.}!1.) 01 (z_z/) (e&ni(z—') — 1) ’
]

a tedy
1
©) L o', g O (r—v—wti)dz
' 1+e”'""‘"’ = 2aiv,(witi) ) 0, (z—0v) (AE-9 1)
0
Vzorec (10%) hlavy I. plyne odtud pro v = % = ;‘ ; nebot pak bude

Oy (z—v) = — et 9, (2),
By (T —v—wis) = ¢~i@—wti-i0 g, (z—wits),
takZe pravi strana vzorce (G) obdri{ tvar

1
i addd O3(x —wii)dz
2a0,(wti) ) O, (x)(@*FnT 1)
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Vzorec (4) pak poskytne v nalem pkHpad& pondvadi
us % 1

skuteén& leif mezi O a % ’

o0

S——_—l S
te LLIP.
. (1_e i et ’) (—emie+a 1)

1
S Gre)eta

aneb pro v = 121 po kritké redukeci:

[« ]
X 1 P ad i S e—vaxni dz

1 +¢Snl(-—w) = I

® % '

Y S ye——

a=1
substitucf — z za z obdrii se odtud vzorec (10) hlavy L

2. Chovali se naopak funkce ¢ (z) pravideln& zad osou realnou, obdrifme
pii oznaéen{

7 =25 vt

pomocd! integrilu
S S(x)dz

vzatého pod¢l rovnob&infka (0,1,1-} #z,7n7), kde = je kladné celistvé &fslo,
vztah

1 1
Sf(r)dx—Sf(z—}-m)dz = 21.;'Zq,(k1)e—!luml _”’_;_f:ﬂ.

Jeli spin&na podminka
¥)) li_rgor'""""q(z—l—w—l—nf):O po z=(0...1),

bude

1

li_m 5f(x+n1)dw=0.
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a tedy

1
R o et O (0@ trtno@tn)dz
® X o) = §

16, (%) %, (z+ ) ’

jestlie se predpoklidd 0 <<Im.v» <Im.z.
Pomoci vzorce (3) moino pravou stranu uvésti na tvar

4 _"‘_"i(..;..)
. 1 e oz+v)dz
(8) T Axd [
—_—— (249
— 00 1__‘ T

jestlize se predpoklddd O < Real. % < Real. T’

3. BudiZ y(z) funkce hovicf rovnici wy(z+ 1) = — y(z) a chovajicf se
pravidelné pod osou realnou; pak se v integralu

g v(z—-v)ds

?, (s —7)

vzatém podél rovnobéintka (0,i,1 —nz,—nr) rudf slozky vzaté dle cest
(1...1—mnr), (—=znr...0) a zbyv4d mimo integral

1
\' v(s—v)ds

B, (5— )

jesté sloZzka

—nr 1
" w(s—v)ds RO -2 y(x —v—nr)
— = = (— 1)"+1 dr,
‘_S" % (s—v) =1 ol S 8, (x— v)
jez miz{f pro 7 = oo, platili podminka
® lim g y(z —v—n )A**=0.
R =00

Ptedpokldddmeli 0 << Im.» <Im 7, jsou pély integrované funkce obsa-
zené v oboru integraénim tvaru s=v —£¢, (= 1,2,3,...) a pfislusnd
residua znéji

1
(— 1 5 ¢¥ w(— k1),
1
takie obdrzime

1
00

(10) ‘Zi('— NP p(—kr)=— o', S v(s—v)ds

24 o, (z—v)

PF tom znaédi, jako viibec v této prici, litera ¢ veli¢inu el

Rogpravy Role, IL TE. 11 €. ®3. 6
XXIlL.
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Kdybychom pfedpoklddali, Ze funkce w(s) chov4 se pravidelné nad osou
realnou, obdrieli bychom pomoc! integraén{ cesty (0,1,1-nz, n7) vzorec

1

3 #, ( v+9)
a g — ]
(100 X CvF ey =g S 2 (6 r oy 4%
jestliZe splnéna podminka
()] limg” w(z+ v+ nrr)leeri=0.
OPRAVY.
Str. 15. Ve vzorci (11) mi za znamenim souétu 2 v ¢itateli exponent
$I=—00
. nwi r\?
znfti — . (u—l—s—l— 7) .
Str. 22. Ve druhém fadku vzorce (3) m4 v &itateli exponent zniti 2';“ (20, +n)
mfisto 2sms (w, +7) .
7

(8.2]
Déle ptipoj v #4dku 6. z dola znamenf souétu 2 pfed napsany
vyraz. e

Str. 28. Ve vzorci (12) m4 ve jmenovateli stati (¢2*7®: — 1) misto (27*—1) .

XXINM.
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