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Cisuum ), OTTVY v PRaze.



V nasledujicim chceme vyloziti nékteré vysledky, jeZz jsme si pri redakci
svych »Zikladii theorie Malmsténovskych fad«*) ponechali na pozdg&jsi ptile-
Zitost.

1. V § 9 na str. 50 a ndsl. citované rozpravy dokazali jsme, Ze celistvd
funkce proménné s definovand prvkem

(3
7 cos2nvn
(@.5) R
n—1

zatind svilj Maclaurinovsky rozvoj ¢leny

rae) r'id—ao) s

roy r—v

V nidsledujicim rozvineme pfimo zaciteéni €leny tohoto rozvoje, ¢imi vznikne

novy vyraz pro funkci obsaZenou v zdvorce posledné psaného élenu.
Vychézime pfi tom od vzorce

() Z@,)=— 5+ (—210g2n+2["(|) —

(e o}

1 efcos2vm — 1 —1 .
Z(v.a‘)—h“Sz;!r__2¢~=cc§s2zinli—lx’r 4z
pisme k vili pohodli

fl@) = - efcos2vm—1
T 22 —2e%cos2vm 41"

a provedme rozklad
[0} ~

Z(v,s) = f%})_ S_/(z)x‘-' dx+-r-1(§ Sf(z):c‘—' dz,

“»

kde o zna¢i malou kladnou veli¢inu. Prvy integrdl bude lze uriiti na zdkladé
rozvoje

J@ =cotcztcat+..., "o_—__'“%‘,

*) Rozpravy Ceské Akademie, roén. I, tfida II, &is. 27.
l‘
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a tak obdrZime

Z(v,s)_%(s) L +r(s) [i : "’+'+Sf(x)xs ‘da:].

Veli¢ina v zdvorce | | je koneénd pro s = 0, a tedy zacind rozvoj druhého

vyrazu ¢lenem
(=] d
Z 14 x
Ry [: Cy '-’-' + Sf(x) *‘;’E——] ’

r=1

déle jest
. 1—( Ei—__ ]_ _A"J‘ . 1 (l+3]0’m+ )(] _[vl(]) »"‘J{— )
rs)®s —  2rii+s- 2 g Y54

1 ’
=— g [t +s(logo — ') +...]
a tedy obdrzime

2,9 =— + 5 | logo r'<1)+zS/(>"””+zz "+

r=1

Jelikoz Z(v,s) nezavisi na @, je téz veli¢ina v zdvorce | | nezdvislou na o
a tedy miame pfechodem k o —= 0:

dx

Z(‘u,s)z_i_}_ 5 { ra -+ l|m (logw+2 S-f( )‘)l

a odtud plyne porovnanim s rovnici («):
. , r'e  ra--v)
l —2log2a+-21'(1) — Flo) ~ ri—o
®) I
| = -2r'()+2 lim (]ogm—i—zgf('r) : )

Kladme zde v = ; a odectéme vysledky, i obdriime

or (%) — r((:,’)) F'T(ll:w)) 4 '!lin S [j @, v)— f(&, g)J

’lfl

¢ili

ong

_ 1 —¢*cos2va )g’_x
F 1 1—2c%cos2vn 1 2= )

11, o r ra—ve
= 4-[11 () — r((:)) r((l—;))]

1)
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leva strana je zddnlivé periodickou viiéi v; Ze ji neni v podstaté, plyne odtud,
e integrdl neexistuje pro hodnoty v, jichz realnd ¢ist je celistvd, a zZe tedy
dluzno v naSem vzorci voliti 0 < Real. 7 << 1.

Poznamenejme jesté, Ze pomoci vzorce

©@ _ gy (1=
T _r(1)+5 i dt

obdriime pro a = % :
'(y) =--—2log24+r'(1.

2. Jestlize do vzorce

o T
= (- n)ut 0 Aretei)__ 1 | Br@—whH__1)"

v némZ « jest veliina kladna, a r pravy zlomek, a jejZ lze rozmanitym zpii-
sobem dokdzati, klademe

. bm " [ Am® z
K3 — U — e —— ——
P ) | c '
a nasobivie obé strany e2m™e7/ geéteme vidi m =0, + 1, + 2 ..., obdrizime:

-~ . P2rimatnr

2 X NN e

00 g.,”,, = (co—b1) I (bmi+(1~ 1)\'JE’+E) _“'_L\Jm’+cz l
¢ e
= E: RS — -+ - .
I O V/]m’—i—c:c | S (bm1+\ Tm fcz) 1 ’T”(—-bmi+wmﬂ+cz) 1|
e —_—

Pfi tom je 7 realné a nikoli celistvé, z kladné, a A znaéi vyraz 4 = ac—62>0,
kde ¢ >0, ¢>0, takie pak f(¥,7) = ak24 26En -4 cy® je kladnd forma
o zdporném determinantu — 4.

Rovnici nasi lze pak psati

v Z 2afmatan)
[ DI A e
r2) oo ?5‘,1' (ca—bv) I '}'1 (bmit A —nyAw Fcz) 23 imer l
'y £
— Z S T Y
l = VZm”—{—cz le—f’—c"—(bmi+\'“1ii'+cz") ) + ‘,—;’?"—(—bmi+ﬁm’—+c2) ll

Vysledek ten obdrii jednodussi tvar, znamenimeli

—bm~-iYdm®* + cz , bm -+ V4m’—|-—ca:

Wm — T W —

takZe wny, — %0'm jsou kofeny kvadratické rovnice
aem®+-26m.wcwr+2=0.
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Bude pak

Z Z ‘,!:u'(ﬂla-}-nr)

[ o ot L Zbmn et a

2. emanas

( ) I . 2"1, § e._-;A'-(CU—bI) ("i'(’- 4 ) (.-y.-li(w...+w.m)l
¢ A W+ W' {1 — ABvani ] e':’—";""j ’

JelikoZz fada

Z'e,”‘(mo+’") 1 e ,_.1_‘.
am® -+ 2bmn—~+cn®*+x am®~2bmn + cn®

m,n

konverguje absolutné, a fada

E ' eh'("_“:-‘__',")‘_.- - .log A (7,170, ,70,)
Ll am®+-26mn—cnt Vi1 TR
kde

o, — :1;_}_7, \/_71_' 0, = l:—*—;‘ \ ’

plyne, Ze vyras (2) jest invariantem soustav rovnomocnyck (a,b,c;o,1)*) Ale
oviem dluzno zde vidy klasti ve (2) kladné zbytky veli¢iny r misto 7.
Pro dvé rovnomocné soustavy
(@,b,c;o,0) (@, 0,0, 7)
plati rovnice
a = ak+-20kE k',
O =aklt+ bRkl KNSk
d=al®+ 26l +cl'?,
o = kot k1,
vV ={lo+ 17,

pfi cemz £, /, #', /' jsou d&isla celistvd, podrobend podmince 4/’ — &'/ =1.

Zvlastni pozornosti zasluhuje pfipad, kde g, z jsou zlomky o jmenovateli ».
. . 7 L4 . . A <
Pisemeli pak T, misto 7, z, budou tato novd ¢, z Cisla celistvd, a disla

rownomocnd budou
o = koK1, =l {7,

Znamenameli vyraz (2) pfi téchto ¢, r symbolem /(a,4,c;a,7;x), bude
F@ b, cd;a)=F@,b.;0,7),
jeli @ —a,7 1 (inod r). Tato podminka je splnéna za supposice
£ 1, [/ -0 (modr)
¢&li dle obvyklé symboliky

® wr)7(o1) @ean

) Tuto ekvivalenci dluZno rozuméti v témzZ smyslu jako v §. Y nasdf citované rozpravy.
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Transformujemeli formu @&%- 255y cy? substituci § = 4§ - /v,
n=~&¥ -+ /'y, kterd hovi podmince (3), a ovéem také podmince £/’ — &'/ =1,
obdrzime formu ekvivalentn{ (a’,#,c) . Ekvivalence ta je vSak zvlastni: ne kazdé
dvé prosté rovnomocné formy prejdou v sebe takovouto substituci; z té pfi-
giny pravime, ze formy (a,6,¢), (a’,¢,c’), jez vzniknou jedna z druhé pomoci
substituce typu (3), jsou rovnomocny v 7-tém stupni (Stufe).

Funkce veli¢in (@,4,c), kterd se neméni, nahradimeli tyto veli¢éiny sou-
stavou s (@,0,c) v r-tém stupni rovnomocnou, slove pak #nvariantem r-t/fio
stupné. Nachdzime pak, Ze vyras

:_” (mao+4nr)
Fr@beiama)= Y~ Sl o o
2 a
-~ zt+amt26mn-\cn
2ar 2

(ca—br) l — = \im*Fez r\lm’+¢:z
L- re -

21_u:u

c r
- 3 S
V/Im"—|—ca: |] - »-(bm:-}—\ Im’+ct) — (—bmi+) |m’+‘[§')l

1—ec¢

v némz ¢, 7 jsou dvé éisla celistvd kladnd a mensi neZ celistvé Cislo », jest
invariantem stupn? r-tdho, a neni stupné€ nizdiho, jeli aspon jedno z d&isel o, 7
nesoudélno s 7.

Probihdli soustava (@,4,c) viechny v obyéejném smyslu rovnomocné sou-
stavy, obdrzi vyraz (2*) pouze konecny pocet hodnot.

Vratme se ku vzorci (2). Vyraz ten jest — jako vSechny invarianty nami

v pojedndni o fadidch Malmsténovskych studované — invariantem 3 pfi
ckvivalenci ncvlastni, kdy totiz determinant 4/ —A4'/= —1. Volimeli

A=0=/", ¥ =1=/, bude posledni podminka splnéna, a pak bude
d=c,V=6,c=a,s =r, Y'=uga,a z vlastnosti invariantni vyrazu (2)
plyne

2mal co—bo I A imYén 21 vamFer l
e [ ¢ [ 4 <
“ Vamr+ cx | | — T emit\ T4 i) 1 T bmit\Am E o)
— —
2'!'1' @r-—-bo) —-—’-.m \Am’+a: —;’"—\Am’+az
-3 " e
'\/Am"—{—aa: ll — —-—(bmt+\ lm’+a=) ] —ca T (—bmi+y. lm’+az)|

Vztah ten nabude zajimavosti ve zvlastnfm piipadé 6= 0; pak jest
A4 =ab, a tedy mime

Z-+am? z+au’
1 (=) (Amoi ‘-_2'."\3—:--_ + _!1(1—')V
Vo m™eo V.’r-—}—nm’ g,,V'+9"’
1—e
rtfem z+cn‘
r!mnu [_!”"\“iz __{_t-!ﬂl—a)v
Vn m = V1'+¢ m* . _g._\}’+‘"'



¢ili jinak psano:

2
coshyp( (1_21) ”""c‘””)

V— ZVz-i—am’ . «in hyp \/ —I-am’l

Amani

(4)
1 Z e!mull' cos hyp (” (] - 20’) \/97_4‘_1”’“
= == 7 . . —
Va "L+‘mg smhyP( \a:-i—cm')
Klademeli zde ¢ = 1, znamenajice

S 2maxi  cos hyp (7 (1 —20) Yz am’

(4.) 2 I — ( ( )v + ')—f(ﬂ',(l;d',f),
m A= \T—{—am“ sin hyp(n\/w—f—ﬂm')
obdriime
1 1

(4 s@ainn) = f (5 gino)

. . . z 1 L, . z 1 :
Jeli @ velmi malé, bude , velmi veliké a soucet f( , ;r,a‘) bude
a’ a a’a
1
asymptoticky roven ¢&lenu » = 0, jenz zni iy tudiz
a

4°) S (@, a;e,1)00 pro mala a.

Vaa
Jinak vyjddieno, mdme

( d) (Qni(ma+n1) 7 1
; i S Y
. [ @

& ztam+n Yez

3. Dle véty vyslovené na str. 54 nasi rozpravy jest souéinitel pfi
v Maclaurinovském rozvoji funkce

Klab,ci0,555) = ,,.Z,. (am® - 2bmn—-cnty

(.!.-n'(ma +nz)

dén vyrazem

F'(r) r ) W(o,7 h(—ea,7r,w
FiH) r(1 y Tlogetd(o.r,m) + & (—a7,m)

D) —2log2a4-2r'(1) —

kde poloZeno
oo 1 | 1 ; + l—sgn;(n—{—l,)}

6) @(a,7,2) T | e TR e

n=—00

—b+iY4 w — bV

a mimo to w, =



Dile bylo nalezeno
1

1 ¢, 0w é, @+t rw|w) 2ni T
M ¢ (r,7,w) = 1 — (2eaf S{ &, (0t rw|w) ¢, (z|w) + 1 _"h"‘Ee! 'dx .

Volme nyni ¢ = —':f’ , T= —Trl , kde a4, 7,, 7 jsou é&isla celistvd a »>0,

po piipadé téz 64,79 > 0.
Nenili ani o, ani 7, délitelno na », pfejdéme od soustavy (a,4,c;s,7)
’ ’

, [ 7 ve
k soustavé rovnomocné (a',¢',¢';4’,7'), kde bude ' = —rQ. = 7" , a pfi tom

0y = kog+ A1y, v ="log+ ', ; Rl'—klI=1.
Ustanovme koefficienty # £'//’ tak, aby 7', obsahovalo 7, t. j.
log+U'1g == 0 (modr);
pak bude
K(a,b,c;0,7;5) = K(a',0,c;0",0;5)
a koefficient pfi s v Maclaurinovském rozvoji bude dle vzorce (3) str. 58

(5% —2log2n—210g{\ H@',, ’)H(w,,o-’)}

a tedy méame vztah

[ 2rm— ’;,((_)) r(—)l +loget o (22,72 w, )

®) l r
1 o , o
+ @ (——— — ) = -—2log{v,—c'_- H(“"v-rq) H(‘w,,T")}.
Zde znadi w’;,, — w'y kofeny rovnice kvadratické o'+ 247’ + cw'®* =0,

(@',¢,¢") je kvadratickd forma vzniksi z (@,4,c) substituci (:,ll,) , jez hovi

podmince
log—+{"1g =0 (modr),

a oviem téZ podmince £/’ — ¥/ = 1; ¢&islo o’y m4 hodnotu ¢’y = ko, -+ #'1,.
Funkce Hermiteovsk4d /A (w,s) je ddna soudinem

wrl

(9) H(“' 7) = t-l-nn’a:r H (1 . ‘.gm.,,,,-)mIMan ,
a nenf tfeba zvldité ptipominati, Ze vyras

\%_ H(w, : 3;’) H(w, , frl)

Jest invariantem stupnd r
Rozpravy. Rotntk II. THda I Cialo 4. 2
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4. Vzorec (2) § 11 nasf rozpravy poskytuje bezprostfedn& reciprocitu
- < \* 1—
ay ro(Z)xesen=ra—s () rese—.
L n

zcela podobnou oném, jez objevili Malmstén, Schlomilch, Lipschitz, Riemann,
Hurwitz a Stieltjes.

Abychom to ukdzali, pidme citovanou rovnici ve tvaru

r(s) (lﬂz)'l(’(a,bc;s)
= 2L (s)a L @28) 20 (s — )~ (2s — 1) p1—+

(@)

o0
_\ a !
+4Vp Ecos Qmnen . (l)s ’ g ('-ﬂm”('+ f)s'—? dsz,
m,n m .
’ - o
kde soudet vztahuje se k hodnotim m,n» =1,2,3 4,...
Tu pak jest
o0 00

1 1
S e—ﬂmnn(i’+ ‘77)5"'—:1’12'5= g (_—ﬁmrm(?+ ‘,)-3_:— Y ds,

0

an prvy integrdl pfejde v druhy substituci JF za z; nahradimeli tedy v (a)

integrdl posledné psanym tvarem, a vyménimeli summacni ukazatele », 7z,
obdrzime tyz vysledek, jako kdybychom byli v fadé psali 1 — s za 5. Zname-
nameli tedy na okamzik f(s) veli¢inu (a), miame

fEO—fA—s)=28[5)r @) —I(3—s 7 5 L(1—29)]
428 [Fs—g)a 't {Rs— ) =Tl —9)w ! {(2—29)]

a pravd strana je nullou, any obé zdvorky mizi na zdkladé Riemannovy reci-

procity
s s—1
r(—;—) n tI(s) = r(l 2_’) mt (1—s.

Bude tedy f(s) = f11—3s), coz jest pravé vzorec (l10).

Vztah tento mozno viak dokdzati jesté zplisobem zcela pod.bnym onomu,
jehoZz Riemann uZil pti druhém dikazu svoji reciprocity.

Ptedpoklidejme, Ze realna é&4st veliéiny s pfevySuje jednotku, aby rada

-t C o) — . _ﬁ,*‘_,__l L —_— 2
Kabeis) = mzn (@m® - 2bmn—+ cny Gy =0,21, % 2...)

konvergovala. Pomoci vzorce

20
-v;i s 1 —g _.’,';z(am’+2bmn Femy
[‘(J)(-” (amr4-2bmnt-cnty —)° v woldw
0
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obdriime pak

(b) r(s) (Lf-)xK'(a.b'f;f)=Sof(a:)z'—ldx,

kde psdno

n

! — ==(am’+!bmu+¢il’)
© cS@=Y v .
m,n
a v souétu 2’ vynechdn ¢len m —=n=20.

Ze znimého vztahu*)

—TZ (amP 4 2bmntcn) 4 2xi(mo 4 n1) 1 ———[aG +nP—2b(+m >+ m +cta+m]

m,n mn

obdriime volbou #=r =0 a vyménou liter »,n za — »_m na pravé strané
rovnici:

14/ =~ [145]
¢ili
(d) f(i—):x—l—l—a:f(:c).

Rozloime nyni integral (b) v soulet
1

ﬁgf(w)w"‘ld'.’l‘—{— gf(x)x’"d'x,

[
1

a v prvnfim kladme % za x, ¢imz obdrizime vzhledem k rovnici (d)

! oo ©
Vf@o-tde = \rhaes—tde =\[z—1+sf@]a~tdx
i i {
éili
! x
gf(x)a:‘—‘da'_—.- — ;.._1_1_ s+\f(z)r=d.r.
i i
a tedy bude rcvnice (b) zniti:
(an I‘(.v)(\:l)[\”(a,/),c;s):— A VL I rey

¥) Dikaz vede se velmi jednodude pomoci Cauchyova vzorce transformaénfho; viz
o tom na pf. Kroneckerovu rozpravu v Sitzungsber. der kon. preuss. Akad. der Wiss,
21, Gnora 1889, str, 123,
g+
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Z rovnice té je patrno, ze K'(a,b,c;s) jest funkce jednoznaléné, vSude pravi-

deln4, a% na pdl s =1, kde md residuum —% , a Ze funkce K'(a,b,c;s)
\‘

mizi na mistech s = —1,—2,—3,—4,—Db,..., coZ ostatné vie plyne

také z vyrazu (a). Pravéd strana vzorce (11) se neméni, pfSemeli 1 — s za s,

a tedy plati vztah (10), jenZ timto nanovo dokdzén.

Upozornénl. V rozpravé o faddch Malmsténovskych uvadéli jsme zadasté
supposici, Ze #, 7 jsou pravé zlomky. Tato supposice byla zbytetnou ve vzor-
cich (2). (8) & 6, pak ve viech vzorcich §. 8, ve vzorcich (2¢), (2) § 9 a rovnéz
v (1), (') §& 10, jez byly onéch pfimymi disledky.

Skupiny substituce, jeZ jsme vySe charakterisovali shodou

(:;ll’):—((l)?) (mod ),

zavedl p. Klezn do theorie funkci elliptickych a nazval je Congruenzgruppen;
jemu ndleZ{ téZ zdsluha o stanoven{ pojmu invariantd vy$sich stupiid pfi funk-
cich modulovych — jez oviem jsou povahy rozdilné od invarianth forem
kvadratickych, ale jim analogické.
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