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Theorie funkee gamma.

Napsal M. Lerch.

(Dokondéeni.)
2. Dokazali jsme diive Eulertiv vztah

(a) rayr{l—a)= Sinan

pomoci Eulerovy a Gaussovy definice funkce I', piedpokladajice zndmou vétn

sihear = ma (l— I

n=]1

Vecky dosud znimé dikazy této véty jsou velmi sloZité anebo nejsou

dosti elementarné. Zda se mi spise byti methodicky spravnym postup, ktery
onu vétu vyvozuje z integralu.

Véta (a) je totiz ekvivalentni se vzorcem

e I'(L—a) |
F(a) I"(l—a) = —acotan:

dosadime-li sem za oba ¢leny integraly (9), obdrzime
1

a— 1 _ _ p—
(8“) g —‘E —T:—x—‘— dx — n cot an,
0

pokud ovSem O0<Ca<C1. Tento vztah dokazal Euler, vloZiv za ¢ hodnotu
racionalnou, a ustanoviv integril obyéejnym rozkladem v castedné zlomky

Podali jsme elementarny dfikaz') tohoto vzorce, jenZ predpoklddd toliko nej-'
jednodus§{ vlastnosti fad a omezenych integralii.

O tomto diikazu, jakoz i o diikazu vzorce Eulerova

o0

e—1ldx b3
b z
®) g 142 sinanx ' V<a<l,

na tomto misté pomléime.

Jest nam nyni prikroditi k stanoveni integralu
o0

a—1
B(_a,b)=5 (lx x)‘fib '

") Casopis pro péstov. math. a fys. 1892, Bulletin des Sciences mathématiques
1842, Décembre,
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jehoZ konvergence Z4d4, aby Real,a>>0, Real. 5>>0. K jeho stanoveni
uzfvd se veledfileZitého a¢ jednoduchého vzorce (1%), a sice zde ve tvaru

o0

1
(IF2¢F> ~ T(@to)

substituci tohoto vyrazu do integralu B obdriime

o0 00

S\xa—l dx S e—z—za:za-{—b—!dz;

[}
0

1
B(a’b)-:_['_(g——_l-—_b)-

obratime-li porddek integracni, vyjde

o0 o
B(a,b) = I_;(a—]-;—l—_b)' S e—*getd-1qg S e~ xe—ldy.
0 0
Vnitini integral md dle (1*) hodnotu 1;(aa) , a tedy
o0
__F@ \ g, T@T®)
B(a.%) = FaEw §°" #rlds="p Ty
t. j.
o0
© S zo—=dx __ I'(a) ['(d)
) QFa " — TeFb

0

Jestlize v integrdlu tomto pi%cme

_—x_ = r — % dr — —CZ_L
1+z 7’ T 1—2 (I — 2)*
obdrz{me klassicky vztah Eulerfiv
1
I'(a) ' (b)
a—1 — 2\ —1 — TN
(10) Sz (1 —20—-1ds = Flat)

0

Nen{ obtiZzno dokéazati tento vzorec pffmo na zdkladé funkcionalnych
vlastnosti tohoto integrilu.?) Také dobré elementarné diikazy tohoto vztahu
byly poddny jiz v divnych letech.?)

Vzorec (8°) vznikne z (9) pro a-}b=1; timto zpfisobem se v inte-
gralnfim poctu nejlastéji dokazuje véta Eulerova I'(u) I'(1 — a) ="§i|_1”<;;'

Y Viz citované moje pojednini ve Véstniku kral. des. spol. nauk # roku 1889.
%) Viz na pi. Dirichletovy prednasky vydané Gust. Ferd. Meyerem. (Vorlesungen
tiber die Theorie der bestimmten Integrale zwischen reellen Grenzen.)
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 Jeitd snazii neZ prevedeni integrdlu I'(a) v soudin Eulerfiv a Gaussfiv
jest vyvoditi z integrdlu (24°)

0
W so= (e
—ac
rfadu Gudermannovu. Vypoltéme si za tim twdéelem
0
o'(a—|—1)——m'(a)=g(1—— iy "’;1) ot dtt :
—%o

pravou stranu mozno pokladati za limitu, pro e = 0, vyrazu

— —= —¢ —e

1 ; @t m+n:d# dt g (+nr‘u'
SR\ PPPTIRY SRS ST S

— OO -0 — 00 -0

. . x r_ % e .
jenZ po substitucich ¢ = 0 i = T ohdrzi tval

—asr —.(a-l—l)r —ar (uJ-l)a
1 dz 1 dzx dx
- . i x__ 'n:____
SSEY PRI g N Y i
~—~ 00 - 00 — 00 — 00

gili
®) Vszécp(as)—kéqa((a—l— D)) Fawae—(@t1)p(@te),

kde polozeno : s

dt o
0'(3)=SE'T, 1p(b‘)=Sc‘ (tu .

. —00Q —-—0Q0

-4
-3 ¢ .
w@=gw%=iy+gw%=%~4+m@+w,

znamendme-li (&) veli¢inu zdroven s & nekonefné malou; dale

-4 (o] co
q(a)=ge‘ d’t — S‘e*‘%=e—“lngé‘—ge—‘logtdt
—_ 00 l' .‘j 8

¢(8) =logd — I''(1)+ (&,

yo) =5 —1+e@) +10).
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Dosazenfm této hodnoty za v do V. mime

Vo= (atg)o@d— (atg) set o+ 140,
anebo po vyjadfent
9(as) =loga4-loge—I"(1)+-(¢) ,
¢ (as¢) = log (a 1) +loge — I"(1)+4-(¢) ,
v, = (a+%) [loga-—-log (- 1)]+1-|-(u ,
tak 3¢ lim ¥, mé hoduotu
st D — g =1—(at ) g Tt

Rovnici tuto piSine

(119 o’(a):[(a—l—%)l _ai—_l__ ]+‘5(a+1);

klademe-li zle za @ postupné a, a--1, a=42,...a+n—1 a selteme-li
vysledky, obdrzime

n—1
. 1 a—\— —|_—}_ | .
s@=Y | (a+r+5) 00 1]+ 6+n
Z integrilu je vsak patrno, Ze lim w(a4n) =0, a tedy mame
(11 o (@) —_—g [(a—} -+ )loo a+++] I] ,

coZ jest rada Gudermannova.

Qudvodime jesté (dle Dirichleta) druhy vzorec Binet@v, jenz v kapitole 1.
vyvozen processem ponékud namdhavym. Funkei pod mtegmémm znamenim
vzorce (11) mozno psati

11,1 Lc_‘il__lz___l_(.m,(“)_l.,
¢ -1 t 2 2 ¢t — 1 t 20 2 t
Aviak
2n O 1 1 )
7 cot, (—;)— =-E—?— —{—” 4} O,:! 4_—’: "l— I: o ’
tedy B
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a odtud

(o =]
1 1 1 2¢
e‘-—_l_—7+7—n§1 t* - 4na®’
a nasledovné

0 0
1
G)'(II :S’ —|—2 e Seatdtz t‘—|—4?',” (2,
- Co
dokazeme v3ak dodateéné, Ze smi se integrovati po ¢Elemech, t. j. Ze
0 oo co 0
: 2 2er dt
at [ — )

(«) _S: af ,}; T Anta Z _S (7T dnig?

Pak transformujme pravou stranu substituci { = 2nzz, i obdrzime

Inazxm d.’)ﬂ'
x“—|—

podobné miiZeme zde seéisti pod znamenim integraénim, uZivajice vzorce

a
D
|
|8
b—-w

@)

3 1 2nazT — 2ax:T
"2176 — — log (1 — é?e=) |
¢imz vznikne
0
—_— 1 dw . _ LRaza
G'(CL)-——-—;S. -m_—llog(l 2 )
-0
anebo po substituci z = (z_l
o0
. 1 adz . ( 1 )
(11°) ﬁ(a)—;gmlo{% [ — %7 )
0

kteryito vzorec Binetfv jsme chtéli obdrzeti.

Zbyva jeSté ukézati spravnost vzorce ().

Z nerovnosti
N

T T
= 2+ 4n2n? | 12 dntn®
a 7 existence integrélu

0
g ¢t dt g(f)
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plyne

a tedy musf fada

0
o0
2ext dt
§= ngl S. 124 4nta®
— OQ

konvergovati a pri tom

AvSak

0 0
0
et dt
at —_ —_
Se cp(t)dt— gl_gtz ' And

Y
sklida se ze ¢lenéi menSich nez S, tak Ze
0

0
S et g@)dt < S < S etg(t)dt;
M — o0

zvétSujeme-1i M, stavd se rozdil prvého a posledniho ¢lenu této nerovnosti
libovoln¢ malym, a proto bude

0
= S e“t g (t) dt,
. — 00
coZ jest rovnice (a).
Pravé tak bychom dokdzali, Ze lze fadu (8) vydisliti seétenim pod zna-
menim integranim.
3. Ze vzorce Eulerova

r@r(l—a=

b4
sin an

plyne pro = - vtah r(%): V=, kterého jsme nékolikrate uzili. Vy-

2

jAdfen pomocf integrilu, jest

(o 8]
Se_zdw=\/7t;
0

Ve

zavedeme-li integraéni proménnou = 2%, mame odtud

(o o]

5 e"’dz=—%- '\i;»,

zndmy to vzorec Laplace-iiv,
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MozZno jej psati
o0

g eodx = \n.
_.w
. . I b
Transformujeme-li substituef £ = Ya s — gv—, mame
a
o0
(12) S e—az?+bzdz= 7;'64“ :

— o0

pfi tom znad{ « kladnou velitinu a Ya dluZno vziti kladué. Jak integral, tak
pravd strana naji smysl i pro komplexni b; ponévadz jsou to funkce analy-
tické této proménné, a sice jednoznainé, musi rovnice (12) byti platnou pro
viecka konecnd b, realnd i komplexnf.

Hledejme nyni integral
o0
— o
J = K e = dz
0

substitucf # = 2 Y& mame

A
Vk

~ 1
S e " (= +3) dz .
b

Nasobme obé strany 2* , i vznikne
]

o0 (o o]

* k(22— 1 _.,_itz
ieg"=§ek( 2+?)dz:§ek ’)dz.

Vi

PoloZzme dile

z—é:?x, tedy 2 ==z 4 V2?1,
i obdrzime
0? 00
i_eﬁk — S e—ka? d‘”‘l‘g e—km’_&x_ :
Ve Vor—1
— 0 — o0

posledni integral mizi, ponévadZ integrovani funkce je lichou, a tedy

o0

J 2k — — ka? — l
vkc _Se dx—vk ,
o0

oo
(13) 5 e—w’—:—: dx-:\:’;e'”‘.

t. J.
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Pileme-li zde x = V2 , mime
0o "
(18%) g P UL Vz o2,
. V=

Integral tento jest jen zvlaStnim piipadem integrilu mnohondsobného

co 00 (o ]

kn
J(]C):S S e e S e_ (-’51+$2+---+!€n__1+.-zl%' "mn-—l)
0 0 0
_1___1 2-—-1 11—1_1
X z,*  my™ e Tp—q ™ dr,dzx, ... dxn—1,

jejz vydetiil Liouville.

Differencujme dle & za znamenim integraénfm, abychom obdrzeli

o0 00 o0 kn
4J &) =—nkr—1 e (ot o “'3,.—1)
Tk ot
0 0 0

1 2 n—1
——1 S —1dz, dZy...A%n_1
X & # ...z " TR

n—1 xl $2...$,;_1

Tento integral poclitejme tak, Ze nejprve integrujeme dle z,; pri tom
jsou Zp,...z,_1 konstanty; zavedeme misto £; novou integraén{ proinén-
nou z, substitnct

in
x’ - “
1 4 Jl—mn 1
% : u 1 —_ o
¢imz vznikne z, dz, = Tz dz,, tedy
(Tg... Tn—1) "
o0 OO k)
;o (Etmte et —£ )
—n L 2T @, .3,
0 o
1, £_, a1,
X 2" xy® ...z * dz,dzy ... dx.;

tento integral lisi se v8ak pouze oznadenim integraénich liter od pévodniho
J (%), a tedy

1
%Z._ nJ1 —‘-J£=—n dk, logJ:l()g C—nlk

o) T (k)= Cert.
Zbyva jesté uréiti konstantu C; klademe-li £ = 0, mame

oo o
. 1 2 -
J U _ .—51—33-...—2"_1 ;—l —'-l-—l f-n-l—]
( )— ¢ x, .’L‘2 o X —1 dm,dx.,...drn_1,
0 0

n
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coZ jest patrné souéin integrildl
o0

Se—% x;__idx,,, »=1,2,...n—1);

»
0

omr0=T] r(2)=r(2) r(2)-r (5

Z rovnice (y) plyne

tedy

Q.O oo
S JE)ke—1dk=C S e ke 1dh = —(J~’I;—“(i)—
{ 0
a tedy, provedeme-li prvni integral,
TR ¥R n
= r(a):S S \ \ c—z.-—z,—...—zm_l—éri;:-%fgl.‘..:.{
nt o,
0 v 0 0
a—1 o1 2,4 nol_y
Xk A A dkdz,...dz,_y . ,

Provedme prvni integraci dle%; tu bude po substituci k¥ = 2" |

o0 oo

___kl__ 1 —___ = i__1

S e %%y 1 }s—1dk— Se 2 ... %1 gn dz
%" -

5 .

_ I‘(i) (x, =, x )%
——; " . 1 Xg o+ Tn—1

a tedy mnohonédsobny integrdl ma hodnotu

o0 00 o0
C I (a) =lr(i)s S S I ST
ne n ”n
06 0 0
a1 —1 a,+!_1 a-l-n—_l_
Xz " Z, " R de, dz,...dx, _,

n—1
a ponévadZ tento mnohondsobny integral patrné je soudinem integraldl tvaru

(o]

a--»
—z, =TI_y a-t»
Se Tz, ® dx,__—P( -—-)a
n
mame

= Lr(3) () r(F) ()

a odtud vzorec Legendre-fiv (6), uréfme-li v ném konstantu C. Tim tedy
také tento veledfilezity vzorec dokdzan prostfedky poétu integralnimu vlastnimi.
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4. Obratme se nyni ku vzorei

ue

S e— % go—~1 gy — I .
b

Leva strana mé hodnotu konecnou, je-li realna &ast velidiny « kladni,

1 2 3
a lze snadné dokazati (rozklademS + S + S -} ...), Ze integrél ten jest funkce
0 1 2 '

analyticki proménné w , kterd jest jednoznaénou a pravidelnou pro Real.
%> 0. Definujeme-li pak u® — ¢¢l°€* i gemZ logarithmus ma pomysinou

, ﬂ ” . v v e
tast v mezich — n a = (zde dokonce~? 4 ?) , jsou obé strany nasi

rovnice v uvazovaném oboru (Real. » > 0) jednoznaéné funkce analytické,

a ponévadZ rovnice plat{ pro realnd u, plati pro v8ecka « bez rozdila (v tomto
oboru).

Volme tedy u =& + 7y, §>0, a mame

(o2 o0
Sc—“ cos yz.x¢— ! z'S ese®singr.ao—tldzx
0 0

= I'(a) (¢ + 4 o) ¢ = e gF @i ‘..g-z_—
(§*+7%)*
a tedy
[0,
S e*rcosnx. .2t tde = I—:((”—l— oS ( ware tg - Z—)
° €72 |
(14) co
S e**sinngx . 2t~ lde = _ I 7 sin (a arctg —g—) .
g (&2 ° “’

Je-li viak a ryzi zlomek, bude 0 <1 — a < 1, a integral

o0
&
e $Tcosnz
S 0 dx

xl-—-a

bude existovati i pro £ = 0, ponévadZ funkce stfidavé méni znamenf a klesa,
a sice bude

(o,9] 00

) e~ % ¢os nx CoS ¥ X

mi S ——id (lx—S i dx
0 0
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Dokazme za tim Wwclelem obecnéjsi vétu: Je-li funkce f (#) konetna

v kazdém bodé uvnitf intervallu (0... o) a existuji-li integraly
oC O

J = gf'(x) dx, Jc=§ f@yes=dx,

0

pak lim J: =, jest-li f(co) koneéné.

Na dikaz provedme substituci 2 = — log 2z, tak Ze
1

1
J = \ [ (— log 2) “il‘z‘z—J' Ji= \ f(— log 2) -—d—f~ .

U 0
Tu pak mbZeme nalézti & tak malé, Ze integraly

L} I

Il

4

23

D]

1] [\

budou mensi nez predepsand veli¢ina &, a to pri vSech kladnych §.

lo té moino voliti § tak malé, aby integril

[}
»
: N ¥
/(_ i(’g;)" .

&

(&5 — 1)

2]

byl mensf nez ¢; nebof funkce je konetna v oboru integraénfm a je néso-
bena d&initelem 25— 1, jejz lze udiniti libovolné malym. Pak bude rozdil
Je¢ — J se skladati z péti ¢asti, z nichZ kaZzdd je mend nez ¢, tedy sim bude
mens{ nez 5s. Ponévadi mozuo & tak woliti, aby |J; — J | <b5¢, je tim

dokéazdn vysledek lim J; = J.

&=0

Uzijeme-li této véty na vzorcich (14), obdriime

(>
l' Scosr,'x.a:"—ldx:r(f) oS a,” , 0 <<u<L1,
n 2
) 0
(15) oo
l Ssin;,x.x"—l(?leqv'](#sin—g;—,—1\“'u<1.
0

1
y 0 iz . cdz !
'\ [{(— log 2} . \ [(— 1y 2) -‘}—, \ f(— ]0.‘.':5)"2 A .\ [(— l(‘ngz)—(;z—.
12-9 -
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