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ROZPRAVY
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PRO VEDY, SLOVESNOST A UMENI V PRAZE.

ROCNIK IL TRIDA IL ¢ISLo 9.

Z POCTU INTEGRALNIHO.

NAPSAL

M. LERCH

PREDLOZENO DNE 21, RIJNA 1892,

V PRAZE.

NAKLADEM CESKE AKADEMIE CiSARE FRANTISKA JOSEFA
PRO VEDY, SLOVESNOST A UMENI.
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1. Integrdl
(0,0}
(1) ge‘"”x"‘cosumdz:F(n,:)
0

existuje pro vsechna konefnd #, realnd i komplexni, a pro viecka s, jichz
realnd ¢ast je kladna. Znamenejme @ kladnou veli¢inu a nisobme po obou
strenach ¢~ “ du a integrujme v mezich O a oo ; i vznikne

o0 o0

o0
J = S Fu,s)e= P du = S c—Z gV dzx S e~ ¥cosuxdu,
i o

ponévadZ pofadek integraéni patrné dovoleno obrdtiti. Avsak vnitini integral

oo oo
g e— ¥ cosurdu — % S e~ W tuiz gy
— 00
ma hodnotu
a tedy bude
Va { —o (4 V2 I'(3)
J=2—a§e 4a .L"'_ltla::———i—.
o (14 4)*
Mame tak vysledek
Py ]
2) (SF(u,.\') e~ ¥V gy — E r'G) 5
1+ 5)*

l.
IX.



o0
2% ——— =\ e FW S e~ cosuraf—Vdur.
o

ta(l4+-5n @

Bud w kladna veli¢ina, a ndsobme po obou stranich e~ %% 4 da a integrujme

dle 2z v mezich 0 a oo; i vznikne tak vzorec

_ o0 (e, ]
7

- $
& (14 4)?
po zméné pofddku integraéniho obdrzi pravad strana tvar

oo o0

o0
S T Vdz g cos ux Jdu S W) g Jda

a ponévadZ vnitini integrdl md hodnotu

(o o]

5t’_“=("="‘””(1dtl :%— 1

mdme
_ o0 o0 o0
\ s e~ da N . cosuxdu
-——Tr - = Pl de \ —-—— .
g Tt S Lyt ‘ ‘ 2?4 w?
O (14 45) 0 0
P g . I z ”
Vnitini integrdl pretvofme substituci » — - 2 obdrZime pravou
ve tvaru
o0 oC
I cost dt
(@) @S‘ ““d“’S;n—_+wezf-
]
Integral
oo [0 o]
costdt 4 etidt
et wlzt ~ 2 ) 24 wia?
0 -oC

obdrzi se pomoci véty Cauchyovy takto: UvaZuje se nejprvé integral

_ etide
1 Fwia®

(o]
— & w?
_4_['(.;_) S e da_ = g e~ ada S z'*"""duSe—” cosuzx*—dzx;

stranu

vzaty podél cesty C, sloiené z tseku osy realné (— R...R) — kde R je
kladnd velkd veli¢éina — a z polokruhu |¢|= R v severni polovici roviny (7).
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Znamendmeli [ tento pillkruh, bude jednak

R
dide didt 4+ ide
2 wiz® T izt ) 3L wa?
R r

a jednak dle véty Cauchyovy, ana funkce integrovanid ma uvnitf ¢iry C jediny
51 t=wxi o resid T
pol 2= esiduu o —

t'l’.dt —_— n t,—w:.
w2 wx '
o

piejdemeli v rovnici takto nabyté

R
n YT — _?ﬂit_‘z + '_ﬂé_a
wI 1% 4wz 1t 4wz
—R N
k limit¢ pro R = >, odpadne posledni ¢élen a zbude
~c
n cdftde
—— T E =\ e
wr J 1t wiat
—00
cakze mdame
o0
cost dt 7
b _— —_ == —_
(b) S 1wz 2wz ¢
0
a tedy vyraz (a) obdrzi hodnotu
(==
n
—B—wz gs—1 4
i S 4 z z,
-0
a mdme tak rovnici:
—_ w ~
! 2 953
V7 s v Jda .4 o . )
Tr(i)g ity AR
A+ )

Pisemeli jest¢ v levo @ =z, obdriime po kritké redukci:*)

o0 o0

(3) S e"’d:c‘ = V': Sr""”.t‘"d.t.
a4+ @

*) Vzorec (3) je zvldstnim ptpadem vzorce (13) Kummerova poiednén{ v Crelleové
Zurnély, sv. 17, str. 230, tam oviem jinou cestou odvozeného.
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Pravd strana je celistvd funkce proménné w, kdeito integrdl v levo existuje
pouze, pokud w neni ryze pomysiné, takie dluino vésti fez podél celé osy
pomyslné, a tim omeziti proménnou w na hodnoty s kladnou &dsti realnou.

Predpoklidejme nyni, Ze realnd C4st veli¢iny s leZ v mezich 0 a 2,

poloZme = = z7-} ¢, kde & je mald kladnd veli¢ina, a pfejdéme k limité
pro ¢ = 0.

Tu bude

(1+) =(+5)° (l—ﬂ)

—(1 2:c+‘):v) (+2x Zz)_g'

kde mocnosti jsou diny jednoznaéné dle vzorce

Z £ ’log(u+
. = + —
( + 2:()2 2

pti ¢emZ pomyslind &ist logarithmi lezi v mezich — 7 a =
Jeli 7 kladné, midme tedy

i (1 = 32) = (4 )’

pro viecka z, ale

t 7 . 2
llm (1 ‘)Ix ) (1 — ——) pii 1 > 5

s sni
. _n tz ‘2‘__ AT Y - 3
l11210 (l 57 + 2z) (233 1) N pH z < 5

a tudiz

l(4z.2—1) et pii x<——,

u" v u
l ( 4.1:” pri > 7
Nisledkem toho bude (pfi w =u7—-+, 2>0)

lim (1 -+ -:a:"

r=0

(e, o} u

— e -2
th i dw = lim S- —‘——dz'—|-lim

&= e=0

b (14-%) b (14 )

% dx

A4 -2t

_ —deai ¥ e—%d @ 4
S s erca

wl=m8

8
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Podminka Real. -;— <1 je nutna k existenci obou téchto integrilli; méme
tedy z (3) vztah:

u o0
—gxi [T o~ —
@) e Ls: :5 e~ dzx i +S e—=dzx l!(ﬂ) S(_zw_ulz_/rs—1d1
:‘z’ - 1)Q % (1 - Tu;;’-) !
Kdybychom byli kladli = = — #7 - ¢, piedpoklddajice stile » >0, byli
bychom obdrZeli
u'-' ";‘ _teay . "
lim (1 R \
= l ”2 2 o>
( 4:" prE=5

a tedy misto (3*) rovnici

L (e o]

oo
isnil 2 e~ dx e~ dzx V7 O uie g
3 e 'S —I-S T =3 Sc‘ tuiz -1y
u

. re
‘4=—='—1)2 1— )* @3
Odectemeli rovnice (3?), (8%), obdrZzime tedy, pisice 2« za #:
u _ o0
S d -—‘-izs = — SY'” - Sf—z’sin2uz.1’—'d:c
1n = F(?) Y

aneb vzhledem k rovnici

rG ra—i=-_"c.
[

4)

u
— r 1 =
S d dx: ( Sc—” sin2uzx r*-1dr.
(-1 .,
sai _ s
Ndsobimeli pak rovnice (3%), (3%) velidéinami ¢ 2 | resp. ¢ 2 a odeéteme,
vznikne

o0 0
-2
sin il e Tdz = V; = sin (51 —n 1) r=Vdr
2 s 2
u 0

®) —=dz =I"(lt-;) ¢ (5o Ve
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2. Vratme se ku vzorci (3), pfsice v ném 2V za w a pictvorivie jej
substituci Ywz za z,
o0 00

3% S e—wz'a’z‘ _ _\/;’ e 2a1T et g
a+p7 VI

Jeli Real. s > 1, bude lze pfejiti k ryze pomyslnym hodnotdm w — «/, —#7,
¢imZ vznikne rovnice

0o ) oo
i !
S U :dw‘ _ V7 _ S z—z\u(1+l)—Tx3_ldz
foe)
CS

a2t @V

4 _T\'——l dr

. oo

c”"'dx \ 7 S —1-"—r\u|l—l)+~

n e rY — FA
a2y Ty

pongvadi ve vzorci (3*) ma Ve miti kladnou &ist realnou a tedy

‘Il
147
Yui=VYu.c* =Vu. ,,_+
ar -
; — =" - 11—
V—ui=VYu.c * =\n. -5
Pisemeli zde #% za x, obdrZime z téchto rovnic

(oo}
2 '
u S Eci”i-(éx = —‘“ﬂ—« g e~ T —HZ cos (ux—|— Z):v‘“r/m
Y (1+L)! r,) b

o0 9

in 7222

7 S Snre d?—: vﬂs Sc—-”—“ sin (u.r—{—-—;z)af"—'!“’
8 (1+5)° F@s

kde velicina # jest realnd a kladna.

© 3

3. Pisemeli u vzorci (4) z = #Y#, obdr¥ levd strana tvar
1

1
u e—"" dt 7 T -5
— = 2 2(1—1) %d:t.
2 S( V/ S ( )

f

a tedy mdme vztah
1

s 1 s s
(a) §e—“"t?_?(l —t) Tt = T2 g = sin2uz *-dxz,;

nwyn [
0

vzorec ten jest dokidzdn pro kladni realnd #», ponévadZ ale ob¢ strany jsou
celistvé funkce #, plati pro viecka # bez rozdilu.
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Differencujme nyni ob& strany rovnice vzniklé z (4)

1 oo
u't —
uS e vide I‘(l_ 5) Se—" sin2uz .12 14z

—y T Vs

dle #; tim vznikne

1 1 o
Y] — w42 —
S’:u dt__gu! d ; d dt=21"(1 5) eZcos2uz.a¥dx.
) G—1) (F—1r Vr -
Aviak
wr wr sy 2 10 42
- t)ze-l- dt_u,e—lutdt+2s ~wr -2y
z—1r E—1r G—1 (x—1y+t

a odtud plyne

1 1 z
—wBp 2 40 Yy Ly 2
f1u @ _ Qut _—e-:‘ rat lim [ e 2s S ?.__u t ar dt:|
(@ —1r (m—1r  e=tl(z—1y (w— 1y +

takZe mdame rovnici

2
lim | £ m——24‘Se’—""’l’-’(l—tg)—"“dt:l

="\ 2 S —cos2ux.a=dz .

Integrdl v pravo existuje, jakmile Real.2s5 > — 1, a jeli skuteiné
0 > Real. 25 > — 1, mime odtud

1

e,
— 2s§v Wl B (1 — )~ 14t = 2ra—s

e~ cos2uzx. = dx .
V=

Pisemeli zde 25 = ¢ — 1, mdme pti 1 > Real. ¢ > 0, uZivie vztahu

r{d—s)=—sr(—s= —s[‘(%i) ,

rovnici
! 1—0o
_lte rés-
e~ W pa—1 (1 — tﬂ) 2 gt = v___
. (3

Rozpravy. Rotnik II, Ttda 11, Cislo 9. 2
IX.
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10

aneb pfiemeli Y7 za #
1

o _1+e or@i=e
(b) Se-""t’ ‘(l—t) 2 di= ‘5_’ Se—"cos2uax"—1da;.
o .
0

Zavedemeli nyni oznadenf

1

o0

(7 Py (u,s) =

1‘ Se"" cos2uz.x*—dx,
r(3)

o0

L (@)= I-_ll-l-':_ S e~®sin2uzx.x*-1dzx,
13

obdrzime rovnice (a) a (b) ve tvaru
1 s 1
Y ) —_ —— % =
9 l Io(u,s)—2P( 11,2,2)
1+s 3
Wl(u,s)=u.P(—u’,——2I_—,—2—).

Uzijemeli v prvé z rovnic (7) rozvoje

o — (/igF-1e ,
»=0 _‘l’l
obdrzime
Pw;e,f)= 4,7,
@;,6) ,Zo v
kde
1
_ 1 r) ve M—a—1 s
_1__ r@___ rat)re—-
AT@WrE—e ~ reFn
tedy
_ (a9
A'_vl(ﬂ,r)'
pfi oznacen{

(¢,)=ea(e+1)(e4+2)...(e»—1); (x,0)=1.

IX.
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N4sledkem toho platf rozvoj

©) Pwie,f)= Y, ,,('Zﬂ'),)

vy=0

z néhoZ plyne, Ze P(v,;ea,f) jest vii&i velitindm v, « celistvou funkci trans-
cendentni, pokud £ nen{ zdpornym dCislem celistvyym neb nullou. Z rovnic (8)
plyne pak, Ze Wo(x,s), Wy(u,s) jsou celistvé funkce transcendentni obou
proménnych u, s; a sice ¥y sudou, ¥ lichou vidi «.

4. Pokud jsou splnény podminky Real. « > 0, Real. (f — @) > 0, existuje
pravé strana prvé z rovnic (7); klademeli pak v integrélu s = 1 — 2, obdriime

S i1 (l—gf—e—1ds = ¢ S evegf—e—1(]l —g)—ldz,
0
a tedy bude
(10) Pw,e,f)=e¢ P(—v,f—e,p).
Tato relace zde tak jednoduse odvozend poskytne ve zvldstnich pripadech
8= »; , % pomoci rovnic (8) vztahy

(11) {

Wy(n,s) = e~ ¥ Wy(ui, 1 —y),
Py (u,s) = —die V¥ (ui,1—s).

Vyjadiimeli tyto vztahy pfimo pomoci integrald, méme*)

o0 (3) o0
Se—r’s‘—lcoshyp21¢za’3 T—sy e"’Se"T’:—‘cos2uzdz,
b IS
e e+t
. et (=) .. e
T~ 1sinhyp 2uz ds = — — ¥\ e Pstsin2uzds.

Poznamenejme jesté, Ze z rovnice (10) obdrZime rozvinutim obou stran
dle mocnosti » a porovnanim souéiniteld ndsledujici vlastnost binomialnich
souciniteld

(12) 1y

/=0 ) )

tedy na pf. pro x =n:

Z"( WG _ 79

SN )
L E =5

*) Prvy ze vzorch (11) obdrieli jsme ve své prici »O jistém integrdlu omezenéme«
(Véstnik kril. &es. spol. nauk z r. 1886) na z4kladé vlastnosti funkce &, (w|r). Vztah (10)
ptichdzf u Aummera (Journal f. d. reine u. angew, Math., sv. 17, str. 228), kde vyvozen
Zz vlastnost{ fady hypergeometrické.

2*
IX.
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IL

1. Funkce

1) D(u,s)=\ e vturzg—14s

oty g

hovi uréité lineamé differencialné rovnici druhého fadu, kterou chceme odvoditi
Predeviim plyne differencovanim

(29 % bwu,s)y=w@w,s+1),
tedy téZ
(2®) —a‘,i—:,— O(u,s) = W(@,s+2).

Integraci identity

deT+uig) = — 2 PHuigtido L ueVHuigds | se—Huis—14ds
v mezich 0 a oo plyne

3 O=—20@w,s+2)Fud(@m,s+ 1)+ sd(u,s)

aneb dle (2%), (2%

d d
(3% 253 ‘I'(u,.f)=uﬂ-fl)(u,.\')+s'l'(u,s),

takZe x = d(u,s) jest integrdlem differencialné rovnice
diz dx
Rovnici té hovi taktéz funkce £ — @ (— #,s), a bude tedy

z=Ad(u,s)+Bh(—u,s)
jejlm obecnym feSenfm.
Z rovnic (2¢) plyne opakovanim vztah

.g:_nq;(u,;)= O™ (u,s) =d(u,s+n),

a tedy
o0
o™ 0,5) =D0,s+2) = S gt a’z=;~ I‘(I—-;_—”) )

IX.
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takie Maclaurinovsky rozvoj funkce @ bude

)] (h(u’_,-)=%nzor(.ﬂ-2}-s) w

7!

Radu tu lze rozdéliti ve dv& &4sti, z nich% prvd obsahuje sudé, druhd liché
mocnosti #; a sice bude pak

r(25)=r(3)-GG )

P2 =r(357)- ().
takie mame

(4 2 (u,s) =T (52‘) Dy (x,s)+T (J—j—l—) &, (x,s),

kde poloZeno

B 5G ) ar

l by (z,s) = 720 (s_—é—_l_ 4 '(%T )

(4°)

Ziroven nachdzime

D, (u , -f) - L (u , S) + ‘f' (— “ S)
T'(3)
by (2, 5) = P, s) +1‘-f E— :4)
()
a v diivéjsi symbolice vyjadreno [viz I. (7)]

ao i, 5) =2 %, (25 5),

D, (2,5) = —27 W, 1;—’,:) .

2. Hovili funkce £ proménné # differencialné rovnici

2
6D 42522 4 oo,

dud
kde p a ¢ jsou funkce proménné #, bude veliéina
=2 es‘pd“

hovéti differencialné rovnici
ddz
) =+ —0)s.

IX.
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. e - . . . 7 s 2
PH diff. rovnici (3%) jest p=—Z y I=—5 tedy Spdu =——g
a tudfZ funkce

_w

s=zxe¢ 8

hovi differencialné rovnici
d%s 23 1 s
aQb P =]z
(3% dut 16 4 + 2 ) '
jez tedy md reseni
s=e~%¥dy(u,s), z=e¢ "D (x,s).

Rovnice (3%) se nezménf, klademeli #7, 1 —s za #, resp. 5, a tedy md téZ
fesenf

s=e"dy(ui, 1 —5), s="D (i, 1 —5).
Tato museji byti tvaru
Ae= ¥y (1,s) 4 Be—4%d, (u,s),

a ponévadz funkce @, jest sudd a &, lichd vid¢i #», musf pro prvou byti
B =0, pro druhou 4 =0, takZe

(i 1—s5) = A8 D, (u,s),
AYD, (i, 1—s5)=Be $ W (u,s),
a odtud pro # =0 nalezneme na ziklad& definice (4%):
A=1, B=1,
takZe bude
Dy (uz, 1 —s)=e~{1¥dy(u,s),

DO, (e, 1 —s)=ie 1D (n,s),

© [

kteréito vzorce se s rovnicemi (11) naprosto kryji, takZe rovnice ty zde na
novo jsou odvozeny.

Ponévadz
(¢,7) = (""':_ 1) "= (— 1)v(_v") o,

mbZeme rovnice (4%) psiti

X ») -3
) [ Pl éo =1 ( .’) ":1
l by (n,s) = vgo (— 1) ‘(2"—:”1_3[ (— VT) w2+,

IX,
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Jeli tedy s zéporné sudé &slo celistvé, zbude z fady @, jen konetny polet
denty, takZe bude o, (#, s) celistvou racionalnou funkcf # stupné —s. Tedy
pro s = — 27 mime z (6)

Dy (i, 14 27) = e—1¥ g (—1y (27)1( ) >
¢ili
2S¢’—=’cosuz.z"‘dﬁ=r(ﬂ 2) nle— Z( Iy m
Avsak

Fo Y = 1-.3.5..2.’.'-(27:—1) =

tedy
27) —
mre+ =80z,
a nd§ vysledek zni:

o0

) §¢’_” cosur.®rdy — 27"\ (2”)1\”

Tgmrr Z( 1y (2v)!(n—r)l

Funkce &, redukuje se na celistvou racionalnou, jeli s = — 27 — 1 zdpornym
lichym é&islem, a sice bude

Dy(n,—2n—1)= Z (—1y (2”+1)‘ (”)u!v-l-l

r=

< v +1
= ,ZO Y @ FDiE—y

a tedy plyne z (6)

27 +1

@i, 22 =iemt ¥ (1 ey,

¢ili
(s o]
27 +1

2itSt"”sinu:::.:r:"”f‘dac=i.r T+ z)”‘z( b @r+DHiE—nt

aneb koneéné

(e ]

'7b 2 Niy= utr+1
(¢®) St’—’ sinuz.atn+1dg = { n;;_‘_),\ e—iv Z — 1y (2'_‘_‘1)'\”_,)'

0 v=0

IX.
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Pro s = 0 mdme z (4%):

(e o]

1 Lt —e v < 2tr+1 e A1
\};Se— — dz = E (z )(2” l)l g 28 1 (294 1)

Cili, pfSemeli #7 za »:

o0 u

00 R
. o SiN%T — (=1 1)y ( )”'“ —\{2_.
(79 5"— ﬂg A& D =\n \ e dzx.
0
3. Jsouli y,, 3, dva integrély differencialné rovnice

a’u’ +1’ +9J’—0

bude, jak zndmo,
—(pa
NnYVe—31 ¥ =Ce Sp “,

kde C znadf veli¢inu stdlou, jeZ neni nullou, pokud integrily y,, y, se pod-
statné lisf.

Rovnice

dz dx
(3) 2W—ud—u—-sz=0

mé neodvislé integrily & (u,s), ®(—x,s); zde jest
P = — ? ’ qg=— ? ’
tedy

2
Ry
takZze mdme vzhledem k (22)

D, )D(—u,s+ 1)+ D(—wu,)D@,s41) = C‘,uT’ :
velidéina C se ustanovi volbou # =0, a sice bude
C=2w0,)d0,s4+1)=1 r(%) r('t‘}l) ,
takZe mdme vztah

I D, )B(—u, s+ 1)+ P(—u,s)D(,s+1)

—tr()r(f) e

tento byl jiz din Abclem, nadim ikolem bude jen dile stopovati jeho obsah.

®)

IX.
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Jelikoz
(=, 2]
D(n,s) = S ertur =ty

zni levd strana rovnice (8) takto:

o0 (=]

0 5]
§(‘-""+“’Z‘_‘dx 5 e—y‘—uyydy_'_ge—z’—uzz:—l dx S e—y’+"’}”d}l
0 0

aneb ve tvaru dvojndsobnych integréld

oo 00

J=S Se“”'l'!’)'*‘“(’—f) (@y)-tydxdy
5 %

+

e=@E+r)—ve—3 (zy))—lydrdy.

ot y9
om8

Tyto integrily pfevedme na polarnf soufadnice pomoci rovnic £ = »cos q,
y=rsing, a bude

k4

o0
)
J = S drS dg.e—rtru(coe—sing ,2s co5s—1 ¢ sin’ @
0 0

(]

o0
_|_ S dr S d(p . e—r’—ru(conp—ainrf) 22 cos®—1 (V) sin® Q.
0 0

Druhy integrdl pfetvofme substitucf ¢ = —;— — ¢', a obdriime

T

oo
z
J:S dr S doe—rHrukmsp—sing ;2 (cos @ sin g) 1 (cos ¢ -+ sin ¢) .
0 0

Tento vyraz obdrif po substituci

singp —cos g =1

tvar
00 1
J:%_l S drS e~ urt ,2s (1 _,2):—] Jde,
o
takZe vztah (8) nic jiného nevyjadfuje neZ rovnici
o0 1
) SrwwbdrSe-wq1—4ﬁ~44u=?—¢r(€)r(til);hﬂ
2 2
0 1
Rozpravy. Rotn. II. TE L. €. 0. 38

IX.
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Volimeli zde # =0, obdriime v levo

1

sre+d.§ a—mp-ra

-1

1
r)r)
1 1 1 1 g
=35I (s-}+3) g(l—t)'—it-idt=—l'(s+—).—~,
3 ) ) ) 2 F(s—l—%)
coZ jest = ; mI'(s), a tedy mdme zndmy vzorec
— Os—1g-4 i s 1)
rs)y==2-1n F(2)F( 5 ,
takie (9) lze psati
oo 1
(9%) Se-"r" drSe’”‘ (l—t")’—ldt=—;-v}ir(:)e1“’,
2

pfi emZ jsme vyménili # za — % .

Znamendmeli jako v na3f prici o Faddch Malmsténovskych

. e z"
£, ) =n§0 nIC(s4+2n+1)"

obdrZime

(@) Sc’”(l—t“)'—‘dt=v7zl‘(:‘)E('%a,s——;—),

1

a tedy bude lze rovnici (9*) psdti, vyménfmeli s za s | % , % za 2u takto:

o0
Se""r"""E(r’u’,s) dr=%e“’,
0
aneb po substituci Yz za 7:
o0
(10) Se st E(xu,s)de=c¢e".

0

Rovnici tuto, jeZ se vzorcem Abelovym (8) tpln& jest rovhomocnou, lze

ptimo verifikovati dosazenfm uvedené pravé fady za E(z#,s) a integraci po
¢lenech.

Ze vzorce (@) plyne substitucf #—=— 1 -}- 2z vztah
1

?'—‘e"ge’f’z‘" 1—2y-t dz=V;F(:)E(%g,s——;—);

1X.
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levou stranu lze psdti dle I. (7) takto:

Re—1 oo ———rl(f221;)(s) P(2z;s,25);

uZijemeli tedy vzorce

r@s)=2u—1a=ir(s)ri4+ 1),

obdrZfme
(11) E (% s 2)—1_( = )P(2a: 5,25)
tedy dle 1. (9)

00

Z x!u e-z Z (_‘. ”) ” g
e 4"an(s—|-n-|-.-'—) [‘(J-_I_ ) -y 21(25, n)
¢ili - . < o
z=r s Sa1)  on
(]1*) ;04'171](:—'—%'”) = ug ﬂ(?.\‘ n)2x
vzoree, jejz Kummer podal ve své praci De integralibus quibusdam definitis.*)

4. Vzorec (10) lze téZ pséti

% 1
. ed
(107) Se“"x'b(x,:)dxzﬁ,
0

a jest uZitetnym v mnohém ohledu. Abychom uvedli jednu applikaci, pokusme
se ustanoviti koefficienty A, tak, aby

o0
U — ZA,E(Z,:—I—r)x’ .

yr=0
Nasobme obé strany ¢~ 4% z* dx a integrujme v mezich O a oo ; i obdrzime
se zietelem k rovnici (10?)
1
ris+41) N 4,63
(a—|—u)'+‘ _v=0 at+»+1°

aneb

[e.2]

) 2 A I(s+1)e

et T (a+u)'+‘

Z rovnice té lze ustanoviti A, dvojim zpisobem. Piedeviim lze pravou

stranu rozvinouti dle mocnosti veli¢iny —, a sice bude rozvoj ten roven sou-
a

rern §50 8 () e

1) Crelledv Zurndl, sv. 17., str. 228, Je to vzorec (B), ale u Kummera jest chyba ve
znamenf; exponent m4 u n&ho znfti ¥ 2V na misto + 2 Yz .

¢inu fad

3

IX.
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soudinitel pri a-"l-%f bude patrné soucet
—s—1\ »
ris+1) _1),,( g =
=[‘(3 1)2(_1);;( n—‘ul) u’l—,u’

=0
a tudiz bude

A,.=(—1)"Zn Letlyn—r

n — 1
=0 I‘l(”—")l “

cili

®) A= (1 YL L)

=0 [l'(n—’,l)l

Druhy zpidsob vyjiddieni jest ndsledujici:

1
rs+1)(atne a
A = 27i 5({1—}-11)"“‘1” !

kde integrace se d&je podé¢l uzaviené ¢ary obsahujici uvnitf body @ =0, -—#.
Pidme nyni =1, pak bude

ris+41) e~ dx

A= "ni \ P (A Fugyp 1

kde integraénf cesta obsahuje uvnitf bod 0, nikoli viak bod — % . Odtud
médme téz

" F(s+1) e~z
(&%) An= nl z_() (1—{—ua:)"+1 )

Znamenejme na okamzZik

(129)  fa(w, 5)—2( )F(-" 1+#)1b"=§‘ot’"ar’(1—|—ux)"dx,

n=0

pak bude
Ap= (— 1) o (2,5),

a tedy nad vysledek obdrii tvar

(12%) et — E (= 1) a (e, s)E(x,s+n)zn.

IX.
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Nisobme nynf ob& strany ¢~ %Y du, a integrujme v mezich 0 a oo ;

obdrzime

(13)

kde polozeno

=Zqu,,(y,s)E(z,s+n)x".

(13%) Q’n(y,f)z(;’l})n—se-“fﬁ,(u,:) du,
gili ’
(13") (r5) = (— 1y Zo chdet

pti tom se pfedpokladalo, Ze Real. ¥ >0, Real. (x4 ) >0.

Tyto podminky vsak nestaéi.
Rady (12%) a (13) jsou typu
(o]

S= Za,,b‘(x,:—{—n)a:";

n=0

tim

dokdZeme, Ze obor konvergenéni kaZdé fady tohoto typu jest uréitd kruZnice

o sttedu z =0.
Je totiz

zn-i—v

E@s+ne =Y e D

pro velikd # tvaru

m(“r‘") L =0

Konvergujeli tedy fada S, bude
ay L

i e =

Jsouli tedy pro uréité x = » ¢élenové fady S pod stdlou mezi, bude fada

ta konvergovati absolutné pro viecka z absolutn& mensf neZ r.

Neb bud r te¢end (kladnd) velidina; pak z nerovnosti
lan E(r,stn)r | <g
plyne pro dosti velikd »
| __an”
<2g,
| r(s+n+1) l d
a odtud plyne, Ze fada

E T
o I'(s+n+1)

bude konvergentni, pokud |z | < r. Z toho ale opé&t plyne absolutni konver-

gence fady S.



Pomoc{ vzorce (3”') obdriime nyn{

o= r(s+ 1)”;% D, ((T—}%)'H_) E(z,sm)an;

tato fada dle pfedeslého konverguje neb diverguje zéroveh s fadou

1 ,»
u=0mD (1 +f“)‘+‘ ) F(J-l-ﬂ-f-l)

Jeli z kladnd veli¢ina sebe mensi, bude vidy od urlitého 7 pocinaje

S'=

_—___xn ~n
ey <

a tedy bude fada & kovergentn{ jeli jf fada
" P
5= X 57 Dho () 7
tato fada jest viak patrné Maclaurinovskym rozvojem funkce
e 1
[T
jenz konverguje, pokud |z | << I %| .
Z toho néisleduje, Ze fada S’ konverguje pro viecka z, #, a tedy rov-
nice (12°) platt p#i libovolnych z | u .

Abychom rozhodli o konvergenci fady (13), potfebujeme asymptotickou
hodnotu funkce ¢, pro velikd ». Za tim Gelem uvaZme, Ze

Ls—4p+1) 1
Tt D= @i’
takze bude dle (13%)

o(y.s) _ (=)
Lstnt-1)"" 0 &t ("F)

asymptotickd hodnota pravé strany je patrn& ddna vzorcem

B )
9 Tera D™

Konvergujeli tedy fada (13), bude téZ konvergentni fada
e
s
a tato konverguje za podminky |z | <|y|.

Rada (13) tedy konverguje, jeli |z | < |y |, v opaéném ptipadé (|z|>|y])
diverguje.

Tohoto fakta budeme potfebovati k presnému ditkazu vzorce (13).

IX.
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Pfedpoklédejme y realné, kladné a vétsi neZ |z |; jednd se pak o dikaz

identity

Pravad

D o) By s+ n)an

o0 . m—(_
Srrdungo
=35

l’\-

S. W fa(u,s)E@,s+n)a"du.

strana konverguje na zdkladé supposice ¥y > |x|; ponévadz

N

S —4r du Z 1) ——— fu(u,8) E(x,s+n)z"

0 =

(e =]
(— 1)" _
—E e~ fa(u,s) E(@,s+n)a*du,
n=0

ticba pouze dokdzati, Ze veliCiny

o0

[e o]
S e~ du 2

) §r“1_ﬁ,(7¢,s)E(z,s—|—n)x"du

f,,(u HNE@=,s+n) a2,

<N=‘g,‘

jsou nekonein& malé pro nekoneéné velikd V; o prvni je to patmo, a zbyva

to dokazati jen o druhé.

Radu (&) rozlozme ve dvé&

n—1 ” .

Z (=1 E (@, s+ n)an
o 71

(V)= U fu(u,s)du

eV fo(u,s)du.

MS 2&/‘;8

+Z = 1) E@,s+na

n=n
Zde u je realné a kladné jakoZto proménnd integracni a tedy veliina

o0

Sa(n,s)= g et (Il ‘uayde
0

bude é&seln& mensf nez

St’—" @(ltuaftda=ra(u,a),

IX,
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kde o znaéi realnou édst veliiny s; mime tedy

|j;l(u)5)l éf'l(”)ﬂ))
tedy

o] o0

IS e~ fu(u,s)du| < s‘e—“ff,,(u,a)du
I

a ponévadZ v poslednim integrdlu je funkce kladnou,
[=.2] oo

|§e—“1'f,,(u,s) du| < S e=8Y fu(u,0)du,

0

(_— l) e~uY fo(u,s)du

<loa(y,o)|;
miiZeme tudiZ psdti

(_ 1) e "J'f,,(u J‘)dﬂ—‘nq)n(}’ rr)

ZL/w Mg

kde |&| <<1; pak obdri fada (&) tvar

o0

(V)= 20 = 1) E@xz,s+ n)z”ge—“ff,,(u,s)a’u

+ Z nGn(¥,0)E 2,5+ n)a".
Rada

g &qn(y,0)E(z, 0+t n)a"

konverguje, ano » > |z |, a odtud snadno odvodime téZ konvergenci fady

(=)

Y ww(. 0 E@, s+ n)an,

n=n’
a voh’meli 7' dosti veliké, bude hodnota této fady mensi neZ pfedepsand veli-
éma . Pak lze voliti &V tak veliké, aby kazdy z vyrazd

(—7_1|l)" E@,sHn) g"_uyﬁ("’-")du.(ﬂ=0.l,2, o' —1)
N

byl mens{ nei TJF a tedy jich soudet mensi neZ 5 .

IX.



Pro tato /V bude fada (/) absolutn& mensf nez &, t. j. bude lim (¥) =0
pro N =00, jak bylo dokézati.

Rovnice (13) dokazidna takto pfesné pro kladni realnd y, jeZ jsou vétsf
nez |z|. ODbé& strany rovnice té jsou vsak pfi | y|>>|z| jednoznainé funkce
analytické proménné y a tedy vzorec (13) je platnym pro viecka komplexnf y
hovici podmince |y|>|z|.

Pidme v ném —y za y, a obdriime

(13%) yix =EOD,(y,s)E(z,s—|-n)a:",
kde poloZeno

S L(s+p+1)
(15) Du(3,9)=(—1) ;:]0(— S P ek

Rozvoj (13*) je platny pro vsecky hodnoty z, y hovici konvergenéni podmince

z| <l
BudiZ nyni f(2) funkce majicf uvnitf kruhu 2| = » povahu funkce celistvé;
znamenejme z libovolné misto uvnitf tohoto kruhu a volme #’ tak, aby
2| < <7
pak bude dle zndmé véty zakladni
__1 /()
fl@)= CrT S dsz,

2—x
gl=r

kde integrace se d&je v kladném sméru podél kruZnice |z| =7#'; tu jest tedy
|z]> z| a tedy bude dle (13*)

1
8—z

=-Zo Dy(2,5) En(z, s+ n) 2™,

takZe obdrZime, provedsie integraci,

(16) (@) = EOA,E(a:,s+n)z“,

kde -

(16%) Ap = ?’1; S)f(z) Dya(2,5)dz,
(U]

a integril vzat kol potitku s =0. Tim dokazina véta: KaZdon analytickou
Sunkei f(x) majici wonitt kruhu |x|=r povalu funkce celistvd lze rosvinouts
v Padu tvaru (16), pri lemZ koefficienty jsou ddny vsorcem (16%), a Fada ta
konverguje uvnité wvedeného kruhu absolutn?.

Rozpravy. Rota II TE. II, C. 9, 4
IX.



Klademeli zvldsté f(x) = E(z,s -+ ») 2", obdriime vzorec

(17 —2—’1’TSE(z.s+n)z".D,.(z,s)dz=l

(V]

0 pi m2n,
1 pfi m=n.
Znamenej nynf f(s) funkci jednoznaénou a pravidelnou uvnitf mezikruzi

7y <|2 <7, a bud z libovolné misto uvnitf tohoto; pak bude lze urciti
dvé kladné veliiny 7'y, 7', tak, aby

Rnlrh<lr<r<r,
naéeZ bude

f@) = 1 f(@dsz

2ai 22—z

kde integrace se d&e podél obvodu mezikruii 'y <|z| < 7'y, takie
1 5 dz 1 2)dz
= f@ds _ f@dz

Py 7) s—2x 2n¢ 5—2z
Ifl=r 17l=ry

V prvém mtegrélu je |2| >z a tedy bude

— n
- _Z:D,,(z,:)E(:c,s—I-—n).z ,
v druhém vsak |z| <<|z|, a tedy

zia; =—ZDu($,J)E(z,s+,,)zn;

po dosazen{ t&chto rozvojli do naSich integral@ obdrZime

o0

(18) f@ =Y duE@,s+na"+ Y, BaDalz,s),

pii &emz

(189 A4, = 2’1”. Sf(z)D,,(z,s)a’z, By =

1 n -~
P Sf(z) E(z,s+n)s"ds,

Pri tom mél by prvy integrdl byti vzat podél kruZnice |z|=7';, druhy podél
5, =17r'yg, aviak hodnota jich se neméni, jsouli vzaty po téZe cest& spole¢né
ig|=17', kde r’ je libovoln4 veli¢ina mezi », a 7.

Véta vyjadiend vzorcem (18) odpovidd rozvoji Laurentovu privé tak jako
véta (16) rozvoji Taylorovu.

Kdybychom u vzorci (13%) psah 7o ; za z, ¥, obdrzeli bychom
1 =~ Dﬂ( ,S)
—— — ' _n_l [
e Y EIRSH}

a odtud bychom odvodili ndsledujfci véty:

IX
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1° Kaldou funkci f(x) pravidelnou wvnité kruhu 'z |=7r lze v tomto
kruhu rosvinouti v #adu tvaru

(@)= Zo A, Dn(z09) ,

T

20 KaZdou funkci f(x), jednoznacnou a pravidelnou wvnitt mezikrusi
r, <|z| <7, lse rosvinouti v fadu

[ (@)= ZOA,R_‘%(:—'J)_F gogag(%,s+n)x—n—1 .

Volme nyni s realné, aby soudinitelé fad £, D, byli realni, poloZme z — ¢'¥,
kde @ je realné, a znamenejme

(19) I E(efe,s+n)enir =% (9) + D% (9) ,
Dy (/7 5) 69 = W% (9) — £ ¥y (9)
takZe
(o) S st
@ '(w)—vgo r\C(st+nd-r+1)°
) _ N\ sin (2 #)
- W)= X TRt D
@)= 1 Y (1 TEEEED cosg,
= r(s 1) .
@) =(—1r ¥ (1 =il
Pak bude patrné -
2 e
S(b".,. (9) ¥ (9)d9=0, S iy (q) 4% (9) d9 =0,

ponévadz pii celistvych «, g8

2

Ssinuq'.cos Bede=0.

Rovnici (17) I1ze pak psati po substituci z =i

e

1 < . . . |O Hmzn
P }Sb(t""',s-{—m)pmtpl),,(r'v ,rde = llgl"im;n.
4*

IX



VloXmeli sem hodnoty (19), obdrZime

L ¥4
1 Optim2n,
[ % () #% (9) + P'm (9) ¥'u]dg = I s
2 l 1ptim=un.
Ponévadz
27 2n
S sin*quz’«p: 5 cos? (qu) ,
0
bude

2 en
S D% (g) 4% (9) dop = S DOy (9) 4 (9) do,
° 0
a tedy nd3 vysledek zni
2 2

(20) % 5 P (0) 4% (o) a0 = % S Dl () P'n (9) dg = I L ofi
o piim=n

lOpn"im?n

Zvl4sté jest

rs+1)

Do(yv“.)z 721_7

tedy

W' (p) = r(:n-;*— 2 y Wy (g)=0.

Ze vzorce (20) tedy dluino vylouditi piipad m—=»—=0; v tom pfipadé
md prvy vyraz hodnotu 1, druhy jest O.
Vzorce (20) lze uZiti k rozvinovéni funkcl realné proménné v iady tvaru

f(@) = Z a0 0% @)+ Y b (),

n=1

a v fady tvaru

8

an B8 (2)+ Y, bn Pla(a).

0 n=1

/(@)=

I

Piesny diikaz mosnosti takovychto rozvoji do jisté miry libovolné funkce
J/ (%) vyzaduje viak ivah mnohem hlubdfch a ponechivdme si na jinou pfi-
leZitost o ném pojednati.

VyloZené zde vysledky jsou velmi podobny oném, jez p. C. Neumann
objevil o rozvinovdn{ funkci analytickych v fady tvaru



IIL

1. Na zdkladni vét& theorie funkcf vytvoiujicich dokidzané v nasl rozpravé
& 33 spotivd zvldstni methoda neuréitych souéiniteldi. VyloZme ji na pHkladé
nasledujicim. Bud dédn integrél

) v@=| heede

kde z musi byti realné — volme je kladné — a realnd veli¢&ina s musi byti
pravy kladny zlomek. Jednd se o seznini analytické povahy této funkce.

Funkce @ (z) je konefnd a spojitdi na vSech mistech kladnych, a zbyvd
vysettiti jeji povahu pouze v okolf mist 0 a oo .

Ptedeviim mdme po substituci - za «

sineda

(19 v@=5 )T
2

HL’§8

a ponévadz
o0

S sine d @

G—

je kladny neb zdporny, jak kladné celistvé &islo # >> % je sudé neb liché, bude
patrné

kn (k4+1)nx
ine de smada
(a) Sﬂ__<zd)(z <S
) &1y <Y ey

kde £ jest libovolné sudé &islo celistvé, oviem vétsi nei =.
Neimensi{ &islo £ je jedno z &isel [;]—l— 1, [;] -+ 2, a tedy oba krajni inte-
grily (e) jsou Ciselné mens{ nez

o+43n 14
dea _ da

takZe bude téz

a tedy
lim @ (z)=0

= 00

funkce @ (z) tedy je nekoneén& malou pro nekoneéné veliki z.

IX.



Pro mald z viak plyne z (1%)

S smada

0<zd(z)<< 1)'

a ponévadZ sin @ < «. plyne odtud

_ xﬂ: (nﬂ_zﬂ)l—a
y  20—s)

0<zw(x)<S ‘“";

éili
s
25 —1 (" —xq)
o<d@<«o oy
z &ehoZ nésleduje, Ze funkce @ () se v okoli bodu z =0 chov4 jako funkce
z2¢—1, a tedy jest integrace schopna.
Z nalezenych vlastnost{ funkce @ (z) plyne, Ze integral

o0

J= S D(z)—c=dx

existuje, znaéili ¢ kladnou konstantu. My vSak dfive ustanovime integral

(=2} (e 2]
J.=Se—"d3523“—ff)f, >0,
o némZ nejprve dokdieme, Ze se rovni limité
oo N
— ce sinazda
@ 7= tim | eeeaq | Smrede
€ 1
dili, coz totéz jest, Ze platf
o0 (e ]
. cz sinezdy
#) ~="2°Sr a'z}S @1 =0.

Abychom provedli dikaz rovnice (#'), provedme &dstednou integraci

(= =} o0
sinezda 1 [ cosNz —9 wcosazxde
@1 = W=y P ) @ |
a tato veliéina je éfselné mensf nez

1[(1V’ fy T2 ,S(dn]

1X.
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a tedy se integral

o0
sin ez da
@—1y
s rostoucim /V bliZi nulle, a sice stejnomérné vii¢i z, pokud z >¢. Z toho
plyne spravnost vzorce ('), a tedy téZ vzorce (f). PonévadZ dvojndsobny

integrdl (B) jest absolutné konvergentnim, smime obrititi pofddek integraéni,
&imz vznikne

N [ oo 00
de de
— — CZT gy — - €T gf .
J. —NLHJOS 1) SF sin ez dz S @ —1F Se— sinexdz
Avsak
o0
. @ cos as -+ csin as
Se—"sm o« dx — e—¢* P ,
a tedy mame
o0 o0
cosae.ade sinwes.da
“r=\ @y e e e
i 1

DokazZe se nynf velmi snadno, Ze oba integrily v pravo jsou spojité funkce
proménné s i na mist€ s=0, z ¢ehoZ plyne

[, =]

. _ adea .
zll::) Jo= S (e — 1) (c® 4 a?) *

transformujemeli pravou stranu substituci «® — 1 = 8 (c®*-} 1), a uvazimeli,
Ze lim J, — J, mdme

1

e=0
J= Corap_  x
2(*+1y 1+8 = 2(*41)y.sinsa ’
t. j.
(2) S e—¢® ‘II(.’I:) dz = EE”S_"_ (cn_l__ 1)_. .
0

Tato vlastnost funkei @ (z) ziplna charakterisuje; nebot dle z&kladn{ nasf véty
theorie funkci vytvofujicich nemfZe #4dn4 jind funkce @ (x) miti tuto vlastnost.

Pokusme se ustanoviti konstanty A4, a4 v poétu koneéném neb nekoneéném,
tak aby

4’(2:):24‘11".

IX.



Tu bude

oo

) Se-"m(z)dx Yo Leth

dle (2) m4 viak levd strana hodnotu

OO
7 e e n (-— .r) 1
2sinsa (+1) :—”go 2sinsa \ n / A2etin’
a tedy musi byti obecny é&len hledané fady didn rovnicemi

a+1=2s5422, rC@4+Dd=—2 (_’),

2sinsa \ 2
takZe obdrZfme
—— s z2e+2n—1
@) ¢ @)= 25msn ( T(2s+2#)

jakoZto hledany rozvoj funkce (D(:c).

Co se tkne pfesnosti dedukce, nelze zamléeti, Ze rovnice (7) neni nutnym
nisledkem pfedpoklddané rozvinutelnosti, a proto dluZno diikaz doplniti \ivahou
nésledujici: Znamenejme nejprve qa(x) hodnotu fady (3); to jest poloime

q)(w) (___‘- z!:+!n—1

2sm.\'n T(2s+2n)
¢ili
. ” (s, 7) a8 +ea—t
¢(z)_2sinsn.mngo =1 snl(2:,2n) '

coz po kratké redukci obdrzi tvar

00

(_ l)nz!:+!’l—1
9 () = 2['(2;) sinsz go 4ﬂ.n!(s+%.”)

n[(s+3) z? 1 .
=2r(2:).si:sn ("—"“?)'””’ K

Tato funkce vsak jest pro s>% koneénou a spojitou v mezete (0...o0),
aspofi po néasobenf{ uréitym &initelem ¢—42, a jak se snadno ukdZe, bude

(= =]
R At
a tudiz musf dle (2) byti @ (x) =g (z). Tim tedy dokdzan vzorec (3), &ili
oo
g sinazda - o5 o, g (_x_a __1_) s—1
(3% S @1y =Vr.2-¥Ir(1—s)E )

IX,



33

oviemn za supposice s>%. Abychom jej dokézali téZ pro :<%, musili
bychom ukdzati, Ze rozdfl obou stran je koneény pro z = 0. To by vsak
byl dkol obtiZny, a proto zobecnime pon&kud svij theorém o funkcich vy-
tvotujicich. DokdZeme totiZz vétu:

Feli y(x) funkce schopnd integrace v kaddém konelném oboru, jehos doini
mez Je nulla a horni mez kladnd velitina, a platili pro viecka ¢ prevysujicé

Jistou mes
o0

Sx(z) c—dr =0,

0

budc nutnd y(x) = 0, ptedpoklidaje, Ze existuje konstanta ¢,, tak aby
oo

lim ¢—<= y(z) = O; tuto lze voliti tak, aby integral g e~ %% y(r) dz existoval.
z=00 b

Ditkas. PidSme ¢ 4 ¢y za ¢, a znamenejme ¢~ %2 y(z) = y(£); tim
obdrzime funkci y,(x) v kazdém z uvedenych intervalld integrace schopnou
a mizejici v nekoneénu. Kladme

x

S L dz=yiz),

a pak obdrzime ¢dsteCnou integraci

x° foe)
0= S lo(x) 2 dp — ‘.S U’(-’E)t‘_czdx;
0 0

aviak v (z) je funkce kone¢nd a spojitd v celém intervallu (0 .. oo) i na kon-
cich jeho, a tedy z rovnice

oo

SI,U(I) ¢e—*dz =0,

platné pro vsecka ¢ pfevysujici jistou mez, plyne dle dosud dokizané zdkladni
véty, ze y () =0, odtud plyne, ze téZ y (z) = &* ‘:,: = (), &mz véta obec-

néjsi dokdzina.

2. Murphy nalezl vétu, pomoci které lze v nékterych ptipadech ustanoviti
funkei vytvorujicf, pislusnou k dané funkeci uréujfci. Tuto vétu mozno ponékud
zobecniti.

Necht funkce vytvotujici / (z) pfisludnd k funkeci uréujici g (4) md rozvoj

Sf(@) = % Azt

Rozpravy. Roénlk II. THda II. Cislo 9. 5
1X.
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a necht existuje rovnice

(e ]

Q(a)=Se-°=f(x)dx ZA r(:!,+,_—i_— ,

0

t. j. necht funkce a* ¢ (@) pfipousti rozvoj dle zipornych celistvych mocnosti
proménné a . Pak bude

4, = '_g g (@)atr
T 2wl ) Mis+v —|-1)
a tedy
JS(@) = S (@) Gax,s)x*a*da,

kde polozeno

A on
69 =X reat iy
a integrace se déje podél kruhu velikého poloméru.
Jinak vyjddfeno, vytvofujici funkce f(x) se rovnd soudiniteli pri clz Vv roz-
vinutém soucinu
asqa).xzsG(ax,s),
coz se psava

f(a:):[a’cp(a).x’G‘(aw,s)J

1

Véta Marphyova vznikne odtud pro s =0; pak ale G (7, 5s) = ¢, takZe bude
v tomto zvlastnim pfipadé

_f(.’ll):[q‘(a)é"zj_l

Ptipomenme, Zc¢ plati rovnice

1

. 1 o T
G (z,5) = ris-1) Plz,1,s4+1)= Tl S it w1 da

a Ze tedy bude v pfipadé obecnéjsim

1
p— _,z‘__ s 1 s (l—a)az
f@= o\ tanleg@a-na)
0

—1

1X.
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V.
1. Jeli realnd &ast veliCiny « pravy kladny zlomek, bude integral
(o, °]
(1) fli(u;.s',a):Se—f+w"zc—ldg
0

pfi Real. s > 0 celistvou funkci proménné #, a jeji Maclaurinovsky rozvoj se
obdrz{ velmi jednoduse pomoci vzorce

4 X
' h(u;s,0)=m@wm;s+a,0),
z néhoZ plyne iteraci

dan
TG’(”; s,0) =W (u; s+ ns,a).

a:
JelikoZ
Fog
o (O, s, ()‘): S e— 15— 1 s — r(:) ,
o
madine
an . ]
[ dun by s, '”:I =I'(s—~mns)
u=2>0
a tudiz
N (s +70)
» o . s+ no
(_)) » (1! S ”) — Z “*'—”'!— u" s

n=0
kterdZto fada skutecné konverguje pro viecka #, jeli Real. + < 1. K diikazu
slouzi vzorec

log I'(a) = (@ — 3) loga — a 4 L log 27 -+ q (a),

kde ¢ (2) je nekoneéné malé pro nekoneéné velikd a; vzorec ten obyéejné se
dokazuje pro a, jichZ realnd &ist je kladnid a velmi velikd; pan Stieltjes viak
ve své prdci plné elegance*) dokdzal sprivnost jeho ve vsech pfipadech.

Pomoci tohoto vzorce vypoélteme
g l"(.rj'-nn') =log I'(s 4 no) —log '(n+1)

=(s+neo— %) (log # —~loga) — (4 3) logn + n—na 4 log A,
kde log A je koneéné pro n = oo . Tedy

lo

l_-‘_("ilg = A wplo—D+s—1a(l—atalogo)
!

Pii ¢emz A’ znadi veli¢inu, jez pro 7= oo je kone¢nou a od nully riznou.

*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1. série, t. V, 1889,
5*
1X.
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Odtud plyne, Ze fada (2) konverguje,
1° jeli Real. ¢ << 1 pro viecka =,
2% jeli Real. s =1 pro |u|<C e—"l&"!,
Pti Real. 7 > 1 fada diverguje.

2. Ptedpoklddejme nyni, Ze konvergenéni podminka Real. ¢ <1 je spinéna,
a ustanovme pomoci fady (2) integrél
» B 00
oS b (’: by, rr) dz= E »rg{—f*—lﬂ—)u" Sﬁz—‘-"" ads,
N . n
(—00,0,— 0)
v némz integraéni cesta obihd @ Lladnudm sméru zépornou polovici osy realné.
Veli¢iny 7, 5% jsou ddny jednoznaéné hodnotami 7187, *loei pii ¢emi loga-
rithmus na severnim bfchu osy md pomyslnou &ist rovnu 77, a v roviné
opattené fezein (0.... — 20) je spojity, takZe na jiZnim bfehu jeho pomysini
¢dst ma hodnotu — #/.
Uzijemeli pak zde zndmého vzorce

1 1 !
S = i~-3
I,() - Qi a5 dz,

(= 00,0,-00)

obdrzime
’ 2ai
efgms—nrgdpg— ———
§ (s no)
(—00,0,—00)
a tudiz
. O n
S Az (—”— i, ﬂ)d.::?ni z " ,
knid o 72!
(—00,0,—00) -
cili
1 ( 7]
3) Qi Sf?r‘(b ;;.c,a)dz:r",
(- 00,0, — c0)

Volme cestu integraéni tak, aby skladdala se z viseku (— oo ...—®) na
jiznim bfehu osy realné, pak z kruhu 's —w® a z useku (—w....— ~)
na bfehu severnfm. Tim vznikne

o o]

1 . " .
=T Tt emiis, o) ds
2ni 57

oo

7 .

— 3t g e—iz=% @ ( L T s,n) ds

" -~
)

IX.
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Piedpokladdmeli 0 << Real. ¢ <C 1, mfzeme zde vyrazy @& nahraditi inte-
graly pomoci vzorce (1), &imZ obdrifme

o0 [o =)
AN o
L Sf‘?s"dzge = u(3) e sin(:n+z¢ (—:r)"sin an)x’—‘dx
b
(3*) © x o0
1— — Zy° nd—fsinag
+ "’2 ‘_SKu(cosﬂ-{-l'sinﬂ)-{-(i—J)iﬂ ,{08 =t (7)) conno—isin D dg—=es,
n
YA o

pii ¢emZ jsme zdroven v poslednim integrilu psali 5= w¢f?, kterdito veli¢ina
probihd kruh 2| =, ménili se ¢ od — 7 do 7.

Posledni integrdl obdrzi po substituci @ # za x tvar

T

(e o]
2¢;'Sem(coa0+hin n+a—9iv go S e—wz+uz (cosad — isinod) pa—1 Jo

-

a zmizi pro @ =0, jeli # (cos ¢ @ — /sin 7 #) ve své realné E&4sti zdpornym

pro viecka  mezery (—m....n); to vyZaduje, aby pomyslnd E&ist veliiny
. b s ’ ’ v ”

log w— [ o® byla v mezefe @ — (—- #...n) stdle absolutné vétsi nez 5 tedy

.7 . n % temuls . -

mezi -, a 7 aneb mezi— _- a— z. K tomu staéi, jsouli 4, # realné a pii

2 2
1 . .
tom O <7 < 5, a # zaporné.

Pfedpokliadejme tedy Ze # je pravy kladny zlomek mensi nez %, a piSme
—u za n; i obdrzime tak vzorec

1
7

oC oc
i} —z—(:)"ucoan:v . g .
—is—sdzs\r T sm(sn—(»_) usinea)r*~'dr — e v,
1
0 °

kde nyni # jest realné a kladné.

Zaménme pofddek integraéni a kladme po t€é s =ux/; i bude

o0 00

~a . . .
S Jdx g e—(+hz—t “ucomary—sgin(sax—t""usinon)dt —=me— ¥,
b o

obrdtimeli opét pofidek integraéni a provedemcli integraci dle z, obdriime

: ~o . 44
4) 5 o=t ‘ucosed —Sgin(sw— I "usinan) e Tal

147

1X.
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1
Vzorec ten pfetvofme substituci / ==z °, i obdriime pisice so za s,

00
-1
4" §e—uzmazsin (s6® — uzsincn) rf__‘{i‘:m,e_u,
14z

kde oviem 0 << ¢ < ; w>0.
P&knéjsi tvar obdrZi tento vysledek substituci z za zu cosam, totiZ

s o]

. R 4 2
4% ge—“sin(sﬂn—ztanan) la:' d - =g (ucosom) 0 et

1
x° - (u cos am)?

Vytknéme nékteré zvlastnf pfipady: V krajnim piipadé » _—:% obdrzime

ze (4*) vzorec

oo
- . (sm ¥ ldz = _,
6)] sin (—2 — nx) Tt T3 v,
0
déle mame ze (4*) pro 7 = % vzorec
o
’ : »-1d _2
(6) % ¢~ 7 sin (:_:' -— x) 4&5‘—1'——:3 = Z 2 2yt

0

Ze vzorec (D) neni platny téz pro zdporna «, dokdie se takto.
Klademeli s =1, mdame
o0

S cosuzxr dzx n

. atl — U

14 2 2 ’

kdyby vzorec byl spravnym téZ pro zdporné z, uplynula by odtud nemoina
rovnice ¢~ % — &¥.

Neni nikterak potiebi poznamendvati, Ze integrily (5) a (6) obdrzi se

pfimo pomoci véty Cauchyovy o integraci v oboru komplexnim, o éemz zde

xryr

nikterak nehodldme sc §ifiti.
Integril

e o}

. s r*—ldz
S Sin (T+7lz - ]—.—-+_x_g - (’)(u)
(1]

nelze vyjadfiti pomoci clementarnych funkci. Vypoctéme predeviim

[o 2] (o o] o0

—1 .
S(D(u)e—f" dw:S '1';+:f Se““‘ sin(:—;——{—u:p)du;

0 0




jelikoZ

¢ sm z cos S5~ - ¢ sin -

-—CcU H . g e .
e~ ¢ sin ( 5 + II.L) du = e )
mame
e, o0 o0
sm rdzx —ldzx

S @ (u) e % du = cos —, S Z +x"ﬂé’?x“ —+ ¢sin —- (1 —{-a:“) (c’-|—a:’)'
0

Pii ¢2>1 mame

1 _ 1 1,1
itmeta a1 ((Feata)

a tedy
o0 s IOO oC I
cos -, rdx s dx
- Ccu8 — — I e o — - ————
S‘b(u)r du_c,)_] I 14 22 S [2+Z,I
0
o0
¢ sin <~ I s ldr g‘ —‘da:
?__‘f]'“l 1+22 | g—|—a:2
0 0
o l—c-t 2 l—c—2
— 9 S1T T2 At
tedy posléze
o0
s -1
Se—"ﬂb(u)u’u: ’2' . ci] -7 ‘ i
0
51
bude tedy & (n) = Z ¢4 — m vytvof. funkce ;;_: 1 tedy dle zobecnéného

pravidla Murphyova
b (2) = ’; 4 — n [[“l] Gleu, 1 —.r)] wl—s |

c=!

kde
0Q
‘.u ”’l
Glcu,1—y) ano re—s-Ltm’
tedy
oC
) | un—1
takze

[e.*)
‘ w wtn—s
N P i
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&mz odvozena rovnice
x»*-1dz
55‘"(‘ +uz) S

n—
- Z Tenfizs *“=9

Y

a ponévadZ fadu

2 in—s
*) z=§l r@nt1—9)

nelze vyjadfiti obecné v zakonéeném tvaru, platf totéZ o integrilu (7). Pro
s=0, s=1, s=2 shodujf se vysledky (5) a (7), ponévadZ tu lze fadu vy-
&sliti. Obdrzime na pf. ze vzorce (3) i (7) vztah

o0

S sin vz dz

. u
Tz 14T 27 >0

Funkce (8) hovi differencialné rovnici
d’z _u e
FZ iy SR
kterou lze velmi jednoduse integrovati pomoci methody variace konstant.
Jakozto diisledek vztahu (4*) uvedme jesté ndsledujici. Nasobimeli po
obou stranich ¢~%*Jdx a integrujeme v mezich O a oo, obdriime, berouce

zfetel k rovnici
o0

. . wsinson xsin(s—1)om
e—(w+zcosa.1)u sm(sn:n——u.z‘ sman) {I'll—"“ g _{_ = ( ),
‘ w¥ L 2wz cosom+

vysledek

(e,
Swsnnsan+zsnn(s—1)au f“dz 4y

w® 4+ 2wz cosanm |- z° 14w
14 .'v"
pisemeli tedy na okamzik
oo

*dzx

0 (w?+t2wzcosoa+ 29 (1 —|—x%) ‘

(9) L(’Zl’,.“,ﬂ'):

mame vztah

. - . - _ mo
(10) wsinssn. L (w,s—1,0)+sin(s—1)omw.L (w,s,r)= TFw’
k némuz se vritime v jedné z piitich studif, v niZz ukdZeme, jak souvisi funkce L
s Ukony elliptickymi.
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