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XXXIL

Bemerkungen iiber eine Classe arithmetischer
Lehrs#itze.

Yon Matblas Lerok in Wainbergo bei Prag.
(Vorgelagt am 9. November 1804.)

In einigen Noton !) haben wir uns mit Eigenschaften der Zahlen-
theoretischen Functionen ¥(p, ) und x(p, ¢), von denen die erste
die Anzahl der die Zahl ¢ Uberireffonden Theller von p, dle zweite

Anzahl derjemigen Theiler von p, die nicht grdsser sind als g, be-
dentat.

In der ersten der angefihtten Arboiten sind wir von der Iden-
titht

1

@ _ 2 d
—ap— (1 —e) (1 — a* 1)

susgegangen und leiteten mit Hilfe derselben die Gleichunyg

(1) J*(’“ — e e)=u
=0

ab, woraus sich dann dorch eine ziemlich umstindliche arithmetiache
Betrachtong ein sweiter Sats

(1b) Y ont-o @) =1n
=

1) 1, Deux théordmes d'arithmétiqus (Bitsungsberichte der konlgl. LOLn.
Genellpchaft der Wissenschafton, 1887).

2. Bur une formnle d'arithmétiqone (Comptes Rendus vom 16. Januar 1888
sowie XII. Bd. von Darboux’ Bulletin des Briences mathématigues, Aprilheft 1888:.
8. Théordmes d'arithmétique (ibid., Mai 1888).

Mathematisoh-anturwimeoschafiliche Clame. 1884,
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ergab, ein 8atz, der, wie wir spiiter bemerkt haben, sich sowohl auf
analytischom wie auf rein arithmetisclietn Wego mit grosser Loich-
tigkeit herleiton liinst,

In der hierauf folgenden zwolton Note henutzton wir die Iden-

titat
2 ——— i o = A -
,=1(1—a=)(1—w'* ) ,(l—n-“)a—a)
- ; 1— w“ T’
welche uns den Satz
(2a) E [¥(m — aa, & -} 6 — 1) — y(m — du, a)]

o0

=l
+ X o +da, A= 1) —zfmn-+ 1, ) =0
=1
lieferte, Im Falle ¢ = 1 erhiilt man hieraus
(2b) -Eliv(m—d, Ek+e—1)+ bfik(m%rl, A—=k4+m—1,
a=0 3 |

eine Glejchung, aus der dio eben hesprochonen Resnltate (la) und
(1b) Bich durch die Annahme k=1 und % = m -} 1 sofort ergeben.

Der Batz (1a) und die dazu fiilhrende Identitht (1) wurden von
Herrn J. Bornover?) in anderer Richtung vernllgemcinert und die damit
gewonnenen Zahlenstse mit Hilfe ciner von Herrn DBuscur®) stam-
menden Methode rein arithmetisch begrdndot.

Ieh war nun seit lingorer Zeil im Bositz von elner rein arith-
melischen Beweismethode moiner angefiilirten Reaultato, welche sich
von derjenigon des Herrn Schriider villig unterscheidet und wie ich
glaube gernde don Kcrn der Sache trifft. Ich habe moino diesbesiig-

1) Finige Hitxe fber Theiloranzahlon sowie einige Auwondungen der Geo-
metrie auf Zahlentheoric (Mittheilungen der Mathematischen easllschaft in Iam-
burg; Bd. III,, Heft 4, Februar 1804). Man findet hierfiber sin Referat in der
Zahlentheorio den Ilerrn Daarwasx, 1, Theil, p. 491.

%) Journal for die rcine und angowandte Mnthematik, Bd. 108.
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Hehe Untersuchung ') der Gesollschaft in der Sitzung am 28. Februar
vorgclegt, nachdem ich durch Herrn 8chriiders’s freundliche Znschrift
erfaliren habo, dass man sich um iihnliche Sitze interessirt.

Im [olgendon beabsichtigge ich nun fiir die besprocheme Formnel
(2a) odor vielmehr ffir einen hosonders interossanton Spcecialfall der-
sclben, aus dem sie sich leioht ergibt, einen lediglich anf Betrachtung
von griissten Ganzen beruhenden Bewois zu entwickeln, Nunchher
werden wir eoinigo mit der Schrdder’schen Gleichung verwandte ana-
Iytische Identititen ableiten und die daraus entspringenden arithme-
tischon Resultate besprechen.

L

Fs mige mit E{x) oder mit [»], fulls = positiv ist, die grosste
in « enthaltene ganxo Zahl bezeichnot werden, wihrend daruntor imn
Fallo eines negativon = ie Null versianden werden soll, sodass man
die Ungleichungen

Ex) 5 e < =) -|-1, falls >0,
E@) =0, falls 2 <0,

hat. Wird dann, wie es wiederholt bomerkt werden mag, mit ¢(%, a)
dic Anzahl der Divisoren von % bezeichnet, welche grisser sind als
a, 80 hat man wio leicht zu sehen

vk @)= 2{ a+p)_r(u+'n)}

denn cs wird nnr daon die Klammer von Null verschieden und dann
rleich Jins scin, wenn « 4 g ein Thefler vou % ist.
Ist nun J cinor der die Zahl 4 lihortreffonden Theiler von %,

50 1t &= oin Theiler vou %, welcher kleinat bleibt sls —. Nun
ist aber dic Angahl dieser Theilor &’ offenbar gleich

Sl —o-=t5 -}

" Bur quelquos théordmos d'arithmétiquo (Sitzungaberichto der kiniglichen
bohmischon Goeellschaft der Wissenschaften 1804).

abor

{®
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und weil die Anzahl der J° mit dor der 4 iibereiustimmen mnss, 50

folgt

S~ )= 3ot )

wird in dieser Oleichung un Stelle von % successive 1, 2, 3, ... &
pesetzt und worden die iu der Art sich ergebenden Qleichunyen
summnirt, so erhulten wir uuser erstes Resultat

I )

p-=1

in welchem % unil o irgend welche positivo gaunze Zahlen sind.

Links sind nun alle Glieder, in welchen s> =, gleich Null
und es gendyt daher nur bis u = [%] zu summiren, Iilr diese Wer-

the von g hat man aber E‘TI:- —_ a) =E (—ﬁ—)—a und dic linke Seite
von (1) erhidlt daher die Form

Sa(2) wft).

wiihrend die rechto Seite der Summnme

k
2. e)
pzatr
identisch gloich ist. Wir kionnen daher unsere Gleichung (1) auch
wie folgt schreiben

o Se(E- 8 sf)=anlt)

=1 p=u-i1

Wird nun desolbst a durch @« — 1 ersetzt und das llesultat von
(2) uhgezogen, 8o gelangt man zur Forme]
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o X)) o)

. Um uns zo unseremmn Hanptgegenstand zu wenden, sotzen wir
in (1) k=m —oa, und summiren fibar =0, 1, 2, ... Es erglbt
sich in der Welse die Gleichung

EE LB au_:,..,) v,,,( —e)

:" G,P- a T “

(ﬂ'--—-0| 1, 2, ...
#=1239,...)

In dieser Gleichung ersotzen wir links ¢ dorch o —p und
rechts g durch ¢ — o, wodurch mun orhélt

3 ()= B X s(me).

Diese (Hleichung subtraliiren wir von der [)oppelsminme

=
Z ﬂl'—‘ﬂ'a

oe=0u=—1

und orhalten dadureh

$yu(z)=F Srng)

p=1c6=0

Die linke Seite, welche man in der ¥orm

3 s g § e

|I_‘:ﬂ‘< e—Ulp __a +1

schrelben kann, nimmt eine andere Form an, wonn man in derselben
den Bummationsbuchstaben g durch v 4 o ersetzt; dadurch gelangt
man zur Glejichung

e

oi=pv=1

m—aa).

) =0 p_l
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ITiovon subtrakiren wir die Gleichung, welche entsteht, wenn man
m darch m—1 orsctzt, was uns die Bezichung

£ s
=3 Er5=)- =)

. 0=0u=1
liefert.
Nun ist aber
m—aa m —1—oal|_
D e R e

B {a(e =) =) e

wohei, wie schon anfangs hemorkt wnrde, z(%, «) die Anzahl der die
Zahl a nicht Qthertreflendcn Theiler von % bedcutet. Man hat deher
ilio Gleichung

1) ;ﬁv(m—-da, o) =2;,‘z(m—aa, a), (d—_.-O, ;... [m:l])'

welclie eben durch Vermittelung der Funetion F(z) abgeleitet werden
sollte.

Die Gloichung (2), welche sich von der Formel (1) nicht unter-
scheidet, und welche diher gur Begrimdnng des Resultats (1) hin-
reichend ist, kann geometrisch durch Betrachtung der Gitterpunkto
abgeleifet werdon, und dicy liefert ans eine der ciufachaten und
elementarsten Quellen unserer in der Ilinleitung mit (2n) notirten
Relation, wenn auch ikr¢ wahre Natur aul ganz anderem Wege zu
ruchen war.

II.

Wir ergreifen noch diese (elegenbeit, um einen ebenso awf
Betrachtung der grisston Ganzen beruhenden Ieweis der von uns
fritber publicirten Formel ?)

) Man pehe den XIL Bd. des Dalletin des Beiences mathématiquos, Mai
1888, oder auch die Sitsungsberichto 1894.
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a1 a
®) Z[«m+m,u)—vcm+m.an=§<k,nlm)
a—0

auseinanderzusetzen; wir bezeichnen hier wie in den citirten Noten
mit (& ») den grdssten gemeinsamen Theiler heider Zahlen %, n,
und verstehen unter (k, »|m) die Zohl (&, n), wenn sie in m auf-
goht, dagezen aher dic Null, wenn dies nicht der Fall ist.

Um dinse Formel zu erhnlten, gehen wir, wie wir es in einom
Specialfalle schon frither gethan haben, von der von Herrn Hrmnre
und Steux bewiesenen Formel

L3

o B[ o) = e (G

Qe ()

aus. Wird dicselbe iber u =1, 2, B, . . . 4 summirt, so erhflt man

5, B[s{* 1) - #(7)]=Zeefura)

Wird die linko Secite in der Form

3 3 (s s(g))

geschricbon und hier £ =& 4- v gesetzt, so hat man dio an und fir
sich intoressante Gleichung

® 3 ZrE) - )= R vl

a~—o r—l

Zieht man von derselben die Gleichung ab, weleho sich durch
Yortauschung von = mit m — 1 orgibt, so folgt

o—1 ag—a

¥ X is(ad) - =)

= % e () =le)

und dies ist genau die Xormel (B), weil der XKlammerausdruck rechts
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nur dann von Null verschledon und demn gleich Kins wird, wenn
(%, n) ein Theiler von m ist, sodass der betreffende Term mit (k, » | m)
iibereinstimmt.

Die Formel (7) gewinat nn Eleganx, wenn man dia I'ormel (6)
dupch die Gleichung

IE(%)= au—a—é&{—(a, n)

vervollstindigt. Es crgibt sich dann an 8telle von (7) die Gleichung

a—1 a—a

) zfe(“;:‘;':," |

o=0 r=1

=tae— D oolet ) i—;ﬂv ity + (g ..))]

II1.

Wir gehen nun zur Entwickclung einigor analytischen Identi-
titen dber, wolche dor von Herrn J. Bonronen Husserst einfach ahgo-
leiteton (3leichung, der mnn auch folgende Form crtheilen kann

- aq -
® 21 {1 ZagY 1 —ag Y. .. (1 — ag*tm)
—_ 1=(—ail--go)...d—g""a)
a—g". (1-0)(1-—94) (l—g¢=a)’
analog sind.
Unsere Untersuchung geht derauf hinaus, uns eine Eutwicke-
lung der Function

(Qjﬁx)::'.g- . Y=

(1 — gPa)(l — g Tlaz)l —g"Ttaz) ... (1 — P+ mazy

die im Falle a=1 in den SBehrfiler'schen Ausdrock 0bergeht, xu
verschaffen,

Zu dom Zwocke zerlogen wir die in ¢” rationale Function

1
(1—¢*) (1 — ¢"Haz)(| — ¢*+%az) ... (1 — g™ ")
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in Partialbriiche, wodurch sich die Gleichung

A N
M= 1—q" +,,§1 1— g"teae
ergibt, und dabei ist offenbar
1
(1—qa)(1 —q%) ... (I —q=a) "’
ofe-1}

- —b%ag 1

(—gX1—g)...A—¢*1).(1—¢) (1=g¥)...A—g™%) 1— g%

Wir haben alsdann

A=

| = m i _.g'z_. .
ﬁﬂ) = 1- +L zﬂ 1— q,_l_“az
Wird hier
i
y — -
“1.,—.0 1— 9'+¢m
durch
Yo a—1 v
A4 a" gw A " g
ad -gol g*am 7 o1 —gax
ernetzt, so folgt
=4A —a
S = Z =0 1— q Yax

S '_‘A.q““" "z

ot gy 1—g'ax
Nun ist seber nach elnem bekanuten Satze fiber die Zihler der
Partialbrche

A 4
stEFe="
und daher
Z q %A,=—nd,
a=1]

s0 dass nnser lotztes Resultat die Form erhilt
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(10) o)
— __‘._1;_ i ’fw
T (1—qa(l —g'a)...(1— Q.a) 1— q'w — q%ar
-+ Bz, a,q),
wobel mit 72, die in m, a, g rationale Function
(11) - Hu(, 4, ) o1
\ (--1)%"1q '"*___,')',, L
“0zySegal—0. A=) . U—g...A—")
qﬂ

X A=)l —¢%a)

angedeutet wurde.
Nach der von Herrn J. Sonropkn bowlesenen TFormel (8) hat

dicse Funnctlon im 8peciellen Yulle ¢ = 1 den iinsserst oinfachen

Werth
_____ 1 1

(1—g™.(T-—2 1 —qe)...1—¢~2) 1—g¢'

und dieses Resultat lisst sich awch hier direct verificiren, wenn man
die bekannto ldentitiit

m—a-i-1 ) af{a—1)

L A—gyl—g="...(1 —g" P
S —gl—g). I~y
=(5eltgd... (1%

zu Hilfe nimmt.
Die unendliche Reihe rechts in (10) reducirt sich anf oino end-

liche Anzahl Glieder, wenn man a =—+4*® 1 {(unter n einc gnnze Zahl

verstanden) mefzt.
Im Falle m =1 erhillt man die Gleichung

w -l
.l qﬂ % g.

- ——

=0 (1 — a1 — P c=o(1—1')(1'—9

welcho filr #-—¢ in den Bpecialfall k=1 der Gleichung (2) der
Einleitung dbergcht.
Wir nohmen nan m = £ und erhalten
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f L q'a o

19 ,g,(l — 7)1 — ¢ Ta)(1l — gt 1g)
I S 2 e =
__ (I—g(-—g) &1 —g'= A—g—g(1 — ")

Wird hier @ —=¢ gewilhlt, und = — 1 statt »n gesehrichen, ao
orbRlt man

(&

(1) ,:21 (1 — g1 —g* )1 — ¢*+)

I T I W ¢ o
Sl -l =g (1 —¢) (=90 —)(1—g9

Wir entwickeln nun beideraeits nach Potenzen von ¢ und er-

halten .
Lgvm+¢-l-ﬂ)-l-m+ﬂu—ﬂ=zqku+m+ﬁﬂ—ﬂ

_E,_,n#+u+ﬂn -8

mit den Bummationsbedingungen
por=1228...; ¢,=0,1,8,...; k=1,2,...4

Links wird nun der Coefficient von g™ durch die Anzahl der
Loaungen der unbostimmten Gleichung

Wt atf)=m—an—pn | P
bostimmt, und somit durch den Ausdruck
wim—an—pgn g, « 4 3)

durgestollt.
In der ersten Reiho reehts kommt der Coefficient von g™ mit
der Anzahl Losuugen der (leichung

m—an—fn-tf=kp
ftherein und wird somit der Snumme

Zz(m —an— fin4 8, n)
gleich. K
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8chliesslich wird der Coefficient vou ¢* in der sweiten Bumne
rechis der Anzahl von LOsungen der Gleichung

o 4o+ fn—p=1m
Bleich ; diese Gleichung kann durch die Congrucnsz
@.= f 4 m, (modn),

verbunden mit der Ungleichung « <<m — (8 — 1)8, oersotzt worden.
Um dic Anszahl der Idsungen dieser Congruenz zu crmiltelu,
halten wir f# fest, setzen
L [m—(—1)8
===

n

80 dass
m—m—1)f=kyg.n-fv, O0=vinm,

gich ergibt, und alsdann heben wir vur die Anxahl der Lbsungen «

der Congruenz
a-=f4m (mod ),

verbunden mit der Ungleichung
Oé a{nkﬂ-]—v,

ru bestimmen. Diese Anzahl iut aber genau kg, weil » modulo » mit
m - fi congruent ist. Dor gesuchte Cucfficient wird somit durch die
Summe '

—xp(ml8_

dargestollL.
Fassen wir alles unsammen, so vrhallen wir das Resultat

Tptn— an-—tnt-p, o+ )= gt —en— put-4, »
~ Y[t ),

oder wenn man « | f = & sctet und ¢ statt § schreibt,

(188) §¢ (m -} ¢—un, d) =z|:z(m +o—oan,n)— ZE (f".i:f —_ p) .
P=0=0,1,2..)
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Wir erhalten ein sweites Rosultat verwandtor Natur, wenn wir
die boiden Beiton der Gleichung (12) nach Potenzen von » — 1 ent-
wickein und dic asbsoluten Glieder der Entwickelungen einander
yleichsetzen ; o8 ergibt sich in der Weiso zuerst dic Identitat

> . =¥ q

’:1‘.1 - Q’)“ - ?’+“) (1‘ - fl’+“m') vgl(l _ qﬂ)([ —?.J(]- __qn-l-l)
4 ™ _ g g — 7 :

=gl =gF) T (=W — ™) (A —aT—¢7

Wird hier nach Potenzen von ¢ eatwickolt, so hat man

Eqvﬁi+ o f) |-nx-| "F+F=qu# |-an4-fn |- @
+Z(“ __I_ ﬁ-)qnfl + ‘Hﬁ + B __Euq'uﬂ.— ﬂi
wobet die Snmmationsbedingungen folgendermnassen lauten:
uv=1,2,8...; a =0, 1,2,...; k=1,2,,.,n

Die Coefficienten von ¢™ links und in der ersten Reiho rochts
wenden resp. durch die Summnen

g\«(m —an—fn—pB, a-|-g) und Z'ﬂx(m— un—fn—g, n)
dargestollt und os bleibt nur {ibrig, diesen Cuefficienten in der Fune-
tion

Ye+aetY YTl

zu erhalten. Wir haben sowmit snerst die Summe

~
pXCRY
bezogen auf slmmtliche Lsungen der Gleichung
(e 4+ f)+p=m

zu erhalten. Wird hier « 4 f — ¢ yesetzt, so goht unser Ausdrock
in die Summe X¢ hegogen anf siimmtliche Ldsmugen der Gleichung
wg 4 =m, o= 8, tber.
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Aug dicwor Gloichung folgt ne == m und die Ungleichung liefert
M — a0 5 0. Man hat also dic Werthe ¢ den Ungleichunzon

)] m— |
= [?] 03,_11 - 1]+ l

gemitss zu wihlon, so dass die Zahl o nur dio Werthe

m—1 m—17], 4 K
[n +1]+ h ,_u +"1]T"' e [T;‘]
annehmen darf, und dann wird in der That jedes dicser & einmal

in der Summe Xo vorkommen, woil fiir dicses ¢ die Bedingungen
no 4+ f=mn, ¢ == immer und zwar durch cinen bestimnten Werth

f erfillt werden “kénnen.
Es wird somit unsere Summo lauten

= o) o)

Schliesslich ist der Cocfficiont von ¢™ in Zag™*-FF gleich

() a2,

g0 duss sich das Resultnt
\b( — an— fin— ﬁv re -} ﬁ.)
1 m 13 1 4—
_gzﬁn — o — fn—p, n) — (m r (m u

ergibt; wird hier wie cben «-+3 =0, g =9 2csetzt, f0 huben wir

)
(2 1’2’:”{”‘—9 Q" 0) '—%f'x(m—«-p— Ui, 1) g n + I r (::_|_ ’;)
(p=0=0,1,2...)

Wir specialiviror noch die Gleichung (10); indem wir « = — 1
selzen, wodurch sich die Identitit
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H‘ Pz _ o

(1) W — 2N+ & l2) L (L g )

2 qa: R .
= UF D a9 AR S grrs A L)

etgibt. Nimmt man weiter in (10) o = VL und vertauscht pachhor

q wit ¢% so folgt

_ N }

(16) =0 (1 — ") (L — ¢ Tla)(l — g™ T ... (1 — ¢ [ #7 Ty
_ 1 ' Q"
—d—q —'71’).--(1—91"'-1)2(—”&1—1%

x 'l
Ti—' Tl —g9." =—=)"'R‘(“” "’)

Im Falle m =1 liefern die Iormeln (15) und (16) dic Idem-
titdten

g’ 2 g’® z
) A=Al +eta - I+ a.z'o 1—¢*a® (o Ta)

o g% __,
(168) L -yl

A — ™ — " s = - 04,
wird in (10a) 2 == ¢ geselzt, so folgt

5b§‘ g 2
{ )-lll—'l')(ll'i' ]I'

und hieraus ergibt sich in bekanutor Weise das Resultut

T ____ 9
L—g?  L-- @

T Lq‘

a1

(16¢) )'_,' (— 1)*¢(n — a, a)=2 E( 1)"6'(m — a) - (— L)y,

wobei mit @(k) dia Anzahl ungerader Theiler von k bessichnet wurde.
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Man erhilt weiter aus (16a), wenn 2 — ¢ gesetzt und nach Po-
teuxen von ¢ entwickelt wird, die Formel

(16¢) Y, v, 0= ,,E — =R (),
=0

in welcher ¥'(n, a) die Ansahl derjenigen dis Zull a iberiraffenden
Theiler von n bedeutet, deren Complemsntartheilor ungerade sind.

Von grisserem Interesse sind dic Rosultate, zu denon man ge-
langt, wenn wan in der Formcl (10) fiir @ den Werth — ¢! ovder

1
¢ ¥ setzt; ey ergibt sich im ersten Falle

i1 — %o q'w e - ————
(17) '2'0“ ~ w1+ ¢ Pl - " ) L (| ey

N A m_g ¢
Tl (Lt T e

1 a3 .
T AT (1+q-'*u,)_:4,.+q T Rl — 1" )

also speciell im Falle m = 1

iy £
18 Y g _ .1,
( Sl =g gt 14 .Zo 1—g*
[ ] q'\ﬂ

B

Wird hier # = ¢ gusetst, so folgt

18 o
(15 S 0= R

— 2 ¢ — \ 9'____ _
I+e& 1— & a4eni4m’

woraus sich die Relation
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(18L) Ef--— 1)*$(n — an, =)

= JE(— 1)*8 (i —am) +V(— 1)%2(m — an, n)

ergibt. Dabei bezeichnot g%, #) die Anzahl der Divisoren woun k, dis
hiichstens gleich n sind wund deren Complementarthsiler gerads sind,
vermindert um dis Anzahl allr Divisoren diésser Art, deven Comple-
mentartheilor uuyorads sind.

1V.
Kine bekannto Eigeunschaft der Function?)

q’(‘el .!”: "19 ]
=1 l— q "o

deren specielle Fillo in den Formeln (10) und (18) rechts vorkom-
men, ermdglicht eine Reihe von weiteren arithmetischen Resultaten
zu erhalten,

Unter der Voraussetzung | g« } << 1 benutze ich im allgemeinen
Gliedo von ¢@(z) die Roihenentwickelung

H

T \
L= B
r=3

soduss wir dio Identitiit

p@) =Y, 9"ty
F, ¥

orhulten, In dor Doppolreihe rechts sondern wir zuerst die Glieder

| Km-.hhnn' Sitzangaberichte der kgl. premsalschen Akademic der Wisssa-
tchaften, 1885. Des Weiteren vergl. A. Gurauzn in Jornal do Sciencine mathema-
ticas, vol. VIII, 1867. Ein srithmetischer Bewein des Kirchhofachon Rosultates
wurde vou Hirrurw (Fomotions elllptiques, ¢ 1) und von uns (Zeitschrift fidr
Mathematik und Physik 1288, in portug. Uebersetzung im Jornal de Scienclas
math. vol. IX) gelisfert. Die Idea des Bewsises und dis ersten Anwendungen suf
Arithmelik verdpnkt man wohit Herrn Mrmuirs (Journal flir dio reine und ange-
wandte Muthematik, Bd. 99).

Mathemntisch-naturwistonachaftlioha Ulasse. 10¥1. 2



18 XXXII. Mathing l.creh

g = nb und serlogon die fibrighleibenden (ilieder in swei Grupper
jonachdem in denselben > oder p<<v ist. Ts orglbt sich in
dor Weige

r = . N
i) = Eq!‘ m!ﬁyu_L q!‘ ] \ flm u v.
e~ u-s‘r

In dor zwoiton Roihe recht: retsen wir nun der Bedingung
g>v pomliss p—=v -, ia dor dritten dngogen v = pu 4, und
fahren die Summation in Bezny auf e =1, 2, 3, ... aus; es kommt

!"v‘-’-:r Ly u+p{‘p,l=a
AN _ ‘l'z ::’
lﬁ‘l' N l—"‘l.l

"W

%(x) 2—2 gt el —

1

oder machdem man znsammengezogen hat:

UL N
ey 1 q":) 1 (1 — g™ )1 q'y)

o’

(1 Faty”.

Mit Ililfe dieser Qlaichunz ueht z. B, dic rechte Seite von (16u)

ilber in
l + !12".1'.' !
_g ( — . - -'E'.
1 - 9,2_", l —— q'.'t!_}“ —+— q"l 1 '

1
1—gq° I—e

soilass man die Idontitit

"l '1-'“'1* x 1 1
16d R —

I D - I{_qiv !‘v
}'*‘Ié( Vi E

erhiill. Hieraus ergibt sich filr 2 = 1 das Rosunltat

% 2
(16e) L
.é'i (L — g™l — g™+

IR PN B
— - —yra 9
”—93”1'!’._;_'1( e




Bemorkungen fiher eins Classo arlthmetischer Lehrsiize. 19

Wir schreiben dio rechte Seite in der Form

. N\ y gt v
e e e g

und benutzen nach dem Vorgange des Ilerrn Hemwurst; die Formel

1i,, 1.—q% glﬂk lf’

woraus gich alsdann

_2_-§‘.-__a';' _a q""::zv(— nr [3_| kvt

1—g2> Y d

orgibt; der Coefficient vou ¢® in der nach Potenzen von ¢ geord-
neten Entwickelnng dieser Grdsse wird nun durch

Vl-_ n'F(i‘—-— AT TR N N

dargestelit; heachtet man ferner die ldentitdten

\TRTCI TR \ Tl Uil g |
(l—r;)'—>.|""1’ = ‘l"_l)q =Z '2 ™

m=1

so orgibt sich Jaw Resultat, dass dor Coefficiont von ¢= in der nach
Poteuzen vun g fortschroitenden Eniwickelung der rechten Seite von
(1#e) der Bumimo

i— D=l [ — v
R

gleich ist. Wird nun dorselbe Coefficient in dor Entwickelung der

‘) Man sehe seive an schinen Resulinten ond nftelichen Methoden reiche
Abhandlung Sur quelques consdquences arithnétiques dea formules de e théorie
des fonctions elliptigynes (Mélanges math, et astron. tirés de Bullelin de 1'Aca-

- démie Impériale du Bt. Pétersbourg, tnme VI' sowic Acta mathemntica, Hil. V.



20 XXXIL M. Loreh: Bemerkungen aber elne Clanes avithmetischer Lohraiitze.

linken Seite von (166) in gewOhnlicher Weise beatimmt, so erbiilt
man das Resultat

m—i o
(16f) 'goibn(m —ea, 20)=m | g—_—_l)l'_{z_]_-—_l_

+ 3, -veEn)

wobel mit ¥,(k, u) die Anzahl der geraden Theiler von k, die grbsser
sind als g, bezeichnot wurde.

Yarlag der kinlgl. b3hm. Gesellschall der Wissaschalten. = Douck won Dr. Bd, Grégr, Poag 18M.
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