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PROBLÈMES DE FRONTIÈRE LIBRE LIÉS 
A CERTAINES QUESTIONS D'HYDRAULIQUE 

byE . MAGENES 

N . L — INTRODUCTION . Le but de cette conférence est celui de faire connaître 
certains résultats obtenus récemment à Pavia par le Laboratoire d'Analyse Numérique 
du C N. R. et les Départements de Mathématique et d'Hydraulique de l'Université, 
sur une classe de problèmes à frontière libre pour des équations linéaires elliptiques, 
qui se posent dans l'étude du filtrage de liquides à travers des milieux poreux; il 
s'agit de problèmes bien connus et étudiés dépuis longtemps par le ingénieurs hydra-
liques (cf. par ex. [1], [6], [9], [15], [17], [20] et la bibliographie de ces ouvrages). 
La méthode utilisée a été introduite par mon collègue C. BAÏOCCHI [2] dans un 
cas particulier et ensuite développée de façon systématique par lui même et tout un 
group de chercheurs (cf. [3], [4], [5]); elle a l'avantage d'être non seulement parfai­
tement rigoureuse du point de vue mathématique mais aussi très efficace du point 
de vue de l'approximation numérique. Faute de temps je renvoie à [3], [4] pour 
un cadre de tous les problèmes qui peuvent être résolus par cette méthode et je 
développe ici un cas concret qui néanmoins permet de mettre en évidence les points 
essentiels de la méthode et les difficultés techniques que l'on doit surmonter. Soient 
donnés sur une base horizontale imperméable deux bassins d'eau, de niveau y1 et y2 

(0 S yi < yi), divisés par une digue en matériel poreux homogène d'hauteur b = yx, 
à parois verticales planes et parallèles, d' épaisseur a, la première parois étant imper­
méabilisée de l'hauteur c (0 < c < yx) jusqu'à l'hauteur b; le problème physique 
(cf. [13]) est celui de déterminer la "surface libre" de l'eau dans la digue. On pourrait 
même supposer c = yt ; on trouverait alors le cas étudié dans [2] par Baiocchi et 
la méthode serait encore applicable et même avec beaucoup de simplifications (cf. 
les remarques après [16]). Grâce à la loi de Darcy et à l'incompressibilité du fluide 
on aboutit au problème mathématique suivant, formulé encore de façon formelle: 

Pr. A: on cherche une fonction x -> cp(x) de [0, a] dans R avec 

cp ^suffisamment régulière"; (1) 

(p strictement décroissante; (2) 

0 < cp(x) rg y, ; cp(0) = c; cp(a) = y2 ; (3) 

et telle que, si Von considère Vouvert 

Q = {(x, y) | 0 < x < a, 0 < y < (p(x)} (4) 

// existe une fonction : (x, y) -» u(x, y) de Q dans R avec 

u ^suffisamment régulière"; (5) 
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Au = 0 dans Q ; (6) 

«(0, y) = yi, 0 S y ^ c; u(a, y) = y2, 0 ^y^y2; u(a, y) = y, y2 S y ^ <p(a); (7) 
uy(x, 0) = 0, 0 < x < a; ux(0, y) = 0, c < y < (p(0); (8) 

u = y sur r^ ; (9) 

du 
— o sur rç (n normale „extérieure" à F^) (10) 

ou rv est la courbe d'équation y = cp(x), 0 < x < a. 
DU point de vue mathématique il faut préciser le problème en choisissant des espaces 
convenables pour les inconnues <p et u de façon que le problème soit bien posé. 
Nous donnerons la définition suivante de solution faible du Pr. A, en prenant comme 
inconnue {cp, Q, u], pour simplifier l'exposé, et en désignant par D le rectangle 
D = ]0, a[x] 0,b[: 

Déf. 1: {cp, Q, u} est une solution faible du Pr. A si 

q> e C°([0, d])1) et vérifie (2), (3) ; Q est donnée par (4) ; (11) 

u e H\Q) n C0^)1) et vérifie (7), (9) au sens de C°(Ù); (12) 

J" grad u . grad ij/ dx dy = 0 Vi^e CHI5) avec \\i = 0 dans un voisinage 

de {x = 0, 0 ^ y S c} u {x = a, 0 ^ y ^ b}; (13) 

Remarque 1. — (13) traduit au sens faible usuel (6), (8), (10); (11) et la première 
de (7) entrainent que c < <p(0). 
Nous montrerons, dans les lignes essentielles sans donner les détails pour lesquels 
nous renvoyons à [3], qu'il existe une et une seule solution „faible" du Pr. A et 
qu'elle est aussi „forte", au sens qu'elle vérifie toutes les propriétés que le ingénieurs 
exigent de la solution du problème physique. 

N. 2. - THÉORÈME D'UNICITÉ. Soit d'abord {cp, Q, u] une solution faible 
du Pr. A. Une conséquence immédiate des résultats bien connus sur les problèmes 
aux limites elliptiques est que 

u est analytique dans ( 2 u { x = 0, 0 < y < c } u { x = 0, c < y < cp(0)} u 

u {0 < x < a, y = 0} u {x = a, 0 < y < y2] u {x = a, y2 < y < cp(a)} (14) 

et donc (6) et (8) sont vérifiées au sens classique. 
Du principe de maximum on obtient encore que 

u(x, y) > y dans Q. (15) 

1) Nous utiliserons les notations habituelles pour les espaces des fonctions k-fois continuement 
différentiables et les espaces de Sobolev d'ordre s réel: par e x . C 1 ^ ) , WSj P(Q), s réel, 1 < p < + oo, 
HS(Q) - WS>2(Q) (cf. par ex. [11], [12], [14]). 
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Une autre importante propriété, qui traduit le fait physique que le „débit" est con­
stant dans chaque section verticale de la digue, est la suivante 

tp(x) 

Vintégrale J ux(x, y) ày existe p. p dans ]0, a[ et elle est p. p. constante. (16) 
o 

Pour la démonstration de (16) il suffit de noter que u e H1 (Q) et de vérifier, en utilisant 
(13), que la dérivée au sens des distributions de la fonction dans (16) est nulle. Désig­
nons cette constante par —a et notons qu'elle n'est pas connue „a priori"; ici il y 
a une différence essentielle en comparaison de plusieurs autres problèmes du même 
type (par ex. le problème étudié dans [2] auquel se réduit notre problème si c = yt ; 
dans ce cas on peut en effet calculer aisément q par utilisation de la formule de Green 
et Ton trouve q = (y\ — y2)(2a)~1). Changeons maintenant la fonction inconnue 
u en posant 

u(x, y) = u(x, y) dansD, u(x, y) = y dans D — Ù ; (17) 
b 

w(x, y) = J {û(x, t) - 1} dt dans D. (18) 
.V 

Posons FN = {x = 0, c < y < b}, FD = OD — FM et définissons sur FD gq par 

(y2 - y)2 n ^ ,, ^ „ . ~ ̂  m _ y22 ^(a ,y ) = AZA__ZL_, 0£y£y2; gq(x, 0) = *f- + q(a - x), 0 = x = a; 

2 , 2 

gfl(o, y) = aa + -^-i—V yx j , 0 = j ^ c, g/x, >!) = 0 dans tout autre 
(19) 

point de FD . 

Les deux Théorèmes suivants donnent les propriétés fondamentales de la fonction w. 

Théorème 1 : La fonction w vérifie : 

WGH2+°(D) oelo, I l (20) 

(d'où, grâce aux inégalités de Sobolev, w e W2'P(D) Vp G [2, 4[ et w e C^D)); 

w = gq sur FD ; (21) 

wx = 0 sur rN ; (22) 

w > 0 dans Q, w = 0 dans D - Q ; (23) 

dw = X.Q dflws D (in = fonction charactéristique de Q). (24) 

Démonstration. On montre d'abord aisément que weH1(D) n C°(D) et que 
vérifie (21); (23) est une conséquence immédiate de (18) et de (15). Grâce à (13) 
on montre ensuite que Au = ~DyxQ dans D au sens des distributions, d'où, grâce 
aussi à la deuxième de (23), on obtient (24). On en déduit alors que 

w G H2(D) (25) 
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car Wyy = - 1 - ûyeL2(D), wxy = -ùxeL2(D), wxx = yQ - vt^ e L2(D). Donc wx 

a un sens sur dD et grâce alors à la deuxième de (8) (cf. aussi (14), (17) et (18)) on 
vérifie (22) au sens de H^(FN). Pour montrer (20) notons d'abord que yQe Ha(D) 
V a e [0, l/2[; on peut alors utiliser les résultats connus sur la régularité des solutions 
du problème mêlé (21), (22), (24) (cf. [16] et, pour la régularité dans le voisinage de 
(0, 0), (a, 0), (a, b) cf. [8]) pour montrer que le problème est à indice et que, grâce 
aussi à (25), son indice est égal à 1 dans les espaces H2+a(D), pour tout o e [0, l/2[, 
avec la même condition de compatibilité; donc, vue la régularité des donnés yQ 

et gq, on en déduit (20). 

Théorème 2: Soient Kq = {veHl(D); v\rD = gq} et Kq = {v e Hl(D); v\rD = 
= gq, v — 0 p. p dans D}; alors w vérifie les inéquations variationelles suivantes 

+ I v | + v 
ou V = - r 

w e Kq ; j grad w. grad (v — w) dx dy + J" (v - w) dx dy ^ 0 V v e Kq ; (26) 
D D 

weKq\ jgrad w . grad (v - w) dx dy + \ (v+ - w+) dx dy = 0 V v e Kq. (27) 
D D 

La démonstration suit de façon immédiate en utilisant le Th. 1. 

Remarque 2: Il est bien connu que (26) est équivalente au problème de minimiser 

la fonctionelle quadratique J(v) = 1 /2 j | grad v\2 dxdy -\- \v dxdy dans le convexe 
D D 

Kq (considérations analogues pour (27)). Mais nous préférons envisager (26) (et (27)) 
car en générale dans les problèmes que l'hydraulique présente et que l'on peut ré­
soudre par la méthode de Baiocchi (cf. [3]), on rencontre des inéquations analogues 
à (26) dont le premier membre n'est pas une forme bilinéaire symétrique et donc on 
ne peut pas les réduire à des problèmes de minimum. 
On peut maintenant démontrer le théorème d'unicité: 

Théorème 3: Il existe au plus une solution faible du Pr. A. 
Démonstration. Notons d'abord que si {q>, Q, u} est une solution, grâce au 

fait que w e C\D) (cf. (20)), on a 

q = — lim — {ü(x, t) — ü(o, t)} dt. 
x _ > 0 + X Ј 

(28) 

0 

Alors, si {(pf, Q', u'} et {<p", Q"; u"} sont deux solutions et on désigne par q', q" 
et û\ û" et w', w" les constantes q et les fonctions û et w correspondantes et si q' = 
= q", on a w' = w", grâce à l'unicité de la solution par ex. de (26), et donc aussi 
Q' = Q" et (pf = q>" et u' = u". Si au contraire q' < q", alors, en utilisant le principe 
du maximum, on déduit w' ^ w", d' où Q' c Q", u' ^ u" et alors, grâce à (28) écrite 
pour q' et q", on a q" rg q\ ce qui est absurde. 
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N. 3. —THÉORÈME D'EXISTENCE. - Pour tout q réel nous pouvons consi­
dérer la fonction gq et les convexes Kq et Kq définis dans (19) et dans le Th. 2, et 
étudier les inéquations (26) et (27). Pour tout q réel (27) admet (cf. [21], [10]) une 
solution unique wq, car Kq est un convexe fermé et non vide de H*(D); (26) admet une 
solution unique pour tout q = q0 = cyxa~{ — (c2 -h y^) (2a)"1, car alors Kq est aussi 
un convexe fermé et non vide de H\D); et l'on montre aisément que cette solution 
coincide avec wq. On peut donc se borner à étudier la famille des inéquations (27) lors­
que q varie dans R (mais la considération de (26) est utile du point de vue numérique). 
Dès théorèmes précédents nous savons que, s'il existe une solution {(p, Q, u}, alors 
il existe une et une seule valeur q* de q telle que {cp9 Q, u} soit liée à la solution wq 

de (27) par les relations 

Q = {(x, y) e D; wq*(x, y) > 0} ; (29) 

<p(x) = max {y; (x, y) eÙ}9 0 ^ x ^ a ; (30) 

w(x, y) = y ~ £>ywq*(x, y)> (*> y) e Q. (31) 

Il faut donc essayer de montrer qu'il existe un tel q*, en étudiant la famille des 
inéquations (27). D'abord on étudie la régularité de wq valable pour tout q. 

Théorème 4. V q e R, (27) admet une solution unique wq telle que 

wq e WUp(D) Vp = 1, wq e H1 +<T(D) V a e [0, l/2[ ; (32) 

Awq eL°°(D), 0 = Awq= 1 p. p dans D; (33) 

Dxwq\rD = 0 dans un sens faible. (34) 

D é m o n s t r a t i o n : On démontre d'abord (33) et (34) (par ex. au sens de (H0[
2
0(rN))' 

cf. [11] pour cet espace), en écrivant (27) pour v = wq ± \j/ avec ij/ e {v e Hl(D); 
v/rD = 0}; ensuite on démontre (32) en utilisant essentiellement les résultats de [18] 
pour le problème mêlé 

Av = AwqeL™(D)9 v\rD = gq9 DXV\FN = 0 . (35) 

Mais nous savons que, s'il existe une solution {cp9 Q9 u} du Pr. A, la fonction w 
correspondante doit vérifier aussi (20); on peut donc espérer de déterminer la „bonne" 
valeur de q en utilisant la „condition de compatibilité" pour que le problème (35) 
ait solution dans W2'P(D) (ou H2+(T(D), ou C*(I5)) comme une nouvelle équation 
dans l'inconnue q. En effet on a le 

Théorème 5. // existe une fonction 3F de R dans R9 continue et borné, et deux 
constantes a et P telles que la solution wq de (27) appartient à W2,p(D) V p e [2, 4[ 
si et seulement si q est racine de P équation 

&(q) + ocq + P = 0 . (36) 
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En outre (36) admet une solution unique q* telle que 

qo Sq* û qi, avec q0 = max (0, q0), q, = (y\ - y\) (2a)_1 . (37) 

D é m o n s t r a t i o n : 1. On considère l'opérateur T: v -> Tv = {-Av , v|/D, 
D

xv\rN} dans les espaces W2,p(D), p V [2, 4[ ; grâce à [19] et [16] T est un opé­
rateur à indice avec indice égale à 1 ; donc il y a une seule condition de compatibilité 
pour l'existence d'une solution dans W2,p(D) de (35) et l'on peut écrire cette condition 
sous la forme suivante (indépendante de p) 

$nAwqdxdy+ <il/,gq> = 0 (38) 
D 

avec fteL2(D) et xj/ fonctionnelle linéaire continue dans un convenable espace (par 
ex. (H3/2(rD))'). Si l'on pose lF(q) = J \iAwq dx dy et l'on rappelle que gq dépend 

D 

linéairement de q, on déduit de (38) l'équation (37) et l'on démontre aussi que ^ 
est continue et borné, en utilisant (33) et le fait que wq (resp. Awq) dépend continûment 
de a dans H1+<T(D) - faible (resp. L°°(D) - faible-étoile). On peut voir aussi par 
un raisonnement par l'absurde que a ^ O . Donc (36) admet au moins une solution a*. 
2. On considère ensuite la fonction f de R dans R: 

f(q) = lim sup 
wq(x, c) - wq(0, c) 

laquelle s'annulle pour q = q*, grâce au fait wq* e CX(D) et que Dxwq* = 0 sur F^ ; 
et, en faisant usage plusieures fois du principe du maximum, on prouve que:f(q0) = 0, 

f(qx) ^ 0, f(q) > 0 V q < q0, f(q') =f(q") si q0 = q' < q", avec f(q') >f(q") si 
f(a') etf(q") sont finis; d'où on déduit quef(q) s'annulle une seule fois et donc l'unicité 
de q* et (37). 
Le Théorème 5 a comme conséquence immédiate le 

Théorème 6. Il existe une et une seule q* e [^0, qi] telle que wq* e W2,p(D) V p G 
e [2, 4[ (et donc wq* e Cl(D)). 
On peut maintenant démontrer le théorème d'existence: 

Théorème 7. Si q>, Q, u sont définis par (29), (30), (31), ou a* est donée par le 
Théorème 6, alors {cp, Q, u} est une solution du Pr. A. 

D é m o n s t r a t i o n : 1. D'abord Dxwq* ^ 0 et Dywq* ^ 0 dans D (toujours par 
utilisation convenable du principe du maximum); 2. si P = (£, n) est un point de D 
et si Qp={(x,y)eD; x>J,y>n}, Q~ = {(x,y)e D; x < Ç, y < n}, alors 
QpŒD-ÛVpeD-ÛetQpCzÙVpeDndQ; 3. dQ n D ne contient aucun 
segment ni vertical ni horizontal; 4. Q est un ouvert du type (4) avec cp satisfaisant 
à (2), (3), (11); 5. Aq*u = 1 dans Q, d'où on déduit que u satisfait à (12) et (13). 
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Remarque 3. Notons enfin que l'on peut aussi démontrer que: cp est analytique 
dans ]0, a[, cp(a) > y2, cp(0) < y., ce qui nous donne d'autres propriétés que Ton 
exige de la solution du problème physique. 

N. 4 - APPROXIMATION NUMÉRIQUE - Du point de vue numérique la 
méthode est beaucoup utile. En effet dans les cas où le ,,débiVk q est connu (et ceci 
est vrai dans beaucoup de cas concrets, par ex. si c — y{ comme on a déjà vu), 
on doit résoudre numériquement l'inéquation variationelle (26) (ou le problème de 
minimum équivalent, cf. Rémarque 2.) dans le convexe Kq de H1(D); et cela peut 
être fait aisément, comme il est bien connu (cf. par ex. [7]) par plusieurs méthodes 
à la fois rigoureuses du point de vue mathématique et efficaces du point de vue 
du calcul par les ordinateurs. Par ex. on peut utiliser, comme nous avons fait dans 
[4] et [5] les ,différences finies" pour discrétiser (26) et la méthode S. O. R. avec 
projection sur le convexe discretisé pour résoudre numériquement l'inéquation discre-
tisée. On approche ainsi wq d'où on déduit aisément une approximation de „ , cp et M. 
Mais dans notre cas (et aussi dans d'autres cas analogues) on ne connait pas „a 
priori" le ,,débit"; on sait seulement qu'il est la solution a* unique de l'équation 
(36). Evidemment une méthode rigoureuse serait celle d'approcher a* en discrétisant 
aussi (36) et puis résoudre numériquement l'inéquation (26) pour la valeur approchée 
de a*. Mais nous avons suivie une autre idée, qui semble donner des algorithmes 
plus simples. „Grosso modo" l'idée est la suivante. On considère (pour simplifier) 
un réseau de pas h — {hx, h2} sur D qui passe par le point (0, c) en utilisant les points 
0 < xi < x2 < ... < a sur l'axe des x et 0 < rj1 < n2 < ... < c < ... < b sur 
l'axe des y. Pour tout q fixé on discrétise (26) par les différences finies liées au réseau 
et on essaie d'imposer une „condition de compatibilité" à la solution wq

h) de l'iné­
quation discrétisée, de façon à déterminer une valeur q(h) de a, qui puisse être prise 
comme approximation „raisonnable" de a; alors w(

q
h)

h) donnera l'approximation 
de w^. En effect on peut montrer (cf. [4]) que une telle condition est la suivante: 

fh(q) = 0, où fh(q) = w(h) (x j , c) — wq
h) (0, c), car on démontre que la fonction 

q -+fh(q) est pour q _ q0 continue, strictement décroissante, convexe, et quef,(a0) — 
_ 0 et fXqj) _ 0. Numériquement on résout l'équation f,(q) — 0 par ex. par la 
méthode des ,,sécantes". Les résultats sont très bons; en comparaison des autres 
méthodes numériques utilisées jusqu'à maintenant on gagne beaucoup en simplicité 
de programmation et en rapidité d'exécution des calculus (cf. [4] et [5]). 
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