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UBER DIE POTENZEN 4* 0 £« = 1)
EINES ABGESCHLOSSENEN OPERATORS A4
IN EINEM BANACHRAUM

V. NOLLAU

Dresden

In der vorliegenden Arbeit beschéftigen wir uns mit Potenzen linearer Abbildun-
gen eines vollstindigen normierten linearen Raumes X in sich. Genauer gesagt
besteht unser Anliegen darin, fiir einen linearen Operator A eine Schar linearer
Operatoren A* (0 < o < 1) zu definieren, die man als Analogen der Potenzen z*
(0 £ o = 1) einer komplexen Zahl z ansehen kann, und deren Eigenschaften zu
untersuchen.

Wir betrachten wie Balakrishnan [1] in seiner grundlegenden Arbeit die Poten-
zen eines abgeschlossenen linearen Operators A mit dichtem Definitionsbereich 9(A)
in einem Banachraum, fiir den die offene negative reelle Halbachse zur Resolventen-
menge Q(A) gehort und eine positive Konstante M existiert, so dall die Beziehung

oM
o+ 20 5

fiir A > O besteht. Einen solchen Operator 4 nennen wir kurz vom Typ (M) Durch
das Integral

SR A + nl) "t Ax dn,
n 0

das fiir 0 < o < 1 und x € 9(4) in der Normtopologie auf X konvergiert, ist dann
auf 9(A) ein abschlieBbarer linearer Operator definiert, dessen AbschlieBung wir nach
Balakrishnan [ 1] als die a-te Potenz A* von A4 ansehen. Unter A° wollen wir auBerdem
die identische Abbildung und unter A' den Operator A selbst verstehen.

Ist ein Operator 4 vom Typ (M) aullerdem stetig und stetig invertierbar,
so sind die hier eingefilhrten Potenzen A4*(0 < o < 1) mit den Operatoren
— (1/2mi) . §cz°R(z; A) dz ') identisch, die man mittels des Riesz-Dunfordschen
Funktionalkalkiils den Funktionen z* (0 < a < 1) zuordnen kann.

Einige wesentliche Eigenschaften der Operatoren A* (0 < o < 1) geben wir in
den folgenden Sdtzen an.

1) Die Funktion z* sei so definiert, daBl z* > 0 fir z > 0 ist und die komplexe Ebene ldngs
der negativen reellen Halbachse aufgeschnitten ist.



272 V. NOLLAU

Satz 1. Es seien A ein Operator vom Typ (M) und A* (0 £ a £ 1) die a-te
Potenz von A. Dann gilt:

a) Das Spektrum o(A®) liegt im Sektor {z: ]arg z[ Soaws}?) (=7 —
— Arc tan (1/M)).
b) Fiir alle z' € {z : |arg z| > ma} ist
sinma 0 pX(A + )"t dp
. Jo u2* — 2zu*cos ma + 2

R(z'; A7) =
Dieses Integral konvergiert in der gleichmdfigen Operatorentopologie.
¢) Die Operatoren A*(0 £ o < 1) sind ebenfalls vom Typ (M).

Satz 2. Es sei A ein Operator vom Typ (M). Dann gelten fiir 0 < o, B < 1 die
Beziehungen

(P,) AAP = A" 0La+p=1)
und
(P,) (4% = 4%,

Die Bezichungen (P,) und (P,) sind bisher nur teilweise oder in Spezialfillen
bekannt. Ist A ein maximal accretiver Operator in einem Hilbertraum, so geben
Sz.-Nagy und Foias [5] (P,) und (P,) an. Fiir stetig invertierbare Operatoren vom
Typ (M) zeigen Krasnoselskij und Sobolevskij [3] (P;) und (P,), wihrend Balakrish-
nan [1] die Beziechung A*A’x = A**x (0 <a+ B <1; 0 <o, B) fir xed(4?)
beweist.

Wir bemerken noch, daB (P,) eine unmittelbare Konsequenz der in Satz 1 ange-
gebenen Integraldarstellung der Resolvente R(— p; A%) (1 > 0) ist, wie Watanabe [6]
in dem Spezialfall eines Operators A vom Typ (M, w) im Katoschen Sinne (vgl. [2])
zeigt.

Satz 3. Es sei A ein Operator vom Typ (M) Dann existiert zu einer beliebigen
natiirlichen Zahl n genau ein Operator B mit den Eigenschaften

B"= A4

und
o(B) ¢ {z : |arg z| < E} .
n

Der Operator B ist die (1/n)-te Potenz A*" im Sinne der obigen Definition.

Dieser Sachverhalt entspricht genau der Tatsache, dal es zu einer komplexen
Zahl z,, die nicht auf der negativen reellen Halbachse liegt, und jeder natiirlichen

2) Das Argument arg z einer komplexen Zahl z sei stets so definiert, dal —n < argz ==
ist, und es gelte arg 0 = 0.
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Zahl genau eine Losung der Gleichung z" = z, gibt, die der Bedingung larg z| < n/n
genugt.

Die Aussage des Satzes 3 stellt im Spezialfall eines maximal dissipativen Opera-
tors in einem Hilbertraum eine Verschirfung des von Langer [4] angegebenen Satzes
iber die eindeutige Losbarkeit der Operatorengleichung B" = A dar.
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