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UBER DIE REALISIERUNG VON BOOLE-ALGEBREN
ALS BOOLE-ALGEBREN REGULAR OFFENER MENGEN

J. FLACHSMEYER

Greifswald

Seit den grundlegenden STONEschen Arbeiten [12] und [13] hat sich die Theorie
der Boole-Algebren zu einem weitverzweigten Gebiet der modernen Mathematik
entwickelt. (Vgl. hierzu den Ergebnisbericht von SIKORSKI [11]). Ausgangspunkt fiir
die Verflechtung der Theorie der Boole-Algebren mit der Topologie und Funktional-
analysis war der bekannte Stonesche Darstellungssatz. Nach diesem Satz gibt es zu
jeder Boole-Algebra B bis auf Homdomorphie genau einen nulldimensionalen kom-
pakten Hausdorffschen Raum M(B), so dass die abstrakte Boole-Algebra B dem
Mengenkérper der offen-abgeschlossenen Mengen von M(B) isomorph ist. Der
eindeutig bestimmte kompakte nulldimensionale Hausdorffsche Raum M(B) heisst
der Stonesche Darstellungsraum von B. Zufolge des Darstellungssatzes nehmen also
die Mengenkdrper der offen-abgeschlossenen Mengen von nulldimensionalen (kom-
pakten) Hasudorffschen Rédumen eine Schliisselstellung in der gesamten Theorie der
Boole-Algebren ein. Ausser diesen in der Topologie auftauchenden interessanten
Boole-Algebren gibt es noch andere von der Topologie her ausgezeichnete Boole-
Algebren. Wir meinen hier die Boole- Algebren Ry(X) der regulir offenen Mengen von
topologischen Rdumen X. Die Grundtatsachen iiber diese Algebren entnehme man
aus BIRKHOFF [1] bzw. SIKORskI [11]. Die Bedeutung von Ry(X) fiir die allgemeine
Theorie der Boole-Algebren geht beispielsweise aus der Tatsache hervor, dass fiir
einen nulldimensionalen Raum X R,(X) die Dedekind-MacNeillesche Vervollstindi-
gung der Boole-Algebra der offenabgeschlossenen Mengen von X ist (vgl. [11], S.
119). Die Bedeutung der Algebren R,(X) fiir die Topologie selbst wird in den Unter-
suchungen von GLEASON [7] und dem Verfasser [2], [5] und [6] dargelegt. Wir
wollen uns hier mit einem von G. BIRKHOFF stammenden Problem und einigen
verwandten Fragen iiber die Boole-Algebren R,(X) befassen. In dem Problem 82 [1]
hat BIRKHOFF nach notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir eine abstrakte
Boole-Algebra B gefragt, so dass B isomorph zur Boole-Algebra Ry(X) fiir einen
gewissen metrisierbaren Raum ist. In unserer Arbeit [3] haben wir diesem Problem
schon eine rein topologische Version an die Seite gestellt'). Wir kehren nun wieder zur
urspriinglichen Fassung des Problems zuriick.

1) Inzwischen gab V. I. Ponomarev [14] eine Losung dieser topologischen Version des
Birkhoffschen Problems.
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Definition. B sei eine Boole-Algebra. Unter dem Dichtigkeitsgrad d(B) von B
verstehen wir die kleinste Machtigkeit einer in B dichten Teilmenge

d(B) = inf card (D) | D dichtin B .

Dabei heisst bekanntlich D in B dicht, wenn es zu jedem be B mit b = Oeinde D
mit d + 0 gibt, so dass

d<b gil

Die Boole-Algebren B, fiir welche d(B) < X, besteht, sind unter der Bezeichnung
separable Boole-Algebren hinreichend geldufig.
Unter dem Zellularititsgrad z(B) von B verstehen wir die folgende Kardinalzahl

z(B) = sup card (S) ] (S=B fir x,yeS mit x =%y giltstets x A y=0).

Bemerkung. 1. Die Definition des Dichtigkeitsgrades stellt eine unmittelbare
Nachbildung der entsprechenden Definition der separablen Boole-Algebren dar. Der
Begriff des Zellularitdtsgrades ist von D. Kurepa eingefiihrt worden. (Der Hinweis auf
Kurepa findet sich in [10], wo der Zellularititsgrad fiir das System der offenen
Mengen eines topologischen Raumes ausgesprobhen wird.)

2. Offensichtlich gilt fiir jede Boole-Algebra B
z(B) < d(B).
Fiir separable Boole-Algebren B ist stets

z(B) = d(B),

ebenso fiir atomare Boole-Algebren. Es gibt aber auch Boole-Algebren B mit Z(B) <
< d(B) (Siche die Folgerungen aus Satz 1). Unser erstes Ergebnis lautet nun wie folgt.

Satz 1. B sei eine Boole-Algebra. Ldsst sich B als Boole-Algebra der reguldr
offenen Mengen eines metrisierbaren Raumes X realisieren, d. h. gibt es einen
metrisierbaren Raum X derart, dass B zu Ry(X) isomorph ist, so bestehen fiir B
die folgenden Bedingungen

1) B ist vollstdndig,
2) Der Zellularititsgrad von B und der Dichtigkeitsgrad von B stimmen
iiberein,

2(B) = d(B).

Der Beweis stiitzt sich auf den folgenden Hilfssatz, der eine unmittelbare Verall-
gemeinerung des separablen Falles ist (vgl. MARCZEWSKI [9]).

Hilfssatz 1. Fiir einen metrisierbaren Raum X sind die folgenden Bedingungen
dquivalent.
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(1) X besitzt eine offene Basis B von der Mdchtigkeit < m.

(2) X besitzt eine dichte Teilmenge D von der Mdchtigkeit < m.

(3) Jedes System @ von offenen Mengen, die paarweise disjunkt sind, hat eine
Madchtigkeit < m.

Beweis. ¢ bezeichne eine Metrik auf X, die die gegebene Topologie erzeugt.
Wir koénnen uns auf die Situation m = N, beschriinken! Die Implikation (1) = (2)
ist nach dem Auswahlaxiom klar. Die Umkehrung (2) = (1) ergibt sich wie folgt.
Es sei D eine dichte Teilmenge von X mit card D < m. Dann bildet das System B =
= {K;(x) | x € D, ne N}, das aus allen offenen Kugeln um die Punkte x € D mit
Radien 1/n besteht, eine offene Basis der Méchtigkeit < m. Die Implikation (2) = (3)
ist wiederum klar. Die Umkehrung (3) = (2) erschliesst man wie folgt. Zu jeder natiirli-
chen Zahl n € N gibt es nach dem Zornschen Lemma ein maximales System von offe-
nen Kugeln des Radius 1/n, die paarweise disjunkt sind. &, sei fiir jedes ne N ein
solches maximales System

S, = {Kyu(x)) | iel, Ky(x;) nKy(x;) =0 fir i,jel, mit i+ j}.
Nach Voraussetzung ist card (€,) < m. Die Menge
D:=U{x;|iel}|(neN)

ist dann dicht in X, denn auf Grund der Maximalitdt von &, iberschneidet fiir einen
beliebigen Punkt x € X die Kugel K ,,(x) ein Ky ,,(x,). Fiir D besteht ausserdem die
Beziehung card (D) < m.

Beweisdes Satzes 1. Es sei fiir die Boole-Algebra B ein metrisierbarer Raum X
vorhanden, so dass B als Ry(X) realisiert wird: B = Ry(X). Bei einem beliebigen
topologischen Raum X ist Ry(X) stets vollstdndig, also ist die Vollstindigkeit von B
zur Realisierung notwendig. Jedes disjunkte System & aus offenen Mengen des
Realisierungsraumes X hat offensichtlich eine Machtigkeit §Z(B), weil ndmlich die
reguldr offenen Mengen eine Basis des metrisierbaren Raumes X bilden. Nach dem
Hilfssatz besitzt der Raum X dann eine Basis B der Michtigkeit < z(B). Das System
B, := {Int B l B e B} liegt dicht in der Boole-Algebra R,(X). Wegen card B, <
< z(B) erhalten wir d(B) < z(B). Damit ist also d(B) = z(B) erkannt (vgl. Bemer-
kung 2).

Folgerungen.

1. Die Dedekind-MacNeillesche Vervollstindigung einer freien Boole-Algebra
mit m freien Erzeugenden ist beim > N, nicht als Boole-Algebra Ry(X) der reguldr
offenen Mengen eines metrisierbaren Raumes X realisierbar.

2. B sei eine Massalgebra, d. h. B ist eine o-vollstindige Boole-Algebra, die
ein strikt positives o-additives beschrdnktes Mass trdgt. B ist dann und nur dann als
Boole-Algebra der reguldr offenen Mengen eines metrisierbaren Raumes realisier-
bar, wenn B atomar ist.
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Beweis. 1. B sei eine freie Boole-Algebra mit m freien Erzeugenden. Der
Darstellungsraum ist dann das verallgemeinerte Cantorsche Diskontinuum D™ (vgl.

SikorskI [11]). Die Dedekind-MacNeillesche Vervollstindigung B von B ist also
isomorph zu Ry(D™). Der Zellularititsgrad z(B) und der Zellularitdtsgrad z(B)

stimmen iiberein, denn B liegt in B dicht. Von z(B) ist bekannt, dass er gleich N,
betrigt. Nach Marczewski [9] ist ndmlich jedes disjunkte System offener Mengen
von D™ hochstens abzihlbar. Der Dichtigkeit von B ist hingegen gleich m. Zur
Bestitigung dieser Behauptung betrachten wir eine Menge M der Michtigkeit m.
Dann besteht D™ aus den Abbildungen y : M — {0, 1}. Die Mengen der folgenden
Gestalt bilden eine offene Basis in D™:

|E,F| = {x: M~ {0,1}, x(x)=0 fir xeE, x(x)=1 fir xeF}, EF

endliche disjunkte Mengen in M. Diese ]E, F l sind stets offen-abgeschlossen in D™, sie
gehoren damit zum Mengenkorper der B als die Boole-Algebra B(D™) der offen-
abgeschlossenen Mengen von D™ realisiert.

D = {|E, F| | E, F endliche disjunkte Teilmengen von M} ist dicht in B(D™).
Jedes dichte Teilsystem & von D hat eine Méchtigkeit m, denn sonst gibt es sicher
eine endliche nicht leere Menge E, = M, die bei allen [E, F| e & jeweils zu dem E
fremd ist. Dann liegt aber kein lE, F| € € unterhalb von [E, 0|. Das widerspricht der

Dichtigkeit von &. Folglich gilt d(B) = m, und daher auch d(B) = m. Nach Satz 1

kann deshalb B bei m > N, nicht als Ry(X) mit metrisierbaren X realisiert werden.

2. Die Massalgebra B sei als Ry(X) fiir ein gewisses metrisierbares X realisierbar.
Weil fiir eine Massalgebra stets z(B) < N, gilt, ist nach Satz 1 die Massalgebra B
separabel. Nach dem Satz 2.4. unserer Arbeit [4] fallt die Ordnungstopologie in B
metrisierbar aus. Zum anderen ist nach dem Satz 2.1. [4] die Ordnunsgtopologie einer
separablen Algebra nur bei Atomaritdt der Algebra Hausdorffsch. Demnach muss
die Massalgebra B atomar sein. Auf andere Weise haben schon Horn und Tarski
[8, Theorem 3.8] erschlossen, dass jede separable Massalgebra atomar ist. Wenn
jetzt umgekehrt die Massalgebra B atomar ist, so ist sie als vollstindig atomare
Algebra zu einem Potenzmengenkdrper isomorph, und zwar zu exp (N). Damit ist B
als Ry(N) des diskret metrisierten Raumes der natiirlichen Zahlen erkannt.

Fiir atomare Boole-Algebren B sind die im Satz 1 genannten Bedingungen (1)
und (2) fiir die Realisierung als Ry(X) bei passendem metrisierbaren X hinreichend,
wie die Schlussweise im letzten Teil des vorstehenden Beweises zeigt. Mit unserem
néchsten Satz geben wir noch einen weiteren, weniger trivialen Fall an, wo die Be-
dingungen hinreichend sind.

Satz 2. Jede separable vollstindige Boole-Algebra ist als Boole-Algebra Ry(X)
der reguldr offenen Mengen eines gewissen metrisierbaren nulldimensionalen kom-
pakten Raumes realisierbar.

Wir beweisen allgemeiner den
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Satz 2. Zu jeder vollstindigen Boole-Algebra B vom Dichtigkeitsgrad m gibt
es einen kompakten nulldimensionalen Hausdorffschen Raum X vom Gewicht m,
so dass B zur Boole-Algebra Ry(X) der reguldr offenen Mengen von X isomorph ist.

Beweis. Wir betrachten den Stoneschen Darstellungsraum M(B) von B. Dieser
Raum ist infolge der Vollstindigkeit von B extremal zusammenhangslos, d. h. die
abgeschlossene Hiille jeder offenen Mengen ist auch wieder offen. Daraus erhdlt man
leicht, dass B gerade als Ro(M(B)) realisiert ist. M(B) hat im allgemeinen noch nicht
das Gewicht m. Wir konstruieren aus M(B) einen gewiinschten Raum X auf folgende
Weise. D sei ein dichtes System von Ry(M(B)) mit der Méchtigkeit m (= N,). Ferner
sei

A={4|AeD oder M(B)— AeD}.

Mittels A konstruieren wir eine Aquivalenzrelation R auf M(B), indem xRy genau
dann gelten soll, wenn x und y sich nicht durch das System 2 trennen lassen. Einzel-
heiten entnehme man hierzu aus den Beweisausfithrungen zum Satz 2 unserer Arbeit
[5]. Es ergibt sich — wie dort gezeigt wurde — ein nulldimensionaler kompakter
Hausdorffscher Raum X als Quotientenraum M(B)/R, wobei das Gewicht von X =
= M(B)/R hochstens gleich m ist. Die kanonische Abbildung ¢ : M(B) — X ist
iiberdies offensichtlich irreduzibel in dem Sinne, dass keine echte abgeschlossene
Teilmenge von M(B) durch ¢ auf ganz X abgebildet wird. Gemiss des Lemmas 2
unserer Arbeit [3] bewirkt die Abbildung ¢ einen Isomorphismus der Boole-Algebra
R,(M(B)) der regulir abgeschlossenen Mengen von M(B) auf die Boole-Algebra R,(X)
der reguldr abgeschlossenen Mengen von X. Damit sind Ro(M(B)) und Ry(X) iso-
morph. Dann muss das Gewicht von X notwendig gleich m sein, weil gewiss eine
dichte Menge in Ry(X) von der Michtigkeit des Gewichtes des Raumes X existiert.

Bemerkung. Einen anderen Beweis des Satzes 2" konnte man unter Benutzung
des Sikorskischen Fortsetzungssatzes von Homomorphismen [11, §33] fiihren.
Dazu geht man von einer dichten Menge D der Méchtigkeit m in B aus. B, sei die
von D erzeugte Teilalgebra in B. Der Darstellungsraum M(B,) hat bei m > ¥, ein
Gewicht m. Nach dem Sikorskischen Fortsetzungssatz erhdlt man B =~ R,(M(B,)).
Unser Beweis spielt sich mehr im topologischen Bereich ab. Mit den in [2] durchge-
fithrten Untersuchungen, die Verschirfungen der Untersuchungen von [7] darstellen,
stehen topologische Sitze zur Verfiigung, die auch den Sikorskischen Satz zu folgern
gestatten.

Eine unmittelbare Anwendung des Satzes 2 fiihrt uns zu dem bekannten von
TARSKI mitgeteilten Ergebnis (siche [11, S. 120]).

Alle separablen vollstindigen atomlosen Boole-Algebren sind zueinander
isomorph.

Beweis. Es seien B, und B, zwei separable vollstindig atomlose Boole-
Algebren. Sie lassen sich nach Satz 2 als Ry(X) und Ro(Y) mit kompakten metrisier-
baren nulldimensionalen Rdumen X und Yrealisiren. X und Ykonnen keine isolierten
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Punkte enthalten, weil sonst Atome in B, bzw. B, vorhanden wiren. Nach dem
bekannten topologischen Charakterisierungssatz des klassischen Cantorschen Diskon-
tinuums sind X und Y zu dem Cantorschen Diskontinuum D™ hom&omorph. Also
sind Ry(X) und R,(Y) isomorph!

Eine weitere Anwendung des Satzes 2 fithrt auf den

Satz 3. Die Boole-Algebra RO(DR") der reguldr offenen Mengen des Cantor-
schen Diskontinuums, d. h. die bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte separable
vollstindige atomlose Algebra, ist eine universelle separable Boole-Algebra,
indem ndmlich jede separable Boole-Algebra B einer Teilalgebra von Ry(D™°)
isomorph ist.

Beweis. Zu der gegebenen separablen Algebra B betrachten wir den Stoneschen
Darstellungsraum M(B). Ry(M(B)) ist ebenfalls separabel, diese Algebra lisst sich
nach Satz 2 als Ry(X) realisieren, wobei es sich bei X nun einen kompakten null-
dimensionalen metrisierbaren Raum handelt. Nach einem Satz von Alexandroff gibt
es eine stetige Abbildung ¢ : D™ — X des Cantorschen Diskontinuums D™ auf X.
Dann gibt es auch eine stetige Abbildung des zu D™ gehdrenden Projektivraumes D™
auf den zu X gehorenden Projektiviaum X ¢ : D¥° — X (vgl. [2] bzw. [7]). Durch
die Zuordnung B — ¢~ !(B), Be Ry(X), wird die Algebra Ro(X) die zu Ry(X)
isomorph ist, isomorph in die Algebra Ry(D™) die zu Ro(D™) isomorph ist, ein-
gebettet. Damit ist auch B einer Teilalgebra von Ry(D™°) isomorph.

Bemerkung. 1. Der Beweis der vorstehenden Aussage hitte ebenfalls ganz
innerhalb der Theorie der abstrakten Boole-Algebren unter Verwendung des Sikor-
skischen Fortsetzungssatzes abgehandelt werden kénnen.

2. Ausser der im Satz 3 als universell erkannten separablen Boole-Algebra
RO(D“") gibt es noch eine andere separable universelle Algebra, und zwar haben Horn
und Tarski [8] von der Algebra exp (N) die Universalitit gezeigt. exp (N) ist im
Gegensatz zu Ry(D™°) eine atomare Algebra. Die Universalitdt von exp (N) kénnen
wir auch aus Satz 3 und weiteren topologischen Theoremen erschliessen. Es gibt
namlich eine stetige Abbildung der Stone-Cech-Erweiterung SN auf D°. Daraus
folgt mit entsprechender Schlussweise wie im Beweis zu Satz 3, dass Ry(D™°) einer
Teilalgebra von R,(BN) isomorph ist. Ro(SN) wiederum ist zu exp (N) isomorph.
Zufolge der Universalitit von Ry(D™°) ist auch exp (N) universell. Obgleich beide
Algebren R,(D™) und exp (N) separabel sind, enthalten sie dennoch Teilalgebren,
die nicht separabel sind. Diese Tatsache wurde fiir exp (N) schon von Horn und
Tarski bewiesen.

Die topologische Seite diese Sachverhaltes finden wir in dem folgenden

Hilfssatz 2. ¢ bezeichne die Mdchtigkeit des Kontinuums. Dann gibt es eine
stetige Abbildung ¢ : BN — D der Stone-Cech-Erweiterung des diskreten Rau-
mes N der natiirlichen Zahlen auf das verallgemeinerte Cantorsche Diskontinuums
vom Gewicht c.
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Der Beweis des Hilfssatzes stiitzt sich auf die Fortsetzungseigenschaften stetiger
Abbildungen hinsichtlich der Stone-Cech-Erweiterung und die Tatsache, dass D°
eine abzihlbare dichte Teilmenge enthilt (vgl. [9]). Im Beweis zur Folgerung 1 des
Satzes 1 war schon ausgefithrt worden, dass die Boole-Algebra B(Dc) der offen-
abgeschlossenen Mengen von D° einen Dichtigkeitsgrad ¢ hat. Folglich ist die freie
Boole-Algebra mit ¢ vielen Erzeugenden als eine nicht separable Teilalgebra in exp (N)
und auch in Ry(D"°) enthalten.
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