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NORMALE ZAHLEN UND BAIRESCHE KATEGORIEN 
VON MENGEN 

T. SALÄT 

Bratislava 

Jede reelle Zahl x kann man, wie bekannt durch ihre g-adische Entwicklung 
(g ist ganz, g > 1) 

x = c0(x) + £ % ) 
n = l g" 

eindeutig ausdrücken; dabei sind die ck(x) (k = 0, 1, 2, ...) ganze Zahlen (sogenannte 
Ziffern von x), 0 g cfc(x) < g (k = 1, 2, 3, ...) und für unendlich viele fc ist ck(x) < 
< g — 1. Man bezeichne mit N„(r, x), 0 ^ r ^ g — 1 die Anzahl des Auftretens 
der Zahl r in der endlichen Folge cx{x), c2(x), ..., cn(x). Die Zahl x nennt man eine 
g-adisch normale Zahl, wenn 

- _ _ ) = ! (,- = 0, l , . - , a - 1 ) l im 
w g 

ist. Nach einem klassischen Satz von E. Borel (siehe [ l ] S. 191) sind fast alfe reellen 
Zahlen g-adisch normal. 

Eine natürliche Verallgemeinerung der g-adischen Entwicklungen von reellen 
Zahlen sind die Cantorschen Reihen. Es sei {qk}k=i eine Folge von natürlichen 
Zahlen, qk > 1 (k = 1, 2, 3, . . . ) . Jede reelle Zahl kann man, wie bekannt durch ihre 
Cantorsche Reihe 

x = e0(x) + £ _ _ M _ 
& = i qtq2 . . . qk 

eindeutig ausdrücken; dabei sind die ek(x) (k = 0, 1,2,...) ganze Zahlen, 0 ^ sk(x) < 
< Qk (k = -5 2, 3, ...) und für unendlich viele k ist eh(x) < qk— 1. Die Grundlagen 
der metrischen Theorie der Cantorschen Reihen wurden von A. Renyi und P. Erdös 
ausgearbeit (siehe [2], [3], [4]). In diesen Arbeiten wird auch die folgende Verallge
meinerung des Satzes von E. Borel bewiesen. Man setze sn(r) = J^ ljqk. Die reelle 

k - n ,r < qk 

Zahl x nennt man normal in Bezug auf die Folge {qk}k=i> wenn für jede ganze Zahl 
r ^ 0, für welche lim sn(r) = + oo ist lim [(Nn(r, x))/(s„(r))] = 1 gilt; dabei bedeutet 

n-*oo n-»oo 

Nn(r, x) die Anzahl des Auftretens der Zahl r in der endlichen Folge ex(x), e2(x),... 
..., en(x). Das wichtigste Ergebnis der Arbeiten [2], [3] besagt, dass fast alle reellen 

00 

Zahlen in Bezug auf die Folge {qk}k=1 normal sind, wenn £ \\qk = + oo ist. 
/ c = i 
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Im Zusammenhang mit den erwähnten metrischen Ergebnissen ergibt sich die 
natürliche Frage über die Bairesche Kategorie der Menge Ng aller g-adisch normalen 
Zahlen und der Menge N(ql9 ql9 ..., qk9 ...) aller in Bezug auf die Folge {qk}™=if 

00 

Y, l/g/c = + °° normalen Zahlen im metrischen Raum El aller reellen Zahlen mit der 
k=i 

Euklidischen Metrik. 
Mit {an}n bezeichne man die Menge aller Häufungswerte der Folge {an}n=1. 

In der Arbeit [5] wird mit Hilfe einiger Ergebnisse über die Limitierbarkeit der 
Folgen von Nullen und Einsen bewiesen, dass im Falle g = 2 für alle x e- E1 bis auf 
eine Menge von erster Kategorie {Nn(r9 x)jn}„ = <0, 1> ist. Aus diesem Ergebnis 
folgt, dass die Menge N2 eine Menge von erster Kategorie in Et ist. Das Ergebnis von 
Golubov wurde in der Arbeit [6] verallgemeinert. Ausserdem wird in dieser Arbeit 
gezeigt, dass die Menge Ng eine G^-Menge in Ex ist. 

Im Zusammenhang mit dem erwähnten metrischen Ergebnis über die Cantor-
schen Reihen wird in der Arbeit [7] folgender Satz bewiesen: 

Es sei für ein r ^ 0 lim s„(r) = + oo. Dann gilt für alle x e Ex bis auf eine 
n-»oo 

Menge von erster Kategorie 

(1) < 0 , m a x ( 2 , r + l ) > C p ^ V . 

oo 

Wenn £ ljqk = +oo, dann folgt aus dem erwähnten Satz, dass die Menge 
k=i 

N(qt, q2,..., qk, ...) eine Menge von erster Baireschen Kategorie in Ex ist. Mit 
Hilfe geeigneter Beispiele von Folgen {qk}k=i kann man zeigen, dass die Zahl 
max (2, r + 1) auf der linken Seite von (1) im allgemeinen durch keine grössere 
Zahl ersetzt werden kann. In der Arbeit [7] wird auch bewiesen, dass die Menge 

oo 

N(qi9 q2, ..., qk9 . . .),]£ l\qk = + oo eine G^-Menge in Ex ist. 
k = i 
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