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METHODES TOPOLOGIQUES DANS LA THEORIE
DES SURFACES DE RIEMANN

C. ANDREIAN-CAZACU

Bucarest

La théorie des fonctions analytiques a été a la fois une des plus puissantes sources
et un des plus beaux champs d’application de la topologie. L’oeuvre mathématique
de mon maitre, le Prof. S. StoiLow y apporta une contribution décisive: Outre la
solution des problemes fondamentaux: la caractérisation topologique des fonctions
analytiques et du recouvrement riemannien, [ 1], S. Stoilow a ouvert une nouvelle voie
de recherche en définissant exclusivement a 1’aide de leurs propriétés topologiques
deux importantes classes de surfaces de Riemann de recouvrement: les surfaces avec la
propriété d’Iversen [2] et les surfaces normalement exhaustibles [3].

Soit X une surface bi-dimensionnelle (variété a base dénombrable) orientable.
Une transformation intérieure f d’une variété bi-dimensionnelle ¥ dans X engendre un
recouvrement riemannien, que nous allons désigner par Z?. Ce recouvrement est total
au sens de S. Stoilow, [1], si & toute suite de points P, € V convergeant vers la fron-
tiére idéale de V' (c’est-a-dire sans point d’accumulation dans V) correspond une suite
de points f(P,) = p, € Z, qui converge vers la frontiére idéale de X. Les surfaces nor-
malement exhaustibles Z‘; sont caractérisées par I’existence d’une suite de domaines
d’exhaustion V, < V, satisfaisant aux conditions habituelles et de plus, tels que chaque
V recouvre totalement sa projection f(V;) = X. Cette classe de surfaces de Riemann
constitue une généralisation directe des surfaces closes, chaque V, ayant le méme
nombre finit de points sur tout point de f(¥}) et la ramification donnée par la formule
de Hurwitz. Quelque soit k, la frontiére I',, de ¥}, qui est formée par un nombre fini de
courbes de Jordan, se projette sur la frontiére y, de f(V;), qui consiste aussi d’un
nombre fini de courbes de Jordan.

Dans le but d’étendre la formule de Hurwitz, ce qui lui a permis de mettre en
évidence le contenu topologique de quelques théorémes de la théorie des fonctions,
[1], S. Stoilow a défini le recouvrement partiellement régulier de Z par V selon f par
les conditions suivantes:

(B;) Toute suite de points P, € V, qui tend vers la frontiére de V se projette dans
une suite de points p, € X, qui tend vers la frontiére de ¥ ou vers un nombre fini de
courbes de Jordan y, deux a deux disjointes, chacune séparant deux domaines dis-
joints de ¥ — .

(B,) La pré-image f ~'(y) est 'ensemble nul ou un ensemble compact dans V.
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Dans quelques travaux antérieurs [4]—[7] jai établi différentes propriétés des
surfaces normalement exhaustibles et j’ai défini et étudié les surfaces partiellement
régulierement exhaustibles Z;, qui admettent une exhaustion par domaines V,,
recouvrant partiellement régulicrement X par rapport & un nombre fini de courbes de

Jordan y, deux a deux disjointes. Parmi ces surfaces se trouvent les surfaces de
L. I. VoLkovyskr [8] et de T. Kuroba [9].

Dans cette comunication nous allons introduire de nouvelles classes de surfaces
de Riemann, définies seulement par des propriétés topologiques de I’exhaustion.
Nous allons inclure ainsi dans cette classification les surfaces données par les proprié-
tés de leurs points de ramification de KoBAYASHI, AHLFORS et L. J. VOLKOVYSKI
[8] ou par I'arbre topologique de R. NEVANLINNA, E. ULLRICH, H. WITTICH et A. A.
GOLDBERG [10]—[12].

Une généralisation tout a fait naturelle des surfaces partiellement réguliérement
exhaustibles s’obtient si I’on renonce a I’hypothése (B,) ci-dessus et si 'on suppose
a chaque étape de I’exhaustion que 7y, consiste d’'un nombre fini de courbes de Jordan
deux a deux disjointes et d’'un nombre fini d’arcs de Jordan. Je désignerai par la lettre P
(du mot polyédrique) les surfaces exhaustibles par une suite de domaines polyédri-
ques V, dont la frontiére I', se projette sur y,.

Puisque toute surface de Riemann admet une exhaustion par des domaines V,
limités par un nombre fini de courbes de Jordan analytiques et qu’une telle exhaustion
remplit les conditions énumerées plus haut, toute surface pourrait &tre congue
comme une surface P. Pourtant, 'intéret de ce point de vue ressort dés que I’on
ajoute des hypotheéses supplémentaires sur les ensembles y,. De cette maniére on peut
approfondir les surfaces a ramification réguliére au sens de Kobayashi, Nevanlinna et
d’autres.

Les classes de surfaces A, W, A que nous définirons dans ce qui suit, ont leur
origine dans les travaux de L. I. Volkovyski [8]. Nous rénoncerons désormais a
I’hypothése que ’exhaustion considérée de la surface V soit réalisée par des domaines
polyédriques et nous considérons des exhaustions par des surfaces bordées V,, caracté-
risées par certaines propriétés simples du recouvrement Zy".

Les surfaces 4 admettent une exhaustion par une suite de surfaces V, < V,
a connexion finie, dont la frontiére relative I', se compose d’un nombre fini de courbes
ou d’arcs de Jordan quise projettent sur un nombre fini de courbes de Jordan, deux
a deux disjointes y,; chaque arc de I', recouvre comme une spirale a une infinité de
feuilles une des courbes de y,; de plus, chaque surface V, contient un nombre fini de
points de ramification, tous algébriques, projetés dans X — y,.

Les surfaces W différent des surfaces 4, en ce qui concerne ’hypothése relative
a la ramification: toute surface ¥, contient un nombre fini de points de ramifications
algébriques ou logarithmiques. Les surfaces A sont les surfaces W ayant un nombre
fini de ramifications algébriques.

Evidemment, 4 = W, mais en méme temps on peut etablir 'inclusion contraire
A o W. En effet, si Z‘f’ est une surface de classe Wet V, une surface d’exhaustion ayant



C. ANDREIAN-CAZACU 61

L, ramifications logarithmiques projetées dans les points pyy, ..., Py, nous entourons
ces points par voisinages v;, suffisament petits et extrairons de V} les pré-images non-
compactes de ces voisinages, qui forment des voisinages des ramifications logarithmi-
ques de V,. La surface V; obtenu a les propriétés des surfaces d’exhaustion 4, donc
Ey"'e A. Par conséquent E; € A, puisqu’on peut former une suite d’exhaustion de V' du
type A.

De méme nous considérons les surfaces a exhaustion formée par des V, qui re-
couvrent sans frontiére chacun des domaines de 2 — y,, ou bien des V, tels que Z;“ ait
la propriété d’Iversen [2] ou de Blaschke [13] sur les domaines de ¥ — y, ou toute
autre propriété de recouvrement. On pourra aussi supposer que y, soit un ensemble
fini de courbes et d’arcs de Jordan.

A chaque surface de Riemann exhaustible d’une maniére quelconque nous atta-
cherons (comme nous I’avons fait dans le cas partiellement régulierement exhaustible
[6]) plusieursensemble fermés: & — I'ensemble des points pe X, pour lesquels il existe
des suites n, de nombres naturels et des suites p,, de points de y,,, tel que p = lim p,, ;

k— o
A/ — P’ensemble des points pe X, qui sont limite de points p, de y,: p = lim p,;
k- o0

of — ladhérence de I’ensemble des valeurs asymptotiques de la transformation f;
2R, respectivement % -- I’ensemble des limites des suites des projections des rami-
fications algébriques, respectivement logarithmiques de X¥.

Evidemment, Z > & > .# > & > 0 pour lessurfaces P ou A, chaque inclusion
pouvant &tre stricte ou non.

En supposant & + Z, nous pouvons établir facilement des propriétés de recou-
vrement parmi lesquelles nous citons:

Si 2% € P, les domaines maxima [1] d’un domaine compact 4 = £ — & recou-
vrent 4 totalement. Et si 4 est une région de X' — & chaque composante connexe de sa
pré-image en V engendre un recouvrement normalement exhaustible de 4.

SiXiedet peX — (o U(M N R)), il existeun voisinage fermé dont tous les
domaines maxima sont normaux.

I résulte de ces propositions des relations avec les propriétés LBI, LBI,, LI. Si &/
est un ensemble de capacité logarithmique nulle, 2'} est de classe Bl; si &, .4 ou & est
un ensemble totalement discontinu, X% est de classe I, [6].

La formule de Hurwitz-Stoilow, que nous avons étendue aux recouvrements
engendrés par des domaines polyédriques quelconques a frontiere formée par des
courbes analytiques, constitue un instrument utile dans I’étude de la ramification des
surfaces envisagées ci-dessus [14]. En effet, cette formule s’applique directement dans
le cas de V, compact, et autrement, en effectuant une exhaustion convenable de V,. On
obtient ainsi des théorémes des disques. A titre d’exemple je me bornerai d’indiquer
que les surfaces A,,, simplement connexes de L. I. Volkovyski [8] peuvent avoir au
plus 3 disques completement ramifiés.

Les résultats concernant la ramification des surfaces permettent de préciser les
critéres du type. En effet, pour certaines surfaces P, A ou Won peut étendre les métho-
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des d’Ahlfors, Kobayashi et Volkovyski [8], en établissant des conditions d’apparte-
nance a la classe de surfaces O,.

Les méthodes métrico-topologiques qui ont permis a Ahlfors de construire sa
célebre théorie des surfaces régulierement exhaustibles [ 15] peuvent étre utilisées pour
approfondir les propriétés des surfaces de recouvrement considérées ici. D’un c6té on
peut établir des critéres pour que ces surfaces soient régulierement exhaustibles, de
P’autre on peut introduire des conditions métriques sur les courbes 7, et en déduire des
résultats relatifs aux surfaces Z;. En supposant, par exemple, que X soit la sphére
et y, descercles dont le rayon tend vers zéro avec 1/k, on obtient les surfaces a points
de ramification qui se rapprochent de L. I. Volkovyski [8].

Un autre cas important se présente quand les courbes y, forment une exhaustion
de Z — &. Lorsque X — & se réduit a un seul domaine, ce cas généralise celui consi-
déré par T. KURODA [9].

Dans I’exposé sommaire que j’ai fait, je me suis bornée a définir et indiquer des
propriétés des classes P, A, W etc. dont I'intérét réside dans le grand nombre de sur-
faces de Riemann qui y sont contenues et qui sont traitées ainsi d’un point de vue
unitaire.

A coté de fructueuses recherches de G. T. WHYBURN [16], M. MORSE et M. HEINS
[17], et de celles plus récentes de F. D. GaHov, Iu. M. Krikunov, T. M. Koro-
MITZEVA, I. M. MEL'NIK et A. 1. PovoLoTtzki (voir la bibliographie dans [18], [19]),
les résultats et les problémes soulevés par I’introduction de ces classes de surfaces, qui
ont leur origine dans I'oeuvre de S. Stoilow, montrent une fois de plus la puissance et
I'importance des méthodes topologiques dans la théorie des fonctions analytiques.
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