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ФАКТОРИЗАЦИЯ И Н.ШОНИЖЕШШ ОСЦИЛЛЯЦИИ НА ОКРУЖНОСТИ 

Анатолий Левин 

ЯрГУ, Ярославль, СССР 

Расснатривается обнхновенннй линейный дифференциальны* оператор 

^ ш ъп+р<шъ*-<+... +рп_<(+)Ъ +рла) (& = &) 
с локально суммируемыми коэффициентами р^ е Ясо ; черее г ?

ш
 обо-

аначается класс вещественных со-периодических функций. Как обычно, 

назовем I с (-оо)оо) промехуткон неосцилляции, если кахдое нетри­

виальное решение уравнения ^X=*0 имеет менее п нулей в I
 #
 Во­

просы, свяванные с неосцилляцией и распределением нулей решений, ши­

роко научались за последнее время в ряде стран, в тон числе; я в Че­

хословакии* После известиях работ О* Ворувкя ( об уравнениях второ­

го порядка ) втяни вопросами занимались М
#
 Грегуш, Ы. Швец, В. Шеда, 

Н. Гера, М, Раб, М. 3 лама л, Ф. Нойная; данный перечень нохно было 

бн продолжить* 

Согласно классической теорене Пойа ( частично восходящей к Фро-

бениусу и Пуанкаре ) дли фактор*еуемостм ^ на открнтон или замкну­

том промежутке I в виде 

^ =. (2>+к.н)(ъ+кп.^... (а+к<) а) 
с вещественными ( и достаточно гладкими на I ) необходимо и 

достаточно, чтобы X был промехуткон неосцилляции для ^ . Здесь со-

периодичности р± не требуется. В случае р^ё:Йш вовникает естест­

венный вопрос о факториэуеиости ( 1 ) с /г^ Кш ; такую фактори­

зацию назовем периодической или, что то хе, факторизацией ( вещест­

венной ) на окружности. 

Следующие три свойства, как внясяилось, эквивалентны: 

1) ^ вещественно факторизуен на окружности; 

%)(-оо}оо) есть пронехуток неосцилляции для ^ ; 

3) для уравнения ^X~0 все мультипликаторы у1^ положительны 

и каждому значению ул- отвечает ровно один ( с точностью до множи­

теля ) собственный вектор; притом, если базис -{е^} приводит мат­

рицу монодронии к жордановой форне и Х^(Ь) - решение уравнения 

^x=0, (Х1(о),...9х
{*~п(о))т=е1 (с=1,...,П) , то вронскианы 

ТлгКШ функций х1, Х 2
 ,..., Х^ не имеют нулей в С О, сю"] 

(К=1,...,П-1). 

Как известно, для %) достаточно, чтобы корни Х^(Ь) уравнения 

Х
П
1-»р

у
А^~* + .„ +Рп**° б ы л и П

Р
И в с е з с

 ^ вещественны и разделены 

константами. Условие 3), очевидно, допускает проверку с помощью ком­

пьютера ( за искдючениен граничных случаев, когда приближенные нето-
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ды непригодны )• Если оно выполнено, для получения (1) достаточно 

положить кс = тлГьч/Щ., " ^/.хлг. , 1~1,...>п (ХАГ0 ^=^). 

Отметим, что существуют операторы, не факторизуемые на окруж­

ности даже с комплексными /г̂  ( как и операторы, факторизуемые на 

окружности бесконечным числом способов )• Однако, если понимать фак­

торизацию в смысле Фробениуса, т.е. допускать наличие особенностей 

у Л̂ - , то любой оператор с со-периодическими коэффициентами факто-

ризуем на окружности. 

Вернемся к вещественному случаю и обозначим через $(2) число 

перемен внака функции ^ €/?<х, на периоде или, что то же, на окруж­

ности {0^5(^)4 оо ; 5^} четно, если $(^) < сх> ). Будем говорить, 

что оператор ̂  не понижает осцилляции на окружности, если 

5(^у) Ь $(и) 

для любой ( достаточно гладкой ) Ц 6 Кц, • В этом случае со -периоди­

ческое решение Х("Ь) уравнения ^x=-•-Р Гб/?^) > очевидно, не может 

осциллировать "сильнее", чем правая часть &((:) . 

Из факторизуемости на окружности легко следует непонижение ос­

цилляции на окружности ( т.к. последнее очевидно для операторов ви­

да 2) + 1ъ )• Обратное неверно. Именно, для того, чтобы ̂  не понижал 

осцилляции на окружности, достаточно, чтобы каждый интервал длины 

^~}со был промежутком неосцилляции для ̂  ( ясно, что это менее 

ограничительное требование, чем 2) )• При П = 2 имеет место и необ­

ходимость: оператор ^ == Ъ^+р^Ъ + Р% не понижает осцилляции на ок­

ружности в том и только том случае, если ни одно нетривиальное реше­

ние уравнения ^ X = 0 не имеет двух нулей на расстоянии меньшем, чем 

си • Выполнение последнего требования может быть проверено с помощью 

компьютера ( подробнее здесь на этом не останавливаемся ), а в ряде 

случаев также с помощью известных "коэффициентных" признаков - на­

пример, неравенства ( неулучшаемого характера ) 

i cu 

,+„ e * w ^ ± (f+= њ*{ojy, iifn =- S ifmidt). 
Для К > 2 автору неизвестны эффективные необходимые и доста­

точные условия непонижения осцилляции на окружности ( интересен, 

по-видимому, даже случай постоянных коэффициентов )• Неясно, в ка­

кой мере здесь может быть полезна связь с теорией нечетных ядер 

Келлога ( применительно к функции Грина периодической краевой задачи). 

Часть изложенных выше фактов приводилась ранее в Е±1. 
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