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Předmluva. 

Tato knížka je myšlena jako první úvod do integrálního 
počtu pro začátečníky, a to jako pokračování Kosslerova „Úvodu 
do počtu diferenciálního'' (Kruh, sv. 4, 1926). Předpokládáni 
ovšem znalost diferenciálního počtu v rozsahu asi Kósslerovy 
knížky, přes to však v kap. I opakuji některé věty z Kósslerovy 
knížky a připojuji k nim některé doplňky; tak zvláště dokazuji 
v 1. kap. větu o horní a dolní hranici, která v Kósslerově knížce 
není. V kap. II probírám Cauchy-Riemannovu teorii určitého 
integrálu, v kap. III teorii neurčitého integrálu, v kap. IV konečně 
integrály funkcí racionálních a některé jiné integrály, jež lze na 
integrály racionálních funkcí převésti. Z geometrických aplikací 
uvádím v kap. V jen dvě drobné ukázky. 

Neměl jsem v úmyslu podati nic více než co možná spolehlivý 
a při tom snadno srozumitelný výklad prvních počátků integrál-
ního počtu; proto jsem výběr látky velmi omezil. To jsem mohl 
učiniti tím spíše, že máme v české literatuře výborný a obšírný 
spis o integrálním počtu od prof. K. Petra (Počet integrální, 
2. vyd., 1931); doufám, že čtenář, který moji knížku prostuduje, 
bude si moci bez obtíží své vědomosti doplniti z Petrovy knihy. 
Vedle Cauchy-Riemannovy teorie určitého integrálu, na kterou 
jsem se omezil, existují ještě jiné novější teorie, z nichž teorie 
Lebesgueova je dnes již nepostradatelnou pro každého níatema-
tika, zabývajícího se analysí. Vzorná kniha prof. E. Čecha „Bo-
dové množiny, díl I " (1936), jež poskytuje čtenáři jasný přehled 
moderní nauky o funkcích, spočívající na množinovém základě, 
obsahuje ve své čtvrté kapitole obšírný výklad Lebesgueovy 
teorie integrálu. 

Podotýkám, že jsem se ve své knížce omezil zásadně jen na 
čísla reálná. Pouze v odst. 1 a 2 kapitoly IV, jež vlastně patří do 
algebry1) a ne do integrálního počtu, jsem připustil též čísla 
komplexní. Byl bych se sice i zde mohl komplexním číslům vy-

x) V těchto odstavcích jsem si také bez důkazu vypůjčil některé 
věty z algebry. 
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huouti, ale zvolený způsob se mně zdál pro začátečníka nejsnáze 
srozumitelným. -

Čtenáři, který se z této knížky po prvé učí integrálnímu 
počtu, doporučuji, aby současně se studiem knížky propočítal 
též všechna cvičení (prosím též čtenáře, aby nevynechával po-
známky pod čarou); cvičení jsou volena většinou jako bezpro-
střední aplikace vyložené látky.2) Pouze cvičení ke kap. II a cvi-
čení 20—23 ke kap. III jsou trochu jiného rázu, rozšiřujíce látku 
v knížce probranou: komu by t a t o cvičení dělala svojí obecností 
obtíže, učiní dobře, nebude-li se jimi při prvním čtení knížky 
příliš zdržovati a vrátí-li se k nim — a též ke kap. II — ještě 
jednou po prostudování celé knížky. Věty 1—68 jsou očíslovány 
jen pro lepší přehled. Čtenář je má ovšem všechny ovládati, ale 
tím není řečeno, že by se jim musil učit nazpamět: mnohé z nich 
jsou tak snadné (na př. většina vět z kap. I i II), že si je čtenář 
dovede vždy vybaviti, i když se jim nikdy neučil, jen když si 
je a jejich důkazy jednou v životě s porozuměním pročetl. 

Nebude-li tato knížka obsahovati příliš mnoho omylů, je to 
především zásluhou těch, kteří Četli můj rukopis nebo korek tur}' 
a jimž jsem zavázán díky za mnohé cenné podněty a rady; jsou 
to pp. prof. dr. J . Kaucký, doc. dr. VI. Knichal, prof. dr. VI. 
Kořínek, dr. K. Róssler a dr. St. Schwarz. 

Pp. dr. Knichal a dr. Schwarz pořídili rejstřík a slovníček, 
p. dr. Schwarz narýsoval obrazce. Jednotě čsl. matematiků 
a fysiků děkuji za přijetí této knížky do sbírky Kruh a tiskárně 
Prométheus za vzorné vytištění knížky. 

V Praze, v listopadu 1937. 

Vojtech Jarník, 

2) Cvičení, jež vyžadují více vtipu, najde čtenář v knize Petrove. 
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Vysvětlivky. 

Knížka je rozdělena na pět kapitol, číslovaných římskými 
číslicemi. Jednotlivé kapitoly jsou rozděleny na odstavce, číslo-
vané arabskými číslicemi. Věty jsou číslovány jednotně (věta 1 až 
08), s výjimkou vět A, B, C a A', B', C' na str. 22—23 a 24—25; 
to jsou speciální věty o „složených funkcích*kterých se užívá 
jen na jednom místě (ve větě 61, 62, 64). Číslování vět slouží jen 
k jednoduššímu citování; kde tento důvod odpadá, nejsou věty 
číslovány (tak hlavně v kap. IV, odst. 3—8, v kap. V a v závě-
rečné „Poznámce"). Vzorce (1), (2), . . . jsou číslovány v každé 
kapitole zvláště, propočítané příklady mají zvláštní číslování 
v každém odstavci. 

Knížka je myšlena jako pokračování knížky M. Kóss le ra 
„Úvod do počtu diferenciálního" (Kruh, sv. 4, 1926); tuto knížku 
cituji slovem „Kossler" a udáním stránky. Předpokládám ovšem, 
že čtenář ovládá látku, obsaženou v Kósslerově knížce. Přes to 
však opakuji v I. kap. některé věci z této knížky a připojuji k nim 
některé doplňky. Tato I. kap. má tedy charakter kapitoly pří-
pravné: integrálním počtem se zabývají kap. II—V. 

V celé knize mluvím jen o reálných číslech; slovo „číslo" značí 
tedy vždy reálné číslo, slova „všechna čísla" značí „všechna reálná 
čísla" atd. Jedinou výjimku tvoří odst. 1 a 2 v kap. IV, které se 
netýkají integrálního počtu, nýbrž jsou věnovány některým po-
můckám z algebry; v těchto dvou odstavcích (ale též jen v těchto 
dvou odst.) značí slovo „číslo" obecně číslo komplexní a předpo-
kládá-li se, že jde o číslo reálné, je tato okolnost vždy zvláště 
vytčena. 

V souhlase s Kósslerovou knížkou (Kossler 16) užívám často 
slova „bod" místo slova „reálné číslo". Je-li £ ¡>0 , nazývám 
číslo x nezáporným*, je-li x 0, nazývám číslo x nekladným. Pro 
zlomky užívám leckdy pro úsporu místa dělítka místo zlomkové 

čár v; tak píši někdy a : b místo nebo (a- + b) : (c -f- cř) místo 
b 

činím to však jen v nejjednodušších případech, kde tím 

netrpí přehlednost. Z téhož důvodu užíváme někdy šikmé 

zlomkové čáry, píši tedy a/b místo Jest ovšem a + 6 / c = 
= a + —. ale (a + b)/c = a ^ a p0CL 
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KAPITOLA I. 

Přehled některých vet z diferenciálního počtu. 

Tato úvodní kapitola obsahuje přehled některých vět, které 
v dalších kapitolách budeme potřebovati; většina těchto vět je 
obsažena v Kosslerově ,,Úvodu do počtu diferenciálního'4. Mimo to 
obsahuje tato kapitola též některé doplňky, které v Kosslerově 
knížce nejsou. 

1. Množiny, hlavně množiny číselné. Horní a dolní hranice. 
Slovem ..množina" (nebo též „množství") označujeme souhrn 
jakýchkoliv předmětů; jednotlivé předměty této množiny nazý-
vají se jejími „prvky" čili „elementy". Příklady: 1. Množina všech 
celých čísel kladných, menších než 10: tato množina se skládá 
z devíti prvků: tyto prvky jsou čísla 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 . — 
2. Množina všech čísel kladných, menších než 1: prvky jsou všechna 
čísla x, vyhovující vztahům 0 < x < 1. — 3. Množina všech bodů 
v rovině (opatřené dvěma pravoúhlými osami souřadnými x, y), 
jež leží uvnitř kružnice o poloměru jednotkovém, jež má střed 
v počátku: prvky této množiny jsou všechny body v rovině, jejichž 
souřadnice x9 y vyhovují nerovnosti x2 + ?/2 < 1. — 4. Množina 
všech trojúhelníků v rovině E: prvky jsou jednotlivé trojúhelníky, 
ležící v rovině li. 

Množiny, jež mají konečný počet prvků, nazývají se konečné; 
množiny, jež mají nekonečný počet prvků, nazývají se nekonečné. 
V předcházejících čtyřech příkladech byla první množina konečná, 
ostatní tři nekonečné.1) 

Množiny, jejichž prvky jsou reálná čísla, budeme nazývati 
množinami číselnými; a těmi se nyní budeme hlavně zabývati. 
Příklad}': 

J / j budiž množina všech celých kladných čísel. Prvky jsou 
tedy čísla 1, 2, 3, . . . 

*) Pro zjednodušení zavádíme též pojem „množina prázdná" 
— to je množina, jež neobsahuje vůbec žádný prvek. Na př. množina 
všech prvočísel, jež jsou větší než 7 a současně menší než 11, je 
množina prázdná (neboť mezi 7 a 11 neleží žádné prvočíslo). Množinu, 
jež není prázdná, nazýváme neprázdnou. V těchto elementárních 
úvahách nebudeme však pojem množiny prázdné potřebovati. 
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M2 budiž množina všech čísel rr, jež hoví nerovnostem-0 < 
< x < l . 

Mz budiž množina všech čísel celých záporných. Prvky jsou 
tedy čísla - 1 , - 2 , - 3 , . . . 

Mx budiž množina všech čísel záporných. Prvky jsou tedy 
všechna čísla x < 0. 

M5 budiž množina všech čísel celých. Prvky jsou tedv čísla 
0,1, — 1,2, — 2,3, — 3 , . . . 

M6 budiž množina všech reálných čísel. 
M1 budiž množina všech čísel x, jež hoví vztahům 0 x 1. 
M s budiž množina, jejíž prvky jsou čísla 1, ]/2y 3. 
Množina iU8 je konečná, ostatní jsou nekonečné. O číselné 

množině M říkáme, že je „shora ohraničena" (nebo též shora ome-
zena), existuje-li číslo K tak, že žádné číslo množiny M není větší 
než K 2) (t. j. splňuje-li každý prvek x množiny M vztah x < A"). 
Na př. množina M2 je shora ohraničena, protože žádné její číslo 
není větší než (třeba) 5; ba dokonce není větší než 1. Rovněž tak 
žádné číslo množiny M3 není větší než — 1, žádné číslo množiny M4 
není větší než 0 atd. Vidíme, že množiny M2, MZt J/4 , Mv M6 jsou 
shora ohraničeny, množiny M t, Jfcf5, ilf6 nejsou. Všimněme si ještě, 
že na př. mezi čísly množiny M1 je jedno ncjvětší, totiž číslo 1 
(obdobně u množiny číslo — 1, u množiny M s číslo 3); kdežto 
mezi čísly množiny M2 není největšího čísla (t. j. žádné číslo mno-
žiny M2 není nej větším číslem množiny M.z): obdobně je tomu 
u množin Mly M4, Mh1 il/e. 

Dokážeme nyní velmi důležitou větu, t. zv. vetu o horní hra-
nici. Je-li totiž M neprázdná množina shora ohraničená, existuje 
(podle definice) číslo K takové, že žádné číslo množiny M není 
větší než K. Dokážeme nyní, že mezi všemi čísly K, jež mají tuto 
vlastnost, existuje jedno, jež je z nich ze všech nejmenší, t. j. doká-
žeme tuto větu: 

YČta 1, Budiž M neprázdná množina číselná shora ohraničená. 
Potom existuje jedno a jen jedno číslo G, jez má tyto dvé vlastnosti: 

1. Žádné číslo množiny M není vetší než G.3) 
2) Můžeme také říci: číselná množina M je shora ohraničena, 

oxisťuje-li číslo Ly jež je větší, než všechna čísla množiny M. Neboť, 
je-li x < L pro každý prvek x množiny M, je tím spíše x L. Je-li 
za druhé x rg K pro každý prvek x množiny M, můžeme položiti 
třeba L = K -f 1 a potom bude x < L pro každý prvek x mno-
žiny M. Tento přechod od vztahu <1 ke vztahu < (a naopak) je 
tedy zcela samozřejmý a budu ho v dalším Často bez zvláštní při-
pomínky užívati. (Obdobně pro ¡> a > . ) 

3) T. j.: všechna čísla x množiny M splňují nerovnost x ^ (?„ 
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2. Je-li však G' jakékoliv číslo menší než O, jootom existuje 
v množině M aspoň jedno číslo, jež je v&tší než O'. 

Toto číslo G se nazývá horní hranicí množiny M (nebo též 
supremum množiny M). 

Důkaz. Budiž M neprázdná číselná množina shora ohrani-
čená. Dokážeme nejprve, že existuje aspoň jedno číslo G, jež má 
vlastnosti 1) a 2), uvedené ve větě 1. (Potom dokážeme, že nemůže 
existovati více než jedno takové číslo.) 

Ježto množina M je neprázdná, existuje aspoň jedno číslo 
jež patří do množiny M; ježto M je shora ohraničená, existuje 
aspoň jedno číslo L, jež je větší než všechna čísla množiny M (viz 
poznámku 2) pod čarou na str. 10). Čísla L pevně zvolím. Při-
řaďme nyní každému celému kladnému číslu n určité číslo 

~ (kde ln je celé číslo) 

tímto předpisem: 
Vezměme (při daném n) všechna čísla k : 2W, kde k probíhá 

všechna celá čísla, t. j. vezměme čísla 
2̂  ^ JL A JL 

' • 2M> 2n ' 2n> 2n> 2n> 2 n ' ' ' 

Mezi těmito čísly existuje jistě jedno — označme je kH : 2n — 
jež je větší než L\ rovněž existuje mezi těmito čísly jedno — 
označme je k'n : 2n — jež je menší než x0: je tedy 

k' k 
< x0 < L < a tedy k'H < kn. 

Číslo k'n : 2n není větší než všechna čísla množiny M (neboť je 
menší než x0), kdežto číslo kn : 2n je větší než všechna čísla mno-
žiny M (neboť je větší než L). Sestro jím-li tedy všechna čísla tvaru 
k : 2n, kde k probíhá rostouc po řadě všechna celá čísla od k'n do kn, 
tedy jistě mezi těmito čísly bude jedno poslední — označme je 
ln : 2n — které není větší než všechna čísla množiny M, kdežto 
číslo následující, t. j. číslo (ln + 1) : 2n, už je větší než všechna 
čísla množiny M. Tím jsme tedy každému celému kladnému 
číslu n přiřadili určité číslo ln : 2n; tak dostáváme pošloupnost 

A. J l Ji., . . m 
21' 22' 23' 

Tvrdím předně, že tato posloupnost je shora ohraničená (Kóss-
ler 22). 'Budiž totiž ln : 2n l ibovolný člen posloupnosti (1) : ježto 

11 



ln : 2n není větší než všechna čísla množiny M, existuje číslo x 
v množině M tak, že x^ln : 2n; ale jest x < L> takže každý člen 
posloupnosti (1) splňuje nerovnost ln : 2n < L. 

Za druhé tvrdím, že posloupnost (1) je neklesající, t. j. že je 
(Kossler 22) 

h ^ ^ h < < ^ < 
2 i = 22 = 23 = ' ' ' = 2M 2W+! = ' ' ' 

Uudiž totiž n libovolné celé kladné číslo. Podle definice čísla ln 
existuje číslo # množiny M tak, že x^> ln : 2n; podle definice čísla 
ln + i je číslo ( ř n +i+ i) : 2 n + 1 větší než všechna čísla množiny 
M, tedy též větší než x; tedy platí 

• 2ln<ln+1+l; (2) 

ježto l}Ultl+1 jsou čísla celá, plyne z (2) nerovnost 2ln^.ln+1 

a tedy 

— 2 n + 1 ' 

jak bylo dokázati. Posloupnost (1) je tedy neklesající a shora ohra-
ničená a má tedy limitu4), kterou označíme písmenem G\ dokážeme 
pak, že číslo G má požadované vlastnosti 1), 2). Jest totiž 

lim = G,a tedy též lim = lim | + lim ± = G. (3) 
«—>00 ** n—>oo n—><x) ^ n—>ao ^ 

Kdyby existovalo v množině M číslo xx větší než G, plynulo by 
z nerovnosti xl > G a z druhé rovnice (3), že by pro jisté vhodně 
zvolené n bylo x1 > (ln + 1) • 2n, což není možno, ježto číslo 
(ln + 1) : 2n je větší než všechna čísla množiny M. Číslo G má tedy 
vlastnost 1). Budiž za druhé G' libovolné číslo menší než G. Z ne-
rovnosti G' < G a z první rovnice (3) plyne, že pro vhodně zvolené 
n je Gf < ln : 2n. Ježto číslo ln : 2W není větší než všechna čísla 
množiny M, existuje v množině Jf aspoň jedno číslo x2 takové, 
že ln : 2n <1 x2 a tím spíše tedy G' < x2. Je-li tedy Gf jakékoliv 
číslo menší než G, existuje v množině M aspoň jedno číslo větší 
než G', t. j. číslo G má též vlastnost 2). 

Tím je dokázána existence čísla G} jež má vlastnosti 1) a 2). 
Dokážeme nyní, že takové číslo jest jen jedno. Čili dokážeme: 
žádné číslo Gv různé od G, nemůže míti vlastnosti 1) a 2). Neboť, 

*) Kóssler 22. 
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je-li předně Gx < G, použijeme toho, že číslo G má vlastnost 2): 
existuje tedy aspoň jedno číslo x v množině M, jež je větší než Gv 
a tedy číslo Gx nemá vlastnost 1). Je-li za druhé Gl > Gf použijeme 
toho, že G má vlastnost 1): žádné číslo množiny AI není větší 
než Gy ačkoliv číslo G je menší než tedy číslo nemá vlast-
nost 2). 

Tím je věta 1 úplně dokázána. 
Poznámka 1. Jestliže jedno z čísel číselné množiny AI je 

největším číslem množiny AI, je toto číslo (označme je horní 
hranicí množiny AI. Neboť číslo x0 má tyto vlastnosti: 1) Žádné 
číslo množiny AI není větší než x0. 2) Je-li G' libovolné číslo menší 
než xQ, potom existuje aspoň jedno číslo množiny Aí — totiž 
číslo x0 — jež je větší než G'. 

Jestliže však žádné číslo číselné množiny AI není největším 
Číslem množiny Aí, nemůže horní hranice množiny M byti číslem 
množiny M\ neboť je-li xx libovolné číslo množiny Aí. potom 
není xx největším číslem množiny M a tedy existuje v množině ;!/ 
číslo větší než xv takže číslo xx nemá vlastnost 1). 

Poznámka 2. Jestliže číslo K má tu vlastnost, že žádné číslo 
neprázdné číselné množiny AI není větší než K, potom horní hra-
nice G množiny ikf5) splňuje nerovnost G K. Neboť kdyby 
bylo K < G, nemělo by číslo G vlastnost 2), ježto žádné číslo mno-
žiny M není větší než K. 

Obdobně, jako jsme definovali číselné množiny shora ohrani-
čené, definujeme též množiny zdola ohraničené takto: číselná 
množina AI je zdola ohraničena (nebo též zdola omezena), existuje-li 
číslo K tak, že žádné číslo množiny M není menší než K. Platí pak 
věta zcela obdobná větě 1: 

Věta 2. Budiž M neprázdná množina číselná zdola ohraničená. 
Potom existuje jedno a jen jedno číslo g, jež má tyto dvé vlastnosti: 

1. Žádné číslo množiny M není menší než g. 
2. Je-li však g' jakékoliv číslo vetší než g, potom existuje v mno-

Žine AI alespoň jedno číslo, jež je menší než gf. 
Toto číslo g se nazývá dolní hranicí množiny M (nebo též infi-

mum množiny AI). 
Platí opět zcela analogické poznámky: jestliže mezi čísly 

číselné množiny AI je jedno nejmenší, je toto nejmenší číslo dolní 

6) Tato horní hranice existuje, ježto neprázdná číselná množi-
na AI je shora ohraničena. 
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hranicí množiny M. Není-li však žádné číslo množiny M nejmen-
ším číslem množiny M, nemůže dolní hranice množiny M patřiti 
k množině M. — Ma-li číslo K tu vlastnost, že žádné číslo ne-
prázdné číselné množiny M není menší než K, potom dolní hra-
nice g množiny M splňuje nerovnost g K. — Důkazy vynechá-
vám, ježto jsou zcela obdobné důkazům vět o horní hranici.6) 

Množina číselná, jež je ohraničena shora i zdola, nazývá se 
krátce množinou ohraničenou (nebo též omezenou). Neprázdná 
množina ohraničená M má ovšem horní hranici G i dolní hranici g 
a je zřejmě g<±G (neboť, vyberu-li z množiny M libovolné číslo x, 
je g xt G ¡> x). Rovnost G = g platí ovšem tehdy a jen tehdy, 
skládá-li se množina M z jediného čísla.7) 

Yčta 3. Číselná množina M je ohraničena tehdy a jen tehdy, 
existuje-li Číslo K tak, že všechna čísla x množiny M splňuji ne-
rovnost 

K.•) (4) 
Důkaz. 1. Platí-li nerovnost (4) pro všechna čísla x množi-

ny M, platí pro všechna tato x nerovnosti — K ^ x ^ K a tedy 
množina M je ohraničena (shora i zdola). 

2. Naopak, je-li množina M ohraničena, existují čísla Lv L2 
tak, že pro každé x množiny M platí L2. Položme K = 
— Max (L2, — Zrx),9) takže K^>L2, — K f ^ W * P r o každé x 

6) Věty o dolní hranici lze ostatně z vět o horní hranici odvoditi 
tímto jednoduchým obratem: budiž M neprázdná zdola ohraničená 
množina číselná. Z množiny M sestrojíme novou množinu N tím, 
že u každého čísla množiny M změním znamení (t. j. číslo x patří 
k množině N tehdy a jen tehdy, patří-li číslo — x k množině M). 
Množina N je pak zřejmě shora ohraničená a z vět o horní hranici, 
platných pro N t dostanu jednoduchou změnou znamení věty o dolní 
hranici pro množinu M. Podrobnosti tohoto přechodu jsou tak 
jasné, že je mohu přenechati čtenáři. Tohoto obratu se dá ostatně 
užiti i při mnoha obdobných případech. 

7) Neboť potom toto číslo je současně největším i nejmenším 
Číslem množiny M. Obsahuje-li však množina M aspoň dvě čísla, 
vyberme z ní dvě čísla xx < x2; potom je g <1 xx < x2 <L G, tedy 
g < G. 

8) Znamení ^ bychom ovšem v této větě mohli též nahradit i 
znamením < ; viz pozn. a) na str. 10. 

9) Je-li alf a2, konečná posloupnost reálných čísel (růz-
ných nebo stejných), značíme znakem Max (alf a2, . . ., an) největší 
a znakem Min (al9 a2t . . an) nejmenší z Čísel al9 a2, . . an . Na 
př.: Max (5,7, — 3,0) = 7, Min (5,7, — 3,0) = — 3, Max (5,5) = 
= Min (5,5) = 5. 
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množinv M platí nerovnosti — t . j. nerovnost 
K < 

Vraťme se ještě k příkladům Ml až M8. Množina Mx je ohra-
ničena zdola (dolní hranice je 1), ale ne shora. M2 je ohraničena 
(horní hranice je 1, dolní je 0). J f 3 , Jkf4 jsou shora, ale ne zdola 
ohraničeny. Horní hranice množiny Mz je — 1, u MA je horní 
hranice 0. Množiny JtfB, nejsou shora ani zdola ohraničeny. 
Množiny M7, M% jsou ohraničeny, horní a dolní hranice jsou u M1 
čísla 1, 0, u Ji/g čísla 3, 1. 

Zaveďme ještě zvláštní označení pro některé číselné mno-
žiny, které se budou v dalším stále vyskytovati, totiž pro t. zv. 
intervaly. Buďte a, b dvě čísla, a < b. Znakem (a, b) značíme 
množinu všech čísel x, pro něž jest a < x < b (název: otevřený 
interval). Znakem <a> 6) značíme množinu všech čísel xy pro 
něž jest a ^ x ^ b (název: uzavřený interval). Znakem <a, b) 
značíme množinu oněch čísel x> pro něž jest a x < b a zna-
kem (a, by značíme množinu oněch čísel x, pro něž jest a < x b. 
Čísla a, b nazýváme (ve všech těchto případech) „koncovými 
body" intervalu; čísla intervalu, jež nejsou koncovými body, 
nazýváme „vnitřními body" intervalu (to jsou tedy ona čísla 
x, pro něž jest a < x < 6.10) Vedle těchto t. z v. „konečných" 
intervalů11) zavádíme též t. zv. „nekonečné intervaly" takto: 
(a, oo) je množina všech čísel x > a\ (a, oo) je množina všech 
čísel x^> a; (— oo, b) je množina všech čísel x < b; (— oo, 6) 
je množina všech čísel x<Lb; (— oo, oo) je množina všech čísel 
(reálných) vůbec. Také nekonečné intervaly (a, oo), (— oo, 6), 
(— oo, oo) budeme nazývati otevřenými intervaly. Také o konco-
vých a vnitřních bodech mluvíme u nekonečných intervalů 
v obdobném smyslu, jako u konečných. Pamatujme, že podle 
podaných definic užíváme znaku 6) jen u konečných intervalů. 

2. Funkce ohraničené.12) Budiž f(x) funkce, definovaná 
v intervalu 6). Probíhá-li číslo x všechny hodnoty intervalu 

10) Definice je velmi názorná: interval o koncových bodech o, 6 
je prostě množina všech „bodů na úsečce o koncových bodech a, 6" ; 
při tom koncové body a , 6 k intervalu (a, b) nepatří, k intervalu (a, 6> 
patří; k intervalu <a, b) patří a, ale ne b; k intervalu (o, 6> patří 6, 
ale ne a. 

n ) Ovšem „konečný" interval je nekonečná množina Číselná; 
proto by snad bylo vhodnější, říkat i ohraničený (nebo omezený) 
interval, v souhlase s definicí ohraničené množiny. 

12) Místo názvů ohraničený, horní hranice, dolní hranice lze 
ovšem též zde užívati slov omezený, snpremum, infimum. 
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(a, by, probíhá hodnota f(x) jistou neprázdnou číselnou množi-
nu N. (Na př.: budiž f{x) = x2, a — 2, b = 3; probíhá-li x všechny 
hodnoty intervalu <2, 3>, probíhá f(x) právě všechny hodnoty 
intervalu <4, 9>; množina N je zde interval <(4, 9). Nebo: budiž 
j(x) = 0 pro racionální x, f(x) = 1 pro iracionální x\ a = o, 
6 = 8; probíhá-li a; interval <5, 8>, nabývá /(#) hodnot 0, 1 
a žádných jiných; množina N se zde skládá právě ze dvou čísel 0,1.) 
Je-li množina N shora ohraničena (viz odst. 1), říkáme, že 
funkce f(x) je shora ohraničena v intervalu (a, by. Podle definice 
množiny shora ohraničené můžeme tuto definici vyslovit i také 
takto: Funkce f(x) nazývá se shora ohraničenou v intervalu 
(a, by, existuje-li číslo K takové, že pro všechna x intervalu 
(a, by platí nerovnost f(x) <1 K. 

Je-li funkce f(x) shora ohraničena v (a, b), t. j. je-li mno-
žina N shora ohraničena, existuje podle věty 1 jedno a jen 
jedno číslo G, jež má tyto dvě vlastnosti: 1. žádné číslo mno-
žiny N není větší než G\ 2. je-li G' jakékoliv číslo menší než G, 
existuje aspoň jedno číslo množiny N, jež je větší než G'. Toto 
číslo G budeme nazývati horní hranicí funkce f(x) v intervalu 
(a, by. Uvážíme-li, že N je množina všech hodnot, kterých na-
bývá funkce /(#), když x probíhá všechny hodnoty intervalu 
(a, by, můžeme tento výsledek vyšlo viti též takto: 

Veta 4. Je-li funkce f(x) shora ohraničena v intervalu (a, 6), 
potom existuje jedno a jen jedno číslo G, jez má tyto vlastnosti: 

1. Pro všechna x intervalu (a, by je f(x) <1 G. 
2. Je-li však G' jakékoliv číslo menší nez G, potom existuje 

aspoň jedna hodnota x intervalu ( a , 6 ) taková, íe f(x) > G'. 
Toto číslo G nazývá se horní hranicí funkce f(x) v intervalu 

<a, by. 
Z poznámek 1 a 2 k větě 1 plynou pak ihned tyto poznámky: 
Poznámka 1. Jestliže mezi hodnotami, kterých nabývá 

funkce f(x), když x probíhá interval (a, by, jest jedna ze všech 
největší, je tato největší hodnota zároveň horní hranicí funkce 
f(x) v intervalu (a, by. 

Poznámka Existuje-li číslo K takové, že pro všechna o; 
intervalu (a, by je f(x) K, nemůže býti*horní hranice funkce 
f(x) v intervalu (a, by větší než K. 

Obdobně definujeme funkce zdola ohraničené takto: Funkce 
f(x) nazývá se zdola ohraničenou v intervalu (a, by, existuje-li 
číslo K takové, že pro všechna x intervalu (a, by je / ( # ) K . 
Stejně jako pro funkce shora ohraničené se dokáže: 
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Věta 5. Je-li funkce f(x) zdola ohraničena v intervalu (a, by, 
existuje jedno a jen jedno číslo g, jez má tyto vlastnosti: 

1. Pro všechna x intervalu (a, by je f(x) g. 
2. Je-li však g' jakékoliv číslo vetší než gf potom existuje 

aspoň jedno x intervalu (a, by takové, že f(x) < g'. 
Toto číslo g nazývá se dolní hranicí funkce f(x) v intervalu 

<«, by. 

Poznámka 1. Jestliže mezi hodnotami, kterých nabývá 
funkce f(x), když x probíhá interval (a, by, jest jedna ze všech 
nejmenší, je tato nejmenší hodnota zároveň dolní hranicí funkce 
f(x) v intervalu (a, by. 

Poznámka 2, Existuje-li číslo K takové, že pro všechna x 
intervalu (a, by je f(x) K, nemůže býti dolní hranice funkce 
f(x) v intervalu 6) menší než K. 

Funkci f(x), jež je v intervalu <a, by ohraničena shora i zdola, 
nazýváme krátce funkcí ohraničenou v intervalu (a, by. To tedy 
znamená, že množina N, o níž jsme mluvili na začátku tohoto 
odstavce, je ohraničena (shora i zdola); věta 3 dává pak ihned 
tento výsledek: 

Věta 6. Funkce f(x) je ohraničena v intervalu (a, by tehdy 
a jen tehdy, existuje-li číslo K takové, že pro všechna x intervalu 
(a, by platí nerovnost [ f(x) | <[ K. 

Poznámka. Nechť platí nerovnost | f(x) | <1 K pro všechna x 
intervalu (a, by; budiž G horní hranice a g dolní hranice funkce 
f(x) v intervalu (a, by. Pro všechna x intervalu <a, 6) jest 
— K f(x) <[ K. Podle poznámky 2 k větě 4 a 5 je — K <1 
< g < L G < ^ K , a tedy platí nerovnosti \ g \<LK, \G\<LK. 

Funkce f(x) ohraničená v (a, by má v tomto intervalu horní^ 
hranici G i dolní hranici g a jest ovšem g<LG. Znamení rovnosti 
platí tehdy a jen tehdy, nabývá-li funkce f(x) pro všechna x 
intervalu (a, by jen jediné hodnoty, t. j. 'je-li f(x) konstantní 
v intervalu (a, b). 

Uveďme ještě některé drobnosti, jichž budeme v dalším po-
třebovati. 

Věta 7. Budiž f(x) funkce ohraničená v (a, by; budiž G horní 
hranice, g dolní hranice funkce f(x) v (a, by. Je-li k číslo kladné, 
má funkce k f(x) v intervalu {a, b) horní hranici kG a dolní hranici 
kg; je-li k číslo záporné, má funkce kf(x) v intervalu <a, 6 ) dolní 
hranici kG a horní hranici kg. 

Jarník: Úvod do integrálního počtu. 2 17 



Důkaz. A) Budiž k > 0. Potom číslo kO má tyto vlastnosti: 
1. Pro všechna x intervalu (a, 6) je f(x) <1 G a tedy k f(x) <1 kG. 
2. Je-li O' libovolné číslo menší než kG, je G'\k < G a tedy exis-
tuje aspoň jedna hodnota x intervalu (a, by, pro kterou je f(x) > 
> G'\k a tedy k f(x) > G'. Tedy je k f(x) shora ohraničená 
v (a, by a číslo kG je její horní hranicí v intervalu (a, by. Pro 
dolní hranici je důkaz obdobný. 

B) Budiž k < 0. Potom číslo kG má tyto vlastnosti: 1. Pro 
všechna x intervalu (a, by je f(x) G a tedy k f(x) kG.lz) 
2. Je-li g' libovolné číslo větší než kG (t. j. g' > kG), je g jk < G 
(násobím záporným číslem l/k) a tedy existuje aspoň jedno 
číslo x intervalu (a, by, pro něž je f(x) > g'/k a tedy k f(x) < g . 
Funkce k f(x) je tedy zdola ohraničená v intervalu \a, b) a 
číslo kG je její dolní hranicí v intervalu (a, by. Pro horní hranici 
je důkaz obdobný. 

Věta 8. Budiž f(x) funkce ohraničená v intervalu (a, by; 
budiž <c, dy částečný interval intervalu (a, 6).14) Potom je funkce 
f{x) ohraničená též v intervalu (c, dy; značí-li G, g horní a dolní 
hranici funkce f(x) v intervalu (a, by a značí-li Gv gx horní a dolní 
hranici funkce f(x) v intervalu <(c, dy, je g ^ ^ <1 <1 G. 

Důkaz. Pro všechna x intervalu (a, by a tedy tím spíše pro 
všechna x intervalu (c, dy platí nerovnost f(x) G) tedy je funkce 
f(x) shora ohraničena v intervalu dy a podle poznámky 2 
k větě 4 nemůže býti Gl větší než G, t. j. je Gx <1 G. Důkaz pro 
dolní hranici je obdobný. 

Veta 9. Je-li funkce f(x) ohraničena v intervalu < a, b/ iv inter-
valu (b, c ) , je ohraničena též v intervalu (a, c>. 

Důkaz. (Viz větu 6.) Existují dvě čísla Kx, K2 tak, že pro 
všechna x intervalu <a, 6) je | f(x) | Kx a pro všechna x inter-

Valu <b, c) je | f(x) | K2. Položíme-li tedy K — Max (Kv K2), 
je nerovnost | f(x) | K splněna pro všechna x intervalu (a, c>. 

Yěta 10. Je-li f unkce f(x) ohraničena v intervalu (a, by 
a liší-li se funkce g(x) od funkce f(x) jen v konečném počtu bodu 
intervalu (a, by, jest i funkce g(x) ohraničena v intervalu (a, by. 

Důkaz. (Viz větu 6.) Existuje číslo K tak, že pro všechna x 
13) Násobím-li nerovnost A B záporným, číslem C\ musím 

obrátiti její smysl: je potom AC ^ BC. Obdobně, je-li A < B, 
C < 0, je AC > BG. 

14) Tím rozumím, že každý bod intervalu <c, d> patří k inter-
valu <a, by; to nastane tehdy a jen tehdy, je-li o c < d ^ 6. 

15) Z těchto nerovností je zřejmo, že je K ^ 0, L ^ 0. 
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intervalu <a, 6) je | f(x) | A. Buďte xv x2, . . xv ony body 
intervalu (a, 6), pro něž je g(x) =|= f(x). Položme 

Kx = Max (A, | g(xx) ( g(x2) [ | g(xp) |): 

potom zřejmě pro všechna x intervalu <ay 6) je j g(x) | <>_ A .̂ 
Věta 11. Jsou-li funkce f(x),g(x) ohraničeny v intervalu 

(a, b}3 jsou i funkce f(x) -f g(x)y f(x) — g(x), f(x) g(x) ohraničeny 
v intervalu (a, by. 

Důkaz. (Viz větu (>.) Existují dvě čísla A, L taková, žc pro 
všechna x intervalu <a, 6) je | f(x) | A, | g(x) | <1 L.15) Tedy 
pro všechna x intervalu (a, by je 

I f(x) ± g(x) | ^ | f(x) | + | g(x) \<L K -\r L, | f(x) g(x) | 
= I t(x) | . | g(x) | _< KL. 

3. Spojité funkce. Říkáme, že funkce f(x) má v bodě x0 
limitu, rovnou číslu A (znak lim f(x) — A), jestliže ke každému 

X̂ X0 
kladnému číslu e existuje kladné číslo d tak, že nerovnost 
| f(x) — A | < e je splněna pro všechny hodnoty x, pro něž 
platí nerovnosti 0 < j x — x0 | < d 16) (Kossler 54). Ílíkáme, že 
funkce f(x) .má v bodě x0 limitu zprava, rovnou číslu A (znak 
lim f(x) = A nebo lim f(x) = A)y jestliže ke každému číslu 

e > 0 existuje číslo d > 0 tak, že nerovnost | f(x) — A | < e 
je splněna pro všechny hodnoty xy pro něž platí nerovnosti 
x0 < x < x0 + d. Obdobná je definice limity zleya (znak 
lim f(x) nebo lim fix)), pouze nerovnosti xQ < x < x0 + d 

x-*x0— x->x0—0 
jsou nahrazeny nerovnostmi x0 — Ó < x < x0 (Kossler 50). 
Z definic plyne ihned 

Věta 12. Existuje-li lim f(x), existují i limity lim f(x), 
X-+XQ .T~*R0 ! 

l im f(x) a jest 

lim f(x) = lim f(x) = lim f(x). 

i- x-+x0— x->-r0 

Též naopak platí 
Věta 13. Existuji-li limity lim f(x)y lim f(x) a je-li 

16) Nerovnost | x — x0 | < ó znamená, že je x0 — ó < x < 
< Xq + <5; nerovnost | x — x0 | > 0 znamená, Že je x =f= a*0. 



l im f(x) = l im /(#) , existuje i l im j(x) a je l im /(a;) = 

= lim f(x) = lim f(x). 
X — — 

Důkaz. Budiž lim f(x) = lim/(;r) = J ; budiž ť libo-

volné kladné číslo. Podle definic limity zprava a zleva existují 
dvě kladná čísla <$l5 <52, které mají tuto vlastnost: nerovnost 
| f(x) — A | < e platí především pro všechna x, pro něž je 
x0 < x < x0 + dx a za druhé pro všechna x, pro něž je x0 — <52 < 
< x < x0. Položme ó = Min (ó1? d2), takže d > 0. Potom ne-
rovnost | f(x) — A | < s platí jednak pro všechna x, pro něž je 
x0 < x < x0 + jednak pro všechna x, pro něž je x0 — ó < 
< x < tedy celkem platí tato nerovnost pro všechna x, 
pro něž je 0 < | rc — xn | < ó (viz poslední poznámku pod čarou), 
takže je vskutku lim f(x) = A. 

x-+x0 

Definujme nyní spojitost funkce v bodě takto: Říkáme, že 
funkce f(x) je spojitá v bodě x0y jestliže platí lim f(x) — f(x0) 

x-+x0 

(Kossler 60). Podle definice limity můžeme definici spojitosti vy-
sloviti také takto: funkce f(x) je spojitá v bodě x0, jestliže ke 
každému číslu e > 0 existuje číslo d > 0 tak, že nerovnost 
| j(x) — f{x0) | < e platí pro všechna x, splňující nerovnosti 
0 < \x — *0| <á.17) 

Spojitost zprava a zleva definujeme takto: Funkce f(x) je 
spojitá zprava v bodě x0, je-li lim f(x) = f(x0); funkce f(x) je 

spojitá zleva v bodě x0, je-li lim f(x) = f(x0). Podle definice 

limity zprava a zleva můžeme tuto definici vyšlo viti též takto: 
Funkce f(x) je spojitá zprava v bodě x0, jestliže ke každému číslu x 
e > 0 existuje číslo d > 0 tak, že nerovnost | f(x) — f(x0) \ < e 
})latí pro všechna x, pro něž je < x < xQ -f- ó.18) Obdobně 

17) Místo nerovností 0 < | x —• x0 | < <5 můžeme zde psáti též 
nerovnost | x— x0 | < <5 (a to budeme také zpravidla činiti); neboť 
rozdíl je jen ten, že jednou nepřipouštíme a po druhé připouštíme 
hodnotu x = x0; ale pro x = x0 je f(x) — j(xQ) = f(xQ) — f{x0) — 0, 
takže podmínka | f(x) — f(x0) | < e je pro x = x0 jistě splněna — 
je tedy jedno, požadujeme-li či nepožadujeme-li splnění této pod-
mínky pro hodnotu x — xQ. 

18) Místo těchto nerovností můžeme (a většinou též budeme) 
psáti nerovnosti x0 <1 x < x0 -f- <5; viz předešlou poznámku pod 
čarou. 
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lze vyslovili definici spojitosti zleva, jen místo nerovností .r0 < 
< x < + d je třeba psáti nerovnosti a;0 — <5 < x < .r0 (nebo 
xQ — ó < x <1 ar0). 

Věta 14. Funkce f(x) je v bode xQ spojitá tehdy a jen tehdy, 
je-li v bode x0 spojitá zprava i zleva. 

Důkaz plyne přímo z definice: je-li 

l im f(x) - j(x0), (5) 

je podle věty 12 též 

l im f(x) — l im f(x) = f(xQ): ((>) 
«-•a-Q— x— 

naopak: platí-li (6), platí podle věty 13 též (5). 

* * 
* 

Je-li (a, b) otevřený interval (konečný nebo nekonečný), 
říkáme, že funkce f(x) je spojitá v intervalu (a, b), jestliže je spo-
jitá v každém bodě intervalu (a, b) (Kóssler 61). 

Je-li (a, b} uzavřený interval,19) říkáme, že funkce f(x) je 
spojitá v intervalu (a, 6), je-li funkce f(x) spojitá v otevřeném 
intervalu (a, 6)20) a mimo to spojitá zprava v bodě a a zleva 
v bodě 6. Rozdíl je tedy v tom, že pro spojitost v uzavřeném 
intervalu požadujeme ještě jednostrannou spojitost v koncových 
bodech. 

Pro funkci spojitou v uzavřeném intervalu platí tato základní 
věta: 

Veta 15. Je-li funkce f(x) spojitá v uzavřeném intervalu (a, by, 
pak mezi hodnotami, kterých f(x) tam nabývá, jest největší hodnota 
a nejmenší hodnota. (Kóssler 62.) 

To znamená tedy: v intervalu (a, by existuje aspoň jedna 
hodnota c taková, že hodnota f(c) je nej větší ze všech hodnot 
funkce f(x) v intervalu <a, 6); t. j. pro všechny hodnoty x inter-
valu <(a, by je f(x) <1 f(c). Obdobně pro nejmenší hodnotu. Z vě-
ty 15 bezprostředně plyne 

Věta 16. Funkce spojitá v uzavřeném intervalu (a9 by je ohra-
ničena v intervalu (a, by (Kóssler 64). 

19) Uzavřený interval je ovšem vždy konečný. 
20) t. j. spojitá v každém vnitřním bodě intervalu <a, b;. 
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Poznámka 1. Funkce f(x) je spojitá v intervalu <a, by tehdy 
a jen tehdy, má-li tuto vlastnost: 

IJe spojitá zprava v každém bodě x0, pro nějž platí a 
<1 x0 < b a jo spojitá zleva v každém bodě rr0, pro nějž 
platí a < x0 b. 

Vskutku, vlastnost (A) říká právě toto: funkce f(x) je spo-
jitá zprava v bodě a, spojitá zleva v bodě b a spojitá zprava 
i zleva v každém vnitřním bodě intervalu (a, by. Této podmínky 
(A) se leckdy užívá. 

Poznámka2.21) (0 s p o j i t o s t i t. z v. „s ložených funkcí" . ) 
Dosadíme-li do funkce f(x) za proměnnou x funkci cp(t) proměnné t, 
dostaneme funkci f(<p(t)) proměnné t. Odvodíme nyní tři věty, 
jež nám zodpovídají tuto otázku: co lze říci o spojitosti „složené" 
funkce f((p(t)), víme-li něco o spojitosti funkcí f(x) a 

Yřta A. Nechť funkce cp(t) je spojitá v bode tn a nechť funkce 
f(x) je spojitá v bode <p(tQ). Potom funkce f((p(t)) je spojitá v bodě t0. 

Důkaz. Položme pro zkrácení (p(t0) = x0. Budiž dáno libo-
volné kladné číslo e. Máme dokázati, že existuje číslo d > 0 
takové, že nerovnost 

l / W ) ) - / ( p ( « ) l < e (7) 
platí pro všechna pro něž je 11 —10 | < d. Především existuje 
číslo )/ > 0 takové, že nerovnost | f(x) — f(x0) | < e, t. j. 

\f(x)-f(<p(t0))\<e (8) 

platí pro všechna xf pro něž je | x — x0 | < čili | x — <p(t0) | < y. 
Ježto <p(t) je funkce spojitá v bodě ¿0, existuje k číslu rj číslo 
d > 0 tak, že nerovnost | <p(t) — <p(t0) | < rj platí pro všechna t, 
pro něž je | t — tQ | < ó. Pro tyto hodnoty t bude tedy splněna 
nerovnost (8), klademe-li do ní tp(ť) za x22); t. j. bude splněna 
nerovnost (7), jak bylo dokázati. 

Vřta B. Funkce <p(ť) budiž spojitá v otevřeném intervalu (oc, /S); 
funkce f(x) budiž spojitá v otevřeném intervalu (a, b)23); pro každé t 
intervalu {a, ¡3) nechť hodnota <p(t) leží v intervalu (a, 6). Potom 
funkce f{cp{t)) je spojitá v intervalu (<*, fi). 

21) Tuto poznámku budeme potřebovati až v kap. III , odst, 4 
a 5; proto ji čtenář může zatím — chce-li — přeskočiti. 

22) Neboť nerovnost | x — q>(t0) ] < i] je splněna, Jtlademe-li 
do ní (p(t) za x (je-li ovšem \t — 1 0 | < <5). 

23) Intervaly ('x, /?), (a, b) mohou býti konečné nebo nekonečné. 
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Důkaz. Budiž t0 libovolný bod intervalu (r\, ß). Číslo (f(t0) 
leží v intervalu {a, b): tedy funkce <p(t) je spojitá v bode t0 a funkce 
f(x) v bode <p(t0); tedy funkce f{(p(t)) je spojitá v bodě t0 (podle 
věty A), ěímž věta B dokázána, neboť /0 může být kterýkoliv 
bod intervalu ß). 

Obdobná věta platí pro uzavřené intervaly: 
Veta C. Funkce <p(t) budiž spojitá v uzavřeném intervalu 

;Vy, fi}; funkce f(x) budiž spojitá v uzavřeném intervalu (a, 6).24) 
Pro každé t intervalu (oc, ß} budiž a q (t) <1 b. Potom funkce 
f(q{t)) je spojitá v intervalu /?>. 

Důkaz. Definujme funkci \p(t) v intervalu (— oo, oo) takto: 
pro oc^t^ß budiž y)(t) = <p(t), pro t < oc budiž xp(ť) — <p{<x), 
pro i > ß budiž tp(t) = <p(ß). 

Funkce \p{ť) je zřejmě spojitá v intervalu (— oo, oo).25) 
Obdobně definujme funkci g(x) v intervalu (— 0 0 , 0 0 ) 

takto: pro a<i x<±b budiž g(x) = f(x), j)ro x < a budiž g(x) — 
r- f(a)> VT0 x > b budiž g(x) — f(b). Funkce g(x) je opět spojitá 
v intervalu (— 0 0 , 00) . Podle věty B (kde za interval (a, ß) i za 
interval (a, b) je třeba vzíti interval (— 00 , 00) ) je tedy funkce 
g(y>(t)) spojitá v intervalu (— 00 , 00) a tedy též v uzavřeném 
intervalu <[a, ß). Ale v pro je g(xp(t)) = f(<p(t)),2%) a tedy 
i funkce f{<p(t)) je spojitá v uzavřeném intervalu /?>. 

4. Derivace. Připomeňme si ještě definici derivace a větu 
o střední hodnotě. 

f(x 4- h) f(x ) 
Existuje-li limita lim — - —, nazývá se tato 

h-+Q h 
limita derivací funkce f(x) v bodě x0; znak f'(x0) (Kössler 69). 

. f(xa 4-h)—f(xQ) , , Existuj e-li limita zprava, lim — —, nazýva se tato 

limita derivací zprava funkce f(x) v bodě x0 (znak f+(x0)); 

24) Intervaly <a, /?>, <a, by jsou ovšem konečné. 
25) V bodě t = oc je totiž funkce y(t) především .spojitá zprava, 

neboť je tp(t) ~ <p(t) pro oc ^ t fi; za druhé je funkce ip(t) v bo-
dě t = oc též spojitá zleva, ježto pro t ^ oc je funkce xp(t) rovna kons-
tantě <p(oc). Obdobně je tomu pro t = ft; ostatní hodnoty t pak ne-
působí obtíží. 

26) J e totiž q>(t) = j)ro oc t <L p, f(x) = g(x) pro a <L x 6. 
Tedy: je-li oc ^L t <1 p, je (p(t) = tp(t) a tedy g(y(t)) = g(<p(t)); zároveň 
je a ^ <f(t) £b a tedy g(<p(t)) = f(q>(t)). 
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jíx -f- h) f(x ) 
exitítuje-li limita zleva, lim -— —, nazývá se tato 

h-> o— h 
limita derivací zleva funkce f(x) v bodě x0 (znak /' (^o))-

Yěta 17. Funkce f(x) má v bode x0 derivaci tehdy a jen tehdy, 
má-li v bodl x0 derivaci zprava f +(x0) i derivaci zleva f'—{xQ) a je-li 
nadto /'_(s0) = /'+(s0); potom je f'(x0) = /'—(ar0) = /'+(»<>)• 

Důkaz plyne okamžitě z vět 12 a 13, podle nichž limita 
nějaké funkce v nějakém bodě (zde tedy limita funkce proměnné h 

f f a + Q—fWL 
h 

v bodě h = 0) existuje tehdy a jen tehdy, existují-li v tom bodě 
limita zprava a zleva a jsou-li si rovny; jejich společná hodnota 
je pak hodnotou limity. 

Poznámka 1. Platí tato věta: Má-li funkce f(x)vbodě x0 deri-
vaci zprava, je v bodě x0 spojitá zprava; má-li v bodl x0 derivaci 
zleva, je v bodě xQ spojitá zleva. Důkaz: má-li funkce f(x) derivaci 

f í x 4- f(x ) 
zprava v bodě xQ) existuje limita zprava lim — - —— = 

h-> o+ h 
= f'+(x0); ježto pro h 4= 0 je 

,, , ,v ¡r v f(*o + h)—f(zo) , 
f(x0 + h) — f(x0) = - . A, 

je lim (f(x0+h) —f(x0)) = / ' + ( * o) .lim A = O,2') t. j. lim f(x0 + h) = 
h-* 0+ ¿->0+ ¿->0+ 

= /(#o) čili lim /(a) = f(x0), takže funkce /(#) je spojitá zprava 

v bodě x0. Důkaz pro spojitost zleva se vede obdobně. — Má-li 
funkce f(x) v bodě x0 derivaci, má ovšem v tomto bodě derivaci 
zprava i zleva, je tedy v bodě x0 spojitá zprava i zleva, t. j. je 
v tomto bodě spojitá. 

Poznámka 2.28) (O d e r i vován í „s ložených funkcí" . ) 
Z diferenciálního počtu znáte tuto větu (Kóssler 75): 

Yěta A'. Nechť funkce q)(t) má derivaci v určitém bodě t; nechť 
funkce f(x) má derivaci v příslušném bodě x = cp(ť). Potom funkce 
f(q>{t)) má v bodě t derivaci f'(<p(t)) <p'{t). 

27) Podle věty o limitě součinu, viz Kóssler 55; v Kósslerově 
knížce je sice míněna limita a nikoliv limita zprava; důkaz pro limitu 
zprava je však zcela obdobný důkazu pro limitu. 

28) Tuto poznámku budeme potřebovati až v kap. III , odst. 4 
a 5; proto ji čtenář může zatím — chce-li — přeskočiti. 

24 



Z v ě t y A ' plyne snadno tato 

Yëta 11'. Nechť funkce <p(t) má derivaci v intervalu (a,//)29); 
nechť funkce f(x) má derivaci v intervalu (a, 6); nechť jrro každé t 
intervalu (oc>(i) hodnota funkœ (p{t) leží v intervalu (a, b). Potom, 
funkce f(q){t)) má v intervalu (<*, fi) derivaci f'{<p{t)) <p'(t). 

D ů k a z . Je- l i ¿ j a k á k o l i v hodnota intervalu (a, ¡3), existuje 
derivace (p\ť) a hodnota x = (p(t) leží v intervalu (a, b), takže 
funkce f(x) má derivaci v bodě x = cp(t). Z věty A ' tedy plyne, 
že existuje v bodě t derivace funkce f((p(t))> rovná číslu f'((f>{t)) <p'(t). 

Pro uzavřené intervaly platí obdobná 

Veta C. Funkce <p(t) nechť má derivaci <p'(ť) v uzavřeném inter-
valu <«,/?>; při tom slovem „derivace" a znakem q>'(t) rozumím 
v bodě t = <x derivaci zprava a v bode t = /? derivaci zleva. Funkce 
f(x) nechť má derivaci f'{x) v uzavřeném intervalu (ci, b} ; při tom 
opět slovem „derivace" a znakem f'(x) rozumím v bodě x — a deri-
vaci zprava a v bodě x = b derivaci zleva. Pro každé t intervalu 

/?> nechť je a (p(t) <1 b. Potom funkce F(t)=f((p(t)) má v inter-
valu <<*,/?> derivaci F\ť) — f'(q?(t)) <p'(ť)\ při tom opět slovem 
,,derivace" a znakem F'(t) rozumím pro t = derivaci zprava 
a pro t = fí derivaci zleva.*0) 

D ů k a z . Definujme funkce rp(t), g(x) v intervalu (— oo, oo) 
takto : 

Pro oc<Lt<Lj3 budiž y(t) = <p(t); pro t < oc budiž y(t) =• 
= <p(<*)+(t—<*)?(*); pro t > p budiž V ( 0 = y ( j 8 ) + ( í — p)q>'{p). 

Pro a ^ x ^ b budiž g(x) = f(x); pro x < a budiž g(x) = 
= /(«) + (x — a)f'(a); pro x > b budiž g(x) = f(b) + (x — b) f'{b). 

Položme ještě G(t) = g(ip{t)); je-li oc<Lt<±f}, je yj{t) = <p(t) 
a současně a <p{t) <^ 6, tedy g{cp(t)) = f((p{t)), takže jest 

G(t) = g(y>(t)) = g(<p(t)) = f(<p(t)) = F(t). 

V intervalu (oc, /?> je tedy G(t) —- F(t). Podaří-li se nám tedy 
dokázati, že v intervalu /?> platí rovnice 

29) To ovšem znamená, že funkce <p(t) má derivaci v každém 
bodě intervalu (<x, fí); podobně v analogických případech. Intervaly 
(a, /?), (a, b) mohou býti ovšem i nekonečné. 

30) Pro zkrácení píši tedy <p'(<x), q>'((l), f'(a), /'(&), jT(*), F'(fl) 
místo <p'+(<x), <p'_JP), ť+(a)> ť—(*>)> F'+(*), F'_(P). U ostatních 
funkcí \p(t), g(x), Q(t), které se vyskytnou v důkazu, toto zkrácení 
nezavádím, takže na př. y>f(<x) bude znamenati derivaci funkce ip(t) 
v bodě oc a nikoliv derivaci zprava. 
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(9) 

bude tím veta dokázána; neboť potom bude F'(t) = G'(t) pro 
oc < t < fi a pro t = oc bude derivace zprava funkce F(t) rovna 
číslu Q' + (n) = G'(oc) = f'{<p{oc)) <p'(x) a obdobně pro i — /? bude 
derivace zleva funkce F(t) rovna číslu (?'__(£) = G'(fi) = /'(<ř>(/?))<p'(/3). 

Tvrdím nyní, že funkce ip(t) má derivaci v intervalu (— oo, oo) 
a že v intervalu (pc9 /?> je ip'(t) = <p'(t). Vskutku pro t < oc existuje 
y'(t) = rf\(x) a pro t > /? existuje = ?>'(/?), pro oc < t < f) 
je pak zřejmě ip'(t) = 

Zbývá vyšetřiti hodnoty t = oc, t = /?. Ježto pro oc^t^p 
je = ?>(*)> je ¥>'+(«) = ježto pro í ^ a je = <p(oc) + 
+ (t — <x)(p'(oc), je y)'—(oc) — (p'(a), tedy vskutku ip'{oc) = (p'(oc): 
obdobně se dokáže, že je ip'(fi) — <p'(/J). Tedy vskutku yj'(t) existuje 
v intervalu (— oo, oo) a v intervalu (a, j8> platí rovnice y)'(t) = 
= <p'(t). Obdobně se ukáže: g'(x) existuje v intervalu (— 0 0 , 0 0 ) 
a v intervalu (a, by platí rovnice g'(x) = f'(x). Ježto ip'(ť) i g'(x) 
existují v intervalu (— 00 , 0 0 ) , máme podle věty B' tento výsledek: 
pro každé ¿ j e 

G'(t) = g'(W(t))y>'(t). (10) 

Je-li však oc^t^p, je y)(t) = 9o(t), ip'(t) — <p'(t) a dále je 
ci <1 <p(t) <1 b, takže g'{y{t)) — f'(<p(t)); z rovnice (10) plyne tedy 

= = /'(?(<)) 9>'W, 

čímž rovnice (9) v intervalu je dokázána. 
Věta 18. (Věta o střední hodnotě, Kóssler 84.) Jestliže funkce 

f(x) je spojitá v uzavřeném intervalu (a, by a má derivaci v každém 
bodě otevřeného intervalu (a, b),31) potom existuje aspoň jedno 
čislo c tak, že platí 

a < c < b , f(b) — f(a) = (b — a) f'(c). 

Učiňme z této věty dva důsledky: 

Věta 19« Je-li funkce f(x) spojitá v uzavřeném intervalu (a, by 
a platí-li rovnice f'(x) — 0 v každém bodě otevřeného intervalu 
(a, b),n) je funkce f(x) konstantní v intervalu (a, by. 

Důkaz: Stačí dokázati: pro každé jčíslo t intervalu (a, by 
je f(t) = /(a). Ježto pro t = a je tato rovnice samozřejmá, stačí 

31) T. j. v každém vnitřním bodě intervalu <a, 6) . 
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předpokládati, že je a < i b. Na interval (a, t) můžeme užiti 
vety 18; existuje tedy číslo c tak, že je a < c < t (tedy i a < 
< c < b), f(t) — f(a) = (t — a) f'(c). Je však f'(c) = 0, a tedy 
vskutku /(í) == f(a). 

Věta 20. Má-li funkce f(x) derivaci rovnou nule v každém bode 
otevřeného32) intervalu (a, 6), je funkce f(x) konstantní v intervalu 
(a9b). 

Důkaz. Zvolme nějaké číslo d v intervalu (a, b)\ máme do-
kázat-i: je-li t libovolné číslo intervalu (a, b), je f(t) — f(d). Budiž 
tedy t libovolné číslo intervalu (a, b). Ježto žádné číslo intervalu 
(a, b) není ani jeho nejmenším ani jeho nej větším číslem, lze 
nalézti v otevřeném intervalu (a, b) dvě čísla a, P tak, že <x < 
< Min (/, d) Max (t, d) < /?. Funkce f(x) má derivaci (rovnou 
nule) nejenom ve vnitřních, nýbrž i v koncových bodech inter-
valu p} a je tedy v tomto uzavřeném intervalu spojitá.33) 
Můžeme tedy na interval (<xy /?) užiti věty 19 a dostáváme, že 
funkce f(x) je konstantní v intervalu fi}; ježto však tf d jsou 
dvě hodnoty z tohoto intervalu, je vskutku /(/.) = f(d). 

KAPITOLA II. 

Teorie určitého integrálu. 

1. Úvod. K pojmu určitého integrálu — jímž se budeme 
v následujících odstavcích zabývati — byli matematikové při-
vedeni — mimo jiné — také geometrickým problémem, totiž 
otázkou po plošné míře rovinných oborů. V elementární geometrii 
definuje se plošná velikost neboli obsah trojúhelníka (jako po-
lovina součinu základny a výšky) a dále plošná velikost neboli 
obsah oborů, jež se dají rozložiti na konečný počet trojúhelníků, 
t. j. plošná velikost mnohoúhelníků. Vzniká otázka, jakým způ-
sobem jest vhodno definovati obsah oborů obecnějších, jež nelze 
rozložiti na konečný počet trojúhelníků; vezměme jeden takový 
jednoduchý případ. 

Budiž dána funkce f(x), spojitá a kladná v intervalu <(a, by. 
»Sestrojme obor P (viz obr. la), ohraničený jednak osou xt jednak 
přímkami x = a a x = 6, jednak křivkou y = f(x). Jak defino-

3a) Konečného nebo nekonečného. 
33) Podle poznámky 1 na str. 24. 
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vat i obsah oboru P\ Zde se při-
rozeně nabízí tato myšlenka: roz-
dělme interval <a, b) na několik 
dílků „dělicími b o d y " xv xn—i 
(viz obr. l b nebo l c , kde jest n = ¿5; 
pro větší pohodlí píšeme a = xQ, 
b — xn, takže jest a ~ x0< x±< 
< x2< . . , < < xn = b)\ nad 
každým z těchto nintervalů<(xi_i, x£) 
(i = 1 , 2, . . n) jakožto základnou 
sestrojíme d v a obdélníky: obdélník 
Qi, jehož v ý š k a rovná se největší 
hodnotě funkce f(x) v intervalu 
<#¿—1, Xi]> (viz obr. lb ) a obdélník 
B{, jehož v ý š k a se rovná nejmenší 
hodnotě funkce f(x) v intervalu 
(xí— i, (viz obr. l c ) . 1 ) Označí-
me-li znakem M i nej větší hodnotu 
a znakem mi nejmenší hodnotu 
funkce f(x) v intervalu <^¿—1, x\), 
jest obsah obdélníka Qi roven 
číslu M i (Xi — Xi—1) a obsah obdél-
níka B i roven číslu mi (Xi — 1). 
Obdélníky Qv Q2, . . Qn tvoří 
j i s tý mnohoúhelník Q, „ o p s a n ý " 
oboru P (na obr. l b je šrafo-
ván); jeho obsah je roven číslu 

n 
2^i(Xi — Xi-l). (1) 
Í - l 

Obdobně obdélníky Bv B2. . . Bn 

tvoří j i s tý mnohoúhelník B, „ v e -
* p s a n ý " oboru P (na obr. l c je šrafo-

ván) ; jeho obsah je roven číslu 

(Xi — Xi-j) 
i = 1 

(2) 

x) Podle věty 15 jest mezi hodnotami, kterých funkce j(x) 
v intervalu nabývá, skutečně jedna nej větší a jedna 
nejmenší. 
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Když nyní počet dílků (na něž jsme rozdělili interval b}) 
necháme vzrůstati nade všechny meze, při čemž délky jednotli-
vých těchto dílků konvergují k nule, zdá se býti pravděpodobno, 
že obsah „opsaného" mnohoúhelníka Q (t. j. číslo (1)) i obsah 
„vepsaného" mnohoúhelníka R (t. j. číslo (2)) budou konvergo-
vat i k téže limitě a jest docela přirozeno, nazvati tuto společnou 
limitu ..obsahem oboru P". 

Ovšem dosud nevíme, existuje-li vskutku tato společná 
limita — to budeme musit teprve dokázati. Půjde nám tedy 
v dalším především o to, studovati součty (1) a (2) a hlavně o to, 
sledovati, co se s těmito součty děje, když délky jednotlivých 
dílků (t. j. čísla i) konvergují k nule. To je již otázka, 
kterou nikterak nemusíme vázati na geometrický problém, 
z něhož jsme vyšli. Bude pro nás důležito, abychom tuto otázku 
řešili co nejobecněji a zbavili se všech zbytečných omezení, ke 
kterým nás vedla původní geometrická formulace problému. 
Především je pro studium součtů (1) a (2) zbytečný předpoklad, 
že funkce /(x) je kladná; součty (1) a (2) můžeme sestroj i ti, 
i když funkce f(x) není stále kladná. Za druhé číslo Mjakožto 
největší hodnota funkce f(x) v intervalu Xi), je zároveň 
také horní hranicí funkce f(x) v intervalu X{>2) a obdobně 
číslo mi je dolní hranicí funkce f(x) v intervalu <#¿—1, Xi). Tato 
horní a dolní hranice existuje pro každou funkci /(#), ohrani-
čenou v intervalu 1, i když tato funkce není spojitá3); 
tedy i předpoklad spojitosti funkce f(x) je zbytečný a stačí, 
nahradíme-li jej předpokladem, že funkce f(x) je ohraničená 
v každém z intervalů <x0, x{), <3 ,̂ 

xn}, čili že 
je ohraničená v intervalu (a, 6). Proto o funkci f(x) nebudeme 
v dalším — aspoň prozatím — předpokládati nic jiného, nežli 
že jest ohraničená v intervalu (a, by a budeme svůj problém 
formulovati v plné obecnosti takto: 

Budiž f(x) funkce ohraničená v intervalu (a, by. Rozdělme 
interval (a, by na několik dílu dělicími body 

a = x0 < xx < x2 < . . . < < xn — b 

2) Viz poznámku 1 k větě 4. 
3) Tato horní hranice u nespojité funkce nemusí ovšem jíž býti 

nej větší hodnotou funkce. Příklad: definujme f{x) v intervalu <0, 1) 
takto: pro 0 <1 x < 1 budiž f(x) = x, pro x = 1 budiž^ /(1) = 0. 
Horní hranice funkce f(x) v intervalu <0, 1> je zřejmě číslo 1, ač 
funkce této hodnoty vůbec nenabývá. 
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a sestrojme součty 
n n 
2 Mi (Xi — Xi-i), 2 m< (Xi — )> 
i—1 t = l 

Avie Mi značí horní hranici a mi dolní hranici funkce f(x) v inter-
valu Xi) (i = 1 , 2 , . . . , n). 

Naším úkolem jest studovati tyto součty a hlavni vyšetřovali, 
co se s těmito součty děje, když jwcet dílku, na než jsme rozdělili 
interval (a, by, vzrůstá nade všechny meze, při čemž současně 
čísla xi — Xi—i konvergují k nule. 

Tím jest dán program; provedení tohoto programu jsou 
věnovány další odstavce této kapitoly.4) 

2. Součtová definice určitého integrálu. Budiž dán interval 
(a, b} a budiž dána funkce f(x), ohraničená v intervalu (a, by. 

Je- l i dáno celé kladné číslo n a je-li dáno n -f- 1 bodů5) 
a:0, xv x2, . . ., xn, jež splňují vztahy 

a = xQ < xx < x2 < . . . < xn—i < xn = b, (3) 

říkáme, že tyto body definují určité rozdělení intervalu (a, by. 
B o d y x0, xv . . ., xn budeme nazývat i dělicími body tohoto roz-
dělení; t y to body dělí interval (a, by na n částečných intervalů 

Toto rozdělení, definované dělicími body x0, xv . . ., x1u 

označme písmenem D.1) Označme znakem Axí délku ?-tého částeč-
ného intervalu i, Xi), t . j . položme A 

Xi —• Xi • Xi—i. 
Označme 

dále znakem M i horní hranici a znakem mi dolní hranici funkce 
4) Zdůrazňuji, že tento odstavec měl pouze informativní cha-

rakter; chtěl jsem zde čtenáři pouze ukázati, že otázka, jíž bude 
věnována tato kapitola, není nijak uměle sestrojena, nýbrž že jsme 
k ní vedeni zcela přirozeným způsobem. Pro logickou výstavbu teorie, 
jež bude podána v dalších odstavcích, je ovšem tento úvodní odstavec 
vlastně zbytečný. Proto přirozeně tento odstavec neobsahuje žád-
ných positivních výsledků a také při stylisaci tohoto odstavce jsem 
nekladl velkou váhu na obvyklé požadavky matematické přesnosti. 

5) Míním body na ose číselné, čili reálná čísla (Kóssler 16); 
této terminologie budeme často užívati. 

6) Nejjednodušší „rozdělení" intervalu <a, fe> dostaneme, vez-
meme-li n — 1; potom jest — a, xx — b; při tomto „rozdělení" 
máme ovšem jediný částečný interval <a?0, x±y = <a, 6>. 

7) Takových rozdělení intervalu <a, 6) je ovšem nekonečně 
mnoho: především můžeme zvoliti libovolně celé kladné číslo n 
a za druhé, když číslo n jest již zvoleno, "můžeme ještě zvoliti dělicí 
body x0, xVi. . ., xn libovolně, až na to, že musí vyhovovati podmín-
ce (3). Různá rozdělení budeme rozlišovati čárkami, indexy a pod. 
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j(x) v intervalu x, .r,:>.8) Danému rozdělení D přiřadíme nyní 
dvě čísla: číslo n 

S(D) = 2 Mi Ar i, 
t=l 

jež budeme nazývati horním součtem,, příslušným k rozděleni 1 
a číslo w 

¿-i 
jež budeme nazývati dolním součtem, příslušným k rozdělení 1). 
Tyto horní a dolní součty budeme nyní podrobně vyšetřovati.9) 

Pro každé i platí ovšem nerovnost tedy mi Axí < 
<1 MiAxt a sečteme-li od i = 1 do ~ rc, dostaneme nerovnost 
s(D) čili slovy: 

o 
I 1 1 1 H. 

ď 
I 1 1 1 1 1 1 1 ^ 

a-y. yt v, y5 y„ Ys Y* Y;d 

Obr. 2. 
Tvrzení A. Dolní součet, příslušný k rozdělení 1), je nejvýše 

roven hornímu součtu, příslušnému k témuž rozděleni. 
V dalším budeme však nuceni srovnávati též součty, příslušné 

ke dvěma různým rozdělením intervalu (a, b). 
Buďtež D,D' dvě rozdělení intervalu 6); budeme říkati, 

že rozdělení Df je zjemněním rozdělení D, jestliže každý dělicí 
bod rozdělení D je také dělicím bodem rozdělení D'. (Viz obr. 2, 
kde rozdělení D\ dané dělicími body y0, y v . . ?/7 je zjemněním 
rozdělení D, daného dělicími body x0, xv . . x4: zde jest x0 — ?/0, 
x1== yv x2 = yz, xz = x± — yv) Budiž nyní rozdělení J)\ dané 
dělicími body a = y0 < yx < . . . < ym—i < lha = vskutku 
zjemněním rozdělení D, daného dělicími body a = x0 < xt < . . . 
. . . < < xn = b. Označme znakem ili* horní hranici funkce 
f(x) v intervalu a znakem horní hranici funkce 
v intervalu (í/jfe—i, položme A Xi = a* — íTí—i, ?//,•—Uk-i; 
potom jest 

8) Funkce /(íc) jest v intervalu < s x i _ v xí> ohraničena podle 
věty 8. 

9) J e viděti, že postupujeme přesně podle programu, stanoveného 
v odst. 1. 
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n m 

= 2 Mi Ax{) = 2 ¿V*. 

Srovnejme tato dvě ěísla. Vezměme určitý interval (Xi—i, Xi}\ 
body X{—i, Xi jsou ovšem také dělicími body rozdělení Z)'; budiž 
třeba Xi—i = yr, Xi = y8 (jest ovšem r < s). Částečný interval 
(Xi—\,Xi) přispívá k součtu S(D) př íspěvkem 1 0) MíAxí, kdežto 

k součtu S(D') přispívá příspěvkem 2 M\Ayk. Je - l i 

r + 1 ^ k ^ s3 jest interval (yk—i, yk) částečným intervalem 
intervalu Xi) a tedy podle vě ty 8 jest M'k J í * . T e d y 
jest (viz p o z n á m k u 1 0 ) 

* 9 
2 M'k Ayk Mi 2 Ayk = Mi (y8 — yr) = 

= Mi (xí — 1) == i l f i 

J e tedy příspěvek, k terým interval (x í—i, x£) přispívá k součtu 
$(D'), ne jvýše roven příspěvku, k terým týž interval přispívá 
k součtu S(Ď). J e ž t o to platí pro každý částečný interval (xí— j, Xi), 
jest S(D')<^S(D); obdobně se dokáže nerovnost s(D') s(D). 
Dokázali jsme tedy toto 

Tvrzení 1$. Je-li rozdílení Dr zjemněním rozdílení D, jest 
8(D') £ S(D), s(D') ¡> s(D). 

Z tvrzení B učiníme ihned jeden důsledek: Budiž D 0 ono 
rozdělení intervalu <a , 6) , jež je def inováno dělicími body x0= a, 
xx = b. Zře jmě jest S(D0) = M(xx — x0) = M{b — a ) , s(D0) = 

10) Co tím rozumíme, je snad jasno. Budeme říkati, že interval 
n 

<íTf_X» •?$> přispívá k součtu 2 příspěvkem Mi Ax^ obse-
t i 

nčji, je-li p < q, budeme říkati, že interval xqy přispívá k součtu 
. n q 
2 M { Ax.příspěvkem= Mp + 1(xp + 1 — xp) -f Mp +2(xp +2 — 

1 i==3?+l 
— xp-l\) + • • • -f Mq(xq — xq___j). Učiňme ještě jednu poznámku, 

Q 
které často použijeme. Je-li p < q, je 2 = (xp +1 — xp) + 

i = p +1 
•f (sp + 2 — Xp + 1) + . . . + (XQ — xq_x) = xq — xp; specielně tedy 

n 
2 A^i = — rr0 = 6 — Geometrický význam těchto rovnic je 

i=1 
jasný: délka intervalu xq)> rovná se součtu délek intervalů 
Op, xp+l>> <xp+l> xp+ ' ' '» Xq 
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- m(b — a)y kde M značí horní hranici, m dolní hranici 
funkce f(x) v intervalu <a, 6). Ježto každé rozdělení intervalu 
/r, 6> je zřejmě zjemněním rozdělení D0 (ježto body a,b jsou 
dělicími body každého rozdělení intervalu <a, 6», jest podle 
tvrzení B součet S(D0) největší ze všech horních součtů, 
příslušných všem možným rozdělením intervalu <//, by11); 
obdobně součet s(D0) jest nejmenší ze všech dolních součtů. 
Dostáváme tedv tuto větu: 

* Věta 21. Je-li M horní hranice a m dolní hranice f unkce f(x) 
v intervalu (a, 6 ) , jest největší hodnota horního součtu rovna číslu 
M(b — a), nejmenší hodnota dolního součtu rovna číslu m(b — a). 
Je-li tedy D libovolné rozdělení intervalu (a, 6>, platí nerovnosti 
m(b — a) ^ s(D) £ S{D) £ M(b — a).12) 

o, 
• 1 1 1 • 

! I ! 
0t 

M 1 1 1 1 

o' 
H-i k-i -i—i i—i 1 

Obr. 3. 
Budtež nyní DV D2 dvě zcela libovolná rozdělení intervalu 

/a, BY. Označme znakem D' rozdělení, jež je zjemněním roz-
dělení DT a rovněž zjemněním rozdělení D2. (Takové zjemnění Z)' 
se dá snadno sestroj iti na př. tím, že za dělicí body rozdělení D' 
vezmeme jednak všechny dělicí body rozdělení DV jednak všechny 
dělicí bodv rozdělení D2; tak je to provedeno na obr. 3.) Podle 
tvrzení B"je S{DX) ¡> S(D'); podle tvrzení A je S(D') s(D'); 
jjodle tvrzení B je s(D') s(D2); odtud plyne £(2^) > s{D2). 
Platí tedv 

Tvrzení C. Jsou-li DV D2 dví libovolná rozdělení intervalu 
\a, by (totožná nebo navzájem různá), jest SIDJ ¡> s(D2). (Cili: 
každý dolní součet je nejvýše roven kterémukoliv hornímu 
součtu.) 

Každému rozdělení D intervalu <a, 6) přísluší určité číslo 
8(D); všechna čísla S(D), příslušná všem možným rozdělením 
intervalu 6), tvoří jistou množinu číselnou; označme ji zna-

11) To znamená, že žádný z horních součtů není větší než číslo 

12) Nerovnost s(D) ^ S(D) plyne z tvrzení A. 

Jarník: Úvod do počtu integrálního. 3 33 



kem SOt. Rovněž tak každému rozdělení D intervalu (a, b) pří-
sluší určité číslo s(D); všechna čísla s(D), příslušná všem mož-
ným rozdělením intervalu (a, 6), tvoří jistou množinu číselnou; 
označme ji znakem nt-

Čísla množiny (jinými slovy: horní součty S(D)) jsou 
podle věty 21 vesměs nejvýše rovna číslu M(b — a) a nejméně 
rovna číslu m(b — a); tedy množina SEJI je ohraničena, má tedy 
podle věty 1 a 2 horní a dolní hranici. Horní hranici snadno 
stanovíme: největší horní součet, čili největší číslo množiny 90Í, 
jest podle věty 21 číslo M(b — a); podle poznámky 1 k větě 1 
jest toto číslo horní hranicí množiny 90Í. Nás bude však zajímati 
hlavně dolní hranice množiny Tuto dolní hranici množiny 20? 

b 
(čili dolní hranici horních součtů) označíme znakem J f(x) da; 

a 
a budeme ji nazývat i horním integrálem funkce f(x) od a do b. 

Rovněž čísla množiny nt (jinými slovy: dolní součty $(D)) 
jsou podle věty 21 vesměs nejvýše rovna číslu M{b — a) a nej-
méně rovna číslu m(b — a)\ tedy množina m je ohraničena. Nej-
menší číslo (a tedy dolní hranice) množiny nt je podle věty 21 
číslo m(b — a). Nás bude však zajímati hlavně horní hranice 
množiny nt- Tuto horní hranici množiny m (čili horní hranici 

b 
dolních součtů) označíme znakemjf(x) dx a budeme ji nazývati 

a 
dolním integrálem funkce f(x) od a do b. 

Funkci f(x) nazýváme v obou případech (při horním i dolním 
integrálu) funkcí integrovanou nebo integrandem; čísla a, b 
nazýváme mezemi horního (dolního) integrálu, a sice číslo a 
nazýváme dolní mezí, číslo b horní mezí. Proměnnou x, která 
vystupuje ve funkci f(x) a v symbolu áx, nazýváme integrační 
proměnnou.12) 

13) Integrační proměnná nemusí vždy býti označena písmenem x, 
může býti označena třeba písmenem t,u,y a pod.; horní (dolní) 

T 
integrál píšeme pak J f(t) dí atd. Hodnota horního (a rovněž dolního) 

a 
integrálu nezávisí na označení integrační proměnné; to znamená: 
je-li funkce f(x) ohraničená v intervalu by, jest 

T T 7T 
ff(x) dx = j'f(t) dt = ff(u) du = . . . (neboť 
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Víta 23. Budiž a < b; budiž f(x) funkce ohraničená v inter-
valu (a, by. Označíme-li písmenem M horní hranici a písmenem m 
dolní hranici funkce f(x) v intervalu b \ jest 

b T 
m(b — a) <; f j ( x ) áx <1 J'f(x) d* <L M(b — a). 

j® a 

Důkaz. Položme pro zkrácení 

b T 
f f ( x ) dx = s, f / ( x ) áx S. 
/* a 

Cítilo 8 je dolní hranicí množiny 9)1, kdežto číslo M(b — «)> 
jsme zjistili před okamžikem, jest horní hranicí množiny SO?; 
tedy jest 8<^M(b—a). Obdobné se dokáže nerovnost m(b—a)^s. 
Zbývá tedy ještě dokázati nerovnost s<^8. Důkaz provedeme 
nepřímo; předpokládejme, že je s > 8, a z toho odvodíme spor. 
Položme e = \ [s — 8)\ tedy e > 0. Ježto číslo 8 je dolní hranicí 
horních součtů a ježto 8 + £ > existuje (viz vetu 2) aspoň 
jeden horní součet 8(l\) — příslušný k jistému rozdělení l)l — 
takový, že jest SiDJ < 8 -f- e. Ježto číslo s je horní hranicí 
dolních součtů a ježto s — e < s, existuje (viz větu 1) aspoň 
jeden dolní součet s(D2) — příslušný k jistému rozdělení A, — 
takový, že jest s(D2) > s — e. Jest však s — 8 = 2e a tedy 
s — e = 8 + £> takže jest 8(3^ < 8 + £ = s — e < s{D2)\ to je 
však ve sporu s tvrzením (7, podle kterého jest S{Dl) s(l)2). 
Tím jest věta 22 dokázána. 

Uveďme ještě dva jednoduché důsledky věty 22: 
Věta 23. Budiž a < b; nerovnosti A <1 f(x) < B budtež splně-

ny pro všechna x intervalu (a, by. Potom jeM 

b T 
A(b — ct)£f f{x) dx <1 f f(x) dx <1 B(b — a). 

a a 

funkce / nabývá v kterémkoliv bodě intervalu b) stejné hodno-
ty, ať v ní nezávisle proměnnou značím písmenem x či t). Tedy 
na př. 
o 5 ti n 

j (x* — x + 2)dx ^ j{t2 — t + 2) dt, Jsin u du =-- Jsin y dy atd. 
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Důkaz. Budiž M horní a m dolní hranice funkce f(x) v inter-
valu (a, by, podle poznámky 2 k větě 4 a 5 jest A m, fí ¡> M 
a tedy podle věty 22 

b 
A(b — a) fg m(b — a) <1 j f ( x ) dx ^ 

a 

b 

<1 f f ( x ) dx £ M(b — a) <: £(6 — a). 
a 

YPta 24. Budiž a < b; nerovnost | f(x) | K budiž splněma 
pro všechna x intervalu (a, 6); j>otom jest 

b b 
! f f ( x ) d*| K(b — a), | f f(x) d*| #(6 — a). 
a a 

Důkaz. Pro všechna x intervalu (a, 6) jest — K <1 f{x)<^K\ 
podle věty 23 je tedy 

fc b 
— K(b — a ) < ^ f f ( x ) dx ^ K(b — a) čili f(x) d.r | K(b — a); 

rt a 

obdobně pro horní integrál. b 

Ve větě 22 jsme zjistili, že vždy platí vztah J*f(x)dx<L 
b JL 

<1 j /(x) d#. Platí-li v tomto vztahu znamení rovnosti, nazýváme 
a 

společnou hodnotu horního a dolního integrálu krátce integrálem 
(obšírněji určitým integrálem14) funkce f(x) od a do b a označujeme 

b 
ji znakem J f ( x ) dx. Říkáme v tomto případě (t. j. tehdy, když 

a 
b 

horní integrál rovná se dolnímu), že ff(%) da: existuje, nebo že 
a 

funkce f(x) má určitý integrál od a do b nebo také, že funkce f(x) 
jest integrace schopna v intervalu (a, 6>.15) Tím jsme podali t. zv. 

14) Název ,,určitý integrál" volíme proto, abychom tento 
integrál zřetelněji odlišili od t. zv. „integrálu neurčitého", kterým 
só budeme zabývati v kapitole III. le) Jinak se u určitého integrálu užívá téhož názvosloví jako 
u horního a dolního integrálu: a je dolní mez, b je horní mez atd. 
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Cauchy-Itiemaniiovii součtovou definici určitého integrálu.10) 
b 

Podle této definice tedy integrál jf(x) dx (kdež a < b) existuje 
a 

~b b 
tehdy a jen tehdy, je-li Jf(x) dx = Jf(x) dx: je-li tato rovnost 

a a 
b 

splněna, jest integrál Jf(x) dx definován vztahem 
a 

b b b 
jf(x) dx = J)(x) dx = Jf(x) dar.1.7) 
a a a 

P ř í k l a d y , 1. Budiž a < b; budiž funkce f(x) konstantní 
v intervalu (a, 6), třeba f(x) = c. Potom dolní hranice i horní 
hranice funkce f(x) v intervalu (a, b) je rovna číslu c; ]>odle vě-
ty 22 jest tedy 

b T 
c(b — a) <; jc da; <1 Jc da:<1 c(b — a). 

a a 

Ježto oba krajní členy jsou si rovny, musí v těchto nerovnostech 
vesměs platiti znamení rovnosti; tedy konstanta c má určitý 
integrál od a do b a jest 

b 
Jc dx = c(b — a).18) 
a 

18) Vedle této definice Cauchy-Riemannovy jsou známy ještě 
jiné, obecnější definice určitého integrálu; nejdůležitější z nich je 
definice Lebesgueova. V této knížce omezíme se však na definici 
Cauchy-Riemannovu. O Lebesgueově teorii může se čtenář poučiti 
z citované Čechovy knihy (Bodové množiny I); její 4. kapitola je věno-
vána obšírnému výkladu o této teorii. 

b 
ll) f f(x) dx jsme tedy dosud definovali jeři pro a < b. Později 

a 
rozšíříme tuto definici i na případy a = b, a > b. 

b b 
18) Je-li c = 1, budeme místo f 1 dx psáti kratčeji J dx, jak je 

a a 
zvykem. 
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2. Definujme funkci f(x) takto: pro racionální x budiž f(x) =0 , 
pro iracionální x budiž f(x) = 1. Budiž (a9 6) libovolný interval. 
Budiž D libovolné rozdělení intervalu <a, 6), definované dělicími 
body a x0 < x\ < . . . < xn—i < xn — b. Budiž Mi horní hra-
nice a tni <lolní hranice funkce f(x) v intervalu i, arť>. Zřejmě 

n 
jest J/i - l ^ w ^ . O a tedy £(!>) = 2 1 • = b — a> s i D ) = 

« 

2 ^ • — V- Ježto všechny horní součty jsou rovny číslu 
b—a, jest i jejich dolní hranice rovna číslu b — a ; jest tedy 

b o b 
I f(x) dx — b —\i a obdobně f f{%) = 0. Tedy f f(x) d# ne-

a n a 

existuje. 
Poznamenejme ještě: Má-li funkce f(x) určitý integrál od a 

do b, můžeme ve větách 22, 23, 24 nahraditi horní a dolní integrál 
prostě integrálem. Tím dostáváme tuto větu: 

Yěta 25. Budiž a <b\ funkce f(x) nechť má určitý integrál 
od a do b. Potom platí: 

1. Je-li M horní hranice a m dolní hranice funkce f(x) v inter-
valu (a, by, jest 

b 
m(b — a) <Lf f(x) dx <; M(b — a). 

a 

2. Jsou-li nerovnosti A f(x) ^ B splněny pro všechna x 
intervalu (a, 6\ jest 

b 
A(b — a)<L f f(x) dx<LB(b — a). 

a 

3. Platí-li nerovnost | f(x) | K pro všechna x intervalu 
<a, by, jest 

b 
| f f ( x ) dx\<^ K(b — a,). 

3. Horní (dolní) integrál jako limita horních (dolních) 
SOllčtfu V předešlém odstavci definovali jsme horní integrál funkce 
f(x) (ohraničené v intervalu (a, by) od a do 6 jako dolní hranici 
horních součtů; ukážeme nyní, že tento horní integrál jest nejenom 
dolní hranicí horních součtů, íwbrž také — zhruba řečeno — li-
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níitou, ke které konvergují horní součty S(D), jestliže rozdělení Z) 
se mění tak, že čísla Ax\ konvergují k nule.19) Tento výrok nemá 
ovšem dosud přesného smyslu, neboť není jasno, jak jest zde 
rozuměti slovům „limita" a „konvergovati k nule" (pojem li-
mity posloupnosti ani pojem limity funkce jedné nebo několika 
proměnných se nám — aspoň prozatím — nehodí). Musíme se tedy 
vyšlo viti přesněji, a to učiníme v tomto odstavci. 

Budiž D libovolné rozdělení intervalu (a, by, definované 
dělicími body a = x0 < xx < . . . < xn—x < xn = b. Znakem q(D) 
označíme nej větší z čísel AxlyAx2, . . Axn (Axi = X{ — X(—x); 
loto označení podržíme v celé této kapitole. Naším cílem bude pře-
devším důkaz této věty: 

Yíta 26. Budiž a < b; budiž f(x) funkce ohraničená v inter-
valu (a, b}. Potom ke každému kladnému číslu e existuje kladné 
číslo 6 tak, že nerovnosti 

J 
f f(x) dx <: 8(D) < f f(x) dx + e (4) 

a a 

jsou splněny pro každé rozděleni D intervalu by, jež splňuje 
podmínku q{D) < d. 

Důkaz. Budiž f(x) funkce ohraničená v intervalu (a, by 
a budiž dáno libovolné kladné číslo e. Naším cílem jest dokázat i 
existenci takového kladného čísla <5, že nerovnosti (4) jsou splněny 
pro všechna rozdělení D, vyhovující podmínce (̂-D) < d. Ježto 
b 
j f(x) dx je dolní hranicí horních součtů a ježto e/2 je kladné, 
a 
existuje (podle věty 2) aspoň jedno rozdělení Dt tak, že 

T 

>m) < f m d* + ( r > ) 
a 

Toto rozdělení Dx až do konce důkazu podržíme. 
Rozdělení budiž definováno dělicími body a — yQ< 

< & • < • • • i <. yp = b. Ježto funkce f(x) jest ohraničena 
v intervalu (a, by, existuje (podle věty 6) kladné číslo K tak, že 

19) To je ve shodě s naším programem, vytčeným v odst. 1; 
jedním z našich cílů jest právě sledovati, co se děje s horními a dolními 
sonety, když čísla Axi konvergují k nule. 
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pro všechna x intervalu <V/, b) jest | f(x) | K. Položme nyní 

tedy je Ň > 0. Budiž nyní D libovolné rozdělení intervalu <A, 6>, 
jež vyhovuje podmínce q(D) < ó; dokážeme, že potom platí ne-
rovnosti (4); tím bude věta 26 dokázána. 

Buďtež a = x0 < xY < x2 < ... < #n_x <xn = b dělicí body 
rozdělení D. Sestrojme rozdělení DR tak, že za dělicí body roz-
dělení DŘ vezmeme jednak všechny dělicí body rozdělení DV 
jednak všechny dělicí body rozdělení D (viz obr. 4, kde jsou 
zakreslena rozdělení DVDY D'). Dělicí body rozdělení D' označíme 

zv • • •> zm (a — zo ^ Z1 ^ • * • ̂  zm—1 ^ zm ~ 

o^o ty, \KÍý, (n ¡7, y*-b 

09 

! ? I ! i ! i ! ? I 

I—i 1 Í I I I I 1 1—I h 
Q'Z02, Z, 2,2« Z< 2+ Z, ZB Z, Zto Z 

Obr. 4. 
"46 

Vyšetřujme součty 

S(D) = 2 M< S(&) = 2 M'K 
X FC = X 

(Axi = xi — Xi—i; Azje = Zk — z*—x; ^ značí horní hranici 
funkce f(x) v intervalu M\ značí horní hranici funkce 
f(x) v intervalu <zk—i, z*).) Částečné intervaly a^), ( x v ar2),. . . 
. . (xti—x, rozdělení Z> rozdělme na dvě třídy: interval 

i, Xi) budeme nazýrati intervalem prvního druhu, není-li 
žádný z bodů yv y2i..., ŷ —x vnitřním bodem intervalu <^i_x> 
interval x> budeme nazývati intervalem druhého druhu, 
je-li aspoň jeden z bodů yv y2> . . . , yp—x vnitřním bodem inter-
valu x, as»). [Na obr. 4 jsou <#0, a?x>, <a?2, a;3>, »4), 

ar6>, #8> intervaly prvního druhu (jest y$ = #7, takže 
bod y5 není vnitřním bodem intervalu (pc^ xQ)); intervaly (a^, x2} 

a?6>, <a;6, a7> jsou intervaly druhého druhu.] Ježto každý 
interval druhého druhu obsahuje aspoň jeden z bodů yv y2...., yp~i 

40 



jako vnitřní bod, je počet intervalů druhého dťuhu nejvýše roven 
číslu p — I . 

Vyšetřujme nyní příspěvky, jimiž jednotlivé intervaly 
i, Xi) přispívají jednak k součtu 8(D), jednak k součtu 8(D). 

Je-li X{) interval prvního druhu, jest interval x£) 
též částečným intervalem rozdělení D', třeba = Zfc_i, 
Xi = zk a tedy přispívá zřejmě interval <(#¿—1, x^) týmž příspěv-
kem k součtu 8(D) jako k součtu S(D'). Je-li však 1, Xi> 
interval druhého druhu, jest tento interval v rozdělení I)' rozdělen 
na dva nebo více intervalů, takže jest ~ zr, Xi •--- zg, kde 
8 — r > 1. Příspěvek intervalu xi) k součtu 8(1)) jest 
tedy Mi Axí, kdežto příspěvek téhož intervalu k součtu 8(1)') 

8 

jest ^ M'kAzk. Pro všechna x intervalu b) platí nerovnost 
*=r-H 

j f(x) | K\ podle poznámky k větě (> je tedy | Mi | Ar, 
I M't | K\ dále jest Axt^g(D) < d; tedy jesť 

\ M Í A x í \ < K Ó 9 (7) 
s 

^ Az k ^K(z 8 — Zr):= 
k=r+1 ( 8 ) 

2 M'kAzk 
= 1 

= K{xí — XÍ—1) = K AXÍ < iíf<5. 

Vyšetřujme nyní rozdíl 8(D)—8(D'); příspěvky, kterými při-
spívají intervaly prvního druhu k součtu 8(D) a k součtu 8(1)'), 
jsou si rovny a v rozdílu 8(D) — 8(D') se tedy zruší. Každý 
interval druhého druhu přispívá k součtu 8(D) i k součtu S{D') 
příspěvkem, jehož prostá hodnota podle (7), (8) jest menší než Kd. 
Tedy takový interval druhého druhu přispívá k rozdílu 8(D) — 
— 8{D') příspěvkem, jehož prosta hodnota je menší než 2Kó. 
Ježto pak počet intervalů druhého druhu není větší než p — 1, 
jest podle (6) 

S(D) — 8(D') \ £ ( p — l).2Kd< 2pKd == 2 
tedy jest 

8(D) < 8(D') + ± . (9) 

Dále jest rozdělení D' zjemněním rozdělení Dx a tedy podle tvrzení 
B z odst. 2 

S(D') £ 8(D,). (10) 
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Ze vztahů (9), (10), (5) plyne 
b 

S(D) < S(Dr) + Sil),) + Y < f f { x ) d x + £> 

a 

čímž druhá nerovnost (4) je dokázána. První nerovnost (4) 
T 

f f ( x ) dx£S(D) 
a 

je vsak samozřejmá, ježto horní integrál je dolní hranicí horních 
součtů. Tím je věta 26 dokázána. 

Z této věty učiníme ihned jeden důsledek: 
Yfita 27. Budiž a<6; budiž f(x) funkce ohraničená v inter-

valu (a, 6 ) . Budiž Dv Z)2, Z)3, . . ., Dm,. . . posloupnost rozdělení 
intervalu b) taková, že l im o(Dm) = 0. Potom posloupnost 

m—>oo 
Čísel t&'(Dt), $(i)2), . • S(Dm)> • • • wá limitu, rovnou hornímu 

~b T 
integrálu j f ( x ) dx (čili l im S(Dm) = f f ( x ) d x ) . 

a 

Důkaz. Budiž dáno libovolné kladné číslo e. Máme dokázati, 
že existuje číslo m0 tak, že nerovnost 

r 
\S(Dm)—jf(x)dx\<e (11) 

a 

platí pro všechna m, jež jsou větší než m0. Podle věty 26 existuje 
kladné číslo <5 takové, že nerovnosti 

T T 
f f ( x ) dx £ S(D) < f f(x) dx+e 
a a 

platí pro všechna rozdělení D, jež hoví vztahu Q(D) < Ó. Ježto 
lim Q(DM) = 0, existuje číslo M0 takové, že nerovnost G(DM) < D 

m—>oo 
platí pro všechna m, jež jsou větší než m0. Je-li tedy m > m0, 
platí nerovnosti 

T T 
f f ( x ) dx<L S(Dm) < f f(x) dx + e 
a a 

a tedy tím spíše nerovnost (11), jak bylo dokázati. 
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Význam věty 27 spočívá v této okolnosti: chceme-li nalézti 
b 

d.r, nemusíme vyšetřovat! všechna rozdělení D intervalu 
a 
a, b} a sestrojiti dolní hranici příslušných horních součtů S(D), 

nýbrž stačí, sestrojíme-li nějakou posloupnost rozdělení Dv D2, 
[)v . . . takovou, že lim q(DM) = 0 a najdemo-li limitu posloup-

nosti aS^Dí), S(DT), . . . Objasníme za chvíli tu výhodu na 
příkladě; napřed však poznamenávám ještě, že obdobné věty 
platí také pro dolní integrál: 

Věta 28. Budiž a < b; budiž f(x) funkce ohraničená v inter-
vidu (a, li). Potom ke každému kladnému číslu e existuje kladné 
visí o d tak, že nerovnosti 

b b 
f f(x) dx :> s(D) > f f ( x ) dx — e 

jsou splnhiy pro každé rozdělení D intervalu (a, by, jež splňuje 
podmínku g(D) < d. 

Včta 29. Budiž a < b; budiž f(x) funkce ohraničená v inter-
valu (a, by. Budiž Dv D2, Z)3, . . . posloupnost rozdělení intervalu 
>/, b) taková, že l im q(Dm) — 0 . Potom jest 

?n->oo 

b 
lim s(Dm) = f f ( x ) dx. 

tn—>-oo ^ 

Důkazy vět 28, 29 neprovádím, ježto jsou zcela obdobné 
důkazům vět 2G a 27. 

P ř í k l a d . Budiž f(x) = x a počítejme 
T 3 
1 x dx, fx dx. Sestrojme rozdělení D2, . . ., Dm, . . . tak, že 
2 { 

J>m jest ono rozdělení intervalu <2, 3), jež dělí tento. interval 
na m stejných dílů; dělicí body rozdělení Dm jsou tedy x0 = 2, 
¿i = 2 - f l/m, x2 = 2 + 2 / m , . . ., xt=2 + i/m, . . ., xm = 2 + 
-4- m/m = 3. Jest q{Dm) = l/m, tedy lim q{Dm) == 0; tedy 
podle vět 27, 29 jest 
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3 3 

lim s(Dm) = ix áx, lim /SY(Z)m) = íxdx. 

Počítejme aS'(AJ, s(Dm). Největší hodnota (a tedy i horní hranice) 

funkce f(x) = a; v intervalu xfy = / 2 -f ^ ^ \ 2 -f-

jest 2 + i/w; obdobně nejmenší hodnota (a tedy i dolní hranice) 
funkce f(x) v tomto intervalu jest 2 + (i—l)/ra. Tedy jest 

m j • \ | i 

2 , w ( m + 1) = _1_ 
^ 2ra2 2 2ra' 

- i |2 + M - = 2 + ^ (0 + 1 + . . . + (f»l - 1)) -
ťtri \ m I m m l 

9 , rn(m — \) ^ 5 
2m2 2 2w" 

Tedy jest 
T 3 

da; — lim S(Dm) — I x dx — lim ¿(Z)m) = 
2 2 

3 

Tedy funkce a; má integrál od 2 do 3 a jest J*x dx — Později 
2 

odvodíme ovšem jinou, p o h o d l n ě j š í metodu pro výpočet tohoto 
integrálu. 

Věty 26 až 29 týkaly se libovolných funkcí ohraničených 
v intervalu (a, by. Odvodíme ještě dvě obdobné věty, jež se 
však týkají pouze funkcí, jež maji integrál od a do 6. 

Věta 30. Budiž a < b; budiž f(x) funkce, jež mít určitý 
integrál od a do b. Potom ke každému kladnému číslu e existuje 
kladné číslo d tak, že platí toto: je-li D libovolné rozdělení intervalu 
(a, by, definované dělicími body a = xa < xx < . . . < xn_i < 
< xn = 6, které vyhovuje podmínce q(D) < dy a jsou-li . . f„ 
libovolná čísla, hovící podmínce a?í_i Xi pro i = 1,2, , . n, 
platí nerovnost 
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| [ f M i l z — ž f f f l A z i i K r . (12) 
a 

Důkaz. Budiž f(x) funkce, jež má integrál od a do b. Budiž 
dáno libovolné kladné číslo e. Podle věty 2(í existuje kladné 
číslo (\ tak, že nerovnost20) 

b 

S(D)< j f ( x ) d x + e (13) 
a 

platí pro všechna rozdělení D, hovící podmínce q(D) < DV Podle 
věty 2H existuje kladné číslo á2 tak, že nerovnost 

b 
s(D)> f f ( x ) d x — e (14) 

a 

platí pro všechna rozdělení D, hovící podmínce (j(D) < t)2. Po-
ložme <5 = Min (<5X, á2)'> tedy d > 0. Budiž D libovolné rozdělení, 
hovící podmínce q{D) < d; potom platí nerovnost (13) i nerov-
nost (14). Buďte a• = xfí < xx < . . . < xn = b dělicí body roz-
dělení D. Označme znakem Mi horní hranici a znakem ra* dolní 
hranici funkce f(x) v intervalu x^y. Jsou-li £ v f 2 , . . ., f n 
libovolná čísla, vyhovující nerovnostem <1 & ̂  Xi pro 
i = 1, 2, . . ., n, jest ovšem /(fť) <1 Mi a tedy 

W íl 11 
« ( £ ) = 2 ^ 2 / (A) M £ ^ M Í A x í = S(D); (15) 

¿ = 1 4 = 1 ¿ = 1 

odtud a z nerovností (13), (14) plyne pak 

í * ? 
f /(a?) dz - c < 2 /(A) A*i < I M dx + 

<-1 a 

to je však právě hledaná nerovnost (12). 
Věta 31. Budiž a < b; budiž f(x) funkce, jež má určitý integrál 

od a do b. Budiž dále Dx, Dz, . . . posloupnost rozdílení intervalu 
a, by, ježkoví podmínce l im q(Dm) = 0 . Děliči body rozdělení Dm 

buďte w~>00 

20) Místo horního a dolního integrálu píšeme ovšem krátce 
integrál. 
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Pro každou hodnotu m budiž dáno nm čísel £2tfn. • • £nm, m 
tak, že pZatá pro i =1,2,..., nm. Potom jest 

nm . ř 
lim J = J f(x) dx' <10> 

w->oo i—l a 

(Při tom značíme dxitm= xi>m— x%— 
Důkaz. Podle vety 27 a 21) jest 

ft b 

lim S(Dm) = f /(a?) d*, lim ¿(A*) - / / ( * ) dx. (17) 
wl—>00 y ttl—• <» ^ 

Jest však zřejmě (viz důkaz nerovnosti (15) v důkazu věty 30) 
nm 

*(Dn) £ 2 /(f<.m) ^ S(Dm). (18) 
¿=1 

Ze vztahů (17), (18) plyne však okamžitě rovnice (16).22) 
Všimněme si, jaký je rozdíl na př. mezi větou 27 a větou 31. 

b 

Existuje-li J f(x) dx, můžeme jej podle věty 27 počítat! takto 
a 

sestrojíme posloupnost rozdělení intervalu (a, 6) : Dl9 D2, . . 
takovou, že lim g{Dm) = 0; limita posloupnosti $(Á), S(D2), . . 

je potom hledaný integrál. Abychom však stanovili horní součet 
S(Dm), musíme stanovití horní hranici funkce f{x) ve všech čás 
tečných intervalech, na které jest interval (a, by rozdělen rozdě 

21) Tyto body, jakož i jejich počet závisí ovsem na m—-v ozna 
čení byl na tuto okolnost vzat zřetel, číslo nm značí na př. počet 
částečných intervalů, na něž je interval <a, 6> rozdělen rozdělením Di 

22) Podle známé věty: je-li am cm <1 bm, lim am = lim bm = 
W—>0O m—r 'fy 

jest též lim cm = <x. 
77i—>00 

Důkaz: budiž e libovolné kladné číslo. Z rovnic lim am = c\, 
m-fto 

lim bm = oc plyne existence čísel mv m2 takových, že pro m > m̂  
00 

je <x — e < am < oc -f e a pro m > ra2 je a — e < bm < <x -f e. 
Položíme-li m0 = Max (mv m2), potom pro m > mQ bude & — e < 
< am cm <1 bm < <x + e a tedy bude \ cm — a | < e pro všechna 
m, jež jsou větší než m0; tedy vskutku existuje limita lim cm = >x. oo 
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lením Dm. Věta 31 praví pak — zhruba řečeno — že můžeme 
místo této horní hranice funkce f(x) v takovém částečném inter-
valu vzíti namátkou hodnotu funkce j(x) v kterémkoliv bodě toho 
částečného intervalu. Poznamenávám ovšem ještě jednou, že 
vět 26 až 29 můžeme použiti pro jakoukoliv ohraničenou funkci, 
kdežto vět 30 a 31 můžeme použiti jen tehdy, víme-li již předem, 
že funkce f(x) má určitý integrál od a do h. Jak se to pozná, 
o tom si odvodíme některé věty v odst. 4, 5, 6, lila vně však 
v odst. 8. 

4. Integrace součtu. Veta 32. Budiž a < b; budtež fx(x), f2(x) 
f imkce ohraničené v intervalu (a, 6 ) ; potom jest 

T T T 

f ( / i(z) + /,(*)) dx £ f f x ( x ) dx + f f 2 ( x ) dx; (19) 
a a a 

b b b 
f (h(x) + h(x)) dx ^ f f x ( x ) dx + f f 2 ( x ) dx. (20) 
a 

Důkaz. Budiž D libovolné rozdělení intervalu (a, defino-
vané dělicími body a = x0 < xx < . . . < xn — b. Budiž horní 
hranice funkce fx(x) v intervalu budiž M"i horní 
hranice funkce f2(x) v intervalu , a^), budiž Mi horní hranice 
funkce fx(x) + f^x) v intervalu x^). Pro všechna x inter-
valu x, Xi) platí nerovnost fx(x) + f2(x) M\ + M"i a tedy 
jest (podle poznámky 2 k větě 4) Mi<L M\ -j- M'\. Označím-li 
tedy znaky $'(D), S"(D), S(D) horní součty, příslušné k funkcím 
h(%)> /»(*), /i(*) + jest 

8(D) = Í,MÍAxí£ 2 M"t) Axi = S'\P) + S9{D). (21) 
i=i ¿-i 5 

Sestrojme posloupnost rozdělení intervalu <[a, 6): Dx, D2, D& . . . 
tak, že lim Q(Dm) = 0 (můžeme třeba zvoliti za Dm ono roz-

?7l—>-CO 

dělení, jež dělí interval <(a, 6) na m stejných dílů). Potom jest 
podle (21) pro každé m 

S(Dm)£S'(Dm) + S''(Dm); 

přechodem k limitě dostáváme podle věty 27 vztah (19). Vztah 
(20) se dokáže obdobně. 
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b b 
Ve la 33. Budiž a < b; existuj í-li integrály I fx{x) dx, J f 2 ( x ) dx, 

a a 
b 

existuje i integrál j (fx(x) + f2(x)) dx a jest 
a 

b b b 
f tíiW + /,(*)) dx = f f x ( x ) dx + fax) dx. 
a a a 

Důkaz. Podle věty 32 a 22 jest 
b b b 

f f x ( x ) dx + fh(x) dx £ f (fx(x) + f2(x)) dx £ 
a a a 

T b b 

< f (/i(s) + /,<*)) d x £ f fx(x) dx + f f2(x) dx; 
a a a 

oba krajní výrazy (vpravo i vlevo) jsou si rovny, tedy platí 
vesměs znamení rovnosti, ěímž je věta 33 dokázána. 

V8ta 34. Budiž a < b: má-li funkce f(x) určitý integrál od a 
do b a je-li c libovolné číslo, má i funkce c f(x) určitý integrál od a 
do b a jest 

b b 
j c f(x) dx — cj f(x) 
a a 

Důkaz. Předpokládejme, že funkce f(x) má určitý integrál 
od a do b. Rozeznávejme tři případy: 

1. Je-li c = 0, jest podle příkladu 1 v odst. 2 
b b b 

j o . /(*) dx=J'0dx^0 = 0 .[ f(x) dx. 
a a a 

2. Je-li c > 0, vyšetřujme libovolně rozdělení D intervalu 
(a, by, definované dělicími body a; = x0 < xx < . . . < xn = 6. 
Budiž S'(D) horní a s'(D) dolní součet, příslušný k funkci cf(x); 
S{D) budiž horní a s(D) dolní součet, příslušný k funkci f(x). 
Je-li Mi horní hranice a m^ dolní hranice funkce f(x) v intervalu 
(xí— i, Xi), jest podle věty 7 horní hranice funkce cf(x) v inter-
valu <£¿—1, Xi) rovna číslu cMí a dolní hranice rovna číslu 
Tedy 
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n n 
8'(D) = 2 cMi A*i = c flf(Z)), s'(D) = 2 = c 

i — 1 t-1 
Ihidiž Dv D2, . . ., Dmy . . . posloupnost rozdělení intervalu (a, JA 
taková, že lim g(Z)m) = 0. Potom je pro každé m 

oo 
¿'(D*) = c 8(Dm), s'(I)m) = c s(Dm); 

podle věty 27 a 29 získáme odtud přechodem k limitě rovnice 
~b ~b b 
f c j(x) der = c J f ( x ) áx = c j f(x) d.r; 
a a a 

b b h 
jc f(x) dx = c I f(x) dx = c I f(x) (la;, 
a a a 

jak bylo dokázati. 
3. Budiž konečně c < 0; zachováme-li totéž označení jako 

v případě c > 0, dostáváme nyní podle věty 7, že horní hranice 
funkce o j(x) v intervalu (x^i, xf) je rovna číslu cr^ a dolní 
hranice je rovna číslu cMi\ z toho 

11 v 
8'(D) = 2 cnii AXi = c s(D), a'(D) = 2 c M i cS(D), 

i = l t = l 

odkudž stejně jako dříve 8'{Dm) = c s(Dm), s'(Dm) — c 8(l)m) 
a tedy přechodem k limitě 

T b b 
j*c f(x) dx = cj*f(x) dx — c j f ( x ) dx, 
a a a 

b T b 
jc f(x) dx = c f f ( x ) dx = cf f(x) dx, 
a a a 

jak bylo dokázati. 
Poznámka. Větu 33 jsme dokázali pro dva sčítance; úplnou 

indukcí lze okamžitě odvoditi obdobnou větu pro libovolný 
počet sčítanců. Kombinujeme-li tuto větu s větou 34 (o násobení 
integrované funkce konstantou), dostáváme konečně tuto větu: 

Věta 35. Budiž a<b; jsou-li ft(x), f2(x),.. .,fn(x) funkce, 
mající uríitý integrál od a do b a jsou-li cv c2, . . ., cn libovolná 

Jarník: "cvcki do integrálního počtu. 4 4 9 



čísla, má i funkce cx fx(x) + c2 f2(x) + . . . -f- c n fn(x) určitý integrál 
od a do b a jest 

b 

f (C|/l(®) + + • • • + Cn fn(x)) dx = 
a 

b b b 
= ci f f l i x ) + Cijhix) dx + . . . + cn j fn(x) áx. 

a a a 

Jako specielní případ dostáváme tento výsledek (pro n = 2? 
^ = 1, Cg = — 1): Mají-li funkce fx(x), f2(x) určitý integrál od 
a do b (a < b), má i funkce fx(x) — f2(x) určitý integrál od a do b 
a jest 

b b b 
f (/i(*) - / , ( * ) ) dx = f f x ( x ) dx—ff2(x) dx. 
a a a 

Věta 36* Budiž a < b; f(x) budiž funkce, jež má určily integrál 
od a do b; budiž f(x) ¡> 0 pro všechna x intervalu (a, 6 ) ; potom jest 

b 
f f(x) dxI> 0. 
a 

Důkaz plyne okamžitě z věty 25 (z druhó její části, klademe-li 
v ní A = 0 a klademe-li za B třeba horní hranici funkce f(x) 
v intervalu (a, 6). 

Věta 37. Budiž a < b; fx(x), f2(x) buďtež funkce, mající určitý 
integrál od a do b; budiž fx(x) ¡> f2(x) pro všechna x intervalu (a , 6 ) : 
potom jest 

b b 
f f x ( x ) dx^ f f 2 ( x ) dx. 
a a 

b 
Důkaz. Podle věty 35 existuje f ( f x { x ) — fz(x)) podle 

a 
b 

věty 36 j e s t J ( f x ( x ) —f2(x)) dx 0; podle věty 35 jest tedy 
a 

b b b . 
f f x ( x ) dx—ff2(x) d x = f (fx(x) — f2(x)) dx ^ 0. 
a a a 
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5. Integrál od a do c9 vyjádřený integrály od a do b 
a od fr do c. 

Yfita 38. Budiž a < b < c a budiž f(x) funkce ohraničená 
v intervalu (a., c). Potom jest 

f f(x) dx = J)(x) dx + J f ( x ) dx; 
a a b 

c b c 

J f ( x ) dx = f f ( x ) d x + J f ( x ) dx. 

Důkaz. Budiž D'm(m = 1, 2, 3, . . .) ono rozdělení intervalu 
(a, by, jež dělí tento interval na m stejných dílů; dělicí body 
tohoto rozdělení jsou tedv 

i 
a = x0 < xx < x2 < . . . < xm = b, kdež a?ť — a -| (b — a); 

m 

zřejmě jest q(D'm) = (6 — a) : m. Obdobně budiž D"m(m -
= 1, 2, 3, . . .) ono rozdělení intervalu (b, c), jež dělí tento interval 
na m stejných dílů; dělicí body tohoto rozdělení jsou tedy 

I 
b = 2/o < V\ < í/2 < • • • < Vm = c, kdež = 6 + — (c — 6); 

zřejmě jest q{Dn
m) — (c — b) : m. Dělicí body a = < ^ < . . . 

. . . < xm^! < b < y l < y 2 < . . . <ym-1 < Vm = c definují jisto 
rozdělení Dm intervalu <(a, c), při cemž 

Q(Dm) = Max ((b — a) : m, (c — b) :m); 

zřejmě jest 

S(Dm) = S(D'm) + S(D'm) (23) 

pro každé m. Ježto lim q(D'm) = lim q(D"m) = lim Q[Dm) = 0, 
m-> oo m—*-<x> m-+oo 

jest podle (23) a podle věty 27 
c 

/ / ( » ) d * = lim £(Dm) = lim S(D'm) + lim S(D"m) =, 
a m-*-oo m-+ co //i—>°o 

T 7" 
= J /(a?) dz + dx, 
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čímž je dokázán vztah (22) pro horní integrál. Důkaz pro dolní 
integrál jest obdobný. 

b 
Víta 39. Budiž a < b < c; nechť existuje integrál f f(x) do; 

a 
c c 

i integrál j f(x) dx; ]X)lom existuje i integrál J f(x) dz a jest 
b a 

c b c 

f f(x) dx = J f ( x ) dx + j f ( x ) dx. 
a a b 

Důkaz. Z předpokládané existence integrálu od a do b a integ-
rálu od b do c plyne, že funkce f(x) jest ohraničena v intervalu 
(a, by i v intervalu (b, c) a tedy i v intervalu (a., r)> (podle věty 9); 
podle věty 38 jest tedy 

o b e c 

j f(x) úx =-= j f(x) da; + j f(x) dx a rovněž f f(x) da; = 
a re b n 

b c 

= f f ( x ) d x + f f ( x ) d x y 

a b 

jak bylo dokázati. 
Poznámka. Věty 38 a 39 týkaly se dvou „sousedních" 

intervalů (a, by, (b, c). Úplnou indukcí lze z nich okamžitě od-
voditi obdobné věty pro libovolný počet takových intervalů; 
na př.: je-li < a2 < az < . . . < an a je-li funkce f(x) ohrani-
čená v intervalu al3 an), jest 

t(n ří2 a~i an 
f / ( X ) dx = f f ( x ) dx + f j(x) dx + . . . + f j(x) dx. 
«i ti! aa <ln—l 

Věta 40. Budiž a < b; funkce f(x) nechť má určitý integrál 
od a do b. NecM <c, dy jest částečný interval intervalu (a, by.23) 
Potom funkce f(x) má též určitý integrál od c do d. 

Důkaz* Podle věty 38 (a podle poslední poznámky) jest 
23) To znamená a ^ c < d <1 b. 
24) První sčítanec ovšem odpadne, je-li a — c; třetí sčítanec 

odpadne, je-li d — b. 
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j'f{x) dx = ff(x) dx = f f(x) dx + f j(x) dx + f /(.r) cU.») 
a « « c d 

b b c d b 
f f ( x ) dx = f f(x) dx - f f ( x ) dx + f f(x) dx f f'f{x) d.r.24) 

Z toho odečtením 
c 

j J'f(x) dx - f m dor) + ¡J'f(x) d x - f f ( x ) <1*) + 
« a V r 

i T h \ 
+ ( / / ( * ) dx - f f(x) d x ) - O.2 ' ) (24) 

Žádný sčítanec na levé straně rovnice (24) není záporný (podle 
věty 22); tedy musí každý z těchto sčítanců býti roven nule 
(neboť kdyby některý z nich byl různý od nuly — a tedy kladný — 
byl by i součet na levé straně rovnice (24) kladný a nemohl by 
se rovnati nule). Specielně tedy prostřední člen se rovná nule, t. j. 

~ď d 
f f(x) dx = f f(x)dx, 
c c 

jak bylo dokázati. 
6. Změna funkce integrované v konečném počtu bodů. 
Věta 41. Budiž a < b. Budiž f(x) funkce ohraničená v inter-

valu (a, by. Budiž g(x) funkce, jez se liší od funkce f(x) jen v koneč-
ném počtu bodů intervalu (a, by. Potom jest 

T T b b 
^g{x) dx= f f ( x ) dx, jg(x) dx — j f ( x ) dx. 
a a a a 

Důkaz, Ježto funkce f(x) je ohraničená v intervalu (ti, by, 
je podle věty 10 též funkce g(x) ohraničená v intervalu (a, by, 

T 
takže horní integrál Jg(x) dx má smysl. Abychom dokázali, že 

a 
~b T 
Jg(x)dx = ff(x) dx, (25) 
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stačí, dokážeme-li toto: nerovnost 
T V 

\ f f ( x ) d x — f g ( x ) d x \ < e (26) 

a a 

platí, ať je e jakékoliv kladné číslo. Budiž tedy dáno libovolné 
kladné číslo e. Zvolme čísla a = a0 < ax < a2 < . . . < ap_i < 

tak, že rovnost f(x) = g(x) platí pro každé x intervalu 
(a, 6), jež se nerovná žádnému z čísel «0, • • • > (¿p* 26) Existují 
(podle věty 0) dvě kladná čísla Kly K2 tak, že pro všechna x 
intervalu <7i, 6) platí | f(x) | <1 Kv | g(x) | K2 ; položme K = 

Max (Kv K2)' potom jest 

| f{x) \ £ K , \ g(x) I £ K (27) 

pro všechna # intervalu (a, by. 
Zvolme nyní kladné číslo d tak malé, aby byly splněny tyto 

podmínky: 

d < 2 M i n ao> a 2 ~ « í í . - ^ p — a-p-i), (28) 

'5 < w ( 2 9 ) 

Z nerovnosti (28) plyne 

a = a o < a0 - f <5 < at — d < at - f d < a2 — <$<...< a^i -f- d < 
< av — d <ap = b ; 

podle věty 38 a podle poznámky k větám 38, 39 jest tedy 
T f^TŠ (Il—ó a,+ó aa—<5 ^ iXp 2 6 ) 

| / ( s ) = / / ( * ) dx + f + f + f + . . . + f + / ; 

fř a9 «i—<5 «p_i+<5 ctp—ó 
T rt0-|-<5 <ít—<5 a,-f<5 a2—<5 d < V 

f g ( x ) d x = fg(x)dx-',-f + f + f + . . . + f + / . 
a a0 (t9+d ax—6 í^-M dp^+fi ap—d 

25) Nejjednodušeji mohu tedy čísla a0, alf . . ., ap voliti takto: 
vezmu všechny hodnoty x intervalu 6), pro něž platí nerovnost 
f(x) =}= g(x) a přidám k nim ještě hodnoty a, b (ať nerovnosti /(a) #= 
4= <7(a), /(&) 4= g(b) platí nebo neplatí). Tato čísla, seřazená podle 
velikosti, označím CT0, av . . ap. 

2«) Za integračním znamením má ovšem všude státi f(x) dx; 
v následujícím vzorci má zase všude státi g(x) dx. 
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Odečtěme tyto dvě rovnice člen po členu. V" intervalech -f- <5, 
Í e s t A®) = 9(x) (Pro i = 1, 2, . . ., p) a tedy 

takže tito členové se zruší. Zbude tedy 
b ~b a<>+0 a0-|-<5 o u « o t " «j+o 
f f ( x ) dx—Jg(x) dx = ( / / ( * ) dx—Jg(x)dx\ 
a a (to 

p-l. ««+« . 
+ .2 / / (*) <1*- f g ( x ) dx) + 

+ \jf{x)d<e—fg{x) d x ) . 
«p—<5 «p—<5 

Podle věty 24 a podle nerovností (27) jest 

<h+6 

(30) 

| J f ( x ) dx | £ Kd, | f f(x) dx l ^Kd, 

a{+d 

• f f(x) dx | ^ 2Kd pro i = 1, 2, . . p — 1 
«/—(5 

a obdobné nerovnosti platí, píšeme-li v nich funkci g(x) místo 
funkce /(x). Z rovnice (30) plyne tedy 

7 
/ / ( » ) d x - f g ( x ) dx | ^ 2 (#<$ + (p — 1) . 2#<5 + Jfá) = 

a a 

podle (29) je však 4pKd < 6 , platí tedy nerovnost (26); tím je 
dokázána rovnice (25). Obdobná rovnice pro dolní integrál se 
dokáže zcela analogicky. 

b 
Věta 42. Budiž a < b; nechť existuje J f ( x ) dx; funkce g(x) 

a 
nechť se liší od funkce f(x) jen v konečném počtu bodů intervalu 
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(a, by. Potom existuje též Jg(x) dx a jest 
a 

b b 
fg(x)dx = f f ( x ) d x . 
a a 

Důkaz, Podle předpokladu jest 
~b b b 

J f ( x ) d x = J f ( x ) d x = f f(x) dx; 
a !L a 

tedy podle věty 41 jest 
~b b b b 
Ig(x) dx = jf(x) dx a rovněž Jg(x) dx = Jf(x) dxt 
a a a a 

jak bylo dokázati. 
Celkem jest možno vyšlo viti výsledek tohoto odstavce zhruba 

asi takto: změním-li fimkci integrovanou pouze v konečném poctu 
bodů, nezmění se horní (dolní) integrál (po příp. integrál). Tento 
výsledek dá se ještě podstatně zobecniti; tato zobecnění vyžadují 
však hlubšího studia číselných množin a proto se jimi zde ne-
budeme zabývati. 

7. Integrál jako funkce horní meze. Doplňme především 
poněkud definici integrálu, jakož i definici horního a dolního 

~b b 
integrálu. Dosud (v odst. 2) jsme definovali f f ( x ) dx, jf(x) dx, 

b a ± 
Jf(x) da; jen tehdy, bylo-li a < h. Doplňme nyní tuto definici 
a 

též pro a = b tímto dodatkem: 
Dodatek k definici integrálu. Je-li funkce j(x) definována 

*a a a 
pro x = a, klademe definitoricky ^f(x) f(x) dx = f f ( x ) dx = 

a ja íí 
= O.27) 

a 
27) Tedy j j(x) dx existuje vždy, je-li funkce f(x) definována 

a 
pro x = a. Pojmenování dříve zavedená, jako horní mez. dolní mez, 
funkce integrovaná atd. podržíme i zde. 
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b b 
Připomeňme, že nerovnost J f(x) (la; <1 j f(x) dx, kterou jsme 

a a 
dříve (viz větu 22) dokázali pro a < by platí podle této definice 
i pro a = b (potom je totiž na obou stranách nula). 

Budiž nyní a < b; budiž f(x) funkce ohraničena v intervalu 
T 

(rt, 6); potom existuje nejenom horní integrál ^ f(t) d/, nýbrž 
~x « 

též horní integrál j f(t) clí28) pro každé x, jež hoví nerovnostem 
a 

a<^x^b. Tento horní integrál jest tedy funkcí proměnné x, 
X 

definovanou v intervalu (a, 6); obdobně dolní integrál f f(t) dt 
ti 

jest funkcí proměnné x, definovanou v intervalu </*,/>>. Do-
kážeme nyní dvě důležité věty o těchto funkcích. 

Věta 43. Budiž a < b. Funkce f(x) budiž ohraničená v i uter-
X 

valu (a, by. Potom funkce j f(t) dt je spojitá v intervalu (a, by 
x a 

a rovněž funkce J f(t) dt je spojitá v intervalu <a, by. 
a 

Důkaz. Ježto funkce f(x) je ohraničená v intervalu (a> by, 
existuje podle věty 6 kladné číslo K tak, že nerovnost | f(t) | <1 K 
je splněna pro všechna t intervalu (a, by. Pro zkrácení pišme 

X 

F(x) = f /(<) dt. 
a 

Máme dokázati, že funkce F(x) je spojitá v intervalu \a, b/9 
t. j. máme dokázati29) (viz pozn. 1 na str. 22): je-li předně 

28) Měním označení integrační proměnné (viz pozn. , 3) na 
str. 34—35), aby se integrační proměnná t nepletla s horní mezí x. 

x 
Často se to nečiní a píše se J f(x) dx. 

a 
20) Prosím čtenáře, aby až do konce této kapitoly si stále uvědo-

moval definice a věty z kap. I, odst. 2, 3, 4, ježto jich nyní budeme 
neustále používati. 
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a <1 xQ < b, je funkce F(x) spojitá zprava v bodě x0; je-li za druhé 
a < x0 je funkce F(x) spojitá zleva v bodě x0. 

Budiž tedy předně a < ^ x 0 < b ; budiž s libovolné kladné 
číslo. Položme 

<5= Min Jb — x0, (31) 

tedy d > 0. Dokážeme: je-li x0 < x < x0 -f- <5, je 

I F(x) — F(x0) | < e; 

tím bude dokázáno, že funkce F(x) je spojitá zprava v bodě x0. 
Budiž tedy x číslo takové, že jest x0 < x < x0 á30); potom 

jest 
~X X0 X x' 

F(x) = J't(t) d t = fm dl 4- fm dt = F(x0) + j'f(t) dí;») 
a a x0 x0 

x 

tedy F(x) — F{x0) = J f(t) dt. Pro x 0 £ t £ x jest | f(t) | <1 K; 

podle věty 24 jest tedy 
X 

| F(x) - F(x0) | = | | f(t) dt | £ K ( x - X»); 

jest však x — x0 < <5; podle (31) je tedy 

\F(x) — ^0)|<iiC(5^e, 

jak bylo dokázati. 
Budiž za druhé a < x0<^ b; budiž e libovolné kladné číslo; 

položme 

<5 = Min — a, 

tedy <3 > 0. Dokážeme: je-li x0 — d < x < xQ} je 
30) Ježto podle (31) jest x0 + ó ^ x0 + (b — x0) = b, jest též 

x < b. 
31) Je-li a < x0* plyne tato rovnice z věty 38; je-li a = x0, 

je tato rovnice též správná, ježto potom je f f(t) dt = 0. 
a 
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| F(x)-F(x0)\<e. 

Tím bude dokázáno, že funkce ^(¿r) je v bode x0 spojitá zleva. 
Budiž tedy x takové číslo, že platí x0 — d < x < a*0

32); 
potom jest 

fcq X X0 X0 

= f m d f = / m c u + f m <« - F{x) + f m át, 

a a x x 

z čehož jako dříve plyne 
Zo 

i F{x) — F(xo) 1 = 1 1 /(i) dl | ^ K(x» — x)< Kó £ e, 
X 

jak bylo dokázati. Tím je dokázána ona část věty 43, jež se týká 
horního integrálu; pro dolní integrál je důkaz obdobný. 

Věta 44. Budiž a < b; funkce f(x) budiž ohraničena v inter-
valu (a, by. Je-li a<ixQ<b a je-li funkce f(x) spojitá zprava 

X 

v bode x0, má funkce jf(ť) dt v bodě xQ derivaci zprava rovnou 
a 

x 
číslu f{xQ) a rovněž funkce jf(ť) dt má v bodě x0 derivaci zprava 

a 
rovnou číslu f(x0). Obdobně, je-li a < x0<Lb a je-li funkce f(x) 

~X X 

spojitá zleva v bodě x0, má funkce J f ( t ) dt i funkce j*f(t) dl v bodě x0 
a a 

derivaci zleva, rovnou číslu f(x0). 
Dodatek. Je-li tedy a < x < 6 a je-li funkce f{t) spojitá 

r bodě x,3 3) existují v tomto bodě derivace 

X X 

(//<«>dl) = /(«), i ( f m d j = /(*).") 
a _a 

32) Tedy jest x > a, neboť xQ — <5 x0 — (xQ — a) = a. 
33) To znamená: spojitá zprava i zleva; viz 'větu 14. 
34) Neboť potom derivace zprava i zleva podle věty 44 existují 

a rovnají se témuž číslu f(x); podle věty 17 existuje tedy derivace 
a rovná se rovněž číslu f(x). 
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Důkaz VČty 44. Položme pro zkrácení F(x) = j f(t) ctt; budiž 
a 

a £ x 0 < b ; budiž funkce f(x) spojitá zprava v bode 
Je-li 0 < h < 6 — x0, jest 

avl-/* x0+h x^bh 
F(x« + h) - //(<) dí = f / ( t ) dť + f f ( i ) d t = F(x„) + f f ( t ) d t 

a a xc 

a tedy 
F{xfí + h)~ F(x0) 1 

A - h J m á L < 3 2 ) 

Budiž dáno libovolné kladné číslo e; ježto funkce f(t) je spojitá 
zprava v bodě x0, existuje kladné číslo <5 takové, že nerovnost 
I /(O — /(#o) I < j® splněna pro každé í, pro něž platí x0 £ t < 
< xo + <5. Při tom mohu předpokládati, že platí d<^b — #0-35) 
Je-li 0 < h < á, platí nerovnost x0 <1 t < xQ + d pro všechna 
čísla t intervalu <(#0, xQ + K)\ pro všechna čísla t intervalu 
<*0, + A> je tedy | f(t) — f(x0) | < s/2 čili 

/ ( «b )—6/2< / ( í )< / ( í r 0 )+« /2 ; 

podle věty 23 platí tedy nerovnost 
íC0 + /i 

/(z0) - 6 < /(*o) m d < ^ /(*„) + | < / t o ) + 

Podle (32) platí tedy nerovnosti 

čili 
+ A ) — j F ( s 0 ) 

- / ( * < > ) <s 

pro každé h, splňující podmínky 0 < A < d. To však znamená 
právě, že funkce F(x) má v bodě derivaci zprava rovnou 
číslu f(x0), jak bylo dokázati. Důkaz, že také dolní integrál má 
v bodě x0 derivaci zprava, rovnou číslu f(x0), provádí se stejně, 

u ) Kdyby totiž bylo náhodou <5 > b — x0, mohli bychom místo 
čísla d vzíti menší číslo b — xQ. 
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j<*n místo horního integrálu je všude nutno psáti dolní integrál. 
Konečně tvrzení o derivaci zleva se dokáže opět zcela analogicky, 
takže není snad zapotřebí, abych tento důkaz uváděl. Tím je 
věta 44 dokázána. 

b 
Jestliže jest a < b a jestliže existuje j f(t) dř, potom podle 

a 

véty 40 a podle dodatku k definici integrálu existuje těž integrál 
X 

f/(t)ítí pro každě x intervalu 6). V tomto případě můžeme 

tedy ve větě 43 a 44 na př. místo horního integrálu psáti prostě 
integrál a dostáváme tak tuto větu: 

b 
V čta 45 . Budiž a < b; nechť existuje j f(ť) dt. Potom platí 

a 
lato tvrzení: 

X 

1. Funkce j f(t) dl36) jest spojitá V intervalu (ti, 6). 
a 

2. Je-li a < x < b a je-li funkce f{ť) spojitá v bodě x, existuje 
v tomto bodě derivace 

X 

¿ ( 1 /Mcu) = /(*).") 
a 

8. Funkce spojitá v (a, 6) iná určitý integrál od a do b. 
Z vět 43 a 44 učiníme tento důležitý důsledek: 

Věta 46. Budiž a < b; budiž f(x) funkce ohraničená v inter-

36) Tento integrál je funkcí proměnně x. 
37) Použil jsem jen dodatku k větě 44; pro derivaci zprava 

a zlova máme tento výsledek: Je-li a <1 x < b a je-li funkce f(x) 
x 

>pojitá zprava v bodě x} má integrál j f(t) dt v bodě x derivaci zprava, 
a 

rovnou číslu f(x). Obdobně: je-li a < x ^ 6 a je-li funkce j(x) spojitá 
x 

zlova v bodě x, má integrál f f(t) dt v bodě x derivaci zleva, rovnou 
a 

Číslu /(.>:) (viz větu 44). 
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valu (a, by, jez má v intervalu (a, by nejvýše konečný ])očet bodu 
b 

nespojitosti38); potom J f(x) dx existuje. 
a 

Důkaz. Sestrojme body a = a0 < a-t < a2 < . . . < ap^i < 
<av — b tak, že funkce f(x) je spojitá v každém bodě inter-
valu (a, by, jenž nesplývá s žádným z bodů a0, av <t2. . . ap,39) 
Vezměme kterýkoliv interval (ai—i, ať> {i = 1, 2, . . p); funkce 
f(x) je v tomto intervalu ohraničená a je spojitá v každém 
vnitřním bodě tohoto intervalu. Pro zkrácení položme 

H * 

J f(t) dt=F(x), J'f(t) dt=G(x)-
ai— 1 ai—\ 

použijeme-li vět 43 a 44 (při ěemž místo intervalu (a, by klademe 
interval i, ať>), dostáváme tento výsledek: 

1. Funkce F(x), G(x) jsou spojité v intervalu i, a<>. 
2. V každém vnitřním bodě intervalu existují 

derivace F'(x) == f{x), G'(x) = f(x). Funkce F(x) — G(x) je tedy 
spojitá v uzavřeném intervalu i, a£) a má derivaci rovnou 
nule v každém bodě otevřeného intervalu a^. Podle věty li) 
je tedy funkce F(x) — G(x) konstantní v intervalu { , ai), 
t. j. F(x) — G(x) = o pro <1 # <1 a*. Abychom stanovili 
konstantu c, dosaďme za x nějakou hodnotu intervalu (a^i, 
nejléj>e se nám hodí hodnota x — a ^ ; jest však 

i 
0 = f f ( t ) dt = 0, Gia^) = f f(t) dt = (>. 

ai—1 ai—l 

tedy c = 0. Tedy jest F(x) = G(x) pro všechna x intervalu 
<Viř—i, ai). Specielně pro x = a* jest 

H ai 
F(ai) = G(a<), čili f f(t) dt = f f(t) dt, 

ai—1 g<—1 
38) Funkce ](x) nemusí mít i po případě vůbec žádný bod ne-

spojitosti. 
89) Takové body a0> ax, . . ., ap mohu dostati třeba takto: vezmu 

body a, b, přidám k nim všechny body intervalu <a, 6) , v nichž 
funkce f(x) není spojitá a všechny tyto body, seřazené podle veli-
kosti, označíme znaky a0, av a2, . . *, a . 
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takže J f(t) dř existuje. Tedy existují integrály 

di • ap 
/ / « d l , f f ( t ) d t , ...,f f(t) dl: 

«0 <lp--\ 

podle věty 39 (a podle poznámky k této větě) existuje tedy též 
integrál 

ap b 
f f ( t ) d t = f f ( t ) dt, 

o0 a 
jak bylo dokázati. 

Uveďme tento speciální případ věty 46: 
Věta 47, Budiž a < b; budiž f(x) funkce spojitá v uzavřeném 

b 
intervalu (a, by; potom j f(x) dx existuje. 

a 

Důkaz. Podle věty 16 jest funkce f(x) ohraničena v inter-
b 

valu (a, 6); tedy mohu použiti věty 46 a tedy J f(x) dx existuje. 
a 

Věta 46 dala by se podstatně zobecnit i, tím se vsak ne-
budeme zabývati. 

9. Funkce primitivní a její souvislost s určitým integrálem. 
b 

VSta 48. Budiž a < b; nechť existuje integrál J f(x) da. Budiž 
a 

F(x) funkce spojitá v uzavřeném intervalu (a, 6 ) , jež v každém 
bodě otevřeného intervalu (a, b) má derivaci F\x) = f(x). Potom jest 

/ f ( x ) dx = F(b) — F(a). 

Důkaz. Budiž Dm (m = 1, 2, . . .) ono rozdělení intervalu 
(a, 6), jež dělí interval <(a, by na m stejných dílů. Dělicí body 
rozdělení Dm jsou tedy body a = xQ>m < xhm < x2,m < . . . 
• . - < xm—i,m < Xm,m = b> kde jest 

xim = a + — {b —«) pro i = 0, 1, 2, . . m; 
' m 
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tedy Axi}fa = xii7n — x ¿_lfWI = (6 — a)/m, tedy e(Z>m) = 
— (b—rt)/wi5 tedy lim Q(Dm) = 0. Ježto funkce ^(x) jest 

spojitá v uzavřeném intervalu i)Wi, a má derivaci 
v každém bodě otevřeného intervalu i>m, lze podle 
věty o střední hodnotě (věta 18) každému i (i = 1, 2, . . m) 
přiřadit! jisté ěíslo vyhovující nerovnostem 

Xi—tm < 
< xi,m tak, ze jest 

,m) — F(xi—\,m) = — • •*"(&,!»)• 

Vzhledem k tomu, že podle předpokladu jest F\^i )m) = 
- - f(Šitm), lze tuto rovnici psáti též ve tvaru 

— —l,m) = f(km) (ť = 1, 2, . . ., w). 
Sečteme-li tyto rovnice pro i = 1, 2, . . m, dostaneme vlevo 
F(x7iltM)— čili jF(6) — i^í«), takže dostáváme rovnici 

m 

2 /(A,«) = m - F(ci). (33) 
i -1 

Uvažme především, že jest <1 xifm (znamení rov-
nosti bychom dokonce mohli potlačiti); za druhé uvažme, že jest 

lim (i(Z)w) — 0. Můžeme tedy použiti věty 31 (v našem případě 
m-r* CO 
jest ovšem nm — m)\ platí tedy vztah 

m r 
lim 2 / ( 6 , » M * f , » = / / (*)d*. (34) 

?>l—>CO % — 1 ^ 

Podle rovnice (33) jest výraz 
m 

roven číslu F(b) — F(a) pro každé m; tedy i jeho limita je rovna 
číslu F(b) — F(a)y takže podle rovnice (34) jest 

b 

j f { x ) dx= F(b) — F(a), 
a 

jak bylo dokázati. 
Věta 48 je důležitá z mnoha důvodů. Upozorňuji především 

na to, že nám velmi často umožňuje výpočet určitého integrálu. 
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Je-li a < b, existuje-li Jf(x) dx (to nastane podle věty 47 na př. 
a 

tehdy, je-li funkce f(x) spojitá v intervalu (a, 6» a podaří-li se 
nám nalézti funkci F(x), spojitou v intervalu (a, 6), jež splňuje 
rovnici F'(x) = f(x) v každém vnitřním bodě tohoto intervalu, 

b-
můžeme Jf(x) dx okamžitě (podle věty 48) vypocísti z rovnice 

b a 

Jf(x)dx = F(b)— F(a). Objasníme si to na p ř í k l a d e c h : 
a 

7 

1. Integrál I — d z jistě existuje. Funkce40) lg x je spojitá 
J x 

2 

v intervalu <2, 7) a má derivaci rovnou — dokonce pro každé 
x 

7 

/ I 7 
— dá = lg 7 — lg 2 = lg —. 

2 st 
2. Obdobně počítám Jeinxdx; funkce —cos x je všude 

o 
n 

spojitá a má všude derivaci sin x. Tedy jest J sin x dx = 
o 

= (— cos n) — (— cos 0) = — (— 1) — (— 1) = 2. 
Jestliže funkce F(x) má derivaci rovnou funkci f(x) pro 

všechna x otevřeného intervalu (a, 6), říkáme, že funkce F(x) 
je primitivní funkcí k funkci f(x) v intervalu (a, b)> J e viděti, 
že funkce F(x), o níž se mluví ve větě 48, je funkce spojitá 
v intervalu <[a, 6), jež je v intervalu (a, b) primitivní funkcí 
k funkci f{x). Z věty 48 a z příkladů, jež jsme právě uvedli, 
je jasná důležitost primitivních funkcí pro výpočet urcitých 
integrálů; následující kapitola I I I bude věnována hlavně meto-
dám pro výpočet primitivních funkcí. 

Větu 48 lze velmi podstatně zobecniti; uvedeme zde jen 
jedno velmi jednoduché zobecnění: 

i 0) Přidržuji se Kósslerova označení lg x pro přirozený logarit-
mus čísla x. 
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Věta 49. Budiž a < b; nechť existuje integrál j f(x) d#. Budiž 
a 

F(x) funkce spojitá v intervalu (a, 6 ) , jež má derivaci F'(x) — f{x) 
ve všech bodech intervalu (a, b), vyjma nejvýše v konečném počtu 
bodů. Potom jest 

b 
f f(x) dx = F(b) — F(a).") 
a 

Důkaz* Sestrojme čísla a = a0 < ax < a2 < . . . < ap_x < 
< ap = b tak, že rovnice F'(x) = f(x) je splněna v každém bodě 
intervalu (a, 6), jenž nesplývá s žádným z bodů a0, av . • av. 
Vezměme kterýkoliv interval (a^i, a t ) ( ¿ = 1 , 2 , . . ., p). Podle 

věty 40 existuje Jf{x) dx. Ježto funkce F(x) je spojitá v inter-
ní— i 

valu <ai—i, ať) a ježto rovnice F'(x) = /(a:) platí v každém bodě 
otevřeného intervalu («¿—1, a<), můžeme použiti věty 48 a do-
stáváme 

H 
f f(x) dx = F(at) — F(a^x) (¿=1,2,..., p). 

1 
Podle věty 39 a podle poznámky k této větě je tedy 

b ai 
f f(x) dx = f f f(x) dx = 2 - *W-1>> = 

— F(ap) — F(a0) = F(b) — F(a), 

jak bylo dókázati. 
b 

10. Definice integrálu f f ( z ) dx pro a > 6. Dosud jsme 

41) Rozdíl proti větě 48 jest v tom, že nepožadujeme, aby 
rovnice F'(x) = f(x) byla splněna ve všech bodech intervalu (o, 6), 
nýbrž připouštíme, aby existoval v intervalu (a, b) konečný počet 
bodů, v nichž rovnice F'(x) — f(x) neplatí (buď proto, že F'(x) 
v takovém bodě vůbec neexistuje nebo proto, že F (x) má hodnotu 
různou od čísla f(x)). Naproti tomu spojitost funkce F(x) požadujeme 
v celém intervalu <a, 6> bez výjimky. 
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definovali integrál jf(x) dx pro a < b (v odst. 2) a pro a = 6 
a 

(na počátky odst. 7). Doplníme tuto definici ještě pro případ 
a > b takto: 

Druhý dodatek k definici integrálu. Budiž a > b; potom 
b b a 

definujeme určitý integrál J f ( x ) da; rovnicí j*f(x) da; = — J f ( x ) da;, 
a a a b 

jestliže ovšem J f(x) dx existuje.*2) 
b b 

Tím máme definován určitý integrál Jf(x) dx pro a <b, 
a 

pro a — b i pro a > 6. Přehlédněme ještě jednou, jak jsme jej 
definovali: 

b 
1. Je-li a = 6, potom existuje j f ( x ) d x tehdy a jen tehdy, 

« b 

je-li funkce f(x) definována pro x = a; potom jest Jf(x) dx — 0. 
a 

b 

2. Je-li a < 6, potom existuje Jf(x) dx tehdy a jen tehdy, 
« T 

je-li funkce f(x) ohraničená v intervalu (a, 6) a je-li jf(x) dx = 
b b T b a 

= jf(x) da:; potom jest Jf(x) da; = jf(x) dx = Jf(x) dx. 
a a a a 

b 
3. Je-li a > 6, potom existuje Jf(x) dx tehdy a jen. tehdy, 

a 
a b a 

existuje-li jf(x) dx; potom jest Jf(x) dx = — Jf(x) dx. 
a 

a 
42) Jest b < a, takže f f ( x ) dx se béře ve smyslu, zavedeném 

b 
v odst. 2. Obvyklé názvosloví (funkce integrovaná, integrační pro-

b 
měnná, meze integrálu) zachováváme i zde; v integrálu f f { x ) dx 

a 
nazýváme číslo a vždy dolní mezí, Číslo b horní mezí, i když jest 
a > b. 
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V předcházejících odstavcích odvodili jsme řadu vět pro 
b 

integrál Jf(x) dx v případě a < b; podíváme se nyní, platí-li 
a 

tyto věty též bez tohoto omezení (t. j. platí-li též pro a = b, 
a > b). Při tom se omezíme na nejdůležitější věty. Především 
ve větě 35 lze předpoklad a < 6 vynechati; platí totiž 

b b b 
Yčta 60, Existují-li integrály J*fx(x)dx, J*f2(x)dx,.. fn(x)dx 

a a a 

b 
a jsou-li cx, c2, . . ., c n libovolná čísla, existuje i integrál J(cx fx(x) -f-

a 
+ ••• + <* /»(#)) dx a jest 

b b 
f (Cl + c2 f2{x) + . . . + c„ fn(x)) dx = cxf fx(x) dx + 
a a 

b b 
+ c2f f2(x) dx + . . . + Cnf fn(x) dx. (35) 

Důkaz. 1. Je-li a = b, je věta samozřejmá (všechny vyšetřo-
vané integrály se rovnají nule). 2. Je-li a < by je tato věta totožná 
s větou 35. 3. Je-li konečně a > 6, použijme toho, že existují 

a a a 

podle předpokladu integrály j f x ( x ) dx, j f 2 { x ) dx, . . ., //»(#) dx. 
b b b 

a 

Ježto jé b < a, můžeme použiti věty 35. Tedy existuje j (q fx(x) -f 
b 

+ . . - + Cn /«(*)) dx a jest 

a a a 

f (<a ii(x) + . . . + cn fn(x)) dx = cx j f x ( x ) dx+ . . . + cnf fn(x) dx; 

násobíme-li tento vztah na obou stranách číslem — 1, dostáváme 
hledaný vztah (35). Rovněž ve větě 30 lze předpoklad a < b < c 
vynechati; platí totiž 
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Věta 51. Existuji-li integrály J f{x) dx, J f(x) dx> existuje 
a b 

c 

i integrál j f[x) dz a jest i 
a 

c 
f f(x) dx = f f(x) dx + f f(x) dx. (36) 
a a b 

Důkaz. 1. Jsou-li aspoň dvě ze tří ěísel a, b, c sobě rovna, 
b 

je věta 51 správná. Neboť je-li předně a = 6, jest J = O43) 
a 

c 
a tedy vzorec (36) platí. Je-li za druhé b = c, jo J = 0 a vzo-

b 
rec (36) opět platí; je-li konečně a = c, jest podle 2. dodatku 

6 c c 

k definici integrálu j + J = 0 = J , takže vzorec (36) opět 
a b a 

platí. 
2. Zbývá tedy případ, že všechna tři čísla a, 6, c jsou na-

vzájem různá; zde je možno šest různých pořadí podle velikosti: 
I) a < 6 < c: v tomto případě platí vzorec (36) podle vě-

ty 39. 
b c b 

II) a < c < 6; zde jest podle věty 39 a 40 ý — j * f > 
a a c 

e b b b e 

tedy J ~ f — J = J Jt jak bylo dokázati. 
a a c a b 

c a e 

III) b < a < c ; zde jest podle věty 39 a 4 0 J = j + j , 
b b a 

c c a b c 

čili f — f — J = J + f> jak bylo dokázati. 

43) Pro zkrácení vynechávám j(x) dx; místo J f(x) dx píši tedy 
a 

b 
f atd. 



IV) b < c < a \ zde jest J = J + f> čili J = —f = 
b b c 

c a b c - / - / - / + / • 
1 o a b 

V) c < a < 6; zde jest / = / + /> / = — / = = : 

6 6 J6 c 

c a b 

VI) c < 6 < a; zde jest J = j + j ; násobím-li číslem — 1, 

c 6 e 

dostanu J = j* - j . 

b a b 
b a b 

c c a 
b íb c 

a c a 
a b a 

c c b 
c b c 

a a b 

Úplnou indukcí plyne z věty 51 okamžitě 

Věta 52. Existují-li integrály j í ( x ) dx, j f(x) dx,..., J f(x) dx, 
al at an_x 

an 

existuje i integrál j f(x) do; a jest 
«i 

an a% a9
 an 

¡ f i x ) d x = f fix) d x + f f{x) d X + . . . + J f{x) dx . 
a , Cj flj i 

Větu 45 lze zobecniti takto: 
b 

Věta 53. Budiž a < b; nechť existuje integrál J f(t) dt. Budiž c 
a 

libovolné číslo intervalu (a, by. Potom platí tato tvrzení: 
X 

1. Funkce Jf(t) dt**) jest spojitá v intervalu <a, 6>. 

44) Tento integrál je funkcí proměnné x. 
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2. Je-li a < x < 6 a je-li funkce f(t) spojitá v bodl x, existuje 
v tomto bode derivace 

¿ ( / / ( O d i) = / ( . ) • « ) 

x a x 

Důkaz. Jest f f ( t ) d t = J f(t) dt + f f(t)dt (podle věty 51); 
c c a 

a 

ježto J jest konstanta (t. j. číslo nezávislé na x)y plyne věta 53 
c 

okamžitě z věty 45. 
Ve větě 53 jsme vyšetřovali integrál jakožto funkci horní 

meze; obdobně můžeme vyšetřovati integrál jako funkci dolní 
meze; dostáváme tuto větu: 

b 
Veta 54. Budiž a < b; nechť existuje integrál j f(t) dt. Budiž c 

a 
libovolné číslo intervalu (a, by. Potom platí tato tvrzení: 

c 

1. Funkce J f(t) dl jest spojitá v intervalu (a, by. 
X 

2. Je-li a < x < b a je-li funkce f(t) spojitá v bodě x> existuje 
v tomto bode derivace 

- a * ) . " ) 

c 

Důkaz. Ježto jest J f ( t ) dt = —Jf(t) dl, plyne věta 54 
X c 

okamžitě z věty 53. 
Ve větách 42, 46, 47, 48, 49 jsme předpokládali a < b ; 

jak tyto věty nutno upraviti, když jest a > 6, není snad třeba 
obšírně vypisovati; omezme se na to, že ukážeme, jak vypadá 
obdoba k větám 47 a 48 pro a > b: 

45) Jediný rozdíl proti větě 45 je tedy ten, že dolní mez nemusí 
býti právě rovna číslu a, nýbrž může býti rovna libovolnému číslu c 
z intervalu <a, ó>; platí ovšem též poznámka obdobná k pozn. 87) na 
str. 61 o derivaci zprava a zleva. 

46) Platí ovšem zase příslušná poznámka o derivaci zprava 
a zleva. 
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V8ta 65. Budiž a > b; budiž f(x) funkce spojitá v uzavřeném 
b 

intervalu a)47); potom Jf(x)dx existuje. 
a 

a 

Důkaz« Jest b < a; podle věty 47 existuje tedy jf(x) dx, 
b b 

a tedy —. podle definice — existuje též j*f(%) dx. 
a 

b 
Víta 66. Budiž a > b; nechť existuje integrál ff(%) dx. Budiž 

a 

F(x) funkce spojitá v uzavřeném intervalu (b, a), jež v každém 
bodě otevřeného intervalu (b, a) má derivaci F'{x) = f(x). Potom jest 

b 
f f(x) dx === F(b) — F(a). (37) 
a 

b 
Důkaz. Podle předpokladu existuje Jf(%) dx, tedy existuje 

a 
a 

též jf(x) dx; ježto je b < a, můžeme použiti věty 48, čímž 
6 

a 

dostáváme rovnici jf(x) do; = F(a) — F(b); násobíme-li tuto rov-
b 

nici číslem — 1, dostáváme hledaný vztah (37). 
Obdobně mohli bychom i k ostatním větám, jež jsme pro 

b 
integrál jf(x) dx odvodili v případě a < b, nalézti věty obdobné 

a 

pro případ a > 6. Na př. věta 37 zněla takto: Budiž a < 6; 
b b 

nechť existují integrály j f x { x ) dx, Jf2(x) dx; budiž fx(x) f2(x) 
a a 

b b 
pro všechna x intervalu (a, 6); potom jest jf^x) dx^>Jf2(x) dx. 

a a 

Příslušná věta pro a > b zní takto: Budiž a > b; nechť existují 
47) Píši ovšem <6, a> a nikoliv <a, 6>, ježto je b < a. 
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integrály J f x ( x ) dx, J f 2 ( x ) dx; budiž /x(x) ¡> /2(x) pro všechna a? 
a a b b 

intervalu <6, a ) ; potom jest j f x ( x ) dx <1 Jf2(x) dx.48) Neboť 
a a 

a a 

— ježto b < a — plyne z věty 37 nerovnost Jfx(x) dx /2(x) dx; 
b b 

násobíme-li obě strany této nerovnosti záporným číslem — 1, 
musíme současně obrátiti smysl této nerovnosti, čímž dostáváme 

b b 

hledanou n e r o v n o s t Jfx(x) d x j f 2 ( x ) d x . 
a a 

CVIČENÍ. 

1. Budiž f(x) funkce ohraničená v intervalu <a, byi9); její horní 
(resp. dolní) hranici v intervalu by označme znakem M (resp. w). 
Rozdíl M — m nazýváme oscilaci funkce f(x) v int. <a, by a označíme 
jej znakem Q(f(x); <a, by), takže Q(f(x); <a, by) = M — m. 

Dokažte toto: označíme-li znakem <201 množinu všech čísel 
j(x') — f(xn), kde čísla x', x" probíhají všechny hodnoty intervalu 
<a, by, je oscilace funkce f(x) v int. <o, by rovna horní hranici mno-
žiny <30J. To znamená tedy: Jsou-li x\ x" dvě libovolná čísla int. 

<W> 6>' ÍB /(*') — /(*") ž QU{x)í <*, by); (38) 
je-li však e libovolné kladné číslo, pak existují Čísla x', x" inter-
valu <a, by tak, že je 

/(*')—/(*") > Q(f(x); <a, by) - 6. (39) 
Dokažte ještě, že poslední věta zůstane správnou i tehdy, nahradíme-li 
v nerovnostech (38), (39) výraz f(x') — f(x") výrazem | f{x') — f(x") |. 

2. Budiž f(x) funkce ohraničená v intervalu <a, 6); budiž 
D libovolné rozdělení int. <a, by, definované dělicími body a = 
= x0 < « ! < . . . < xn = b. Jako obvykle budiž Mť (resp. w.) horní 
(resp. dolní) hranice funkce f(x) v int. ( í t ^ j , x^y, Ax. = ,rf. - -

n n 
S(D) = 2 Axs(D) = ^ mi Položme = Mi— n>i9 takže 

i = l 1 
je oscilace funkce f(x) v intervalu ( í t ^ j , x-y; položme ještě 

n 
<o(D) = S(D) — s(D) = 2 A*? 

i=l 
48) Smysl nerovnosti je tedy v případě a > b opačný než v pří-

padě a < b. 
49) Ve všech cvičeních ke kap. II předpokládám a < b. 
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Dokažte tyto dvě věty: 
I. Má-li funkce f(x) určitý integrál od a do b, potom ke každému 

kladnému číslu e existuje kladné číslo <5 tak, že nerovnost o(D) < e 
platí pro všechna rozdělení D intervalu <o, by, pro něž je q{D) < D 
(znak q(D) byl zaveden před větou 26). 

II. Existuje-li ke každému kladnému číslu e rozdělení D inter-
valu <a, by tak, že je w(D) < e, má funkce f(x) urč. integrál od a 
do b. 

3. Dokažte: Jsou-li funkce fi(x), f2(x) ohraničené v int. <«, by 
a jsou-li c19 c2 libovolná čísla, je 

Q(cx U(x) + c2 U(x); (a, 6 » Q{tx(x)i <a, 6 » + 
+ |c, | 0(f2(x); (a,by). 

4. Užívajíce cvič. 2 a 3, odvoďte nový důkaz této věty: jsou-li 
Cj, c2 libovolná čísla a má-li funkce fx(x) i funkce f2(x) urč. integrál 
od a do 6, má i funkce cx fx(x) + c2 f2(x) urč. integrál od a do b. 

5. Dokažte: Funkce f(x), g(x) nechť jsou ohraničené v inter-
valu <a, by, takže existuje číslo K tak, že pro všechna x intervalu 
<«> by je | í(x) | ^ K, | g(x) | ^ K. Potom je 

0(/(«) flr(»); <«. *>» á K(Q(1(x)x <a, 6 » + Q(g(x); (a, by)).™) 
6. Užívajíce cvič. 2 a 5, dokažte tuto větu: má-li funkce f(x) 

i funkce g(x) urč. integrál od a do b, má i funkce f(x) g(x) urč. integrál 
od a do b. 

7. Dokažte: Funkce j(x) budiž ohraničena v int. <a, 6>; také 
funkce «77—r budiž ohraničena v int. <a, 6>,S1) takže existuje číslo K 

/W 
takové, že })ro všechna x intervalu <0, by je | ^ K. Potom je 

<«, 6>) £ K* n(f(x); <a, 6 » . 

8. Užívajíce cvič. 2 a 7, dokažte tuto větu: má-li funkce f(x) 
urČ. integrál od a do 6 a je-li funkce ¿r—r ohraničena v int. <a, by, 

má i funkce 77—7 urč. integrál od a do b. f(x) 
9. Z cvič. 7 a 8 pijme: Má-li funkce f(x) i funkce g(x) urČ. 

integrál od a do 6 a je-li funkce ohraničena v int. <a, by, má 

i funkce ——J urč. integrál od a do b. 
9{x) 

60) K důkazu užijte vzorce /(#') g(xf) — f{x") g(x") ~ 
= /(*') {9^')—g(x")) + g(x") (/(«') — /(*»))• 

61) V tomto předpokladu je již obsažen předpoklad, že funkce j — 

je definována v intervalu <a, by, t . j. že je f(x) 4= 0 pro všechna x 
intervalu <a, 6>. Tuto poznámku mějte na paměti i při cvič. 8, 9. 
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10. Dokažte: Je-li funkce /(a?) ohraničena v intervalu <«, by, je 
Q(\f(x) !;<«, by) < Q(f(x); 6 » 

(užijte toho, že | /(*') | — | /(*") | £ | /(*') — /(*") li-
l i . Z cvičení 2 a 10 plyne tato věta: Má-li funkce f(x) urč. 

integrál od a do 6, má i funkce | f(x) | urč. integrál od a do 6. 
12. Používajíce věty 31 a cvič. 11, dokažte tuto větu: Má-li 

funkce f(x) urČ. integrál od a do b, jest 
b 

/ /(*) cl* 
b 

< i / I /(*) I cl*. 
a 

Místo věty 31 lze též užiti vět 37, 35. 
13. O funkci f(x) říkáme, že je neklesající (resp. nerostoucí) 

v int. <a, by, jestliže nerovnost 

/(«i) á /(*.) (resp. ^ f(x2)) 
platí pro všechny hodnoty xv x2, jež splňují nerovnosti a xx < 
< ^ 6. Funkce neklesající a nerostoucí v int. <a, by zahrnujeme 
pod společný název „funkce monotonní v . int. <a, 6>". Užívajíce 
cvič. 2, dokažte, že každá funkce monotonní v int. <a, 6> má urč. 
integrál od a do 6. 

14. Dokažte tuto větu (t. zv. i . věřw o střední hodnotě integrál-
ního počtu): Buďto m, M dvě čísla a f(x), dvě funkce, jež mají 
urČ. integrál od a do 6. Pro všechna x intervalu <«, by budiž m 
^ f(x) g(x) ^ 0. Potom je 

b b b 
m f g(x) dx f f(x) g(x) dx M f g(x) dx. 

a a a 

15. Dokažte: je-li funkce f(x) nerostoucí v intervalu a 4- kli) 
(k celé kladné, h > 0), je 

a+kh 
h(f(a + h) + Ha + 2h) + . . . + f(a + kh)) £ f f(x) dx £ 

a 

ú Mf(a) + /(« + *) + . . . + /(« + (k — 1) h)). 
(Je-li f(x) neklesající, obrátí se znamení nerovnosti. Existence integ-
rálu plyne z cvič. 13.) 

10. Dokažte, že existuje limita (zvaná „Eulerova konstanta") 

lim ( l + — + — -} . . . -f - - — Ig n) . 
oo \ 2 3 n I 

Návod. Položme v = 1 + ^ + . . . 4- — — Ig » (»=-1, 2, 3,...). 
¿i n 

Pro 0 < a < b dostanete z věty 48 snadno 

f _L dx = ig — . 
J x a 
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Kladouce ve cvič. 15 a = n, k — h = 1, /(a;) = 1/x, obdržíte 
1 , n + 1 ^ ^ 

i' — = ;—- — lg < 0; 
n+1 n ^ -f 1 n — ' 

kladouce ve cvič. 15 a = 1, = 1, k — n — 1, f(x) = l/x, obdržíte 
1 In ^ ^ 1. 

Hledaný výsledek plyne pak z vět o limitách monotonních 
posloupností (Kóssler 22—23). 

17. Dokažte: budiž f(x) funkce kladná a nerostoucí v intervalu 
<a, oo) (t. j. pro a ^ xx < x2 je 0 < f(x2) ^ /(«i)). Potom nekonečná 
řada f(a) -f f(a + 1) + f(a 4- 2) -f . . . je konvergentní tehdy a jen 
tehdy, existuje-li Číslo K tak, že pro všechna kladná n jest 

a+n 
f f(x)dx<K. 
a 

Návod: užijte cvičení 15 a věty, že řada s kladnými členy kon-
verguje tehdy a jen tehdy, je-li posloupnost jejích částečných součtů 
shora ohraničena (Kóssler 38). 

oo l 
18. Dokažte: řada V je konvergentní pro a > 1, diver-

gentní pro a ^ 1. 
Návod: Je-li cc ^ 1, užijte výsledku cvičení 17 pro a = 1, 

j(x) — x~~~*; příslušný integrál vypočtete podle věty 48, uvážíte-li, 
že52) 

d /i , 1 d ( ) 
Pro <x < 1 je pak rT~* > n — 1 (n = 2, 3, . . .) a princip při-

rovnávání řad53) dává divergenci. 
oo 1 

19. Dokažte: řada V - je konvergentní, je-li budto 
nŽiffQgnp 

<x > 1 nebo n — 1, ft > 1; ve všech ostatních případech je řada 
divergentní. 

Návod: Napřed rozřešte případ a = 1, P ^ 1, užívajíce cvičení 17 
pro j 

příslušný integrál vypočtete podle věty 48, uvážíte-li, že 

i d /Icr íl„ A 1 d /dg *) P\ _ 
x (lg x)P pro / ? # = ! . 

Ostatní případy převedete na případ <x = 1, ^ 1 takto: budiž 
e kladné, y libovolné; potom je 

52) Čtenář sám nechť uváží, pro která x tyto a podobné vzorce 
ve cvič. 18, 19, 20 platí. 

M) Kóssler str. 39, řádek 1—17. 
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l l m i & f ř - O 
Z-+CD X9 

(pro y ^ 0 je t-eftto výsledek samozřejmý; pro y > 0 viz Kóssler, 
str. 99 dole). 

Je-li tedy & 1, je pro dosti velká n 

1 1 
< 

n* (lg ný n (lg n)a 

a řada konverguje"); je-li a < 1, je pro dosti velká n 

1 1 
n (lg ný nlg n 

a řada diverguje64); tentýž výsledek platí konečně pro <x = 1, fl < 1. 
20. (Trochu těžší; zobecnění cvič. 18 a 19.) Položte lg2 x = 

= lg (lg x), lg8 x^lg (lg2 x) obecně lgmx = lg x) (m = 
= 3, 4, . . ,). Dokažte: řada 

2 -
w s , a n * (lg n)"1 (lg2 n)"*... (lg* #»)•* 

konverguje tehdy a jen tehdy, má-li řada čísel 

«0» al> «2» • • rtJt 
tuto vlastnost: v této řadě existuje aspoň jedno číslo různé od 1 
a první z těch čísel různých od 1 je větší než 1. Na př. pro k = 2 
je řada konvergentní, je-li buďto ot0 > 1, nebo = 1> > 1» nebo 

= = 1, cx2 > 1; v ostatních případech je divergentní. 
Návod: podobně jako v cvič. 19 rozřešte napřed případ 

OÍ0 = « ! = . . . = = 1 , <XK 1, užívajíce vzorců 

d 1 
d ^ f t + l * ' - x\gxig2x...\?kx ' 

d A1?* 
d * \ 1 — / 

1 pro (%k 4= 1. 
x\gx lg2 x..-.lg^ a: (lg* x)"k 

Ostatní případy lze — podobně jako v cvič. 19 — na tento případ 
převésti. 

54) Podle principu přirovnávání řad. 
65) Celé číslo o je voleno tak, aby všichni Členové řady měli 

smysl. 
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KAPITOLA III . 

Teorie neurčitého integrálu* 

V této kapitole budeme se zabývati teorií primitivních 
funkcí, jejichž důležitost jsme poznali v předešlé kapitole při 
větě 48 a 56. 

1. Definice primitivní funkce. Buďte F(x), f(x) dvě funkce, 
definované v otevřeném intervalu (a, b) (konečném nebo ne-
konečném). Platí-li pro všechna x intervalu (a, b) rovnice F'(x) = 
= /(#), říkáme, že funkce F(x) je primitivní funkcí k funkci f(x) 
v intervalu (a, 6).1) 

Na př. funkce \x* je v intervalu (— oo, oo) primitivní funkcí 
k funkci x2; funkce tg x je primitivní funkcí k funkci 1 : cos2 x 
v intervalu (—|jt, \n) a také v intervalech (%tz9$7z), (|tf, frc) atd., 
nikoliv však na př. v intervalu (— fn) (zde vadí hodnota 
x = \n). 

Je-li funkce F(x) primitivní funkcí k funkci f(x) v inter-
valu (a, 6), je ovšem též každá funkce F(x) + c (kde c je libo-
volná konstanta) primitivní funkcí k funkci f(x) v intervalu (a, b)f 
neboť je (F(x) + c)' = F'(x). Tím jsou však všechny primitivní 
funkce k funkci f(x) v intervalu (a, b) vyčerpány, neboť platí 
tato věta: 

Věta 57. Jsou-li funkce F(x), G(x) dvě primitivní funkce 
k funkci f(x) v intervalu (a, 6), platí v celém intervalu (a, b) rovnice 
G{x) = F(x) + c, kde c je konstanta. (Znám-li tedy k funkci f(x) 
v intervalu (a, b) jednu primitivní funkci F(x)> jsou všechny 
primitivní funkce dány výrazem F{x) -f- c, kde c je libovolná 
konstanta.) 

Důkaz. V intervalu (a, 6) je F'(x) = G'(x) = f(x); položíme-li 
tedy H(x) = G(x) — F(x)t je H\x) = 0 v int. (a, b) a tedy podle 
věty 20 je H{x) — c v int. (a, 6), kde c je konstanta; tedy 
G(x) = F(x) + c. 

Zbývá ovšem otázka: existuje ke každé funkci funkce primi-
tivní? Tuto otázku je nutno zodpověděti záporně. Definujme 
na př. funkci f(x) takto: f(x) = 0 pro x =(= 0, /(O) = 1. Kdyby 
k funkci f(x) existovala v intervalu (— oo, oo) primitivní funkce 

A) Je možno definovati primitivní £unkci též obecněji; na ele-
mentárním stupni této knížky je však snad nejvhodnější podaná de-
finice. 
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F(x), bylo by F'(x) = 0 pro x < 0, F'(0) = 1, F'(x) = 0 pro 
x > 0. Podle věty 20 by funkce F(x) byla konstantní v intervalu 
(— oo, 0) i v intervalu (0, oo), t. j. bylo by F(x) — a pro x < 0, 
F(x) = b pro x > 0. Z existence derivace v bodě x = 0 by ply-
nula spojitost funkce F(x) v bodě 0 (viz pozn. 1 na str. 24), 
tedy by bylo lim F(x) = lim F(x) = 1^(0); ale zřejmě 

lim F(x) = a, lim F(x) = b, takže by bylo a = b = F(0), 

takže by bylo F(x) = a pro všechna x vůbec a tedy F'(x) = 0 
pro každé x, tedy i pro x — 0, což je ve sporu s rovnicí 2^(0) = 1. 
Tedy k funkci f(x) neexistuje v intervalu (— oo, oo) primitivní 
funkce. 

Ale alespoň ke každé funkci spojité existuje primitivní 
funkce, jak nás poučuje tato věta: 

Věta 58. Budiž f(x) funkce spojitá v otevřeném (konečném 
nebo nekonečném) intervalu (a, b); zvolme libovolné číslo c v inter-
valu (a, b). Potom integrál 

X 

fm <« 
C 

je primitivní funkcí k funkci f(x) v intervalu (a, b). (Tedy ke každé 
funkci, spojité v intervalu (a, b), existuje v tomto intervalu primi-
tivní funkce.) 

Důkaz. Budiž xQ libovolné číslo intervalu (a, 6). Ježto žádné 
číslo intervalu (a, 6) není jeho nejmenším ani nej větším číslem, 
lze zvoliti dvě čísla oc, f3 intervalu (a, b) tak, že je oc < Min (c, x0) <1 

Max (c, rr0) < f}. Ježto funkce f(t) je spojitá v intervalu (oc, /?> 
a ježto c, Xq jsou dva vnitřní body tohoto intervalu, existuje 

fi X 

především Jf(t) dl (věta 47), dále existuje integrál Jf(t) dl pro 
a c 

každé x intervalu a konečně platí, že derivace integrálu 
X 

f /(*) dl je rovna číslu f(x) pro každé x intervalu (oc, (i) (věta 53), 
c 

tedy specielně pro x = x0. Ježto x0 bylo libovolné číslo intervalu 
X 

(a,b)t platí tedy: pro každé x intervalu (a, 6) existuje Jf(t)át 

d x c 

a platí — /(I) dl) == f(x), jak bylo dokázati. 
dax c 
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Věta 58 ukazuje, že — aspoň pro funkce spojité — je velmi 
úzký vztah mezi určitým integrálem a primitivní funkcí.2) Není 
proto divu, že pro primitivní funkci bylo zavedeno ještě jiné 
pojmenování a označení, připomínající pojmenování a označení 
určitého integrálu. Primitivní funkci k funkci f(x) v int. (a, b) 
nazýváme také neurčitým integrálem funkce f(x) v int. (a, b) 
a značíme ji znakem 

jf(x) dx. 

Jinými slovy: neurčitým integrálem funkce f(x) v intervalu (a, ¿) 
nazýváme každou funkci (definovanou v int. (a, 6)), jež má pro 
každé x intervalu (a, b) derivaci rovnou číslu f(x). 

Poznámka. Určitý integrál dané funkce v daných mezích je 
n 

určité číslo; na př. j sin x dx = 2 (viz příkl. 2 u věty 48); naproti 
o 

tomu neurčitý integrál funkce f(x) je opět funkce proměnné x> 
a to ještě ne zcela určitá — je určena pouze až na ,,aditivní 
konstantu", kterou často nazýváme ,,integrační konstantou"; 
na př. je J sin x dx = — cos x + c, kde „integrační konstanta" 
c může býti libovolné číslo. 

Podobně jako při určitém integrálu užívá se i při neurčitém 
integrálu pro „integrační proměnnou" (tak se nazývá proměnná, 
stojící za symbolem d) vedle znaku x i jiných písmen; na př. 

j*2xdx=x2 + c, f2tdt = t2 + c. 

2. Nejjednodušší formule a věty pro výpočet neurčitých 
integrálů. Známé vzorce diferenciálního počtu dávají nám ihned 
tyto výsledky (c je integrační konstanta): 

fsinxdx = — cos x + c, Jcos x dx = sin x + c, 

= arctg 2c/ + c,3) íexdx — ex+ c; 
1+ *

2

 J 
zobecněním posledního vzorce je vzorec 

/
ax dx — — . ax + c, platný pro a > 0, a 4= 1. 

lga 

2) U nespojitých funkcí jsou tyto vztahy složitější. 
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Vzorce (1) a (2) platí v intervalu (— oo, oo) a plynou ihned ze 
vzorců (cos x)' = —sin x, (sin x)' = cos x, (arctg x)' = 1 : (1 -f- x2), 
(ex)' = ex, (a*)' = ax . lg a pro a > 0; z posledního vzorce 

/ a* \ ' 
plvne totiž ( 1 = ax pro a > 0, pokud je lg a 4= 0, t. j. 

\lg a/ 
pokud je a 4= 1- Stejně se dokáží vzorce 

dx I = arcsin x c (v interv. (— 1, 1)); (3) 

/
dx 

— = tg x + c (4) 
< 

dx 
cos2 x 

(v každém otevřeném intervalu neobsahujícím žádný bod, pro 
nějž cos x = 0); 

dx 
= — cotg x -f c (5) f: 

(v každém otevřeném intervalu, neobsahujícím žádný bod, pro 
nějž sin x = 0). 

Obraťme se nyní k mocnině. Jest (xn+1)' = (n-H) xn a tedy 

/ x"*1 y = xn, (6) 

není-li ^ , ^ 1 = 0, t. j. není-li n = — 1. Kdy platí vzorec (6)? 
Je-li n celé kladné, platí pro každé x; rovněž je-li n — 0 (ve tvaru 
(#)' = 1 ) . Je-li n celé záporné (a n 4= — 1), platí (6) pro každé 
x #= 0; není-li n celé, platí vzorec (6) pro každé kladné x.4) 

/
dx r 1 

-—: :> místo I x dx; obdobně často píšeme 1 4- x2 J l | r 

pro zkrácení T-4—: místo f-7—7 dx, místo dx, ídx 
J g{x) J g(x) J g(x) J g{x) J 

místo J l d x . 
4) Přidržuji se Kosslera, str. 23—25, který definuje an při ne-

celém n jen pro a > 0. Zde je snad na místě malá poznámka. Pro 
necelé n byla v Kósslerově knížce definována mocnina xn jen pro 
x > 0 (a to je xn > 0 pro # > 0 ) . Definujme ještě pro necelé kladné n 
výraz 0n rovnicí ( f 1 = 0. Tím je tedy funkce xn definována v inter-
valu <0, 00) (až do konce této poznámky předpokládám, že je n číslo 
necelé kladné). V otevřeném intervalu (0, 00) má funkce xn kladnou 

Jarník: Úvod do integrálního poCtu. 6 81 



Z formule (6) plyne specielně pro n = 0 

fdx = fldx=x+c (7) 

(v intervalu (— oo, oo)) a obecně pro každé i1 =+= — 1 

f 
'¿n dx == -L-xn+l + c; (8) 

n + 1 
při tom vzorec (8) platí v intervalu (— oo, oo), Je-li ^ celé kladné; 
platí v intervalu (— oo, 0) i v intervalu (0, oo), je-li n celé záponié 
(n 4= — 1); a platí konečně v intervalu (0, oo), je-li n číslo necelé. 

/

ix 

— . Je-li x > 0, 
je (lg x)' = 1 : x, a tedy 

/ dx . 
- = \ g x + c 
X 

v intervalu (0, oo); je-li x < 0, je — x > 0 a tedy (lg (— x))' = 

. (— 1) = — a tedy 
x x 

*dx P = \g(—x) + c 
X 

v interv. (— oo, 0). Oba tyto vzorce lze shrnouti ve vzorec 

*dx f x = lg I » I + c. (9> 

platný jak v intervalu (— oo, 0), tak v intervalu (0, oo). 

derivaci nxn 1 a tedy je xn v tomto intervalu spojitá a rostoucí (t. j. 
je-li 0 <C xx < x2, je xjn < a?2

w; důkaz: podle věty o střední liodnoté 
(věta 18) existuje £ tak, že je xx< £< x2, x2

n—x* = nšn~~1(x2—xx)9 

tedy x2
n — x* > 0). Tvrdím nyní: funkce xn je rovněž spojitá zprava 

v bode x = 0 (pro kladné necelé n). Důkaz: budiž dáno libovolné 
J_ 

kladné číslo e. Položme <5 = en, takže je ó > 0. Je-li 0 < x < d, 
je 0 < xn < 6n = e. T. j.: ke každému kladnému číslu e existuje 
kladné číslo <5, mající tuto vlastnost: je-li 0 < x < <5, je 0 < .rn < e 
a tedy | xn — 0n | < Tím je důkaz proveden. 
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Dovedeme tedy integrovati funkce xn [pozor 11a rozdíl mezi 
případem n 4= — 1 (vzorec ( 8 ) ) a n = — 1 (vzorec ( 9 ) ) ] , ex, az 

(a > 0, a 4= 1), sin x, cos x, 1 : sin2 x, 1 : cos2 x, 1 : ]/l — x2, 
1 : (1 + x2)- Samozřejmě jest 

j o d s = = c (10) 

v intervalu (— 00, 00), ježto derivace konstanty je nula. Vzorce 
(1) až (10), jichž budeme často užívati, je nutno si bezpečně 
zapamatovati. 

Poznámka. Třetí vzorec (1) jsme dostali ze vzorce (arctg x)'= 
= 1 : (1 + x2); použitím vzorce (— arccotg x)' = 1 : (1 -f z2) 
bychom dostali obdobně vzorec 

/
dx 

= — arccotg x + c (11) 
1+ x2 

(v int. (— oo, 00)). Z tohoto vzorce a z třetího vzorce (1) plyne, 
že i funkce arctg x i funkce — arccotg x jsou v intervalu 
(— 00, 00) primitivními funkcemi k jedné a téže funkci 1 : (1 -f- x2). 
Z věty 57 tedy plyne, že jejich rozdíl je konstantní, t. j. 

arctg x — (— arccotg x) = C. 

Konstantu C určíme, dosadíme-li x — 0; dostaneme C=arctg04-
+ arccotg 0 = 0 -(- == takže arctg x 4- arccotg x = což 
je známý vztah (Kóssler 68). Nedává nám tedy vzorec (11) 
vlastně nic nového; z téhož důvodu jsem neuváděl zvláště vzorec 

r dx I ,. = — arccos x + c 
J j/i—x2 

(v int. (— 1, I)). 
V tomto odstavci — a též ve dvou následujících odstavcích — 

odvodíme několik vět, jež nám často dovolují převésti výpočet 
integrálů složitějších na výpočet integrálů jednodušších. 

Věta 59. Existují-li v intervalu (a, b) neurčité integrály funkci 
fi(x)> Í2(x)> - - fn(x) a jsou-li cv Cg,. . ., cn konstanty, existuje téí 
neurčitý integrál funkce cx f^x) + e2 f2(x) + . . . 4 - cn fnix) v inter-
valu (a, 6) a jest 
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f(^lfl(x) + C2f2(x) + . . .+ cnfn(x)) dx=cx Jfx(x) áx+c2Jf2(x) dx + 

+ ..• + c*ffn(x)Ax+C (12) 

v intervalu (a, b), kde C je konstanta.s) 
Důkaz. Položme (vše stále v intervalu (a, b)) Fx(x) = 

= / / i(z) d*, . . Fn(x) = y/„(«) da, takže je J T ^ ) = f{(x) pro 
i = 1, 2, . . n. Podle známých vět diferenciálního počtu (Kóssler 
74) j e ( q + . . . + Fn(x))f = cx F\(x) + . . . + <* F\(x) -
= c i f i ( x ) + • • • + tnfn(x)* tedy funkce 

cx Fx(x) +mm. + Cn Fn(x) = c x f f x ( x ) dx+ c n f f n ( x ) dx 

je primitivní funkcí k funkci cx fx(x) +••• + £» fn(%) a liáí se 
tedy od levé strany rovnice (12) pouze o jistou konstantu, jak 
bylo dokázati. 

Poznámka: Všimněme si zvláštních případů rovnice (12): 

/ i f i ( x ) + /,(*)) dar = / f x ( x ) dx + f U(x) dx, f (fx(x) - /,(*)) dx = 

=Jfi(x) dx — j f 2 ( x ) dx, Jc f(x) dx = c J f ( x ) dx 

(kde c je konstanta). 
P ř í k l a d : 

í | 3 sin * — ]/2 . x3 H —I dx = 
J \ 1+ x2/ 

= 3 Jsin x dx —1/2 J x z d x + 2 J^j^—^ = —3 cosx — 

.—EíL x*-\-2 are tg x 
4 

5) „Integrační konstantu" C mohu ovšem libovolně změniti, 
zrriěnírft-Íi hodnotu integrační konstanty v integrálu na levé straně 
rovnice (12); mohu též docíliti toho, že C = 0. My budeme obyčejně 
v takových rovnicích mezi neurčitými integrály tuto integrační 
konstantu vy nechá vati a psáti na př. místo rovnice (12) rovnici 

/(Ci/i(»)+ • • • +cnfn(x))dx = cxJfx(x)dx + . . . + cnffn(x)dx.(12') 
Této rovnici je ovšem nutno rozuměti takto: zvolím-li libovolně in-
tegrační konstanty v integrálech J fx(x) da?, . . J fn(x) dx, mohu 
integrační konstantu v integrálu j{cxfx(x) . . . -f cn fn(x)) dx zvo-
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(integrační konstantu budu od nynějška skoro vždy vyne-
chá vati). 

3, Integrace per partes* Věty předešlého odstavce spočívaly 
na vzorcích pro počítání derivace. Také metody tohoto a následu-
jícího odstavce spočívají na vzorcích pro počítání derivace. Vzorec 
pro derivování součinu (Kóssler 74) dává nám tuto důležitou 
větu: 

Věta 60. Funkce u(x), v(x) nechť mají v intervalu (a, b) spojité 
derivace. Potom jest 

j*u(x) v'(x) dx = u(x) v(x) — ju'(x) v(x) dx (13) 

v intervalu (a, b). 
Důkaz. Funkce u(x) v(x) má v intervalu (a, b) derivací 

u(x) v'(x) + u'(x) v{x), takže je 

u(x) v(x) = f(u(x) v'(x) -f- u'(x) v(x)) dx (14) 
v int. (ia, b). Funkce u(x), v(x) jsou spojité v (a, b) (ježto tam mají 
derivaci, viz pozn. 1 na str. 24); ježto také funkce u'(x), v'(x) 
jsou spojité v (a, b) podle předpokladu, jsou tam spojité též 
funkce u(x) v'(x) a u'(x) v(x) (Kóssler 60). Podle věty 58 existují 
tedy v (a, b) integrály Ju(x) vf(x) dx, ju'(x) v(x) dx. Podle 
věty 59 lze tedy rovnici (14) psáti ve tvaru u(x) v(x) = 
= Ju(x) v'(x) dx + j*u'(x) v(x) dx; převedeme-li v této rovnici 
druhý integrál na levou stranu rovnice, dostaneme rovnici (13). 

Vzorec (13) dává nám důležitou metodu k výpočtu neurči-
tých integrálů, t. z v. metodu integrace per partes nebo metodu 
částečné integrace. Jak se jí používá, objasním na příkladech. 

P ř ík l ad 1. Vypočtěte Jxexdx (v intervalu (—oo, oo)). 
Položme u(x) = x, tedy musíme položiti v'(x) = ex. Potom je 
u'(x) — 1; za v(x) musíme vzíti nějakou primitivní funkci k funkci 
v'(x) = ex, zvolme tedy třeba v(x) =» ex (mohli bychom ovšem 
též voliti třeba v{x) = ex + 3 nebo vůbec v(x) — ex + c, kde c je 
liti tak, aby platila rovnice (12'); kdybych ovšem tuto konstantu 
zvolil jinak, nebyly by obě strany rovnice (12') sobě rovny, nýbrž 
lišily by se o konstantu. Obdobně je nutno rozuměti i všem dalším 
rovnicím mezi neurčitými integrály, v nichž integrační konstanta je 
vynechána. Doufám, že čtenáři je věc dostatečně jasná a nebudu 
proto tuto poznámku již později opakovali. 
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libovolná konstanta, ale to by vedlo jen ke komplikaci výpočtu). 
Podle vzorce (13) je 

Jxe* dx = xex —J1 . ex dx = xex — ex = ex(x — 1). 

P ř í k l a d \ Jx2 sin x dx (v intervalu (—oo, oo)). Položme 
u = x2, v' = sin x, tedy u' = 2x, v = — cos x; dostaneme 

jx2 sin xdx — — x2 cos x + 2£x cos x dx; 
zbývá vypočísti integrál na právo; položme u == x, v' = cos x, 
u' = 1, v = sin x, takže 

fx cos x dx = x sin x — j sin x dx = x sin x + cos x; 

tedy celkem 

y*x2 sin x dx = — x2 cos x -[- 2x sin x + 2 cos x. 

(Chceme-li se přesvědčiti, že jsme se při výpočtech nezmýlili, 
stačí zjistiti, že je vskutku (— x2 cos x + 2x sin x + 2 cos x)' = 
= x2 sin x.) 

P ř í k l a d ^ f Ig x dx (v intervalu (0, oo)). Položme u = lg x, 
tedy v' — 1 (u = 1, v' — lg x by nevedlo k cíli, ježto bychom 
neuměli vypočísti v = dx); tedy iť = 1 : x, v = x, 

/ l g x d x = x lg x — f l . dx = x lg x — x. 

P ř í k l a d V xnex dx (n celé, w ¡> 0; interval (— oo, oo)). 

Položme pro zkrácení j*xnex dx = In; známe tedy I0 = Jex dx = ex. 
Položme (je-li n > 0) u = xn, v' = e®, v! = nx7^1, v = e®, takže 
y d x = xnex — n j xn~~lex dx, t. j. 

In = xnex — nln-1 (15) 
(n celé, n > 0). Vzorec (15) nám dovoluje ,,rekurentně'' určiti Jw: 
rovnice (15) nám dovoluje vyjádřitť I n pomocí / w _i , potom 
(dosadíme-li do ní n — 1 místo n) /n—i pomocí atd. až na 
konec Ix pomocí I0; a integrál I0 známe. Na př.: I3 = xHx — 3 /2 , 
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r2 = X2ex — 21 v Ix = xe* — 1 . ex. Tedy celkem I3 = (x* -
— Sx2 + 6x — 6) 6* 

Př ík lad 5. (Interval (— oo, oo).) Položme 

da; 
(1 + x2Y 

(n celé, n > 0). Známe Kx = arctg x a hledáme tedy obdobnou 
rekurentní formuli, jako byla formule (15). Položíme 

1 , , 2nx 
11 , V = 1> U , V — X 

(1 + x2)n (1 + x2)n+l 

a obdržíme: 

J (i + x2r (i + x2r J (i+*2)n+1 

* , « f ( ! + x 2 ) —1 , x 
= 2n / — - — da; = h 

(1 + x2)n J (1 + x2)n+l (l + x2)n 

+ 2n (Kn — Kn+i); 
tedy Kn = x : (1 + x2)n -f- 2n (Kn — Kn+1) a odtud řešením 
hledaný rekurentní vzorec 

Kn+ x = * + Kn (16) 
2n (1 + x2)n 2n 

(n celé kladné). 

/ lg x 
da: (interval (0, oo)). Položme u = lg x9 x 

v' = 1 : x, u' = 1 : x, v = lg x; dostáváme 
í 1 ^ dx = (lg x)2 — m dx. (17) 

J X J X 

Zdánlivě jsme nepokročili: integrál vpravo není jednodušší než 
integrál vlevo. Ale ve skutečnosti je příklad již vyřešen; neboť 
z rovnice (17) je možno hledaný integrál vypočísti: 

2 da; = (lg x)2, dx = ±-(lgx)2. 
J x J x 2 
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Př ík lad 7. Jex sin x dx (interval (—00,00)). Zde vede 
k cíli podobná myšlenka jako v příkl. 6, ale integrace per partes 
Be musí provésti dvakráte. Položme jednou u = ex, v' ~ sin x, 
u' = ex, v — — cos x; dostaneme 

Jex sin x dx = — ex cos x + Jex cos x dx. 

Po druhé položme u = sin x, v' = ex, u' ~ cos x, v = do-
staneme 

y*e* sin x dx = ex sin x — Jex cos x dx.6) 

Sečtením a odečtením těchto dvou rovnic dostaneme hledaný 
integrál a k tomu ještě Jexcosxdx: 

Jex sin x dx = \eř (sin x — cos x), 

j*ex cos x dx = \e,x (sin x + cos x). 

Z těchto příkladů je snad aspoň částečně viděti, jak se me-
tody integrace per partes užívá. Obyčejně se snažíme daný in-
tegrál upraviti 11a tvar Juv ' dx tak, aby integrál dx byl 

jednodušší než integrál daný; dovedeme-li fu'vdx vypočísti, 
jsme hotovi (příkl. 1, 3). Někdy musíme této metody použiti 
několikráte (příkl. 2), při čemž leckdy dospějeme k užitečným 
rekurentním vzorcům (příkl. 4, 5). Při takovém rekurentním 
vzorci není neštěstí, vyjádříme-li naopak jednodušší integrál 
složitějším; na př. v příkladě 5 jsme integrál Kn vyjádřili integ-
rály Kni Kn+i\ pomohli jsme si potom tím, že jsme z oné rovnice 
vyjádřili integrál Kn+\ integrálem Kn. Někdy dojdeme k cíli 
tím, že dostaneme ve formuli (13) tentýž integrál vprayo fako 
vlevo (příkl. 6); potom n^m vzorec (13) dává rovnici, z níž lze 
hledaný integrál vypočísti (v příkl. 7 jsme obdobně našli dvě 
rovnice pro dva neznámé integrály). Máme-li touto metodou 
pocítati //(x) dx, záleží úspěch na tom, podaří-li se nám vhodným 
způsobem uvésti funkci /(x) na tvar f(x) = u(x) v'(x)\ jak se to 
v jednotlivých případech dělá, tomu lze se naučiti hlavně z prakse; 
je proto vhodno vypočísti hodně příkladů toho druhu. 

6) Tím jsme tedy dostali dvě rovnice pro dva neznámé integrály 
f ex sin x dx, J ex cos x dx. 
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4. Metoda substituční. Věty o derivování „složených funkcí" 
(viz věty A', B', C' na str. 24—25) vedou k důležité větě pro výpočet 
neurčitých integrálů: 

Věta 61. Funkce f(x) budiž spojitá v intervalu (a, b): funkce 
(p{ť) nechť má v intervalu (<%, /?) derivaci (p'{t); pro každé t inter-
valu (oč, ¡3) nechť hodnota q?(t) leíi v intervalu (a, b). Potom 
platí v intervalu (a> ¡3) rovnice 

f f ( x ) d x = J f ( ( f ( t ) ) y(t) dt, (18) 

dosadíme-li do primitivní funkce, kterou nám představuje integrál 
na levé straně, <p(t) za x. 

Důkaz. V intervalu (a, 6) položme F(x) — Jf(x) d#.7) Naše 
věta nyní tvrdí, že v intervalu (<%, /S) je funkce F(q?(t)) primitivní 
funkcí k funkci f((p(t)) cp'(t). To plyne však okamžitě z věty B' 
na str. 25. Neboť funkce <p(t) má derivaci v int. (a, /?) a funkce 
F(x) má derivaci F'(x) = f(x) v int. (a, b); pro každé t intervalu 
(*, (i) leží hodnota funkce tp(t) v intervalu (a, 6). Tedy podle 
citované věty B' má funkce F((p(t)) v intervalu (<x,/3) derivaci, 
jejíž hodnota je F'(<p(t)) tp'(t) = f(tp(t)) (p'(t)\ tedy je vskutku 
funkce F(<p(t)) v intervalu (#, /?) primitivní funkcí k funkci 
n m <?'(«)• 

Poznámka. Vzorec (18) se pamatuje velmi snadno: abychom 
z integrálu Jf(x) dx, který stojí vlevo, dostali integrál vpravo, 
dosazujeme především do integrované funkce f(x) za x podle 
rovnice 

» = ?(<); (10) 
za druhé dosazujeme formálně za symbol dx podle rovnice 

dx = <p'(í) dí; (20) 

všimněme si, že je to právě rovnice, kterou dostaneme diferenco-
váním rovnice (19). Výsledek je rovnice (18), kde vlevo je funkce 
proměnné x, vpravo funkce proměnné t; rovnice tato je (jsou-li 
splněny předpoklady věty 61) správná, dosadíme-li do levé strany 
za x podle rovnice (19). Celý postup se tedy redukuje na mecha-
nické dosazování (čili „substituci") podle rovnice (19)8) a proto 
se metodě, obsažené ve větě 61, říká „metoda substituční". 

7) Tento integrál existuje, ježto f(x) je spojitá v (a, 6); viz větu 58. 
8) Ale nezapomeňte nikdy dosaditi také za da; podle rovnice (20)1 
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Vzorce (18) můžeme užiti dvojím způsobem. 
1. způsob» Máme vypočísti jf{cp(t)) (p'(t) dl. Jsou-li splněny 

předpoklady věty 61, můžeme výpočet pře věsti na výpočet 
integrálu Jf(x)dx. Dovedeme-li vypočísti tento integrál, t. j. 
dovedeme-li nalézti funkci F(x), jež je primitivní funkcí k funkci 
í(x)j je předložený integrál vypočten; postup výpočtu lze na-
značí ti stručně takto: 

/ÍW)) <p'(t) dt = f f(x) dx = F(x) = F(<p[t)). 

Př ík lad 1. J sin31 cos t dl9) (interval (— oo, oo)). Na první 
pohled je patrno, že cos I dl je diferenciál funkce sin t. Zavedeme 
proto substituci x = sin t a máme (předpoklady věty 61 jsou 
zřejmě splněny): 

Jsin3 I cos I dl = j*x3 dx = \xA = sin41. 

Př ík lad 2. J(l + x2)n x dx1Q) (interval (— oo, oo)). Vidíme: 
xdx je (až na scházející činitel 2) diferenciálem funkce 1 + x2; 
položme proto 1 + x2 = u> 2x dx = du a počítejme (uvažme, 
že je zde stále u > 0): 

a) pro n #= — 1 jest j(\+ x2)n xdx= i f ( l + x2)n.2xdx = 
r un+1 (1 - f x * ) * + l 

= i / un du = = -—• ; 
J 2(n+ 1) 2 ( n + l ) 

. . r xdx i rdu i 
b) pro n = — 1 jest / = — / — = — \ u \ = 

J 1+x2 2 J u 2 -
= — lg u = lg = lg j/l + x2-

2 

/ dx 
. Zde 

musíme se omeziti na nějaký 
sin x 

interval, v němž sin x se nikdy nerovná nule; proveďme výpočet 
pro jednoduchost v intervalu (0, ítc).11) Je sin x = 2 sin cos \x\ 

9) Užívám obvyklého označení- sin" x, cosw x, lgn x místo 
(sin o?)n, (cos x)n, (lg x)n a pod. 

10) Integrační proměnnou značím zde x a nikoliv I; volím úmyslně 
různá označení pro integr. proměnnou, aby si čtenář na to zvykl. 
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zavedeme-li tedy = t, \dx = dt (tedy O < t < máme 

/

dx _ r dx _ r dt _ r i dt 
sin a: J 2 sin ^a; cos -̂ a; J sin t cos / J tg t cos2 t 

Ale dí : cos21 je diferenciál funkce tg t; zaveďme tedy tg/ — u 
(tedy u > 0), df : cos2 t — du; dostaneme 

/

dx r 1 dt rdu , , , 
- — = / — — - == I — = lg|tt| = lg w = lg tg t=lg t g \ x . 
sin x J tg t cos2/ J u 

2. způsob. Máme vypočísti Jj(x) da;; snažíme se převésti 

tento integrál substitucí x = (p{t) na integrál Jf(<p(t)) <p'(t) dt, 
který může býti jednodušší než integrál j*f(x) dar. Abych věc 
učinil přehlednější, vyslovím výsledek jako zvláštní větu, ač 
v podstatě jde opět jen o větu 61. 

Napřed však musíme předeslati jednu poznámku. Budiž <p(t) 
funkce, definovaná v intervalu (a, /J); když t probíhá interval 
(oc, fi), nechť hodnota <p(t) nabývá všech hodnot jistého intervalu 
{a, b) a žádných jiných.12) Potom tedy každé hodnotě x intervalu 
(a, b) odpovídá aspoň jedna hodnota t intervalu (oc, /?) tak, že 
platí rovnice 

<p{t) = a;. (21) 

Vyberme pfro každé x intervalu (a, b) jednu hodnotu t intervalu 
(oc, P) tak, aby platila rovnice (21 )13); potom toto t bude funkcí 
proměnné x, definovanou v intervalu (a, b); označme je znakem 
tp(x); hodnoty funkce rp(x) leží ovšem v intervalu (oc, f}). Pro každé 
x intervalu (a, b) bude pak splněna rovnice (21), dosadíme-li do 
ní za t hodnotu tp(x); t. j. pro každé x intervalu (a, b) je <p(y(x)) == x. 

Zvláště jednoduchý případ je ten, že funkce 9o(ť) (nabývající 
v intervalu (oc, (i) všech hodnot intervalu (a, b) a žádných jiných) 

u ) Doporučuji čtenáři, aby jako cvičení ukázal, že v každém 

/
dx . ^ = 

= i g i t g i » i = i g ( ( - i ) * t g i * ) . 
12) To znamená: 1. je-li t libovolné číslo intervalu (a, p), leží 

hodnota <p(t) v intervalu (a, b); 2. je-li naopak x libovolné číslo inter-
valu (a, b), existuje aspoň jedna hodnota t intervalu (oc, p) tak, že 
je (p{t) — x. 

13) Existuje-li ovšem jen jedna taková hodnota t, odpadá výběr. 
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je bud rostoucí nebo klesající v intervalu (a, /?).14) Potom totiž 
funkce cp(t) nemůže nabývati jedné a téže hodnoty pro dvě různé 
hodnoty proměnné t z intervalu (<*,/?); tedy ke každé hodnotě x 
intervalu (a, b) existuje jedna a jen jedna hodnota t intervalu 
(ocf /?), pro kterou platí rovnice (p{t) = x. Tato hodnota t je tedy 
funkcí proměnné x 

t = (22) 

definovanou v intervalu (a, 6), a tuto funkci \p(x) nazýváme, jak 
víte, funkcí inversní k funkci cp. Rovnice <p(t) = x spolu s pod-
mínkou, že t leží v intervalu (<%, /?), je potom splněna tehdy a jen 
tehdy, leží-li x v intervalu (a, b) a platí-li rovnice (22). 

Nyní můžeme již vyšlo viti ohlášenou větu: 
Víta 62. Funkce cp(t) nechť má derivaci v intervalu (ocffl); 

když t probíhá interval («,/?), nechť hodnota <p(t) nabývá právě 
všech hodnot intervalu (a, b) a žádných jiných. Definujme 
funkci xp(x) v intervalu (a, b) tak, aby pro každé x tohoto intervalu 
platila rovnice (21), když do ní za t dosadíme y(x).15) Funkce f(x) 
budiž spojitá v intervalu (a, b). Potom je v intervalu (a, b) 

f / ( x ) dx = ¡f(cp(t))<j,'(t) dl, 

položíme-li v primitivní funkci, kterou nám představuje integrál 
vpravo, t — ip{x). 

Poznámka. V praksi se zvláště ěasto vyskytuje ten případ, 
že funkce cp(t) je buď rostoucí nebo klesající v intervalu (ocy /?); 
potom ovšem funkce tp je prostě funkcí inversní k funkci ep. 

Důkaz. Budiž O(x) nějaká primitivní funkce k funkci f(x) 
v intervalu (a, 6), t. j. nechť platí G'(x) = f(x) v intervalu (a, b) 
(existence funkce G(x) plyne ze spojitosti funkce f(x)i viz větu 
58). V intervalu (a, /?) je (protože hodnoty funkce q>(t) leží v (a, b), 
viz větu B' na str?^25) 

4- < W ) ) ) = &W)) ?'(*) = f w ) ) <p'(ty> 
d t 

funkce 0((p(t)) je tedy primitivní funkcí k funkci f{<p(t))<p\t) 
14) O funkci f(x) říkáme, že je rostoucí v jistém intervalu (ne-

musí to býti zrovna interval otevřený), má-li tuto vlastnost: jsou-li 
xlt x2 jakákoliv dvě čísla tohoto intervalu, pro něž je xx < x2, je 
f(xi) < f(x2). Nahradíme-li poslední nerovnost nerovností }(xx) > 
> f(x2), dostaneme definici funkce klesající. 

16) Viz to, co jsme řekli před větou 62. 
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v intervalu («,/?). Budiž H(i) libovolná primitivní funkce 
k funkci }(<p(t))<p'(t) v intervalu (ot,fi) (existenci takové pri-
mitivní funkce jsme právě dokázali, neboť G(y(t)) je taková 
primitivní funkce); t . j, budiž 

B{t) = fnmv'®** 
(v int. (<x,P)). 

Máme dokázati, že funkce H(y)(x)) je v intervalu (a, b) 
funkcí primitivní k funkci f(x). 

Ježto funkce G(<p(t)) je — stejně jako funkce H(t) — pri-
mitivní funkcí k funkci f(<p(t)) q>'(t) v (<%, /?), jest (podle věty 57) 

G(tp(t)) = H(t) + c (23) 
v int. (<x, /?), kde c je konstanta. Budiž x libovolné číslo intervalu 
(a, b) a položme t = y)(x)j takže je x = <p(t) a t leží v intervalu 
(oc, ft) ; z rovnice (23) plyne pak 

G(x) = H{V(x)) + c; 

tato rovnice platí v celém intervalu (a, 6). Ježto funkce G(x) je 
primitivní funkcí k funkci f(x) v (a, 6), platí ovšem totéž o funkci 
H(ip{x)) = G(x)—c, jak bylo dokázati. 

Použití této věty se opět snadno pamatuje. Chci vypočísti 
Jf(x) dx; substitucí x = <p(ť) dostanu Jf((p(t))<p'{t)dt; předpoklá-
dejme, že tento integrál dovedeme vypočísti — tento integrál 
je tedy jistou funkcí H(t); zavedeme-li do této funkce H(t) opět x 
podle rovnice t — ip(x), dostaneme hledaný integrál jf(x) dx — 
= H(yj(x)) (jsou-li ovšem všechny podfnínky věty 62 splněny). 
Stručně lze znázorniti postup počtu tímto schematem: 

f f ( x ) dx =j/(y(0) <p'(t) dt = H(t) = H(V(x)). 

/
dx 

(interval (—oo, oo)). Zavedu x=2t 
x2 + 4 

(tedy t = dx = 2 dt; x2 + 4 = 4 (t2 + 1), takže 

J x2 +4 J 
2dt 1 1 1 

= — arctg t — — arctg — x. 
4 (t2 1) 2 2 2 

x 
+ 1 /

da: 

,/ (interval (— oo, oo)). Položme x = 
]/x2 ' 1 
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== cotg t (0 < t < jt). Probíhá-li ¿ interval (0,7r), probíhá cotgř 
vskutku klesajíc právě celý interval (— oo, oo). Jest pak (ježto 
sin t > 0) 

1 
sin t 

1 
sin t 

(24) 
2 

áx = ; tedy (viz příkl. 3) 
sin2í 

/ f f ^ = " / ¡ S T 7 = ~ l g t g 7 = l g c o t g 

do posledního výrazu musíme za t dosaditi příslušnou inversní 
funkci, t. j. t — arccotg x (Kóssler 68), takže 

/ y i T ^ = l g c o t g ( t a r c c o t g *) ( 2 5 ) 

(v int. (— oo, oo)). 
Ale výsledek lze psáti v jednodušším tvaru. Podle rovnice (24) 

je naší úlohou, vyjádřiti funkci lgcotg-|ř pomocí x; je však 
x = cotg t, takže v podstatě jde o to, vyjádřiti cotg \t pomocí 
cotg Jak známo z goniometrie, je 

x , cotg2 — 1 
x = cotg t = —— , 

2 cotg \t 
odtud pak (cotg \t)2 — 2x cotg — 1 = 0, což je kvadratická 
rovnice pro cotg \t\ řešením dostaneme cotg^£ = + 1. 
Které^znamení platí? Jest x2 + 1 > x 2 ^ 0 a tedy ]jx2+ 1 > 
> yčé2 = I x I^Je tedy | x [ <]/x2+ 1, a tedy x — ]/x2 + 1 < 
< 0 < x+ ]/x2+ 1. Ježto je 0 < \t < je cotg > 0; 
nemůže tedy býti cotg \ t = x — ]/x2 -f 1 a tedy je cotg \ t = 
= x + Podle (24) je tedy 

/ i 
ÚX =\g(x+]/x2+l) 

y x2+1 

(v int. (— oo, oo)), což je hledaný výsledek. Srovnáním s rovnicí 
(25) plyne, že je lg cotg arccotg x) = lg (x 4- + 1) + 
kde c je konstanta; dosadíme-li x = 0, dostaneme, že c = 0. 
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Odlogaritmováním dostáváme pak rovnici cotg arccotg x) = 
x + ]/x2 + kterou bychom ovšem mohli jednodušeji od-

vodí ti přímo.16) 
Následuje několik příkladů na metodu substituční v jednom 

nebo druhém tvaru. 

P ř ík lad y / ( a + i n t e r v a l y 

a | oojj. Položme ax -f- b = t, mix = dt, tedy 

J ax+ b a J t a a 

Př ík lad 7. Předešlý příklad je speciálním případem integrálu 
I f(ax + b) dx (a 4= 0). Substitucí ax + b = tf a áx = dt dosta-
neme Jf(ax + b) dx = a—1 Jfit) dt. Známe-li Jf{x) dx — F(x), 
bude tedy 

f f(ax +b)dx = — f f(t) dt = — F(t) = — F(ax + b). 
J a J a a 

Tedy: z integrálu ýf(x) dx dostaneme ihned jf(ax -f- 6) dx, 

píšeme-li ve funkci F(x) — jf(x) dx výraz ax + b místo x a dělí-

me-li číslem a. Tohoto obratu se velmi často užívá, a nebudu 
jej proto příště podrobně uváděti. Na př. 

je2a7+3 dx = ie2x+s, jcos 3x dx = £ sin 3x, 

/ 
/ dx 1 . 

= — arcsm 2x, ]/l— 4x2 2 
(—x+ 2)7 dx=— — (—z + 2)8 

8 
atd. Čtenář nechť si v tomto a v následujícím příkladě sám roz-
váží, v kterých intervalech uvedené výsledky platí. 

I6) Vlastně jsme toto přímé odvození již před chvílí provedli. 
Najde to čtenář? 
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P ř í k l a d 8. Často se užívá tohoto obratu: f dx počítá-
J m 

me substitucí f(x) = ty f'(x) dx = dt, f dx = f — — 

J f(x) J t 
= lg 11 | = lg | f(x) Derivováním snadno zjistíme, že tento 
vzorec platí v každém otevřeném intervalu, v němž /'(x) existuje 
a v němž je stále f(x) 4= 0. Na př.: 

J x*+ 1 3 J 1 3 

/
tg x dx = I Sm X dx = — I — ? = — lg | cos x |; J cos X J cos X 

/
cotg x dx = I °QS X dx = lg | sin x |. -J sin x 

/ A x _(_ 
dx; při tom nechť je n 

(a* + px + q)* 
celé kladné a rovnice x2 + px + q = 0 nechť nemá reálných 
kořenů, takže jmenovatel (x2 + px + q)n je různý od nuly pro 
všechna reálná x. To nastane — jak víte ze střední školy — 
tehdy a jen tehdy, je-li \p2 — q < 0. Integrál budeme hledati 
v intervalu (— oo, oo). Derivace výrazu x2 + px + q je 2x + P\ 
upravme tedy daný integrál takto: 

r + B 1 A r d x l 
J (x2 + px+q)n 2 J (x2 + PX + q)n 

+ Ib — — aJ\ f — — (26) 
\ 2 IJix* + px+q)» 

(to je pravda, neboť Ax + 5 = (2x + p) + H — 
V prvním integrálu proveďme substituci x1 -f- px + q = t, 

(2x + p) dx = dť, takže je 
r_2x±p_ dx= 

J (x2 + px + q)n J V* 
tento integrál dovedeme vypoěísti. 

/ dí 
— , který též 

umíme vypoěísti (viz odst. 3, příkl. 5). To provedeme takto: 
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první dva cleny troj členu x2 -f- px -f- q doplníme na čtverec 
dvoj clenu prvního stupně, t. j. píšeme x2 + px + q = (x + 
— q — -Jp2 = (a? + -£j?)2 + r, kde klademe r = q — ~\p2; je ovšem 
r > 0. Výraz (x -(- \p)2 + r se snažíme uvěsti na tvar rl2 r ^ 
— r ( l 2 + l ) ; toho dosáhneme substitucí x + \p = |/r . I (čili 
x — ̂ r . ř — \p), dx = ]/r . dl (odmocnina nám nevadí, ježto je 
r > 0). Dostáváme tedy x 2 p x + q = r t 2 r ~ r (t2 + 1) a tedy 

f dx f yvdt __ i r d i . 
J (X2 + px+ q)n~ J rn (I2 + l)n ~~ f*"* J (12 + l ) » ' 

tím je tedy též druhý integrál z rovnice (26) převeden na integrál 
známý. 

5. Integrace per partes a metoda substituční pro určité 
integrály. Metody integrace per partes a metody substituční 
můžeme užiti také přímo pro integrály určité. Odvodím dvě pří-
slušné věty: 

Věta 63. Funkce u(x)> v(x) nechť mají v <(a, 6) derivace ur(x), 
r'(x),17) jež jsou spojité v (a, 6). Potom jest 

h b 

j w(x) v'(x) dx = u(b) v(b) — u(a) v(a) — f u\x) v(x) dx. (27) 
a a 

Poznámka. Rozdíl f(b) — /(a), který se zde i v dalším často 
vyskytuje, značíme pro zkrácení též [/(#)]*"^ nebo ještě kratčeji 
[/(*)]«; tedy na př. [sin xý0" = sin \n — sin 0 = 1, [x*]\ ^ 
= 2 2 — l 2 = 3, [u(x) v(x)fa = u(b) v(b) — u(a) v(a). 

Důkaz. Z existence derivací plyne spojitost funkcí u(x)y 
v(x) v intervalu (a, by (viz pozn. 17); tedy existují integrály ? b 

Iu(x) v'{x) dx, ju'(x) v(x) dx (viz větu 47) a podle věty 33 je 
« a 

17) Znakem u'(x) a slovem „derivace" rozumím zde pro x q 
derivaci zprava w'+(a) , pro x = b derivaci zleva pro a < a?^ 
< b pak vskutku derivaci u'(x). Podobně pro funkci v'(x). 

Poznamenejme: ježto funkce u(x) má derivaci v každém bod§ 
intervalu (o, b) a mimo to derivaci zprava v bodě a a derivaci 
zleva v bodě b, je podle poznámky 1 na str. 24 funkce u(x) spo-
jitá v int. (a, b) a m mo to spojitá zprava v bodě a a zleva v bcdS b, 
t. j. u(x) je funkce spojitá v intervalu <cr, by. Podobně funkce f̂o?) 
je spojitá v int. <o, by. 
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ju(x) v'(x) dx + Ju'(x) v(x) dx f{u(x) v'(x) -f- u'(x) v(x)) dx. (28) 

a a a 

Funkce u(x) v(x) je spojitá v intervalu (a, 6) a má v každém 
bodě otevřeného intervalu (a, 6) derivaci u{x) v'(x) + u'(x) v(x). 
Podle věty 48 je tedy 

b 
j\u(x) v'(x) + u'(x) v(x)) dx = u(b) v(b) — u(a) v{a). (29) 
a 

Ze vzorců (28), (29) plyne však okamžitě hledaný vzorec (27). 
Poznámka. Vzorec (27) platí — za obdobných předpokladů — 

též tehdy, je-li a > b. Neboť vyměním-li v tomto vzorci a a h, 
změní obě strany pouze své znamení. 

n 
P ř í k l a d 1. Jx2 sin xdx; položme u—x*, v' — nin x. 

o 
n 

u! = 2x, v = — cos x; dostaneme Jx2 sin x dx = [— x2 cos + 
o 

71. 

- f 2 J x cos xdx = n2 2 j x cos x d#. Položme nyní it = a\ 
o o 

71 
v' — cos x, u' 1, v = sin x; dostanemeJx cos x dx = [a: sin x]*— 

— Jsin x da; = 0 4" [cos — 2. Tedy celkem x2 sin xdx — 
o o 

= 7l2 — 4. 
in 

P ř í k l a d 2. Položme 7W = Jsinwa;da; (n celé, n I> 0). Pro 
o 

n > 1 položme le = sin't—1 a;, v' = sin x, = (w — 1) sinw-~2 .r cos x, 
v = — cos ar, takže je 

7W = — [sinn—1 x cos xý* 4" ( n — 1)Jsinw~2 x cos2 xdx — 
o 

In 
= (n— 1) jsin»-2 x{l — sin2 x) dx = (n — 1) 7W_2 — (w — 1) /„, 



tedy 
n j 

nltl — (n — 1) In—2> h — —-— In 

Z této rekurentní formule plyne ihned pro sudé n > 1 (n 2r/ř, 
m celé kladné) 

2m — 1 2m — 3 2m — 5 1 
I(?m ~ • • . . . /(i 

2m 2m —2 2m —4 2 

a pro liché n > 1 (n ••= 2m + 1, m celé kladné) 
2m 2wi — 2 2m — 4 2 

/o»«, j. i • • . . . /1. 
2m + 1 2m — 1 2m — 3 3 

Tyto dva vzorce nám okamžité dávají l n pro každé celé // > 0, 
neboť / 0 a Ix dovedeme vypocísti: 

I0 = f dx'-=--- [x]f* == I1 f»h) xdx - - — [cos 1. 
o b 

O metodě substituční pro určité integrály jedná tato věta: 
Věta 64. Funkce cp(t) nechť má v intervalu p) spojitou 

derivaci <p'(ť) (při čemž slovo „derivace" a znak cp'(t) nechť pro 
t = a znamená derivaci zprava a pro t = ji derivaci zleva.1*) Funkce 
f(x) nechť je spojitá v intervalu (A, B} a pro každé t intervalu 
<í%,/3> budiž A <1 q){t) <1 B. Položíme-li a = q(x)y b — <p(fi)s jest 

b p 
ff(x)dx=f/(<p(t))<p'(t)dt. (30) 
a <x 

Poznámka 1. Zde jsme mluvili o intervalu (<%, ¡5;, takže 
jsme předpokládali ot < /?; ale také pro oc > /? platí vzorec (30) 
za příslušných předpokladů: neboť ve vzorci (30) vlevo i vpravo 
můžeme vyměniti dolní integrační mez za horní a naopak (náso-
bíme prostě obě strany činitelem — 1). 

Poznámka 2. Vzorce (30) můžeme použiti buď k výpočtu 
integrálu vlevo, známe-li integrál vpravo nebo k výpočtu integ-
rálu vpravo, známe-li integrál vlevo. Mechanismus je stejný jako 
u neurčitých integrálů, jen musíme dáti pozor na to, že se také 

18j Funkce (p(t) j i tedy spojitá v intorv ilu <«, viz obdob-
nou úvahu o funkci u(x) v pozn. 17) pod čarou. 
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meze mění podle substituce x = cp(t), totiž a — <p(oc), b = <p(ß). 
Zde musíme dáti vždy pozor na to, jsou-li podmínky věty splněny: 
u neurčitých integrálů můžeme se po výpočtu dodatečně derivo-
váním přesvědčiti, zda jsme správně počítali; u určitých integrálů 
tuto možnost zkoušky nemáme. 

Důkaz YČty 64. Ježto funkce f(x) je spojitá v intervalu /A, B), 
n 

existuje podle v ě t y 47 integrál j f i u ) du. Položme 
A 

x 

F(x)^ff(u)du; (31) 
A 

podle věty 45 (a podle poznámky37) pod čarou k větě 45) je 
funkce F(x) definována v intervalu (A, By & má v tomto uzavře-
ném intervalu derivaci F'(x) = f(x) (při čemž ovšem znak F'(A) 
značí derivaci zprava v bodě A a znak F\B) značí derivaci zleva 
v bodě B). Ježto funkce <p(t) má derivaci v int. /?>,19) a ježto 
hodnoty funkce <p(t) leží v intervalu (A> B), má funkce 
podle věty C na str. 25 v int. <<x, ß} derivaci F'(<p{t)) <p'(t) = 
= f(<p(t)) <p'(ť) (v bodě t = ck rozumím slovem „derivace" opět de-
rivaci zprava, v bodě t = ß derivaci zleva). Funkce F(<p(t)) je tedy 
spojitá v intervalu (a, ß}20) a má v každém bodě otevřeného inter-
v a l u ^ , ß) derivaci f(cp(t)) <p'(t). Funkce f((p(t)) <p'(ť) je spojitá v interva-

ß 

lu ßy1) a tedy existuje integrál ff(<p(t))<p'(t)dt (podle věty 47). 
iX 

Podle věty 48 je tedy 
ß 

f f(v(t)) <p'(t) dt = F(<p(ß)) — F(<p(<x)) = F(b) — F(a) (32) 

(neboť <p(<\) = a, <p(ß) = b). Ale podle (31) je (ježto hodnoty 
a = <p(a)9 b = <p(ß) leží v intervalu <A, B)) 

b a h 

F(b) — F(a) = Jf(u) du —f f(u) du f(u) du; 

19) V bodě i* zprava, v bodě p zleva. „ , v 
2°) Viz obdobnou úvahu o funkci u(x) v pozn. « ) pod čarou. 
2i) Neboť <p(t) je spojitá v <<x, p> -a nabývá jen hodnot inter-

valu <A,B) a fiuikce f(x) je spojitá v (A, tedy funkce f{q>(t)) 
je spojitá v <«, py podle věty C str. 23 a funkce <p (t) je spojitá 
v <a, py podle předpokladu. 
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dosadíme-li z této rovnice do pravé strany rovnice (32), dostáváme 
b b 

rovnici (30), neboť jf(u) dw = j f(x) dx. 
a 

1 
Př ik lad 3. f y - • •; zkusme substituci l /x 24-3x+U 

o 
: - x + t, tedy 

a:2 + 3x + 1 = x2 + 2xt + t2, x == P ~ 1 , (33) 
3 — 2/ 

— 2t2+to — 2 , 
dx— - - — - dl. 

(3 — 2/)2 

Z rovnice t = j/x2 -(- 3x 1 — # plyne: pro x = 0 je t -- I, pro 
x = 1 je t±=]/&—• 1. Zkusme, jsou-li splněny všechny přcd-

J ' 
poklady: máme zde 9?(í)= i t° je v intervalu <̂ 1, |/i5 — 1) 

3 21 
funkce rostoucí (neboť čitatel i2— 1 je nezáporný a roste, jmeno-
vatel 3 — 2t je kladný a klesá), mající v tomto intervalu spojitou 
derivaci. Pro t = l je <p{t) ~ 0, pro / — ]/5 — 1 je <f(t) -
= ^ - — * = 1, takže pro každé t intervalu O j — O 

3 — 2 1 / 5 + 2 
je 0 ^ <p(t) 1. Funkce f(x) = 1 : j/x2 + 3x + 1 je pak v inter-
valu <0, 1) spojitá. Můžeme tedy použiti věty G4.22) Musíme 
ještě do |/x2 + 3x + 1 zavěsti proměnnou f; |/x2 + 3x + 1 — 
= = + Tedy 

3 — 2t 3 — 21 
1 Vo-i 

/ dx r 3 — 21 — 2í2 + 6« — 2 
j/a;2 + 3 * + 1 ~ J —t*+ 31 — í ' (3 — 2í)2 

« i 
ys-i 

: 2 f s ^ i = - 2 P g 1 3 _ 2 < = 3 - 2 l / r 7 + 2 | = 

22) Připomeňme, že pro naše hodnoty t, x plyne z druhé rov-
nice (33) první rovnice (33) a z této rovnice odmocněním rovnice 

+ 'óx l — x + t (znamení je totiž správně voleno, ježto obě 
strany jsou kladné); můžeme tedy této rovnice — z níž jsme vlastně 
vyšli —• skutečně použiti při provádění substituce. 
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= - i g i / . ^ 5 - 2 ) = i g _ _ i — = i g yj+i=ig / i + 2 i h 
V |/5 (|/5 — 2) B 1/5 \ 5 / 

I 

/ dx 
: podle vzoru příkl. 9, odst. 4 x* + x + 1 

—1 
píšeme a;2 + o; + 1 == (x + \)2 + J- a klademe x + \ = 

da?=j-y3cU, takže a?* + a: + 1 = £ (¿2 + 1). Je t = --¡L 1 

a tedy platí: roste-li x od — 1 do + 1, roste t od — 1 : 
|/3 do 1/3. 

Tcdv 

/

dx r 4 1 1 v - , 2 r , ,Vs = / — . . — y 3 d< = ry= [arctg í]"3 = 

J 3 P+l 2' 1/3 - i 
—1 J _ »s 

_ _2_ I 71_ _ / _ jxU _ JT_ 

' ~~ |/3 \ T \ e / j - y s ' 
2 

/ x dx 
substituce x2 1 = t; roste-li x 

(x2+iy* 
1 

od 1 do 2, roste též t od 2 do o; dále je 2xdx = dt a tedy 
J (¿ ¡TT)i~~ YJ ti ~ [ f t \ ~ W W' 
1 2 

CVIČENÍ.24) 

t. xn Ig a? dx - Ig :r (pro n =+= - 1; 
J n + 1 * (» + l)2 1 

případ m — — 1 l̂ yl vyřešen v odst. 3, příkl. G). 
2. J" arctg a- cl j; = x arctg x — 1 Ig (1 -f a2). 
23) V příkl. 4 a 5 přenechávám j^odrobné vyšetření podmínek 

čtenáři. 
24) Při neurčitých integrálech nechť čtenář sám uváží, ve 

kterých intervalech uvedené výsledky platí. 
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3. j nrcsin x dx — x ares in x -f J/1 - x2. 
4. Z výsledku odst. 3, příkl. 4 odvodte pro celé n > 0 

r f ^n—1 
^ c ' i l « - . n\e* í - - - i 

./ \n\ (n—1 (n— 1)1 

+ i L l í £ ± * + <. l A 

(n — 2)! 1! v j 

5. Položme Tn — f xn cos x dar, A"n — J a-nsin .r (li ; potom jo 

/ n - .c" sin x — n i f n - 1 , K n = - cos .r + n / n _ r 

Vypočtěte z těchto vzorců třeba / 3 . 
Jjt In 

Pro ra ^ 0 položme In = f xn cos a; dar, Kn •= JT a;n sin x d* ; 
tí o 

z výsledku předcházejícího cviěení odvoďte vzorce (pro n ¿ 2) 
i« - (J*)" - - » (» — 1) = n (\n)n~ l - n {n 1) Kn _2. 

Odtud na př. pro sudó n > 0 

= (i*)" — n (n — 1) -f 

+ n (n — 1) (n — 2) (n — 3) ( ¿ r c ) * - 4 - . . . + (--- l)|n . nl (\nf. 
Odvodte obdobný vzorec pro liché n > 0 a též pro Kn (přechod 

í e snadný, neboť pro n ^ 1 je Kn — n / ^ j ) . 
7» Z odst. 3, příkl. 7 znáte vzorce 

f ex sin x d-c = Je® (sin x — cos x), f ex cos « da* — \ex (sin .r ~j cos x). 

Položíme-li 

= / xn e sin (lír, Kn = / cos a; da-, 

platí 
Jn i**6* ( s i n ^ — c o s x ) — \n (^n 1 Kn~ 
/ r n = \xnex (sin x + cos x) — \n (In_x + K ^ ) . 

Ježto /0 , 7f0 známe, dovedeme vypočísti pro každé celé n > 0 
(proveďte to pro některá n). 

8. Položme Im,n = f sinM x cosn x dx; odvodíme vzorce, kte-
rými je možno vypočísti I m n pro všechna celá ?n, n. Položíme-li 
(m + 1) sinw x cos x = ucosn__1 x = r, máme ihned 

(«) ( » * - !> /m ,„ = sinm + 1 * cos"" 1 x + (« — 1) / m + 2 , n _ 2 . 
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Užijeme-li vztaliu sin2 x — 1 cds2 X, máme / m + 2 , n _ 2 - r m ,„— 2 — 

- / m . » f t t e d y 

(fi) (m + n) Imm = Smm+1 x cos"-1 x + (» — 1) /m>n_2. 

Píšeme-li v (a) m , n místo m + 2, n — 2 , máme 

(y) (*«• - - 1) ím_2,„+2 = * «>s"+1 * + (« 4 1) ̂ mit 

rt odtud j)odobn8 jako před tím 

(ó) (m + ») 7m,n - — sia^1 * z + (m - - 1) 7w_2,n. 

Ze vzorců (/?), (<5) plyne: je-li m + n ={= 0, lze 7 m j n vyjádřiti integrá-
lem 2 nebo ^^^g.n5 čteme-li tyto vzorce pozpátku» vidíme: 
je-li n 4- 1 =í= 0 resp. m 4- 1 #= 0, lze integrál Imyn vyjádřiti integrá-
,em Im,n+2 r o sP- Jm+2,n' T e c 1 y l z e k a ž d ý integrál 7 m m vyjádřiti 
oněmi integrály Im y n , kde m a n jsou rovny některému z Čísel 0, 
1, — 1. Těchto 9 integrálů však dovedeme vypočísti, viz násl. cvičení. 

9. 7o,o, 7q,i, /1,0 známe; 7ifi — J sin x cos x áx = | sin2 ít; 

f da? ^ r 1 da? _ 
—1>—l J sin a; cos a; „/ tg a; cos2 a; " ^ 

/ šiřTa ~ / 2 sin cos f r ^ l g 1 t g W J « OHI •jj«*' WO "g" .4 

/
dx í* cla? 

555TÍ = J sin u * - * ) - * I * + 

/
sin a? , , . . r cos a? . . , . 

— dx= - l g I cos x I; J _ l t l = J d.r = lg | ».n x |. 
10, Ze vzorců cvičení 8 a 9 odvodte 

/
sin6 x - 1 /sin7 a? . _ . 

— dar = I s h sin6 a; + 4 sin3 « + 5 sin a; — cos3 x 2 \cos2 a; r 15 ^ \ 
— « ^ I tg (i * -f **) 

¿Jí i» # i« 
/ sin4 * cos® xdx = A*; f ^ d z = i ; / ¿ L = í-
0 0 0 
11. Ze vzorce tgTC a? t g " - 2 a:. — — tg*-2;» plyne pro w 4= 1 

J tgn x dx = t g w - 1 a: — tgw—2 a; da;. 

Tento vzorec je obsažen jako specielní případ v jednom ze vzorců 
(«), (P), M> (<*) (cvič. 8); v kterém.? 
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12. Integrál 7Jf|m = f sinM x co*" x d;r z cvičení 8 lze ještě jinak 
počítati, je-li aspoň jedno z čísel m, n liché. Budiž na př. n — 4 1 
liché. Substituce sin x — t, cos2 x = 1 — t2 dává 

/ 8inm x cos2**1 xd x = / im (1 --1«)* <lř. 

Tím je výpočet převeden na výpočet integrálu racionální funkce 
(je-li ovšem m, k celé); integrály racionálních funkcí naučíme se 
obecně počítati v kap. IV. Zvláště jednoduchý jo případ k ^ 0. 
Provedte obdobnou úvahu pro m liché. 

18. Podle metody cvič. 12 vypočtěte 

/
cos3 x ^ __ 1 1 

sin8 x 5 sin6 x 3 sin3 x' 
f s i n 5 x d x 1 L_ . 1 

J cos7 x 6 cos8 x 2 cos4 x 2 cos2 .r' 
j sin4 x cos3 x dx = J sin5 x — j sin7 x. 

14. ^ l — x2 dx = i (x]/l — x2 + are sin x). 

Návod: integrujte per partes; v integrálu vpravo pište ^ X - --

15* f — l f ^ = — aresin 1 — 1 /substituce x = - M . 
J x^x*—! | « | \ t I 

(Při 

výpočtu dávejte pozor na to, že je ]/a2 = | a ]; v kterých intervalech 
platí odvozený vzorec?) 

i d x 
16. I ;f = (substituce x — \ = t a i>otoni 

J J i + X — Z* 3 1 1 

i 
17, f ——- ~ /substituce • , X = A. 
, J ( 4 _ « i ) * 4V31 2 + x I 

(x n 2 
—•—= t obdržíme x + l I 

f <*2 + i)3
 f1r i r(i + *)8

ňt_ J (x2 — l)3 (íc -f- l)2 32 J — ~ (íC2 — l) 3 (íC + l)2 
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19. integrály tvaru 

f *"<>«* cos (pxx - ! . . . cos (pkx + Xk) sin {yxx f / / , ) . . . 
. . . sin (yjX + fjij) dar 

(/'. k, í celá nezáporná, k + l > 0) můžeme počítati takto: užitím 
vzorce cos y cos 3 = % (cos (y + z) + cos (y - z)) a obdobných vzorců 
pro sin y sin z, sin y cos z můžeme počet trigonometrických činitelů 
(který jé roven k + l) snižovati tak dlouho, dokud se nerovná jedné. 
Tím "jo předložený integrál převeden na integrály tvaru 

f x^e"* cos (Ax + B) dx, J a V * sin (Ax + B) dx. 

Je-li ot 4= 0, A 4= 0, vypočteme tyto integrály metodou, jež 
byla ve speciálním případé <x = A = 1, B = 0 vyložena ve cvič. 7; 
jód i (> = 0 nebo A — 0, je ovšem výpočet ještě jednodušší (podle 
vzoru cvič. 4 nebo příkl. 7, kap. III). Vypočtěte touto metodou 

f ítí-3* cos <2x + A) sin2 (x + jli) dx = 

- je8* ( ~ 7
6 2 5

 75a?cos(4x -I A 4 2/i) + 
, 2 4 - - 100« . , - , 0 , . 1 — 3« 

+ 025 8111 (4 í r + 1 + + 9— e o s " W + 

, —-10 + 78« / 0 , . - - 24 + 52« . V 
+ Jgg cos (2x + X) — Sin (2x + A)1. 

20. Větu 00 jsme dokázali za předpokladu, že derivace u'(x), 
v'(z) jsou spojité v intervalu (a, 6). Dokažte, že větu 60 lze takto 
zobecniti: v intervalu (a, b) nechť existují derivace u'(x), v'(x) funkcí 
n(x), v(x); dále nechť existuje v int. (a, b) integrál J u'(x) v(x) dx; 
potom existuje v intervalu (a, b) též integrál f u(x) v'(x) dx a platí 
vzorec (13) (v intervalu (a, &)). (Předpoklad o spojitosti funkcí u'(x), 
v'(x) je tedy nahrazen obecnějším předpokladem o existenci integrálu 
f u'(x) v(x) dx,) 

21. Dokažte: je-li funkce f(x) neklesající25) v intervalu <a, 6>, 
potom pro žádnou hodnotu x intervalu <a, b) není j'+(x) < O26) 
í\ pro žádnou hodnotu x intervalu (a, by není / ' _ ( # ) < 0. 

Návod: jako vzoru užijte iivahy v Kósslerovi, str. 82 nahoře 
(v ř. 3 je tam str. 00 místo str. 70). 

22. Dokažte tuto větu: f(x) budiž funkce spojitá v int. <a, 6>; 
g(x) budiž funkce monotonní25) v int. <a, 6>, jež má v tomto*inter-
valu spojitou derivaci.27) Potom existuje v intervalu <a, by číslo f 

26) Viz cvič. 13 ke kap. II, kde jsou tyto pojmy vysvětleny. 
26) T. j. je-li a <^x <b, je budto / '+ (« ) ^ 0 nebo / ' + (x) vůbec 

neexistuje. Cvičení 21 nepatří vlastně do integrálního počtu, ale 
použijeme ho v cvič. 22. 

' 27) Slovem „derivace" a znakem g'(x), po příp. F'(x) rozumím 
v tomto cvičení pro x = a derivaci zprava a pro x — b derivaci zleva. 
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takové, že jest 
b $ b 

f f(x) g(x) dx = g(a) f f(x) dx f g(b) f f(x) dx. (34) 
a a c 

Návo<l. "Budiž předně g(x) neklesající, takže podle cvič. 21 je 
x 

<l'ix) á 0 v int. <<v, by. Položme F(x) = f f(t) dt, takže je F'(x) = f(x) 
a 

v int. by. Podle věty 63 o integraci per partes je 
h b b b 

f f(x) g(x) dx = f F'(x) g(x) dx = [F(x) g(x)] - f F(x) g'(x) dx. (35) 
a « (l a 

Budiž m nejmenší, M největší hodnota funkce F(x) v int. 
a, by; podle 1. věty o stř. hodnotě (cvič. 14 ke kap. II) je 

b 
m(g(b) — g(a)) ^ / F(x) g'(x) dx g M(g(b) - g(a)). 

a 

Existuje tedy číslo ¡i tak, že je 
b 

m AT, / F(x) g'(x) dx - fi(g(b) - - g(a)). 
a 

Konečně existuje v int. <a, by číslo £ tak, že je 
£ 

FIS) = f f(x) dx = /z,2») 
a 

takže 
b š 

f F(x)g'(x) dx = (g(b)- - g(a)) f f(x) dx. 
a a 

b 

Dosadíte-li odtud do (35) a uvážíte-li, že je F(a) = 0, F(b) =- f f(x) dx, 

obdržíte (34). 
Je-li za druhé g(x) nerostoucí, aplikujte vzorec (34) na funkci 
Prosím čtenáře, aby při provádění tohoto důkazu dbal pozorně 

toho, zda všechny kroky jsou oprávněny. 
Poznámka. Věta právě dokázaná, t. zv. 2. věta o střední 

hodnotě integrálního počtti, je velmi důležitá. Předpoklady o funkcích 
f(x), g(x) daly bv se ještě podstatně zobecniti; viz Petr, Počet integ-
rální, 2. vyd., str. 240—242. 

28) Proč existuje takové £? Od poved najde čtenář v Kóssle-
rovi 63. 
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23. Dokažte: j^H O < a < 6, je 

j f p ' 1 - : ; / ? > 
- i . i . ? ]/n ' yr> 

(první nerovnost pl/^e z první věty, druhá z druhé věty o střední 
hodnotě). Na př. pťO b •= 4 a > 0 dostáváme 

4a . 4« 

/ t M ^ I / t T 1 -
. 3 

pro velké hodnoty ČÍSla a je tedy druhá nerovnost mnohem výhod-
nější než "první. Zde Vidíte na malém příkladě význam 2. věty o st v. 
hodnotě. 

Poznámka. 2. věta o stř. hodnotě by se stala nesprávnou, 
kdybychom vynechali předpoklad, že funkce g(x) je monotonní 
v intervalu 6>. Příklad: položme f(x) = g(x) = sin x, a =-. 0. 
/> = ¿r. Potom pro Mdné číslo £ neplatí rovnost 

n i n 
f l(x)g(x)dx - .7(0) / f(x)dx + g(n) f f(x)d*; 

o 0 i 
neboť pravá strana jo rovna nule (ježto #(0) = g(n) =- 0), lová pnk 
je rovna 

n 
j sin2 xáx — \7t. 
o 

Učiňme ještě podobnou poznámku k 1. větě o střední hodnotě (viz 
cvič. 14 ke kap. il) . Budft-e m, M dvě čísla a f(x), g(x) dvě funkce, 
jež mají určitý integrál od a do 6. Pro všechna x intervalu <a, by 
budiž m f(x) fg M. 

Je-li g(x) ^ 0 pro všechna x int. <r7, by, je podle 1. věty o stř. 
hodnotě 

b b b 
?n f g(x) dx ^ f f(x) g(x) áx <L M f g(x) c l x : ( 3 0 ) 

a a a 

je-li g(x) £ 0 pro všechna x int. (a, by, obdržíme ihned (použitím 
I. věty o stř. hodnotě na funkce f(x), —g(x)) nerovnosti 

b b b 
m f g(x) dx f f(x) g(x) dx ^ M f g(x) dx. (37) 

a a a 

Nabývá-li však g(x) v int. <a, by jak kladných, tak záporných hodnot, 
nemusí platiti ani nerovnosti (36) ani nerovnosti (37)." 

Příklad: položme j(x) = g(x) = sin x> a = — b = 
m = — 1, M ~ 1; potom je 
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f> h hn 
f ff(sr) díi- M f g(x) d.r = O (ježto f sin a;díc = 0), 
o a — 

ale 
b 

f f(x) 0{>r) dx = f sin2 .r d.r - J.T. 
a —\n 

KAPITOLA IV. 

Integrace některých speciálních typů funkcí, 
zvláště funkcí racionálních. 

I. Rozklad mnohočlenu v součin kořenových činitelů. 
V tomto odstavci připomenu některé známé věci z algebry; nebudu 
je všechny dokazovati, nýbrž budu předpokládati, že je z algebry 
znáte. Při tom je nutno, abychom se neomezovali jen na ěísla 
reálná, nýbrž abychom připustili do svých úvah i ěísla komplexní, 
t. j. obecně ěísla tvaru a -f- bi (a, b reálná ěísla),1) kde i je známá 
maginární jednotka; písmena i budu v této kapitole užívati jen 
v tomto významu. Předpokládám, že čtenář zná první počátky 
teorie komplexních čísel z algebry; podotýkám však, že o komplex-
ních číslech budeme mluviti pouze v prvních dvou odstavcích 
této kapitoly, obsahujících algebraické úvahy. Jakmile však se 
v 3. odst. obrátíme opět k integraci, budeme se opět omezovati 
jen na čísla reálná (to je také nutno, neboť věty z diferenciálního 
a integrálního počtu, kterých užíváme, odvodili jsme pouze pro 
reálné funkce reálných proměnných.2) 

Výraz tvaru 

C(*) = «o«* + + + . . . + an—+ «*> (1) 
1) Reálná čísla jsou ovšem speciálním případem čísel komplex-

ních: komplexní číslo a -f bi (a, b reálná) je reálné tehdy a jen tehdy, 
je-li b = 0. 

2) Bylo by ovšem možno zavěsti do našich úvah též komplexní 
funkce a komplexní proměnnou; některé výpočty by se tímto způ-
sobem podstatně zjednodušily. Kdo se o této věci chce poučiti, nechť 
si přečte str. 16—57 z 2. vydání Petrova „Počtu integrálního". 
Také mnohé trigonometrické integrály, na př. intrgrály z cvič. 19 
ke kap. III , lze jednodušeji počítati, zavedeme-li funkci ex též pro 
kmnplexni a?. Viz Petrovu knihu, str. 133. 

109 



kde n je celé číslo, n ¡> 0, nazýváme mnohočlenem čili poly-
nomem. Při tom ,,koeficienty" a0, av . . . , an mohou býti libo-
volná komplexní čísla; také proměnná x může nabývati komplex-
ních hodnot. Na př. výrazy3) 

2x + 1, (]/3 + i) x2 — 7ix+ 2, z 3 — 1, x, 2, 0 (2) 

jsou mnohočleny. Je-li xm nejvyšší mocnina x} která je v mnoho-
členu P(x) násobena koeficientem různým od nuly. říkáme, 
že P(x) je mnohočlenem m-tého stupně. Jinak řečeno: mnoho-
člen Q(x) ve vzorci (1) je stupně n-tého tehdy a jen tehdy, je-li 
a0 4= 0. Na př. obecný tvar mnohočlenu 1. stupně je ax-\-b, 
kde a 4= 0; mnohočlen nultého stupně je konstanta různá od nuly. 
Tím je každému mnohočlenu přiřazeno určité celé nezáporné číslo 
jakožto jeho „stupeň" — s jedinou výjimkou: mnohočlenu 0 
(„nula") není podle této definice přiřazen žádný stupeň, neboť 
není zde žádný koeficient různý od nuly. Na př. mnohočleny 
v (2) mají po řadě tyto stupně: 1, 2, 2, 3, 1, 0, 0; poslední 
z nich nemá žádný stupeň. Je-li Q(x) mnohočlen a je-li = 0. 
nazývá se číslo oc (obecně komplexní) kořenem rovnice — 0 
nebo též kořenem mnohočlenu Q(x). Je-li Q(x) mnohočlen n-tého 
stupně, nazývá se rovnice Q(x) = 0 algebraickou rovnicí n-tého 
stupně. Z algebry je pak známa tato t. zv. „fundamentální věta 
algebry": Každá algebraická rovnice kladného stupně má aspoň 
jeden kořen. Znalost této věty předpokládám, dokazovati ji zde 
nebudu. 

Budiž nyní ax nějaký kořen algebraické rovnice w-tého 
stupně Q(x) = 0, kde Q(x) má tvar (1) (a0 4= 0). Potom je 

= 0 a tedy pro každé komplexní x platí 

Q(x) = Q(x) — QXocJ = a0 (xn — <**) + ( x — V " 1 ) 4-

+ . . .+ an-1 (x — <xx). (3) 
Ježto jjro každé celé k > 1 je xk — — (x — ax) (a;*—1 + 
+ xk~2ocx + a*"""3^2 + • • . + můžeme v rovnici (3) vpravo 
vytknout! x — av načež v závorce zbude jistý mnohočlen Qx(x) 
právě stupně n — 1, při čemž koeficient u x j e roven číslu a0 
(t. j. je stejný jako koeficient při x11 v mnohočlenu Q(x)). Mánie 
tedy tento výsledek: Je-li ocx kořenem mnohočlenu n-tého stupně 
Q(x), jest identicky (t. j. pro všechna komplexní x) 

Q(x) = (s — ocí) Q^x), 

3) Cleny s koeficienty nulovými obyčejně vynecháváme. 
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kde je mnohočlen stupně n — 1, jenž má nejvvšsí koeficient 
stejný jako Q(x) (t. j. jestliže Q(x) = a0xn + a^""1 + . . . -f 
je Qx(x) = ^a:»-1 + b^* + . . . + &n-i). Je-li n — 1 > 0 (fc. j. 
je-li n > 1), má mnohočlen Qx{x) opět aspoň jeden kořen <x2 
a podle předešlého výsledku platí opět identita 
= {x — xjQt ix) a tedy 

Q(x) — (x — v^) (x — ,v2) Q2(x), 

kde ( ^M je mnohočlen stupně n — 2, jehož nej vyšší koeficient 
(t. j. koeficient \ixn~2) je opět aQ. Takto pokračujíce, dostaneme 
po n krocích konečně identitu Q(a;) = (.t — xj (x — (\2) . . . 
. . . (x — (X1x) Qn(x)} kde Qn(x) je mnohočlen nultého stupně 
s nej vyšším koeficientem a0, t. j. Q„(x) — aQ. Mámo tedy tento 
výsledek: Každý mnohočlen Q(x) - - anx11 + axxn~ 1 4 . . . -4- aň 
(n > 0, 4= 0) lze rozložití v součin 

Q(x) = a0 (x — \x) (z — A2) — (4) 

při tom jsou <xv . . ., sxn konstanty (obecně komplexní) a rov-
nice (4) platí identicky pro všechna x. Z algebry je známo, že 
rozklad (4) je možno pro věsti jen jediným způsobem, t. j. že Čísla 
<*i> &2> • • Í s o u — n a pořádek — jednoznačně určena. 
Je zřejmo, že rovnice Q(x) — o je splněna tehdy a jen tehdy, 
je-li x rovno některému z čísel <xv a29 . . čísla 
jsou tedy právě všechny kořeny rovnice Q(x) = 0 a tedy 
algebraická rovnice tt-tého stupně má nejvýše n různých 
kořenů.4) Mnohočleny prvního stupně x — ocv x — . . . 
. . ., x — <xn nazývají se kořenovými činiteli mnohočlenu Q(x) 
a rovnici (4) říkáme ,,rozklad mnohočlenu Q(x) v kořenové 
činitele' 

Čísla ocl9...,ocn nemusí býti navzájem různá; je-li 
na př. právě r z čísel ocv oc2, . . ., ocn rovno číslu ocv říkáme, že 
kořen ocx (a též příslušný kořenový činitel x — je r-násobný. 
Počítáme-li každý kořen tolikráte, kolik činí jeho násobnost, 
můžeme říci, že algebraická rovnice n-tého stupně má vždy právě 
n kořenů. Kořenům jednonásobným říkáme obyčejně ,,jedno-
duché"; ostatním kořenům říkáme „mnohonásobné". Má-li 
mnohočlen Q(x) právě m kořenů různých av <%2, . • ocm, z nichž 
první je ^-násobný, druhý r2-násobný atd., lze rovnici (4) psáti 
ve tvaru 

4) Tato věta platí i pro n = 0; neboť rovnice nultého stupně» 
t. j. rovnice a = 0 (kde a =f= 0) není splněna pro Žádné x, t. j. nemá 
žádný kořen. 
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Q(x) = a0 (x — xtfi (x — oc2)r>. . . (x — (5) 

(Jest ovšem rx + r2 + • • • + rm ~ 
Poznámka. Z faktu, že algebraická rovnice n-tého stupně 

má nejvýše n různých kořenů, plyne několik důsledků: 
A. Má-li mnohočlen Q(x) = a0xn + . . . + an— 

+ an aspoň n -j- 1 různých kořenů, jsou všechny koeficienty 
cř0, «j, . . an rovny nule (a tedy rovnice Q(x) = 0 platí identicky). 
Neboť jinak by rovnice Q(x) — 0 byla algebraickou rovnicí 
jistého stupně m<Ln a tedy by měla nejvýše m (a tedy jistě 
méně než n -f- 1) různých kořenů. Z věty A plyne okamžitě 

B. Je-li nějaký mnohočlen Q(x) roven nule pro nekonečně 
mnoho různých hodnot xy jsou všechny jeho koeficienty rovny 
nule (a tedy je identicky Q(x) ~ 0). 

O. Jsou-li P(x)y Q(x) dva mnohočleny a je-li rovnice P(x) = 
= ^(a;) platná pro nekonečně mnoho hodnot x, je každý koefi-
cient mnohočlenu P(x) roven „stejnolehlému" koeficientu mnoho-
členu Q(x) (t. j. koeficientu při téže mocnině x) a tedy rovnice 
/>(#) — Q(x) platí identicky. Důkaz plyne okamžitě z B, píšeme-li 
rovnici P(x) — Q(x) ve tvaru P(x) — Q(x) = 0, 

* * 
* 

Mnohočlen Q(x) budeme nazývati reálným, jsou-li jeho koe-
ficienty a0, av . . ., an čísla reálná; v následujícím budeme se za-
bývati výhradně reálnými mnohočleny. Je vám známo, že kořeny 
reálného mnohočlenu nemusí býti vždy reálné (vzpomeňte si 
11a kořeny rovnic 2. stupně, na př. na rovnici x2 + 1 = 0); platí 
však toto: má-li reálný mnohočlen Q(x) komplexní s-násobný 
kořen y + di (d 4= 0; y, d reálná), je též číslo „komplexně sdru-
žené" y — di kořenem, a to rovněž «-násobným kořenem, mnoho-
členu Q(x). Příslušní kořenoví činitelé v rozkladu (5) jsou 
(x — (y + — (y — $))*» tento součin je možno psáti 
v reálném tvaru, neboť (x — (y + di)) (x — (y — <5í)) = (x — y)2+ 
-f- d2 = x2 -f- px -f- g, kde p = — 2y, q = y2 + d2 jsou reálná 
čísla; při tom je \p2 — q = y2 — (y2 + d2) = •— ó2 < 0; čísla 
y ± & jsou právě oba kořeny mnohočlenu x2 + Vx + 
vedeme-li tuto změnu v rozkladu (5), obdržíme tento výsledek: 

Věta 65. Budiž Q(x) = a0xn + axxn—l-|- . . . + an^.ix + an 

reálný mnohočlen n-tého stupni, jenž .má k různých reálných ko-
řenů <xv a2,.. .»oejc a 21 různých kořenů komplexních (ne reálných) 
7x + Yi — <V'> y2 + <V> y2 — . . y i + <V\y* — <V (<5X 4= 0, 
d2 4= 0, . . ., di =j= 0 ; yv dv y2 , á2 , . . ., y/, di jsou reálná čísla). Nechť 
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obecrú kořen je rt-násobný a kořeny yt -f <)ti, yt— Óti nechť 
jsou srnmof)ně. Potom je identicky 

Q(x) - fi0 (x — x,)r> (x — «,)'•... (x — «*)'* (;r2 + pxx + X 
X (.r2 + + fc)fi • • • (*2 + W* -f . 1 

Při tom reálný mnohočlen x2 + ptx + qt má kořeny yt f óti, 
yt — <5(r>6) platí pak nerovnost \pt

2— qt < 0. 
Poznamenejme, že žádné dva z mnohočlenů 

(x — <\x)r\ . . (x — <xk)rk, (x2 + pxx - f qx)\ . . (a;2 + pxx + qtfi 

nemají společných kořenů; t. j. je-li nějaké číslo kořenem někte-
rého z těchto mnohočlenů, nemůže býti již kořenem žádného 
jiného. 

Ve zvláštních případech může ovšem býti k = 0 (nemá-li 
Q(x) reálných kořenů) nebo l = 0 (jsou-li všechny kořeny reálné). 

Poznámka. Vzorec (6) nám dává rozklad reálného mnoho-
členu v součin reálných mnohočlenů 1. a 2. stupně; naproti tomu 
vzorec (5) dával rozklad sice jednodušší, totiž rozklad v součin 
mnohočlenů 1. stupně, za to však tyto mnohočleny nemusí býti 
reálné (ani tehdy, když Q(x) je reálný mnohočlen). Učiňme ještě 
tuto poznámku, kterou za chvíli budeme potřebovati. Má-li 
reálný mnohočlen Q(x) nějaký reálný kořen, na př. ocv jest iden-
ticky Q(x) = (x — Qx(x), kde Qx(x) je opět reálný mnohočlen, 
jehož stupeň je o jednotku nižší než stupeň mnohočlenu Q(x). 

, Neboť, provedeme-li rozklad (6), můžeme za Qx(x) položiti prostě 
součin všech reálných činitelů vpravo, s výjimkou jednoho 
činitele x — &v Obdobně: nechť reálný mnohočlen Q(x) má 
nějaký komplexní (nikoliv reálný) kořen, na př. yx + <V (yx, dx 
reálná, dl 4=0); potom má Q{x) též kořen yx— <5̂ ; budiž x2.-\-
+ Vix + onen mnohočlen, jenž má kořeny yx + dxi, yx — (5xi 
(viz předešlou poznámku pod čarou). Potom je identicky Q(x) = 
— (x2 + pxx -f- ql) Qx(x), kde Qx(x) je opět reálný mnohočlen, 
jehož stupeň je o 2 nižší než stupeň mnohočlenu Q(x). Neboť, 
provedeme-li rozklad (6), můžeme za Qx(x) položiti prostě součin 
všech reálných činitelů vpravo, s výjimkou jednoho činitele 

+ Pí* + qv 

6) Poznamenejme, že kořeny yt -f dji, y% — Óji určují jednoznač-
ně koeficienty pv qt mnohočlenu x2 + p^x + qL; neboť podle roz-
kladu (4) je identicky (kořenoví činitelé jsou právě dva) x2 + ptx + 
-r qt = — ( y t + (X — (yt — óti)) = x2 — 2yfx + y2 + d2, takže 
podle věty C na str. 112 je nutně pt = — 2 y v qt = yt

2 -f Ót
2. 
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2. Rozklad reálné racionální funkce v součet částeíných 
zlomků. Racionální funkce R(x) proměnné x je taková funkce, 
kterou lze psáti jako podíl dvou mnohočlenů P(x), Q(x): 

(Mnohočlen je ovšem také racionální funkcí, neboť lze psáti 
P(x) — P(x) : 1 a jednička je mnohočlen (nultého stupně). Racio-
nální funkce (7) je ovšem definována pro všechna komplexní x, 
vyjma pro ty hodnoty x, pro něž je Q(x) = 0.) Lze-li mnoho-
členy P(x)} Q(x) voliti tak, že jsou reálné, nazýváme funkci (7) 
reálnou racionální funkcí. Budeme se výhradně zabývati reálnými 
racionálními funkcemi.6) Naším úkolem v tomto odstavci bude, 
převésti výraz P(x) : Q(x) na součet několika výrazů jednoduš-
ších7); při tom ovšem budeme předpokládati, že stupeň mnoho-
členu Q(x) je kladné číslo: kdyby totiž Q(x) byl mnohočlen nultého 
stupně, t. j. konstanta, byl by výraz R(x) mnohočlenem, tedy 
funkcí velmi jednoduchou, kterou dovedeme integrovati. 

Budiž tedy dána racionální funkce S(x) : Q(x), kde tí(x) je 
reálný mnohočlen stupně m} Q(x) reálný mnohočlen stupně 
n (n > 0). Je-li ra ¡> w, lze provésti dělení, čímž dostaneme 

8(x) = Px(x) Q(x) + P(x), 

kde mnohočlen i\(ír) je ,,podíl", mnohočlen P(x) je ,,zbytek"; 
tento zbytek je buď nula nebo mnohočlen stupně nižšího než n. 
Dělíme-li i^oslední rovnici (platnou pro všechna x) mnohočle-
nem Q(x), dostaneme vztah 

SĚ-M+S*, 
«(») Qt'l 

který platí pro všechna x, pro něž Q(x) 4= 0. Je-li tedy předlo-
žena reálná racionální funkce S(x) : Q{x), je buď čitatel nižšího 
stupně než jmenovatel nebo se dá daná racionální funkce děle-
ním převésti na součet reálného mnohočlenu a reálné racionální 
funkce, v níž čitatel je nižšího stupně než jmenovatel (po případě 
dokonce tento čitatel může býti nula). Můžeme se tedy v dalším 
omeziti na takové reálné racionální funkce (7), v nichž čitatel 
má nižší stupeň než jmenovatel. 

6) Koeficienty mnohočlenů P(x), Qix) budou tedy reálná čísla; 
ovšem proměnná x může nabývati — v tomto odstavci — jakýchkoliv 
ko mplexních hodnot. 

7) To je tedy ryze algebraická úloha, která s integrálním počtem 
nemá nic společného; integrovati začneme až zase v odst. 3. 
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^ v , , , , , x3 4- 2a;2 + x — 1 3,r — 4 
P ř í k l a d 1. - — - = 3 + 3 + 1 - . 

x2 — x + l x2 — x 4 I 

Dělením totiž dostaneme: 
&r — 4 

x2 — x - 1 
+ 2x2 + x — 1) : (x2 — x -f 1) - x + 3 + 

:rJ — x2 + x 
- • + _ 

~3x2 " — 1 
3*2 — 3x + 3 

_ + _ 
Úx — 4 . . . zbytek 

Hlavním výsledkem tohoto odstavce bude věta 08; věty 00, 07 
jsou přípravou k větě 08. 

Věta 66. Budiž a reálné číslo; budiž r celé kladné číslo; budiž 
Qx{x) reálný mnohočlen, jenž nemá kořen n (t. j. Qi{tx) + 0); budiž 
P(x) reálný mnohočlen, jehož stupen je nižší než stupeň mnoho-
členu (x — oc)r Qx(x). Potom existuje reálné číslo A tak, že pro 
všechna x, jež nejsou kořeny mnohočlenu (x — \)T Qx(x), platí vztah 

Pí*) = „ + A W f (H) 

(x — %y Qx(x) {x — ixY — xY~l Qx(x) 

kde Px{x) je buďto nula nebo reálný mnohočlen, jehož stupeň je nižší 
než stupeň mnohočlenu (x — x)r~1 Qx(x). 

Poznámka. Všimněte si smyslu rovnice (8): zlomek na levě 
straně je rozložen na součet dvou zlomků: první z nich je zcela 
jednoduchý; druhý je podobný jako zlomek vlevo, ale je o něco 
jednodušší: schází v něm jeden činitel x — <x. 

Důkaz. Slovy „přípustné hodnoty xíl budu označovat! 
všechny komplexní hodnoty x, jež nejsou kořeny mnohočlenu 
(x — oc)r Qx(x). Je-li A libovolné reálné číslo, platí pro všechna 
přípustná x rovnice 

P(x) _ A +P(x)--AQx(x) 

(x — *)' Qx(x) (x — ocY (x — <x)* Qx(x) 

(abyste nahlédli správnost tohoto vztahu, stačí, uvedete-li pravou 
stranu na společného jmenovatele). Zvolme A tak, aby bylo 
P(oc) — A Qx(<x) = 0, t. j. zvolme A = P(oc) : Qx(<x) (to lze, ježto 
Qx(oc) + 0). Potom P(x) — AQx(x) je buďto nula a důkaz je 
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hotov; nebo je P(x) — A Qx(x) reálný mnohočlen stupně nižšího 
než je stupeň mnohočlenu (x — <x)r Qx(x)y jenž má kořen oc. Podle 
poznámky k větě 65 platí identicky P(x) —A Qx{x) = (x — <x)x 
X Pi(*'), kde Pi(x) Íe reálný mnohočlen stupně o jednotku nižšího 
nežli P(x) — A Qx(x), tedy stupně nižšího nežli (x — <*)f"~1(?i(aO. 
Dosazením do (9) dostaneme vztah, platný pro všechna přípust-
ná x: 

_ A + (x - a) P^x) 

(x — .xYQx(x) (x — ocY (x — ócYQ^x) ' 

Krátíme-li poslední zlomek výrazem x—oc (což je pro všechna 
přípustná x dovoleno, ježto pro tyto hodnoty a; je x — oc 4= 0), 
dostáváme rovnici (8), platnou pro všechna přípustná x, t. j. 
pro všechna xy pro něž je (x — oc)r Qx(x) 4= 0. 

Vřta 67. Budiž x2 + Vx + # reálný mnohočlen a necht je 
\p2 — q < 0. Mnohočlen x2 + px + q nemá tedy reálných kořené; 
označme jeho kořeny y + óí, y — Si (á 4= 0, y, ó reálná). Budiž 
$ celé kladné číslo; budiž Qx(x) reálný mnohočleny jenž nemá kořen 
y + 6i (a tedy ani y — di) a budiž P(x) reálný mnohočlen, jehož 
stupeň je nižší než stupeň mnohočlenu ( x 2 p x q ) * Qx(x). 
Potom existují reálná čísla My N tak, že pro všechna x, jež nejsou 
kořeny mnohočlenu (rr2 + px -f- q)8 Qx(x)y platí vztah 

P(x) _ 31 x + N Px(x) 

(x2 + px + qy Qx(x) ~ (x2 + px + qY (x2+px+ q)^ Qx(x) ' 
(10) 

kde Px(x) je bud to nula nebo reálný mnohočlen, jehož stupeň je nižší 
než stupeň mnohočlenu (x2 -f- px + q)*~~l Qi{%)*) 

Důkaz je obdobný jako u věty 66, jen poněkud složitější. 
Slovy „přípustné hodnoty x" označíme zde všechny komplexní 
hodnoty xy jež nejsou kořeny mnohočlenu (a;2 -f px -f- q)8 Qx(x). 
Jsou-li My N libovolná reálná čísla, platí pro všechna přípustná x 
rovnice 

P(x) __ Mx + N P(x) — (Mx+N)Qx(x) 

(x2 + px + q)8 Qx(x) "" (a;2 -f px + q)* (x2 + px 4- qy Qx(x) 

(11) 

(správnost tohoto vztahu opět okamžitě nahlédnete, uvedete-li 
pravou stranu na společného jmenovatele). Snažme se zvoliti 

•) Smysl této věty je obdobný jako smysl věty 66: ve jmenovateli 
druhého zlomku vpravo schází jeden činitel a?2 -t- px + q. 
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= — d (C2 + D2). (13) 

reálná čísla M, N tak, aby čitatel posledního zlomku se rovnal 
nule pro x = y + <5i; t. j. tak, aby bylo 

P(Y + di) — (My + Mdi + N) Qx(y + <5i) = 0. (12) 
Čísla P(y -f- di), Qx(y + di) jsou obecně komplexní, pišme třeba 
P(y + di) = A + Bi, Qx(y + Ói) = C + l)i (A, B, 1) reálná). 
Rovnice (12) vypadá tedy takto: 

A + Bi — (My + Mdi + N) (O + Di) = 0: 

tato rovnice platí, jsou-li reálná čísla M, N zvolena tak, aby 
reálná i imaginární část levé strany se rovnala nule, t. j. platí-tr 
rovnice M y C + N C _ M Ó D = A ? 

MdC + MyD + ND = B. 

To jsou dvě rovnice pro dvě neznámé M, N, jež mají jistě řešení 
— a to reálné řešení —, je-li determinant soustavy různý od nuly9): 
tento determinant jest 

yC — dD, O 
dO + yD, D 

Při tom je <5 =(= 0 a Qx(y + di) = O -f- Di #= 0, takže aspoň jedno 
z reálných čísel G, D je různé od nuly a tedy C2 + D2 > 0. Tedy 
determinant (13) vskutku je různý od nuly a můžeme tedy na-
lézti reálná čísla M, N tak, aby platila rovnice (12), Zvolme 
M, N tímto způsobem. Potom je buďto P(x) — (Mx + N) Qx(x) 
nula a důkaz je hotov; nebo je P(x) — (Mx -f- N) Qx(x) reálný 
mnohočlen, jehož stupeň je nižší než stupeň mnohočlenu (x2 

+ Vx + Qií*)-10) Podle rovnice (12) má reálný mnohočlen 
P(x) — (Mx-j- N) Qi(x) kořen y + di a tedy též kořen y — di\ 
podle poznámky k větě 65 je tedy identicky 

P(x) - (Mx + N) Qx(x) = (x2 + px + q) Px(x)t 

kde Px(x) je reálný mnohočlen stupně o 2 nižšího než P(x) — 
— (Mx + N) Qx(x), tedy stupně nižšího než (x2 + px -f q)8"1

 X 

XQi(x). Dosazením do (11) dostaneme vztah, platný pro všechna 
přípustná X' 

P(x) _ Mx + N (x2 + px + q)Px(x) 

{X2 + p x + qy QX(X) (x2 + p x + q)' (x2 + px + qY Qi(*) 

9) Viz B y d ž o v s k ý , Základy teorie determinantů a matic 
a jich užití (Praha 1930), str. 2—3; pro n rovnic viz str. 33—35; 
obecnou teorii soustavy lineárních rovnic viz na str. 60—74. 

10) Všimněte si, že mnohočlen Qx(x) má stupeň aspoň o 2 nižší 
než mnohočlen (x2 + px + (/)* Qx(x). 
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Pro všechna přípustná x je však x2 + px + q 4= 0, takže můžeme 
poslední zlomek tímto výrazem krátit; tím dostáváme vztah (10), 
platný pro všechna přípustná x, t. j. pro všechna x, pro něž je 
(x2 + px + q)8 Qx(x) 4= 0. 

Yëta 68. Budiž Q(x) reálný mnohočlen, pro nějž platí identicky 
rovnice 

Q(x) a0 (x—<x)r (x—<x'y'...(x2+ px + qy (x2 + p'x+ q')*'... ; (14) 

při tom a0, <%, oc', . . py q} p', q\ . . . jsou reálná čísla, a0 =f= 0; 
dále je \p2 — q< 0, \p'2 — q' < 0, . . . ; čísla r , r ' , . . s, s\ . . . 
jsou celá kladná. Koneční nechť žádné dva z mnohočlenů x — ¿v, 
x — oc\ . . ., x2 + px + q9 x2 + p'x 4- q\ . . . nemají společných 
kořenů.11) Budiž dále P(x) reálný mnohočlen, jehož stupen je 
nižH než stupeň mnohočlenu Q(x). Potom existují reálná čísla 
AŤ1 Ar—i,..., A2> Alf A r', A r'—i,..., A/24'j,..., M8í N8iJ\í$—1> N$—i,... 
. . M2, N2, Mu Nv JfV, tfV, JlřV-1, ^V-i, . . -, N\,M\, 
N\, . . . tak, ze všechna x, jež nejsou kořeny mnohočlenu 
Q(x), platí rovnice 

+ _| A + + • 
Q(x) (x — *y (x — oc)r-1 1 {x — cx)2 X — X 

I ^ V | . + . . . - I ^ ' g [ 

( X — <x'y' (x — K'y-1 (X— <\')2 x — oc' 

4- _(_ M » x + N *. + M í z ~ l X + N J ~ 1 
(x2 px + qY (x2 4 - px 4 - q)s~l 

, M2X+N2 MxX + Nx , (15) 
4~ • • • 4" " - 4 h 

(x2 + px 4- q)2 %2 + Vx + Q 
M's> X 4- N's> + W s ' ^ x + N ^ + 

(.r2 + p'x + q'Y' (x2 4- p'x + q')8'-1 

(x2+p'x + q')2 x2 4- p'x 4- q' 
n ) Rohlíce (14) je tedy prostě rozklad mnohočlenu Q(x) podle 

vzorce (6); jenom pro pohodlí jsme trochu změnili označení: reálné 
kořeny mnohočlenu Q(x) jsou ex (r-násobný), <*' (r'-násobný), . . 
komplexní (ně reálné) kořeny mnohočlenu Q(x) jsou: dva kořeny 
mnohočlenu x2 + px 4- q («-násobné), dva kořeny mnohočlenu 
x2 4- p'x + qf (s'-násobné) atd. Činitelé x — <x9 x — <x', . . . ovšem 
mohou scházeti (nemá-li Q(x) reálnýoh kořenů); rovněž činitelé 
x2 4- px 4- q> x2 -f p'x + q\ . . . mohou scházeti (jsou-li všechny 
kořeny reálné). 

Prosím čtenáře, aby se nelekal zdánlivě složitých vzorců, které 
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Poznámka. Rovnice (15) dává rozklad zlomku v sou-
Q(x) 

čet t . z v. částečných (nebo parciálních) zlomků. 
t)ůkaz. Slovy „přípustné hodnoty x" budu označovat i 

ony hodnoty x, jež nejsou kořeny mnohočlenu Q(x). Pišme 
Q(x) = (x — <x)r Qi(x), kde Qx{x) je součin všech ostatních činitelů 
(kromě (x — <x)r) na pravé straně rovnice (14). Ježto Qx(oc) 4=0, 
existuje podle věty 66 reálné číslo Ar tak, že pro všechna přípust-
ná x je12) 

P{*) _ _____ _ =
 Ar + W 

Q(x) (x — aYQ^x) (x — *)' (x — ay-i Q^x) ' 

kde reálný mnohočlen Px(x) je buďto nula13) nebo má nižší stupeň 
než mnohočlen (x — ¿x)r~1 Qx(x). Je-li r — 1 > 0, postupujeme 
podobně dále a opětovným použitím věty 66 dostaneme rovnice 

Í\(X)_ = Ar-1 + P2(X) 
(x ~ xy-1 Qx{x) (x—<x)r-* (x — «y-ZQx(x) 

Pr-2(*) = A Pr^(x) 

( x — x)2Qx(x) (x — x)2 (x — cc)Qx(x) 

Pr-l(x) = Ax Pr(x) t 

(x — <x)Qx(x) X — (K Qx(x) 
při tom Ar—x, Af 2> • • Ax jsou reálná čísla; v každém zlomku 
na konci každého řádku je v čitateli buďto nula nebo reálný mnoho-
člen, jenž má stupeň nižší nežli jmenovatel. Celkem tedy obdržíme 

P(X) = Ar Ar-1 

Q(x) (x — ocy (x — x y - 1 

A2 , Ax Pr(x) 
H -r - • H > 

(x — OT)2 X — OC Qx(x) 
poslední zlomek je podobného tvaru jako P(x) : Q{x); čitatel je 
buďto nula nebo reálný mnohočlen stupně nižšího než jmenovatel; 
tecř přijdou. Věc je v podstatě jrdnoduchá a až si čtenář přečte 
odst. 2 a propočítá příklady 1—5 k němu připojené, porozumí mu 
jistě bez nejmenšícli obtíží. 

i a) V dalším průběhu důkazu budu se stále omezovati jen na 
přípustná x, ale nebudu to stále výslovně podotýkati. 

i a ) Je-li ovšem PY(x) nula, jsme s důkazem hotovi. Totéž platí 
o vSech dalších krocích. 
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jmenovatel Qx(x) je však již o něco jednodušší: vypadl z něho 
činitel (x— ot)r. Použijeme-li nyní téhož postupu na kořenové 
činitele (x — <x')T\ . . . (pocházející od reálných kořenů), při 
čemž vycházíme nyní od zlomku Pr(x) : Qi(%)> dostaneme ko-
nečně 

P(*L _ AR ^ AR—I AI + A'S 

Q(x) (x—*y ' (x — ocy-1 a:— * (z — *Y ^ 

•r : ; + • • • i f- . . . -f- ? 

(x — <x )r * —<x' S(x) 

pri tom čísla Ar, . . 
A , ^V, • . •> A ' . . jsou reálná; dále je 

5(a) = a0 (x* + px + q)> (x2 + p'x -f q')*'. . . (17) 

a T(x) je buďto nula nebo reálný mnohočlen nižšího stupně než 
£(ír). Pišme nyní S(x) + px -f q)8 Sx(x) (S^x) je prostě 
součin všech ostatních činitelů — kromě {x2 px q)8 — 
z pravé strany rovnice (17)); opětovným použitím věty 67 do-
staneme rovnice 

T(x) _ T(x) 

S(x) " (x2 + px + qyS^x) ~~ 

Ms_x + Ns Tx(x) 

(;z2 + px + q)s (x2 + px+ q)*-1 St{x) ' 

Tx(x) 

{X2 + p x + qy-1 sx(x) 
_ I F — + T2(X) 

(x2 + px + q)8"1 (x2 + px + qy~2 Sx(x) ' 

= MXX + NT TJ(X) 
(x2 + px + q) Sx(x) x2 -f- px q 8x(x) ' 

při tom MÍ9N8; MA—i, . . ., ML9 NX jsou reálná čísla; v po-
sledním zlomku v každé rovnici je v čitateli buď nula nebo reálný 
mnohočlen, jehož stupeň je nižší než stupeň jmenovatele. Podobně 
pokračujeme dále, až vyčerpáme všechny činitele x2 -f- px -f- q, 
x2 -f- p'x «i tím dostaneme vzorec (s reálnými čísl v 
M8> N„ . . M V NL9 M'ŤI N'8.9 . . M\Y N\,...) 
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(18) 

T(x) Msx + iVs + i / ^ x + 

(a,-2 + p x + q)> (x2 -f j)x + q)'*1 

+ M i * + N i + 

x2 + px + q 

(x2 + p,x+q'Y (x2+p'x + q')*'-1 

, M \ x + N \ , U(x) 
4 : : r i • • • H > 

x2+ px + q aQ 

kde U(x) je buďto nula nebo mnohočlen nižšího stupně než í/0; 
poslední případ však nemůže nastati, ježto a0 je mnohočlen 
stupně nultého; tedy U{x) je nula a z rovnic (10), (18) plyne 
hledaná rovnice (15). 

P ř ík l ad 2. 
x10 4- 4- 3x1 + 4- x* 4- 2 a;3 4-- 7x — 1 

li(x) — : . 
a;9 4- 2x6 4- a;3 

Zde stupeň čitatele není nižší než stupeň jmenovatele; musíme 
tedy nejdříve provésti dělení a dostaneme 

R { x ) = x + 2 + x 7 - + l x ~ l ; 
x9 4- 2x6 4- a:3 

zde již čitatel má nižší stupeň než jmenovatel. Jest x9 -i- 2x6 4-
4- a;3 = a:3 4- 2a;3 4- 1) = a;3 (x* 4- l)2; ale a;3 4-1 = {x +1) X 
X (x2 — x 4~ 1), kde poslední činitel vyhovuje podmínce \p2 — 
— £ < 0 . Rozklad (14) vypadá tedy takto: x9 + 2x* + x? == 
= x*(x+ l)2(x2 — x + l)2; podle věty 68 existují tedy reálná 
čísla a, 6, c, d, e, /, g,h, k tak, že pro všechna x (vyjma pro ko-
řeny rovnice x9 4- 2x6 4~ xz = 0) je 

x7 7 x — 1 c d * 

x9+2x«+x*~~ x* x2 x ( x + l ) 2 ( « ť I ) 1 

+ ^ + + J t Z ± J L . ; (19) 
(a;2 —ar4- l ) 2 x2 — x + 1 

přičteme-li ještě mnohočlen x 4~ 2, dostáváme hledaný rozklad 
funkce R(x) — až na to, že jsme dosud neurčili čísla a, bf .. k. 

Vyložím ade nyní dva způsoby, jak je možno stanovití 
reálná čísla 
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Ar, Ar--\,..Al, A A T'—i,..A i , . . M8y Ns, N8—I, .. 
i Mv Nv J ř V , tf V, ^ V - i , ^ V - i , • • M*v N\,... (20) 

v rovnici (15). Vynásobme rovnici (15) jmenovatelem Q{x) : a0\ 
dostaneme tuto rovnici: 

- = Ar(x — x')r' . . . (x2 + px + q)s (x2 + p':r + qY • • • + 
"o 

+ Ar_x{x — a)(x— <x'y' ... (x2 + px + q)s (x2 - f pfx + qY... + 

+ A^x — ocY"1 (x — oc'Y'...(x2 + px + qy (x2 + p'x + q'Y'. . . + 

+ (Msx + Ns) (x — ocY (x — <xY ...(x2 + p'x + qY . . . + 
+ - • • + 

4- (Mlx+N1)(x-<x)r(x—<xY'-\&+VX+<l)*~~1 {x2+p'x+qY ...+ 
+ . . . (21) 

(a0 jsme nechali ve jmenovateli, abychom jím ne musili násobiti 
všechny členy vpravo; v každém členu vpravo ovšem stojí 
(kromě a0) všichni činitelé z rozkladu (14), kromě toho, který 
stál v příslušném členu ve vzorci (15) ve jmenovateli). Obě 
strany rovnice (21) jsou mnohočleny; rovnice (21) vzniká z rov-
nice (15) tím, že násobíme mnohočlenem Q(x) : a0; rovnice (15) 
vzniká z rovnice (21) naopak tím, že mnohočlenem Q(x) : a0 
dělíme. Jsou-li čísla (20) volena tak, že rovnice (15) platí pro 
všechna x, pro něž je Q(x) 4= 0 (podle věty 68 víme, že taková 
čísla (20) existují), potom rovnice (21) platí rovněž pro všechna x, 
pro něž je Q{x) 4= 0, tedy pro nekonečně mnoho x; ježto (21) 
je rovnice mezi dvěma mnohočleny, je potom podle věty O na 
str. 112 každý koeficient vlevo v rovnici (21) roven stejnolehlému 
koeficientu vpravo a tedy rovnice (21) platí pro všechna x vůbec 
(i pro ta x, pro něž je Q{x) = 0). Naopak, jsou-li čísla (20) volena 
tak, že rovnice (21) platí pro všechna x vůbec (čili — což je totéž 
podle věty C na str. 112—je-li každý koeficient v rovnici (21) 
vlevo roven stejnolehlému koeficientu vpravo), platí rovnice (15) 
pro všechna x, pro něž je Q(x) 4= 0. Můžeme tedy svoji úlohu 
vysloviti dvojím ekvivalentním způsobem: 

I. Nalézti reálná čísla (20) tak, aby v rovnici (21) byl každý 
koeficient vlevo roven příslušnému koeficientu vpravo (víme, 
že taková čísla (20) existují). 
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II. Nalez ti reálná čísla (20) tak, aby rovnice (21) platila 
identicky, t. j. pro každé komplexní x (víme, že taková čísla 
(20) existují). 

Formulace I vede k tomuto řešení naší úlohy (t. zv. metodu 
neurčitých součinitelů nebo neurčitých koeficientu): Vynásobíme-li 
vpravo v rovnici (21), vidíme, že koeficient každé mocniny x 
vpravo je lineární formou14) v číslech (20); položíme-li každý 
takový koeficient roven stejnolehlému koeficientu vlevo, do-
staneme pro čísla (20) soustavu lineárních rovnic, jež jisté má 
reálné řešení (neboť víme, že čísla (20), mající žádané vlastnosti, 
existují).15) 

P ř ík l ad 3. Stanovení koeficientů a, 6, . . k v rovnici (19) . 
Násobíme rovnici (19) mnohočlenem x9 4- 2x*-{-x':i-- (x + 1)2X 
X (x2 — x 4- l)2; dostaneme 
x1 4- 7.r — \ — a (x 4- l)2 (x2 — x+ l)2 + 

4- bx (x + l)2 (x2 — z 4- 1)2 4-
+ ex2 (x 4- l)2 (x2 — x 4- l)2 + rřx® (x2 —x+\ )2 4-
4 - ex* (x 4 - 1) (x2 — x + l ) 2 + 
+ { f x 4- g) & (x 4-1)2 + 
4- (hx 4- k) X3 (x 4- l)2 (x2 — X 4- 1), (22) 

neboli 

X7 - 7x— 1 =r a (x° + 2x*+l) + b (x7 4- 2x4 -f x) + 
4- c (x* 4- 2a;5 4- x2) 4-
4- d(x7 — 2x«+ 3x5 — 2x* + x*) + 
+ e (x8 — x7 4- x* 4- x5 — x* 4" xz) 4-
+ ( f x + g) (x*+2x*+x*) + 
4- (hx 4- k) (X7 + x«+ x*+ X3). 

V této rovnici se vyskytují mocniny od xs až do x°; položíme-li 
koeficient každé mocniny x vpravo roven koeficientu téže mocniny 
vlevo, dostaneme těchto devět rovnic: 
c 4~ e 4~ h = 0, \ 2c + 3d + e+ 2f + g + h = Q, \c = 0, 
6 4-rf — e 4 - A 4 - f c = l , j 2 6 — 2d — e + j + 2g + h+k=0,\b = 7, 
a — 2d-{- e-\- f-\-k — 0,1 2a 4- d 4~ e 4 - g + k = 0, \a=—l. 

Z těchto rovnic dostanete řešením (doporučuji, abyste si je pro-
vedli) = — 1, 6 = 7, c = 0, d = 1, e = V . / = — i . 0 == — b 
h= — V , t = 

14) Viz B y d ž o v s k ý , Základy teorie determinantů . . str. 60. 
16) Jak se řeší soustavy lineárních rovnic, najdete v citované 

knížce Bydžovského. 
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Řešení metodou neurčitých součinitelů sice dovedeme vždy 
provésti, ale ve složitějších případech bývá často zdlouhavé. 

Vyložím proto ještě jednu metodu,16) která též vždy vede 
k cíli, a jež spočívá na druhé formulaci (viz I l n a s t r . 123): víme, 
že existují reálná čísla (20) taková, že rovnice (21) platí pro všechna 
x vůbec; jak tato čísla (20) nalezneme? Především snadno na-
jdeme číslo Ar: dosaďme do rovnice (21) x = a; levá strana je 
P(oc) : aQi na pravé straně všichni sčítanci vyjma první obsahují 
činitele x — oc, jenž pro x — tx se rovná nule; zbude nám tedy 
rovnice 

P(oc): a0 = Ar(oc — (a2 + poc + q)* (a 2 + p'oc + q'V (23) 

ježto číslo OÍ není kořenem žádného činitele v rovnici (14) vpravo 
s výjimkou činitele x — <x, je součinitel při Ar v rovnici (23) 
různý od nuly a dělíme-li jím, dostaneme Ar.17) Předpokládejme, 
že už známe čísla Ar, Ar_i, . . Ar—(ic—\) a že chceme počítati 
následující číslo Ar—Rovnice (21) platí pro všechna x, tedy spe-
cielně také pro všechna reálná x\ derivujeme-li tedy obě strany 
rovnice (21) &-kráte, dostáváme vlevo i vpravo mnohočlen, 
a tyto dva mnohočleny se ovšem sobě rovnají pro všechna reál-
ná #,18) tedy pro nekonečně mnoho hodnot x a ted}r podle věty O 
(str. 112) rovnají se sobě tyto mnohočleny vůbec pro všechna 
(komplexní) x. Tedy: derivujeme-li obě strany rovnice (21) 
&-kráte, dostaneme rovnici, která platí nejen pro všechna reálná, 
nýbrž i pro všechna komplexní x. Jak vypadá rovnice (21)? 
Známe-li čísla Ar, Ar—1} . . ., Ar—(k— i), tvoří prvních k členů 
pravé strany rovnice (21) mnohočlen již úplně známý, jejž označme 
třeba R(x)\ potom přijde člen Ar^(x — oc)k (x — <x')r'. . . (x2 + 

px 4- q)8 + v'x + Q*)8' • • • a po něm další cleny, z nichž 
se dá vytknout! (x — takže rovnice (21) má tento tvar: 

— P(x) = R(x) + Ar-l(x — «)* (x — cxÝ . . . 
*o (24) 

. . . (x2 + px+q)s (x2 + p'x + q'y\ .. + (x — 8(x), 

kde mnohočleny P, R již úplně známe; mnohočlen S(x) ovšem 
16) Čtenář, kterému by se následující úvahy zdály obtížné, 

může zbytek tohoto odst. 2 vynechati. Která z obou metod je 
výhodnější, závisí na tvaru dané funkce P(x) :Q[x). 

17) Zároveň je viděti, že číslo Af je jednoznačně stanoveno. 
18) Neboť jsou-li si dvě funkce rovny pro všechna reálná x 

a mají-li všude derivaci, jsou si i jejich derivace rovny pro všechna 
reálná x. 
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obsahuje po příp. součinitele ještě neznámé. Derivujeme-li po-
slední rovnici krátě, dostaneme — jak čtenář snadno zjistí — 
tento výsledek: 

— PM(x) = RW(x) + k\ Ar-úx — ^Y'. . . 
"c- (25) 

px + q)° (z2 + p'x + qY . . . + ( * — a ) T(X), 

kde T(x) je opět mnohočlen.19) Dosaďme do rovnice (25) x rv; 
dostaneme 

J . p(%x) — m(<x) =, 
«o (20) 

= Jfc! Ar-k(x - e c Y . +p<x + q)8 (a2 + p'« + qY - • • 

Levá strana je známa; činitel u Ar—k je růzuý od n\dy, jak jsme 
už při rovnici (23) zjistili, a tedy můžeme Ar—k z rovnice (26) 
vypočísti (opět je Ar—& jednoznačně stanoveno). Tímto způsobem 
vypočteme tedy po řadě Ar, Ax a obdobně AV, Af

Ť>—i,... 
A' 

. . . , JI J , . . . 

Zbývá vypočísti čísla M8, Nt, M8^Í9 N8^ . . Mv Nlt . . . 
Postup je obdobný, jen o něco složitější. Mnohočlen x2 + px + q 
má dva kořeny a = y + di, t = y — ói (y, d reálná, 6 4= 0); 
pro x — a a pro x = r je tedy x2 4- px + q = 0, ale žádný jin}'* 
činitel na pravé straně rovnice (14) se nerovná nule ani pro 
x = a ani pro x = r. Dosaďme do rovnice (21) x = a\ ježto 
všichni členové vpravo, obsahující činitel x2 + px 4- q, se rovnají 
nule pro x = er, dostaneme 

— P(a) - (M8G + N8) (O—ocY (a—<*Y • • - + 1>'<* + qY .;(27) 
ao 

činitel u M8a 4~ Ns je známé číslo různé od nuly, takže můžeme 
z rovnice (27) vypočísti M8a N8 — C9 kde O je jisté známé 

19) Stačí uvážiti toto: je ((x — <x)m f(x))' = m(x — a)*1—1/(«)-|-
-f (a? — a)m j'{x); derivováním takového součinu (x —• <x)m f(x) 
tedy dostaneme dva Členy: v jednom se mocnitel u x — <x o jed-
notku sníží, v druhém se nesníží. Tedy: derivuji-li k-kiáte výraz 
(x — (\)*+1 zůstane tam jistě činitel x — a. Derivuji-li. pak 
fc-kráte výraz Ar__k(x — oc)k (x — <x')T . . . (x2 + px + q)8 (x 2 + p'x + 

•T- q'Y . . dostanu jednak druhý člen pravé strany rovnice (25) 
(když totiž po fc-kráte derivuji mocninu činitele x — a), jednak 
řadu dalších členů, v nichž se však mocnitel u x —*<x snížil o méně 
než k, takže ze všech těchto Členů lze ještě x— oc vytknouti. 
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komplexní číslo, (J = D + Ei (D, E reálná). My chceme však 
stanovití reálná čísla MSi N8't k tomu cíli pišme do poslední 
rovnice a = y + di a dostaneme M8(y + di) + Ns — D -f- Ei\ 
tato rovnice bude správná tehdy a jen tehdy, budou-li si rovny 
reálné i imaginární části na obou stranách, t. j. bude-li MJb = Ef 
M9y + N8 = D; tyto dvě rovnice mají skutečně řešení, a to je-
diné: M8 = E : 6 (pamatujme, že je <5 4= 0), N8 = D — M8y = 
= D — Ey : d. Tím je M8iN8 vypočteno.20) Předpokládejme 
nyní, že známe již čísla M8f N8, M8—ly N8_u • • •> i), 

a že chceme vypočísti čísla M8—KI N8Rovnice (21) 
vypadá nyní takto: oněch k členů, v nichž se vyskytují koeficienty 
M8i N8í M8-.ly . . Mg—^—i)) 1), tvoří jistý mnoho-
člen R(x) již úplně známý; potom přijde člen 

(M8-ix + Ns-k) (x — *)' (x — ocY . . . 
.. . (x2 + px + q)h (x2 + p'x + q'Y'. .. 

a potom další členy, z nichž se dá vytknouti (x2-{- px -- q)khl, 
takže rovnice (21) vypadá takto: 

± P ( X ) =: R(X) + 

+ (M8-kx+N8-k)(x—ecy(x—*Y...(x2+px+q^ 
+ (x2+ px+ q)h+1S(x), 

kde mnohočleny P, R již úplně známe; mnohočlen $(#) ovšem 
obsahuje po případě součinitele ještě neznámé. Derivujeme-li 
poslední rovnici &-kráte, dostaneme — jak čtenář snadno zjistí — 
tento výsledek (platný, jak víme, pro všechna komplexní x): 

— PW(x) = RW(x) 4 - (Ms-kx + N8„k). k\ (2x + p)K (x — .>)r X 
<*o 

x (X — OcY . - . '(** + . p'x + qY . . . + (x2+px + q) T(x), 
(28) 

20) Opět je viděti, že čísla Mg, Na jsou jednoznačně stanovona. 
21) Stačí uvážiti toto: je ((a;3 + px 4- q)m /(«))' = (x2 4- px 4 

4- q f . m (2x 4- p) 1(x) + (x2 4- px 4- q)m / '(»); derivováním tako-
vého součinu dostanu tedy dva členy: v jednom se mocnitel m o jed-
notku snížil (a přibyl ještě činitel m (2x 4- p)), v druhém se nesnížil. 
Tedy: derivuji-li &-kráte výraz (x2 -}- px -j- g)**1 S(x), zňstarte tam 
ještě činitel x2 4- px 4" q• Derivuji-li-pak &-kráte výraz (Mg_%x -f 

+ Ne_k) (x — x)r (x — oc'f ...(x2+px + q)k(x2 4- p'x + q')6' 
dostanu jednak druhý Člen pravé strany rovnice (28) (když totiž 
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kde T(x) je opět mnohočlen.21) Dosaďme do rovnice (28) x -- a =--
= y + di; činitel 2x + V nemá kořen a (neboť má jediný kořen 
x — —\p9 a ten je reálný) a ostatní činitelé x — v, x — V, . . . 
. . ., x2 + V x + • • • nemají kořen a, kdežto ovsem 
o2 + 7)0 + q = 0. Dostaneme tedy 

~ PM(o) - #*>(*) + ( + O, 
"o 

kde P<W((r), G jsou známá čísla (obecně komplexní). 
0 0. Ježto ¿ 4 = 0 , lze z poslední rovnice vypočísti 
Mg—io -f Ns—k = C9 kde G je jisté známé komplexní číslo, 
G = D + Ei (Z), E reálná). Z rovnice M8-k(y + &i) + AV-* -
= D -f- Ei stanovíme pak — jako dříve — reálná čísla 
Ns—h: musí totiž býti M8-.ky -f — Z), Ms—kd ~ E, tedy 
M8—h — E : 6, D — Ey : ó22) Dovedeme tedy stanovití 
čísla MS) NS) Ms_h Ns_ u . . Ml9 a obdobně ovšem čísla 

Máme tedy celkem tento předpis: do rovnice (21) dosadíme 
za x po řadě všechny kořeny mnohočlenu Q(x) (při čemž zde 
1 při dalších krocích stačí, když ze dvou komplexně sdružených 
kořenů dosadíme vždy jen jeden); tím vypočteme čísla AT9 A'r. . . 
. . ., Mg, Ng, M's>, N'8>, . . . Jsou-li všechny kořeny jednoduché, 
je tím výpočet hotov. Nejsou-li všechny kořeny jednoduché, 
derivujeme rovnici (21) (do níž jsme za AŤ, A'r,...f M89 Ns, 
M'8>9 N'8<9... dosadili hodnoty již vypočtené) a do této derivo-
vané rovnice dosadíme po řadě za x všechny aspoň dvojnásobné 
kořeny mnohočlenu Q(x) a vypočteme čísla Ar—U A ' r > . .., 
M8—i,N8—i9 i¥V—i, iVV—li- • • (pokud se ovšem vůbec vyskytují; 
je-li na př. r = 1, odpadá Ar—i). Potom derivujeme rovnici (21) po 
druhé a do rovnice tak vzniklé dosadíme po řadě za x všechny 
aspoň trojnásobné kořeny mnohočlenu Q(x) a-td., až všechny 
hledané koeficienty (20) jsou vypočteny. Zároveň máme tento 
vedlejší výsledek: čísla (20) jsou jednoznačně stanovena: t. j. 
reálná čísla (20) lze určití jen jedním způsobem tak, aby rovnice 
(15) ve větě 68 platila pro všechna x9 pro něž je =r= 0. 

po A-kráte derivuji vždy mocninu činitele x2 + px -f~ q), jednak 
řadu dalších Členů, v nichž se vsak mocnitel u x2 + px -j- q snížil 
o méně než k, takže ze všech těchto Členů lze ještě x2 --{- px -| q 
vytknout i. 

2a) Opět vidíme, že čísla Mg__ ^ jsou jednoznačně stano-
vena. 
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P ř í k l a d 4. 

.v2 + x — 1 _ a b cx 4- d ^ ex 4- / ^ gx 4-

.r2 (x* 2)3 ~~ x 2 z (x2 4- 2)3 (a:2 + 2)2 a;2 + 2 
a tedy 

.r2 + x — 1 ==a (x2 4- 2)3 4- bx (x2 4- 2)» + (cx 4- d) x2 + 
(ex 4- /) x 2 (x2 + 2) + (gx 4- h) x2 (x2 4- 2)2. 

Kořeny jsou 0 (dvojnásobný)) ±¿1/2 (trojnásobné). Dosaďme 
x - - 0: dostaneme — 1 = 8a, a =. — Dosaďme x — i j/2: 
dostaneme — 2 4 - i j/2 — 1 = — 2 (ci j /24- d), c = — d = 
Nyní budeme 0 dosazovati ještě do rovnice jednou derivované, 
¿ y 2 do rovnice jednou a dvakráte derivované. Derivujme, do-
sazujíce za a, c, cř: 
2 * + 1 = — i .2 (x2 + 2)2.2x + b (x2 + 2)* + b.S (x2 + 2)2.2x2-

— |cr2 + 3« 4- ez2 + 2) 4- + /) (4a:3 4- 4a:) + 
4- gx2 (x2 + 2)2 + (gx +h).2x. (x2 + 2)2 + 
4- (gx 4- h). 2a;3 . 2 (a;2 + 2). 

Dosaďme x = 0: 1 = 86, b — dosaďme x — i]/2 (tedy a;2 + 
4- 2 = 0): 2i j/2 + 1 = 3 4 - 3 • ]/2_+ (ei ]/J+ f ) (—Si]/2 + 4i|/2); 
tedy l = 34 -8e , e = — 2 ]/2 = 3 ]/2 — 4/ j/2, / = f 

Derivujme ještě jednou (dosazujíce za 6, e, /), pamatujíce, 
že do výsledku budeme dosazovati jen x — i 1/2 (tedy x2 4- 2 = 0), 
takže členy, násobené činitelem a;2 + 2, nevypisuji: 

2 = — 3 a : 4 - 3 — 2 a : 3 — 4a:3+3z2—2a: + 1 + 8<8̂ ® . . 

pro x ~ i]/2 vyjde 
2 == — j /2 + 3 4- i ]/2+ SiJ/2 — 6 — 2i j /2 + 1 + 

+ 32 (gi]/2 + i ) ; 

tedy 2 = 3 — 6 4 - 1 + 327*, A = -J; 

0 = — 3 j/2 + j/2 + 8 1/2 — 2 1/2 + 32gr j/2, = — f 
Tedy celkem 

x2 + x—i L + J L + ~ 3
 + 

a:2 (x2 + 2)3 ~ 8a:2 Sx 2 (x2 + 2)3 

4. - X + 1 , ' — x + 1 
. 4 (a;2 + 2)2 8 (a:2 + 2) 
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Př ík lad 5. Druhá metoda je zvláště jednoduchá, jsou-li 
kořeny mnohočlenu Q(x) vesměs jednoduché; potom totiž netřeba 
derivovati. Na př. 

x2+ x + l 

x(x — l ) ( x + 1) (x — 2) (x2 +- 1) 
a b c d ex + / 

1 1 r • 
X x — 1 x + l x—2 x'2 + 1 

x2+ x+ l = a(x—l) (x + l ) ( x — 2) (x2 +• 1) + 
+ bx(x+ 1) (x — 2) (x2 + 1) + 
+ ex(x— l)(x — 2) ( x 2 + l ) + 
+ dx(x — 1) (x + 1) (x2 + 1) + 
+ (ex + f ) x ( x — l ) ( x + l)(x — 2). 

Dosazuji po řadě x — 0, 1, — 1, 2, i a dostanu: 1 — 2a, a -
3 = — 46, 6=—-J-; 1 = — 12c, c = — 7 = 30 d, d----- fa; 
— 1 + i + 1 = (ei + f ) i . (— 2) (i — 2), i = 2ei— 4e + 2 / + 4 / i ; 
— 4e + 2/ = 0, 26 + 4 / = 1, / = 2e, 10e = l, e =-t*0, / = f 

3. Integrace racionálních funkcí. Máme-li vypočísti 

/

S(x) 

d#, kde S(x), Q(x) jsou reálné mnohočleny,23) postupu-
Q(x) 

jeme podle odst. 2; není-li stupeň mnohočlenu S(x) nižší než 
stupeň mnohočlenu Q(x), provedeme dělení a dostaneme 

Q(x) Q(x) 

kde Px(x). P(x) jsou reálné mnohočleny a P(x) je buďto nula nebo 
mnohočlen nižšího stupně než Q(x). Mnohočlen Px(x) dovedeme 

P(x) 
integrovati: zlomek rozložíme pak (není-li P(x) nula) podle 

Q(x) 
věty 68 na částečné zlomky. Stačí tedy vy počisti ještě integrály 
jednotlivých sčítanců v rovnici (15) (věta 68), t. j. integrály 
tvaru 

A 
d# (n celé kladné), / / (x — oc)n 

dx (n celé kladné), 
(x2+px+q)» 

23) Zdůrazňuji ještě jednou, že od tohoto okamžiku až do konce 
knihy počítáme opět jen s reálnými funkcemi reálných proměnných. 

Jarník: TJvofl do integrálního počtu. 9 1 2 9 



A I 
kde \p2— q < 0. První integrál se rovná — 

n — 1 (a— 
pro n > l a rovná se A lg | x — <x | pro n = 1 (výsledek platí 
v každém intervalu, neobsahujícím bod <%); druhý integrál do-
vedeme též vypocísti (viz příklad 9 v kap. III, odst. 4), a to 
v intervalu (— oo, co). Dovedeme tedy též vypocísti integrál 

S(x) | 

Q(x)' 
dovedeme-li rozložití mnohočlen Q(x) podle vzorce (14) (věta OS), 
t. j. dovedeme-li řešiti rovnici Q(x) — 0. Výsledek platí potom 
v každém otevřeném intervalu, neobsahujícím žádný kořen 
rovnice Q(x) = 0. 

P ř í k l a d 1. 
x1» + 2x* + 3a;7 + 4a;6 -f a;4 -f 2a;3 + Ix -

da;, ovšem i en tehdv, 
C v 

/ áx. 
x9 + 2a;6 + a;3 

V odst. 2, příkl. 2 a 3 jsme již provedli rozklad integrované 
funkce; hledaný integrál se tedy rovná 

/( a;3 a;2 (x+l)2 9 (x + l ) 
x + l 31a; + 1 \ a;2 

j dx • 
3(x2 — x + l ) 2 9(x2 — x + l ) f 2 

1 7 1 31 
+ 2x + ~ — 2 . _ _ i _ + £ i i g | a . + i | _ 

2 a;2 x x + 1 9 ' ' 

—L f * + 7 - d x - — f [ Í I X + 1 dx. 
3 J (a;2 — x + l)2 9 J x3 —x+1 

Poslední dva integrály počítáme podle vzoru př. !) v kap. III , 
odst. 4: 

J ( x * - x + l f 2 J ( x * - x + l ) 2 

+ 15 r dx 
2 J *+ 

7 I = í ^ + 2 - d x ^ ^ f d* + 
J X 2 _ X + i 2 J x2 — x + l 

' I , 

33 r dx 

l)2 

2 J x2 — x + l 
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Substitucí x2 — a- -f 1 /, (2* — 1) dx = elf dostaneme 

c 1 

¿2 t X* — X i l 
í 2 x - 1 í 

J (*2 - x- + l)2 J 

/ 2 x — 1 , f d í , , , , 
cla; I — == lg / lg (,r- - .r f I) 

^ - í t ) J I 
(neboť je stále x2 — a- + 1 > 0). Jest xa — .»• f l - (x — i)2 i :J: 
položíme-li x— J — | j/líf, d.r • J/|fd/. máme dálo .r2 — .<• -i 
+ 1 - \ (ř2 + 1 ) ; 

/
da; _ 1 10 f úl 

(x* - X + l)2 ~2 V' ' l i j (f* -I- 1 )' ' 

. f f : 
J x* — x + I 2 3 J t2-\- I 

podle kap. III, odst. 3, příkl. 5 je (do (10) jest dosaditi u ••.. 1 
a psáti t místo x) 

ale 

r Út _ t i r d/ 
J (í2 + 1)»~ 2( l + <2) 2 J t* 1 ' 

/ 
2x— I 4 

t - y - , *« + l - - - , — ( * « - . r |- 1), 

takže 
dx 2 2 2x — 1 

¿ - 7 + Y * t ' - " ~ W " K t * ~ ~ W ~ ' 
f d x - — / 1 | — f——) 

J (X2 _ x + 1}2 ~ 3j/f (1 + *») 2 J t* + 1 / " ' 
1 2 z — 1 , 4 2 a — l 

h aretg . 
3 x*—x+l 3 ^ 3 | /3 

Tím jsou vypočteny integrály I v /2
 a tedy též hledaný integrál 

(doporučuji čtenáři, aby si provedl ješte dosazení); výsledek platí 
v každém otevřeném intervalu, neobsahujícím ani bod 0 ani 
b o d — 1 . 

i 
. Především musíme rozložití + 1 

o 
podle vzorce (14); rovnice xá + 1 = 0 nemá reálných kořenů, 

9* 131 



proto rozklad vypadá takto: xá + 1 = (x2 + px + q) (x2 -f- p'x + 
+ (P™ čemž dosud není vyloučeno, že by oba mnohočleny 
2. stupně byly identické24). Z této (identicky platné) rovnice 
plyne podle věty C, str. 112: 

p -r p' = 0, q + q' + pp' = 0, pq' + 1>'<1 = - 0 , qq' = 1. 

Podle první rovnice můžeme tyto rovnice psáti též takto: 
p' = — p, q + q' — P2, p (q' — q) = o, qq' = 1. Podle poslední 
rovnice mají q, q' totéž znamení a jsou různý od nuly; podle druhé 
rovnice je q + q' j)2, takže q, q' jsou kladná a p 4= 0; z rov-
nice p (q — q) -- 0 potom plyne q — q', tedy qq' = q2 = 1 
a tedy q = q' = + 1 (ježto g > 0): tedy p2 = gr 4- ^ = 2, 
P ^ :± í>' = — p. Vezměme p = j/2, tedy p' = —j/2 
(kdybychom vzali = — ]/2, bylo by p' = |/2 a oba činitelé 
by se pouze vyměnili): tedy máme rozklad x* 4~ 1 = (#2 + 
4- ]/2a: r 1) (#2 — ]/%% + 1); vidíme, že kořeny rovnice x* 4~ 1 
jsou jednoduché, ježto kořeny y + di (ó 4= 0) rovnice x2 4~ 
4~ ]/2x 4 - 1 = 0 nejso-u kořeny rovnice x2 — ]/2x 4 - 1 = 0 (viz 
poznámku 5) na str. 113); tedy 

1 _ ax 4- b ex 4- d 

x4 4- 1 ~~ +]/2x 4 - 1 x2 — ] / 2 x + l ' 

Snadným výpočtem (nechť si jej čtenář provede) obdržíme 

1 1 / x + V* _ a —j/2 \ 

x*+l~' 2]/2\x2 +]/2x 4- 1 —}/2x + 1/ 

Jest pak (znamení + si odpovídají) 

f - ^ P d ^ l f dx -4 
J x2 ±]/2x + 1 2 J x2±]/2x+l ' 
o o 

]2_ r dx 

' 2 J x2 ±]/2x 4- 1 
o 

24) Čtenář, znalý počátků algebry, zjistí ovšem ihned, že rovnice 
4- 1 = 0 má čtyři různé kořeny jednoduché a nikoliv dva dvoj-

násobné — ale raději tento výsledek odvodíme. 
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Zde je 

i 

o 

(viz kap. I I I , od st. 4, příkl. 8). Dále je x* + |/2a? ~r 1 = 
= ( x + — 1/2 )2 + — = — (/«+ 1), položíme-li o* - ~ 1/2 --

2 2 2 2 

= Y= ty a tedy (\x = ^ dř, t == ]/2 x + 1, máme tedy (pozor 

na meze!) 

i V*± i 

/ ÚX __ .> r d t 

x2 dbl/2^ + 1 ~ 1/2" ~ J t* + 1 """ 
o ±1 
= ]/2 (arctg (1/2 i 1) — arctg ( ± l)). 

2 o _ 
Je are tg ( ± 1) — tz, arctg (]/2 -f 1) — n, arctg (jV— 1) 

4 8 
= — tt.25) Tedy celkem26) 

8 

o 

+ arctg (1/2 + 1) — arctg 1 + arctg (j/2 — 1) — arctg (— 

26) Vypočtěme to: je tg a = a specielně pro 

* = i n je 1 = ¿ - f ^ » t g 1 * * + 2 tg 1 = 0, tgiTr - 1 i : 

±\2; ale t g * * > 0, tedy tg = | / 2 - 1; jest ( V J — l ) ( ] / j H - l ) -
= 2 — 1 = 1 a tedy tg £tt = tg ( f* — = 1 : tg\rt = 1 ±(] f 2 - -1 ) = 
= V2 + i ; t e d y ; i71 = a r c t s (F2 — í T = a r c t g (V2 + 1 )• 

2fl) Užíváme dále vztahu (2+]/2) (2 —]/2) = 2, takže — lg(2 = 
= lg (2 +V2) —lg 2. 
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2 + - - rr — .T -|—— ti 
8 4 8 

• • ' ) + 

1. Integrály tvaru í R\xJaX^ | Mnohočlenem 
J \ \cx + f l f 

ve dvou proměnných x, y nazýváme součet konečného počtu členů 
tvaru cxmyn, kde c je konstanta, m a n jsou celá nezáporná čísla. 
Podíl dvou mnohočlenů P(x, y) : Q(x, y) nazývá se racionální 
funkcí proměnných x, y, taková funkce je definována ve všech 
bodech, v nichž je Q(x, y) + 0. V tomto odstavci budeme so 
zabývat i integrály tvaru 

kde s je celé číslo větší než 1 a kde E(x, y) je racionální funkce pro-
měnných x, y.27) Integrál tvaru (29) (a ovšem také určitý integrál 
tohoto tvaru) dá se pře věsti na integrál racionální funkce substitucí 

i 

= t. (ax + ó\*ť 

Vskutku, z této substituce plyne 

ax + b b — fts - af — bc 1( , _ 
= x = , d# = sts—1dř;provedeme-li 

cx + / ct8 — a (ct8 — a)2 

£ (ax 4- b\ 8 
1 jsou nahraze-

cx + f j 
27) Funkci Jllx, (aX \ dostaneme tedy tak, že do racionální 

\ W + // / 

funkce ?/) za y dosadíme yj • Kdyby bylo 5 = 1 , byla by 

(ax 4* b\ 

x-> -———4 ovšem racionální funkcí proměnné x a integrovali 
cx 4" // 

bychom podle metody odst. 3. Také v případě af — bc = 0 — jak 
čtenář snadno nahlédne — je předložený integrál — pokud'vůbec 
má význam — integrálem racionální fimkce. 
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ny racionálními funkcemi proměnné t a rovněž d# je nahrazeno vý-
razem r(t) . dty kde r(t) je racionální funkcí proměnné t. Tedy 
vskutku integrál (29) přejde touto substitucí v integrál racionální 
funkce proměnné t. 

Poznámka 1. Integrál flí(xf (ax-f &)"*") dx patří ovšem též 
mezi integrály tvaru (29); je to prostě speciální případ c = 0, 
/ = ! • 

Poznámka 2. V tomto odstavci i ve zbytku této kapitoly 
přenechávám čtenáři, aby si rozvážil — buď v obecném případě 
nebo v jednotlivých příkladech — zda a v kterých intervalech 
uvedené úvahy platí. 

Př ík lad 1. úx; substituce V2x+^ - t >0, 
J ]/2x+3 —x 

2x + 3 = /2, x = l (t2 — 3), dx = t dt. 

J ]/2x + 3 — X J 2t — t2 + 3 
—i i 

J\ í — 3 t + l ) j 

= ^ f - _ 4 ť - 9 1 g | < - 3 | + l g | ť + l | | r = 

= — 4" - 4Vs — 9 Ig(3 - p ) + lg (1/5 + 1) + 4 + 

+ 9 lg 2 — lg 2 = 2 — 4 y^f— 9 lg (3 —|/5j + lg (1/5+1) + 
+ 8lg2. 

3 

Př ik lad 2. [ ] / * Z ± l • Substituce 
J \ X +1 Xa 

|/ T + T — ' « + 1 2 - í » ' (2 — řa)a ' 
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J \ x + l X2 J 

= f ( s v -

it* — l)2 

+ 1 + - i ± i l ± ± - \ * = 
l)8 3(ř —1) (<2+ř+l )2 3(<2-f f - f 1)/ 

ť + 1 . l g j í - l | _ i _ l g ( ř 2 + ť + 1 ) _ 
ť s —1 3 6 

1 . 2ť + 1 
arctg fr— 

]/3 6 1 / 3 
do tohoto výsledku jest ještě místo t zavěsti x podle rovnice 

t = \ j X ^ Doporučuji čtenáři, aby si všechny jednotlivosti 
\ x+ 1 

tohoto příkladu propočetl. 
Poznámka 3. Vyskytuje-li se v integrované funkci několik 

i i 
ax + b razu různých odmocnin , y.. 4 téhož vý] 

\cx + f j \ c x + f f • c x + f 
položme číslo s rovno nej menšímu společnému násobku čísel 
s\ s'\ . . .; je zřejmo, že všechny uvedené odmocniny jsou mocni-

nami výrazu —| t takže máme opět tvar. vvšetřovanv 

v tomto odstavci. Na př. budiž / = \ - 7 n da: ; 

) í x - ± l ) \ (*-±l\ 
\x+21 ^ \x + 2/ •+21 \x + 

nej menší společný násobek čísel 3, 4, 6 je 12, takže lze psáti 

t V 

(x -f- (x -}-

x + 2 / + \ó~+~2/ 

dar. 

¡x n " 
substituce I - -1 = t převádí integrál I na integrál funkce 

\x 4- 2/ • + racionální. 
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5. Integrály tvaru JR (x,]/ax2+bx+c) áx, kde R (*#<y) 
je racionální funkce. Především můžeme vyloučiti případ a = O, 
který byl řešen již v předešlém odstavci (případ a — b ----- 0 vede 
dokonce přímo k integrálu racionální funkce). Nechť tedy je 
a 4= 0. Za druhé je možno vyloučiti případ, že mnohočlen ax2 4-
+ bx+ c má dvojnásobný kořen, neboť potom je ax2 + bx + c -----
= a (x — <x)2; je-li a < 0, je ax2 + bx 4- c < 0 pro všechna reálná 
x 4= oc a tedy |lax2 4~ bx'+ c nemá pro nás smyslu pro x 4- a 
(ježto připouštíme jen reálné hodnoty); je-li však a > 0, jo 
]/ax2 + bx 4- c ~^a\x — |' a dostáváme přímo integrál racio-
nální funkce. Nechť tedy a 4= 0 a. nechť ax2 + bx ^ r má dva 
různé kořeny <xv a2-

I. a > 0; v tomto případě zaveďme substituci \ax2 4- bx 4- c 
~ ]/a x 4- t (t. j. t = |lax2 4- bx + c — ]fa x). Umocněním do-
staneme ax2 4- bx 4~ c = ax2 + 2]/axt+t2, t, j. hx+c-r-

= 2 l f a x t 4- t2, x = - , Vax2+bx~c = Va + V b — 2]/at V ^—2]/at 

+ I = - , d x = 2 ~ d l . Tedy 
b —2]/a t (b — 2]/at)2 

x i ]/ax2 + bx-\- c jsou racionální funkce proměnné t a také 
ilx má tvar r(t) dt, kde r(t) je racionální funkce proměnné Z.28) 
Tím je tedy předložený integrál převeden na integrál racio-
nální funkce. 

Př ík lad 1. f ; substituce Vx2 4- x — 1 -
J X + ]]x2+ X—l 

t2 4 - 1 —2(t2 — t — l) 
= x 4- ty X— 1 = 2xt 4 -1 2 , X = - dx = dí, 

1 _ 2 1 (1— 2 1 ) 2 

= i l ± l + ř = - - L>. 
1 — 2t 1—21 

dx 0 f (ť2 — ř— 1) dť 
>"+r+1) (i 

(ť2 —ť — l ) d í f / , 2 1 

f d * . . , , - 2 Í V 

j x+yx*+x—1 j (t*+1— 
r « 2 - < - i ) d < _ r/ 

- J ^ f : f J ( 14-2 

28) Všimněte si podobnosti výrazů pro ]/ax2 4~ bx 4- c a pro d.r; 
bývá leckdy užitečná. 
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= ř _ 2 1 g l í + 2 | - i - l g j / - i - = 

---- 1/ f 1 — X — 2 l g | y~x*+ X— i — x + 2 | — 

_ JL ig | y > r2+ x — l - x — — . 
—^ • 2 

li. a < 0. Zdo má pro nás význam jen ten případ, že kořeny 
<*i> J8 0" reálné29) (a ovšem různé, viz počátek tohoto odst.); 
nechť je označení tak voleno, že ax < a2. Jest ax2 + bx + c = 
--- a (x —ax) (x — <x2); je-li x>a 2 > 3e ^ x a tedy a —<*i) X 
X(#— <x2)<0 (ježto ct<C 0); rovněž pro x<.ocx je též x<.a2 

a tedy a (x — ax) (x— ¿v2) < 0. Hodnoty x < <xx a x > ¿x2 ne-
přicházejí tedy pro nás v úvahu. Zbývají tedy hodnoty x inter-
valu oc2y. Omezme se tedy na interval (<xx> oc2) (hodnoty 
x -- <\.1? x = oc2, pokud by se vyskytly jako meze určitého integ-
rálu, vyžadovaly bv zvláštní malé úvahy). Je-li ax < x < <x2y 

ax2 f c = a (# — ocx) (x — a2) — (— a) (x — <xx) (<\2 — x), 

kde všichni tři činitelé jsou kladná čísla. Tedy 

1/ax2 + bx -f c> — V—a(%—^i) (<x2 — x) — \ ~a (z—ax)2a* —^ = 

= y — a (x — (Kx) 1/a-2--- X; náš integrál má tedy tvar 
I' X OCX 

f li (x, } / - a (x - a,) Ax, 

což je tvar vyšetřovaný v odst. 4 |substituce — ¿j* 

i 

/ dr 
V/ . V intervalu <0,1> 

5x+ 2+ 3]/—x2+ x+2 
o 

29) Kdyby totiž mnohočlen ax2 --}- bx -j- c neměl reálných ko-
řenil, mel; by pro všechna (reálná) x. totéž znamení; ježto pak pro 

dostatečně velká (reálná) x je ax2-\-bx + c=ax2 ( l 1 — < 0 , 
\ ax ax i 

bylo by ax2 bx + c < 0 pro všechna reálná x a tedy by neexisto-
vala reálná odmocnina \lax2 + bx + c. 
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je V— •-- ]/— (x -I- 1) (x— 2) ----- ]/(.»• '+'\)(2 — x) 

— "1/lrr 
I 2 — x 2 — X 2 — /* « 3 
r x + i ~ m T T - '2> - + 1' - + 1 - TTT' d * ^ 

_ fii dt 

i i 
r dx r cl.r 

I 1 
u n 

/ dt dt r 2t dl 
(12 — W -1- «/) (1 f /2) J (/2 — 3/ — 4) (1 -1 - "**) 

Y* Ys 
i 

- } L - 1 — + S « i L - U . , 
J\5(t+l) 85 (f — 4) 17 (<2 + 1) / 

n 

= —lg - - * + - arctg l/2>o) 
85 4 — ]/2 34 17 

6. Integrály tvaru J R (cos x, sin *) «1«, kdo R (u, v) je 
racionální funkce. Zde vede k cíli substituce tg \x — t; odtud 

cos2 íx = - — — - — ; cos x = cos2 \x — sin2 \x = 
l + tg*-l-X 1 + t2 

2 1 — t2 

= 2 cos2 — 1 = 1 — ; sin x — 2 sin l x cos 4 
• l + t2 l + t2 

1 i d.r 
= 2 te ~%x . cos2 ix = 21 . . Konečně , — = dt, dx — 

l + t2 cos2 \x 
2 d£ 

= 2 cos2 dč = . Tedy máme dohromady vzorce cos x — 
l + t2 

30) Doporučuji, aby si Čtenář podrobně vše vypočítal; užívám 
toho, že arctg = -í- 7t — aretg V2. 

| /2 2 
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1 + ť2 — 21 2 d t 

= * — - , sin a: == —~—, dx = ^ ^ ; integrál předložený přejde 
1 + í« 1 f t * 1 + í2 

touto substitucí zřejmě v integrál racionální funkce. 
P ř ík lad 1. 

TT_ * 

f L z . ^ , ^ f J 
J 1 + cos X J l + ř 2 - f l - í 2 1 4- e2 

o o 
1 

•-= f 1 + / * l 2 t , u = [ < - l g ( í ° + = 1 -J 1- + l 

1. Integrály tvaru jR (e*x)dx, kde R («) je racionální 
funkce proměnné u. O konstantě <x předpokládejme, že je různá 
od nuly (jinak by bylo ihned fR(eQ) dx = fR(l)dx=R(l).x). 

Zaveďme ea* — t, x — — lg t, dx = — — a vidíme, že daný integrál 
* (X t 

je převeden na — f R(t) —, což je integrál racionální funkce. 
*J ť 

Př ík lad 1. 
• _ ei** • / •*•• etnx + 1 

integrovaná funkce je racionální funkcí výrazu e*nx == t, neboť 

ei»x = í2, = ¿3: e W * = dí, takže t> 

z = J L i r t z z i d t = ~ r / i _ Í ± J . \ d<= 

jr J <2 + i Í « J ř2 + x ^ J \ řž + x/ 

= JL (ř _ | lg (<2 + 1) — aretg f) = 
71 

= (e*** — J lg (es** + l) — aretg eí**). 

dx 
*)/2x 

Poznámka. Na př. I —v_ (a 4= 0) nelze takto počí-
J n~ ' ~~ 
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5 _ 

tatiy ježto. položíte-li eP* = t, bude e** = tf, e"V2* = fP , 

a není možno voliti /? tak, aby oba mocnitelé ~ i byla celá 
čísla (ježto jejich podíl je iracionální číslo |/2). 

/ ix 
R (lg x) —. kde /ř(u) je racionální 

dx 
funkce proměnně u. Substituce lg x — i. --- = dl převádí 
předložený integrál ihned na f f í ( t ) dl, což je integrál funkce 
racionální. 

r i dx 
P ř í k l a d 1. I - - I : . —. Substituce lg x =- t dává 

I = 

/ l dx 

f — f ( — U d ^ - L i g i " 1 

J t2 — 1 2 J [t — 1 t + l j 2 t + 1 
1 | lg x — 1 

= — lg 
2 | lg o? + 1 | 

Poznámka. Jednotlivé odstavce této kapitoly bylo by 
možno ještě různým způsobem doplniti; odkazuji v této věci 
na Petrův Počet integrální. Tak na př. integrály, vyšetřované 
v odst. 5, je možno počítati ještě jinou, často výhodnější me-
todou, jež je vyložena v Petrově knize na str. 70—77 (cituji 
podle 2. vyd.). Také použití komplexních funkcí, po př. kom-
plexní proměnné usnadní nám často výpočet, jak jsem se o tom 
již zmínil v pozn. 2) na str. 109. Při této příležitosti upozor-
ňuji ještě na zvláště výhodnou metodu pro rozklad racionální 
funkce v částečné zlomky, jež je vyložena v Petrově knize na 
str. 19—21. 

CVIČENÍ.31) 

A) K odst. 3. 
o 

dx 1 , 1 
-71 • (x1 4- 2a? 4- 2)2 8 * 1 4 

—i 
0 

2. f - = , ± + - L Icr (2+1/3) 
" J («" + 2* —2)« 12 12]/3~ V V 121/3 
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•íí (1 JO ^ ̂  -. _ J^ 
(aT^Tp r :: " 2 ( í ~ F)š (^hodnější 11CŽ metoda odst. 3 je 

zde substituce x - 1 ~ i). 
l 

/ dx 
- j - j - - . Vypočtěte 

/ 
j 

f 

x dx 1 
Í M 7 ! ~2~ JU ^ ' 
x2dx 1 -V2£nrJ 

1 4yír * x2-\-]/2.r-L i + 

"h ý t ( a ť e t g J> + tti-^tK (]/2;r 1)). 

- 1 |„ <.r* A i ) . 
x4 } 1 4 ' ' } 

První a třetí integrál nebudete ovšem počítali metodou odnt. 3, 
nýbrž jednodušeji vhodnou substitucí. 

5. Počítáte-li první intográl předešlého cvičení metodou odst. 3, 
dostanete 

/ x dí 1 i • 11 
j r q n - y <arofc* - — ftrot* ^ 

tedy je v intervalu (— oo, oo) 
arctg =r= arctg (]/Jx - - 1) — arctg $2x 4 J) <7; (30) 

dosazením x = 0 dostanete C = -J7t. Dokažte vzorec (30) (s hodno-
tou G = -Jtt) přímo z definice funkce arctg x.32) 

6. Pro výraz, který se vyskytuje v druhém integrálu cvičení 4, 
odvoďte obdobné rovnici 

arctg (]/2x --- J) f arctg (]/Jx + 1 ) a i c t g y ^ 2 — (\ 

platnou v každém z intervalů (--- oo, — 1), (— 1, 1), (1, oc). Při 
tom G je v každém z těchto intervalů konstanta, ale v každém z nich 
jiná (její hodnoty dostanete tím, že položíte předně x = 0 a že za 
druhé necháte x vzrůstati do -}- oo a klesat i do - y?). 

/ x2 -I x • — 1 _ 1 , 
/ «» 1W l OW 2 {*x ^ >7 te ! X - 1 \ - -
{x2 1) (x 2) (x2 — -o) 24 

81) Při neurčitých integrálech nechť čtenář sám uváží, ve kte-
rých intervalech uvedené výsledky platí. 

52) Při této ťdoze a podobných úlohách postupujeme asi takto: 
buďte a, b dvě reálná čísla; položme oc = arctg a, ft = arctg 6; tedy 

a = tg <x,b = tg fi; tedy tg (a + ft) = ** ^ (není-li áb = 1); odtud 

- 1 (10 

pak plyne, že <% -f- ft — arctg a + arctg b = arctg ^ ̂  4 kjz, kde 

k je celé číslo. 
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~ -g- te I * f i I • - y ]gi * 4- 2 I + (10 ayr>) ig ; -fr>« : 

+ ¿ ( 1 0 -!- 31' 5) Jg í x 4 i. 

u f 1 1. . 

i 
í>. 

o 

- - 1 I 
F T T 47 ř7"T) ' 

/ t í m - ^ T W T - i J • i ' * 2 1 "¿Ff ( f t r c t g V f ~ 

- -arctg-rir:] ; doknžte, žo poslední závorka má hodnotu incttf 
\/7 I r, 

Návod: je a:6 í- 1 - (a;2 4 • x- 1); metodou ueuiči-
tých součinitelů nebo přímo řešením rovnice x4 — x3 }- I - 0 
najdete rozklnd x* x2 -j- 1 - (x2 ]jJx -| 1) (a*2 ! 1). 

U) K odst. 4. 

tatel i jmenovatel dělíme ]/1 — x ). 

(M-

/ - l / S 
! —" 1 . 3 , 1 5 , y ~2 2 T l f t i -

1 
3 

J ¡WŤ" r " 1 lg 2 
7 + 3^5 , 5 - 1 / 5 1K 

V í> 2 

14, Položíme-lr 1 / — \ — í, je 
\ x -f 1 

n 
n/x—i . r 

(pro » — 4. jsme poslední integrál vypočetJi v cvičení 8). 

C) K odst. 5. 

15. Je-li a > 0, je 
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h 
dx 1 

. Ť i ^ r = i r^ tei2ax + b -i2 V" k™2 + + c |. 
4- bx -f c ]/a ' ' 1 

16. Budiž a < 0; rovnice ax2 f bx f c — 0 nechť má reálné 
kořeny <*j, a2 («! < a2); tedy 

h , ]/b2 — 4ac b ]/b2~^4cw , , 
-2a " ' = ~ Ta" 2a " <nebot " < 

Potom je v intervalu (a l t 

= - * arctg ] / . 
J ]/ ax2 + bx + c M—a V x " 

17, Nechť platí předpoklady cvič. 10; potom lze předložený 
integrál počít at i též jinak. J e totiž 

/ , b\z b2 -•- 4ac (b2 — 4ac 
bx 4- c 

/ , 6 \ 2 b2 - - 4ac ib 
a a B O r + s ) 4a = ~ a (" 4 a2 

zavedeme-li substituci 

b ]/b2 — 4ac 
* 4 2a ~~ "~2a U 

da; 1 2a# 4- b - - • arcsin 

dostaneme v int. (okj, a2) 

/ y « ¡ F + T ^ F c y ~ a y&__±ac 

18. Podle cvič. 16 a 17 je v int. (ocl9 oc2) 

O x l/<*2— ® • 2ax + b 2 arctg I/—= = arcsui .... •_ -f C, 
«i ]/62— 4«c 

kde Cr je konstanta. Položíme-li ... — — A a po užijeme-li výrazů 
\b2 — 4ac 

I>ro přejde tato rovnice v rovnici 

K 2 arctg 1/ j- = arcsin /, -f-

Dokažte tento vzoreo (pro — 1 < X < 1) přímo z definice funkcí 
arcsin x, arctg a?, při čemž zjistíte, že C = 

/ ^ T T T " " T ~ T f 5 * " " * 2 " 
0 

( ! ~ 4 ' 2 ) ig (V2-- 0-
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20, 

o 
2 

3 1 . - , , ¡/H-v*--11- ± a + 2 j : i . 
J x + ]/x2 + a- 1 * 2 ~ 3 + 2]/2 

22. V případě « > 0 užili jsme substituce ^ax2 4 bx -f- r --
— + t (t. j. t — ]]ax2 + 6a? H- c — ]fax); se stejným úspěchem 
možno též užiti substituce ]fax2 -f bx f- c — - |/</íc -}- t. j. t ~ 
=-- yr/rr2 4- 6;r f- c -f- yňTx. Vyjde 

í*- • -r Jat2 4- feí+Vac 
a- •••= =7=-, da- = 2 d/, 

6 + 2ya ř (6 {- l]la t)2 

1/- o r I • . V^2 + b t ^ a v 
\ax2 - bx + c = r -.Ti.-

6 4- 2y<rř 
Vzorce jsou tedy zcela obdobné jako při dřívější substituci; snad jsou 
o něco příjemnější tím, žo se v nich méně často vyskytuje znamení 
minus. Vypočtěte tímto způsobem znova cvič. 15 a 19. 

23. Metody, které jsme užili v případě a < 0, lze užiti i pro 
a > 0, jsou-li kořeny mnohočlenu ax2 4- bx 4 f reálné a různé. 
Budiž tedy ax2 4- bx 4- c = a (x — ax) (x — a2)> kdo a > 0, <xx < ot2• 
Zajímají nás pouze ty intervaly, kde ax2 4- bx -f c > 0. Omezme 
se tedy na intervaly (— co, ntj), -| oo), Potom bude 

y ^ T b x T í - \a . | * — <*a | ]/X-' " 
r x ^í 

tím dostáváme z integrálu j R(x, ]jax2 -f bx 4- r) dx integrál typu, 

vyšetřovaného v odst. 4 — - provedeme tedy substituc;"|/^ 
Ale nutno dáti pozor na to, že v intervalu (<x2, -j co) je | x - - (%x i — 
= x — <xX9 v intervalu ( — oo, <xx) však | x - | ~ ax — x. 

24. Způsobem uvedeným v cvič. 23 vypočtěte ještě jednou 
integrál.z cvič. 21. 

25. Způsobem uvedeným v cvič. 23 vypočtete 

, =-- ]/x2 "4-' +~2 T 3 lg (1/| ^ 4- 1 H V r ^ T 2 | ); 
x2 4- 3a: 4- 2 h 

při tom horní znamení platí v intervalu (— 1, + co), dolní v inter-
valu ( — oo, — 2). (Při výpočtu je stále nutno pečlivě dbáti znamé-
nek; pro x > — 1 je | x -j- 1 | = x 4- 1, \x -j- 2 | -= x 4- 2, kdežto 
pro x < — 2 je \ x + 1 i = — x — 1, \ x -f 2 ! =-- — x — 2.) 

Jarmil-: T'rvod clo integrálního počtu. 10 145 



D) K odst. <>. 
i* 

«« f 1 H- 2 sin a; , 1 . „ , 1 26. I . ¡ ^ - ¡ - s dz = — lg 6 + r ^ TI. J sin x -f- 3 cos x 4- 3 5 & JO 

« • / i 

o 
á* 

1 + sni x , , , , A díc = 1 4- lg 2. 
4- cos a; 

0 
28. Integrál z cvičení 27 vypočtete rychleji, užijete-íi vzorců 

1 4- cos x = 2 cos2 -Í-, sin x — 2 sin ~ cos -5-. 
29. Budiž aspoň jedno ze tří čísel a, b, c různé od nuly. Potom 

dostáváme pro integrál 
da; 

a cos « 4 - 6 sin x + ? 

tyto výsledky, je-li c + a: 

(c — a) tg \x 4- b — ya2 '— č2 

(c — a) tg -Ja + b + V«2 4-
- 1 . _ i g 

l / a 2 + 6 2 _ c 2 * 

je-li fť2 -{- b2 > r2 ; 

—... arctg (o — a ) tg ¿a: + 6 
y c2~ - a2 -- b2 1/c2 —a2 - b2 

je-li a2 + b2 < c2; 
2 

(c — a) tg \x 4- b 9 

je-li a2 4- b2 = c2. 
Je-li však c = a, dostáváme 

~ lg | a + 6 tg J® | pro fe 4= 0; -i tg pro b ~ O. 

30. V některých jířipadech lze integrály tvaru j fí(cosx, &inx)áx 
počítati jednodušeji než substitucí tg£a? = t; některé důležité pří-
pady toho druhu jsme probrali v kap. III, cvičení 8—13. Všimněme 
si ještě jednoho případu. Budte P{u, v), Q(u,v) dva mnohočleny, 
jejichž členy jsou bud všechny lichého nebo všechny sudého stupně33); 
položme R(u, v) = P(u, v) : Q(u, v). Příklady: 

w/ , 1 + 2u2 + uv — lt(v9 v) ~ -
v2 4- uv 

nebo 
75 / v u 4- vz + uv2 

E(U> V) = a , o • 
V8 + U V 

33) Stupněm členu <mmi>n nazýváme číslo m + n. 
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V tomto případě vede při výpočtu integrálu jli (cos x, sin x) da;keíli 

substituce tg x = ř. Neboť je potom cos2 x = * , cos a* —57==-= 
J + .t-1/1 \ r-' 

sin a? = —.1^', ,84) dx =•• _ takže 
i l / T + 7 2 i f 2 

/ 7ř (cos a% sin x) dx ~ íli í — 1 , . — * \ —~— 
J \±Vi + t2 ±Vi -i w ] 1 r-

P( 1 ! — ) 
\dbVi H- ̂  ¿ 1 / 1 + W 

Ql 1 L _ \ 
(U 

j + r* 

z předpokladů o mnohočlenech Q pak plyne, že se odmocninu 
i yi + t2 (po eventuelním krácení) vyskytne pouze se sudým mocni-
telem; t. j. znamení ]/ vypadne a integrál předložený jo tím pře-
veden 11a integrál racionální funkce. Následující příklady 31 35 
řasí se touto substitucí tg a: = t. 

31* Položíme-li tg x = ts je 
da; C dt 

a sin2 x -f b sin x cos x - f c cos2 ar J at2 + bt -+- c 

/
iix 

-=-1- - r»- ' r o r - == fírGt% 2 i*-
sin2 x ^ sui x cos x 2 cos2 x 0 4 

o dx 4 
sin2 x -f- 3 sin x cos x -j- 2 cos2 x 8' 

0 

35. 

/
sin x -t 2 cos x . , 
cos a; + 2 sin x $ & \ • I- 2 tg a? 

- - - A i g ( i -i- tg**). 
n 

f dx ^ x 
J 1 + 3 cos2 x 
o 

Zde je nutno <j.áti dobrý pozor 1 Dosadíte-li bezmyšlenkovitě tg x = t, 
máto pro x = 0 i pro x = n hodnotu t — 0, takže byste dostali 

0 

/
d£ 

5 = 0. Postup byl ovšem nesprávný, ježto substituce tg x = t 
4 -f - t 

0 
nesmíme použiti v žádném intervalu, obsahujícím bod x 

b 
Vypočteme tedy na př. -napřed f • — .pro 0 < b < ITZ; 

J J " cos X 
0 

*4) Budto platí v obou vzorcích znamení + , nebo v obou zna-
mení —; neboť sin x : cos x = t. 
10* 1 4 T 



ježto určitý integrál jo spojitou funkcí své horní rneze, dostanete 
& h a 

potom f lim J; podobně byste mohli vypočísti J; ale 

raději užijeme vzt-uhu 

f "i . f _ 
J i f 3 cos2 .r J 1 

dx 
A 3 cos21 x ' 

který dostaneme, použijemedi na lové straně substituce rr •— x — 

E ) K odst. 7. 

36. Pro 4-- 0 je 

/ c 2^ -} t«* i 1 
1 , j 

a re tg ——r-
o]/s V3 

37. Kudiž R(u, v) racionální funkce; budiž rv 4= 0, n > 1 (n celé). 
Potom lze integrály 

f R(t"*p ]lae2«* + b*°* + c) dx 

převést i na integrály funkcí racionálních. »Substitucí c** — t |ue-
vádějí se tyto integrály na integrály 

i, 

jež patří k typům, vyšetřovaným v odst. 4 a 5. 
1 

t x do; 

Y; 
2x 

- I* 
+ e* + 1 

2e -f 1 -t- 2]/ez + e 4- i 
3 f 2l/3 

89. / ] / * * 1- 1 d.r - 4- 1 4 2 Ig (1/e* + 1 - l ) x. 

F) K odst. 8. 

4 0 ' / i g 2 ~ r ~ T T g 
dx lil x J 

Igx 4- 2 lg2 ír 4- lg ^ — 2 a? 
41. Obdobně jako ve cvič. 37 dají se počítati integrály 

(ti > I, celé) 

/ - Ř ^ ) * ) 1 ? / V ^ T T i ^ ) £ 
kde R(H. r) je racionální funkce. 
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- 1 ' 
1 

Jg® + ]/lg x 4- i x 

- Ia 11jr .r 4 ; 

h* 
2 1/JLT.r -V I I 
2|/í^ rT~"I : I T* 

KAPITOLA V. 

Obsah rovinných oborů a délka rovinné křivky. 

X. Obsah rovinných oboru, V kap. II, odst. 1 provedli 
jsme malou orientační úvahu (ovšem nikterak průkaznou!) 
o „plošné velikosti" jistých rovinných oborů. Věty, odvozené 
v kap. II, dovolují níím nyní formulovati tyto úvahy přesněji 
a dospěti tak k vhodné definici „plošné velikosti" nebo kratčeji 
„obsahu" těchto oborů. Z elementární geometrie znáte1 obsah 
trojúhelníka a obsah oněch útvarů, jež sc dají složití z koneč-
ného počtu trojúhelníků, t. j. obsah mnohoúhelníků. Na pr. 
obsah obdélníka rovná se součinu ze základny a výsky. Naším 
cílem jest nyní, tuto definici vhodně zobecniti na obory, o nichž 
jsme mluvili v kap. II, odst. 1. Budeme vyšetřovati rovinné 
obory (t. j. množiny bodů v rovině) tohoto tvaru: dána jsou 
dvě čísla a, b (a < b) a funkce f(x), spojitá a nezáporná v inter-
valu <a, by.1) 

Tím je definována určitá množina bodů v rovině, totiž mno-
žina všech bodů [x, y\ pro něž je a : x <1 b> 0 y j(x) 
(na obr. 5 je tato množina šrafována). Tuto množinu (jež závisí 
na a, na b a na tvaru funkce f(x)) označme znakem M(a, b, /(#)).2) 
Budeme se nyní snažiti přiřaditi každé takové množině M(a}bff(x)) 
jisté číslo P(a, 6, f(x))3), [které nazveme „obsahem'' množiny 
M(a} b, f(x))] tak, aby byly splněny tyto čtyři požadavky: 

x) T. j.: je-li a x <ib, je j(x) ^ 0 (názorně: všechny body 
„čáry" y = f(x) leží nad osou x nebo ha ní; žádný bod neloží pod 
osou x. V kap. II, odst. 1 jsme pro větší jednoduchost požadovali 
Í(x) > 0; nyní připouštíme i f(x) = 0). 

a) Na př. M (1 ,3, x2) je množina, omezená „dole" osou x, 
„vlevo" přímkou x = 1, „vpravo" přímkou x ~ 3 a „nahoře4' 
parabolou y = x2. 

3) Toto číslo závisí ovšem na množině M(a,b,f(x)). t. j. na. 
číslech a, b a ná tvaru funkce f(x). 
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I. Vždy je P(a, by f(x)) O (slovo „vždy" znamená ovšem: 
pro každon dvojici čísel a < 6 a pro každou funkci f{x), spojitou 
a nezápornou v int. (a ) 6)). 

Ji. Je-li a < c < b a je-li funkce f(x) spojitá a nezáporná 
v intervalu (a, b"), je 

P(a, b, j(x)) = P(a, c, /(*)) + ř(c, 6, /(»)). 
(Názorný význam je jasný: viz obr. 0, kde P(a, b, f(x)) je číslo, 
přiřazeno celé šrafované množině, kdežto P(a, c, f(x)) resp. 
P(ct by /(x)) jsou čísla, přiřazená množině vodorovně resp. svisle 
šrafované.) Indukcí plyne ovšem z požadavku I I okamžitě: je-li 
funkce f(x) spojitá a nezáporná v intervalu (a, 6), a je-li a == 

n 
= ^o < < • • < ^ b, j e 6, f(x)) xit f(x)). 

í=i 
y 

X 

y 

'-f<X> 
y 

I í i i m í * 

0 x~a x-b 0 a c 6 

Obr. 5. Obr. 0. 

II1. Jsou-li 

M(a, b, fix)), (1) 
M((K,p,<p{x)) (2) 

dvě množiny vyšetřovaného typu a je-li množina (2) částí mno-
žiny (l),4) je P(cK,p,<p(x))<LP(a,b,f(x))*) Všimněme si, kdy 
množina (2) je částí množiny (1). Předně musí býti oc ^ a; neboť 
kdyby bylo <x < a, patřil by bod [,oc, 0] k množině (2), ale ne-
patřil by k množině (1); z podobného důvodu musí býti /? 
Konečně pro niusí býti <p(x) /(z); neboť kdyby pro 
nějaké x intervalu (pcf /J> bylo <p(x) > /(#), patřil by bod [x, ?(£)] 
k množině (2), ale nepatřil by k množině (1). 

4) Říkáme, že množina M2 je Částí množiny Mv jestliže každý 
prvek množiny M2 je prvkem množiny M v 

5) Zkrátka: „části" není nikdy přiřazeno číslo větší než „celku". 
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Naopak, jsou-li tyto podmínky splněny, t. j. je-li a < ^ n < 
< fi<^b a je-li <p(x) f(x) pro každé x intervalu <[a, /?>, je 
množina (2) částí množiny (1) (t. j. je-li O ^ f / ^ <p{x), 
je t ím spíše a<^x<Lby 0 <^y<Lf(x)). (Viz obr . 7.) 

IV. Je-li množina M(a, b, f(x)) obdélník o stranách z, v, je 
P(a, b, f{x)) = zv (t. j. číslo P(a, b, /(#)) rovná se obsahu obdélníka, 
počítanému podle definice, známé z elementární geometrie.) Kdy je 
množina M(a, f(x)) obdélník? Tehdy, je-li funkce f(x) rovna 

y 
J 

> 

X 
0 a <x ¡9 b 

Obr. 7. 

v intervalu <ctyb) kladné konstantě v. Požadavek IV lze vy-
šlo viti tedy také takto: Je-li a < b, v > 0, je 

itf (a, b, v) = (6 — a) v. (3) 
Poznamenejme ještě toto: jsou-li splněny požadavky I, III, IV, 
platí (3) i pro v = 0. Neboť, je-li e libovolné kladné číslo, je 
množina M(a, 6, O)6) částí oboru M(a, 6, e) a tedy podle I, III, IV 
je 0 M(a} by 0) M{af 6, e) = (6 — a)e. Ježto nerovnost 
J/(a, 6, 0) e (b — a) platí pro každé kladné nemůže číslo 
M(ay by 0) býti kladné, t. j. je M(a} b, 0) = 0 = (6 — a) . 0, t. j. 
vzorec. (3) platí i pro v = 0. 

Ukážeme nyní především toto: je-li vůbec možno každé mno-
žině M(a, b, f(x)) vyšetřovaného typu přiřaditi číslo P(a, bt f(x)) 
tak, aby byly splněny požadavky I, II, III, IV, je to možno 
jen jedním způsobem a sice tak, že položíme 

b 
P(a, 6,/(«)) = Jf(x) Ax. (4) 

a 
6) Tato množina je množina všech bodů [x , 0] na ose x9 pro něž 

je a g x b. 
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Dftkaz. Předpokládejme, že každé množině M(at b, f(x)) 
vyšetřovaného typu je přiřazeno číslo P(a, 6, f(x)) tak, že jsou 
splněny požadavky I, II, III , IV. Buďte a, b dvě Jibovolná čísla 
taková, že a < b a budiž f(x) libovolná funkce -spojitá a ne-
záporná v intervalu <(a, 6). Zvolme libovolné rozdělení D inter-
valu by s dělicími body a = x0 < xx < . . . < xn == 6. Zna-
kem mi označme nejmenší hodnotu funkce f(x) v intervalu 
< ( X i ) (t. j. dolní hranici funkce f(x) v tomto intervalu), zna-
kem Mi označme nej větší hodnotu (t. j. horní hranici) funkce f(x) 
v intervalu ( x ^ y z,-)7); pišme konečně Ax= xi — i. 

Podle požadavku I I je 
n 

P(«i, b, f(x)) - ^ P f a - , , xh f(x)). (5) 
i = 1 

V intervalu je 0 <1 /(a:) tedy množina 
íĉ , (to jest obdélník o výšce wi,-) je částí množiny 

P(a^__i, /(o;)) a množina P(#/__i, x^ f(x)) je částí množiny 
P(xí—|, írt-, 3fj). Podle požadavku I I I je tedy P(x^i, a;t-, wť) <1 

P(a5í_i, xit f(x)) <L Pte— i , , Mx). Ale podle rovnice (3) (jež 
plyne z požadavků I, I II , IV pro v ¡> 0) je 

P(a?i—i, == J ^ , P(a?ř-i, li*) =--
tedy 

Axi <1 P{xí—i, Xi, /(#)) /_1a;ť. 

Sečteme-li tyto nerovnosti pro i = 1, 2, . . n, dostáváme podle 
(5) nerovnosti 

n n 
p(«, b, f(x)) <: 

Platí však 

Axí - -9(7)), ^Mi AXÍ = S(D), 

kde 5(2)), $(.D) znamená dolní a horní součet, příslušný k roz-
dělení D.8) Pro každé rozdělení D platí tedy nerovnost 

*{D)£P(a,b,f(x))£S(D). (6) 

Budiž nyní Dm ono rozdělení, jímž se interval (a> by dělí na m 
7) Tato nej menší a nej větší hodnota existuje podle vety 15. 
8) Užívám zde i v násl. odstavci označení kap. II odst. 2. 
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stejných dílů (tedy X( = a -f (6 — a) pro i ~~ O, i rn). 

Je tedy0) q(Dm) = — (b — a) a tedy lim <j(/>M) - <>• KkUc 
^ m oo 

vět 27, 29 je 
b 

lim ¿(Z>M) = lim .S'(An) - / /(*) <ia'.lft) 
m—»-oo oo n 

Podle (ti) je však pro každé m 
s(Dm) < P(a, 6, /(*)) g 

a tedy též 
b u 

f f ( x ) dar lim s(Dm) <1 P(a, b? /(*)) <1 lim --- //(.r) d,r: 
a oo w->oo 

tedy skutečně platí rovnice (4). 
Je tedy skutečně nejvýše jedna možnost, jak uspokojit! 

podmínky I, I I , I I I , IV a to ta, že definujeme P(a, 6, /(#)) rov-
nicí (4). A nyní ještě ukážeme: definujeme-li P{a> b, /(#)) rovni-
cí (4), jsou požadavky I, II, III, IV splněny. 

Vskutku, je-li a < b a je-li /(#) funkce spojitá a nezáporná 
b 

v int. (a, V), je předně J/(:r) dx O (viz větu 30): je-li ještě 
a 

b c b 
a < c < 6, je //(#) dx = //(#) da? + J/(#) das; je-li rt < b, v > O, 

a a c 
b 

je jvdx ~ v (b — a), takže požadavky I, II, IV jsou splněny. 
a 

Budiž nyní a < b, oc < ¡S, budiž f(x) funkce spojitá a nezáporná 
v int. (fly by a budiž funkce <p(x) spojitá a nezáporná v int. <a, /?>. 
Budiž konečně množina M(oc, částí množiny Jí(a, 6, /(#)). 
Potom, jak víme, j e a < I < % < / ? < ^ 6 a v intervalu (pc. fiy je stále 
(f>{x) <1 /(a;). Tedy je 

« b /? p 
fj(x)dx^>0,11) ff(x)dx^>0, f f ( x ) d x ^ f ( f > ( x ) d x 

9) Užívám označení q(D), zavedeného v kap. 11. odst. 3. 
10) Horní integrál (z věty 27) a dolní integrál (z věty 29) mohu 

totiž nahraditi prostě integrálem, ježto spojitá funkce / ( i ) má podle 
věty 47 integrál od a do b. 
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a tedy 
b <x fi h 

f f ( x ) dx - f f ( x ) dx + f f ( x ) dz + f f ( x ) dx ¡> 
'i a * p 

fi P 
0 + fv(x) + 0 ^ JVte)dx 

<X cc 

a tedy je splněn těž požadavek III. 
Tedy celkem vidíme: vskutku je možno jedním a jen jedním 

způsobem přiřaditi každé množině M(a,b,f(x)) vyšetřovaného 
typu číslo P(a, b, f{x)) tak, že jsou splněny požadavky I až IV, 
a to tak. že definujeme P(a,b,f(x)) rovnicí (4). 

b 
CMo Jf(x)dx nazýváme proto obsahem nebo také ?nérou 

a 
m n o ž i n y M(a, 6, f(x)). 

Poznámka 1. Vyšetřovali jsme jenom množiny M(a, b, f(x)) 
velmi specielního typu; mohli bychom sice rozšířiti předešlé 
úvahy na množiny poněkud obecnější, upouštím však od toho. 
Neboť k obecné teorii míry, vyhovující všem požadavkům, 
které analysa na ni klade, bychom takto nedospěli. Takovou 
obecnou a zcela vyhovující teorii míry podal Lebesgue a český 
čtenář muže se o této teorii velmi důkladně pouěiti z citované 
knihy Oechovv. 

Poznámka 2. Jestliže „čára" y — f(x) se v intervalu <(a, by 
skládá z konečného počtu úseček, t. j. jestliže interval <a, by 
lze rozdéliti na konečný počet částečných intervalů tak, že 
v každém částečném intervalu je funkce f{x) lineární (viz obr. 8), 
je množina M(a, b, f(x)) mnohoúhelníkem a pro obsah této mno-
žiny máme dve definice: jednak definici, známou z elementární 
geometrie, jednak definici podle vzorce (4). Ukážeme, že obě 
tyto definice dávají stejný výsledek. Ježto obsah množiny 
takové, jaká je nakreslena na obr. 8, se počítá podle obou definic 
jako součet obsahů lichoběžníků12) na obr. 8 vyznačených, stačí 
dokázati, že obsah každého takového lichoběžníka, počítaný 
podle elementární definice (t. j. poloviční součet základen, náso: 
bený výškou) se rovná obsahu, počítanému podle vzorce (4). Budiž 
tedy a < b a v intervalu (a, by budiž f(x) = hx + 0; mno-
žina M(a, b, f(x)) je lichoběžník o základnách f(a) — ka + q, 

11) To platí — se znamením rovnosti — i pro a = oc. 
12) Tyto lichoběžníky mohou přejiti ovšem též v obdélníky nebo 

tri) ¡úhelníky. 
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f(b) --= kb -f q a o výšce b — a. Jeho obsah podle elementární 
definice je (6 — a) {±k (a + b) -f q) = ¡k (b2 — a2) + q (b — a), 

b 
podle naší nové definice je jeho [obsah J(kx + q) áx = 

a 
-- \k {b° — a2) -f- q (b — a)9 ěímž souhlas obou výsledků dokázán. 

Př ík lad 1. Obsah množiny šrafované na obr. 0 (f{x) — ít,n, 
> 0, a > 0) je13) 

a 

/

I 1 

xn áx = —• —- aw+1 = —- - - a . an 

n + 1 n + 1 o 
(všimnete si, že a . an je obsah obdélníka o základně a a výšce an). 

Př ík lad 2. Obsah množiny šrafované na obr. 10 (f(x) = 
-- sin x) je 

71 
F sin a; da; = — cos TZ + cos 0 — 2. 
o 

2. Délka rovinné křivky» Nechť f(x) je funkce, která má 
v intervalu ó> spojitou derivaci f\x) (v bodě a rozumím 
slovem „derivace" a znakem /' derivaci zprava, v bodě b zleva); 
funkce f(x) je tedy spojitá v int. 6) (viz obdobnou úvahu 
vpozn. 17) nastr. 97). Množinu všech bodů [x, f(xj], kde x pro-
bíhá všechny hodnoty intervalu (a, 6), oznaěme písmenem C 
a budeme ji nazývati „křivkou".14) Z analytické geometrie 

13) Viz pozn. 4) na str. 81—82. 
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víte, jak se počítá délka úsečky; naším cílem bude pak v tomto 
odstavci, definovati vhodným způsobem délku křivky C, 

Sestrojme libovolné rozdělení D intervalu (a, b) dělicími 
body a = x0 < xx < . . . < xn — b (n l)15); sestrojme body 

[*0> /(*o)] = /(*l)] = Pv • •> /<*«)] = Pní 
znakem i£(Z)) označme lomenou čáru, sestrojenou z úseček PQPV 

PiP2> • • » Pn—j/V (viz obr. 11) a znakem L(D) označme ,,délku" 

lomené čáry K(D), t. j. součet délek úseček PqP^ P\P& ••• • P«—iP«. 
Tímto způsobem je každému rozdělení D intervalu <Vz, 6) při-
razeno určité kladné číslo L(D). Množina všech těchto čísel L(D) 

14) Slovem „křivka1' se označují také množiny mnohem obec-
nější; ale těmito věcmi se zde nebudu zabývati. Názorný význam 
„křivky** C je jasný: ke každé hodnotě x intervalu <a, 6> sestrojím 
bod [x , y\, jehož pořadnice je dána rovriicí y — f(x); C je pak množina 
všech těchto bodů. 

15) Užívám zde podobného označení jako v kap. II, odst. 2 a 3. 
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(příslušných ke všem možným rozdělením D intervalu <</, /A) 
je — jak za okamžik ukážeme — shora ohraničená a má tedy 
jistou horní hranici L a toto číslo L nazveme „délkou křivky Cl\ 
Tím je tedy délka křivky C definována — musíme jenom ukázati. 
že čísla L(D) tvoří množinu shora ohraničenou. iWeka Pí~\Pí 
spojuje bod /(a?f.._i)] s bodem [a ,̂ /(a;,:)]; její délka je tedy 
rovna číslu 

h - V(*ť — ^ - i ) 2 + (/(•'*'»') — (7) 
takže 

L(D) = + h + • • • + (8) 

Funkce f(x) je spojitá v intervalu <a*,-—1, a*») a má v každém 
vnitřním bodě tohoto intervalu derivaci: podle věty o střední 
li od notě (věta 18) existuje tedy číslo & tak, že je 

f(Xi) — /(arť-i) - /'(&) (xí — Xj-x), i. ^ fi ^ ¿i 
(ba dokonce < f ť < x-i). Píšeme-li ještě x{ — ~ Axh 
máme podle (7) 

li - ViAXi)* + (/'(£•) MY2 - ]ÍllTťW)2 Ax{. (») 
Funkce f'(x)} jsouc spojitá v int. (a9 6), je v něm též ohraničena 
(věta 16) a existuje tedy kladné číslo M tak, že pro všechna x 
intervalu (a, b)> je | f'(x) | < M a tedy je /t- < ]/l + M2 AXÍ 
a tedy (podle (8)) 

n n 
L(D) = ^ + + . . . + ln < 21/1 + M2 AXÍ r-= y 1 -f i /* ^ ^ 

i—1 i=l 
= (6 — a) y\ + M2. 

Všechna čísla L(D) jsou tedy menší než číslo (b—a) | / l + M2 

a tedy množina všech čísel L(D) je shora ohraničena a tedy její 
horní hranice L existuje. Dokážeme nyní, že platí vzorec 

b 
l = j y i + {r{x))2<\x. d o ) 

a 
Především integrál vpravo existuje, neboť podle věty C na 
str. 23 je funkce | / l -f (/'(#) )2 spojitá v intervalu (a, 6).16) 
Označme tuto funkci znakem g(x), t. j. g(x) = j/l + (f'(x))2. 

18) Funkce 1 + (/'(a;))2 je totiž spojitá v int. <a, 6) a její hod-
noty leží vesměs v intervalu <1, 1 + iVÍ2>; funkce u^ je pak spojitá 
v int. <1,1 -f~ ikř2>; tedy podle citované věty <7 je funkce 
(1 -! (/'(z))2)1 spojitá v int. Ca, by. 
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Podle vzorce (9) je K = </(ft) AXÍ a tedy podle (8) 
n 

L(D) = ]><7(ft) ^ ft ^ *t). 
i=i 

Ježto funkce <7(2) má určitý integrál od a do b, můžeme užiti 
věty 31 a dostáváme: je-li Dv D2,. . . posloupnost rozdělení 
intervalu <(a, 6) taková, že lim g(Dm) = O,17) je 

m-> oo 
b 

lim L(Dm) = /flr(s)ds. (11) 

Učiňme ještě tuto poznámku: je-li Z) nějaké rozdělení inter-
valu <a, ft), dané dělicími body a = x0 < xt < . .. < xn = b 
a je-li D' rozdělení, které vznikne z Z) tím, že k dělicím bodům 
x0, xí3. . ., xn přidáme ještě jeden nový dělicí bod x\ je L(D) <1 
^ L(D'). 

Důkaz je jasný: nechť x' leží třeba mezi dělicími body 
a?ť_i, Xi (x{—i < x' < Xi)\ sestrojme bod P ' = [a;', /(a/)]. Lomená 
čára L(I)') se liší od L(D) jen tím, že úsečka /V-iP* je nahra-
zena dvěma úsečkami P^—iP', P'Pí, ale — jak víte z elementů — 
součet délek úseček Pt__iP', P'Pí je nejméně roven délce úsečky 
P^jPi,1«) takže vskutku L(D') ¡> L(D). 

Z tohoto výsledku plyne dále: je-li rozdělení D zjemněním 
rozdělení D,19) je L(D) L(D). Vskutku: buďto je rozdělení D 
totožné s D a potom je nerovnost platna (se znamením = ). 
Nebo rozdělení D není totožné s D; potom dostanu D tak, že 
k dělicím bodům xl9. . ., xn rozdělení D přidám ještě nějaké 
další dělicí body xe, x", . . ., x^m\ Přidám-li k rozdělení D dělicí 
bod x\ dostanu jisté rozdělení D' a podle předešlého je L(D) <51 
<±L(D')\ přidám-li k rozdělení D' další dělicí bod x", dostanu 
další rozdělení D" a bude opět L(D') L(D") atd.; po m krocícli 
dospěji tak k rozdělení Z>0»> = Ď a bude L(D) L{D') 

L(D") £ . . . <: L{DW) = L(D). 

17) V souhlasu s kap. II, odst. 3 klademe 
Q(D) = Max (Ax19 Ax29 . . ., Ax^. 

18) Znamení rovnosti nastane, jak víte, tehdy a jen tehdy, 
leží-li bod P ' na úsečce P T ^ V 

19) To znamená, že všechny dělicí body rozdělení D jsou také 
dělicími body rozdělení D; ovšem rozdělení D může míti ještě další 
dělicí body. 
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b 
Chceme nyní dokázati vzorec (10), t. j. vzorec JJ f g(x) dx. 

a 
K tomu cíli stačí ovšem dokazati toto: je-li e jakékoliv kladné 
číslo, platí nerovnosti 

b 
L ^ f g(x)dx^> L— e. (12) 

a 

Budiž tedy dáno kladné číslo e. Ježto L je horní hranicí čísel L(D), 
existuje rozdělení Dx tak, že je L(DX) > L — e. Pro w -- 2, . . . 

ot 
i 1 1—l 1 

Obr. 12. 

označme znakem Dm ono rozdělení intervalu <(a, 6), které vznikne, 
když každý částečný interval rozdělení Dx rozdělíme na m stej-
ných dílů (viz obr. 12, kde je nahoře nakresleno rozdělení Dv 
dole Z)3). Jest lim q{Dm) = 0, takže platí rovnice (11). Ježto 

m—>»oo 
L je horní hranicí čísel L(D), je L(Dm) L pro každé m. Ježto 
Dm je zjemněním rozdělení Dv je L(Dm) ¡> > L—f pro 
každé m. 

Máme tedy pro každé m nerovnosti 
L ¡> L(Dm) > L — E 

a tedy též 
L ¡> lim L (Dm) ¡> /v —f; 

W—>oo 
použijeme-li vzorce (11), dostaneme hledané nerovnosti (12). 

Poznámka. Je-li funkce f(x) lineární v int. (a, 6>, t. j. je-li 
f(x) = kx + q, je množina G úsečkou, spojující bod [a, ka -f q\ 
s bodem [b, kb -}- q\; máme tedy v tomto případě dvě definice 
pro délku ,,křivky" G\ podle elementární definice je tato délka 
dána číslem 

yjb^aj* + \kb +'q — ka — q)2 = ]/1 +~k2 (b — a): 

podle nové definice je dána integrálem 
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J] / l + "k2 dx - ]/l + k2 (b—a); 
a 

oba výsledky tedy jsou stejné. 
Př ík lad 1. Počítejme délku L oblouku paraboly y = x2, 

jehož koncové body jsou: vrchol paraboly a bod o úsečce a > 0 
a 

(t. j. bod [0, 0] a bod [a, a2]). Jest L = J*|/T + 4x2 dx. Substituce 
o 

]/TX2TT = 2x + Í, X — VÍ^+L' = 1 + 

4t 2* 
i + i 

dít -- 1 dí. 
4*2 

i r 
« J 

í / 
i 

= -1- /-=. 1 —1\ — — + 1 — 2n)« —• 1) — 
lfl \(y4rt»+l —2a)* ) 10 ' 

— — íff (|/4a8 + 1 — 2a). 
4 

Užijeme-li rovnice (]/4 a2 + 1 — 2a) Oj^áT+l + 2a) = 1, dosta-
neme snadno L \ a ]jiň2+\ + £ lg (j/ia2 + 1 + 2a). 
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DODATEK. 

Poznámka k definici určitého integrálu. 

Ve větě 31 jsme dokázali: má li funkce f(x) určitý integrál 
od a do b {a <C 6), má funkce f(x) tuto vlastnost: 

Budiž Dlt D2,. . . libovolná posloupnost rozdělení 
intervalu 6), jež hoví podmínce lim q(Dm) = 0. 
Dělicí body rozdělení Dm budte m->oo 

(1= *0,m< ,m < ,m < • > < %nm. w = b. 
Pro každou hodnotu m (m 1 , 2 , . . . ) budiž dáno 

(A) nm čísel Ii,m , f2,m> . . M f«w, m tak> ž e P l a t í 

^ !í,w ^ P r o * = 1> 2, . . ., Potom existuje 
nm 

lim W 
m^co i = 1 

(Při tom značíme AxiyVn = xiiTn — 

Dokonce víme, že limita (1) se rovná integrálu J f(x) dx 
a 

(ať byla rozdělení Dm a čísla zvolena jakkoliv, ovšem tak, 
aby vyhovovala podmínkám v (A) vytčeným). 

Dokážeme nyní též naopak: Jestliže funkce f(x)> definovaná 
v intervalu (a, 6>, nemá určitý integrál od a do b, potom nemá. 
také vlastnost (A).1) 

1) Tedy funkce, definovaná v <o, 6), má určitý integrál od a 
do b tehdy a jen tehdy, má-li vlastnost (A). J e tedy možno použiti 
vlastnosti (A) k definici určitého integrálu, t. j. lze určitý integrál 
definovati takto: je-li a < b a má-li funkce f(x), definovaná v interv. 
<a, &>, vlastnost (A), nazýváme limitu (1) určitým integrálem 

b 
funkce f(x) od a do b (značka j f ( x ) d#) a říkáme potom, že funkce 

a 
f(x) má určitý integrál od a do 6. Tuto poznámku jsem pojal do této 
knížky jen proto, aby čtenář nepřišel do rozpaků, eetká-li se někde 
s touto definicí určitého integrálu; neboť mnozí autoři jí užívají. 

Jarník: Úvod do integrálního počtu. 1 1 1 6 1 



Důkaz. Pro m — 1, 2, 3, . . . označme znakem Dm ono roz-
dělení intervalu <[a, 6), jež dělí tento interval na m stejných 
dílů; dělicí body tohoto rozdělení jsou tedy body a ~ XotWl< 

i 
< ,tn < . • • < Xm, rn = by kdež xi>m = a H (b — a), takže2) 

Vít 

Axiítrí = xi>m— X{—\%m ^^-(b — a), g(Dm) = (6 — a), 
m w 

lim q(Dm) = 0. Předpokládejme nyní, že funkce /(#), defino-
w->oo 
vaná v intervalu <a, nemá určitý integrál od a do 6. Potom 
buďto funkce f(x) není v int. <[a, by ohraničena, nebo je sice 
v int. (a, by ohraničena, ale platí nerovnost 

/ /(*) d.r < f /(x) áx. (2) 

I. Nechť nastane především první případ, t. j. nechť funkce 
f(x) není ohraničena v intervalu (a9 by. Je-li celé kladné číslo m 
zvoleno, existuje aspoň jeden interval x^my (1 m), 
v němž funkce f(x) není ohraničena.3) Zvolme takové j a položme 

m 
]> ) {Xi ,m) = ^m. 4 ) 
t=1 
i* 3 

Ježto funkce f(x) není ohraničena v intervalu (Xj—itMí XjfTny, 
existuje aspoň jedno číslo — označme je £;>m — takové, že je 

Xj—\,m ^ m ^ xjy}] m 
> m. 

Položíme-li ještě fť>m = Xijtn pro i 4= h ^ ̂  4 ^ m» máme 
^ ^ xi>m p r o t = 1 , 2 , . . m, 

b — a 

i=i 
Km + f(€i.m) m 

> m. 

2) Přidržujeme se označení kap. II, odst. 3; tedy Q(Dm) = 
= Max (AXA m , AX2 m , . . ., Axm m). 

3) Jinak by totiž funkce f(x) byla podle věty 9 ohraničena 
v int. <a, by. 

4) Sčítá se tedy přes všechna i od 1 do ra, s vyloučením hod-
noty i — j. 
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Posloupnost čísel 
m 

Jj(Ši,m) 1 , 2 ,3 , . . . ) 
í-1 

není tedy ohraničena (její m-tý člen má absolutní hodnotu větší 
než m) a nemá tedy limitu (Kóssler 19, věta a). Tedy funkce f(x) 
nemá vlastnost (A). 

II. Zbývá nyní vyšetřiti ještě druhý případ. Nechť tedy 
funkce f(x) je ohraničena v int. (a, 6) a nechť platí nerovnost (2). 
Označme znakem resp.. Mť,m5) dolní resp. honií hranici 
funkce f(x) v intervalu xitm); zvolme nyní čísla 
takto. 

Je-li m sudé, t. j. m — 2k (k = 1, 2, . . .), volme ft^it (pro 
i = 1 , 2 , . . . , 2k) tak, že je a*—1,2* <1 lt,2k ^ /(íi,2*) < m,2k + 

6) (a ovšem je ^ Potom je tedy 
2 k 

j 2 k 2 k j 2 k 
1 AXi^k—^fii^k Axit2k \ < — 
ť = 1 i-1 

= J_ (6 — a). (3) 
2k 

Je však lim g(D2k) = lim — (6 — a) = 0; podle věty 29 
00 2 & 

je tedy 

lim yjUiw Axi,zk = / /(^) da 

a tedy podle (3) též 
2 k b 

lim 2 / ( f ť , 2 * M * i , 2 * = í f(x)dx. (4) 

Je-li za druhé m liché, m = 2k -f 1 (k = 0, 1, 2, . . .), volme 
£í,2*+i (pro i = 1, 2, . . 2k + 1) tak, že je 

«i—1,24+1 ̂  ři,2* + l ^ *t,2* + l> /(ft,2* + l) > Mi,24 + 1 — ?) 
2k + 1 

*) Volím znaky M místo znaků m, M (kterých jsme užívali 
v kap. II), abych se vyhnul kolisi s indexem m u rozdělení Dm. 

e) Takové f i 2j . existuje podle druhé vlastnosti dolní hranice 
(viz větu 5). 
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(a ovšem je /(£í,2*+i) ^ M ^ + i)- Potom je t?dy 
2JM-1 
| Axit2k+i — ^ ¿1^2* + ] I < 
ť=l i=l 

j 2fc + l j 

< 2 i č + í 2 = W+Í { b ~ a ) - ( 5 ) 

Je však lim ¿>(L>2*+1) = lim -—- (6 — «) = 0: podle věty 
Jt-^oo ¿->00 2k + 1 

27 je tedy 
2fe-f 1 6 

lim y Mt,2* + i = / f(x) dx ¿->00 J 
1 1 a 

a tedy podle (5) též 

2Jfc+l 
lim V /(£í>2*+i) ¿ls<,2* + i --- f/(*) do;. (<>) 

ř 1 a 
Sestrojme nyní opět posloupnost čísel 

m 
( m - 1 ,2 ,3 , . . . ) . (7) 

i = 1 
Kdyby tato posloupnost měla nějakou limitu C, měly by 

všechny posloupnosti, vybrané z posloupnosti (7), touž limitu O8) 
Ale tomu tak není: neboť vybereme-li z posloupnosti (7) posloup-
nost všech ělenů se sudým indexem (m = 2fc), má tato posloup-

b 
nost podle vzorce (4) limitu J f(x) dx: kdežto posloupnost všech 

a 
clenu s lichým indexem (m — 2k + 1) má podle (6) limitu 
T 

f f(x) da;; a podle nerovnosti (2) tyto limity nejsou stejné. PO-
CT 
sloupnost (7) Jedy nemá limitu a funkce f(x) nemá tedy vlast-
nost (A). Tím je naše tvrzení úplně dokázáno. 

7) Takové + L existuje podle "druhé vlastnosti horní hranice 
(viz větu 4). 

8) Kóssler 19, věta 6. 
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Seznam věcný. 
(Čísla znáči stránky.) 

Bod 8; dělicí (určitého rozděle-
ní) 30; vnitřní 15; koncový 
15. 

Číslo nekladné 8; nezáporné 8; 
reálné 8; komplexní 8, 109. 

Definice integrálu (Oauchy-Rie-
mannova) 37, 56, 67, 161. 

Délka rovinné křivky 155, 157. 
Derivace 23; zprava 23; zleva 

24; integrálu podle horní 
meze 61, 70; integrálu podle 
dolní meze 71; složené funkce 
24. 

Element množiny 9. 
Existence integrálu 36; určitého 

integrálu funkcí ct fi(x) ~f ... 
• ..+cjn(x) 49, 74, f(x).g(x), 
f(x)jg(x) 74, \ f ( x ) \ 75. 

/'tinkce integrace schopná 36; 
mající určitý integrál 36; 
integrovaná (integrarid) 34, 
67; inversní 92; klesající 92; 
neklesající 75; monotonní 75; 
ohraničená 17; zdola ohrani-
čená 16; shora ohraničená 16; 
primitivní 65, 78; racionální 
114; racionální reálná 114; 
rostoucí 92; nerostoucí 75; 
spojitá v bodě 20; spojitá 
v intervalu 21; spojitá zprava 
20; spojitá zleva 20. 

Hranice horní 11; dolní 13; 
horní hranice funkce 16; 
dolní hranice funkce 17. 

lnfimum 13. 
Integrace součtu 47, 68. 
Integrál horní 34; dolní 34; 

určitý 36, 56, 67; neurčitý 80; 
jako funkce horní meze 57, 
61, 71; jako funkce dolní 

meze 71; absolutní hodnoty 
75; spojité funkce 61, 72; 
exponenciální funkce 80; go-
niometrických funkcí 80, 96; 
f 1 úx 82; f - ^ - i 80,83; J x J i - f r 

J ^ a 81, 83; mocniny 

81; racionální funkce 129; 

fR(x, ]/ax* + bx + c)dx 137; 
f R (cos x, sin x) d.r 139; 
ffí(e*x)dx 140; 

f / ř ( l K f f ) . ~ 141. 
íuteqrand 34, 67. 
Interval 15; konečný 15; ne-

konečný 15; uzavřený 15; 
otevřený 15. 

Koeficient 110. 
Konstanta Eulnrova 75; integ-

rační 80. 
Kořen 110; jednoduchý 111; 

mnohonásobný 111. 
Kořenový činitel 111. 
Limita 19; zprava 19; zleva 19. 
Metoda integrace per partes 

(částečná integrace) 85, 97; 
neurčitých součinitelů (koefi-
cientů)' 123; substituční 89, 
99. 

Mez (integrálu) 34, 67; horní 
34, 67; dolní 34, 67. 

Míra 154. 
Mnohočlen 110; reálný 112. 
Množina (množství) 9; číselná 

9; konečná 9; nekonečná 9; 
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prázdná 9; neprázdná 9; 
ohraničená (omezená) 14; sho-
ra ohraničená (omezená) 10; 
zdola ohraničená (omezená) 
13. 

Množství viz Množina. 

Obsah (rovinného oboru) 27, 
149, 154. 

Ohraničený (omezený) 14; shora 
10; zdola 13. 

Omezený viz Ohraničený. 
Oscilace funkce 73. 
Plošná velikost viz Obsah. 
Polynom 110. 
Proměnná integrační 34, 67, 80. 
Prvek (element) množiny 9. 
Rovnice algebraická 110. 

Rozdělení (intervalu) 30. 
Rozklad v částečné zlomky 114, 

119. 
Součet horní, dolní (příslušný 

k určitému rozdělení) 31. 
Spojitost složených funkcí 22. 
Stupeň (polynomu) 110. 
Supremum 11. 

Věta o dolní hranici 13; o horní 
hranici 10; fundamentální v. 
algebry 110; v. o střední 
hodnotě dif. počtu 26; 1. věta 
o střední hodnotě integrální-
ho počtu 75; 2. věta o střední 
hodnotě integrálního počtu 
107. 

Zjemnění (rozdělení) 31. 

Cizojazyčné terminy. 
Tento seznam obsahuj o překlad nej důležitějších termínů, 

vyskytujících se v Kösslerovö „Úvodu do počtu diferenciálního*' 
a v mé knížce; u každého hesla následují po sobě: termín český 
a jeho německý, francouzský a anglický překlad. Vynechány jsou 
termíny mezinárodní, které se v jednotlivých jazycích liší jen pravo-
pisem nebo koncovkou (jako interval, maximum a pod.). Upozorňuji 
ještě zvláště na německé obraty: 1. Es gibt ( = existiert) eine Zahl 
mit folgenden Eigenschaften . . . 2. Das Integral / f(x) da ist vorhan-
den ( = existiert). 

absolutní [prostá] hodnota — absoluter Betrag - valeur absolut —-
absolute [numerical] value 

bod — Punkt — point — point 
b. inflexni — Wendepunkt — point d'inflexion — point of inflection 
b. hromadný [b. zhuštění] — Häufungspunkt, -stelle, -zahl, -wert — 

point limite — limit point 
Činitel — Faktor — facteúr — factor 
Číslo celé — ganze Zahl — nombre entier — integral number [integer] 
Čitatel — Zähler — numérateur — numerator 
člen (řady) — Glied — terme — term 
dělení — Division — division — division 
délka (křivky) — Länge — longueur — length 
derivace — Ableitung [Differentialquotient] — dérivée — derivative 
diferenciál (úplný) — (totales) Differential — différentielle (totale 

nebo exaete) ~ (total) differential 
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funkce (inversní) — Funktion (invers© F., Umkehrfunktion) — 
fonction (inverse) — (inverse) function 

funkce mající derivaci — différentiierbare Funktion — fonction déri-
vable [admettant une dérivée] — derivable f. 

funkce mající integrál [Integrace schopná] — integrierbare F. /. 
intégrable — integrable f. 

funkce primitivní — primitive Funktion fonction primitive 
primitive 

hranice (horní, dolní) — Grenze [Schranke] (obere, untere) — borne 
(supérieure, inférieure) — bound (upper bound, lower bound) 

integrace per partes — partielle Intégration — intégration par parties 
—~ intégration by parts 

integrál dolní — unteres Integral - intégrale inférieure [par défaut] 
— lower intégral 

Integrál horní — oberes Integral — intégrale supérieure [par excès] 
— upper integral 

integrál, integrál určitý, integrál neurčitý — Integral, bestimmtes 
Integral, unbestimmtes Integral — intégrale, intégrale définie, 
intégrale indéfinie — integral, definite integral, indefinite integral 

jmenovatel — Nenner — dénominateur — denominator 
kladný — positiv — positif — positive 
klesající — abnehmend [fallend] — décroissant [descendant] 

descending [decreasing] 
koncový bod — Endpunkt -— extrémité end point 
konečný — endlich — fini — finite 
konvergence (absolutní, relativní) — Konvergenz (absolute [unbe-

dingte], nicht absolute [bedingte]) — convergence (absolue, scmi-) 
— convergence (absolute, conditional) 

konvergovat! k — streben gegen — tendre vers — to converge to 
[to tend to] 

kořen [nulový bod funkce f(x)] — Wurzel [Nullstelle von f(x)] -— 
racine [zéro de f(x)] —• root [zéro of f(x)] 

křivka — Kurve — ligne courbe — curve 
llcliý — ungerade — impair — odd 
limes inferior (superior) — untere (obere) Häufungsgrenze [Un-

bestimmtheitsgrenze], unterer (oberer) Limes — la plus petite 
(grande) des limites, limite inférieure (supérieure) — lower 
(upper) limit, the least (greatest) of the limits 

limita — Grenzwert, Limes — limite — limit 
mez (integrálu) (dolní mez, horní mez) — Integrationsgrenze (untere 

Integrationsgrenze, obere Intègrationsgrenze) — limite (limite 
inférieure, limite supérieure) — limit (íower limit, upper limit) 

mnohočlen [polynom] — Polynom — polynome — polynomial 
množina [množství] — Menge — ensemble — set 
mocnina — Potenz — puissance — power 
monotonní — monoton — monotone — monotone 
násobení — Multiplikation — multiplication — multiplication 
neklesajíc! — nicht abnehmend [nicht fallend] — non décroissant — 

non-decreasing 
nerostoucí [nestoupající] — nicht wachsend [nicht steigend] — non 

croissant — non-increasing 
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ncrovnlna [nerovnost] — Ungleichung [Ungleichheit] — inégalité — 
inequality 

nespojitý — unstetig — discontinu — discontinuous 
neurčitý výraz — unbestimmter Ausdruck — forme indéterminée — 

indeterminate form 
nula — Null — zéro — zero 
odčítání — Subtraktion — soustraction — subtraction 
odmocnina — Wurzel — racine [radical] — root [radical] 
ohraničený [omezený] (shora, zdola) — beschränkt (nach oben, nach 

unten) — borné (supérieurement, inférieur em ent) — bounded 
[limited] (upper bounded, lower bounded) 

okolí — Umgebung — entourage [voisinage] — neighborhood 
oscilace — »Schwankung — oscillation — oscillation 
otevřený — offen — ouvert — open 
plošná míra [obsahj — Flächeninhalt — aire •--- area 
podíl — Quotient — quotient — quotient 
pořadnice — Ordinate — ordonnée 
posloupnost — Folge — suite — sequence 
prázdný — leer — vide — empty [vacuous] 
proměnná — Veränderliche [Variable] — variable •-— variable 
přímka — Gerade — ligne droite — straight line 
rostoucí [stoupající] — wachsend, steigend [zunehmend] — croissant 

[ascendant] — ascending [increasing] 
rovnice — Gleichung — équation — equation 
rovnost — Gleichheit — égalité — equality 
rozdíl — Differenz — différence — difference 
rozklad v částečné zlomky — Partialbruchzerlegung — décomposition 

en fractions simples 
rozvoj — Entwicklung —- développement — expansion 
řada — Reihe — <série — series 
sčítání — Addition — addition — addition [summation] 
směrnice — Richtungskoeffizient — coefficient angulaire 
součet — Summe — somme — sum 
součin — Produkt — produit — product 
součinitel — Koeffizient — coefficient — coefficient 
souřadnice — Koordinate — coordonnée —r coordinate 
spojitý — stetig — continu — continuous ' 
sudý — gerade — pair — even 
tečna — Tangente — tangente — tangent 
úsečka [abscisa] — Abszisse — abscisse 
uzavřený — abgeschlossen — fermé — closed 
věta o střední hodnotě — Mittelwertsatz — théorème de la moyenne 

/pro větu 18 též formule des accroissements finis] — mean value 
theorem 

základ (logaritmů a pod.) — Basis — base — base 
záporný — negativ — yiégatif — negative 
zlomek — Bruch fraction — fraction 
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