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PREDMLUVA

Analytickd geometrie ve svém klasickém pojeti si klade za skol pomoci
soutadnic vyjadiovat geometrické velidiny poletné, nahrazovat geometrické
problémy s mimi ekvivalentnimi problémy poletnimi, tyto fe§it pomoci
algebry a vysledky interpretovat geometricky. Béiné elementdrni uéebnice
analytické geometrie se zpravidla ve-svijch zikladech opiraji velmi pod-
statné o &kolské studium intuitivni geometrie a ani se nesnaZi o pfesnou
formulaci studovanyjch pojmis. Mimo to ddvaji tyto ubebnice pri volbé
latky vijrazné piednost takovym lohdm, jejiché formulace je ddna rovni-
cemi. V novéj§i dob& vyslo véak nékolik ubebnic analytické geometrie psa-
nijch pro matematiky specialisty, ve kterych se u studovanych pojmi. vy-
chdzi od prfesné algebraické formulace jejich definic a vijsledky se odvozuji
presnymi algebraickymi vivahams. Viybér latky je véak i v téchto knihdch
veden jednak tradici, jednak systematikou algebraickych formulact
studovanyjch problémai.

V této knize, jejimé cilem je elementdrni, ale logicky pFesny vijklad
zdkladd analytické geometrie, uéivd se soufadnic v prvé fadé k presné
definici prostoru, ale pozdéji se soutadnice jen vyjimelné vyskytuji expli-
citné a pracuje se pFimo s geometrickymi objekty. Vijbér litky je ddn ne tak
algebraickou, jako spife geometrickou systematikou. Misto dvoji Feci,
geometrické a algebraické a misto pfeklddani z jedné Fedi do druhé jsem se
snazil o vdplnou identifikaci geometrickiych a algebraickyjch pojma. Ne-
opirdm se nikde o znalost geometrie a z algebry pfedpokldddm pouze zna-
lost proych elementu véetné nejjednodusich vét o determinantech.

Kniha je rozpoctemz na dva svazky. V proém svazku vychdzim od defi-
nice eukleidovského prostoru postulovanou existenci kartézské formule pro
vaddlenost dvou bodw. Na 2dkladé této formule v kap. I definugi vektor,
stitdni vektori, ndsobeni vektoru &islem a skaldrni soulin. Dikazy inva-
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riance providim tak, e prokazuji ekvivalenci aritmetické definice s de-
finict geometrickou zaloZenou vyhradné na pojmu vzddlenosti.

V ndsledujicich tiech kapitolich probirdm zdklady afinni geometrie.
Po pFipravné kap. I poddvim v kap. I1 elementdrni theorii linedrni zdvis-
losti vektora, kterou aplikuji v kap. I1I na theorii incidence linedrnich
podprostori. Visledky obou kapitol jsou sprdvmé ¢ v komplexni geo-
metris, o které bude vdak explicitné Fe¢ af ve druhém svazku. Naproti-
tomu v kap. IV, vénované pojmu isebky, hraji zdkladn? roli merovnosti
a vysledky této kapitoly plati pouze v redlné geometris. Poldtky me-
trické geometrie jsou predmétem kap. V, v€nované pojmu kolmosts.

Ndasledujict dvé kapitoly jsou podstatnym doplikem k pfedchozim.
Kap. VI md za pfedmét afinni a shodné transformace, ale pravy vyznam
transformaénich grup v geometris bude vyjasnén af ve druhém svazku.
Predmétem kap. VII je vyjddient linedrnich podprostors linedrnimi rov-
nicems, které v mém poddni zaujimd mmnohem skromn&j&i misto nef je
obvyklé.

. Mezi zakladnimi pojmy elementdrni geometrie je jeden, jehoZ algebraic-
kd theorie je logicky podstatné slo%itéj& net u ostatnich elementdrné geo-
metrickych pojms. Je to pojem dhlu, jemuf-jsou vénoviny posledni dvé
kapitoly svazku. V kap. VIII jsou odvozeny zdkladni formule pro ihly
véetné rovinné a sférické trigonometrie, kdeto kap. IX md za pfedmét
vlastnt studium geometrického pojmu whlu.

Pro znalce budif poznamendno, Ze v celém svazkw vdecky providéné
dvalyy zastavaji spravné, rozumime-li ,,redlnymi &isly* proky libovolného
uspofddandho télesa, ve kterém rovnice 2® = a p#i kladném a md kofen.
Jedinow vijimlku tvofi posledni Eldnek proého svazku.



I

KARTEZSKA FORMULE.
PRO VZDALENOST DVOU BODU

1. NAZORNY POPIS KARTEZSKYCH SOURADNIC NA PRIMCE,
V ROVINE A V PROSTORU. V analytické geometrii vy]adru]eme
geometrické pojmy pomoci aritmetickych pojmu a na tomto zdklads
fe§ime geometrické tlohy pomoci algebry. Vychozim zdkladnim
pojmem bude pro nés pojem vzddlenosti dvou bodw. Body budeme znadit
velkymi pismeny; vzdalenost bod# 4, B budeme znagit 4 B. Jednou pro
vZidy budiZ poznamenino, Ze si myslime zvolenu uréitou délkovou
jednotku, takZe vSecky vzdalenosti budeme vyjadfovat nepojmenova-
nymi Eisly. '

Predpoklade] me nejprve, Ze viecky vysetrovane body le#i na urdité
piimee p. Zvolime si na p¥imce p uréity bod, ktery nazveme pocitek.
Je-li X kterykoli jiny bod na pfimce p, je vzdilenost PX rovna urdi-
tému zékladnimu &islu & Znéme-li &fslo £, neni poloha bodu X uréena
jednoznaé¢né, nebot pro kazdé kladné &fslo & existuji na pfimce p dva
body X takové, ze PX = £. Kazdému &tenafi je jisté zndmo, jak doci-
lime jednoznachnosti. Poéatek P rozdé&li nasi ptimku na dvé ¢asti (polo-
piimky); zvolime jednu z obou ¢asti a nazveme ji kladnow a druhou na-
zveme zdpornou. Budiz nyni X libovolny bod p¥imky p rtzny od po-
¢atku P a budiz opét & = PX. Lezi-li bod X v kladné ¢ésti pHimky p,
polozime z = &, leii-li v8ak X v zaporné ¢asti pfimky p, polozime
x = — £, vdosud vylouéeném piipadé, Ze bod X splyne s potitkem P,
polozime z = 0. Bude tedy bez vyjimky kazdému bodu X pfitazeno
urc¢ité redlné éislo z tak, ze ' ~

x:j:PTI.

Cislo  se jmenuje soufadnice bodu X. Obricené, zvolime-li libovolné
redlné &islo z, je na nadi p¥imce p pravé jeden bod, jehoZ soutadnice je
rovna danému é&islu z; tento bod oznaéime [x] nebo X. Podobné na
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pt. [a] nebo 4 bude znamenat bod, jehoz soufadnice je rovna real-
nému &fslu a, t. j. soufadnici bodu oznadime malym pismenem a bod
sdm oznatime budto tak, Ze jeho soufadnici uzavieme do lomené zavor-

ky nebo oznaéime bod piislusnym velkym pismenem. Jsou-li

kterékoli dva body nasf p¥mky p, je jejich vzdalenost v kazdém p¥i-
padé dina znadmym vzorcem

(L.1) _ AB =

b — al,

kde svislé pti¢ky znamenaji absolutni hodnotu. Pravé popsany zpisob,
ktery kazdému bodu X na$i pfimky p pfifazuje uréitou soufadnieci a;
pfi éemz obracené kazdé realné ¢islo je soufadnici pravé jednoho bodu
X a vzdilenost dvow bodi 4, B je dina vzorcem (1.1), nazyvd se
kartézskd soustava soutadnic na pfimce p.

Dosud jsme predpokladali, ze vSecky vySetfované body leZzi na
uréité pfimce. Pfistupme k piipadu, Ze viecky vySetfované body lezi
v urdité roviné p. V roviné p zvolime dvé navzijein kolmé pfimky.
kterym ¥ikame prod a druhd osa soufadnic a které se protnou v-bodé

- P zvaném poldtek. KaZda osa soufadnic rozd8li rovinu p na dvé Gdsti
(poloroviny), z nichz jednu zvolime za kladnou a druhou za zdpornou.
V praxi se oby&ejné voli prvni osa soufadnic vodorovng, druhd svisle;
vzhledem k vodorovné ose se za kladnou voliva ta ¢ast roviny, ktera je
nahote nad ni, vzhledem ke svislé ose ta &ast roviny, ktera je od ni
napravo. Soufadnicemi bodu A4 jsou dvé redlna &isla a,, a, uréend

takto (viz obr. 1). Bodem A vedeme

. . / kolmice na obé soufadnicové osy a je-
.§ouradn -
< G osa jich paty oznaéime 4,, 4, Potom jest
Al _ LA
! (1.2) a, = + PA,,
] . -
| (1.3) a, = 4+ PA,.
|
P L Pii tom ve vzorei (1.2) plati znameni
_ As plus nebo minus podle toho, zdali
Lsouradna osa bod A (tedy také bod 4,) lezf vzhle-

Obr. 1. dem ke druhé ose soufadnic v kladné



¢i zdporné &asti roviny; lezi-li bod 4 na druhé ose soutadnic, splyne
bod 4, s poéatkem P, jest @, = 0 a na znamenf v (1.2) nezile#i. Po-
dobné ve vzorci (1.3) plati znamen{ plus nebo minus.podle toho, zdali
bod A (tedy také bod 4,) lezi vzhledem k prvni ose soufadnic v kladné
¢i zdporné &asti roviny; leZi-li bod 4 na prvni ose soufadnic, splyne
bod 4,5 pocatkem P, jest a; = 0 a na znameni v (1.3) nezalezi. J. estlize
bod A splyne s podétkem P, splynou s P také oba body 4,, 4, a jest
a;=0,a,=0.

Obé pravé definovana realna &isla a, a, jsou soufadnice bodu 4 a po-
psané pravidlo se jmenuje kartézskd soustava soufadnic v roviné g. Ta-
kovéa soustava soufadnic je tedy urdena, zvolime-li v roving dvé na-
vzajem kolmé p¥imky (prvni a druhou osu soufadnic) a vzhledem ke
kazdé z nich kladnou ¢ast roviny. Ka,zdy bod 4 roviny ¢ mé potom
uréité dvé soufadnice a,, a,, které oznacime pifsluSnym malym pisme-
nem a navzajem rozliSime indexy 1, 2. Obracené jsou pii zvolené kar-
tézské soustavé soufadnic v roviné g libovolnd dveé realnd d&isla a,, a,.
soufadnicemi pravé jednoho bodu 4, ktery miuZeme oznadit [a,, a,],
t. j. bod dany soufadnicemi zapiSeme tak, Ze ob& soufadnice zapiseme
jednu po druhé a uzavieme je do lomené zavorky. Zejména mame tedy

= [0, 0] pro poéitek P. Jsou-li

A = [a,, a,], B = [by, b,]

kterékoli dva body nasf roviny g, odvodi se snadno z Pythagorovy
véty znamy vzorec pro vzdalenost:

(1.4) AB = J/(b, — a2 + (b, — @)%

V prostoru ma kazdy bod t¥i soufadnice, ke kterym se v elementar-
nim vyudovéni dospivé takto. Nejprve se zvoli v prostoru urdita
rovina g, kterou muZeme nazvat padorysnou. V pudorysné zvolime
pravé popsanym zplisobem kartézskou soustavu soufadnic slozenou ze
dvou navzdjem kolmych os souFadnic, které se protnou v poéatku P,
a ze dvou znaménkovych pravidel. Pfipojime jesté tfeti osu soufadnie,
jiz je pfimka vedend poéatkem P kolmo na rovinu g, takZe vSechny i
t¥i osy soufadnic jsou navzdjem kolmé. Pudorysna rozdéli prostor na
dvé ¢asti (poloprostory), z nichZ jednu zvolime za kladnou a druhou za
zapornou. V praxi se obytejné voli ptidorysna ve vodorovné poloze
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a kladné éast prostoru nad pidorysnou. Soufadnice a,, a,, ay libovol-
ného bodu 4 jsou uréeny takto (viz obr. 2). Bodem 4 vedeme pfimku
kolmou k piidorysnsé o a jeji patu oznadime 4,. Cisla a,, @, jsou soufad-
nice bodu 4, vzhledem ke kartézské soustavé soutadnic zvolené v ro-
vind p. Mimo to je

as = £ -’-er

A B

Obr. 2.

se znamenim plus, lezi-li bod 4 v kladné &asti prostoru, se znamenim
minus, lezi-li bod A4 v zdporné &asti prostoru; lezi-li A v pidorysné g,
jest a3 = 0. Opét jsou libovolna t¥i éisla a,, a,, @3 soufadnicemi praveé
jednoho bodu 4, ktery miZeme oznadit [a,, a,, a;]. Jsou-li nyni dany
dva body

A = [ay, a5, as5], B = [by, by, by),

potom pro jejich vzdalenost plati vzorec:

(1.5) A_f= V(bl — ) + (by — as)® + (by — a,)?,

ke kterému muZeme dospéti takto (viz opét obr. 2). P¥imkou A4, ve-
deme rovinu ¢ tak, aby prochizela bodem B; rovina ¢ je kolmé na
rovinu g a obsahuje'tudii také kolmici k roviné ¢ vedenou bodem B
1 patu B, této kolmice. V roviné ¢ mizZeme zavést kartézskou soustavu
soufadnic s potatkem A, tak, Ze prvni osa soufadnic prochazi bodem
B,, druhd bodem 4, a se znaménkovymi pravidly tak volenymi, Ze
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bod 4 md v roviné ¢ soufadnice 0, a,, bod B soufadnice 4yB,, b,.’
Podle vzorce (1.4) bude potom

AB = /4B + (bs—ay).
Podle tého# vzorce je viak také
: A,B, = [[(b, — a,)* +_(b: — a5
tak¥e dospivime pro vzdalenost 4B ke vzorci (1.5).

Vzorce (1.4) a (1.5) pro vzdilenost dvou bodit A, B v roviné a v pro-
storu jsou si velmi podobné; vzorec (1.1) pro vzdalenost dvou bodi na
pFimce mé zddnlivé jiny tvar. Je to skuteéné jenom zdinlivé, nebot
vzorec (1.1) se d4 psati ve tvaru

(1.6) AB=](b—a)®

zcela obdobném vzorcim (1.4) a (1.5).

g

2.0BECNY POJEM EUKLEIDOVSKEHO PROSTORU. V &lénku 1
jsme zavedli na zikladé ndzoru pojem kartézské soustavy soufadnic
na pfimce, v roviné a v prostoru a pfipomenuli jsme zndmé vzorce
(1.4), (1.5) a (1.6) pro vzdalenost dvou boda danych svymi soufadni-
cemi. Tyto vzorce pro vadalenost maji pro nas fundamentdlni vyznam,
nebot v nisledujicim se u# nikde nebudeme opnaf?fﬁazor nybrz zave-
deme viecky zdkladni pojmy elementarni geometrie a odvodime jejich
zakladni vlastnosti algebraickou cestou opirajice se vyhradné o vzorec
pro vzdalenost dvou bodu. \

Analytickd geometrie se tradiéné délf na tfi éasti: analytickou geo-
metrii na pfimee (kazdy bod ma jedinou soufadnici), analytickou
geometrii v roviné (kazdy bod mé dvé soufadnice), analytickou geo-
metrii v prostoru (kazdy bod md tfi soufadnice). Tyto t¥i ¢dsti maji
mnoho spoleéného a bude delné postupovati tak, aby to, co je vSem
¢astem spoleéné, probiralo se spole¢né. P¥i tom je vyhodné miti pro
spoleéné pojmy také spoleéné nizvy, predevsim tedy miti spoleény
nazev pro p¥imku, rovinu a prostor. Slova prostor jsme v &lanku 1
uzivali pro obycejny prostor elementéirni geometrie. V této knize bu-
deme uzivati slova prostor v fadé rozmanitych vyznami. Obyéejny
prostor budeme v dalsim nazyvat trojroemérny eukleidovsky prostor

11



a budeme jej znaédit E;. Rovinu budeme nazyvat dvojroemérny euklei-
dovsky prostor a budeme ji znadit E,. P¥{mku budeme nazyvat jedno-
rozmérny eukleidovsky prostor a budeme ji znadit E,. Ale viude, kde je to
udelné, budeme i nadale uzivat také obvyklych vyrazi rovina a pfimka
a také budeme obdas uZivat nizvu obytejny prostor.

Shriime si nyni v novém oznadeni to, co vime z élanku 1 o p¥{mce,
roving a obydejném prostoru. Vime, ze E,, prom = 1 znamena pfimku,
pro m = 2 rovinu, pro m = 3 obydejny prostor. E,, se skladad z bodi;
kazdym dv&ma bodim 4, B prostoru E,, je pfifazeno uréité realné
tslo AB, jejich vzddlenost. Podstatnou vlastnosti prostoru E,, jest, Ze
v ném lze zavésti (a to rozmanitymi zpisoby) kartézskou soustavu sou-
fadnic. Takovd soustava pfifazuje kazdému bodu m realnych ¢isel,
kterd se jmenuji soufadnice tohoto bodu a to tak, Ze kazda usporadani
skupina m redlnych &isel dava soufadnice uréitého bodu. I}ody znadime
velkymi pismeny a jejich soufadnice pFislu§nymi malymi pismeny, pfi
demZ jednotlivé soufadnice od sebe rozliSujeme indexy.Bod A bude
tedy miti v prostoru E, jedinousoufadnici, kterou oznadime «a,
v prostoru E, dvé soufadnice, které oznacime a,, a,, v pi'ostoru E, tii
soufadnice, které oznadime a,, a,, a,. Je-li v prostoru’ E,, zavedena
uréita kartézska soustava soufadnic, muZeme kazdy bod pocetné vy-
jadriti tak, Ze zapiSeme po pofiddku za sebou vSecky jeho soufadnice:
a uzavieme je do lomené zdvorky. Bude tedy '

A = [a,] pro m =1,
(2.1) A = [a,, a,] pro m = 2,
A = [a,, a,, a;] pro m = 3.
Znameni rovnosti mé ten smysl, Ze oba symboly (nalevo i napravo od.
znadky =) znamenaji ty% bod. Je-li B dalsf bod, mame podobns
B = [b,] prom =1,
(2.2) B = [b1, be] pro m = 2,
B = [b,, by, by] pro m = 3.
Vzdélenost AB obou bodti 4, B je podle ¢lanku 1 dina vzorcem
AB = ]/(_b1 — a,)? pro m =1,
(2.3) AB=|/(b; — a,)* + (b, — a,)? pro m = 2,
AB = |/(b, — a))* + (b, — a2 + (by — a,)* pro m = 3.
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Abychom mohli viecky t¥i piipady m = 1,m = 2, m = 3 vy$etfovat
najednou, uéinime dohodu o uZivini tedek.' Casto se ndm vyskytnou
vyrazy slozené z m ¢lent, pii temz jednotlivé Eleny se budou od sebe
1i8it pouze indexem, ktery nabyva hodnot od 1 do m. V takovych pii-
padech budeme obéejné psit pouze prvni élen a ostatni ¢leny naznadi-
me tedkou. Podle této dohody budeme tedy psati

(2.1') A4 =[a, @]
misto (2.1),

(2.2") B = [b,, @]
misto (2.2),

(2.3) AB=|0,—a) + ®
misto (2.3).

Klasickym tkolem analytické geometrie jest nahradit geometrické
problémy problémy podetnimi a Fesit takové problémy pomoci algebry.
V tomto smyslu aritmetisace geometrie jest analyticka geometrie mate-
matickou naukou starou pres 300 let, kterd historicky znamenala
velky pokrok ve vystavbé geometrie, protoZze umoznila vyuziti vy-
sledki jinych odvétvi matematiky k FeSeni geometrickych problémi,
na které nestadily pfimé geometrické ivahy, na pt. k diikazu nemoznosti
eukleidovské trisekce thlu a eukleidovské kvadratury kruhu. Ve druhé
poloving 19. stoleti vSak poéinala nabyvat vyznamu opaéna tendence
geometrisace matematiky, kterd je dnes jednim z nejvyznamnéjsich rysi
moderni matematiky. Geometrisace matematiky spotivd v daleko-
sahlém zobecnéni pojmu prostoru. Nézev prostor se dnes dava mnoii-
nam objektt nejrozmanitéjstho druhu a nazev bod jednotlivym prvkam
mnoziny. Tim se mnohdy docili, Ze se vysledky jednoduchych nazor-
nych geometrickych uvah daji pfenést na velmi obecnékategorie dile-
Zitych matematickych objekti, pfed tim studované mnohem sloZitéj-
8imi methodami. Tato kniha m4é za sviij hlavni cil soustavné poudeni
o aritmetisaci geometrie, ziroveii vSak ma slouZit aspoii jako tvod
k pochopeni moderni geometrisace matematiky. '

V duchu geometrisace matematiky rozumime pro libovolné m =
=1, 2, 3, 4, 5, ... vyrazem m-rozmérny eukleidovsky prostor, ktery zna-
¢ime E,,, mnozinu jakychkoli matematickych objektt, které nazyvime
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body prostoru E. predpoklada.]ice toto. KaZdym dvéma ,,bodim*
prostoru E, je podle ne]akeho pravidla pfifazeno urcité reilné &islo
zvané vzddlenost! obou bodi. P¥i tom je moZné zavésti do prostoru E,,
kartézskou soustavu soutadnic, t. j. popsati kady bod

A = [ab Az - oy a‘m]

skupinou m redlnych &isel, zvanych soufadnicem: bodu 4, a to tak, ze
vzdalenost libovolnych dvou bodt (2.1'), (2.2') je ddna vzorcem (2.3').
Pii tom se predpoklada, Ze libovolna skupina m redlnych &isel a,,
@y, ..., Oy ddva soufadnice pravé jednoho bodu A. Je-li v prostoru E,,
za,vedena, uréitd kartézskd soustava soufadnic, nazveme jejim poédtkem
a oznadime P ten bod, jeho# vSecky soufadnice jsou rovny nule.

V' nésledujicich &lancich studujeme eukleidovsky prostor E, pro
libovolné m. Ctena¥ zadateénik necht z potitku provede kazdou tvahu
zvlast prom = 1, m = 2, m = 3. Brzy si uvédomi, Ze postup v textu,
kde m zlistdva libovolné, nikterak nekomplikuje tsudky a je pfehled-
néjsi nez kdybychom, omezujice se na elementarni pfipady m =1,
m = 2, m = 3, provadéli kazdou tvahu trikrat.

3. TROJUHELNIKOVA NEROVNOST. Jsou-li

(31) A = [a'b .]1 B = [bl ’ .]
libovolné dva body prostoru E,, je jejich vzdélenost dina vzorcem
(3.2) AB =), —a)y T e

Z tohoto zakladnfho vzorce okam#ité plynou-tyto vlastnosti vzdale-
nosti libovolnych dvou bodu:

(3.3) AB = BA,

(3.4) AB = 0, jestlite A = B,

(3.5) AB > 0, jestlize 4 + B.

Je-li vedle bodi 4, B dan jesté tieti bod

3.6) =Ty,
potom plati dilezitd nerovnost

(3.7) AC + BC > AB,
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ktera se jmenuje trojuihelnikovd nerovrost. Jeji dukaz je hlavnim tkolem
tohoto ¢lanku. Jestlize A = B, je spravnost nerovnosti (3.7) zfejma.
Budiz tedy :

(3.8) A4 £ B.
Urdeme realné éislo ¢ z rovnice

(3.9) t{(by — a1)® + @] = (c; — ay)(b, — a,) + o.

Koeficient p¥i neznamé ¢ v rovnici (3.9) je roven A B2, je tedy rtzny
od nuly podle (3.5) a (3.8). Lze tudiZ uréiti ¢ tak, aby platilo (3.9).
Definujme nyni pomoceny bod

(3.10) D=1[d,,e]
rovnicemi

(3.11) d,=a,+ t{b,— a,), @,
ze kterych plyne jednak €

(3.12) d, —a,=tb, — a,), @,
jednak
© (3.13) dy— b= — (1 — )by — a,), .

Ze (3.12) plyne }
(@, — a))(b, — a,) + @ = t[(b; — a,)* +@];"
porovname-li se (3.9), dostaneme -

(@, —a)b, —a,) + @ = (c; — ay)(b, — a)+ e, .

neboli

(3.14) (e, — d)(b, — al) +8=0.
Ze (3.14) plyhe jednak podle (3.12)

(3.15) (¢, —d)d,—a,) + @=0,
jednak podle (3.13)

(3-16) (c,—d)d,—b) +@=0.
Avsak

(1 — a)* = [(¢c; — dy) + (d; — a,)]?

neboli
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(61— @)’ = (61— dy)* + (&1 — a1 + 2(c, — d))(d; — a,)
a stejné pro ostatni indexy, takZe podle (3.15) jest

(61— a,) + @ = [(cz — d)* + @] + [(d1 — )% + @]
neboli

(3.17) AC? = DC® + ADE.

Podobné mame
(6, — by)2 = (¢, — dy)2 + (dy — b2 + 2{c, — d))(d, — b,), ®

a tedy podle (3.18)

(3.18) BC? = DC® 4 BD>
Mimo to ze (3.12) a (3.13) plyne

AD* = . AB, BD*= (1 — t). AP,

tudfz, je#to vzddlenost ifikdy neni zaporna,

(3.19) AD = |t|.AB, BD=|1 —{|. 4B.
Snadno zjistime, Ze

Y — ¢ =1, jestlize 0 <t L 1,
g 4+ |1 —¢| > 1, jestlize ¢ << 0 nebo ¢ > 1.
Mimo to podle (3.5) a (3.8) jest A_B_'> 0, takze ze (3.19) a (3.20) plyne
(3.21) AD + BD > AB,
pFi emz rovnost nastane tehdy a jenom tehdy, jestlize 0 <t < 1. Ze
(3.17) a (3.18) vSak plyne
(3.22) ~ AC = AD, BC > BD,

pti éemz v obou piipadech nastane rovnost tehdy a jenom tehdy, jest-
lize DC = 0, t. j. jestliZe O’ D. Ze (3.21) a (3.22) plyne za,da.na, ne-
rovnost (3.7).

(3.20)

Z provedeného dikazu plyne, Ze za pfedpokladu A + B plati
v trojuhelnikové nerovnosti (3.7) znamenf rovnosti tehdy a~ jenom
tehdy, jestliZe existuje realné &fslo ¢ tak, Ze

(3.23) 0<t<,
(3.24) C =4+ B — A)
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pfi tom symbolicka rovnost (3.24) zastupuje m rovnosti
¢y = a, + b, — a,), @.

Splynou-li oba body 4, B, platf ve (3.7) znameni rovnosti tehdy
a jenom tehdy, jestliZe s nimi splyne také bod C.) \

4. STRED DVOJICE BODU. V analytické geometrii prosteru E,,
zavidime nové pojmy aritmeticky, t. j. uifvajice soufadnic ve zvolené
kartézské soustavé. Pfi tom je vSak miti na paméti, Ze v E,, je moZno
zavésti kartézskou soustavu soufadnic riznymi zplsoby. Pouze tv
pojmy, kteréd jsou nezdvislé na volbé kartézské soustavy soufadnic,
jsou geometrické pojmy v prostoru E,. U kazdého pojmu zavedeného
pomoci kartézské soustavy soufadnic musime tudiZ prokazati jeho
tnvarianci, t. j. prokdzati, Ze se nezméni (Ze zlstane invarianin?) p¥i
pfechodu od jedné soustavy kartézskych soufadnic k soustavé jiné.
Dikazy invariance je mozné provadét na zakladé vzorch, které popi-
suji pfechod od jedné kartézské soustavy soufadnic ke kterékoli jiné
takové soustavs. Takové vzorce pro transformaci soufadnic si pozdgji
v této knize skuteénd odvodime. Nebudeme jich v8ak uZivat k dika-
zim invariance, nybrz budeme tyto dikazy provadét jinak. Misto
aritmetické definice, ve které se uZiva uréité kartézské soustavy sou-
fadnic, a kters tudfz vyZaduje dikazu invariance, je totiz moiné za-
vésti novy pojem také geometrickou definict, ve které se vilbec neu#iva
soufadnic, nybrz ve které se novy pojem pfevede na pojem vzdalenosti,
jehoZ invariance je zfejmd, po pfipadé i na jiné pojmy, jejichZ inva-
riance byla jiz d¥fve dokdzéna. Budeme &asto postupovati tak, Ze pro
nové zavidény pojem zavedeme dvé definice, jednu aritmetickou
a druhou geometrickou, p¥i éem?% oviem bude t¥eba v kaZzdém piipads
se presvéddit, Ze obé definice skutetné popisuji tyZ pojem. Sama o sobé
bude ka#d4 z obou definic mfti uréitou nevyhodu, kters teprve spoje-
nfm obou definic se odstrani. Nevyhoda aritmetické definice je v tom,
7e sama o sobd vyZzaduje dikazu invariance; tato nevyhoda je odstra-
néna geometrickou definicf. Naproti tomu geometrické definice samy
o 80bd zase budou miti urdité nevyhody, na které poukiieme od p¥i-
padu k piipadu, a které jsou odstranény aritmetickou definici.

'
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Tyto obecné zdsady si v tomto &ldnku objasnime na konkretnfm
prikladé pojmu stfedu dvojice bodi. Budte% '

(41) A= [a'ls.]: B = [bly.]
libovolné dva body prbstom E,. Stfedem dvojice A, B nazveme bod
(4.2) .0 =4§4+ B),

kde symbolicka rovnost (4.2) zastupuje m rovnostf

. ¢, = $a,+ b)) @-
Privé jsme vyslovili aritmetickou definici stfedu dvojice 4, B. Ze
vzorce pro vzdalenost dvou bodi snadno plyne, Ze bod (4.2) m4 vlast-
nosti:

(4.3) . AC = BC = }4B.

Dokézeme, Ze (pfi danych bodech A4, B) je C jeding bod prostoru E,,
8 vlastnostmi (4.3), které tudiz davaji geometrickou definici st¥edu
dvojice 4, B. )

Necht tedy plati (4.3); mame dokazati, Ze plati (4.2). Jestlize
A = B, je AB = 0, tedy podle (4.3) také AC = 0, tedy C = A = B,
takZe plati (4.2). Jestlize viak 4 + B, uvaZme, e podle (4.3) je AC +
+ BC = AB, takse podle konce ¢lanku 3 existuje redlné éislo ¢ tak, Ze
plati (3.23) a (3.24). Ze (3.23) vypodteme snadno, ze AC = |t| . AB;
je#to AB > 0, soudime ze (4.3), Ze |{| = 3. AvSak ¢ > 0 podle (3.23).
tedy ¢ = 4, naceZ ze (3.24) snadno plync (4.2).

Poznamenejme vyslovné, Ze jestlize bod B splyne s bodem 4, také
st¥ed C dvojice 4, B splyne s 4; naproti tomu pro 4 + B jsou véecky
t¥i body 4, B, C navzijem rtizné. Spravnost této rozunmky plyne stej-
né snadno i z aritmetické definice (4.2) i z geometrické definice (4.3).

Sama o sob& md geometrickd definice (4.3) stfedu dvojice bodi tu
nevyhodu, %e z ni nenf patrné, Ze pfi danych bodech 4, B existuje
prdvé jeden bod C tak, Ze plati vztahy (4.3). '

Na konec uvedme jeité ziejmy fakt, Ze stfed dvojice 4, B splyne se
stfedem dvojice B, 4. '

5. POJEM VEKTORU. V tomto élanku budeme definovat pojem
vektoru, ktery je jednim z nejdileZitéjsich pojmu geometrie prostort

E,. Ne% pfistoupime k v&ci, bude udelnd obecnd avaha o zavddéni
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pojma abstrakci. Abstrakce pozistdva v tom, Ze shrneme pod jediny
§irsi pojem fadu pojmu, jejich# vzdjemné rozdily jsou s uréitého hle-
diska nepodstatné. Abstrakei se zavadi jiZ na narodni skole m. j. pojem
nepojmenovaného ¢isla: shrnutim pojmu t¥f Zaka, t¥ jablek, t¥f seditd,
t¥ kulidek atd. se dochdzi k pojmu nepojmenovaného &isla t¥i. Na
trochu vyssfm stupni dospivame na pf. k pojmu zlomku abstrakei
z pojmu dvojice &sel (Sitatele a jmenovatele); na pi.

‘%—, ':'y g': Tef atd.
jsou riznd konkretni vyjidieni téhoz abstraktniho zlomku.

Podobnou abstrakei dospéjeme od pojmu dwojice bodi k pojmu
vektoru. Podle programu nastinéného v ¢linku 4 uvedeme nejprve
aritmetickou definici vektoru. Budiz v prostoru E,,

(5-1) A= [aly .]’ B = [b17 .]
libovolna dvojice bodti. Budiz déle
(5.1) A’ = [a;, @], B' = [b;, @]

kterakoli jind dvojice bodii. Pravime, %e obé dvojice (5.1) a (5.1")
uréugji tyz vektor, plati-li m rovnic

(5.2) " by—a,=0b —a e

Kazdé z obou dvojic (5.1), (5.1°) tvo¥i jedno umisiéni vektoru; vektor
sam (pojem vznikly abstrakei) nema ovem uréité umisténi. P¥i daném
umisténi, na pf. (5.1), nazveme A poéitenim bodem, B koncovym bodem;
pii umisténi (5.1') je ovsem A’ poditeénim bodem, B’ koncovym bof
dem. PoloZzme

(5.3) U, =b;,—a, ..., u,,, = b — Qp;

podle (5.2) je potom také

!

’ 7 ’
Uy =b, —ay, ..., Uy =0, —a,,

t.j. éisla u,, ..., u,, jsou nezdvisld na umisténi vektoru. Cisla u,, ..., 4,
nazveme (pii dané volbé kartézské soustavy soufadnic) soufadnicemsi
vektoru. Vektor je svymi soufadnicemi (stdle pii dané volbé kartézské
soustavy soufadnic) Gplné uréen. Vektor, jehoZ soufadnicemi jsou &fsla
Uy ..., Uy, oznadfme u; znadime tedy vektor tuénym pismenem a jeho
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soufadnice pFsluSnymi pismeny oby&ejného typu, pfi emz jednotlivé
soufadnice rozliSujeme indexy.

Soufadnice u,, ..., %, vektoru jsou zcela libovolni reilni disla.
‘Vektor dany svymi soufadnicemi je mnohdy tdelné zapsati tak, Ze na-
piSeme po poridku za sebou viecky jeho soufadnice a uzav¥eme je do
okrouhlé zdvorky. Bude tedy

u=(uy,®), v=(v,®) a pod.
Vektor, ktery pfi uréitém umisténi ma poditeéni bod A a koncovy
bod B, oznaéime B — A, tak¥e symbolick4 rovnice

(5.4) ,u = B — A h
znamensa totéz jako m obyéejnych rovnic (5.3).

Je-li dan vektor u a bod A4, mé u pravé jedno umisténi, p¥i kterém
je 4 potateénim bodem. Koncovy bod B tohoto umisténi je din symbo-
lickou rovnici

(5.5) " B=A+u,
které znamens totéZ jako m obydejnych rovnic

by=a;+ ue@.
Obé rovnice (5.4) a (5.5) znamenajf totéz.

K pojmu vektoru jsme dosli v tomto élanku abstrakef zaloZenou na
aritmetické definici (5.2). Za Géelem dikazu invariance je nutné na-
hradit (5.2) geometrickou definici, kters znf takto: Ob8 dvojice

(5.6) A,B; B, A’
maji tyZ stfed. Nebot to znamend, Ze

(@, + b1,) = b, + ay), @,
coZ je zfejms® pouze jip)’r tvar rovnic (5.2).

Abychom si uvédomili, jakou nevyhodu mé geometricks definice
sama o sobd, pfedpoklidejme, Ze obé dvojice 4, B; A’, B’ uréuji tyz
vektor. Podle geometrické definice to znamend, Ze obé dvojice (5.6)
maji ty% stfed. Je-li nyni 4”, B” t¥eti dvojice bodl, potom dvojice
A, B; A", B" urdujf tyz vektor, jestlize dvojice

(5.6') A/B" B A"

20



maji tyZ stfed. Zaroveii viak dvojice 4’, B'; A", B” uréuji ty% vektor,
jestlize dvojice /

(5.6") A',B"; B,A"
majf tyZ stfed. Z geometrické definice nenf nikterak zfejmé, Ze rovnost
stfedt dvojic (5.6') m4 za ndsledek rovnost st¥edit dvojic (5.6"). Ze
tomu tak je — za pFedpokladu rovnosti stfed dvojic (5.6) — je oviem
disledkem aritmetické definice.

6.NULOVY VEKTOR, OPACNE VEKTORY, VELIKOST VEKTO-
RU, SCITANT VEKTORU..Oznadime o a nazveme nulovjm vektorem
ten vektor, jehoZ kazda soufadnice je rovna nule (aritmeticka definice).
Ztejmsé pii kazdém umisténi nulového vektoru splyne pocateéni a kon-
covy bod, kde#to pfi Z4dném umisténi nenulového vektoru nesplyne
potateéni a koncovy bod. V tom jest obsaZena geometricks definice
nulového vektoru, kters sama o sobé ma tu nevyhodu, Ze z ni neni
bezprostfedns patrné, Ze jestlize p¥i jednom umistdni vektoru splyne
podateéni a koncovy bod, platf totéZz o kazdém jiném umfsténi.

Je-li u = (u,, ®) libovolny vektor, oznadime — ua nazveme vektorem
opaéngm k vektoru u vektor (— u,, ®). JestliZe u = B — 4, 1t.j. jest-
lize A je podateéni a B koncovy bod uréitého umisténi vektoru u,
z¥ejmé je — u = A — B, t. j. B je potatelni, 4 koncovy bod uréitého
umisténi opaéného vektoru. V tom je obsaZena geometricks definice
pojmu opadného vektoru, kters sama o sobé opét mé tu nevyhodu, Ze
z ‘nf neni patrné, Ze jestlize okolnost v nf uvedens platf p¥i jednom
umistdn{ vektoru u, zlstéva v platnosti p¥ ka?dém umisténi tohoto
vektoru.

Nazveme velikosti vektoru u = (u,, ®) a oznadéime |u| &slo

(6.0) lu] = Ju? +e.
Je-i u=B — A4, jest
(6.1) [B—A|=

t. j. pii ka#dém umisténi je velikost vektoru rovna vzdilenosti pods-
teénfho a koncového bodu. To je geometrickd definice velikosti vektoru
se stejnou nevyhodou jako pii definici nulového a opaéného vektoru.
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Jak z aritmetické, tak i z geometrické definice velikosti vektoru je
patrné, Ze

(6.2) |u]| = 0, jestlize u = o,
(6.3) |u] > 0, jestlize u + o,
(6.4) | —u| = [u].

Jsou-i u = (u, @), v = (v,,®) dva vektory, nazveme soudtem obou
vektort a oznadime u + v vektor (u; + v, ®). Zvolme libovolny bod 4
-a umistéme vektor u tak, aby A byl poditetnim bodem; je-li Bkoncovy
bod tohoto umisténf, jest u =B — 4. Umistéme vektor v tak, aby
B byl poiteénim bodem; je-li C koncovy bod tohoto umisténi, jest
v=C — B. Z toho plyne ihned, Ze u4+ v =C — 4, t. j. vektor
u 4+ v mj takové umist¥ni, p¥i kterém je A poditeénim bodem, C
koncovym bodem. To divi geometrickou definici souétu dvou vektora
se stejnou nevyhodou, kterou majf v8ecky geometrické definice tohoto
Glanku.

Ztejms pro séitani vektort plati komutationt zdkon

(6.5) ud-v=v + u
a asociativnt zdkon

(6.6) U+v)+w=u+t(v+ w)
Diéle je zFejmé, Ze

(6.7) Ut (—u)=(—u)fu=o
a Ze rovnice

(6.8) ut+x=v

s danymi vektory u,v a s neznimym vektorem x ma privé jedno
FeSent
(6.9) xX=v—u=v-+4(—u.

V asociativnim zdkonu (6.6) se vyskytuji t¥i vektory; vedle toho
plati zfejmé& také asociativni zékon

(6.10) A+ @u4v)=(A+u)+v,
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ve kterém se vyskytuje bod 4 a dva vektory u, v. Poznamenejme si
také ziejmy vzorec
(6.11) ; A+ o=A.

Dosud jsme mluvili pouze o souétu dvou vektord; soudet vice nez
dvou vektord mizeme definovat rekurentné vzorcem

(6..12.) uy+...4+u,, =(u + ...|-|— u,)+u,,,.

Rekurentni definice (6.12) je geometrickd definice, jejiZz invariance
je tudf? zfejma. Ze znimych vlastnost{ souétu &isel okamzité ply-
nou obdobné vlastnosti souétu vektori. Je to nejprve obecny
komutativni zdkon, ktery pravi, Ze soudet nékolika vektori je ne-
zavisly na jejich pofadku. Za druhé je to obecny asociativni zikon, ktery
pravi, Ze soudet nékolika vektori muieme vypodisti tak, Zerozdélime
séitance na skupiny, vypoéteme ¢asteéné soudty vektort jednotlivych
skupin a tyto éasteéné soudty seCteme; pii tom miize nékters skupina
obsahovat jediny vektor, ktery jest potom povazovat za piislusny
,,Castetny soudet*:.

7. SKALARNI SOUCIN. V prostoru E,, budtez dany dva vektory

i
(71) u= (u17 .)v v = (vly .)'
Oznadime uv nebo u . v a nazveme jejich skaldrnim soudinem &islo
(7.2) uv = uw, + @.

Tedy skaldrni souéin dvou vektorts mend vektor, nybrz &islo. Invariance
skalarnfho souéinu plyne z geometrické definice, kterou podiéme na
konci tohoto élanku.

Ze zndmych vlastnosti souéinu éisel plynou obdobné vlastnosti ska-
larnfho souéinu. Je to predevsim komutativni zdkon

(7.3) uv = vu,
za druhé to-jsou distributivni zdikony
(7.4) U+t u)vy=uv-udy,
(7.4") u(v + v') = uv 4 uv’, . .

se kterych plyne snadno obecny distributivni zdkon: Mdme-Ii- soucet
nékolika vektort skaldrné zndsobit soudtem nékolika vektorn, mufeme
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to provésti tak, %e kazdy vektor proého soultu skaldrné zndsobime kafdym
vektorem druhého souétu a viecky takto obdrZené skaldrni soubiny selteme.
Ztejmé jest
(7.5) uo = ou = 0,
t. j. skaldrni souéin dvou vektort je roven nule, jakmile aspoti jeden
¢initel je nulovy vektor. Je v8ak dileZité si vEimnout, Ze pro m > 1
skaldrni souéin dvou vektort maze byti roven nule, © kdyZ Zidny dinitel
nent nulovy velitor; na pf. prom = 2, u = (1, 1), v = (1, — 1) jeuv=0.
Z definice (7.2) plyne, Ze
(7.8) uu = |uf?,
t. j. skaldrni soudin vektoru s nim samym je roven druhé mocniné veli-
kosti vektoru.

Jsou-li u, v libovolné dva vektory, mame podle obecného distribu-
tivniho zakona

(u —{-_v)(u +v)=uu-+ uv 4 vu 4 vv
neboli podle (7.3) ‘a (7.6)

(7.7) lu 4 v|> = |u]* + |v]|* + 2uv.
PiSeme-li (7.7) ve tvaru '
(7.7') uv = §(ju + v[? — Ju]* — |v?),

dospivame ke geometrické definici skaldrnfho souéinu, nebot pojem
souétu dvou vektord a pojem velikosti vektoru- jsou invariantnf

pojmy .

8. SOUCIN CISLA A VEKTORU. Budi# @ libovolné realné &fslo.
budiz u = (u,, ®) libovolny vektor. Oznadime au nebo ¢ . ua nazvem«
soutinem &isla a a vektoru u vektor

(8.0) au = (au,, @).

Z této aritmetické definice plynou jednoduché vlastnosti soudinu éfsla
a vektoru:

(8.1) Je-li a =0, je au=o.
(8.2) Je-li u=o, je au =o.
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(8.3) Je-li au = o, je budto @ = 0 nebo u = o.

(8.4) _dellia=1, je au=wu.
(8.5) Jeia=—1, je au= — u,
(8.8) \ a . (bu) = (ab) . u,
prodez _‘b‘ez obavy z nedoroiﬁméni muiZeme psati struéné abu.
(8.7) (@ + b) u = au 4+ bu,
(8.8) a(u+ v) =au + av. |

Z (8.7) a (8.8) plyne obecny distributivni zakon pro souéin ¢isla a vek-
toru: Soudet &isel a soulet vektord maZeme zndsobit tak, e kaZdé dané éislo .
zndsobz’me kazdym danym vektorem a vdecky tyto soubiny seéteme.

Z definice soudinu &isla a vektoru a z deflmce (7.2) skaldrniho souinu
plyne vzorec

(8.9) (au) .v =u. (av) = a . (uv);
obecndji jeso ‘
(8.10) (au) . (bv) == (ab) . (uv).

Z definice souéinu éisla, a vektoru a z definice velikosti vektoru (viz
¢lanek 6) snadno plyne vzorec

(8.11) |au| = |a] . |u].

Zbyva prokizati geometrickou definici invarianci soudinu au. Za
tim Géelem poznamenejme nejprve, Ze jestlize mezi dvéma vektory u, v
plati vztah

(8‘12) v = au,
potom podle (8.9) plati také vztahy
(8.13) uv =aga.uu, vv = a . uv,

jejichZ invariance je ndm jiz zndma. Staéi tedy dokézati, Ze obracens
z platnosti vztah (8.13) plyne platnost vztahu (8.12). Necht tedy
plati (8.13). Potom jest

uv —ag.uu=0,vw—a.uv=20,

tedy také
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(vv—a.uv)—d(uv—a,.uu)=0
neboli
2, (v — au)(v — au) = 0,
takze podle (7.6) je |[v — au| = 0, coZ by podle (6.3) bylo nemo#né,
kdyby neplatilo (8.12).

9. DVE NEROVNOSTI. VETa 9.1. Jsou-li u, v dva vektory, plati ne-
rovnost

(9.1) o+ v < Jul + Iv);
pFi tom v (9.1) plati znament rovnosti tehdy a jenom tehdy, jestlize budto
u = o nebo v = o nebo existuje kladné &islo k tak, Ze v = ku.

DiUkAz. Zvolme libovolnd bod A4 a uréeme body B, C' tak, aby bylo
u=C—-A4, v=B—C, tedy u+ v=B— 4. Potom nerovnost
(9.1) nabude podle (6.1) tvaru

AB < 4AC + BC
a v tomto tvaru jiz byla dokazina v ¢lanku 3, kde jsme také poznali, Ze
znameni rovnosti plati tehdy a jenom tehdy, jestlize budto
A=B=C
nebo
A+ B C=A4A+tB—A4), 0t 1.
V prvém pifpads je u = v = o. Ve druhém piipads je

(9-2) u=tu+v),0t<1l, u+v*o.

Jeli t = 0, potom podle (9.2) je u = o, v + o0 a obriceng pro u = o,
-v % o platf (9.2), pfi ¢emZ ¢t = 0. Je-li £ = 1, potom podle (9.2) je
v = o0, u % 0 a obricensd pro v = o, u + o platf (9.2), pfi demz ¢ = 1.
Je-li 0 < t < 1, potom podle (9.2) je v = ku, kde k = (1 — ¢) : ¢, tedy
k>o0. .

Obricené, je-li v=rhu, £t >0, u % o, pl_ati (9.2), polozime-li ¢ =
=1:(1 4+ k), takze 0 < ¢ < 1.

Vira 9.2. Jsou-li u, v dva vektory, plati'nerovnost

(9.3) uv < Ju] . |v);
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pfi tom v (9.3) plati znament rovnosti tehdy a jenom tehdy, jestlize budto
u = o nebo v = o nebo existuje kladné &islo k tak, Ze v = ku.

DUxAz. Z nerovnosti (9.1) plyne '
(9.4) U+ v Jut+ |v[2+ 2. [u] . |v]|
a obrécens z (9.4) plyne (9.1). Aviak podle (7.7) z (9.4) plyne (9.3)
a obrdcené z (9.3) plyne (9.4). Tedy véta 2 plyne z véty 1.
Dosadime-li —u na misto u do (9.3), dostaneme
(9.5) —uv < |u|. |v].
Ob& nerovnosti (9.3) a (9.5) dohromady pravi, Ze
(9.6) luv] < |u] . |v],

pii dem? rovnost nastane tehdy a jenom tehdy, jestlize budto u = o
nebo v = o nebo existuje realné &islo k tak, Ze v = ku.
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I
VEKTOROVE PROSTORY

i

10. VEKTOROVY PROSTOR. Pro dalsi bude @gelné shrnouti viast-
nosti souétu vektori a soudinu reilného &isla s vektorem. (Skalarni
soudin ponechdvame prozatim stranou.) Stile znad¢ime vektory tuénymi
pismeny, redlnd &sla pismeny obydéejného typu. Zakladnimi vlastnost-
mi zkoumanych poéetnich vykont jsou nasledujici vlastnosti (10.1) az
(10.7):

(10.1) ut+v=v-+4u
(10.2) Ud-v)+w=u-+ (v w).

(10.3) Existuje nulovy vekfor, ktery znadime o a pro ktery plati
Ou = o pro libovolny vektor u.

(10.4) a(u + v) = au + av.
(10.5) (@ + b) u = au 4 bu.
(10.6) a(bu) = (ab)u.
(10.7) l.u=u.

Zaujmeme nynf abstraktni stanovisko, které se pozdéji ukdZe velmi
uZiteénym. BudiZ déna mnoZina jakychkoli matematickych objektu,
které nazveme wektory; celou mnoZinu nazveme wvektorovy prostor.
Téchto nazvii budeme uzivati, budou-li definoviny dva podetni vy-
kony:

(a) séitan{ veltort (soudet je opét vektor),

(b) nasobeni redlného &isla 8 vektorem (soudin je vektor); mimo to
predpoklidame, Ze jsou splnény pravé vyjmenované vlastnosti (10.1)
a% (10.7), ze kterych nyni odvodime n8kolik jednoduchych dusledki,
které pro vektory prostoru E,, jsou ndm z p¥edchazejicitho zndmy.

(10.8) ut+o6=0+u=u.
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DigAz. Podle (10.7), (10.3), (10.5), (10.7) jest
ut+o=1.u4+0.u=(1+0u=1.v=u
podle (10.1) je také o 4 u = wu.

(10.9) Ke ka¥dému vektoru u definujeme opaény velior — u =
= (—1).u. Potom jest (—u) +u=u+ (—u)=o0.

Dégraz. Podle definice opadného vektoru a podle (10.7), (10.5)
a (10.3) jest '

ut(—uw)=1l.u4(—1).u=(1—1).u=0.u=o;
podle (10.1) je také (— u) + u = o.

(10.10) — (— u)y=u. To. plyne z definice opaéného vektoru,
z (10.6) a (10.7).

(10.11) Rovnice
*) X+ u=vnebo ut+x=v
(u, v dané vektory, x hledany vektor) md prévé jedno feseni
(**) X=v—u, tj x=v4 (—u).
Doraz. Plati-li (*), potom podle (10.2), (10.9) a (10.8) jest
v—u;(x+u)—u=x+(u—u)%x+o=x.
Platf-li (**), potom podle (10.2), (10.9) a (10.8) jest
x+u=(v—u)+u=v4+(—utuy=vi+to=yv. o
(10.12) Je-li u — v = o, jest u=v.
DogrAz. Podle (10.8), (10.2), (10.9) a2 .(10.8) jest L
v=o—|—v=(u—‘v)+v=u+.(——v—|—v)=u—|—o=u.
(10.13) @ . o = o pro kazdé reilné &islo a.

DérAzZ. Zvolme libovolns vekteor u. Potom podle (10.3), (10.6)a (10.3)
jest "
g,0=a.(0.uy=(a.0).u=0.u=o0.
(10.141). Je-li au = o, je budto a = 0 nebo u = o.
Dikaz. Je-lia + 0, je podle (10.7), (10.6) a (10.13)
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1
—.0=0.
a

u=1.u= (—};.a)u:%(au):
(10.15) Je-li au = av, je budto a = 0 nebo u = v.
Dtxkaz. Podle (10.9) a (10.4) jest
o=au—av=a(u—v),

takZe podle (10.14) je budto @ = 0 nebo u — v = o. Ve druhém -pi'i—.
padé u = v podle (10.12).

(10.16). Je-li au = bu, je budto a = b nebo u = o.

Dtraz. Podle (10.9) a (10.5) je

o=au—bu=(a— b)u,

takZe podle (10.14) jé budtoa — b = 0, t. j. @« = b, nebo u = o.

(10.17). Soudet libovolného podtu vektort miuzZeme definovat reku-
rentné:

Ut U = )t

Potom z (10.1) a (10.2) se odvodi jednak obecny zikon komutativni
(soucet libovolného podtu vektorii je nezavisly na pofadku séitanca),
jednak obecny zdkon asociativni (souéet libovolného poétu vektort mii-
zeme poditatitak, Ze rozdélime séitance na skupiny, utvofime éastetné
soutty jednotlivych skupin a, tyto ¢astetné souéty seéteme; je-li v né-
které skupiné jen jeden séitanec, je prislusny Castedny soucet roven
tomuto séitanci). ‘ - _

®(10.18). Z (10.4) a (10.5) se odvod{ indukef:

alu, + ... +u) =au, 4 ... 4+ au,

(@a,+ ...+ a)u=2au-+ ...+ au.
Kombinovéanim téchto dvou pravidel dospéjeme k obecnému distribu-
tivnimu zédkonu: Soudet libovolného podtu éisel zndsobime souétem
libovolného podtu vektord, jestlize kazdé dané &islo znasobime kazdym
danym vektorem a vSecky tyto soudiny se¢teme.

11. LINEARNT ZAVISLOST VEKTORU. Budiz nyni dan libovolny
vektorovy prostor V. MtzZe se stéit, Ze cely prostor V se sklada z jediného

vektoru o; potom pravime, Ze V je frividini. V ndsledujicim vSak pied-
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pokladédme, Ze V je netriviilni. Potom V obsahuje nekoneéné mnoho
vektord, nebof je-li u + o a probfha-li x viecka reilnd &isla, jsou
viecky vektory zu navzijem rizné podle (10.16).

Je-li W gast vektorového prostoru V, pravime, Zze W je linedrni
soustava, jestlize jsou splnény dvé vlastnosti:

(a) jsou-li u,v dva vektory nalezejici do W, potom také vektor
o + v nalezi do W; '

(b) jestlize vektor u nileii do W, potom pro kazdé reialné éislo »
plati, Ze také vektor xzu nalezi do W; z toho plyne podle (10.3), Ze
vektor o ndlefi do kazdé linedrni soustavy W.

Z¥ejmé vektor o sdm o sob¥ tvoi linedrni soustavu, kterou nazveme
trividlng; kazdd netrividlni linedrni soustava obsahuje nekonecné mnoho
vektori. | . .

Je-li W libovolna linearn{ soustava, je zfejmé, Ze vlastnosti (10.1)
a#(10.7) ziistanou zachovény, jestlize se omezime na vektory naleZejici
do W. To znamena,.%e linedrni soustava W vektorového prostoru 'V sama
0 s0bé& twofi vektorovy prostor. Z tohoto divodu nazyvime lineirnisou-
stavu také vektorovym podprostorem vektorového prostoru V.

BudiZ nynf dian koneény podet vektort

(11.1) Uy, ..., Up.
Nazveme linedrni kombinaci vektor (11.1) kazdy vektor tvaru

(11.2) V=au,+ ...+ auy
realnd Cisla a,, ..., a; jsou koeficienty linedrni kombinace (11.2). Jsou-li
vSecky koeficienty v (11.2) rovny nule, mame ¢rividIné linedrni kombi-
nact, kters je rovna o. Vyrok, Ze vektor v je linedrné zdvisly na vektorech

(11.1), znamend totéz jako vyrok, Ze v je linedrni kombinaci vektor
(11.1).

Podle (10.17) a (10.5) jest

(au, + ... + auup) + (buy + ... + buug) =
= (@, + b)) u;+ ... + (@r + bp) u;

podle (10.18) a (10.8) jest

z(aw, + ... +au) =za,.u, 4 ... + za; . Uy
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Z toho plyne, Ze mnofina vdech linedrnich kombinaci vektoru (11.1) je
linedrni soustava, kterou oznadime
(11.3) {ug, ..., uz}

Jestlize pii urditém »(1 < r < k) v (11.2) volime a, = 1 a viecky
ostatn{ koeficienty rovny nule, potom lineidrnf kombinace (11.2) bude
rovna vektoru u,. TudfiZ linedrni soustava (11.3) obsahuje mimo jiné
vdecky vektory (11.1). Je patrné, Ze linedrni soustava (11.3) je trividlni
tehdy a jenom tehdy, jestlize vsecky vektory (11.1) jsou rovny o.

'O linearn{ soustavé (11.3) pravime, Ze je vytvofena konednym poétem
vektord, (11.1). V néasledujicim mé zékladni dileZitost ten p¥ipad, Ze
cely vektorovy prostor V je vytvofen koneénym podtem vektori; je-li
tomu- tak, potom uvidime, Ze plati totéZ o kaZdé linedrni soustavé
vektorového prostoru V. Zatim vSak jesté necinfme tento pfedpoklad.

Pravime, Ze vektory (14.1) jsou mezi sebou linedrné zdvislé, jestlize
néktera jejich netrivialn{ linedrni kombinace je rovna o, t. j. existuji-li
realnd &isla ¢y, ..., ¢, tak, Ze nejsou vesmés rovna nule a Ze

(11.4) CilUy + ... + Uy, = o;

v opaéném piipadé pravime, Ze vektory (10.1) jsou wezi sebou linedrné
nezdvislé. Tedy vektory (11.1) jsou mezi sebou linedrné nezivislé, jest-
lize z platnosti vztahu (11.4) plyne, Ze vSecky koeficienty c,, ..., ¢; jsou
rovny nule. ‘

Vsimné&me si toho piipadu, Ze v (11.1) je &k = 1, t. j. Ze je ddn ]edmy
vektor u;. Podle (10.13) a (10.14) mame:

(11.5) ,,vektor u, je mezi sebou linedrnd zavisly‘* znamend u, = o;
,,vektor u, je mezi sebou linedrnd nezivisly‘* znamena u, + o.

Vratme se k pfipadu libovolného % v (11.1); moZnost £ = 1 nenf v8ak
nikterak vyloudena. .

ViETa 11.1. Jsou-li vektory (11.1) mezi sebou linedrné nezdvislé,a na-
leZi-li vektor v do (11.3), potom koeficienty v (11.2) jsou jednoznalné
stanoveny.

Dtgaz. Je-li

vV=au, + ... + g, v= by, -+ ... + b,
jest
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0= (by— aus+ ... + (b — @) U
Jezto vektory (11.1) jsou mezi sebou linedrné nezdvislé, jest b, — a, =
=0,..., by —a;, = 0neboli a, = by, ..., a; = b,.

VETA 11.2. JestliZe mezi vektory (11.1) je aspon jeden rovng o, jsou
tyto vektory mezi sebou linedrné zdvislé.

Diogaz. Je-li u, =0 (1< 7 < k), -plati (11.4), volime-li ¢, =1 a
ostatni koeficienty rovny nule. '

ViTA 11.3. JestliZe mezi vektory (11.1) se néktery opakuge, jsou tyto
vektory mezi sebou linedrné zdvislé.

Doxraz. Jelliu, =u, (1 < r < s < k), platf (11.4), volime-li ¢, = 1,
¢, = — 1 a ostatni koeficienty rovny nule.

VETA 11.4. Jsou-li vektory (11.1) mezi sebow linedrné nezdvislé, jsou
navzdjem rizné a vdecky jsou rizné od o.

To plyne z vét 11.2 a 11.3.

VETA 11.5. Plati-li vztah (11.4) a je-lic, + 0 prourditér (1 < r < k),
potom pro k =1 je u, = o, pro k > 1 je vektor u, linedrné zam.sly na
ostatnich vektorech (11.1).

Dioxaz pro k =1 je obsaen v (11.5). Je-li k > 1, staéi provésti
dikaz za pfedpokladu, Ze r = k. Potom.v (11.4) je ¢, + 0, a poloZi-
me-li \

a,_=& pro 1< r<k—1,

jest '
Al + ..o Fap_ U + U= o,
tedy
, Up= — Gyl — ... — Gy Uy ;.
12. BASE LINEARNICH SOUSTAYV. Budi?# dén netrivialn{ vektorovy
prostor Y a v ném netrividlni linedrni soustava W vytvofens koneéns
mnoha vektory

(12.1) Uy, ..., Uy,
takze
(12.2) W= {u,, ..., ul}.
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V piipads, Ze vektory (12.1) jsou mezi sebou linedrné nezavislé,
pravime, e (12.1) je'base linedrn{ soustavy W. Pojem base je tedy defi-
novin pouze pro linedrn{ netrividln{ soustavy vytvofitelné konednym
podtem vektord. ' N

At jiz vektory (12.1) jsou & nejsou linerns nezavislé, budiz

(12.3) Vi ey ¥

koneény podet vektord néleieiicich do lineirnf soustavy W. Protoze
W je linedrni soustava, nilezi do W také kazdé linedrni kombinace
vektora (12.3), t. j. platf:

Vira 12.1. Jsou-li vektory (12.3) linedrné zdvislé na vektorech (12.1),
potom linedrni soustava ,

(12.4) {Vy, oo Vi)

je &Edsti linedrni soustavy (12.2).
Z toho plyne dale:

VETA 12.2. Jestlize nejen vektory (12.3) jsou linedrné zdvislé na vekto-
rech (12.1), nybrf také obrdcent vektory (12.1) jsow linedrné zdvislé na
veltorech (12.3), potom splynou ob¢ linedrni soustavy (12.2), (12.4).

Piedpoklidejme, Ze vektory (12.1), které vytvoruji netrivialni linedr-
nf soustavu (12.2), jsou mezi sebou linedrné zivislé. Potom existuje
vztah (11.4), ve kterém aspoii jeden koeficient ¢, (1 < r < k) je riizny
od nuly. Jezto (12.2) je netrivialni, plyne z véty 11.5, e je k > 1 a %e
vektor u, je-linedrnf kombinacf vektori

(12.5) uy, ..., 4, 8 vynechinim vektoru u,.

Ziejmé potom kaZdy z vektora (12.1) je linearnf kombinaci vektorit
(12.5) a obracené, takZe podle véty 12.2 linearni soustava (12.2) se
d4 vytvofit vektory (12.5). Tedy jestlize netrividlni linedrni soustava
(12.2) je vytvorena mezi sebou linearns zavislymi vektory (12.1), musi
byti k > 1 a aspoil jeden z vektort (12.1) musf byti linedrni kombinaci
ostatnich; Skrtnutf takového vektoru nemé vlivu na linearni soustawvu
(12.2). Z toho plyne, Ze jsou-li vektory (12.1) mezi sebou linedrné za-
vislé, je mozné Skrtnutim nékolika z nich dospéti k vektorim mezi
‘sebou linearné nezivislym vytvofujicim touZ linearni soustavu (12.2).
Z toho plyne dale:
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Vira 12.3. Ka#dd netrividIng linedrni soustava W vytvofend koneéné
mnoha vekiory md aspori jednu basi.

DogrAz. Jsou-li vektory (12.1) mezi sebou linedrné nezivislé, tvori
samy basi pro (12.2); v opatném p¥fpadé podle predchoziho vznikne:
gkrtnutim nékterych z nich base pro (12.2). _

Z (11.5) plyne:

Vitta 12.4. Libovolny vektor u + o vytvotuje netrividlng linedrni sou-
stavu {u} a je basi této linedrni soustavy.

Dale plati:

Vitra 12.5. Je-li u < o, potom kaidyj vektor v + o ndleZejici do {u} je
bast pro {u}. ’

. ) 1 .
Nebot v =au, a + 0, tedy u = - v, takze véta plyne z véty 12.2.

Lineérni soustava {u} vytvofeni jedinym vektorem nemtZe miti
Zadnou basi sloZenou z vice ne% jednoho vektoru. X tomu cili stadi do-
kazati, ze je-li £ > 1 a jestlize vektory (12.1) naleZeji do {u}, potom
jsou (12.1) mezi sebou linedrné zavislé. To plyne z véty 11.2, je-li
u, = o. Jeli viak u, + o, budi? U, = a,u, u, = a.u, tedy a; + 0.
Potom jest

l e, + ...+ cup = o,
volime-li ¢; = a,, ¢; = — a, a vSecky ostatni koeficienty rovny nule;
pii tom je ¢, #+ 0.
Jednfm z hlavnich tikolt tohoto élanku je dokazat, Ze plati:

VEra 12.6. Jestlize (12.1) je base linedrni soustavy W, potom kazdd
base pro W se sklddd z téhoz poltu k vektorw. V ptipadd k = 1 jsme jiz
dtkaz pravé provedli. Budiz tedy & > 2.

Disledkem véty 12.2 jest, Ze kaZdd z ndsledujicich zm&n vektori
(12.1) vede k nové basi linedrni soustavy (12.2):

(2) zménime pofaddek vektorid (12.1);

(b) jeden vektor u, (1 < r < k) nahradime vektorem au,, kde
a ¥ 0; ‘

" (c) jeden vektor u, (1 < r < k) nahradime vektorem u, + w, kde w
je linedrni kombinace ostatnich vektort (12.1). '
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Zmény base tvaru (a), (b), (c) nazveme elementdrni zmény base.
V nésledujfeim dokdzeme m. j., Ze plati:

Vitra 12.7. Ka#dd zména base netrividing linedrni soustavy se dd roz-
loZit na koneényj polet elementdrnich zmén. Ve vété 12.7 je oviem obsa-
Zena véta 12.6.

Abychom mohli dokizat vétu 12.7, provedme nejprve pfipravnou
Yvahu. BudiZz din vektor v + o naleZejfci do linearni soustavy (12.2).
Je tedy

Vv =a.u,+ ... -0,

pii dem? aspoii jeden koeficient je rizny od nuly; budiz a, + 0 (1 <
< r L k). Potom jest

v=au, 4 w,
kde w je linedrni kombinace vektord (12.5). Vyjdéme od base (12.1)
linearni soustavy (12.2) a provedme nejprve elementarni zmé&nu typu
(b), p¥i které se vektor u, nahradi vektorem a,u,, potom elementarni
zménu typu (c), pii ktere se vektor a,u, nahradf vektorem v. Prove-
deme-li jesté vhodnou elementarni zménu typu (a), dospéjeme k basi
tvary

v,u, ..., U,

kde vektory uy, ..., u; se Lis pouze pofddkem od vektori (12.5).

Nyni dokiZeme, Ze plati:

VETa 12.8. Budif (12.1) base linedrni soustavy W. BudleZ

(12.6) Vi oo ¥
mezi sebou linedrné nezdvislé vektory ndlezejici do W v poltu s < k.
Potom je moZné pomoci konelného poltu elementdrnich zmén pfejit od
base-(12.1) k nové basi pro W tvaru:

(2.7 Vi eves Vo Uppq, oony Uy,
kde vektory u,_,, ..., u, jsou totoiné s nékterymi z vektord (12.1).

DtrAz. Pro s = 1 plati véta 12.8 podle pi{pravné tvahy. Obecny
dikaz dokonéime indukef, t. j. provedeme dikaz za pfedpokladu, Ze
s > 1 a Ze jée ndm jiZ zndmo, Ze lze pomoci koneéného poétu elemen-
tarnich zmén p¥ejit od base (12.1) k nové basi pro W tvaru
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(12.8) Vi oo Voo u, ..., U,

kde vektory u,,...,u; jsou totoiné s ndkterymi z vektora (12.1).

ProtoZe (12.8) je base linearni soustavy W, do které nileif vektor v,,
je tento vektor linedrni kombinaci vektora (12.7):

Vo=ayv;+ ...+ a,_ v, +bu 4+ ...+ b

Jeto vektory (12.6) jsou mezi sebou linedrné nezivislé, neni mo#né,
aby viecky koeficienty b,, ..., b, byly rovny nule a bez ijmy na obec-
nosti mazeme piedpokladati, Ze b, & 0. Potom je vSak mo%né podle
pripravné tvahy nékolika elementarnimizménamidospét od base (12.8)
k nové basi, ktera se od (12.8) li¥f pouze tim, Ze vektor u, je nahrazen
vektorem v,, t. j. k basi Zadaného tvaru (12.7).

VEra 12.9. Budif uy, ..., u, base linedrnt soustavy W. JestliZe vektory
Vi -nns Vi 0 E6mE potu k jsou mezi sebou linedrné nezdvislé a mdleZejs do
W, potom v, ..., v, je base pro W a od base (12.1) lze ptejit k této nové
basi konecnym poctem elementdrnich zmén.

DUrAz je velmi podobny dikazu véty 12.8. Podle této véty je mozné
koneénym poétem elementdrnich zmén dospét od base (12.1) k basi
tvaru

(12.9) Vi eon Ve, U,
kde u’ je jeden z vektorit (12.1). Protoze vektor v, nale%i do W a protoze
(12.9) je base pro W, mame relaci tvaru
V=V + ... +ap_ v, + bu'.

Jeito vektory vy, ..., v, jsou mezi sebou linedrné nezivislé, je nutné
b + 0 a tudiz podle pripravné tivahy lze nékolika elementirnimi zmé-
nami dospét od base (12.9) k nové basi, ktera se lisf od (12.9) pouze
zaménou vektoru u’ za vektor v,, t. j. k basiv,, ..., v;.

Dtxaz véty 12.6. Mame dokazat, Ze neni moZné, aby jedna a tiz
linearn{ soustava W méla dvé base o nestejném poétu vektori. Pfed-
poklidejme naopak, ze W mé jednak basi (12.1) sloZenou z k vektord,
jednak basi (12.6) sloZenou z s < k& vektori. Potom jsou vektory
(12.6) v poétu s < &k mezi sebou linedrné nezavislé a nilezeji do linearni
soustavy W s basf (12.1), takZe podle véty 12.8 ma W také basi tvaru
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(12.7). Vektor u nale#f do W a W ma basi (12.6); proto je uj, lineérni
Jombinaci vektori (12.6), coZ je nemozné, nebot vektory (12.7) musi
byti mezi sebou linedrné nezavislé.

Véta 12.7 zfejmé plyne z vt 12.6 a 12.9. Dokazeme jests, Ze plati: .

Vira 12.10. Budiz u,, ..., u, base linedrni soustavy W. JestliZe vektory
{12.6) v poltu s > k ndlefeji do W, potom vektory (12.6) jsou mezi sebou
linedrné zdvislé.

Dtxraz. Predpoklddejme naopak, Ze vektory (12.6) jsou mezi sebou
]jneé,rné nezivislé. Potom totéZz plati i o vektorech vy, ..., v,, které
tudiZz podle véty 12.9 tvofi basi pro W. JeZto vektor v, ndlezf do W, jest

Vo =0+ ...+ apvy,

«coZ je spor proti pfedpoklidané linedrnf nezavislosti vektorda (12.6).

13. POJEM DIMENSE. BudiZ op8t d4n netriviilnf vektorovy prostor
¥ a v ném netriviadlni linearni soustava w vytvofena koneénym poétem
vektora. V cla,nku 12 jsme poznali, Ze W ma basi a Ze v3ecky base sou-
stavy W jsou slozeny z téhoZ konedného pobtu k vektord; &islo & na-
zveme dimenst linedrn? soustavy W. Doplnime tuto definici jednak tim,
Ze dimensi trividlni linedrni soustavy {o} rozumime éislo 0 a ze
o line4rni soustavs, kters se ned4 vytvofiti koneéné mnoha vektory,
pravime, Ze mé nekonetné velkou dimensi.

VETra 13.1. Budiz W netripidlm’ linedrnt soustava koneéné dimense k
a, budtet

(13.1) Vi, e Vg
mezi sebou linedrné nezdvislé vektory ndlezejici do W. Potom jest s < k.

Je-li 8 = k, tvord vektory (13.1) basi pro W. Je-li s < k, je mozné pfipojit
k vektoram (13.1) dal$ich k — s vekford tak, Ze vznikne base pro W.

Dtxraz. Prvni tvrzenf plyne z véty 12.10, druhé z véty 12.9, tieti
z véty 12.8.

VETA 13.2. Jestlife linedrni soustava W* je édsti linedrnt soustavy W
kterd md konelnou dimensi k, potom také W* md koneénou dimensi s. P73
tom je s < k a rovnost nastane pouze, jestlize W* = W.
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Dokaz. Véta je ztejma, je-li W* trividlni. Neni-li W* trividlni, po-
tom ani W nenf triviilni. Ve W* existuje vektor v + o, ktery podle
(11.5) je mezi sebou linedrné nezavisly. Jezto vSak W* je dasti W,
nelze ve W* udat vice neZ k mezi sebou linedrné nezavislych vektoru.
Tedy existuje takové &islo s > 1, s < k, Ze ve W* lze udat s mezi sebou
linedrné nezavislych vektorl (13.1), Ze viak ve W* nelze udat vice ne% s
mezi sebou linedrnd nez4vislych vektort. UkdZeme, %e vektory (13.1)
tvoFi basi pro W*. Jeito vektory (13.1) naleZeji do W* a jsou mezi
sebou linedrné nezavislé, stadi ukazati, Ze kazdy vektor naleZejici do
W#* je linearni kombinaci vektori (13.1). Budiz tedy w libovolny vek-

tor ze W*. Jeito vektory vy, ..., v, w.v podtu v&tsim neZz s nilezeji
do W*, jsou mezi sebou lineirné zavislé a mame netrividlni relaci tvaru
(13.2) awv,+ ... +ayv, + bw = o.

Kdyby bylo b =0, byla by (13.2) netrividini relace mezi vektory
(13.1), coz je nemozné. Tedy b + 0 a podle véty 11.5 je vektor w
linearni kombinaeci vektori (13.1). Tim je ukézdno, ze vektory (13.1)
tvoFi basi pro W*. Je-li s =k, potom podle véty 13.1 tvoii tytéz
vektory basi pro W, takZze v tomto pfipadé je W* = W. |

Zvlastnim piipadem linedrni soustavy je cely dany vektorovy
prostor V. Proto je v pfedchézejicim obsaZena definice dimense vekto-
rového prostoru. Oznadime Y, vektorovy prostor s kone¢nou dimensi
k; V, bude tedy trividlni vektorovy prostor. Podle véty 13.2 maji
linedrni soustavy obsazené ve V, vesmés konetnou dimensi, kters pro
cely prostor V, je rovna k, ale pro kazdou jinou lineirni soustavu jé
mensf nez k.

Dilezitym pifkladem vektorového prostoru V je aritmeticky Vi;'
tento ndzev dime mnozing v3ech uspofidanych skupin k redlnych
¢isel

(131) (u,l’" Ld) uk);

takové skupiny jsou vektory aritmetického V. (aritmetické vektory).
Sé&itani aritmetickych vektord a soudin realného &isla s.aritmetickym
vektorem jsou definoviny takto: '

(g «eor Ug) + (Vg 00y V) = .('"'1 + V1, - Ug - VR)s
@y, «..y Ug) = (AU, ..., Gly).
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Cisla uy, ..., u; nazveme soufadnicemi aritmetického vektoru (13.3).
Pro aritmetické vektory jsou zfejmé splnéna zdkladni pravidla (10.1)
a% (10.7), pfi demz nulovy vektor o ma viecky soufadnice rovny nule.

Pro 1 £ r < k oznadme e, aritmeticky vektor, jehoz r-t4 soufadnice
‘je rovna 1 a vSecky ostatni soutadnice jsou rovny nule. Zfejmé

Uy «ooy Ur) = Uy + ..o+ Upey
a zejména ‘
u€; + ...+ uxe, = o
pouze tehdy, jestlize u, = ... = u; = 0. Z toho plyne, Ze vektory

e, ...; €; tvoli basi aritmetického V,, ktery tedy je4vskutku vektoro-
vym prostorem dimense k.

14. ISOMORFISMUS VEKTOROVYCH PROSTORU. V &lanku 5
jsme definovali pojem vektoru eukleidovského prostoru E,, jako pojem
vznikly abstrakef z pojmu dvojice bodt. Pozdéji zavedeme jiné geo-
metrické objekty, kterym rovnéz diame jméno vektory. Abychom
rizné druhy vektorti mohli studovat soudasné, zavedli jsme v élanku 10
obecny pojem vektorového prostoru; tento nazev jsme se rozhodli dat
mnoziné jakychkoli matematickych objektii, zvanych vektory, jest-
lize je v této mnoziné definovano séitanf vektort a nasobeni vektoru
¢islem tak, aby platila poéetni pravidla (10.1) az (10.7) a tedy také
jejich dusledky, z nichZ mnohé jsme jiz odvodili a kterych uZijeme ke
studiu eukleidovskych prostoru.

Mnohdy je dilezité zdtiraznit, Ze p¥i studiu vektorového prostoru ¥
nezalezi na tom, jakymi matematickymi objekty jsou vektory naleze-
jici do V. To se déje pomoci pojmu somorfismu, ktery si nynf vysvétli-
me. Budtez dany dva vektorové prostory V, V' a pfedpoklidejme, Ze je
dan vztah, ktery kazdému vektoru u prostoru V pfifazuje zcela uréity
vektor prostoru V', ktery nazveme obrazem vektoru u a oznaéime ¢ar-
kou, tedy u’. Pfi tom pfedpoklddejme, Ze béif o vztah vedjemné jedno-
znacny, t. j. Ze kaidy vektor prostoru V' jest obrazem privé jednoho
vektoru prostoru V. Mimo to pfedpoklidejme jeSté dvé véci:

(a) (u+ v) =u" 4 v, t. j. obraz souétu u + v dvou libovolnych
vektort u, v prostoru V je souétem obrazi vektort u, v;

40



(b) (au)’ = au’, t. j. je-li a libovolné reilné &islo a je-li u libovolny
vektor prostoru V, potom obraz souéinu au je roven soudinu é&isla a
8 obrazem' vektoru wu.

Vzijemné jednoznaény vztah mezi vektorovymi prostory V,V’,
ktery mé vlastnosti (a), (b), jmenuje se isomorfismus; existuje-li ta-
kovy isomorfismus, pravime, Ze vektorové prostory V, V' jsou navzdjem
tsomorfni. Je patrné, Ze dva isomorfni vektorové prostory V, ¥’ maji
spoletné viecky ty vlastnosti, které se daji odvodit ze zakladnich vlas-
nosti (10.1) aZ (10.7), t. j. v8ecky takové vlastnosti, které jsou nezavislé
na povaze jednotlivych objektii zvanych vektory a jsou zavislé pouze
na vlastnostech souétu vektort a soudinu cisla 8 vektorem. Pozname-
ne]me ie obraz o' nulového vektoru o prostoru V je nulovym vektorem
prostori. V'. Nebot zvolime-li libovolné vektor u prostoru V, jest
u + o = u podle (10.8), takZe u’ + o' = u’ podle vlastnosti (a) iso-
morfismu, t. j. v prostoru ¥' mé rovnice u’ 4+ x = u’ fefeni x = o’
a toto Yeseni je podle (10.11)jediné, takZe o' je nulovy vektor prostoru ¥V’
podle (10.8).

Mezi vlastnostmi spoleénymi vSem navzijem isomorfnim vekto-
rovym prostorim si viimnéme zejména pojmu dimense definovaného
v ¢lanku 13. JestliZe vektorovy prostor ¥V, md koneénou dimenst k, potom
také kazdy sV, isomorfni prostor V' md touz dimensi k. To je z¥ejmé, je-li
V, trividlni, nebot potom také V' je trividlni. Jestlize V; neni trividlni,
potom existuje pro V base uj, ..., u; sloZend z k vektori. Libovolny
vektor v prostoru V, mé tvar v = a,u; 4 ... 4 au, a jeho obraz mi
tedy tvar v' = au; 4 ... + au;, takie V' = {u,, ..., u;}. Jestlize
ey + ... + Uy = o, tu jeito

® cly + oo+ cup = (Cuy- ...+ cuuy)
a jeito o' jest obrazem o a Zidného jiného vektoru z V,, ]est cu; +
+ ..t cu=o0, tedy ¢, =... =c¢, =0, takie vektory up, ..., U,
jsou mezi sebou lineiarné neza.v1sle Jeito V ={u,, ..., u.}, je tim
dokdzano, Ze V' mi dimensi k. ‘

Obracené budiz V; netrividlni vektorovy prostor dimense k a budiz
W, aritmeticky vektorovy prostor téZe dimense. Zvolme basi uy, ..., u,
prostoru V;. Podle véty (11.1) lze kazdy vektor v prostoru V, pravé
jednim zpiisobem napsati ve tvaru
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(14.1) V=au,+ ... + al

Jestlize vektoru (14.1) pfifadime aritmeticky vektor (a,, ..., a),
dospéjeme zfejmé k isomorfismu mezi Y, a W,. Obecnéji jsou dva vekto-
rové prostory V,, V;, té¥e konetné dimense k mezi sebou isomorfni. Je-li
opét uy, ..., u; libovolnd zvolens base prostoru V, a je-li uj, ..., u;, libo-
volné zvolend base prostoru V;, dostaneme isomorfismus mezi V; a V;,
jestliZe vektoru (14.1) p¥ifadime vektor

v =au+ ... 4 au;.

Jezto basi je nekonedné mnoho, je také isomorfismt mezi V, a V, ne-
koneéné mncho.

15. ORTHONORMALNI VEKTORY. V élancich 10—14 jsme se zaby-
vali vektory libov-:Iného vektorového prostoru V, pro které je sice de-
finovan soudet u 4+ v a souédin au, nemusi viak byti definovan skalarni
soudin uv. V tomto &linku pFedpoklidime, ze béif o vektory euklei-
dovského prostoru E,, definované v ¢lanku 5. Pro takové vektory ma
velky vyznam pojem skalirnfho souéinu zavedeny v &linku 7.

Dva vektory u, v nazveme orthogondini, jestlize uv = 0. Slovo ortho-
gonalni je feckého ptivodu a znamena kolmy; o souvislosti zde zavede-
ného pojmu orthogonality s geometrickym pojmem kolmosti pfimek
bude fed pozdéji v ¢ldnku 31. Podle (7.5) dva vektory u, v jsou jisté
‘orthogonélni, je-li aspoti jeden z nich roven o. V piipads m = 1 dva
vektory u + o, v & o nemohou byti orthogonalni; to v8ak nenf pravda
pro m = 2.

Na pojem skaldrnfho soudinu byl pfeveden pojem velikosti vektorn
vzorcem (7.6), ktery znovu pfepidme ve tvaru

(15.1) lu] = Yuu.

Nulovy vektor o je podle (7.5) orthogoné,lni’ke kaZdému vektoru u.
Tuto vlastnost mé pouze nulovy vektor, nebot pro u + o je |uj > 0,
tedy uu > 0, t. j. vektor u # o nemiZe byti sdm k sobé orthogonalni.

Pravime, ze vektory
(15.2) / Uy, ..., Uy
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jsou orthonormdlns, jestlize pfedns |u,| = 1 pro 1 < r < k a za druhé
uu,=0pro 1 < r<s<Z k. Jelli k=1, potom orthonormalita zna-
mena pouze, Ze |u;| = 1.

VETa 15.1. Jsou-li vektory (15.2) orthonormdlni, jsou mezi sebou
linedrné nezdvislé.

Dioxaz. Pfedpoklidejme, Ze

(156.3) cuy+ ... cu=o0
a zvolme index r (1 < r < k); mdme dokazati, Ze ¢, = 0. Uvazime-li,
Ze vektor u, je orthogondlni ke viem vektorim (15.2) mimo sebe sama,
dostaneme ze (7.4) a (8.9)

(couy + ... + cuup) U, = c,uu,

ta,kze podle (7.5), (156.1) a (15.3) ¢,|u,|> = 0. Jeito |u,| =1, je ¢, = 0.

’V ¥1a 15.2 ~Katdd netrividlng linedrni soustava W vytvofend koneiné
mnoha- 'vekwry md orthonormdlni basi.

Déraz. Podle véty 12.3 mi W a.spoﬁ jednu basi
(15.4) u, ..., u

Staéi dokazati, Ze lze udat orthonormalni vektory
(15.5) Vi oo Vi

v poétu k nilezejici do W, nebot potom vektory (15.5) jsou mezi sebou
linearnd nezavislé podle véty 15.1, takZe tvoif basi pro W podle véty
12.9.

Pro k = 1 je véc zfejma, nebot ]ed.my dany vektor u, je +o podle
(11.5), takie |u,| > 0 a stadi poloZit.
1

Juy ‘
Obecny dikaz dokonéime indukei, t. j. pfedpoklddime, Ze pii urditém %
je véc dokdzéna a roziffime platnost dikazu na % 4 1. BudteZ tedy
ddny mezi sebou linedrné nezivislé vektory

(15.6) Uy, oooy g gy

takZe také vektory (15.4) jsou mezi sebou linedrné nezavislé. Dale jiz
budteZ nalezeny orthonormélni vektory (15.5), které jsou lineirnimi

v, = .uy.
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kombinacemi vektori (15.4). Mame uréit vektor v, , linedrné zavisly
na vektorech (15.6) tak, aby vektory

(15.7) Vi, e Vg1

byly orthonormélni. Jezto vektory (15.5) jsou podle vdty 15.1 mezi
sebou linedrné nezavislé a jsou linedrnimi kombinacemi vektora (15.4),
podle véty 12.9 jest

(15.8) {Ug, ey Ui} = {vy, .., Vi}.
Polozme nyni

(15.9) Vilp, ) = Gy, oy Vil = @y,

(15.10) W=u, — (@ ...+ awy).

Podle (15.8) je vektor w linedrné zavisly na vektorech (15.6); mimo
to je w + o, nebof jinak by u,, ; nilezel do (15.8), coZ je nemoZné,
jezto vektory (15.6) jsou mezi sebou lineirné nezivislé. Jezto vektory
(15.5) jsou orthonormalni, spodteme snadno z (15.9) a (15.10), Ze

viw=20, ..., v,w = 0.

Jeito w + 6, miZeme poloZit
X
Virl = m - W,

pii éemZ také v, , je linedrni kombinacf vektort (15.6) a jest

‘ ViVier =0, o, vivp = 0, |vi | = L

Jeito vektory (15.5) jsou orthonormilni, plati totéZ o vektorech
(15.7).

Z pravé provedeného dikazu je patrné, Ze jestliZe orthonormélni
vektory (15.5) naleZeji do linedrni soustavy W, potom budto vektory
(15.5) tvo¥f basi pro W nebo lze ve W nalézti dalif vektor v, , tak, Ze
také vektory (15.7) jsou orthonormalni. Z toho plyne dile:

VEtA 15.3. Jestlize linedrni soustava W se dd vytvoFit koneéné mnoha
vektory u jestliZe jsou ddny orthonormdlni vektory (15.5) ndleZejici do W.
potom budto vektory (15.5) samy tvofi bast pro W, nebo k nim lze pfipojiti
dal$i vektory v koneéném poctu tak, aby vanikla orthonormdlni base proW.
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16. KARTEZSKE A LINEARNI SOURADNICE v E,. Vektory
cukleidovského prostoru E,,, definované v &lanku 5, tvoi{ vektorovy
prostor V, ktery budeme nazyvat zaméfenim prostoru E,. Zavedme.
v E,, urditou kartézskou soustavu soufadnic s podatkem P. Pro 1 <
< r £ m oznaéme e, vektor, jehoz r-t4 soufadnice je rovna 1, kdezto
vSecky ostatni soufadnice. vektoru e, jsou rovny nule. Vektory

(16.1). €, ...,e,

nazveme zdkladnimi vektory zvolené ka.rtezske soustavy soufadnic.
Je-li

U= (..., Un)
libovolny vektor, je zfejmé
(16.2) u=ue,+ ... + uye,.
Z toho plyne snadno, Ze vektory (16.1) tvofi basi prostoru E,,, coz zna-
mend ov3em, Ze tvofi basi pro zaméfeni V. TudiZz V ma dimensi m
a proto zaméfeni V prostoru E,, budeme zpravidla znaédit urclte]1 V,,,,
dimensi m zaméfeni V,, nazyvame také dimenst prostoru E,,.

Pro kazdy bod
X = [z, .- Tm]
prostoru E,, plati zfejmé

(16.3) X =P+ xe+ ...+ Tpey;

z toho plyne, Ze zvolen4 kartézské soustava soufadnic je jednoznaéné
uréena, zname-li jeji poéatek P a jeji zakladni vektory (16.1). O téchto
vektorech je patrne z definice, Ze jsou orthonormdln; mimo to jsme si
u? v8imli, Ze tvo¥{ basi pro E,,. - K

Obracend zvolme v prostoru E, libovolné bod P a orthonormalni
vektory (16.1) v poétu m, které podle véty 15.1 jsou mezi sebou linear-
né nezavislé a tudiz podle véty 13.1 tvoii basi pro E,, t. j. tvoif basi
vektorového prostoru V,,. Kazdy vektor naSeho prostoru je linedrni
kombinaci vektord (16.1) a koeficienty této lineirni kombinace jsou
podle véty 11.1 jednoznaéné urdeny. JelikoZz ke kaZzdému bodu X
prostoru E,, existuje pravé jeden vektor u tak, Ze plati X = P 4 u,je
moZné kazdému bodu X prostoru E,, jednoznaéné piifadit redlnd &fsla

(16.4) Xy Ty
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tak, Ze plati (16.3). Obracend libovoln& zvoleni reilni &isla (16.4)
urduji podle (16.3) jednoznaéné bod X prostoru E,,. Je-li
Y=P + y1e1+ -~'+ Ym®m
druhy bod prostoru E,, jest
Y-X= (1’/1 —z)e + ot (ym — ZTm) €.
*a z orthonormality vektor (16.1) plyne, Ze
| (¥ — X)¥ — X) = @1 — 2P + - + (Yo — ),
takZze podle’ (15.1)
XY = V(?h - "1"])2 + + (?/m' - xm)z'
Dospéli jsme tudiZ ke kartézské soustavé souradnic v E,, a je snadno
patrné, Ze P je jeji podatek a Ze (16.1) jsou jeji zdkladni vektory. Tuto
kartézskou soustavu soufadnic ozna¢me
(16.5) (P; ey, ..., ey

Obecnéji zvolme v prostoru E,, mezi sebou linedrné nezivislé vek-
tory (16.1), u kterych v3ak nyni nepfedpokliddme orthonormalitu.
Opét vektory (16.1) tvoii basi pro E, t. j. basi pro V,, a proto zvolime-li
jesté libovolné uréity bod P, je mozné kazdému bodu X prostoru E,,
jednoznaéné piifadit &fsla (16.4) talk, Ze plati (16.3), a obricens libo-
volné& zvolen4 é&fsla (16.4) uréuji podle (16.3) jednoznaténé bod X prosto-
ru E,,. Cisla (16.4) nazveme soufadnicemi bodu (16.3) a piSeme

X =z, ..., 2,]).

Takto zavedené soufadnice nemusi byti kartézské; pravime, Ze jsme
v E,, zavedli linedrni soustavu soufadnic. Bod P je pocditek soustavy;
jeho soufadnice jsou vesmés rovny nule. Ziroveii se soufadnicemi bodu
zavadime také soufadnice vekteru pomoci (16.2) a piSeme

U= (uls "eey um)'

Vektory (16.1) opét nazveme zdanimi vektory zavedené linearni
soustavy soufadnic, pro kterou zavedeme znadku (16.5).

V takto definované linedrnf soustavé soufadnic plati zndmy vzorec

utv=(u+ v, @)
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pro soudet dvou vektori i vzorec
au =: (au,, @)

pro souéin reslného &isla a s vektorem u. Naproti tomu vzorec (7.2) pro
skalarni souéin, vzorec (6.0) pro velikost vektoru a vzorec (3.2) pro
vzdilenost dvou bodt plati pouze pro kartézské soustavy soufadnic.

17. TRANSFORMACE SOURADNIC. V prostoru E,,, méjme dvé line-
arni soustavy soufadnic:

(17.1) (P;ey, ..., e,
(17.2) (Pie, ..., e

Soufadnice libovolného bodu X v soustavé (17.1) budtei z,, ..., Zm,
soufadnice téhoZ bodu v soustav® (17.2) budtez «, ..., z,,. Je tedy

(17.3) P4 ze,+ ...+ 2,8, =P +zje, + ... -z e,.

Polozme ' . .
(17.4) P'=P 4 aé,+ ... + azen, g
(17.5) e, =, €+ ...+ o, e, pro 1 < r<Im,

t. j. oznaéme'ay, ..., a,, soufadnice bodu P’ v soustavé (17.1), a,,, ..
& .m Soufadnice vektoru e, (1 < r < m) v téZe soustavs.

Podle (17.4) a (17.5) je pfi libovolné volbé &isel Ty eeer Tyl
P tze + ..+ mz,.e =
=P+ a8+ ... + Gnen + 2 2, (5,18, + ... + Xpm€n) =
r=1

*y

m - "
=P + Z(“lvxi + ... + O‘msx;n + aa) €.
| §=1 ! . -
Porovname-li se (17.3), dostaneme vzorce . ;

(17.6) Ty = 012 + oo + Apmg¥y + @, pro 1 < s <im,

které vyjadiuji soufadnice z,, ..., &, bodu X vsoustavs (17.1) pomoci
soufadnic zj, ..., %, téhoZ bodu v soustavs (17.2). Pongkud jednodusii,
ale zcela obdobny tvar maji vzorce, které vyjadfuji souFadnice
Uy, -, Uy, Xekboru u v soustavé (17.1) pomoci soufadnic Uyy oney Uiy
téhoz vektoru v soustavé (17.2). Nyni jest /

1
‘
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U8y + ... + Uy = ue; + ... + uel,
a pomoci (17.5) dostaneme )
(17.7) Uy = oqglly + - -+ X sy, PTO 1 < s < m.

[
V (17.6) jsou prosté dleny a,, ..., @, soutadnicemi bodu P’ v soustavé
(17.1), jsou to tedy zcela libovolnd redlnd ¢isla. Naproti tomu jsou
koeficienty

(17.8) Kigy oo Ky (1 8 5 m)
podrobeny té podmince, e vektory e, ..., e, jsou mezi sebou lineirné
nezavislé, plati-li totéz o vektorech ey, ..., e,,. Tato podminka znameni,
ze vztah

’ ’
ce,+...4+cne, =0

je mozny pouze pro ¢, = ... = ¢,, = 0. Dosadime-li ze (17.5), dosta-
neme podminku, Ze rovnice

¢ %1561+ oo F A =0 (1 < 8 X m)

s neznidmymi ¢y, ..., ¢,, maji pouze trividlni feSenf ¢, = ... = ¢, = 0.

Tuto podminku lze, jak zndmo, napsat ve tvaru

chu, very Kim '

179 | + 0.

Dosud jsme mluvili o transformaci linedrnich soufadnic. Ve zvlast-
nim piipadé transformace kartézskijch soufadnic musi vektory

(17.10) €5, -..; €,

jakoZ i vektory
(17.11) e, ..., e,

byti orthonormélni. Jsou-li viak vektory (17.10)orthonormélni, potom
podle (17.5) je

/=0l 4+ ...+ af, pro 1 Gr<im,
€€, = 0% + oo+ Kpmtem PrO 1 7 < 3.

Tedy v pifpadé transformace kartézskych soufadnic ]sou koeficienty
(17.8) podrobeny podminkim
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17.12) o2+ ... +ak,=1po 1 < r<m,

U101+ oo+ Kpindtem = 0 pro 1 Sr<sim.
Podminka (17.9) je disledkem podminek (17.12); jak je patrné
7 véty 15.1. _

Transformace soufadnic se u#ivé jednak k dikazim invariance,
jednak ke zjednoduSeni rovnic. V této knize v3ak providime zipisy
vypoéti vétsinou ve tvaru nezivislém na volbé soustavy soufadnic
a proto transformace soufadnie je pro nis v celku bezvyznamnad.

'Transformaéni vzorce jsou velmi jednoduché v prostoru E, (na piim-
ce). Pro transformaci linedrnich soufadnic bodu na piimce mame
vzorec-

(17.13) z = ax' + a,

kde «, a jsou reilna ¢isla podrobena pouze podmince x # 0. Pro trans-
formaci kartézskych soufadnic bodu na piimce mame vzorec

(17.14) r=+12+a,

kde a je libovolné redlné &islo. Pro transformaci soufadnic vektort na
pFimce mame vzorec

(17.15) u = ou (x % 0)
v ptipadé linedrnich soufadnic,

(17.16) w=+u
v piipadé kartézskych soufadnic.
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PROSTORY VNORENE DO E,

18. LINEARNT PODPROSTORY EUKLEIDOVSKEHO PROSTO-
RU. Pravime, e eukleidovsky prostor E, je vrofen do eukleidovského
prostoru E,, nebo také, e E, je linedrni podprostor prostoru E,,, jestlize
kazdy bod prostoru E, je zdroven bodem prostoru E,, a jestlize mimo to
libovolné dva body prostoru E; maji v tomto prostoru touz vzdalenost,
jakou maji v prostoru E,,. Vzhledem k této podmince mazeme pfi da-
nych bodech 4, B prostoru E, oznagit ABjejich vzdélenost: nezdleZf na
tom, minime-li vzdalenost v E, ¢i vzdalenost v E,,.

Viira 18.1. Jsou-li A, B dva body prostoru E, vnofeného do E,,, potom
stfed C dvojice A, B v prostoru Ey je zdrovert, stfedem téze dvojice v prostorn
E,.. To plyne z geometrické definice (4.3) st¥edu C.

VETaA 18.2. Jsou-li
(18.1) A,B; 4, B

“dvé dvojiée boda prostoru E, vnofeného do E,, potom obé dvojice (18.1)
uréuji tyé vektor prostoru E, tehdy a jenom tehdy, wréuji-li tyz vektor
prostoru E,,. Nebot v obou piipadech jest podminkou, aby obé dvojice
(5.6) mely tyz stfed, a to ma podle véty 18.1 tyz vyznam pro E, jako
pro E,.

Z v&ty 18.1 udinime dulez1te dusledky. Plyne z nf, Ze zvolime-li v E,
libovolnd vektor u, existuje v prostoru E,, jednoznatné uréeny vektor
f(u) tak, Ze kazdé ilmisténi vektoru u v prostoru E, je zaroven umisté-
nim vektoru f(u) v prostoru E,.

Uéinime proto velmi uzite¢nou dohodu, Ze budeme psati prosté u
misto f(u), t. j. kaZdy vektor u vnofeného prostoru E, povafujeme zdrover
za vektor prostoru E,,. Obracens oviem neni pravda (acli prostory Ey, E
nesplynou), Ze by bylo mozné kazdy vektor prostoru E,, povaZovat za
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vektor prostoru Ej: O vektoru prostoru E,, ktery lze povaZovat za
vektor prostoru E,, pravime, Ze leZi v E,. Jestlize u vektoru u prostorn
E, znéme jedno umisténi, p¥i kterém i podatedni i koncovy bod lezf
v E;, uz mZeme tvrdit, ze u lezi v E;; pii kaZdém takovém umisténi
vektoru u (leZiciho v E,) v prdstoru E.., p¥i kterém pocatedni bod lezi.
v Ei, musi také koncovy bod lezet v E;. Vedle takovych umisténi v pro-
storu E, ma ovem vektor u (opét adli E,, E,, nesplynou), v prostoru E,,
jesté daldi umisténi, p¥i kterych ani poéatecni ani koncovy bod nelezi
v E,.

Z geometrickych definic &l4nku 6 plyne nyni, Ze nulovy vektor
prostoru E, je zarovei nulovym vektorem prostoru E,,; dile, Ze pro
kazdy v E,lezici vektor u mé pojem opaéného vektoru —u tyz vyznam
v prostoru E, jako v prostoru E,, a Ze totéz plati o velikosti |u|, posléze,
Ze jestlize oba vektory u, v lezi v E;, mé soucet u 4+ v tyZ vyznam v E,.
jako v E,,. Ze (7.7') plyne nyni, Ze jestlize oba vektory u, v le#i v E,, ma.
skalarni soudin uv ty% vyznam v prostoru E, jako v prostoru E,.
Posléze z geometrické definice soudinu au vyslovené ke konei ¢lanku 8
vyplyva, ze leif-li u v E;, potom pro kazdé realné ¢fslo @ ma soudin au
tyz vyznam v E, jako v E,,. V téchto vysledcich je zahrnuto:

VEra 18.3. Je-li E, vnofen do E,,, potom zaméfeni V, prostoru E; je

linedrni soustava obsaZend v zaméfeni V,, prostoru E,,. .

ViTa 18.4. Je-li E, vnofen do E,, jest k < m, pfi demZ rovnost nastane
pouze pro E, = E,,. .

DUxraz. Z véty 13.2 plyne, ze k < m. Je-li k = m, plyne z téze véty,

-Ze kazdy vektor prostoru E,, lezi v E;. Zvolme nyni uréity bod 4 pro-
storu E,. Je-li X libovolny bod prostoru E,,, musi vektor X — A4 (jako
kazdy vektor) lezet v E; a protoze podatetni bod 4 je v E,, je také kon-
covy bod X v E,.

MnoZina v3ech vektor prostoru E,, tvoi{ vektorovy prostor dimense
m, ktery jsme v lanku 16 oznadili V,, a nazvali zaméfenim prostoru E,,.
Pro 1< k< m jsou ve V, obsaZeny linedrni soustavy dimense k;
kazdou takovou linedrni soustavu nazveme k-smérem prosto‘ru' E.;
specialné celé V,; je m-smér a je to jédiny m-smér obsaZeny ve V,,. Pro

mluvime jednoduSe o sméru misto o jednosméru.
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Je-li E; vnofen do E,;, potom podle véty 18.3 zamé¥eni V, prostoru E,
je uréity k-smér obsazeny ve V,, Linedrni podprostor E, daného E,, je
jednoznaléné uréen, zndme-li jeho zaméfeni V,, a jeden jeho bod A. Nebof
E, se sklid4 ze viech bodi tvaru 4 + v, kde v je libovolny vektor nile-
zejici do Vy. Z tohoto ditvodu budeme psiti

(18.2) E,={4;V,). -
Je-li '
(18.3) Up, ..., Uy
libovolns, base linedrni soustavy V,, sklid4 se E, ze vBech bodi tvaru
(18.4) X — A4z ...+ zu,
a proto misto (18.2) miZeme psati
(18.5) E,={4;u,, ..., u}. A

ZamgFeni V, prostoru E; vnofeného do E,, je k-smér obsazeny ve V,,.
Obracené plati:

Viira 18.5. Je-lt A libovolny bod prostoru E,, a je-li V, li'bovolny k-smér
prostoru E,,, potom (18.2) je linedrni podprostor dimense k.

Dtkaz. Podle véty 15.2 existuje orthonormalni base (18.3) linedrni
soustavy V. Je-li vedle bodu (18.4) dan bod

Y=4 4 yu,+ ... + yutss,
plyne z orthonormality base (18.3), Ze

XY =Vlgr — =) - + @ — m)s
takie E, je eukleidovsky prostor dimense k, ve kterém

{4;uy, ..., u
je kartézskd soustava soufadnic.
Budte?
(18.6) Ay, A,, .., A,

libovolné dané body prostoru E,, z nichZ aspoii dva jsou navzijem
rizné, takZe aspoil jeden z vektort

(18.7) A, — A, ..., A, — 4,
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je nenulovy. Vektery (18.7) vytvéafeji linedrni soustavu V,, jejiz di-
mense & je < k. Ptitom je k = & tehdy a jenom tehdy, jestliZe vektory
(18.7) jsou mezi sebou linedrné nezavislé. Linedrni podprostor { 4,;.Vs}
obsahuje viecky body (18.6). Obricens, jsou-li viechny body (18.6)
obsazeny v linedirnim podprostoru W, dimense /, potom viecky vektory
(18.7) lezi ve W,, takZe linedrni soustava V, je &asti linedrni soustavy
W, a tudiz podle véty 13.2 je b < [, pfi temZ kb = I pouze tehdy, jestlize
W, splyne s V,. Tedy linearni podprostor {4,; ¥} dimense % obsahuje
vSecky body (18.6) a je to jediny linedrni podprostor dimense 4 obsahu-
jici v3ecky body (18.6); pravime, ze body (18.6) urcu;n podprostor
{4 V,). Je-li E, libovolny linedrni podprostor, potom E, obsahuje
vSecky body (18.6) tehdy a jenom tehdy, jestlize E, obsahuje jako &ast
cely prostor {A,; V). Pravime, Ze body (18.6) jsou mez; sebou linedrné
zivislé nebo nezdvislé podle toho, co plati o vektorech (18.7). Tento
pojem je nezavisly na pofadi bodt (18.6), neboﬁ podle pfedchédzejiciho
body (18.6) jsou mezi sebou linedrng nezévislé tehdy a jenom tehdy,
]esthze dimense jimi uréeného linedrniho podprostoru je rovna k. Dva
riazné body 4, B jsou podle (11.5) vidy mezi sebou linedrnd nezavislé.
Proto dvéma riznymi body 4, B vidy prochizi privé jedna piimka,
totiZz pfimka {4; B — A}, kterou nazyvame struéné piimka AB.
19. ROVNOBEZNOST LINEARNICH PODPROSTORU. Budtez E/gﬁ
E, dva lineérni podprostory téze dimense k& zékladnfho E,.*) Majili
E,, E, totéZ zamsfeni, pravime, Ze Ej, E; jsou mezi sebou rovnobé’zné
Z deflmce plynou snadno tyto jednoduché disledky:

(19.1). Kazdy E; je sam k sob& rovnobg&zny. N

(19 2). Jeli E, rovnobezny s E, a zéroveii Ek rovnobéiny s E;, je
také E, rovnobdiny s E,.

(19.3). Dva rovnobézné linedrni podprostory téze dimense budto
splynou nebo nemaji Zadny spoleény bod.

(19.4). Je-li din linedrnf podprostor ‘E; a bod B, potom bodem B
prochdz{ privé jeden linedrni podprostor téZe dimense k rovnobséz-
ny s E,.

*) Podle véty 18.4 nemd E, jiného linearniho podprostoru ne# same sebe.
Proto predpokladdme, Ze m = 2. *
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Podle definice dva linedrni podprostory E,, E, téie dimense k
jsou mezi sebou rovnobéiné tehdy a jemom tehdy, jestliZe jejich
zaméfeni V,, V, splynou. Vime-li v3ak o zamé&fenich V,, V, pouze
tolik, Ze na pf. V, je &asti V,, uZ miZeme soudit, #e E,, E, jsou
mezi sebou rovnob&iné. Nebot jezto linedrnf soustava V. dimense
% je d4sti linedrni soustavy V, téZe dimense k, je V;, = V, podle véty
13.2. To nas vede k nésledujici definici: Jsou-li E,, E, dva linedrni
podprostory riznych dimensf, pfi éemz tieba % < k, nazyvame je
rovnobéiné, jestlize zaméfeni prostoru E, je éasti zaméfeni prostoru
E,. Z definice je patrné:

(19.5). Jsou-li E;, E,rovnobézné, jsou-li také E,, E, rovnob&iné a je-li
b < k <1, jsou téz E,, E; rovnobéiné.

(19.8). Jsou-li E,, E, rovnobdzné, jsou-li dile E,, E, rovnobd&iné,
jsou-li posléze E,, E, rovnobéZné, jsou také E,, E, rovnobéziné.

(19.7). Je-li E, dasti E;, jsou E,, E; rovnobéiné.

(19.8). Jsou-li E,, E, rovnob&iné a je-li b < k, potom budto E, je
Lasti E, nebo E,, E; nemaji Zadny spoleény bod.

(19.9). Jsou-li E,, E, rovnobézné a je-li E, 8asti E,, potom E,, E, jsou
Tovnobéiné. ° : '

(19.10). Jsou-li E,, E, rovnobéiné a je-li & <k, potom vedeme-li

. bodem B libovoln§ zvolenym v E, prostor E, rovnobézné s E;, jest E,
Lasti E;.

Ctené¥ necht si jasné uvédom{ nizorny smysl téchto v&t pro m = 3,
h =1, k= 2; v tomto specidlnim pfipadé dostane dobfe znaimé véty
z elementarni stereometrie.

Specidlné dvé pfimky (linedrni podprostory dimense 1) jsou rovno-
bézné tehdy a jenom tehdy, maji-li tyz smér. O sméru {u} pravime, ze
lezi v linedrnim podprostoru E,, jestlize {u} je éasti zamdFeni prostoru
E,, coZ nastane tehdy a jenom tehdy, jestliZze vektor u leii v E;. O smé-
rech {u;}, ..., {u;} pravime, Za jsou mezi sebow linedrné zdvislé nebo ne-
zdvislé podle toho, co plati o vektorech uy, ..., Up. K této definici jsme
opravnéni, jezto

{.ul} = {vl}’ .. 7{uk} = {vk}
tehdy a jenom tehdy, jestlize
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(*) Vi=Qly, ..., V= Gy, Gy ... Qp + 0,

nebof za pfedpokladu (*) z linedrni nezavislosti vektora uy, ..., u,
plyne toté% o vektorech v,, ..., v; a obricens. .

Specialné dva sméry {u,}, {uz} jsou mezi sebou lmearne zavislé
tehdy a jenom tehdy, jestlize splynou. O p¥mkéch p,, ..., p, pravime,
Ze jsou mezi sebou linedrné zdvislé nebo nezdvislé podle toho, co plati
o jejich smérech. Specidlng dvé piimky p, ¢ jsou mezi sebou lineirné
zavislé tehdy a jenom tehdy, jestliZe jsou rovnobg&zné. -

Z predchazejiciho plynou snadno tyto vysledky:

(19.11). Dv& piimky jsou rovnobsiné tehdy a jenom tehdy, maji-li
tyZ smér. Dvé mezi sebou rovnobéiné pfimky nhazyvime struéné
rovnobéZky..

(19.12). P¥{mka p je rovnob&ins s linedrnim podprostorem E, tehdy
a jenom tehdy, jestlize smér piimky p lez{ v E,.

(19.13). Je-li pfimka p rovnobéZna s linedrnim podprostorem E,,
potom rovnobézka s pimkou p prochézejici bodem libovolné zvolenym
v Epleii v Eg, t. j. je &asti E,. Obricené:

(19.14). Jestlize pfimka p je rovnob&ind s nékterou p¥imkou lefcf
v E;, potom p je rovnobéina s E,.

(19.15). Linearni podprostory E,, E; (k < k) jsou rovnobéiné tehdy
a jenom tehdy, jestlize ka%da pfimka, kterd lezi v E,, je roviobéZind
s E,. Obracens:

(19.16). JestliZe v prostoru E, lei  mezisebou linearné nezavislych
ptimek, z nichZ kaZd4 je rovnob&Zna s prostorem E; (2 < k), potom
také prostor E, je rovnobéiny s E;.

20. DVOJICE PRIMEK. Dv& piimky {4; u}, {B; u} tého# sméru {u}
jsme v ¢lanku 19 nazvali rovnobézné, takZe dvé splyvajici pfimky jsou
rovnobéZné. ‘

VETa 20.1. Dvé rovnobééné. pfimky {A;u};, {B;u} splynou tehdy
a jenom tehdy, jestlite vekior B — A je linedrné zdvisly na vektoru u.

Dioxaz. Splynéu-li ob& pfimky, potom vektor B — A4 lezi v pifmce
{4;u} a je tudiz-linedrné zivisly na u. Obricené, je-li B — A = cu,
po’oom bod B:= 4 + cu je spoleény obema. rovnobézikdm; které tedy
splynou podle (19.3). ;



VETA 20.2. Dvé rizné rovnobéfky lezi v jednoznaéné urdené rovind.

"Doraz. Jsou-li {4;u}, {B,u} dvé rizné rovnobéiky, jest u + o
a podle véty 20.1 vektor B — A nenf linedrné zavisly. na vektoru u,
z néhoZ plyne snadno, Ze vektory u, B — A jsou mezi sebou linedrné
nezavislé. TudfZ existuje rovina {4; u, B — A}, ktera ziejm& obsahuje
ob& dané rovnobézky. Obracens je patrné, e {4;u, B — A} je jedini
takové rovina. '

Jezto dvéma rizhymi body prochizi jedina pﬂmka, maji dvé rizné
p¥mky nejvyse jeden spoleény bod. Jestlize dvé piimky p, ¢ jsou na-
vzijem rizné a maji spoleény bod A, pravime, Ze p, ¢ jsou dvé rizno-
béné piimky, kritce raznobéky; bod A nazyvéme jejich prasedik.
RovnobéZnost a riznobéznost se navzijem vylutuji. Vyrok, Ze pi{mky
P, q se protinaji v bodé A, znamen4, Ze p, ¢ jsou riznobdiné a e 4 je
jejich prusedik. Posléze p, ¢ jsou dvé mimobéZné pFimky, kratce mimo-
béZky, nejsou-li ani rovnobéZné ani raznobézné.

Vysetfujme vzajemnou polohu dvou danych p¥imek {4; u}, {B; v}.
Z predchézejictho je patrné, ze dané pfimky jsou rovnobéiné tehdy a je-
nom tehdy, jestlize linedini soustava {u, v} md dimensi 1, a splynou tehdy
a jenom. tehdy, jestlite linedrni soustava {u,v, B — A} md dimensi 1.
Zbyva vysettit pfipad linedrni nezavislosti vektort u, v. P¥imky {4;u},
{B; v} jsou v tomto piipadd riznobézné nebo mimobéziné podle toho,
zdali majf ¢i nemaji spoleény bod. Je-li véak C spoleény bod obou pii-
mek (prisedik), existujf &sla c,, ¢, tak, Ze

(20.1) C=A+4+cu, C=BDB+cy,
z GehoZ plyne §
(20.2) B —-._‘A = ¢,U — CyV,

t. j. vektor B — A je linearni kombinaci vektori u, v. Obricens, je-li
vektor B — A lineirni kombinaci vektort u, v, existujf &fsla c,, c, tak,
ze plati (20.2). Potom v8ak obé& rovnice (20.1) definuji tyz bod C, ktery
je pruseéikem obou prf.mek Tim jsou dokazény véty:

VETA 20.3. Dvé pfimky {A;u}, {B; v} jsou riiznob&iné tehdy a jenom
tehdy, jestlize jsou vektory u, v mezi sebou linedrné ne_zamslé a je-li vektor
B — A na nich linedrné zdvisly.
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VETa 20.4. Dvé pfimky {A; u}, {B; v} jsou mimob&sné tehdy a 7e'nom
tehdy, jsou-li vektory u, v, B — A mezi sebou linedrné nezdvislé.

Z téchto vét plyne dile:
ViTa 20.5. Dvé riznobééné primlky {A; u}, {B; v} lefi v jednoznaéné
urdené roviné, totiz v roviné {4;u, v}.

VETA 20.6. Dvé mimobééné primky. {A; u}, {B; v} lefi v 7ednoznacné’
uréeném E,, totiZ v {A;u, v, B — A}.

VETA 20.7. Do pFimky, které leZi obé v té¥e roviné, 7sou budto riazno-
bézné nebo nmimREEIL. (l ‘

21. PRICKY DVOU MIMOBEZEK. Budte? dany dvé mimob&iky
p, ¢; p budiz pfimka { 4; u}, ¢ budi? p¥imka {B; v}. Podle v8ty 20.6 leii
p, q v prostoru {4;u,v, B — A}, ktery oznadime prosté E, P¥mky
p, ¢ nemaji zidny spoleény bod. Je-li X libovolny bod piimky 7,
Y libovolny bod pf¥imky ¢, potom p¥imku XY nazveme p#ickou mimo-
békek p, q. Jest

(21.1) X=A+zu, Y =B+ yv.
'Kaidé, pi"iéka. mimobéZek p, q lezi ovSem v privé definovaném E;.

Nasfm prvym dkolem bude uréit p¥icku mimobézek p, g, kterd ma
dany smér { w}. Smér { w} musf oviem lezeti v E,, takZe existuji &sla
a, b, ctak, ze )

(21.2) w =au -+ bv 4 ¢(B — A).
Hledana p¥i¢ka bude pfimka XY, pfi ¢emz &isla z, y ve (21.1) mame
préit.- Podminka, které jsou podrobena tato &isla x, y, jest, aby smér
{Y — X} splynul s danym smérem {w}, t. j. aby existovalo &fslo 2
tak, Ze

(21.3) Y — X = zw.
Méme tedy uréit &sla , y, 2 tak, aby platilo (21.1) a (21.3). Dosadime-li
ze (21.1) do (21. 3), dostaneme

. . B— A4 yv — 2u = zw
neboli podle (21.2)
(21.4) (az+ 2)u 4 (bz —y)v + (cz — 1)(B — 4A) = o.
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Jeito vektory u, v, B — A jsou linedrn& nczavislé, bude vektorova rov-
nice (21.4) splnéna tehdy a jenom tehdy, jestlize

(21.5) cz=1,
(21.6)

Rovnici (21.5) nelze vyhovéti, je-li ¢ = 0, t. j. podle (21.2), jestlize
smér { w} naleZi do dvojsméru {u, v}. Zvolime-li libovoln& bod C, miu-
Zeme Fici, e aby Ziddana pfiCks existovala, nesmi jeji smér lezet ve
dvojsméru, ktery je zaméfenim roviny {C; u, v} rovnobéiné s obéma
piimkami p, ¢. Je-li tato podminka splnéna, potom ve (21.2) jec + 0
a miZeme jednoznacné uréit nejprve z z rovnice (21.5), potom x a ¥
z rovnic (21.6). Vysledek: |

VETA 21.1. Cheeme-li ke dvéma danym mimob&kdm p, q uréit pficku
daného sméru { w}, musi dany smér lefet v trojrozmérném prostoru E,
obsahujicim ob& pFimky p, q, avdak { w} nesmi leZet ve dvojsméru obsahu-
jicim sméry obou pFimek p, q. J sou-li tyto dvé€ podminky splnény, existuje
pravé jedna pii€ka mimobéiek p, ¢ majici dany smér { w}.

Zvolme nyni v prostoru E; bod M tak, aby neleZel na Zadné z obou
danych mimobézek p, ¢, a hledejme p¥féku mimobézek p, ¢ prochize-
jici bodem M. Jeito vektory u,v, B — A tvofi basi prostoru E,,
existuji éisla a, b, ¢ tak, Ze

(21.7) M=A4+au+bv+c(B—4).
Zadana p¥{éka protne p v bodé tvaru 4 + zu, ¢ v bodé tvaru B 4 yv
a jeji smér je tudiz urdéen vektorem
(B+yv')—(A+a:u)=—a:u-l—yv—l—(B—A). »
Cisla z, y mame uréit tak, aby p¥itka .prochézela bodem M, t. j. tak,
aby existovalo éislo z, pro néz

M=A+:z':u—|—_._z(—5:u—|—yv—ifB—A).
Porovname-li s (21.7), dostaneme podminku
au—l\—bv—i—c(B—A)::c(lF—z)u+yzv+z(B—A),‘

ktera vzhledem k linedrni nezavislosti.vektori'u, v, B — 4 je splnéna
tehdy a jenom tehdy, jestlize pfedné z = ¢ a za druhé .

(21.8) - (l—c)x=ua, cy = .

. —az=u bz=y.
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Jellic £0,¢ + 1, uréin‘le x, y jednoznaéné ze (21.8), takZe existuje
pravé jedna pfidka mimobézek p, ¢ prochazejicf bodem M. Je-li viak
¢ = 0 nebo ¢ =1, dokdZeme snadno, Ze Zidni takova pFidka ne-
existuje.

BudiZ nejprve ¢ = 0. To znamend, Ze (21.7) znf
‘ M=4 + au + bv,

t. j. bod M lei v roviné vedené piimkou p rovnobéiné s p¥imkou gq.
Jeito bod M nelezf na pfimee p, je b + 0, aviak ¢ = 0, takZe druhé
Tovnici (21.8) nelze vyhovéti.
Budiz za druhé ¢ = 1. To znamena, Ze (21.7) zni
M = B 4 au + by,

t. j. bod M le#f v roviné vedené piimkou g rovnobéiné s pimkou p.
Jezto bod M nele#i na pifmce g, je a + 0, aviak ¢ = 1, takZe prvé rov-
nici (21.8) nelze vyhovéti. Vysledek .

VETA 21.2. Cheeme-li ke dvéma dangm mimobéikdm p, q urdit pricku
prochdzejici danym bodem M, ktery nelei ani na p¥imce p ani na pfimce
g, must bod M leZet v trojrozmérném prostoru E, obsahujicim obé pFimky
P, q, avsak M nesmi lefet ani v roviné vedend pFtmkou p rovnobéiné
s pFimkou g, ani v roviné vedené pFimkou q rovnobéiné s pFimkou -
Jsou-li tyto tFi podminky splnény, existuje pravé jedna pFicka mimo-
béZek p, q prochdzejict bodem M.

22. PRIMKA A LINEARNI PODPROSTOR. V eukleidovském pro-
storu E,, budiz dédna jednak p¥imka {4; u}, kterou oznaéime p, jednak
linearni podprostor

'Ek - {B' Vl, ) Vk}

dimense k. Pfipad & = 1 byl probran v clanku 20; budiz tedy & => 2.
Jeito k<m——1 jest m = 3.

JestliZze vektor u nalezi do k-sméru-
Vk : {Vl, . .,. Vk},_ .

je piimka p rovnob&ind s prostorem E;. Tento ptipad nastane mimo jiné,
jestliZe p lezi v E,. P¥i tom p leii-v E, tehdy & jenom tehdy, jestlize

14
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nejenu, nybrzi B — 4 na’,leii,do'\(k. JestliZe p nelezi v E;, potom exis-
tuje jediny E, ,,, ktery obsahuje jak p, tak i E,, totiZ
‘ E,..={4;vy, ..,v,B— 4}

Zbyva piipad, Ze u nenilezi do V,, takZe vektory

(22.1) : u, v;, ceus Vi
jsou linedrné nezavislé. V tomto pfipadé p¥imka p se nazyva razno-
béZnd nebo mimobéind s prostorem E, podle toho, zda p m4 & nem4 s E,
spoledny bod. V prvém p¥ipads spoleény bod P (ktery je zfejmé jediny)
se jmenuje prasecik pHimky p s prostorem E,; také pravime, Ze p a E,

se protinaji v bodé -P. V tomto piipadé existuji &sla a, by, ..., b,
tak, Ze

(22.2) P=A+4au, P=B+byv,+ ...+ by,
z &ehoZ plyne I

(22.3) B—A=au—by,— ... — by,

t. j. vektor B — A je linedrni kombinaci vektora (22.1). Obricené.
je-li vektor B — A linedrni kombinaci vektora (22.1), existuji ¢isla
a, by, ..., b, tak, ze plati (22.3). Potom vSak ob8 rovnice (22.2) definuji
tyz bod P, ktery je priisedikem piimky p s prostorem E,.

Celkem jsme poznali, Ze: ‘

(a) p¥imka p lezi v prostoru E, tehdy a jenom tehdy, jsou-li oba
vektory u, B — A linearns zavislé na vektorech v, ..., v,;

(b) pfimka p je rovnobézni s prostorem E,, nelezf viak v E, tehdy
a jenom tehdy, jestlize vektor u jest a vektor B — A nenf linedrné za-
visly na vektorech v, ..., v;;

(c) pfimka p je riznobéina s prostorem E; tehdy a jenom tehdy.
jestliZe vektory u, v, ..., v, jsou mezi sebou linedrné nezavislé a vektor
B — A je na nich linearné zavisly; »

(d) pfimka 7 je mimobéind s prostorem E, tehdy a jenom tehdy.
jestliZe vektory u, \/1, <oy Viy B — A jsou mezi sebou linedrné. ne-
zavislé. : '

Vsimli jsme si jiZ, Ze v pi¥ipadé (b) lezi p a E, v jednoznaéné uréeném
E,. .. Také v pripads (c) lezi p a E; v jednoznadéné urdeném

E,.,={4;u,v, ..., v}
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Ni a.profi tomu v pfipadé (d) nemohou p a E,lezet v tém? E,_ ,, protoie
E,. ; nemtZe obsahovat k 4 2 linedrné nezavislé vektory. V pripade
(d) lezi p a E; v jednozna¢né uréeném

Ek»l»?. = {Al u, V1, ceny Vi B — A}

Ztejmé pHpad (d) nemiZe nastat pro k= m — 1, takie jestlize
pfimka p a prostor E,,__| nejsou rovnobéiné, jsou riznobéiné.

23. DVOJICE ROVIN. Budi# m > 3: Dv& roviny {4; u,, u,}, {B;u,,
u,} s tymz zaméfenim {u,, u,} jsme v Elanku 19 nazvali rovnob&Zné.
Snadno se dokaze, Ze dvd rovnobéiné roviny {4;uy, u,}, {B; u,, u,}
splynou tehdy a jenom tehdy, jestlize vektor B — A je linedrnf kombi-
nacf vektori u,, u,, tak¥e jsou-li nafe dvé roviny riizné, jsou vektory
u,, u,, B — A mezi sebou linedrné nezivislé. Dvé razné rovnobszné
roviny {4; uy, u,}, {B; u,, u,} leii tedy v jednoznaéné uréeném

E,= {A;u,,u,, B— A}.

Dvé& roviny g, o se jmenuji riznobéiné, jestlize jejich spoletné body
tvoif pfimku. ktera se jmenuje jejich priseénice. Vyrok, Ze dvé roviny
g, o se protinaji v piimce p, znamend, Ze roviny g, ¢ jsou riznobéziné
a Ze p je jejich prisednice. Dvé rovnob&iné roviny hemohou byti
riznob&iné, nebot dvé rovnobéiné roviny budto splynou nebo nemaji
z4dny spoleény bod.

V trojrozmérném prostoru E; plati, Ze jestliZe roviny g, ¢ nejsou
rovnob8zné, potom jsou riznobézné. Nebot budiz g rovina {4; u,, u,},
o rovina {B; v, v,}. Cty¥i vektory u,, u,, v,, v, prostoru E; musf byti
mezi sebou linearné zavislé. Tedy existuji éisla a,, a,, by, b, tak, Ze

(23.1) auy + au, = by, + byv,
# Ze nejsou viecka Gty¥i ¢fsla ay, a,, by, b, soutasné rovna nule. Jezto
v8ak vektory u,, u, jsou mezi sebou linedrné mnezivislé a jeito totéz

plati o vektorech v,, v,, jest vektor (23.1) rizny od o. Oznadime-li w,
vektor (23.1), plyne z véty 13.1, Ze lze urditi vektory w,, w, tak, Ze

(23.2) {wo, wi} = {uy, uz}; {wy, wp} = {Yp vo}i

(Podle véty 12.8 lze dokonce za w, volit jeden z vektori dl, Uy, Z8 W,
jeden z vektord vy, v;.) Potom ¢ je rovina {4; w,, w;}, ¢ je rovina
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{B; w,, w,}. Vektory wy, w, jsou ovSem mezi sebou linedrné nezavislé;
vektor w, neni jejich linearni kombinaci, nebot jinak by roviny g, o
zfejmé byly rovnobéiné. Proto vektory

(233) wo: Wi, Wy

jsou mezi sebou linedrné nezivislé a tvo¥{ tudiZ basi prostoru E,.
Z toho plyne, Ze vektor B — 4 je linedrni kombinaci vektori (23.3),
t. j., Ze existuji ¢isla a,, a,, a, tak, e

(23-4) B — A = agw, + a,w; + a,w,.
Existuje tudiz bod
C=A4A+4 a,w,= B — aw, — a,w,,

ktery lezi v obou rovinach g, 0. Z toho plyne dile, ze pfimka {C; w,} je
¢asti obou rovin g, 0. Mimo pifmku {C; w,} nemohou miti roviny g, ¢
dalf spoleény bod, nebotf jinak by splynuly, coz nelze, jezto nejsou
rovnobéiné. Tedy roviny g, ¢ jsou riznobéiné a primka {C; wy} je
jejich priseénice.

Obrécensd plati, Ze dvé riznob&iné roviny g, ¢ leZi v jednoznatné
uréeném E,. Nebot budiz {C; w,} priseénice obou rovin. Z véty 13.1
plyne, Ze existuji vektory w,, w, tak, te zam&¥eni roviny o je {w,, Wy},
zaméfeni roviny o je {w,, w,}. JeZto roviny p, ¢ nejsou rovnobéiné,
opét se snadno odivodni, Ze vektory (23.3) jsou mezi sebou linearné
nezavislé. Aviak zi‘ejmé g jerovina {C; w,, w,}, o je Tovina {C; wy, w,}
a tudiZ ob& roviny leii v trojrozmérném {C; w,, w,, w.}, ktery je
zfejmé jedinym E, obsahujicim ob& roviny g, ¢

Budiz nyni m > 4-a opét budiz ¢ rovina {4;u,, u,}, ¢ rovina {B;
vy, vo}. Dimense linedrni soustavy

(23.5) {uy, Uy, vy, vy}
je zfejmé rovna jednomu z &sel 2, 3, 4. Jestlize dimense linedrnf sou-
stavy (23.5) je rovna dvéma, dokaze se snadno, Ze roviny p, o jsou
rovnob&Zné. ‘ '

Predpoklade]me %e dimense linearni soustavy (23.5) je rovna tfem.
Opakujice avahu provedenou vyse, dospéjeme opét k vektoru riznému
od o, ktery mé tvar (23.1). Oznadime-li w, vektor (23.1), uréime opét
vektory w,, w, tak, Ze plati (23.2), takie p jerovina {4; w,, w,}, o je
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rovina {B; w,, w;}. Maji-li roviny p, o spoleény néjaky bod C, maji
spoleénou piimku {C; w,} a jsou riznob&zné. K tomuto vysledku do-
jdeme. — viz (23.4) — jestlize vektor B — 4 je linearni kombinaci
vektori (23.3) nebo, coZz jest zfejm& totéi, jestlize vektor B — 4
nalezi do (23.5). Jezto vSak m > 4, je moiny také pfipad, ze vektor
B — A nenf linedrni kombinact vektora (23.3), takZe vektory ‘
' wo, w,, w, B =4

jsou linearnd nezavislé. V tomto pripadé podle predchézejicitho roviny
0, o nemajf Z4dny spoleény bod, maji viak spoleény smér {w,}. Z¥ejm&
{w,} je jediny spoleény smér obou rovin g, o, nebot jinak by se snadno
dokézalo, Ze by roviny g, ¢ byly rovnobéiné. Mimo to je patrné, Ze obé
roviny g, o lez{ ve ¢tyfrozmérném {4; wy, wy, wy, B — A}, ktery je.
zfejmé jedinym E, obsahujicim obé& roviny g, . .

Zbyva pripad, Ze dimense linedrn{ soustavy (23.5) je rovna ¢ty¥em.
V tomto pfipadé roviny g, o nemohou miti zadny spoleény smér,
nebof jinak bychom opét méli netrividlni vztah tvaru (23.1)
a dimense linearni soustavy (23.5) by byla mensi nez 4. Jinak se uva-
Zovany p¥pad §t&pi na dva podptipady. P¥ednd predpoklidejme — coZ
musf nastat, je-li m = 4 — Ze vektor B — 4 Vné,l‘eii do /lineé,rni sou-
stavy (23.5). Potom existuji ¢isla a;, a,, b,, b, tak, Ze

(23.6) B — A =aw; + au, + by + by,

a muZeme zavésti bod '

(23.7) C=A4+ay,+ au; = B = byv; — byvy,
ktery lez{ v obou rovinach g, 0. Bod C je jediny spoledny bod obou
rovin g, o, nebot jinak by obé roviny mély spoleény smér, coZ je ne-
mozné. Snadno se dokize, Ze roviny g, o lezf v tomto piipadé ve Ety¥-
rozmérném {4; u,, u,, vy, v,}, ktery je jedinym E, obsahujicim obé ro-
viny o, 0. ‘ N

Posléze je jestd moZné, Ze dimense linearni soustavy (23.5) je rovna
étyfem a Ze vektor B — A4 nendleZi do této soustavy. V tomto piipadé,
ktery muzZe nastati pouze pro m = 5, jsou vektory

uy, uy, vy, vy, B — A

mezi sebou linedrné nezavislé. O rovinach g, ¢ vime, ze nemaji zddny
spoleény smér. Nemaji viak také zadny spoleény bod, nebot z existence
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spole¢ného bodu (23.7) by plynul vztah (23.6), ktery je nyni nemoZny.
Obé& roviny g, o lez{ v daném pFipad¥ v jednoznaénd uréeném pétiroz-
mérném {4;u,, u, v,, v,y B — A4}

24. SPOJENI A PRUNIK DVOU LINEARNICH SOUSTAV.
V piedchazejicich élancich jsme probirali v nékolika zvldStnich pii-
padech vzajemnou polohu dvou lineadrnich podprostora eukleidovského
prostoru E,,. Docilené vysledky jsou obsaZeny ve vysledeich ¢linku 25.
Napied viak bude iéelné provésti obecnou ivahu, ktera je pfedmétem
tohoto dlanku. BudiZz dan libovolny vektorovy prostor V ve smyslu
dlanku 10. Ve Y budtez diny dvg linedrni soustavy W', W”. Budiz S
mnoZina véech vektord tvaru

ul + ull’

kde u' je libovolny vektor nalezejici do W', u” ‘]ibovoln)'r vektor nileze-
jici do W". Jest
; 241)  (uy 4 u) + (ug + uh) = (u) + up) + (U] + up),

(24.2) a(t + u")y = au’ + au”.

Ze (24.1) plyne, Ze soudet dvou vektori nilezejicich do § sam nalezi
do §; ze (24.2) plyne, Ze také soudin libovolného redlného &isla s vekto-
rem naleZejicim do § nélezi do S. Je tudiz'S linedrn{ soustava, kterou
nazveme spojenim linedrnich soustav W', W”. Déle budiz P mnoZina
vSech vektorii, které naleZejf zirovenr do W’ i do W”; zfejmé také P
je linedrni soustava, kteri se . jmenuje pranik lnedrnich soustav
W, W’

Nas bude zajimat ten pifpad, Ze W', W’ jsou netrivialni linearnf
soustavy vytvoFené konednym poétem vektort. Budiz

(24.3) Uy, ..., Uy
base pro W',
(24.4) Vi, ooy Vi

base pro W”, takie W' m4 dimensi #, W” m4 dimensi . Snadno se na-
hlédne, Ze vektory (24.3) a (24.4) dohromady vytvofilineirni soustavu
S, kters tudi? také m4 konednou dimensi, kterou oznaéime s. Linedrni
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soustava P. ma podle véty 13.2 rovné% koneénou dimensi, kterou ozna-
¢ime p. Cilem tohoto élanku je ditkaz obecného vzorce

(24.5) b+ k=s-+p.

Uvazme napied, Ze nulovy vektor o rozhodns nalezf do P. Vysetfme
nejprve ten pfipad, Ze pouze vektor o nalezi do P. V tomto piipads je
P = {0}, p = 0 a mame dokézati, e s = h + k. Ze tomu tak skutednd
jest, plyne z toho, Ze v pfipadé P = {0} vektory (24.3) a (24.4) dohro-
mady jsou linedrné nezavislé. Je-li totiz

(24.6) al; + ... 4 apuy, Fbyw 4 .. by =0,
jest ‘

(24.7) au; + ...+ au, = — (blv‘1 + ...+ bkv?,).
Potom vSak vektor (24.7) naleii do P, je tedy roven o, takze vSecky
koeficienty ve (24.6) jsou rovny nule.

Pfistupme k obecnému dikazu vzorce (24.5), ktery je jiz dokazin
pro p = 0. Je-li p > 0, budiz

(24.8) Wy, ..., W,
base pro P. Podle véty 13.1 miZeme base (24.3), (24.4) linedrnich
soustav W', W” voliti tak, Ze

Uy=w,, .. U, =W, V,=W,;, ...V, =W,

Lineédrni soustava S se d4 vytvofiti vektory (24.8), (24.9), (24.10), kde
vektory '

(24.9) Uppqsoen Uy
odpadnou pro p = &, vektory

(24.10) Vit ees Vi
odpadnou pro p = k. Je-li s celkovy pocet vektori (24.8), (24.9),
(24.10), spliiuje &islo s rovnici (24.5). Je tudiz tfeba pouze ukdzati, Ze
vektory (24.8), (24.9), (24.10) dohromady jsou linedrné ne__zé,vislé.

Budjz ' '
(w4 ... +cw,) + (G, U, + ..+ axlly) +

24.11 .
( ) +(bp+;lvp+1+...+bkvk)=°,
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kde opét druhd nebo treti zdvorka miiZe odpadnout. Rovniei (24.11)
miZeme napsat ve tvaru

(24.12) (cywy+ ... 4+ cwy) + (a”lumJ+1 + ... + o) =
= (bpi1Vprt + oo+ bavi).
Ob8 strany ve (24.12) znamenaji vektor, ktery nalezi jak do W' tak
i do W” a tudfZ do P. Z toho plyne nejprve, ze viecky koeficienty a
i viecky koeficienty b jsou rovny nule, nade? také viecky koeficienty ¢
ve (24.12) jsou rovny nule.

25. DVOJICE LINEARNICH PODPROSTORU EUKLEIDOVSKE-
HO E,,. Budtez nynf diny v eukleidovském E,, dva linedrni podprosto-
ry E;, E;. Budiz W’ zamé¥eni prostoru E,, W" zamé¥eni prostoru E;.
Plati vzorec (24.5), ve kterém bk, k, s, p jsou dimense linearnich soustav
W', W" S, P, S je spojenia P prinik linearnich soustav W', W”. Pfi tom
je ovSem

(@25.1) 0<p<h 0<p<h
a mimo to § < m, takie podle (24.5) je
(25.2) p=h+k—m

Je-li p = 0, neexistuje Zddny smér, ktery by leZel zdroveni v E, i v Ej;
tento p¥ipad podle (25.2) miZe nastati pouze tehdy, jestlize & -+ & < m.
Je-li p > 0, potom. existuji sméry obsaZené v prostoru P. Prostory
E,, E;, jsou rovnob&Zné, plati-li budto p = h nebo p = k (nebo oboje).

Jestlize prostory E,, E, majf né&jaky spoleény bod C, jest E, =
= (C; W'}, E, = {C; W"} a pro p > 0 viecky spoleéné body vyplni
linedrni prostor {C; P} dimense p; pro p = 0 je ziejmé C jediny spo-
ledny bod obou prostori E;, E;. Dale je patrné, Ze existuje-li spoleény
bod, lezi oba prostory Ej, E; v jednoznaénd urdeném linedrnim pod-
prostoru {C; S} dimense s = & + k — p a neleif v Zddném linedrnim
podprostoru dimense mensi nez .s.

Obecne zvolme bod 4 v prostoru E;, bod B v prostoru E, takze

E, = {4; W'}, E; = {B; W"}. Existuje-li spoleény bod C, jest

(25.3) C=A4A+u C=B—v,
fakie vektor u nilezf do W', vektor v do W”.
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Potom jest

(25.4) B—A—=u-+v,

takie vektor B — A nale#i do linedrni soustavy S. Obricens jestlize
vektor B — A néleif do S, lze uréit vektory u, v tak, %e u nilezi do
W', v do W” a %e plati (25.4). Potom viak ob& rovnice (25.3) definuji
ty% bod C, ktery je spoleény ob&ma prostorim E,, E,.

Jestlize prostory Ej, E; nemaji Zidny spoleény bod, t. j. jestlize
vektor B'— A nendleii do S, existuje jednoznaéné uréend linedrni
soustava T dimense s + 1, jejiz éasti je § a kterd mimo to obsahuje
také vektor B — A. Z¥ejmé potom oba prostory E;, E; lezi v jedno-
znaéné uréeném linedrnim podprostoru {C; T} dimense s + 1 =% +
+ & 4 1 — p a nele#{ v 24dném lineirnim podprostoru dimense mens{
nez § + 1. Jezto dimense prostoru {C; T} je nejvyde rovna m, je tento
piipad moZny pouze tehdy, jellih +k+ 1 — p < m.

Nadrovinou eukleidovského prostoru E, rozumime lineirni pod-
prostor dimense m — 1. Tedy v prostoru E, (v roviné) slovo nadrovina
znamend p¥imku, v prostoru E, (v obyé&ejném prostoru) slovo nadrovina
znamena rovinu. V prostoru E, (na pIimce) slovem nadrovine rozumime
bod; nyni vSak predpoklidejme, Ze m = 2.

Jestlize k = m — 1, t.j. jestlize E; = E,,_, je nadrovina, potom podle
(25.2) jest p = b — 1, takie podle (25.1) je budto p =k nebo p =
= h — 1.V piipadé p = h zfejmé linedrni soustava P splyne s linedrni
soustavou W', coz podle definice P znamena, Ze linearni soustava W’ je
astf linearnf soustavy W” neboli, Ze prostor E; je rovnob&iny s nad-
rovinou E,, . Je-li p=h — 1, potom podle (24.5) [jeito nyni k =
=m — 1]jest s = m, t..j. S je celé zamsFent prostoru E;,, takZe kazdy
vektor viibec a specidlné vektor B — A nalezi do lineirnf soustavy S,
takZe podle pfedchazejictho prostory Ej, E, , maji spoleény linedrni
podprostor dimense p = h — 1. Tedy: jestlife linedrni podprostor E,
(2 < b < m — 1) nent rovnobé¥ny s nadrovinou E,,_,, potom E, a E,
maji spoleéné body, které vyplni linedrni podprostor dimense h — 1.
Je-lik = 1, potom vyjde, Ze pfimka, ktera neni rovnobézna s nadrovi-
nou E;_,, ma s E,_; spoleény privé jeden bod, coz vime u% z &élan-
ku 22.
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v
USECKY, POLO\.PR.OSTORY, ORIENTACE

26. USPORADANE MNOZINY. Budi? M libovolnd mno#ina, o které
budeme predpoklddat, Ze obsahuje aspoii dva rizné prvky. Uspofidat
mnoZinu M znamend udat pravidlo, podle kterého se rozhodne, zda
prvek A je ¢i neni pfed prvkem B. Toto pravidlo je libovolné aZ na to,
Ze musi spliiovat t¥i podminky:

(a) je-li prvek A pred prvkem B, potom neni prvek B pfed prv-
kem A4;

(b) neni-li ani prvek 4 pfed prvkem B ani prvek B pied prvkem A,
jest A = B, t. j. oba symboly A4, B znamenaji tyz prvek mnoziny M;

(c) je-li prvek 4 pfed prvkem B a ziroven prvek B pied prvkem C,
je také prvek A pred prvkem C.

Z vlastnosti (a) plyne, zZe je-li prvek 4 pfed prvkem B, je nutné
A + B. Je-li viak 4 + B, potom podle vlastnosti (b) nastane pravé
jedna ze dvou moznosti: ,,4 je pfed B, ,,B je pfed A*.

Jestlize prvek A4 je pfed prvkem B, pravime, Ze prvek B je za
prvkem A. , |

Pravime, Ze 4 je prvni prvek mnoZiny M, jestliZe pro kazdy prvek
X + A mnoziny M platf, ze 4 je pfed X. Pravime, ze 4 je posledns
prvek mnoZiny M, jestlize pro kaZdy prvek X + A mnoZiny M plati,
ze X je pred A. Je ziejmé, ze uspofddand mnozina M ma budto jediny
nebo nemd viibec Zadny prvni prvek, a Ze rovnés M mé budto jediny
nebo nemd vibec zidny posledni pryek.

MnoZina M miZe byti uspofdddna riznymi zptsoby. Je-li uspotada-
na podle jednoho pravidla, obdrzime — jak se snadno dokiZe — nové
uspofadani, fekneme-li, Ze v novém smyslu je 4 pfed B tehdy a jenom
tehdy, jestlize v piivodnim smyslu je 4 za B. Nové uspofadani se na-
zyva inversni k pivodnimu; obé uspofadani jsou navzdjem inversni.
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BudiZz M- libovolnd mnoZina a N libovolna jeji éast, pfi demz N
(a tim spiSe M) ma aspoii dva prvky. Kazdé pravidlo, které uspofadava
mnozinu M, uspofadava zaroveii i mnoZinu N; mluvime-li v nasledu-
jlefim o uspofddani Gasti N uspofddané mnoZiny M, mime vidy na
mysli pravé ono uspofddani mnoziny N, které je uréeno danym uspo-
fad4nim mnoZziny M. = -

Je-li M uspofidand mnoZina, je delné piifadit kazdé dvojici 4, B
prvki mnoziny M urdéité ¢islo rovné 0 nebo 1 nebo —1, které nazveme
znamenim dvojice A, B a oznadime sgn(4, B):*)

sgn(d, B)=10, jeli 4 = B,
sgn(4, B) = 1, je-li A pred B;
sgn(d, B) = — 1, je-li 4 za B.

Snadno se pFesvédéime, Ze &islo sgn(4, B) ma nasledujici t¥i vlast-
nosti: '

(«) sgn(4, B) = 0 pro 4 = B,

sgn(4, B)= 4 1 pro 4 + B;

()] SgD(B, A) = - Bgn(As B);

(y) je-lisgn(4, B) = 1aziroveii sgn(B, C) = 1, je takésgn(4, C) =
= 1.

Obracené se snadno presvédéime, Ze je-li kazdé dvojici 4, B prvki
mnoZiny M p¥ifazeno &fslo sgn(4, B) tak, Ze platf (x), (8), (y), obdrzime
uspofddani mnoZiny M, definujeme-li, Ze ,,4 pfed B znamena
sgn(4, B) = 1.

Velmi dilezitym pifkladem uspofddané mnoZiny je mnoZina R vSech
realnych &fsel. Jsou-li a, b realnd &fsla, definujeme, Ze ,,a pred b zna-
mens a << b neboli b > a. Dospivime takto k uréitému uspofddani
mnoziny R, které mizeme nazvat jejim vzestupngm uspofaddnim. Pii
inversnim uspofddini mnozZiny R, které mizeme nazvat jejim sestup-
nym uspofaddnim, ,,a pfed b*° znamend naopak @ > b neboli b < a. Pti
vzestupném uspofddani je zfejmeé

sgn(a, b) =_ 0 tehdy a jenom tehdy, je-li-b — a = 0;
sgn(a, b) = 1 tehdy a jenom tehdy, je-li b — a > 0;
sgn‘(a, by = — 1 tehdy a jenom -tehdy,, jelib—a<0."

*) Latinské slovo signum znaéi ¢esky znameni.
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“V&e, co bylo pravé fedeno, vztahuje se oviem nejen na mnoZinu R
vdech redlnych &isel, nybrz i na libovolnou édst M mnoziny R (obsahu-
jici asponi dva rizné prvky), t. j. na mnoZinu M sloZenou z redlnych
&isel (ale ne nutné ze viech redlnych disel) obsahujici aspoit dvé redlna
{disla, na pf. na mnozinu v8ech racionalnich éisel.

BudiZz M libovolna uspofadand mnoZina a budtez A, B dva rizné
dané jejf prvky. O prvku X mnoziny M pravime, %e lez{ mezi A a B,
jestlize budto je 4 pFed X a ziroveii X pfed B (tedy A pfed B) nebo
je Bpred X a zaroven X pfed A (tedy B pfed A). Jezfejmé, Ze lezi-li X
mezi 4 a B vzhledem k danému uspofddini mnoZiny M, lezi X mezi
A a B také vzhledem k inversnimu uspof4déni mnoZiny M. Jestlize
mezi dvéma riznymi prvky 4, B mnoziny M nelez{ z4dny prvek mno-
#iny M, pravime, %e dvojice 4, B tvo¥{ skok uspofsdané mnoziny M.
Pravime, Ze mnoZina M je husté uspofddand, nejsou-li v ni 24dné skoky.
Vzestupné (nebo sestupné) uspofddand mnoZina vSech redlnych é&isel
nems Zadné skoky;\ rovndi vzestupnd (nebo sestupné) uspofidana
mnoZina vSech racionalnich é&isel nemd Zadné skoky.

BudiZ opét M libovolné uspofddand mnozina. Budiz dano rozdéleni
mnoziny M na dvé neprazdné &asti M;, M,, tak, Ze kazdy prvek mno-
Ziny M, leZi pred kazdym prvkem mnoZiny M,, pfi éemZ mnoZina M,
nem4 zidny posledni prvek a mnoZina M, nemd Zidny prvni prvek.
Takové rozdéleni mnoZiny M se nazyva mezera v uspofddané mnoziné
M. BudiZ na pf. M vzestupné uspofddana mnoZina viech racionalnich
¢isel a budiZ « uréité irraciondlnf éislo, na pf. « = V§ Budiz M, mno-
Zina viech raciondlnich éfsel mensich nez «, M, mnoZina viech racio-
nalnich éisel vétsich nez «. Vznikne mezera v mno%iné M viech racio-
nalnich ¢fsel a da se ukazati, Ze takovym zplisobem vznikne kaZdd
mezera ve vzestupné uspofiddané mnoziné vSech racionalnich ¢fsel.
Je-li viak M vzestupné uspofddani mnozina v8ech realnych éisel, dé se
ukézati, Ze v M neexistuje vibec Zidnd mezera.

27. ORIENTACE PRIMKY. Z nejelementérngjii geometrie je znamo,
Ze bod muze pifmku probfhat ve dvou navzijem opaénych smyslech
(viz. obr.3, ve kterém jeden.z obou

> . smysld je naznaden Sipkou). Tento né-

zorny fakt budeme nyni formulovat
Obr. 3. - :
algebraicky.
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Budiz déna pfimka E,. Zvolme v E, libovolnou linedrnf soustavu
soufadnic. Jsou-li u = (u), v ="(v) dva nenulové vektory na nadf
pfimee, jsou obé &isla u, v rizna od nuly a jsou mozné dva piipady.
Jestlize éisla u, v maji totéZz znameni (obé jsou kladni nebo obé jsou
zdpornd), fekneme, ze vektory u, v jsou souhlasné. Jestlize viak &islau,
v majf opatna znameni (jedno z nich je kladné a druhé:zadporné);
fekneme, Ze vektory u, v jsou nesouhlasné. Z¥ejmé existuje realné &islo
¢ '%-0 tak, Ze v = cu; je patrné, Zze ¢ > 0, jsou-li vektory u, v souhlasné,
¢ < 0, jsou-li vektory u, v nesouhlasné. Z toho plyne, Ze pojem sou-
hlasnosti a nesouhlasnosti vektort u, v je nezavisly na volbé soustavy
soufadnie.

Ziejmé miZeme vSechny nenulové vektory na pfimce E; rozdélit na
dve t¥idy tak, Ze dva vektory téze t¥{dy jsou vidy navzijem souhlasué,
dva vektory riznych t¥{d jsou vidy navzajem nesouhlasné. Orientovat
pfimku E, znamend vybrat vektory jedné z obou tf¥id a nazvat je
kladné vektory; vektory druhé z obou t¥id jsou potom zdporné vektory.
Zfejmé jsou mozné pravé dvé rizné orientace piimky E,; pravime, Ze
jsou navzijem opacné. Orientace pfimky E, je jednoznaéné urdena,
jestlize zvolime libovolné vektor e + o a rozhodneme, zdali e je kladny
¢i zaporny vektor. Rozhodneme-li, Ze e je kladny vektor, mluvime
o ortentaci uréené vektorem e; opatna orientace je uréena vektorem — e.
Je-li (P; e) linearnf soustava soufadnic na p¥fmce E,, potom pii orien-
taci uréené vektorem e kladné vektory maji kladné soufadnice (a z4-
porné vektory zéporné soufadnice); pravime, Ze tato orientace je p#i-
slu$nd dané linedrni soustavé soufadnic. _

BudiZ dana orientovand pfimka E,, t. j. budiz dina p¥imka E, a urdita
jeji orientace. Jsou-li 4, B dva razné body piimky E,, budiZ sgn(4,
B).=1, je-li vektor B — A kladny, sgn(4, B) = — 1, je-li vektor
B — A zaporny; splynou-li oba body 4, B, je B — A = o a polozime
sgn(d, B) = 0. Snadno se presvédéime, Ze jsou splnény vlastnosti
(), (B), () vyslovené v élanku 26 na str. 69, takZe méme definovéino
urdité usporadéani, které nazveme pfislusnym dané orientaci pfimky E..
Jezto p¥imku E, lze orientovat dvéma navzdjem opaénymi zpilsoby,
jsou dvé uspofédani p¥imky E, jim pislu¥ni; nazyvéme je pfirozend
uspofdaddns pfimky E,; obé ptirozens uspofadini piimky E, z¥ejm3 jsou
navzijem opacnd..
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Orientovand pfimka E; md jediné pfirozené .uspofadani, totiz to,
které je pfislusné dané orientaci. Je-li (P; ¢ lineirni soustava sou-
fadnic na p¥imce E,, potom pfirozené uspofadani pfimky E, p¥islusné
té jeji orientaci, kterd je piisludnd soustavé (P; @), nazveme kritce
pfirozenym uspofadinim pisludnym soustavd (P; a). Snadno se do-
kaZe, Ze p¥i tomto uspotadani bod [x] lefi pFed bodem [y] tehdy a ;zenom
tehdy, jestlize soutadnice x je mendi neZ soufadnice y.

Je-li pfimka E;, jednim z obou moznych zpisobi orientovina, mi-
Zeme zavéstl pojem orientované vzddlenosti dvou bedi A4, B, kterou

oznadime ;1._33 Orientovani vzdalenost je definovdna vzorcem

(27.1) AB = + 4B,
kde pro 4 + B plati znameni plus nebo minus podle toho, zda vektor
B—A4je kladny ¢i zdporny; je-li A = B, je AB = 0 a na znamenf
ve (27.1) nezdleii.

Je-li na pfimce E, zavedena lineirni soustava soufadnic (P;e),
potom pfi orientaci pFisludné soustavé (P; e) je zfejmé pro 4 = [a],

= [b]:

(27.2) AB=(b—a).|a,
specidlné pro kartézskou soustavu soufadnic:

(27.2') AB—1b —a.

Ze vzorce (27.2) snadno odvodime, Ze pro libovolné t¥i body 4, B, C
na pfimce .E, plati:

(27.3) AB + BC = AC.

Obecnéji plati pro libovolnd velky pocet boda A4,, A4,, ..., 4, na
orientované pi¥imce p:

(27.4) Ad, + A Ay + ...+ Ay 14, — A A,
Poznamenejme jesté, ze vidy jest
(27.5) BA — — 4B.

Je tfeba miti dob¥e na paméti, Ze pojem orientované vzdalenosti
dvou bodi na p¥imee je definovan pouze pro orientovanou piimku.
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Prejdeme-li k opaéné orientaci pFimky, potom orientovand vzddlenost
* zméni znamend.

Jsou-li 4, B, C tfiruzné body na pfimce E,, potom: ¢islo

) 4B

je zfejmé nezavislé na volbé orientace p¥mky E;; &slo (27.6) nazveme
délicim pomérem bodi 4, C, B (v tomto pofadi) a oznadfme je

(27.7) (4;C, B).

Tedy délici poniér (27.7) je definovan tehdy a jenom tehdy, jsou-li
A, B, C t¥iruzné body lezici na téZe pfimce a je dan vzorcem (27.6), ve
kterém nezileif na volbé orientace p¥mky.

Pozndmka 1. Jeli A + B, C=A+ 4B —A), 0+ ¢+ 1, jsou
A4, B, C t¥i razné body, které lezf na pfimce. V linedrnf soustavé sou-
fadnic {(4; B — 4) je A = [0], B = [1], C = [?], takie podle (27.2)
jest

(27.8) (4;C,B)=1.

Pozndmka 2.-Je-li A + B, je zFejmé C stfed dvojice 4, B .tehdy
‘a jenom tehdy, jestlize

(27.9) (4;C, B) = 1.

(27.6)

28. USECKY, POLOPRIMKY, POLOPROSTORY. Jsou-li diny
v eukleidovském prostoru E,, dva rizné body A4, B, nazveme useclkou
AB neboli dseckou BA tu Gast pfimky AB, kters sé sklada z bodu 4,
z bodu B a z téch daldich bodd X pimky 4B, které pfi jejim pfiroze-
ném usporidani lez{ mezi body A a B. Jsou sice dvé pfirozend uspo¥a-
déni pHimky AB, ale jsou navzijem opadnd, takie definice usetky AB
je nezévisla na tom, kterého z obou uzijeme. Pravime, Ze 4, B jsou
krajni body tsetky AB; kaidy jiny bod usetky AB je wvnitfni bod
tsetky AB. Je-li na piimce AB zavedena linearni soustava soufadnic,
ve které A = [a], B = [b), potom tsetka AB v pfipadé a < b je mno-
tina téch bodu [z] p¥imky AB, pro néz a < z < b; v pfpadé a > b
je usetka 4B mnozina téch [z], pronéz b < x < a. Z toho je patrné, Ze
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jestlize:dvé uselky splynou, musi krajnf body jedné splynout s krajnimi
body druhé. Dile je patrné, Ze je-li C vnit¥nf bod tiseéky 4B, potom
tusecka AB se skldda z obou usetek AC, BC, které mimo spoleény
krajni bod C nemaji jiného spoleéného bodu.

Snadno najdeme podetni vyjadfeni tsetky AB, jsou-li A, B dva
rizné body eukleidovského prostoru E,,. Casti prostoru E,, je pfimka
AB, na které je (4; B — A linearni soustava soufadnic. V této sou-
stavé je X = [1], je-li

(28.1) X =.4 + #(B — A). Specialné je A = [0], B = [1] a tudiZ
tsetka 4B je mnoZina téch bodi (28.1), pro néz ve (28.1) jest
(28.2) 0<t< 1.

Tedy stfed dvojice A, B leZi na tiseéce AB; obdriime jej ve tvaru (28.1)
pro t = 3.

Jdsou-li 4, B, C t¥i body prostoru E,,, vime z ¢lanku 3, Ze plat{ troj-
thelnikové nerovnost

(28.3) AC + BC > 4B,
pdrovné-me-li (3.24) a (3.23) se (28.1) a (28.2), vidime, %e pro 4 + B
plati v trojihelnikové nerovnosti (28.3) znameni rovnosti tehdy a jenom
tehdy, je-li C bod vseCky AB. _

Zvolme nyni na dané pfimce E, libovolné bod C. Jsou-li 4 # C,
B # C dva dalsi body ptimky E,, fekneme, Ze body A; B jsou na pFimce
E, od sebe oddéleny bodem C, jestlize je A + B a mimo to bod C nélezf
do tise8ky AB. (Jeito A + C, B + C, je potom C vnit¥nfm bodem
tsedky AB.) Z definice tsetky AB je patrné, Ze body 4, B jsou na
piimce E; od sebe oddéleny bodem C tehdy a jenom tehdy, jestlize
bod C lezi mezi body A4, B, coZ opét znamen4, Ze oba vektory ‘

C—-4,C—8B

jsou: nenulové a navzijem nesouhlasné. Z toho plyne, Ze viecky body
X #+ C nasf pfimky E, miZeme rozdélit na dvé tiidy tak, ze dva body
téze tiHdy nejsou a dva body riznych t¥{d jsou na pfimece E; od sebe
oddéleny bodem C. Polop#imkou s poédtkem C nazveme tu ¢ist piimky
E,, kterd se sklada z bodu C a ze viech bodl jedné z obou privé po-
psanych tiid; kazdy bod X = C polopfimky s politkem C nazveme
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vnitinim bodem této polopfimky. Méme tedy na pfimce E, privé dvé
polopfimky s poéatkem C, které dohromady vyplni celou piimku.E,,
a které mimo bod € nemajf jiného spoleéného bodu. Takové dvé polo- -
piimky se spoleénym poéitkem se jmenuji navzijem opaéné. Jsou-li
C, A dva rizné body pfimky E,, potom polopFimka CA je ta polopiim-
ka, kterd m4 poéatek C a kters mimo to obsahuje bod 4. Je-li B ktery-
koli jiny bod polopr[mky CA, potom polopiimka CA splyne s polo-
pfimkou CB.

Jdsou-li C, 4 dva rdzné body eukleidovského prostoru E,,, potom
primka CA se sklada ze vSech bodd X prostoru E,, které jsou tvaru

(28.4) X =C 4+ td — 0).

Jetedy X — C = (A — C)a vektory X — C, 4 — C jsou souhlasné
tehdy a jenom tehdy, jestlize &islo-t je kladné. Tedy polopiimka CA4 je
mnozina viech téch bodt tvaru (28.4), pro néz je ¢t = 0; opaéné polo-
pfimka je mnoZina viech téch bodt tvaru (28.4), pro néz je ¢ < 0.

Je-li CA libovolna polopfimka s pod¢itkem C, potom zfejmé mime
pravé jedno prirozené uspoféddani p¥imky CA, pfi kterém je C' pronim
bodem polopfimky C4; polop¥imka C4 se skladd z bodu C a ze viech
téch dalsich bodi pifmky CA, které jsou za bodem C. O tomto pfiro-
zeném uspofidini piimky CA pravime, Ze.je urdeno polopfimkou CA.
Také o orientaci pfimky CA, ke které je p¥islusné toto pFirozené uspo-
Fadani, pravime, Ze je uréena polopfimkou CA. Z¥ejmé orientace piim-
ky CA uréens polopfimkou C4 jest orientace uréend vektorem 4 — C.

Budiz nynf v eukleidovském prostoru E, déna nadrovina E, ,
Jsou-li 4, B dva body prostoru E,, z nich% z4dny nelez{ v nadroving
_E,,_,, pravime, Ze body A, B jsou od sebe oddéleny nadrovinou E,_,,
jestlize je A + B a mimo to iseéka AB protne nadrovinu E__,, t. j.
m4 s nif spoledny bod, ktery je nutné vnit¥nim bodem tsedky AB, pro-
toZe ani A ani B nendle?i do E,,_,. DokdZeme, Ze mnoZinu viech bodu
prostoru E,, které nenale?ejf do nadroviny E,,_,, miZeme rozdélit na
dvé tfidy tak, Ze dva body téZe t¥{dy nejsou a dva body riznych ti{d
jsou od sebe oddéleny nadrovinou E,,_ ;. Je-lim = 1, potom nadrovina
E,_,jebod a spravnost udinéného tvrzeni je ndm jiz zndma. Budiztedy
m 2 2. Oznadéme V,, zaméfeni prostoru E,, V,_, zaméFeni prostoru
E,. _,. Podle véty 13.1 muZeme udat vektory uy,...,u, ;, u tak, Ze
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vektory u,,..., u,,_, tvoii basi pro V,,_,, vektory uy, ...,u,, ;, u basi
pro ¥,.. Zvolme jesté libovolné bod.C v nadroving E,,_,. Potom kazdy
bod X prostoru E,, 1ze pravé jednim zplisobem napsat ve tvaru

'(28.5) X=C+zwu + ...+ 2z, u, ,+ v,
Pii 8emZ bod X naleif do E,, , tehdy a jenom tehdy, jestlize x = 0. Ty
body (28.5), které nenalezeji do E,,_,, t. j. ty, pro néz je z =+ 0, roz-
délme do dvou tfid tak, Ze v prvé t¥idé je z > 0, ve druhé z < 0.
Dokajeme, e takto definované t¥{idy maji Zddanou vlastnost. Budiz
tedy _

A=CHay,+ ... +a, ,u, |+ au,
B=C+ by, +...+ b, u, -+ bu,
kde A + B,a + 0, b & 0. Mame dokazati, Ze lisetka AB protne nad-
rovinu E,,_, tehdy a jenom tehdy, jestlize ab < 0. Av3ak tsetka AB je
mnozZina viech bodl tvaru '
X=A+tB—4), 05t<1

a bod tohoto tvaru nilei do E,,_, tehdy a jenom tehdy, jestlize

(28.6) a+tbhb—a)=0, 0t 1.
Jeito a + 0, b + 0, lze poloZit b = ka, kde k + 0 a napsat (28.6) ve
tvaru

(28.6') 14tk —1)=0 0<t< 1.
Maime dokazat, Ze tehdy a jenom tehdy, je-li k < 0, lze uréit ¢ tak, aby
platilo (28.6'). Je-lik < 0,jel — k> 1 a (28.6') platiprot =1:(1 —
— k). Neni-li k < 0, je budto £ = 1 nebo k > 1 nebo 0 < k < 1. Je-li
k=1, je zfejmé (28.6") nemoZné. Je-li k£ > 1, potom pro t =0 je
14tk —1)=>1 a (28.6") je opét nemozné. Je-li 0 < k < 1, potom
1 + ¢k — 1) = 0 platf pouze pro ¢t = L': (1 — k) > 1 a (28.6") je zase
nemozné.

Dokazali jsme, Ze mnoZinu viech bodl prostoru E,,, které nenalezeji
do nadroviny E,_,, 1ze rozdélit na dvé t¥dy tak, ze dva body 4, B,
z nichZ zadny nenilezi do E,_ ,, jsou od sebe oddéleny nadrovinou

E,_,tehdy a jenom tehdy, je-li kazdy znich v jiné z obou t¥id. Nazveme
poloprostorem vyfatym nadrovimow E, ; mno%inu sloZenou ze viech
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bodi nadroviny E,,_, a ze viech bodt jedné z obou nasich t¥id. Jsou
tedy pravé dva poloprostory vytaté nadrovinou E,, ,, které dohro-
mady vyplni cely prostor E,. Body spoledné obdma poloprostorim
vyplnf nadrovinu E,_,, kterou nazveme hranici obou poloprostori.
Bod, ktery nelezi v E,,_,, ndlezi do pravé jednoho z obou poloprostort;
pravime, Ze je jeho vnitFnim bodem.

Z predchazejiciho je patrné, Ze jestlize vektor u nelezi v E,_,, potom
kazdy bod X prostoru E,, se d4 pravé jednfm zpisobem napsat ve
tvaru

(28.7) X =X, + au,

kde X, je bod nadroviny E,,_,. Jeden z obou poloprostorii vytatych
nadrovinou E,,_, je mnoZina viech téch bodu tvaru (28.7), pro néz je
z 2 0, druhy mnoZina téch, pro néz z < 0.

Pro m = 1 pojem poloprostoru vytatého nadrovinou E,,_, splyvé
s pojmem polop¥mky s poditkem v bodé E,,_,. Pro m = 2 nadrovina
E, , je pfimkou a misto slova poloprostor uZivime slova polorovina.
Pro m = 3 nadrovina E,_, je rovinou.

29 DETERMINANT PRECHODU. Pojem orientace pi{mky jsme za-
vedli v élanku 27; nyni provedeme pifpravu, na jejimz zaklad¥ zave-
deme v &lanku 30 pojem orientace prostoru E,, pro m > 2. P¥i tom
budeme pFedpoklidati, Ze étena¥ znd z algebry definici a nejjednodussi
vlastnosti determinanti, adkoli pojem orientace by se dal zavésti také
nezavisle na pojmu determinantu, ktery je v3ak i jinak v analytické
geometrii dileZity.

Predpoklidejme nejprve, ze v prostoru E,, je dina urditd base

(29.1) uy, ..., u,,
kterou struéng oznadme B. Je-li déno libovolnych m vektori

(29.2) B SURRYVR £°%
potom existuji a jsou jednoznaénd uréena realna éisla ayy, ..., Qymy - oy
A tak, Ze ’

(29.3) Ve =a U+ ... F Aty pro 1 < r < m.

Sestavime determinant
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29.¢) | .... e

a oznadime jej
(29.5) Vi oo, Va2
Pro m =1 je (29.3) jedind rovnice v, = au, a symbol (29.5) pro
m = 1 znamend ¢islo a. V dalsim textu ¢élanku pfedpokldddme m > 2.
Predpokladajice, Ze base B je pevné zvolena, vyslovime éty¥i jedno-
duché véty o zavislosti &sla (29.5) na vektorech (29.2), které jsou bez-
prostfednim disledkem nejjednodussich vlastnosti determinanti:

ViEra 29.1. PFi permutacs vektors (29.2) &islo (29.5) zastane nezménéno
nebo se zndsobt &islem —1 podle toho, zda provedend permutace je sudd &
lichd.

ViETa 29.2. Jestlite jeden z vektors, (29.2) zndsobime &islem a, také dislo
(29.5) se zndsobs &islem a.

Viita 29.3. Budif v, (1 < r < m) jeden z vektort (29.2). Je-li
v, = v; + v: + ...,
potom &islo (29.5) je rovné soudtu téch Cisel, kterd vzniknou, nahradime-li
vektor v, postupné jednotlivymi vektory v,, v,, ...
ViTa 29.4. Cislo (29.5) je rovné nule tehdy a jenom tehdy, jestlize
vektory (29.2) jsou mezi sebou linedrné zdvislé.

Dosud jsme pi"edpoklé,da,li,’ie base (29.1) byla pevné zvolena. Pfi-
stoupfme ke studiu otdzky, jak se zménf vyraz (29.5) pfi zméng
base B.

" Viira 29.5. Jsou-li B, B’ dvé base prostoru E,, existuje redlné ¢islo c
[zdvislé na basfch B, B’, ale ne na vektorech (29.2)] tak, e pro katdou
volbu vektort (29.2) jest

(29.6) Vi oo ¥mlP =€ . [Vgy oo, Y]

DoxAz. Pfechod od jedné base ke druhé se d4 podle véty 12.7 vidy
rozlozit na ndkolik elementidrnich zmén. Tyto elementarnf zmény base
jsou t¥f typi (a), (b), (¢) vyjmenovanych na str. 35. Stadi tedy dokazat,
%e (29.6) plati pro kazdou elementirni zménu base. Ze tomu tak je.
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plyne opét z nejjednodussich vlastnosti determinantd. Elementarn{
zména typu (a) je permutace vektoru (29.1), kterd se projevi v permu-
taci sloupcl determinantd (29.4), takZe plati (29.6), pfi éemZ ¢ = 1 pro
sudou permutaci, ¢ = — 1 pro lichou permutaci. P¥i elementarni
zméné typu (b) je mezi vektory (29.1) jeden u, (1 < r < m), ktery se
nahradi vektorem u, = au,, kde a + 0. V determinantu (29.4) je po-
tom t¥eba r-ty sloupec znasobit &islem 1 :a, takZe plati (29.6), p¥i
demZ ¢ = a. PH elementirni zmén¥ typu (c) je mezi vektory (29.1)
jeden u, (1 < r < m), ktery se nahradf vektorem u, = u, + w, kde w
je linedrni kombinace vektort (29.1); v determinantu (29.4) zlstane
r-ty sloupec beze zmény a ke kaZdému jinému sloupei se priéte urdity
nasobek 7-ho sloupce, takZe plati (29.6), pfi demz.c = 1.

V definici vyrazu (29.5) se pfedpoklada, Ze vektory (29.1) jsou mezi
sebou linedrng nezivislé, kdeito o vektorech (29.2) jsme takovy pied-
poklad neudinili. Jsou-1i viak vektory (29.2) mezisebou linedrné zavislé,
je vyraz (29.5) podle véty 29.4 vidy roven nule. Proto se omezime na
ten piipad, Ze nejen vektory (29.1), nybrz i vekt'ory (29.2) jsou mezi
sebou linedrn& nezavislé. Vyraz (29.5) nazveme potom determinantem
prechodu od base (29.1) k basi (29.2). Z véty 29.4 plyne:

VETA 29.6. Determinant pfechodu je vidy rizny od nuly.

Z definice je zfejmé:

VETA 29.7. Determinant pfechodu od base k téZe basi je vidy roven
jedné.’

Vira 29.8. Jsou-li B, B', B” tFi base prostord E,, je determinant pre-

chodu od base B k basi B” roven souinu determinantu pfechodw od base B
k bast B’ s determinantem pfechodu od base B’ k basi B".

Dokaz. Budiz (29.1) base B, (29.2) base B,

(29.7) 2
base B”. Podle véty 29.5 existuje takové c, ze
Vi -y Vm]B —c. Vi oo Vil
Wo oo, WP =c. [wy,..,w, 1%

Aviak podle v&ty, 29.7 je [vy,...,v,]* = 1, takZe [vy, .., V.]° =c¢,
tedy ‘
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[wh ] vvm]B = [vh ey vm].!' [wl’ EERH ‘wﬁ]a':

co? jsme méli dokazat.

30. ORIENTACE EUKLEIDOVSKEHO PROSTORU. Budi# zvo-
lena pomocné base B prostoru E,,. Zavedme tuto definici: Dvé base
(29.2), (29.7) nazveme souhlasné, jestlize determinanty ptechodu

(30.1) Ve, oo Val®, [Wo, oo, wil2,

které jsou podle véty 29.6 rizné od nuly, jsou budto oba kladné nebo
oba zaporné; base (29.2), (29.7) nazveme nesouhlasné, jestlize z obou
determinanti prechodu (30.1) je jeden kladny a druhy ziporny. Pfi
tom nezalezi na volbé pomocné base B, nebot z véty 29.8 plyne: .

ViETa 30.1. Base B’, B” jsou souhlasné, jestlife determinant pFechodu
od base B' k basi B” je kladny, nesouhlasné, je-li tento determinant zd-
porny.

Z definice je patrné, ze viecky base prostoru E,, miZeme rozdélit na
dvs tiidy tak, e dvé base téze t¥idy jsou vidy navzijem souhlasné,
dvé base riaznych t¥id navzijem nesouhlasné. Pro m = 1 base se sklida
z jediného nenulového vektoru, takZe pro m = 1 se vracime k definici
souhlasnosti a nesouhlasnosti dvou nenulovych vektord na pfimce
vyslovené jiz v 8lanku 27. Pro m > 2 je t¥eba miti na paméti, Ze podle
véty-29.1 t¥ida base zdvisf na pofadi vektort, z nichz je base sloZena.
Nyni definujeme déle (pro m = 1 v souhlase s definicf &lanku 27):
Orientovat prostor E,, znamend vybrat jednu z obou tiid a base této
tifdy nazvat kladné base prostoru E,,; base druhé ti{dy jsou potom zd-
porné base. Existuji tedy pravé dvd orientace prostoru E,,; pravime, Ze
jsou navzdjem opaéné. Orientace prostoru E,, je jednoznaéné urdena,
jestlize zvolime libovolné jednu basi

(30.2) ' uj, ..., U,

a rozhodneme, zda je kladna &i zdporna. Rozhodneme-li, Ze base (30.2)
je kladna, mluvime o orientact urdené bas? (30.2). Je-li

(30.3) (Piuy, ooy Up)
linearni soustava soufadnic, potom p¥i dané orientaci prostoru E,, ji
nazveme kladnou nebo zdpornou podle toho, zda base (30.2) je kladna

80



¢i zdporna. Orientace prislusnd soustavd (30.3) je ta orientace, p¥i
které base (30.2) je kladna, t. j. je to orientace uréend basi (30.2)

Pozndmka 1. Pojem orientace a viecky tvahy $lanku 29 je zfejmé
mozné prenest1 na libovolny vektorovy prostor V.. konedné dimense
m > 0.

Pozndmka 2. Budtez dany t¥i base: base (30.2), kterou oznaéfme B,
base (29.2), kterou oznaéime B’, base (29.7), kterou ozna,cime B”.

Uréeme &isla a,y, ..., @, tak, Ze plati (29.3); potom (29.4) je deter-
minant pfechodu od base B k basi B’. Dale uréeme &isla b,4, ..., by
tak, ze platf
(30.4) w,=bv,+ ... + bmVn bro 1< r‘§ m;
potom -
. bty +oe bim
(305) |
bmlr 3] bmm

je determinant pfechodu od base B' k basi B”, Nyni zavedme &fsla c,,
tak, Ze

(30.6) Cpo="bpa1+ ... + byl Pro 1 < r<m, 1 <5 m.
Podle (29.3), (30.4) a (30.6) je_

£ (30.7) W, = Coll; + ... + Cemly Pro 1 <X r <im,
takZe
. Ci1, ey Cim
30.8) ... -
Conly +os é-,,,ml

je determinant pfechodu od base B k basi B”. Podle véty 29.8 je tedy
determinant (30.8) soudinem determinantt (29.4) a (30.5). V algebfe
se dokazuje véta o nisobeni determinantt, podle které, zvolime-li libo-
volné &fsla ayy, .., Gmms b11y ---» Omm & definujeme-li éisla ¢y, ..., Cpm
pomoci (30.6), je determmant (30.8) roven soudinu determinanti (29 4)

a (30.5). Na§ dikaz véty o ndsobeni determinanti nenf tplny, protoze
jsme pii dikazu uéinili pfedpoklad, Ze determinanty (29.4) a (30.5) jsou
rizné od nuly; bylo by snadné tuto netiplnost odstranit.

6 81



Budtez nyni v prostoru E, dany dva rizné navzijem rovnobé&iné
linearnf podprostory E,, E; téZe dimense k. Oba podprostory E,, E
maji totéz zaméfeni V,. JelikoZ orientace eukleidovského prostoru
zavisf pouze na jeho zaméfeni, odpovidd kazdé orientaci prostoru E,
urditd orientace prostoru E;, kterou nazveme souhlasnou s danou
orientaci prostoru E;.

V ptipadé & = 1 plati:
VETa 30.2. BudteZ AB, A'B’ dvé riizné rovnobéZky. Orientace piimky
AB uréend vektorem B — A a orientace pfimky A'B' uréend vektorem

B’ — A’ jsou souhlasné tehdy a jenom tehdy, jestlize siseCky AB’, BA'
se protnou. .

Diraz. Budiz

(30.9) B — A" =¢(B — A),
takZe ¢ + 0 a obé orientace jsou souhlasné pro ¢ > 0, nesouhlasné pro
¢ << 0. Mame dokézati, Ze ¢ > 0 je nutna a postaéujici podminka, aby

tiseCky AB’, BA' mély spolecny bod, t. j. aby existovala takova ¢isla
z,y, e

(30.10) 0<z<1, 0<y< L,
(30.11) A+ ax(B'— A) = B + y(4' — B).
Podmfnku (30.11) mizeme upfé.vit na tvar
B — A—z(B'—A)—{—y(A’—B)—o
Sem muZeme dosadit jednak .
A" —B=(A"— A) — (B — A),
jednak podle (30.9) ' 7
B —A=(4"—A)+c¢(B— A4)
a dostaneme
(30.11) (1 —cx—y)B—A)+ (y —a)(d" — 4)=o0.

Jeito rovnobézky AB, A'B’ jsou riizné, jsou vektory B — 4, 4" -4
mezi sebou linedrné nezavislé, takze (30.11°), tedy (30.11), plat{ tehdy
a jenom tehdy, jestliZze

(30.12) z=y, (l+c)z=1
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JeZto ¢ + 0, Ize splnit (30.10) a (30.12) tehdy a jenom tehdy, jestliZe

c>0.
BudiZ nyni v prostoru E, (m > 2) dina nadrovina g. Zvolme bod P

v nadroviné g a basi

(30.13) Uy, e, U g
nadroviny . Pnpownim dalsftho vektoru u,, dostaneme basi

(30.14) Uy, e Uy,
prostoru E,,.. Libovolny bod ma tvar

(30.15) X=P+zu + ...+ z2,u,,
pfi éemZ z, 2> 0 v jednom a x,, < 0 ve druhém z obou poloprostorit
vytatych nadrovinou p.

Predpoklddejme nyni, Ze jak nadrovina o tak i cely prostor E,, jsou
uréitym zpisobem orientovdny. Potom miZeme p¥edpoklidat, Ze (30.13)
je kladnd base nadroviny p, (30.14) kladna base prostoru E,. [Kdyby
(30.14) byla zaporna base pro E,,, stafilo by zaménit u,, za —u,,.] Za
téchto pfedpoklad nazveme kladngm poloprostorem vytatym nadrovi-
nou g ten, ve kterém je x,, = 0, zdpornym ten, ve kterém je z,, < 0. Je
tfeba se presvéddit, Ze pii danych orientacich nadroviny g a prostorn
E,, je pojem kladného poloprostoru vytatého nadrovinou g uréen jedno-
znaéns, t. j., Ze nezavisi na blizsf volb& basf (30.13) pro g, (30.14) pro
E,.. Za tim t¢elem zvolme pomocnou kladnou basi B pro E,,. Jezto base
(30.14) je kladnd, jest

[uy ..., un]® > 0.
Podle vét 29.2 az 29.4 plyne ze (30. 15)v Ze

(3016) [ub v m,_p X P]B =Zp - [ul’ sy um]B)
tedy
(30.17) (uy, ..,uy 1, X — PP >0

tehdy a jenom tehdy, lezi-li bod X v kladném poloprostoru vytatém
nadrovinou g. V podmince (30.17) se uz nevyskytuje base (30.14)
prostoru E,, nybr pouze base (30.13) nadroviny g. Budiz

!

(30.18) W, Ul
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jind kladnd base nadroviny ¢ a budiz D determinant piechodu od base
{30.18) k basi (30.13), takze D > 0.

Ziejms

(30.19) THR  TI

ey U 1y

je base prostoru E,, a z definice determiméntu pfechodu a z nejjedno-
dussich vlastnosti determinanti plyne, Ze D je zaroveii determinant
pfechodu od base (30.19) k basi (30.14). Jezto D > 0, je také (30.19)
kladn4 base pro E,,. Z véty 29.8 [ve které misto basi B, B’, B” vezmeme
base B, (30.19), (30.14)] plyne, Ze

(30 20) [uh ARE ] m] - D[up AAE ] m—]’ m]
Vedle (30 16) plati oviem také obdobny vztah
(30.16") [uy,...,u, ;, X —PP®P=2,.[u,...,u, ,,u,l%

zde je tfeba si uvédomit, Ze p¥i pfechodu od base (30.19) k basi (30.14)
- koeficient x,, zustane beze zmény. Ze (30.16), (30.16) a (30.20) plyne,

ze

uy, ...,u, ;, X —P]® = D[u,, .. X — PP
jeZto D > 0, smysl nerovnosti (30.17) se nezmé&ni pii pfechodu od base
(30.18) k basi (30.13).
Pojem kladného poloprostoru vytatého nadrovinou p zavisi ]edna,k
na orientaci nadroviny g, jednak na orientaci prostoru E,,.

it m——l’

Ponechdme-li orientaci nadroviny o beze zmény, ale zménime-li orien-
taci prostoru E,,, prejde kladny poloprostor v zdporny. Nebot potom zi-
stane (30.13) kladnou basi pro g, ale ve (30.14) zaménime u,, za — u,,
abychom dostali basi pro E,, kladnou p¥i nové orientaci, a zaméné u,,
za — u,, podle (30.15) odpovida zdména x,, za — Z,,.

Ponechdme-li orientaci prostoru E,, beze zmény, ale zménime-li orien-
taci nadroviny o, prejde kladny poloprostor v zdporny. Nebot nyni mi-
Zeme u,, U, zaménit za —u,, —u,, éemuZ opét (vedle zé,mény'x1 za
— z,, na které nezalezf) odpovids Zdména T, 28 — Tp-

Zménime-li jak orientaci nadroviny o tak i orientaci prostoru E,,
zastane kladny poloprostor beze zmény; to je uz nyni ziejmé.

V elementérnich piipadech roviny (m = 2) a obytejného prostoru
(m = 3) pojem orientace t&snd souvisi s nizornym pojmem levé
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a pravé strany. Jestlize v roving (v nadzorném slova smyslu rovina) za-
vedeme zplisobem popsanym v ¢lanku 1 kartézskou soustavu soufad-
nic tak, aby pozorovatel jdouci po prvé ose soufadnic ve smyslu ros-
touef prvé soutadnice mél po levé ruce body s kladnou druhou sou-
fadnicf, a jestlize zavedeme orientaci roviny p¥isluSnou této soustavé
soufadnic, d4 se dokazati, Ze pozorovatel, jdouci po kterékoli oriento-
vané piimce p ve smyslu daném p¥isludnym p¥irozenym uspofsdanim
pHmky p, mé po levé ruce kladnou polorovinu vytatou p¥imkou p.
V obyéejném prostoru zavedme kartézskou soustavu soufadnic zpiso-
bem popsanym v &lanku 1, pfi éemz pidorysna nechf je vodorovna.
V pludorysné zvolime opét kartézskou soustavu soufadnic tak, aby po-
zorovatel kracejici nad ptidorysnou po prvé ose soufadnic ve smyslu
rostoucf prvé soufadnice mél po levé ruce body pidorysny s kladnou
druhou soufadnici; tfet{ soufadnice budiZ kladna pro body nad pudo-
rysnou. Zavedeme-li orientaci prostoru pfisluSnou zvolené kartézské
soustavé soufadnic a pozorujeme-li orientovanou rovinu ¢ z kladného ji
vytatého poloprostoru, potom jsou-li 4, B, C t¥i body roviny p takové,.
%e B — A, C — A je kladna base pro g, vidime bod C nalevo od cesty
vedouci v roving g od bodu 4 k bodu B. Odivodnéni téchto fakt zde
nebudeme probirat. : -
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Vv
KOLMOST

31, KOLMOST SMERU. Budiz dan prostor E,, m > 2. O dvou smé-
rech {u} {v} pravime, Ze jsou navzijem kolmé, je-li uy = 0. K této
definici jsme opravnéni, nebof je-li {u'} = {u}, {v'} = {v}, jest u’
= au, v' = bv, u'v' = ab.uv, ab £ 0, takZe u'v’' = 0 tehdy a jenom
tehdy, jestlize uv = 0. Zfejmé:

ViETa 31.1. Zddny smér neni sdm k sobé kolmaj.

Ze (7.4) a (8.9) plyne:

ViTa 31.2. Je-li smér {v} kolmy na kaZdy ze smérq

(311) {ul}’ ooy {uk},
je {v} také kolmy na kazdy smér obsaZeny v linedrni soustavé {u,, ..., u.}.

VETa 31.3. Ke kaZdému sméru {u} existuje (m — 1)-smér W,,_, tak,
Ze smér {v} je kolmy na {u} tehdy a jenom tehdy, jestlize {v} je obsaZen ve
W, _,. Tato véta je zvlastnim piipadem véty nasledujici.

Virta 31.4. Jsou-lt sméry (31.1) linedrné nezdvislé (1 < k< m — 1),
potom mnoZina vdech sméris kolmych na kaidy ze smé’ru (31.1) twori
(m — k)-smér.

Dtraz. Podle véty 15.2 miiZeme najit orthonormalni vektory

(31.2) T TH
tak, ze

{Uy, ooy up} = {ug, ..., u).
Podle véty 31:2 smér {w} je kolmy na viecky sméry (31.1) tehdy a je-
nom tehdy, jestliZe

(31.3) wu, =0 pro 1 < r< k.

Podle véty 15.3 muZeme najit vektory
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(31.4) Vi ooy Vi ke

tak, Ze vektory (31.2) a (31.4) dohromady tvofi orthonormélni basi
pro E,. Vektory vy, ..., v, —; jsou mezi sebou linedrn& nezavislé podle
véty 15.1, takZze staéi dokazati, Ze (31.3) plati tehdy a jenom tehdy,
jestliZze vektor w je linedrni kombinaci vektori (31.4). Avsak ke kaz-
dému vektoru w existuji &isla a,, ..., ag, by, ..., b, _, tak, Ze

(31.5) w=lau, + ...+ au; + by, + Y

Jeito vektory (31.2) a (31.4) dohromady jsou orthonormélni, plyne ze
(31.5), Ze '

wu, =ga, pro 1 < r < k,
¢imz je vie dokdzano.

Z vt 31.2 a 31.4 plyne: Ke kafdému k-sméru W, 1 < k< m — 1)
existuje (m — k)-smér W,,_,. tak, Ze smér {v} je kolmgj na ka,é'dy smér
obsafeny ve Wy, tehdy a jenom tehdy, jestliZe {v} ndlezi do W,,_;. Tento
(m — k)-sm8r W, _, nazveme fotdlné kolmj na k-smér W,,_,. Jeito
m — (m — k) = k, méme k W,,_, opst totdlnd kolmy Wj. Jestlize viak
smér {v} je obsaZen ve W,, je {v} kolmy na ka?dy smér obsaZeny ve
W, ., t.j. Wi je 8asti W} a podle vty 13.2 je W} = W,. Tedy:

m

Vira 31.5. Je-li (m — k)-smér W,,_, totdlné kolmy na k-smér W,
je také obrdcené W, totdlné kolmy na W,,_,. MiZeme tedy ¥ici, Ze W,
a W, . jsou navzdjem tobalnd kolmé.

Pravime, %e k-sm8r W, a h-smér W, jsou linedrné nezdvislé, jestlize
jejich priinik obsahuje pouze o; pravime, Ze W;.a W, jsou linedrné zd-
vislé, jestliZe jejich prunik ma dimensi vétsi nez 0, t. j. existuje-li aspoii
jeden smér obsaZeny ziroveli ve W, i ve W,. Specialnd k-smér W,
a smér {u} j jsou linedrné zavisté tehdy a jenom tehdy, jestlize {u} jest
absaZen ve W, 'Dva sméry {u}, {v} jsou linearns z4vislé tehdy a jenom
tehdy, jestlize splynou; tak jsme definovali jiz v &lanku 19 (str. 54).
Podle &lanku 24 jsou k-smér W, a h-smér W, linedrng nez4vislé tehdy
a jenom tehdy, jestliZe jejich spojeni mé dimensi % + A, takie v pro-
storu E,, mize tento piipad nastati pouze tehdy, jestlize k 4 » < m.
Z vty 31.1 plyne, Ze jsou-li W, a W,,_, totdlné kolmé, jsou linedrné
nezavislé. - :
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V prostoru E, (v roving) existuje ke kaZdému sméru {u} pravé jeden
kolmy smér, ktery je zdroven totdlné kolmy na {u}.

V prostoru E, existuje ke kazdému sméru {u} pravé jeden totalné
kolmy dvojsmér W,, ktery obyéejné nazyvame struéné kolmy na {u}.
Smér {v} je kolmy na smér {u} tehdy a jenom tehdy, je-li {v} obsazen
ve dvojsméru W;. (totilng) kolmém na {u}. K danému dvojsméru W,
existuje jediny kolmy smér {u}, t. j. smér totdlné kolmy na W,. Pra-
vime, %e dvojsmér W, je kolmy na dvojsmér W,, jestlize smér {u}
kolmy na W, jest obsaZen ve W,, takZie k danému dvojsméru W,
existuje nekoneéné mnoho dvojsméri k nému kolmych. Jestlize dvoj-
smér W, je kolmy na dvojsm&r W,, potom je také obricens W, kolmy
na W,. Nebot podle pfedpokladu W, obsahuje smér {u} totilnd kolmy
na W,; mame dokazati, e smér {v} totdlné kolmy na W, jest obsazen
ve W,. To je vSak zFejmé, nebot smér {v} je podle’své definice kolmy na
kaZdy smé&r obsazeny ve W,, takZe {v} je zejména kolmy na {u} a z toho
plyne, Ze {v} nalez{ do dvojsméru totdlné kolmého na {u}, t. j. do W,.

Vratme se k pfipadu libovolného m. Budiz ddn k-smér W, (1 <
< k < m — 1). Pravime, ze smér {u} je kolmy na Wy, je-li {u} kolmy na
kazdy smér obsazeny ve W, t. j. jestlize {u} nalezi do (m — k)-sméru
totalnd kolmého na W,. Je-li 1 < b < m — k, pravime, Ze h-smér W,
je kolmy} na W,, jestlize ka%dy smér obsazeny ve W, je kolmy na W,
neboli jestlize W; je Sasti (m — k)-sméru totalné kolmého na W,. Je-li
h = m — k, existuje k danému W, jediny kolmy A-smér, totiz totalné
kolmy W,,_.; je-li viak h < m — k, existuje k danému W, nekoneéné
mnoho kolmych A-sméra: jsou to pravé ty h-sméry, které jsou obsazeny
v totdlnd kolmém W,, ,. V kazdém piipads, je-li W, kolmy na W,
ajelik -+ k < m, jeito W, musi byti obsazen v (m — k)-sméru totalné
kolmém na-W,, je kazdy smdr obsazeny ve W, kolmy na W, t. j.
nejen W, je kolmy na W,, nybrz také W, je kolmy na W,, neboli pravé
definovanid kolmost je vztah vzijemny. Z definice plyne snadno,
Ze jestliZe Wya W, jsou v prostoru E, navzijem kolmé, pfi demsz
h + k < m, a jestlize E,, je vnoten do E, (tedy m < n), jsou W,a W,
navzajem kolmé také v prostoru E,.

Budiz dén k-smér W, (1 < &k < m — 1), ale budiz nynf 2 + & > m.
Pravime, Ze h-smér W, je kolmy na W, v prostoru E,, jestlize kazdy
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smér {u} prostoru E,, kolmy na W, nilezi do W,, t. j. jestlize W, obsa-
huje cely (m — k)-smér W,,_, totdlné kolmy na W,. Je-li tomu tak
a je-li {v} smér kolmy na W,, potom {v} je kolmy na kaZdy smér obsa-

Zeny ve Wy, a jeito W,,_, je 8asti W,, je {v} kolmy na W, _, a tedy {v}
nalez{ do k-sméru totdlnd kolmého na W,,_,, t. j. do W,. Tim je doka-
zano, ze kazdy smér {v} kolmy na W, nilezi do W,, t. j. je-li W, kolmy
na W,, je téZ W kolmy na W,. Tedy také v p¥ipads h + & > m kol-
most mezi W, a W, je vztah vzijemny.

Jsou-li W,, W, navzijem kolmé v prostoru E,, a je-li » + &k > m,
potom W, obsahuje cely (m — k)-smér W, , totdlné kolmy na W,.
Aviak W, a W, _, jsou linedrn& nezavislé, t. j. jejich priinik obsahuje
pouze o, takZe jejich spojeni md podle élanku 24 dimensi m, coz je
ostatné patrné i z dikazu véty 31.4; tim spiSe ma spojeni linedrnich
soustav Wy a W, dimensi m, takze prinik W, a W, podle élinku 24 md
dimensi b + k — m > 0. Z toho plyne, Ze W, a W, jsou linedrné za-
vislé,

Jsou-li Wy, W, navzijem kolmé v prostoru E, a ]e ik k> m,
potom jestlize E, je vnofen do E, (m < n), nemohou byjti W,, W,
navzdjem kolmé v prostoru E,. P¥i dikaze rozeznivejme dva piipady.
Je-li pfedné & + k& < n, nejsou W, W, navzajem kolmé v prostoru E,
proto, Ze jsou lmearne zavislé. Je-li za druhé A + k > n, uvaime, Ze
pranik W,, W, m4 podle pfedchazejictho dimensi & 4 & — m, kdeZto
kdyby W,, W; byly kolmé v E,, musxl by tento prinik miti dimensi
h+ %k —n.

h

32. KOLMOST PRIMEK. O dvou pfimkach p, ¢ pravime, Ze jsou na-
vadjem kolmé, jsou-l jejich sméry navzijem kolmé. Jezto tedy kolmost
p¥mek z4visi pouze na jejich smérech, plg,ti:'

ViiTa 32.1. Jsou-li pfimky p, q navzdjem kolmé, jsou-li p, p' rovno-
b&ky a jsou-li q,q' rovmob&iky, jsou také pFimky p', ¢’ navedjem kolmé.

Z véty 31.1 plyne: ,

VETa 32.2. Dvé pfimky navzdjem kolme nemohow biyjti rovnobéiné

& ledy nemohow splynout.

Jsou-li E,, E, dva lineirni podprostory eukleidovského prostoru E,,

a je-li W, zaméteni E,, W, zaméfeni E,, pravime, Ze E, a E, jsou navza-

/
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jem kolmé v prostoru E,,, jestlize W, a W, jsou navzijem kolmé v pro-
storu E,, ve smyslu definic $lanku 31. V piipad& k + » = m jsou W,
a W, . totdlnd kolmé a pravime také, Ze E, a E,,_, jsou totdiné kolmé.
Jsou-li linedrnf podprostory E, a E, eukleidovského prostoru E,, na-
vzajem kolmé v E,, potom jestlize E,, je vnoFen do E,, jsou v piipadé
b 4 k < m prostory E, a E, také v prostoru E, navzijem kolmé, ale
v ptipadé & + k£ > m nemohou E, a E, byti v prostoru E, navzijem
kolmé. Na pf. dvé roviny (b = k = 2), které jsou navzijem kolmé
v obydejném prostoru E;, pfestanou byti navzajem kolmé, vnofime-li
E,; do eukleidovského prostoru vyssi dimense.

v 12 v ¥ » . Y o v . '3 ’ g »
V kazdém pripadé nasleduje z nasi definice, Ze jsou-li E,, E, navza-
jem kolmé, jsou-li E, E}, rovnobdzné a jsou-li E;, E}* rovnob&zné, jsou
také E}, E,* navzdjem kolmé.

Je-li dan v prostoru E,, lineirni podprostor E; a mimo to libovolny
bod B, potom zfejmé bodem B prochazi pravé jeden linedrni podpro-
stor E,,_, totilné kolmy na E,. Mimo tento E, _, prochizeji bodem B
‘jesté daldf linearni podprostory kolmé na E;: Pfedné vSecky linedrni
podprostory E; dimensfh > 1,k < m — kprochizejicibodem Ba obsa-
zené v E,_; (tyto podprostory odpadnou, je-lik = m — 1, t. j. je-li Ej,
nadrovina). Za druhé viecky linedrni podprostory E, dimensi & <
< m — 1, b > m — k prochizejici bodem B a obsahujici E,,_; jako
&ast (tyto podprostory odpadnou, je-li k =1, t. j. je-li E; pfimka,
a tyto podprostory piestanou byti kolmé na E,, vnofime-li E,, do E,)
(m < n).

Kolmost libovolnych linedrnich podprostorti se d4 pfevésti na
kolmost p¥imek. Je-li dan linedrni podprostor E, (1 < k< m — 1),
potom pfimky kolmé na E, jsou ty pfimky, které jsou kolmé na kazdou
pfimku obsazenou v E,; ostatné kazds p¥imka, kterd je kolma na k
linedrng nezavislych p¥{mek obsaZenych v E;, je kolma na E;. Je-li dén
libovolny bod B, potom vSecky pfimky jdouci bodem, B a kolmé na E,
‘vyplni linedrni podprostor E,, , totilné kolmy na E,. Lineirni pod-
prostor E, (b + m — k) jdoucf bodem B je kolmy na E,: (1) v piipads
h < m — ktehdy a jenom tehdy, je-li E, obsaZen v E,, _,; (2) v p¥ipads
h >.m — k tehdy a jenom tehdy, je-li E,,_, obsaZen v E,; v pi{padé (2)
se kolmost porusi, vnofime-li E,, do E, (m < n).
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33. VZDALENOST BODU OD LINEARNIHO PODPROSTORU.
Budiz {4;u} dand pfimka p a budiz B dany bod v prostoru E,h,
m > 2. Ke sméru {u} pfimky p méme v prostoru E,, totdln& kolmy
(m — 1)-smér W, _,; vektor v nilezi do W,_, tehdy a jenom tehdy,
jestlize uv = 0. P¥imka ¢ jdouci bodem B je kolm4 na p tehdy a jenom
tehdy, jestlize jeji smér {v} nilezf do W,_,. Je-li m = 2, je sm&r {v}
jednoznaéné uréen, bodem B prochiz{ jedind piimka qkolma na pfimku
p, kterd proting piimku p v uréitém bodd P, zvaném pata kolmice.
(Lezi-li bod B na pfimce p, splyne bod P s bodem B.) Je-lim > 3, potom
bodem B prochizi nekoneéné mnoho pfimek kolmych na piimku p, ale
jestliZze bod B nelezi na pfimce p, potom jedind z téchto pfimek je riz-
nobéini s pfimkou p; o takové pi¥imce pravime, Ze kolmo protind
pfimku p a jeji pruseéik P s pfimkou p opét nazveme patou kolmice.
Abychom dokézali uéinénd tvrzeni, uvaime, Ze jeito p je pfimka
{A; u}, musi byti -
"P= A + zu.

Cislo z je t¥eba uréiti tak, aby smér {B — P} p¥imky ¢ byl kolmy na
smér {u}. AvSak
B—-P=B—A4A—a2au
-a podminka kolmosti zni podle (7.6)
uB—A)==x.|uft,
¢imz je &fslo z jednoznaéné urdeno.
Piedpoklidejme opét, Ze bod B neleif na pfimee p. Potom platf:
VEta 33.1. Pata P kolmice na primku p vedené bodem B md od bodu B
menét vaddlenost neZ ktergkoli jing bod pfimky p. Z tohoto divodu se
vzdalenost BP nazyvé vzddlenosti bodu B od pfimky p (nebo piimky p
od bodu B). Pfi ditkaze mi%eme predpokladati, Ze bod Psplynesbodem
A (ktery jsme mohli na p¥imece p zvolit libovolng). Potom je (B — 4) .
.u=0. Je-li nyni ¢ = A + zu bod na3i ptimky rizny od bodu A4,
takze z * 0, jest
|0 — Bjf= (B~ A —zu)(B— A — zu) = |B — A|* 4 |aul?,
nebot (B — A) u = 0. Je%to zu = C— A, jest
(33.1) BC? = BA? + (42,
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pri demz CA > 0, tak#e vskutku BC > BA. Rovnice (33.1) obsahuje
znamou Pythagorovu vétu.

Vira 33.2. Je-li d vzddlenost bodu B od pfimky {A; u} a je-lie > d,
potom existuji na pfimee {A4; u} prdvé dva body C,,C, ve vzddlenosti e od
bodu B; pata kolmice vedené bodem B k pFimce {A; u} je stfedem dvojice
C;; C,. Pti diikaze miZzeme opét pfedpokladati, Ze A je.pata kolmice
vedené bodem B k piimce {4; u}, takie d = AB; mimo to miZeme
pfedpoklédati, ze |u] = 1. Je-li C = A + zu bod naf pfimky, je potom
[viz (33.1)] BC? = d? + a2, tak¥e ve vzdélenosti e od bodu B jsou na
nasi pfimce body

Ch=A4A+4fu, C, =4 — fu,
kde f = J/e® — d¥ ziejmé 4 je sted dvojice C;, C,. Déle plati:

VETa 33.3. Necht plati pfedpoklady a oznadent véty 33.2. LeZi-li bod C
woniff dseCky C,C,, jest BC < e; jestlite véak bod C pFimky C,C, nendlei
do dsecky C,C,, jest BC > e. Nebotpro C = A + zuje je opét BC? = d24-
+ 2% lezi-li C uvnit¥ usesky C,0C,, je |z| < f, tedy BC? < d? + f2 = 2
jestlize v8ak C nendle#i do usecky C,C,, je |z| > f, tedy BC? > ¢2.

Obecnéji budiz dan v prostoru E, bod B a linedrni podprostor
E, = {4; W,}. Je-linejprve k = m — 1, t. j. je-li E; nadrovina, potom
existuje v prostoru E, jediny smér {v} kolmy na k-smér W, a bodem B
‘prochézi jedind pfimka {B; v} kelma na E;, kterd podle konce ¢ldnku 22
protne E; v uréitém bodé P zvaném pata kolmice. Je-li viak k < m — 2,
ﬁitom existuje v prostoru E,, nekonené mnoho sméri kolmych na W,,
které vyplni (m — k)-smér totilné kolmy na W,; je-li {v} kterykoli
z téchto sméra, potom piimka {B; v} prochizi bodem Ba je kolma na
E,. Jestlize bod B nelezi v prostoru E,, potom viecky tyto pfimky jsou
mimobé&zné s E, aZ na jedinou z nich, kterd kolmo protind prostor E,
v uréitém bodé P zvaném opét pata kolmice. Abychom dokézali uéinéné
tvrzeni, stadi uvaziti, Ze zfejmé existuje v prostoru E, jediny E;, obsa-
hujici jak dany E, tak ibod B; tento E,, musi obsahovat kazdou pf{m-
ku prochazejici bodem B a riznobéZnou s E,, a v prostoru E,y, leif
jediné, piimka prochazejici bodem B a kolma na E,. '

Je-li opét P pata kolmice na prostor E, vedené bodem B, potom
vzdélenost BP- se jmenuje vzddlenost bodu B od prostoru E;, (nebo
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prostoru E; od.bodu B), protoze je-li @ kterykoli jiny bod prostoru
E,, je BP < BQ, nebot P je zfejmé pata kolmice na pfimku PQ vedené
hodem B.

Jsou-li E,, E, dva rizné rovnob&iné linedrni podprostory téze di-
mense &k (na pf. dvé rovnobéiné pfimky), potom vzdilenost kterého-
koli bodu prostoru E, od prostoru E, a vzdilenost kteréhokoli bodu
prostoru E; od prostoru E; jsou si rovny; jejich spoleéna hodnota se
jmenuje vzddlenost obou rovnobéénijch podprostors E,, E,. BudiZ E; =
= {4; W,}, E, = {B; W,}. P¥i libovolné volbé bodu A4 v prostoru E;
muzeme zvolit bod B v prostoru E, tak, e p¥imka AB je kolm4 na E,
a tedy té% na E;. Je-li u libovolny vektor nalezejici do W, je potom
(B — 4)u = 0. AvSak p#i libovolném z je

(B4+a2u) — (A 4+ 2u) =B — A4,
tudiz také pifmka, kterd spojuje bod A + a2u s bodem B + zu je kolma
na E, i na E;',, takZe vzdélenost bodu 4 4+ zu od prostoru Ey E;. i vzdale-
nost bodu B + zu od prostoru E, jsou rovny vzdalenosti AB.

Budtez nyni p, ¢ dvé mimobézky. Podle &linku 20 jsou ob& mimo-
bézky obsaZeny v jednoznaéné uréeném E,. BudiZ {u} smér pfimky p,
{v} smér pfimky gq. Podle véty 31.4 existuje v prostoru E, jediny smér
{n} kolmy zarovei na {u} i na {v}. Podle véty 21.1 existuje v E; jedina
pricka mimobéZek p, ¢ se smérem {w}; tato pfitka se jmenuje osa mimo-
bézek p, q. Osa mimobéZek p, ¢ protne » v bodé 4, g v bodé B. Vzdale-
nost AB se jmenuje vzddlenost mimobéZek p, q, protofe je mens nes
kterakoli jina vzdélenost XY, kde X le#i na p, Y lezf na q. Nebot budi#

(33.2) X=A4A+42u, Y =B+ yv,
kde aspoii jedno z obou &isel z, y je rtizné od nuly. Jezto pfimka 4B je
kolma jak na p tak i na ¢, jest

(33.3) (B—A4)u=0,(B—A)v=0.
Podle (33.2) je v8ak |
_ Y —X=(B— A4)— zu+ yv,
takZe podle (33.3)
XY?= AB: 422, |u® + y2. |v|%
Jezto neni zaroveii x = 0, y = 0, jest XY > AB.
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Ctens¥ sém necht definuje a vy3et¥ vzdalenost libovolnych dvou
neprotinajicich se linedrnich podprostorii E,, E; prostoru E,.

34. VNEJST SOUCIN. Budi% d4na base

(34.1) €5, ..., ey
prostoru E,, (m = 2), kterou oznadime B. Jsou-li
(34.2) ) ug ..., U,

libovolné vektory v poétu m, zavedli jsme v &ldnku 29 &slo
(34.3) (U oo Ua]®

které je rovné determinantu

(34.4) e

jestlize

(34.5) U, = up€; + ... + Ume, pro 1 < r < m.
Predpoklidejme nyni, Ze base B j‘e orthonormdlni. Potom je

(34.6) wu, = Upilhoy + +.. + u,,,,u,,,,wpro 1<rSm, 1< s m.

Uzijme nyni véty o ndsobeni determinantii podle fadkd. (Tato véta
vznikne z véty pfipomenuté v pozndmce 2 na str. 81 preklopenim
determinantu (29.4) kolem hlavni diagonaly, které, jak zndmo, nema
vlivu na hodnotu determinantu.) Podle tétc véty plyne ze (34.6), Ze
druhd mocnina determinantu (34.4) je rovna determinantu

|uwy, ..., wu,

7% ) I

WUy, ..., ULU
Tim je dokdzino, Ze druhkd mocnina &isla (34.3) md. touf hodnotu pro
vdecky orthonormdlni base B.

Zvolme nyni uréitou orientaci prostoru. E,, a omezme B na kladné
orthonormdln? base. Potom vime, Ze &islo (34.3) je rovné nule, jsou-li
vektory (34.2) mezi sebou linedrné zavislé, je kladné, tvori-li vektory
(34.2) kladnou basi pro E,, a je zdporné, tvofi-li vektory (34.2) zdpor-
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nou basi pro E,,. Tedy za udinénych pfedpokladi je &islo (34.3) neza-
vislé na bliz&i volbé base B a proto je oznaéime jednodudeji

(34.8) [y, - Un]

a nazveme je vnéj¥im soudinem vektori (34.2). Vnéjs soudin ma vlast-
nosti formulované ve vétich 29.1 aZz 29.4, které si znovu vyslovime:

VETA 34.1. Jsou-li vektory (34.2) mezi sebou linedrné zdvislé, je vnéj&i
soudin (34.8) roven nule a obrdcené.

VETa 34.2. PFi permutaci vektord (34.2) vnéj& soubin (34.8) zastane
nezménén nebo se zndsobi &islem —1 podle toho, zda provedend permutace
je sudd & lichd.

VETA 34.3. JestliZe jeden z vektord (34.2) zndsobime é&islem a, potom
také vnéjsi soucdin (34.8) se zndsobi &lslem a.

Vira 34.4. Budif u, (1 < r < m) jeden z vektors, (34.2). Je-li
u =u +u 4+ ..,

potom vnéjsi soudin (34.8) je roven souclu téch vné’jﬁch'swc‘:’imz, které
z ného vzniknou, nahradime-li vektor u, postupné jednotlivymi vektory

!

u,u

VETA 34.5. Vnéj& soudin (34.8) je kladny, tvofi-li vektory (34.2)
kladnou basi pro E,,, zdpornyj, tvofi-li vektory (34.2) zdpornou bast pro E,,.
VETA 34.6. Jest

[ug, o up] vy, e V) = e L

Tuto vétu jsme dokdzali pro u, = vy, ..., u, = v,. Obecny dikaz je
viak Gplné stejny.

Jest miti na pamé&ti, Ze vnéjsi soudin (34.8) je zavisly na volbs orien-
tace prostoru E,,:

ViTA 34.7. PFi zméné orientace prostoru E., kasdy vnéj&i soudin se znd-
sobt éislem —1.

’

Dikaz plyne snadno na pf. z véty 29.5. ’
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'35. ORTHOGONALNT DOPLNEK; VEKTOROVY SOUGIN. V orfen-
tovaném prostoru E,, (i = .2) budi% dano m — 1 vektori.

(35.1) Uy, oy Uy g

"Predpoklédime-li na okam#ik, Ze je v E, dina kladna kartézskd sou-
stava soufadnic, ve které

U, = (Upgy ooy Up) Pro 1 < r < m,

potom podle znémé Laplaceovy véty o determinantech ex.lstuji dsla
ay, ..., 8, tak, Ze

Y11, o Uim
(35 ................ =a,1x1+'“+amxm
um—lil’ cey um—lvm
Z,, veey Ty
identicky v zy, ..., Zp. PoloZme
a=(ay,..., 0n)

a nazveme vektor a orthogondlnim dopliikem vektort (35.1); budeme
psati —

(35.3) a=[uy,..., U, ,]
Definice vektoru a je pouze zdinlivé zavisld na volbé soustavy sou-
Fadnie, nebot rovnice (35.2) mﬁieme napsat v invariantnim tvaru

(35 2%) [uy, ..., Up-X] = ax.
Ztejmé viak orthogonalni doplnek a vektoru uy, ..., U,_1je zavisly na
orientaci prostoru E,, nebot z véty 34.7 plyne podle (35.2'):

ViEra 35.1. PFi 2méné orientace prostoru E,, orthogondlni doplnék
vektor (35.1) se zndsobi &islem — 1.

Ztejmé platf:
ViTa 35.2. V prostoru E, orthogondlni doplnék - vektoru (u,, u,) je
vektor (— u,, u,).

VETA 35.3. V -prostoru E, orthogondlni doplnék vektord (u,, s, us),
(v, vy, v3) Je vektor

L.}
(UaV3 — UgVy, UsV; — UyV5, Uy — UgVy).
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Ve vétich 35.2 a 35.3 se pfedpoklida kladnd kartézskéd soustava sou-
. fadnic. Z véty 35.2 nasleduje:

VETA 35.4. V prostoru E, orthogondini doplnék orthogondlntho dopliku
vektoru u je vektor —u.

VETrA 35.5. Jsou-li vektory (35.1) mezi sebou linedrné zdvislé, je jejich
orthogondlns doplnék roven o a obrdcené.

Doxaz. Jsou-li vektory (35.1) mezi sebou linedrné zavislé, potom po-
dle véty 34.1 plyne ze (35.2'), Ze @ . x = 0 pro kaZdy vektor x, takie
a = o. Jsou-li vak vektory (35.1) mezi sebou linedrnd nezavislé, lze
k nim podle véty 13.1 ptipojit vektor x tak, Ze vznikne base pro E,,

' nadeZ podle (35.2) je ax + 0, tedy a + o.

Nisledujici t¥i véty plynou z vét 34.2 aZ 34.4:

VETA 35.6. Pfi permutaci vekiord (35.1) orthogondIni doplné’k (35.3)
ziistane nezménén nebo se zndsobi &islem —1 podle toho, zda provedend
permutace je sudd & lichd.

ViTa 35.7. Jestlize jeden z vektort (35.1) zndsobime &islem a, potom
také orthogondlnt doplnék (35.3) se zndsobi &islem a.

ViiTa 35.8. Budif u, (1 < r < m — 1) jeden z vektord (35.1). Je-li
u=u, +u, ..,

potom orthogondlni doplnék (35.3) je roven souctu orthogondlnich-dopliki
téch vektorn, které vzniknou ze (35.1), nahradime-li vektor u, postupné
]ednotlwym@ vektory u,, u, ...

Dosadime-li do (35.2") za x jeden z vektoru (35.1), vyjde:

VA 35.9. Orthogondlni doplnék vektors (35.1) je orthogmidl_ni ke v¥em
vektorum (35.1), t. j.

a.u,=0pro 1< r m.

VETA 35.10. Jsou-li vektory (35.1) mezi sebou linedrné nezdvisléa je-li a
jejich orthogondlni doplnék, potom vektory

Uy coey g, @
tvori kladnou basi prostoru E,,.

DUxrAzZ. Dosadime-li x = a do (35.2'), vyjde
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(35.4) -[Ul, caey um_l, d] == |d|2
a jeito a + o podle véty 35.5, jest |a]2 > 0.
VEra 35.11. Le#i-li vektory (35.1) v nadroviné o prostoru E,,, potom

velikost jejich orthogondlniho dopliiku jest — a% snad na znameni —
rovna vréj¥imu souinu vektord (35.1) utvofenému v prostoru o.

Dtraz. Zvolme v E,, kladnou kartézskou soustavu soufadnic

(P;ey ..., e
tak, aby ,
(P;ey...,en_1
byla kladna kartézska soustava soufadnic pro ¢ (coZ lze podle vét 15.2
-a 15.3). Potom vektory (35.1) maji posledni soufadnici rovnou nule,
vektor @ = (0, ..., 0, a,,) mé viecky soufadnice aZz na posledni rovny
nule a (35.4) zni

Um—1r1s +++> Ym—1om—1
mimo to je |a] = + a,.

Orthogondlni doplnék je — jak se snadno dokiZe — jednoznaéné
charakterisovan vlastnostmi vyslovenymi ve vétach 35.5, 35.9, 35.10
a 35.11. '

V prostoru E; mame orthogonédlnf doplnék dvou vektori u, v, jehoz
podetni vyjadieni v kladné kartézské soustavé soufadnic je popsdno
ve vétd 35.3. Pro orthogondlni doplnék [uv] dvou vektord v E, zave-
deme oznadeni uX v a nizev vektorovy soucin vektori u, v. Vyslovme
znovu pro m = 3 vlastnosti vySe formulované pro obecné m:

I. P# 2méné orientace prostoru E; vektor u X v zméni znament.

II. Jest uxv = o tehdy a jenom tehdy, jestlite vektory u, v jsou mezi
sebou linedrné zdvislé.

III. Jsou-li vektory u, v mezi sebou linedrné nezdvislé, potom vektory
u, v, uX v tvori kladnou basi prostoru E,.

IV. Le#i-li vektory u, v v roving o a je-li ¢ jejich vnéj&i soudin vypolleny
v roviné g, jest

: juxv] = [el.
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(35.5) ' vXu = — (uxv);

(35.6) (au)Xv =uX(av) =a . (uXy);
(35.7) uX(vy+4 vy) = (UXvy) + (UXVy,);
(35.8) (uy + uy)) Xv = (U, Xv) + (uyXv).
Pro tfi vektory u, v, w prostoru E; mame podle (35.2'):
.(35.9) (Uxv).w= [uvw].
DokaZme je3té dva dalst vzorce (35.10) a (35.11):
(35.10) (uXv)Xw=uw.v —vw.u;

uu', uv’
(35.11) (uxv). (U xv')= vu’: ‘_’:’ .

Oba vzorce jsou nezavislé na volbé kartézské soustavy soufadnic,
pokud tato soustava je kladnd. MiZeme ji zvolit tak, Ze

(35‘12) u= (uli 0’ 0)’ V= ('01, 'Uz, O)’
nadez podle véty 35.3 jest
(35-13) UXv = (O’ O, ulvz).

Opétnym uZitim véty 35.3 vyjde dile, Ze levé strana ve (35.10) je
Tovna
(— Ugvawy, U Vwy, 0) =
= (Uy01Wy, UyWaWy, 0) — (U 1wy + % VW, 0, 0) =
= U Wy - (V3 V3, 0) — (Vw1 + vaw,) . (uy, 0, 0),
coz je rovné pravé strané ve (35.10), jezto podle (35.12)
Uw = %Wy, YW = VW0, + VW,.

Pravé strana ve (35.11) podle (35.12) je rovna
Usthy, Uyl
Vllp, . VgVy

17 ’
UqU7, U,
! 1 1 B 1
01Uy - Vgllg, V103 + Vgl

_ s I r s o r 7
= U VsV — Uyl Vg = U (U Vp — Ugly),

coZ podle (35.13) je rovné levé strané ve (35.11), jezto podle véty 35.3
tiet{ soufadnice vektoru u’ X v’ je rovna u v, — u.0;.
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VI

SHODNE, PODOBNE A AFINNI
TRANSFORMACE

36.ZOBRAZENI A TRANSFORMACE. Budte? ddny mnoziny M, M*
sloZené z libovolnych prvki. Zobrazenim mnoZiny M do mnofiny M*
nazyvame jakékoliv pravidlo f, které kazdému prvku z mnoZiny M
piifazuje uréity prvek mnoZiny M*, ktery oznaéime f(z) a nazveme
obrazem prvku z. Je-li C jakdkoliv é4st mnoZiny M, nazveme jejim
obrazem a oznadfme f(C) mnoZinu obrazi viech prvki mnoZiny C.
Zejména tedy f(M) znamens mnoZinu obrazi viech prvki celé mnoZiny
M. Jestlize f(M) = M*, t. |. jestliZe kaZdy prvek mnoziny M* je obra-
zem aspoii jednoho prvku mnoziny M, pravime, Ze f je zobrazeni mno-
Ziny M na mnoZinu M¥*.

Jsou-li M, M*, M** t§i mnoZiny, je-li f zobrazenf mnoziny M do
mnoziny M* a je-li g zobrazeni mnoZiny M* do mnoziny M**, oznadi-
me f o g a nazveme zobrazenim sloZenym ze zobrazeni f a g (v tomto po-
Tadi!) to zobrazeni mnoziny M do mnoZiny M**, pii kterém

h(z) = g[f(z)]
pro kaZdy prvek x mnoZiny M. Podrobngji feéeno, je-li  libovolny
prvek mnoZziny M, je-li y = f(x) obraz prvku z pfi zobrazeni f, je-li
z = g(y) obraz prvku y p¥ zobrazeni g, potom z je obraz prvku z p¥i
zobrazeni f o g.

Je-li f zobrazeni mnoZiny M do mnoZiny M* a je-li C libovoln4 &ast
mnoZiny M, nazveme parcidlnim zobrazenim omezenym na C a oznadf-
me [ | C to zobrazenf mnoZiny C do mnoZiny M*, pro které kazdy prvek
mnoziny € m4 ty7% obraz jako pii zobrazenf f. Tedy pivodni zobrazent f
a parcialni zobrazeni ¢ = f | C se liéf pouze tim, Ze obraz f(z) je defino-
vén pro vecky prvky z mnoZiny M, kdeZto obraz ¢(z) je definovan
pouze pro ty prvky mnoZiny M, které nilezej{ do jeji dané &asti C; pro
ta , pro néz je definovin p(z), je definovén také f(z) ajest p(z) = f(z).
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Budiz f zobrazeni mnoziny M na mnofinu M¥*. Jestlize dva razné
pPrvky z,, ¥, mnoziny M maji vidy také rizné obrazy, pravime, Ze f je
prosté zobrazeni mnoziny M na mnozinu M*. Libovolny prvek y mno-
ziny M* je tedy obrazem pravé jednoho prvku z mnoziny M; pfifadi-
me-li prvku y prvek z, obdriime zobrazeni g mnoziny M* na mnoZinu
M. Je tudiz f(x) = y tehdy a jenom tehdy, jestlife g(y) = =; p¥i tom
je ¥ prvek mnoziny M, y prvek mnoziny M*. Zobrazeni g nazveme
inversnim k zobrazeni f; zfejmé g je prosté zobrazeni mnoZiny M*
na mnoZinu M a zobrazeni k nému inversnf splyne s pivodnim zo-
brazenim f.

Jestlize kazdému prvku # dané mnoziny M pfifadime tyZ prvek z,
dostaneme prosté zobrazen{ mnoZiny M na mno#inu M, které nazveme
identickym zobrazenim mnoZiny M. Je-li f prosté zobrazeni mnoZiny M
na mnozinu M* a je-li g inversnf zobrazeni mnoZiny M* na mno#inu M,
potom slozené zobrazeni f o g je identické zobrazeni mnoZiny M, zobra-
zenf g o f pak jest identické zobrazenf mnoziny M*.

Budi? { libovolné zobrazeni mnoziny M na mnoZinu M*. Je-li y libo-
volny bod mnoZiny-M*, nazveme jeho vzorem p¥i zobrazeni f a ozna-
¢ime f~!(y) mno%inu viech t&ch prvkd 2 mnoZiny M, jejich% obrazem
je prvek y, t. j. pro které plati f(x) = y. Je-li C* libovolna éast mnoZiny
M* nazveme jejim wvzorem a oznadime f~'(C*) mnoZinu vech t&ch
prvki mnoZiny M, jejich% obrazy nalezeji do C*. Jestlize f je prosté
zobrazen? mnoziny M na mnozinu M*, potom pro kazdy prvek y mno-
Ziny M* znamend f~'(y) jediny prvek mnoZiny M, ktery je obrazem
prvku y pii zobrazeni inversnim k zobrazeni f.

Zobrazeni mnoZiny M do téZe mnoZiny M se jmenuje transformace
mnoziny M. Prosté zobrazeni mnoziny M na celou mnozinu M se jme-
nuje reguldrni transformace mno#iny M. Jednoduchym p¥ikladem regu-
lirni transformace mnoZiny M jest identické zobrazeni mnoziny M,
kterému ¥ikdme také identickd transformace mnoZiny M. Je-li f regu-
larni transformace mnoZiny M, potom také zobrazeni inversni k f je
regulérni transformace mnoziny M.

Soustava @ transformac{ mnoZiny M se nazyva transformaéni grupa
mnoziny M, mé-li tyto t¥i vlastnosti:

(a) kazda transformace soustavy @ je regularni;
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(b) jestliZe obd transformace f, g nélezeji do soustavy P, potom
také sloZena transformace f o g nilezi do @;

(c) jestliZe transformace f ndlezf do soustavy @, potom také transfor-
mace inversni ke transformaci f naleZi do soustavy .

Je-li f libovoln4 reguldrn{ transformace mnoZiny M a je-li g transfor-
mace k nf inversni, potom f o ¢ jest identickd transformace mnoZiny M.
Z toho plyne, Ze kadd transformaéni grupa mnoziny M obsahuje iden-
tickou tramsformact mnoZiny M. Jednoduchy piiklad transformaéni
grupy mno%iny M tvo¥i jeji trividint transformaéni grupa, kters obsa-
huje pouze identickou -transformaci mnoziny M. Jiny jednoduchy
pliklad transformaéni grupy mnoziny M diva soustava vech mofnych
transformaci mnoZiny M.

Jsou-li @, ¥ dvé transformadéni grupy mnoziny M a jestlize kazda
transformace nalezejici do ¥ zaroveii nalezf do @, pravime, Ze transfor-
madni grupa ¥ je podgrupou transformaéni grupy .

E AFINNI ZOBRAZENI EUKLEIDOVSKEHO PROSTORU.
Budte? dény dva eukleidovské prostory E,, E, a zobrazeni f prostoru
E,’'do prostoru E,. Pravime, Ze f je afinnf zobrazeni, ma-li tuto vlast-
nost:

(37.1) Jsou-i 4, B, C t#i rizné body prostoru E,, které lezi na
ptimce, potom budto splynou viecky t¥i body f(4), f(B), f(C) nebo
jsou tyto t¥i body navzijem riizné, lezi také na piimce a délicf poméry
[viz &anek 27, (27.6) a (27.7)] '

_ (4; C, B); (f(4); {(C), {(B))
jsou si rovny.

Afinn{ zobrazeni f se jmenuje reguldrni, jestlize obrazy f(X), f(Y)
dvou riznych bodt X, ¥ prostoru E,, jsou vidy navzijem rizné; f se
jmenuje singuldrni, jestlize existuji dva rizné body A, B prostoru E,,
jejichz obrazy f(A4), f(B) splynou. Specidlni piipad singuldrniho afinni-
ho zobrazeni prostoru E,, do prostoru E, obdrZime, jestlize obrazy vdech
bodw prostoru E,, splynou; potom mluvime o fotdlné singuldrnim afin-
nim zobrazeni prostoru E,, do prostoru E,.

Kazdé afinni zobrazeni f (regularni nebo singularnf) prostoru E
do prostoru E, m4 pFredevdim tuto vlastnost:
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« VEra 37.1. Je-li v prostoru E,, bod Z stfedem dvojice bodi X, Y, potom
je v prostoru E, bod f(Z) stfedem dvojice bodw f(X), f(Y).

DUraz. To je zfejmé, je-li X = Y; je-li viak X + Y, potom X, Y, Z
jsou tfi rizné body leZici na piimce a podle (37.1) budto splynou vie-
cky tii body f(X), f(Y), f(Z), nadeZ opét tvrzeni je zfejmé, nebo jsou
body f(X), f(Y), f(Z) navzijem razné a lezi na pfimce. Potom je vSak
podle (27.9) ‘

(X:2,Y) = 4, ({X; D). (D) = % -
a bod f(Z) je sttedem dvojice f(X), f(Y).

Stejné jako z véty 18.1 plyne véta 18.2, plyne z véty 37.1:

“ VEra 37.2. Jestlide v prostoru E,,, obé dvojice X, Y; X', Y’ uréuji tyjz
vektor, potom také v prostoru E,, obé dvojice f(X), f(¥); f(X"), f(¥") uréuji
ty% vektor.

V dusledku véty 37.2 muzeme kazdému vektoru u prostoru E,, jedno-
znadéné piifadit vektor f(u) prostoru E, tak, Ze obrazem kteréhokoliv
umisténi vektoru u je vidy urdéité umisténi vektoru f(u).

Nésledujici t¥i véty jsou zfejmé:
VEra 37.3. flo) =

VETA 37.4. P reguldrnim afinnim zobrazent prostoru E,, do prostoru
E, pro ka#dy vektor u + o prostoru E,, je také f(u) + o.

ViEra 37.5. PFi reguldrnim afinnim zobrazens prostoru E,, do prostoru
E, pro ka#dé dva vektory u + v prostoru E,, je také f(u) # f(v).

ViTa 37.4 a 37.5 neplati pro singularni afinni zobrazeni. At jiz f je
regularni &i singuldrni, plati zfejmé:

VEra 37.6. f(— u) = — f(u)

ViiTa 37.7. fu + v) = f(u) + f(v)

Mimo to plati pro hbovolne realne dslo a a pro libovolny vektor u
prostoru E,: %

VETra 37.8. flau) = a . f(u).
Dtxraz. To je zfejmé pro @ = 1 a plyne z véty 37.3, jestlize a = 0
nebo u = o, Budiz tedy u + 0,0 % a #+ 1. Zvolme v prostoru E,, body
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A, B tak, 2¢e B — A = u.a polozme C = A -+ au, takZie C — A = au;
tedy f(B) — f(4) = f(u), (C) — f(4) = f(au). Jeitou + o,jest A + B,
jeito C =A +au, 0 £ a + 1, jest 4 & C + B. Tedy 4, B, C jsou
tfi rizné body prostoru E,,, které lezf na pfimce. Potom budto splynou
viecky tfi body f(4), f(B), {(C), natei je f(u) = o, f(au) = o, tudiz
skuteénd f(au) = a . f(u), nebo jsou f(4), f(B), f(C) tii rizné body,
které lezi na pi¥imece, nadeZ

(37.2) (f(4); /(C), [(B)) = (4; C, B)

Jezto C = A 4 a(B — A), soudime ze (37.2) podle (27.8), Ze f(C) =
= f(4) + a(f(B) — f(4)), $. j., Ze f(C) — f(4) = a(f(B) — f(4)) neboli
flau) = a . f(u)

Z vét 37.7 a 37.8 plyne:

Vira 37.9. Jestlize v prostoru E,, vektor v je-linedrni kombinaci vek-
tord uy, ..., Uy, potom v prostoru E,, vektor f(v) 7e linedrnt kombinaci vek-
tore, f(ul), oy f(Uy), @ to s tymiZ koeficienty.

Z vét 37.3, 37.4 a 37.9 plyne déle:

Vitra 37.10. Je-li f reguldrni afinni zobrazent prostoru E,, do prostoru
E, a jsou-li vektory u,, ..., u, prostoru E, mez sebou linedrné zdvislé
nebo linedrné nezdvislé, potom plati totéz o wektorech f(uy), ..., f(uy)
prostoru E,.

ViTa 37.11. BudiZ (P;e,, ..., e,> dand linedrni soustava soufadnic
v eukleidovském prostoru E,,. V eukleidovském prostoru E, zvolme libo-
volné bod P’ a vektory ey, ..., e,. Je-li

(37.3) X=P-+ze;,+ ...+ zp,e,
libovolny bod prostoru E,, polofme
f(X)=P + ze + ... + Zpe,.
Potom je f afinni zobrazent prostoru E,, do prostoru E,. Zobrazeni f je

requldrni tehdy a jenom tehdy, jestlite vekiory ey, ..., e;n jsou mezi sebou
linedrné nezdvislé.

DtUkaz. Budtez 4, B, C t¥i rizné body prostoru E,, které lezf na
piimce, takie C = A + ¢B — A), kde' t = (4; C, B) podle (27.8).
Je-li A’ = f(4), B’ = f(B), ' = f(C), verifikuje se snadno, Ze je ¢’ =
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= A"+ t(B’' — A’); mimo to je zfejm& 0 + ¢t + 1. Je-li 4’ = B, je
také C' = A’; je-li vBak A’ + B’, jsou 4A’, B', ¢’ t¥i rizné body, které
lezi na piimce a jest (4'; C’, B’) =t podle (27:8). TudiZ { je afinni
zobrazeni. Jsou-li (37.3) a

Y=P+yer+ ... + Ynen

dva rtzné body prostoru E.., jest

fY)'_f y1—x1)°1+ +(ym_’xm) m*°
Jsou-li vektory ey, ..., e;n mezi sebou linedrné nezavislé, je nutné

f(X) * f(¥),t. j. zobrazeni f je reguldrni. Jsou-li v8ak vektory e, ..., e,
mezi sebou linearné zavislé, lze udat ¢sla a,, . .., a,, tak, Ze aspoid jedno

z nich je rizné od nuly a %e a.e, + ... + ae,, = o. Je-li potom
Q=P +t+ae,+ ... +ane,,
jest @ + P, f(Q) = P' = f(P), takZe zobrazeni f je singuldrni.

ViTa 37.12. Kaédé afinni zobrazeni f prostoru E,, do prostoru E, se
dd vytvoFit zpisobem popsanym ve vété 37.11, pFi Eem? linedrni soustavu
soufadnic

(37.4) (P;eq,....e.>

v prostoru E,, mateme libovolné zvolit.

’

Doraz. Podle vty 37.2 miZeme poloiit e, = fey), ..., e, = f(e,),
nadez se dikaz dokondf podle véty 37.9.
Z vét 37.11 a 37.12 plyne

VEra 37.13. Je-li f afinnt zobrazent prostoru E,, do prostoru E,, jest
f(E,.) linedrni podprostor prostoru E,, jehof dimense k je < m. P#i tom
je k= m tehdy a jenom tehdy, jestlife zobrazeni f je regularm Dale
plati:

"VEra 37.14. Afinni zobrazent prostoru E,, na prostor E, existuje tehdy
a jenom tehdy, jestlize n < m. Reguldrni afinni zobrazent prostoru E,, na
prostor E,, existuje tehdy a jenom tehdy, jestlize n = m. Mimo to je patrné,
ze podet afinnich, resp. reguldrnich afinnich zobrazeni je nekonedné
velky, nebot p¥i dané linearnf soustavé soufadnic (37.4) je jist§ mo#né
ve vété 37.11 zvolit bod P’ nekoneénd mnoha zpisoby, nehledé na libo-

1

vili ve volb& vektori e, ..., e;,.
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Nasledujici t¥i véty jsou zfejmé z definice:

Vira 37.15. Je-li f afinnd zobrazent prostoru E,, do prostoru E, a je-li g
afinni zobrazent prostoru E, do prostoru E;, potom f o g je afinni zobrazeni
E, doE,.

VEra 37.16. Je-li f reqguldrni afinni zobrazent prostoru E,, na prostor
E, a jeli g reguldrni afinni zobrazeni prostoru E,, na prostor E,,, potom
f o g je reguldrni afinnt zobrazent prostoru E,, na prostor E,,.

VEra 37.17. Je-li f reqgulirni afinni zobrazent prostoru E,, na prostor
E,, a je-li g zobrazeni k nému inversni, potom g je reguldrnt afinni zobra-
zent prostoru E,, na prostor E,,.

Budtez
(37.5) - U, ..., U,
(37.6) Vi ooy Vi

dvé base prostoru E,. Je-li nyni f reguldrni afinnf zobrazeni prostoru
E,, na prostor E,,, potom podle v&ty 37.9 jsou

(375,) f(ul)’ Al f(um);
(37.6") f(va), -0 f(V)

dvé base prostoru E,,. Z véty 37.9 plyne pro determinant pfechodu

definovany na str. 79: '
Lo . L 70brazen,
Vira 37.18. Je-li f reguldrni afinni transformace prostoru E,, na

prostor E,, a jsou-li (37.5), (37.6) dvé base prostorw E, a tidif (37.5'),
(37.6") dvé base prostoru E,,, je determinant prechodu od (37.5) ke (37.6)
roven determinantu pfechodu od (37.5") ke (37.6).
Z toho plyne, Ze base (37.5"), (37.6") prostoru E,, jsou souhlasné nebo
nesouhlasné podle toho, co plati o basich (37.5), (37.6) prostoru E,,.
Je-li nyni zvolena urditd orientace prostoru E,, je patrné, Ze existuje
pravé jedna orientace prostoru E,, tak, Ze pro kaZdou kladnou basi
(87.5) prostoru E,, je také (37.5') kladné base prostoru E,,. Pravime
struéné, Ze pfi reguldrni afinni transformaci prostorw E,, na prostor E,,
prislui dané orientaci prostoru E.,, uréitd orientace prostoru E,,.

38. SHODNA A PODOBNA ZOBRAZENI EUKLEIDOVSKEHO
PROSTORU. Budtez dany dva cukleidovské prostory E.,, E:, a zobra-
zeni f prostoru E, do prostoru E,. Pravime, Ze f je shodné zobrazeni
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prostoru E,, do prostoru E,, jestlize vzdalenost XY dvou libovolnych
bodid X, Y prostoru E,, je rovna vzdilenosti f(X) f(Y) jejich obrazi.

Vitra 38.1. Budif | afinni zobrazeni prostoru E, do prostoru E..
Zobrazent | je shodné tehdy a jenom tehdy, jestlize skaldrni souéin uv
Libovolnych dvow vektort prostoru E,, je roven skaldrnimu souéinu f(u) .
- f(v) jejich obrazi. ~

DorAz. Jestlize predné zobrazeni f je shodné, je z¥ejmé |f(u)| =
= |u| pro libovolny vektor u prostoru E,; z tohe v3ak plyne podle
(7.7'), Ze uv = f(u). f(v). Obricens predpoklidejme, ¥e tato pod-
minka je splnéna; pro u = v z ni plyne, Ze |f(u)| = |u| neboli |f(B) —
— f(4)] = |B — A|, t. j. (4) f(B) = AB, takie zobrazen{ f je shodné.

ViEra 38.2. Shodné zobrazent prostoru E,, je reguldrni afinni zobrazeni
prostoru E,, na prostor f(E,,).

Dioraz. V 8lancich 4 aZ 8 jsme podali geometrické definice, zaloZené
vyhradné na pojmu vzdalenosti, pro pojem vektoru, pojem souétu
vektori a pojem souéinu &fsla s vektorem. Z toho plyne snadno, Ze
pro f jsou splnéna tvrzeni vét 37.2 a 37.9, z éeho% plyne, Ze f se da vy-
tvolit zplisobem popsanym ve v&té 37.11, takZe f je afinnipodle véty

37.12. Ze f je regularni, plyne ze (3.4) a (3.5).

Nasledujici dvé véty jsou zfejmé z definice:
Vira 38.3. Je-li f shodné zobrazeni prostoru E,, na prostor E,, #je-li g

shodné zobrazeni prostoru E,, na prostor E.,, potom f e g je shodné zobra-
zent prostoru E,, na prostor E,,.

VETa 38.4. Je-li f shodné zobrazent prostoru E,, na prostor E,, a je-li g

d - ’ . ’ g !
zobrazeni k nému inversni, potom g je shodné zobrazeni prostoru E, na

prostor E,.
Z véty 38.1 plyne: ~
ViEra 38.5. Budif f shodné zobrazeni prostoru E, do prostoru E,.

Jsou-li v prostoru E,, vektory

Uy, oo Uy

orthonormdlni, potom v prostoru E, vektory

f(ul)’ AR f(uk)

jsou také orthonormdlni.

\
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Obecns plati:

ViTa 38.6. BudiZ f afinni zobrazeni prostoru E,,, do prostoru E,
a budif u,, ..., u, dand orthonormdlni base prostoru E,. Jestlife také
~ vektory

ui = f(ul)’ ceey u':n = f(um)

jsou orthonormdln?, potom f je shodné zobrazeni.

DtEaz. Jeli |

Uu=uxu,+ ... + zmu',,,, V=9l + ... + Yulpn,
jest
]((U) = 271"1 +...+ xmu;m f(V) = Yt + ...+ ymu;n
a z orthonormality plyne
uv = 2.3y, + ..o+ Ty, = f(U) . f(v),

takZe véta nisleduje z véty 38.1.

Zobrazen{ f prostoru E,, do prostoru E, nazveme podobné, existuje-li
kladné éislo k tak, Ze

(38.1) (X f0)=k.XY

~pro libovolné dva body X, Y prostoru E,,. Cislo % nazveme faktorem
podobnosti zobrazeni f. Z¥ejmé plati:

ViEra 38.7. Podobné zobrazeni s faktorem podobnosti rovnym jedné je
shodné zobrazeni a obrdcend.

Vira 38.8. Budif f afinni zobrazeni prostoru E, do prostoru E,.
Zobrazent f je podobné tehdy a jenom tehdy, jestlite existuje kladné &islo k
tak, Ze pro libovolné dva vektory u, v prostoru E,, plati

(38.2) flu) . fv) =k . uv.
Cislo k je potom faktorem podobnosti zobrazens f.

DiUxraz. JestliZe pfednd zobrazeni f je podobné s faktorem podob-
nosti k, je z¥ejmé |f(u)| = kJu| pro libovolny vektor u prostoru E; z toho
plyne podle (7.7’), Ze plati (38.2). Obracens, plati-li (38.2), pfi éemzi
k > 0, plyne ze (38.2) pro u = v, Ze |f(u)] = ku neboli |[f(Y) — f(X)| =
=k.|Y — X|, t. j. platf (38.1).
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ViTA 38.9. Podobné zobrazent f prostoru E,, je reguldrn{ afinnt zobra-
zent prostoru E,, na prostor f(E,,).

Dtraz. Budiz k faktor podobnosti zobrazeni f. Zvolme libovolné bod
P v prostoru E,, a definujme zobrazeni g, » prostoru E,, na prostor E,,
tim, Ze

g(P + u) = P + ku, h(P+u)=P+%.u

pro kazdy vektor u prostortl E... Podle véty 38.8 jsou g, h podobna
zobrazen{ E,, na E,, jejich% faktory podobnosti jsou: k pro g, % pro h.

Ztejmé slozené zobrazeni @ = hof je shodné zobrazenf prostoru E,,
takZe podle véty 38.2 ¢ je regularni afinni zobrazeni E,, na f(E,). Na
druhé strané je zfejmé f = g o g, takZe podle véty 37.16 také f je regu-
larni afinni zobrazeni En, na f(En).

Nésledujici dvé véty jsou zfejmé:

Vira 38.10. Jeli f podobné zobrazeni prostoru E, mna prostor E,,
s faktorem podobnosti k, a je-li g podobné zobrazeni prostoru E,, na prostor
E, s faktorem podobnosti k,, je feo g podobné zobrazeni prostoru E,, na
prostor E,, s faktorem podobnosti kk,.

Viira 38.11. Je-li f podobné zobrazeni prostoru E,, na prostor E,, s fak-
torem podobnosti k a je-li g zobrazeni k nému inversni, potom g je podobné
zobrazent prostoru E,, na prostor E,, s faktorem podobnosti 1/k.

39. AFINNT TRANSFORMACE. Afinni transformace prostoru E,, je
afinni zobrazen{ E,, do E,,; requldrnt afinni transformace prostoru E,, je
reguldrnf afinni zobrazenf E,, na E,,.

Z vét 37.16 a 37.17 plyne:

ViTa 39.1. Mnofina vdech reguldrnich afinnich transformaci prostoru
E,, je transformaéni grupa.

Budi? f afinni-transformace prostoru E,,. Je-li

(39.1) Uy, oo Up
libovolna base prostoru E,,, existuji &isla ay,, ..., Gpn tak, Ze
(39.2) fu,) = @ Uy + ... + Gt pro 1 < r < m.
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Polozme

(39.3) A N PR S

Z véty 29.4 plyne (viz téZ vétu 37.11), Ze 4 = 0 tehdy a jenom tehdy,
jestlize zobrazeni f je singulirni, takZe pla.tnost rovnice 4 = 0 je ne-
z4vislid na volb® base (39.1). Snadno viak zjistime, Ze obecné hodnota
determinantu 4 je nezavisld na volbé base (39.1), coz staéf dokazati pro
regularni f.

Budiz tedy

(39.4) Vi ooy Vi

jiné base prostoru E,,. Cislo A je determinant pfechodu od base (39 1)
k basi

(391 ) f(ul): b} f(u'm)>

méame dokazati, Ze 4 = A’, kde A’ je determinant pFfechodu od base
(39.4) k basi

(39.4') fva), . s f(Vm).

Oznaéme D determinant p¥echodu od base (39.1) k basi (39.4); na
konei élanku 37 jsme vidéli, Zze D je také determinant pfechodu od base
(39.1') k basi (39.4'). Aviak od base (39.1) mtzeme pFejit k basi (39.4")
budto tak, Ze pfejdeme napfed od (39.1) ke (39.4) a potom od (39.4) ke
(39.4'), nebo tak, Ze pFejdeme napfed od (39.1) ke (39.1') a potom od
(39.1') ke (39.4'). TudiZ determinant pfechodu od (39.1) ke (39.4°) je
podle véty 29.8 roven jednak DA’, jednak AD. Je tudiz DA’ = AD
a jeZto D + 0 podle véty 29.6, je 4 = A’. Tim je dokazdno, Ze &islo
(39.3) nezdvisi na volbé base (39.1), nybrz pouze na afinn{ transformaci
f; pravime, Ze (39.3) je determinant afinnt transformace f. Vime jiz, Ze
plati:

ViiTa 39.2. Determinant afinni transformace f je rizny od nuly tehdy
a. jenom tehdy, je-li f reguldrn. .

Ziejma je:
VEra 39.3. Determinant identické transformace je roven jedné.
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Z véty 29.8 plyne:

VETA 39.4. BudteZ A,, A; determinanty afinnich transformaci f, g
prostoru E,,. Potom je A,A, determinant afinm’/ transformace fo g.

ViTa 39.5. Budi? f reguldrnt afinni transformace prostoru E,, s deter-
-minantem A a budiZ g transformace inversni k f. Potom determinant trans-
formace g je roven A='.To plyne z v&t 39.3 a 39.4, nebot zfejms fo g je
identicks transformace prostoru E,.

Je-li f regulédrni afinn{ transformace prostoru E,,, potom podle konce
¢lanku 37 zvolené orientaci prostoru E,, p¥islusf uréita oriertace téhoz
prostoru, kterd budto splyne s orientaci pavodn{ nebo je k nf opaéna.
V prvém ptipadé pravime, Ze f je pFimd afinni transformace prostoru
E,., ve druhém, Ze f je nepfimd afinni transformace prostoru E,,. Zfejmsé
je tato definice nezavisld na volbé pivodni orientace prostoru E,, coZ
plyne také snadno z toho, Ze jak je snadno patrné, plati:

VEra 39.6. Determindnt reguldrni afinni transformace f je kladny nebo
zdporny podle toho, zda je f pFimd & nepFimd.

Afinn{ transformaci f prostoru E, nazveme unimoduldrni, jestlize
jeji determinant 4 je roven +1; je tedy A = 1 pro p¥{mé unimodularni
afinnf transformace, 4 = — 1 pro nepi¥msé unimodularnf afinni trans-
formace. : '

Velmi jednoduchym zvlistnim pfipadem afinni transformace je
translace. To je takovéd afinnf transformace f prostoru E,, pii které
obraz f(u) libovolného vektoru u je totozny s plivodnim vektorem u.
Jsou-li P, Q dva dané body prostoru E,,, existuje pravé jedna translace f,
pti které f(P) = Q. Nebot ke kaZdému bodu X existuje pravé jeden
vektor v tak, 2e

(39.5) X=P4}v
a pfi uvaZované translaci musf byti
(39.5") fX)=@Q+v;

obricens je patrné, %e rovnice (39.5), (39.5') definu}i translaci f prostoru
E,. Z definice je ziejmé, Ze plati:

Viira 39.7. KaZdd translace prostoru E, je pfimd unimoduldrni
afinnd transformace prostoru E,,.

111



Nisledujici véta jednak plyne z vét 39.4 a 39.5, jednak je zFejma:

VETA 39.8. Ndsledujict druhy afinnich transformact prostoru E,, tvori
podgrupy transformaéni grupy vdech reguldrnich afinnich transformact
prostoru E, .

(a) mnoZina viech pFimych afinnich transformact;

(b) mnoZina vdech unimoduldrnich afinnich transformact;

(c) mnofina vdech pFimgch unimoduldrnich afinnich transformaci;
(d) mnogina vdech translaci.

P#i tom mnoZina (d) je podgrupow grupy (c), kterd je opét podgrupou
jak grupy (b) tak i grupy (a).

Viimnéme si, Ze zvlastnim p¥ipadem translace je identickd transfor-
mace prostoru E,,. Translaci raznou od identické transformace nazveme
vlastni translaci. Definujeme-li samodruZny bod S transformace f rov-
nici

(39.6) f(S) =8,
je patrné, Ze plati:

VETa 39.9. Viastni translace nemd Zidny samodruzny bod.

Zobecnéni pojmu samodruzného bodu je pojem samodruzné mnotiny.
Je-li f libovoln4 transformace libovolné mnoZiny M a je-li C ¢ast mno-
Ziny M, pravime, Ze C je samodruzni mnozina, jestlize

(39.6") f(c) = C.

Zfejmé mnozina, jejiz kazdy bod je samodruzny, je samodruzna
mnozZina, ale opak neplati uZ proto, Ze p¥i transformaci M na M celd

mnoZina M je samodruZnd, ale nemusf existovat Zddny samodruZny
bod; ptiklad podava véta 39.9.

40. INVOLUTORNT AFINNI TRANSFORMACE. Zvolme v prostoru
E,, bod 8. Pro ka%dy bod X prostoru E,, existuje pravé jeden vektor
v tak, Ze

(40.1) X=8+v.
Polozme
(40.1) fX)=8—v
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a ma,me definovdnu transformaci f prostoru E, s jedinym samodruz-
nym bodem S; nazveme f stfedovou soumérnosii a bod 8 stfedem sou-
mérnosti. Z¥ejmé f je afinni transformace, kterd libovolnou basi
uy, ..., u, pfevadi v basi —u,, ..., —u,, takZe determinant transfor-
mace f je roven (—1)™. Tedy plati:

Vitra 40.1. Stfedovd soumé’most prostoru E,, je ummodulamz afinni
transformace, kterd je primd pro sudé m, nepmma pro liché m.

v
Ze (40.1) a (40.1') plati:

ViiTa 40.2. Je-li f stfedovd soumérnost prostoru E,, se stfedem soumér-
nosti S, potom pro kaZdy bod X prostoru E,, je bod S stfedem soumérnosti
dvojice X, f(X).

Z definice (40.1), (40.1°) je patrné, Ze jesﬂiie pii stfedové soumér-
nosti f je B = f(4), je také A = f(B). Nazveme obecné involutorni
aftnni transformact prostoru E,, takovou afinni transformaci f prostoru
E,., kterd ma tu vlastnost, Ze kdykoli B = f(4), vidy je také 4 = f(B)
[dentickd transformace, jakoZz i kaZdd stfedovd soumérnost jsou
tudiZ zvlastni p¥ipady involutornich afinnich transformacf. Hlavnim
akolem tohoto &lanku je urdeni viech involutornich afinnich transfor-
maci. Napfed si dokaZme jednoduchou pomocnou vétu:

VEra 40.3. BudiZ f involutorni afinni transformace a budiz X libovolnyj
bod. Je-li Y = f(X), potom stfed S dvojice X, Y je samodruény bod p#i
transformaci f. Nebot obraz f(S) sttedu dvojice X, Y je podle véty 37.1
sttedem dvojice f(X), f(Y), t. j. dvojice ¥, X, kterda m4 tyz stied jako
dvojice X, Y.

BudiZ nyni f afinni transformace prostoru E,,. Oznaéme W, mnoZinu
vSech vektorl u, pro néz f(v) = u; zfejmé& W, je linedrnf soustava,
jejiz dimense budiZ k. Oznaéme dle Wj mnoZinu viech vektori v, pro
néZ f(v) = — v; také Wy je linearni soustava, jejiZ dimense budiz k.
Ziejm& prunik linedrnich soustav W, W; obsahuje pouze o, takie
podle &lanku 24 spojenf obou linedrnich soustav ma dimensi & -+ %.
Dokézeme v3ak, Ze toto spojeni pro involutorni f je rovné soustavé V,,
v8ech vektort: prostoru E,,, takze bude ' '

(40.2) b4 k=m.
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Nebot budiz w = B — 4 libovolny vektor a budiz w’ = f(B) —
— f(4). Jeito f je involutorni, je nejen w’ = f(w), nybrz také w —
~ = f(w'). PoloZime-li
u=3}w+w) v=1w—w)
jest f(u) = u, f(v) = — v, w = u + v, z ¢ehoZ plyne spravnost udiné-
ného tvrzeni a tedy i spravnost vzorce (40.2).

Jestlize k = 0, jest A = m a méme f(u) = u pro kaizdy vektor u,
t. j. f je translace a je zfejmé, ze f je involutornf tehdy a jenom tehdy,
je-li f identickd transformace. Jestlize » = 0, jest t = m a mime
f(v) = — v pro kazdy vektor v; podle véty 40.3 existuje aspoil jeden
samodruzny bod; je-li viak S samodruzny bod, plati (40.1), (40.1°), t. j.
f je stfedova soumérnost, ktera, jak vime, je vidy involutorni.

Zbyva ptipad, ze je b > 0, k > 0 a oviem platf (40.2). Je-li

(40.3) Uy, ..., U,
base pro W;',
(40.4) Vi oo, Yy

base pro W;’, potom vektory (40.3) a (40.4) dohromady tvo¥{ basi pro
V... Podle véty 40.3 m4a f aspoii jeden samodruzny bod. Zvolime-li sa-
modruZny bod P, dostévdme linedrni soustavu soufadnic
(40.5) <P, Ugy cooy Uy, Vs, o0, Vk>.
Kazdy bod X ma tvar
(40.6). X =P+ (xuy+ ... + 23u;) + (yvy+ --. + ¥v0),
(40.6") f(X) =P + (2, + ... + 2at3) — (Yv1 + .. + yuvi).
Obracené, je-li (40.5) linedrni soustava soufadnic a je-li transformace

f definovéna pomoci (40.6), (40.6'), zfejmé f je involutornf afinn{ trans-
formace, jejiz samodruZné body vyplni linearni podprostor

(40.7) {P, u1, ey uh}
dimense h.
41. SHODNE A PODOBNE TRANSFORMACE PROSTORU E,,.

Shodnd nebo podobnd transformace prostoru E,, je shodné nebo podobné
zobrazeni E,, do E,. Podle 38.2 a 38.9 jsou tyto transformace zvlast-
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nimi pi{pady reguldrnich afinnich zobrazeni. Obraicené je ve vétich
38.1 a 38.8 obsaZeno kriterium, kdy reguldrnfi afinni transformace
prostoru E,, je shodnou nebo podobnou transformaci. Podle véty 38.1
(viz té2 véty 39.7 a 40.1) plati:

ViEra 41.1. Kadd translace prostoru E,, je pfimd shodnd transformace
prostoru E,. ' . '

Viira 41.2. Ka#dd stFedovd soumérnost prostoru E,, je shodnd transfor-
mace prostoru E,,, a to pfimd pro sudé m, nepfimd pro liché m.

Déle plati:

‘VETA 41.3. Shodnd transformace f prostoru E,, je unimoduldrni.

DtYxaz. Budiz B orthonormalni base prostoru E,, a budiz u,, ..., u,
jeji obraz p¥i f. Determinant transformace f je (34.3) a jeho druh4 moc-
nina je rovna determinantu (34.7), je tedy rovna jedné, nebof vektory
Uy, ..., Uy jsou orthonormalni podle véty 38.5.

BudiZ nyni dino realné &islo ¢ & 0, ¢ + 1. Nazveme homothetickou
transformaci prostoru E,, s koeficientem homothetie rovnym ¢ takovou
afinnf transformaci f prostoru E,, pii které

(41.1) fu)=c.u
pro kazdy vektor u. Zfejmé plati:

VETA 41.4. Stfedovd soumérnost je homothetickd transformace s koe-
ficientem homothetie rovngm —1 a obrdcend.

Je-li f homothetickd transformace s koeficientem homothetie ¢
a jsou-li X, Y libovolné dva body, potom podle (41.1) je f(¥) — f(X) =
=c(Y — X) a tudfz

X)) = o] . XY.

Z toho plyne

ViTa 41.5. Homothetickd transformace s koeficientem homothetie ¢ je
podobnd transformace s faktorem podobnosti |c|.

Ze (41.1) plyne snadno:

Vira 41.6. Je-li f homothetickd transformace prostoru E,, s koeficien-
tem homothetie c, potom determinant transformdce f je roven c™. P¥isudém
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m kaZdd homothetie je pFimd podobnd transformace, p¥i lichém m je f pFi-
md nebo nepfimd podle toho, zda ¢ > 0 & ¢ < 0.

VETa 41.7. Homothetickd transformace prostoru E,, md prévé jeden
samodruzny bod. Nazyvame jej stfedem homothetie.

Doraz. Budiz ¢ homotheticks transformace s koeficientem homo-
thetie c. Zvolme libovolny bod P a poloime @ = ¢(P). Pro kazdy bod
X existuje pravé jeden vektor u tak, Ze.

(41.2) X=P4u
a podle (41.1) je
(41.2") pX) = @ + cu.

Bod X je samodruZny tehdy a jenom.tehdy, jestlize X = p(X), t. j.
jestlize P -+ u = @ + cu neboli (jeito ¢ % 1) jestlize

(@ — P).

u =

l—c

ViTa 41.8. Budiz f podobnd transformace prostoru E,, s faktorem po-
dobnosti k. Determinant transformace f je roven + k™. P¥i tom oviem
plati znameni plus nebo minus podle toho, zda f je pi{méa & nepi{ma.

Doxaz. Pro k=1 je ndm to zndmo podle véty 41.3 (viz téz vétu
38.7); budiz tedy k + 1. Zvolme c tak, Ze |c| = k; jeZto k = 1, je zFejms
¢ % 1. Zvolme libovolné body P, Q a definujme transformaci ¢ pomoci
(41.2) & (41.27). Z¥ejmé @ je homotheticks transformace s koeficientem
homothetie ¢; podle véty 41.4 je ¢ podobnd transformace s faktorem
podobnosti k. Je-li p transformace inversni k ¢ a je-li g=yof, je
zfejmé p podobna transformace s faktorem podobnosti 1 : %, takie
podle vét 38.7 a 38.10 je g shodna transformace, takie determinant
transformace g podle v&ty 41.3 je roven + 1. Na druhé strané je zfejms
f= geog a determinant transformace ¢ je podle véty 41.6 roven c™.
Podle véty 39.4 je tudiz determinant transformace f roven +c®, t. j.
roven =+ k™. ‘

V definici (41.1) homothetické transformace méame vedle podminky
¢ + 0 podminku ¢ % 1, vime vSak, Ze pro ¢ = 1 podminka (41.1)
charakterisuje translaci. Jestlize nyni mame dvé transformace fy, f,
prostoru E,,, pii éemZ pro kazdy vektor u jest
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fiu) =¢;.u, fo(u) =c,.u,
kde ¢y # 0 + c,, a poloZime-li g = f, o f,, je zfejmé
B g(u) =C1Cy . U.

Mimo to, jestliZe afinnf transformace f spliiuje podminku (41.1), kde
¢ #-0, potom transformace % inversni k f spliuje podminku
! .
h(u) = E— . u.

Z toho plyne:

VETA 41.9. Vdecky translace a homothetické transformace prostoru E,,
dohromady tvofi transformaéni grupu, kierd je podgrupow transformaéni
grupy vdech podobnijch transformact prostoru E,,.

Soumérnou transformaci prostoru E, nazveme kaZdou involutorni
afinnf transformaci, kterd je zirovefi shodnou transformaci. Snadno
uréime viecky takové soumdrné transformace. Z véty 38.2 plyne, Ze
identickd transformace a v¥ecky stfedové soumérnosti patii mezi soumérné
transformace prostoru E,,. Zbyvaji transformace fdefinované rovnicemi
(40.6), (40.6'), kde b > 0, k > 0, h + k& = m. Tu plati:

ViEra 41.10. Maji-li W;r, Wi tyZ vijznam jako v Eldnku 40, potom
transformace f definovand rovnicems (40.6), (40.6') je shodnd (je to tedy
soumé&rna transformace) tehdy a jenom tehdy, jestlize linedrni soustavy
W;, Wi jsou navzijem totdIné kolmé.

DorAz. Je-li f shodni transformace, jest f(u). f(v).= uv. Pat#-li
viak u do Wi, v do Wi, je f(u) = u, f(v) = — v, takie uv = — v,
tedy uv = 0, t. j. linedrni soustavy W; ', W, jsou navzdjem totiln&
kolmé. Obracend piedpoklidejme, Ze linedrni soustavy W, , W jsou
totdlné kolmé., Mizeme vektory (40.3) volit orthonormélni a rovnéz
i vektory (40.4). Jezto W;', W5 jsou totélné kolmé, jsou také vektory

Uy, .., Up, Vy, oo, ¥y
orthonormalni a totéz plati o vektorech
Uy ooy Uy, — Vs, — Vi,

takZe transformace f je shodna podle véty 38.6.
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BudiZ f soumérna-transformace prostoru E,, definovana rovnicemi
(40.6), (40.6') a oznatme g prostor (40.7) jejich samodruznych bodi.
V krajnfm p¥{padé » = m — 1 je ¢ nadrovinou, f se nazyva nadrovinovd
soumérnost, o jeji nadrovina soumérnosti. Ve druhém krajnim piipadé
bk = 1je p pfimkou, f se nazyva osovd soumérnost, g jeji osa soumérnosti.
Pro m = 2 oba typy splynou. Pro m = 3, A = 2 mluvime o.rovinové
soumérnosti a o jeji roviné soumérnosts.

Jsou-li 4, B dva razné body, nazjvime nadrovinou soumérnosti
usetky AB (pro m = 2 osou soumérnosti useCky AB, pro m = 3 rovinou
soumérnostt #secky AB) nadrovinu prochéazejici stfedem dvojice 4, B
kolmo na piimku AB. Nasledujici dvé uziteéné véty se daji snadno
dokézat:

ViTa 41.11. Jsou-li A, B dva réizné body prostoru E.,, potom nadrovina
soumérnosts iseCky AB je mnoZina prdvé téch bodw prostoru E,, jejichZ
vzddlenost od bodu A je rovna veddlenosti od bodu B.

Vitra 41.12. Jsou-li A, B dva razné body prostoru E,,, potom existuje
prdve jedna nadrovinovd soumérnost f prostoru E,,, pro kterou je f(4) =
= B; nadrovinou soumérnosti transformace f je nadrovina soumérnost:
tsetky AB.

Vratme se k p¥ipadu obecné soumérné transformace f prostoru E,,
definované rovnicemi (40.6) a (40.6') a oznaéme opé&t g prostor (40.7).
Jestlize bod A nendleif do g, t. j. nenf samodruZnym pfi f, existuje
pravé jeden E, . ; obsahujici jak A tak i o. V tomto E,, , leii také B =
= f(4) a snadno se dokaZe, Ze v prostoru E,,, je ¢ nadrovinou sou-
meérnosti usecky AB.

Poznamenejme jests, Ze involutorni afinni transformace definovana
Tovnicemi (40.6), (40.6') m4 determinant rovny (—1)*, je tedy p¥ima
_pro sudé k, nepiimi pro liché k; to plati i v krajnich p#ipadech £ = 0
(identicka transformace) a b = 0 (stfedova soumérnost). Zejména nad-
rovinové soumérnost (k= 1) je vidy nep¥im4 shodnost; osové soumér-
nost (=1, tedy =m — 1) je pfima shodnost pro liché m (zej-
ména tedy v obytejném prostoru E,), nep¥ima pro sudé m (zejména
tedy v roviné).
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42. SHODNE TRANSFORMACE ROVINY. Budi# dina orientovand
rovina E, a v E; budiz zvolena kladna kartézskd soustava soufadnic

(42.1) (P; ey, ).

VETa 42.1. Dvojice vektord u,v jest orthonormdlni tehdy a jenom
tehdy, jestliZe existuji redlnd &isla w,, u, a &islo e = + 1 tak, %e

(422) U= (uly u2)’ v = (_ EU,, Eul)’

(42.3) ud + ul=1.

P#i tom dvojice (42.2) tvoFi kladnou basi pro E; tehdy a jenom tehdy,
jestltde e = + 1.

Déraz. Podminky orthonorméilnosti jsou

(42.4) lul =1, uv =0, [v| = 1.

Je-li u = (u,, u,), potom prva podminka (42.4) je vyjidfena rovnict
(42.3). Je-li v = (vy, v), potom druhd podminka (42.4) je vyjidfena
rovnicf %,v; + 4,0, = 0, ktera (jeZto v + o) znamen4, %e existuje redl-
né &islo e tak, Ze plati druh4 rovnice (42.2). Posléze tfeti podminka
(42.4) znamenad, ze ¢ = + 1. Podle (42.2) jest

2T Uy [ 2 2 __
[uv]=| R g(u; + uz) = ¢,
takZe [uv] > 0 pro ¢ = 1, [uv]'<< 0 pro. ¢ = — 1. Pfipomefime si, Ze

vektor (— u,, %,) je orthogonilni doplnék vektoru (u,, u,) ve smyslu
¢ldnku 35 (viz vétu 35.2).

VEra 42.2. Je-li f shodnd transformace roviny, existuji redlnd &isla
@y, Bg, €y, Cq, € tak, Ze

(42.5) tei=1€e=+1
a %e obrazem libovolného bodu

(42.6) X = [z, 2]
je bod

(42.6) f(X) = [z}, z2), ‘
kde

(42.7) x'1 = €%y — CoTp T+ @y, ‘vé = £(Co%; + C(Zy) + ay.
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Obrdcent, jestlite. redlnd &isla ay, a,, ¢q, ¢y splituji podminky (42.5),
potom rovnice (42. 6), (42.6') a (42.7) defmuyz shodnou tmnsformacz ro-
viny, kterd je pFfimd pro e = 1, nepfimd pro e = — 1.

Dokaz. Pii dané kladné kartézské soustavé souradnic (42.1) lze
(42.6) psati ve tvaru
X = P + z.e, + #,e,.
Je-li f(P)= P 4 a, kde a = (a,, a,), potom podle viét 38.5 a 38.6
shodné transformace roviny pfevadi bod X v bod

(42.8) HX)=P 4 z,u 4+ z,v + a,
kde u, v je libovolnd pevné dani orthonormalnf dvojice vektord, takze
lze predpokladati, Ze plati (42.2), pfi temZ je splnéno (42.3) a pro pii-
mou f je € = 1, pro nepfimou f je £ = — 1. Podle (42.2) a (42.6') Ize
viak psdti (42.8) ve tvaru

Ty = ULy — EUgTy + @y, Ty = UgTy + EUT, + Ay

a staéi polozit ¢, = u,, ¢, = eu,, abychom presli ke tvaru (42.7).

ViTA 42.3. Je-li f pfimd shodnd transformace roviny, takZe ve vété
42.2 je ¢ = 1, potom dwvojice redlngch &isel (cy, c,) 2 véty 42.2 je nezdvisli
na volbé kladné kartézské soustavy soufadnic (42.1). Pn zméné orientace
roviny dvojice (¢4, cz) pfejde ve dvojici (cq, — Cy).

Dogaz. Rovnice (42.7) definujf obraz (42.6") bodu (42.6) pfi shodné
transformaci f. Je-li

(42.9) u= (u;, u)
libovolny vektor; je tudiz
(42.9') fu) = (ut, ),
kde
(42.10) Uy = Cyhy — Colly, Uy = &(Colly + C1Us).

Je-li shodna transformace f pfimé, jest ¢ = 1, takZe rovnice (42.10)
maji tvar

’
(42.11) U, == Cqlhy — Colhy, Uy = Colly + Cqlly.

Pii tom podle (42.5) je
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(42.5") ¢+t =1.
Ze (42.9), (42.9), (42.11) a (42.5) plyne jednak

(42.12) u. f(u) = w4+ uguy = ¢y,
jednak '
(42.13) o, fu)] = | 2 =,
1 2

Avsak skalarni soudin (42.12) je nezdvisly na volbé kartézské soustavy
soufadnic (42.1), a pokud tato soustava je kladnd, plati totéZ o vnéj$im
soutinu (42.13), ktery podle véty 34.7 se zndsobi &islem —1 pii zméné
orientace roviny. Tim je vée dokdzano.

Misto dvojice redlnych &sel (cy, c;), 0 které je Te¢ ve vété (42.3), je
vyhodné zavésti komplexni &islo

(42.14) ¢ = ¢, + ic,,
které se jmenuje komplexni mira ptimé shodné transformace f. P#
dané orientact roviny ma tedy komplexni mira (42.14) jednoznaéné
uréenou hodnotu. Naproti tomu p#i zméné orientace roviny komplexnt

mira ¢ pfimé shodné transformace f se podle véty 42.3' nahradi komplezx-
nim &islem

(42.14") c* = ¢, — ic,
komplexné sdruZenym s &islem (42.14).
Absolutni hodnotou komplexniho éfsla ¢, 4 ic,rozumime, jak znamo,
éislo
ley + icl = ch + ci.
Komplexni jednotkou nazveme komplexnf &islo, jehoZ absolutnf hodnota
je rovna jedné. Z véty 42.2 snadno plyne:

VEra 42.4. Komplexni mira pfimé shodné transformace roviny je kom-
plexni jednotka. Obracené zvolime-li libovolné komplexni jednothu ja dva
body P, Q v roviné, existuje prdvé jedna pFimd shodnd transformace f
roviny, pFi které f(P) = Q a jejiz komplexni mira je rovna j.

Vitra 42.5. Jsou-li f, f* dv& pFimé shodné transformace roviny, je také
f o f" pFimd shodnd transformace roviny, jejiz komplexni mira je rovna
souéinu komplexnich mér transformact f, f".

121



Dtxraz. Budtez
¢’ = c; +icy, ¢” = ¢, + ic,
komplexni miry transformaci ', f*. Z vét 39.4 a 39.6 nasleduje, Ze také
g = f of" je ptima shodnéd transformace roviny E,. Podle véty 42.2
a podle (42.9').a (42.11) mame ‘
f'(er) = (cy, -_) f'(es) = (— ca ),
f"(e1, €3) = (6167 — C46s, €36, + €163),
tedy
(42.15) gler) = (c1c; — €36, €501 + €1C2)-
Na druhé strané, je-li ¢, + ic, komplexni mira transformace g, je podle
(42.9') a (42.11)
(42.15') gley) = (cy, ).
Podle (42.15) a (42.15') je
€1 = €1, — CyCgy C3 = CyC) + €1Cs
neboli
¢y +icy = (¢; + iey)(e; + iczl)'
VEra 42.6. Pfimd shodnd transformace roviny s komplexni mérou

rovnou jedné je translace a obrdcené. ’

Dtraz. f je translace tehdy a jenom tehdy, jestlize f(u) = u pro
kazdy vektor u, tedy podle (42.9), (42.9) a (42.10) tehdy a jenom
tehdy, jestlize e = 1, ¢; = 1, ¢, = 0 neboli jestlize ¢ = 1, ¢, +ic, = 1.

Pfim4 shodn4 transformace roviny, jejiZz komplexnf mira je rizn4 od
jedné, se jmenuje rotace. Podle véty 42.6 jsou prdvé dva druhy pfimyjch
shodnyjch transformact roviny: translace a rotace.

VEra 42.7. KaZdd rotace roviny md prdvé jeden sa,modmzny bod.
Tento bod se jmenuje stied rotace.

Dokaz. Podle (42.7), kde nynf ¢ = 1, je bod (42.6) samodruZny:
tehdy a jenom tehdy, jestlize

(42.16) 2y = €37y — Coy + @y, Xy = €%y + €1%5 + Gy
Rovnice (42.16) 1ze shrnout v jedinou komplexn{ rovnici

(42.16') 2, + iz = (cy + icy)(z1 + i7p) + (a; + iay).
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Jeito ¢, + icy & 1, ma (42.16’) pravé jedno FeSeni

a, + ia,
L — (e, + icy)

VETA 42.8. Pfimd shodnd transformace roviny s komplexni mérou
rovnou minus jedné je stedovd soumérnost a obrdcené. Jsou tedy stfedové
soumeérnosti v roviné zvla§tnim piipadem rotace roviny.

z, + i, =

Dokaz. f je stfedovd soumérnost tehdy a jenom tehdy, jestliZe

f(u) = — u pro kaidy vektor u, tedy podle (42.9), (42.9') a (42.10)
tehdy a jenom tehdy, jestliZe e =1, ¢, = — 1, ¢3 = 0 neboli e = 1,
(Jl + icz = — 1. ’

ViTa 42.9. Je-li | nepfimd shodnd transformace roviny, existuji dva
orthonormdlni vektory u, v tak, Ze f(u) = u, f(v) = — v.

D¥graz. Rovnice (42.10), ve kterych nyni e = — 1, definuji obraz

(42.9') vektoru (42.9)'p¥i f. V ponékud jiném oznadeni mame, Ze pro

w = (wl’ wz): f(W) = (wL wé)

jest
w; = CjW; — CaW,y, — wzl = Cuw; + C W,
neboli
(42.17) w, — iw, = (cy + ica)(wy + iwy).

Uréeme nyn{ komplexnf &islo u; + i’dz talk, aby byla splnéna komplexni
rovnice

(42.18) (ul + iuz)z == 01 - icZ.
Jeito |¢; — icy| = 1, jest |uy + fu,| = 1 neboli
(42.19) wtul=1,

coz lze tézZ psati .
(wy + Tug)(uy — iuy) = 1.
Tudfz

Uy +iuy,  uy + iu,
(uy +iuy)® ¢ — icy’

Jeito vBak |c; + ic,| = 1, je (¢; — icy)(cy + ic,) = 1, takZe
(42.20) Wy — ity = (Cg + iCy) (2 + itts).

U, — iy, =
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Znésobime-li obé strany &fslem i, dostaneme je$té

(42.20°) Uy + fuy = (¢q + dco)(— uy + iuy).
Polozime-li

(42.21) U= (uy, Up), V= (— Uy, %)
a porovname-li (42.20), (42.20") se (42.17), dostaneme, Ze f(u) = u.
f(v) = — v. Mimo to podle (42.19) a (42.21) je |u| = 1, |v| = 1, uv = 0.

Ke konci ¢lanku 41 jsme si poviimli m. j. toho, Ze mezi nepfimé shod-
né transformace roviny pat¥i zejména viecky osové soumérnosti v roviné.
Je-li f takovd osova soumérnost a p jeji osa soumérnosti, je zfejmé
kazdy bod p¥imky p samodruZny pfi f a obricend kaZdy pri f samo-
druiny bod lezi na p. Obricend plati:

ViTa 42.10. JestliZe nepfimd shodnd transformace f roviny md aspor
feden samodruzny bod P, potom f je osovd soumérnost.

Dtkaz. Podle vty 42.9 lze urdit orthonormélni vektory u, v tak, ze
f(u) = u, f(v) = — v. JeZto f(P) = P, vidime, Ze pro libovolny bod
X=P+zu+ ai-,v
jest )
f(X) =P 4 zu — z,v.

Tedy f je osovd soumérnost s osou v pfimce {P; u}.

43. PRIME PODOBNE TRANSFORMACE ROVINY. Jako v &lanku
42 budi% dana orientovand rovina E, a v ni kladna kartézska soustava
soufadnic (42.1).

Vira 43.1. Je-li f podobnd transformace roviny, existuji redlnd &isla
@y, Gy, Cq, Cyy € lak, Ze

(43.1) e= =41, |ej] + |eo] >0
a e obrazem libovolného bodu

(43.2) X = [z,,%,]
je bod

(43.2') f(X) = [z, 23],
kde

(43.3) ;= €4y — Coty + Gy, Ty = &(CoTy + €1%5) + Gy

124



Obrdcené, jestlize redlnd &isla a4, a,, ¢y, ¢y, € spliuji pddmz’nky (43:1),
potom rovnice (43.2), (43.2") a (43.3) definuji podobnou transformaci
roviny; jejimZ faktorem podobnosts je &islo

(43.4) k=Jc+c2

a kterd je pfimd pro e = 1, nepfimd proe = — 1.

DUgAz. Budiz ¢ homothetie roviny se stfedem P a s koeficientem
homothetie rovnym faktoru podobnosti ¥ dané podobné transformace
f; budiz A homothetie roviny s tym st¥edem P a s koeficientem homo-
thetie rovnym 1 : k. Budiz ¢ = ko f; jeito ziejmé g, b jsou navzajem
inversni, je f = g o . Podle v&t 38.7, 38.10 a 41.5 je ¢ shodnd transfor-
mace roviny, podle vét 39.4 a 41.6 je ¢ pfima nebo nepfimé stejné
jako f.Obrazem bodu (43.2) p¥i g je bod

(43.5) [kzy, kx,].

Jeito f = go ¢, je obraz (43.2") bodu (43.2) pii f totoZny s obrazem
bodu (43.5) p¥i ¢; tudiZ podle véty 42.2 existuji redlna éisla aq, as, y5, ¥
tak, Ze

(43.6) +ri=1
a ze
T, =y, kxy — ys kty + ay, 3= e(yy. kxy + py . kxy) + G,
pFi demz & = 1, je-li f pfima, e = — 1, je-li f nepfima. PoloZime-li

¢, = y1k, ¢, = y;k, dostaneme (43.3) a (43.4).

Obrécens, jestlize obrazem bodu (43.2) Pii f je bod (43.2'), pro ktery
plati (43.3), p¥i éemZ je splnéno (43.1), definujme £ pomoci (43.4) a
urdeme vy,,y, tak, Ze ¢, = ky,, ¢, = ky,, takie podle (43.4) plati
(43.6). Oznadme @ transformaci, ktera bod (43:2) pfevad{ v bod [z}, 23],
kde

T = y1%; — Ya¥a + Gy, Ty = &(yat, "‘! Y1%s) + @
Podle véty 42.2 je ¢ shodnéd transformace roviny, pi{mé pro & =1,
nepfims pro ¢ = — 1. Zfejmé viak f = go ¢, jestliZe opét g je homo-
thetie roviny se sttedem P a s koeficientem homothetie rovnym £,
takZe podle vét 38.7, 38.10 a 41.5 f je podobn4 transformace s faktorem
podobnosti &, kterd podle vét 39.4 a 41.6 je pfim4 nebo nepfim4é stejné
jako @, t. j. je p¥imé pro e = 1, nep¥imé proe = — 1.
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VETA 43.2. Je-li | pfimd podobnd transformace roviny, takfe ve vété
43.1 je e = 1, potom dvojice redlnijch Cisel (c,, ¢,) z véty 43.1 je nezdvisld
na volbé kladné kartézské soustavy soutadnic (42.1). P¥i 2méné orientace
roviny dvojice (c,, ¢;) pfejde ve dvojict (¢,, — c,). Tato véta se odvodi
z véty 43.1 stejné jako jsme odvodili vétu 42.3 z véty 42.2. Misto dvoji-
ce realnych &fsel (cy, ¢;) zavedeme opdt komplexnf &islo

(43.7) ¢ = ¢, + ic,,
které zase nazveme komplexni mérou p¥imé podobné transformace f.
Ziejmé plati:

VETaA 43.3. Je-li ¢ komplexni mira pfimé podobné transformace ro-
viny, potom |c| je.jeji faktor podobnosts.

Z v&ty 43.1 snadno plyne:

VETa 43.4. Zvolime-li libovolné komplexni &islo ¢ 4 0 a dva body P, Q
v roviné, existuje prdvé jedna pFimd podobnd trawsformace.f roviny, pFi
které f(P) = Q a jejit komplexni mira je rovna c.

ViEra 43.5. Jsou-li f', f" dvé pFimé podobné transformace roviny, je
laké f' o f” pFimd podobnd tramsformace roviny, jejiz komplexni mira je
rovna souftnu komplexnich mér transformact f, f”. Tato véta se odvodi
z véty 43.1 stejné jako jsme odvodili vétu 42.5 z véty 42.2.

Vira 43.6. KaZdd pfimd podobnd transformace roviny, kierd meni
translaci, md pravé jeden samodruzny bod, ktery se jmenuje stfed
podobnosti. Dikaz je stejny jako u véty 42.7.

ViTa 43.7. Je-li f pFimd podobnd transformace roviny s faktorem po-
dobnosti k + 1 a stfedem podobnosti P, jest f = g o @, p¥i éemZ g je homo-
thetie se stiedem P a s koeficientem k, @ je rotace se stfedem P. Diikaz je
obsaZen v za¢atku dikazu véty 43.1. J ezto P je nynf samodruzny bod,
je @ rotace se stfedem P.

44. SHODNE TRANSFORMACE PROSTORU E,, PRI LIBOVOL-
NEM m. V &lanku 36 jsme definovali transformaci fo g mnoziny M
sloZzenou. ze dvou transformaci f, g téZze mnoziny. Obecnéji miiZeme
definovat transformaci

(44.1) fie.i o fr
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sloZenou z libovolného poltu k transformaci f,, ..., f; pomocf rekurent-
nfho vzorce

fié e frrr= (fie...ofi) o frry

Pro k = 1 (44.1) znamen4 prosté f. Pro skliddni transformac{ z¥ejmé
platf asociativni zdkon. V tomto ¢lanku dokéZeme mimo jiné, Ze kazda
shodn4 transformace prostoru E,, se-da vytvofit sklddanim nadrovino-
vych soumérnosti. Je-li ¢ libovolnd nadrovina, oznadime v tomto
dlanku symbolem

(442) s(o)

tu nadrovinovou soumérnost prostoru E,, jejiZ nadrovinou soumsr-
nosti je nadrovina g.

VETaA 44.1. BudiZ f takovd shodnd transformace, Ze existuje nadrovina
o, jejié kaZdy bod je samodruny pFi f. Potom budto f je identickd transfor-
mace nebo f je nadrovinovd soumérnost (44.2).

DUxaz. Predpokliddejme, Ze existuje bod, ktery neni samodruzny
pii f. Je-li A kterykoli takovy bod, mame dokazati, Ze jeho obraz B je
zdroveti jeho obrazem pii (44.2), t. j. [viz téZ vétu 41.12], Ze g je nad-
rovina soumérnosti ise¢ky 4 B. Oznatme P patu kolmice na nadrovinw

_p vedenou bodem A. Podle ¢lanku 33 P je ten bod nadroviny g, jehoz
vzdélenost od bodu 4 je nejmensi; jezto viechny body nadroviny g jsou
samodruZné, jeito B = f(4) a jeito vzdalenosti se neméni p#i transfor-
maci f, je P také ten bod nadroviny g, jehoz vzdilenost od bodu B je
nejmensi, t. j. P je pata kolmice na nadrovinu g vedené bodem B. Jsou
tedy obé piimky PA, PB kolmé na ¢ a musi tudiz splynout, t. j.
p¥imka AB je kolm4 na nadrovinu g.. Mimo to je AP — BP, takie P
je stfed dvojice 4, B. Tudiz ¢ je nadrovina soumeérnosti iseCky 4B,
coz jsme méli dokdzat.

VETa 44.2. Jestlize shodnd transformace f prostoru E,, md vice neZ
jeden samodruZny bod, potom mnoZina vlech samodrunyjch bodd je linedr-
nt podprostor.

Dtogaz. Zvolme samodruzny bod P. Je-li X samodruZzny bod a je-li

(44.3) X=P+u,
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je zfejmé f(u) = u. Obricens, je-li f(u) = u, je (44.3) samodru#ny bod.
Oznadme W mnoZinu téch vektori u, pro néz f(u) = u. Z vét 37.7a
37.8 plyne snadno, Ze W je (zfejmé netrividlnf) linearni soustava; mno-
Zinou vSech samodruZnych bodi je zFejmé linedrni podprostor {P; W}.

ViTa 44.3. BudiZ f shodnd transformace prostoru E,,. Potom existuje
nadrovina o tak, Ze

(44.4) f=s(e)

pFi éemZ @ je shodnd transformace prostoru E,,, kterd md aspor jeden
samodruzny bod. MdNi f sama samodruzny bod P, lze volit ¢ tak, aby
existovala pfimka samodruznijch bodw pro ¢ obsahujici bod P. Existuje-li
linedrni podprostor E, (1 < h < m — 2), jehoZ vdecky body jsou samo-
druzné pro f, lze volit @ tak, aby existoval E, _, sloZeny z bodé samodruz-
nijch pro g a obsahujict dany E, jako édst.

DUrAz. Véta je sice spravna i pro p¥ipad, Ze f je identicka transfor-
mace, ale dikaz provedeme pouze pro ten piipad, Ze existuje bod A4,
jehoz obraz B = f(A4) je rizny od A. BudiZ ¢ nadrovina soumérnosti
tsetky AB. Je-li X samodruzny bod pro f, je zFejmé AX = BX, takie
X lezi v o podle véty 41 11. PoloZme

(44.5) = fo5(0)-

Jezto s(g) je involutorni transformace; odvodi se snadno ze (44.5),
ze plati (44.4). Je-li bod X samodruzny pro f, leii X v ¢ a je tudfz
samodruzny i pro s(g) a tedy podle (44.5) také pro ¢. Mimo to je viak
podle véty 41.12také bod 4 samodruzny pro ¢, éimzZ je vie dokézéno,
viimneme-li si véty 44.2.

ViTA 44.4. KaZdou shodnou transformaci f prostoru E,, lze napsati ve

tvaru
f=s(gd)e...oslen),

pFi Eemé je k< m + 1. Md-li f samodruzny bod, lze predpoklidati k < m.
Existuje-li linedrni podprostor E, (1 < b < m — 1), jeho# vdechny body
jsou samodruiné, lze pfedpoklidati k < m — h.

Dtograz. Identickou transformaci lze napsat ve tvaru s(p) o s(p) pii
libovolné volbé nadroviny . Tento pffpad je v dalsim vylouden. Exis-
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tuje-li linedrni podprostor E,,.. , sloZeny ze samodruznych bod, je nase
véta spravni podle véty 44.1. Pfedpokldddme-li vSak, Ze nase véta je
spravna za pfedpokladu, Ze existuje E, ., (1 < b < m — 2) sloZeny ze
samodruznych bodd, plyne z véty 44.3, Ze zlistane spravna i za pfedpo-
kladu, Ze existuje E, sloZeny ze samodruznych bodu. Z toho plyne
indukei, Ze véta je spravnd za pfedpokladu, Ze existuje vice ne% jeden
samodruzny bod (viz vétu 44.2). Novym uZitim véty 44.3 plyne potom,
7e naSe véta je spravnd i v pifpadé jediného samodruzného bodu
a dalsi uziti véty 44.3 vede posléze ke spravnosti nasi viéty i pro pfipad,
7e neexistuje samodruzny bod. Z provedeného diikazu je patrné, Ze je
spravny jesté tento df)datek:

ViTa 44.5. JestliZe f nent identickd transformace, ale md aspori jeden
samodruny bod, ztstane véta 44.4 v platnosti, pfipojime-li pofadavek,
aby nadroviny gy, ..., o prochdzely viemi samodruZnymi body.

Viimneme si pfipadu m = 3 obycejného prostoru. Kazdi shodna
transformace f prostoru E, se dé podle véty 44.4 sloZit z nejvyse étyt
rovinovych soumérnosti a mé-li f aspoii jeden samodruzny bod, di se f
slozit z nejvyse t¥i rovinovych soumé&rnosti, pfi temz podle véty 44.5 lze
dociliti toho, aby ptisludné roviny soumérnosti obsahovaly kaZdy sa-
modruzny bod. Nyni rovinové soumérnost je nepfima shodn4 transfor-
mace a z véty 39.4 (viz téz vétu 39.6) soudime snadno, Ze totéz plati
i o transformaci sloZené ze t¥f rovinovych soumérnosti. Tudiz kaZdd
shodnd pFimd transformace f obycejného prostoru Es, kterd md samodrung
bod P, se dd psdt ve tvaru

f = slei) o s(ea), .

, . 7
pFi Sem# roviny oy, o, 0bé prochdzeji bodem P. To platf i v pfipadé iden-
tické transformace, ve kterém je g, = p,.' Jinak je v3ak p, + g, a obé&
roviny g,, 0., majice spoledny bod P, se protnou v p¥imce p. Kazdy bod
pFimky p je samodruzny jak p¥i s(o,) tak i p¥i s(oz) a tudiz také p¥i f. Na
druhé strané plyne z vét 44.1 a 44.2, e pimka p vyderpavé celou mno-
zinu samodruZnych bodt. Nazveme-li rotaci v prostoru E, pfimou shod-
nou transformaci f prostoru E,, kterd neni identickou a mé aspoii jeden
samodruzny bod, vidime, Ze mnoZina samodruZnych bodu rotace

v prostoru E, je pfimka, kters se nazyva osa rotace.
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45. AFINNI A METRICKA GEOMETRIE EUKLEIDOVSKEHO
PROSTORU. V kapitole I jsme provedli studium prostoru E,, vychaze-
jice od pojmu vzdalenosti dvou bodd. Na tento pojem vzdalenosti jsme
prevedli fadu dalsich zakladnich pojmil, zejména pojem vektoru,
pojem séitani vektort, pojem soudinu éfsla s vektorem a pojem skalar-
nfho souéinu dvou vektort. Jelikoz tyto pojmy jsou definovatelné po-
moci pouhého pojmu vzdilenosti, je patrné, Ze to jsou pojmy inva-
riantni pFi shodnych transformacich, nebot shodné transformace byly
pravé definovany tou vlastnosti, Ze vzdalenost dvou bodud se p¥i nich
neméni. Shodné transformace jsou v3ak zvlastnimi pHpady reguldrnich
afinnich transformaci a ukazuje se; Ze velkd fada niami studovanych
pojmi jsou pojmy invariantni pfi vdech reguldrnich afinnich transfor-
macich, netoliko p¥i transformacich shodnych.

Studium takovych pojmi v prostoru E,, které jsou invariantni pfi
regulédrnich afinnich transformacich tvoii t. zv. afinni geometrii prosto-
ru E,. Skoro cely obsah na$i kapitoly III nalez{ do afinni geometrie
prostoru E,,. Naproti tomu studium takovych pojmi v prostoru E,,,
které nejsou invariantni pfi viech reguldrnich afinnich transforma-
cich, nybrz pouze pfi shodnych transformacich, tvofi t. zv. metrickou
geometrii prostoru E,,. Cely obsah nasi kapitoly V nalezi do metrické

geometrie prostoru E,,. ;

Zakladnimi pojmy afinnf geometrie prostoru E,, jsou pojem vektoru,
pojem s&fténi vektord a pojem soudinu &isla s vektorem. Na tyto za-
kladni pojmy jsme pFevadéli viecky ostatni pojmy z afinni geometrie
prostoru E,,. Pfi studiu afinni geometrie jsme uZivali obecnych linear-
'nich soustav soufadnic, protoze pojem takovych soustav soufadnic je
invariantni p¥i viech reguldrnich afinnich transformacich. V metrické
geometrii pFistupuje k uvedenym zdkladnim pojmtim jako dalsf jests
pojem skaldrniho soudinu dvou vektord a pfi studiu metrické geometrie
je vyhodné uzivat kartézskych soustav soufadnic, ve kterych méa ska-
lirni soudin zv145té jednoduchy tvar.

Do afinni geometrie fadime také studium téch pojmi, které jsou
invariantni pouze p¥i pfimgch afinnich transformacich. Nejdilezitéjsi
z takovych pojmu je pojem orientace eukleidovského prostoru. Po-
dobné fadime do metrické geometrie také studium téch pojmi, které
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jsou invariantni pouze pii pf{mych shodnych transformacich. Sem
patii zejména v obyCejném prostoru pojem vnéjsiho souéinu tii vek-
torl a pojem vektorového soudinu dvou vektorti. Ve skuteénosti je
oviem pojem vné&j§iho soudinu t¥i vektori v E, a obecndji pojem vngj-
§iho soucinu m vektort v E, invariantni nejen pfi pfimych shodnych
transformacich, nybri p¥i vSech pfimych unimoduldrnich afinnich
transformacich a da se tudiZ jeho studium fadit do afinni geometrie.
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/ VII
LINEARNI ROVNICE

46. LINEARNT FUNKCE VEKTORU. Budiz din eukleidovsky pro-
stor E,. Zaméfeni V,, prostoru E,, je vektorovy prostor dimense m. Je-li
zvolena base

(46.1) Uy, ..o, Up,
1ze kaZdy vektor v pravé jednim zplsobem psiti ve tvaru

(46.2) v=2xu,+ ... + z,u,. |
Zvolme ﬁBovolné realnd disla a4, ..., a,, a piifadme kazdému vektoru
(46.2) redlné é&islo '

(46.3) fv) =a@x,+ ... + @2y,

Pravime, Ze f je linedrni funkce vektoru v prostoru E,,. Z definice plyne
predns, Ze jsou-li v, v’ libovolné dva vektory, jest

(46.4) fv 4+ v') = f(v) + f(v')

a za druhé, Ze je-li ¢ libovolné redlné &fslo a je-li v libovolny vektor,
jest

(46.5) flev) = ¢ . f(v).

Pojem linearni funkce vektoru jsme zavedli na zéklad® zvolené base
(46.1) vektorového prostoru V,,. Je tfeba ukédzati, Ze tato zdvislost na
basi (46.1) je pouze zdanlivi. K tomu cili nejprve poznamenejme, Ze
vlastnosti (46.4) a (46.5) linedrni funkce vektoru jsou nezavislé na volbé
base (46.1). Stadi tedy dokazati, £e jestlize kazdému vektoru v pFifa-
dime é&islo f(v) tak, Ze jsou splnény vlastnosti (46.4) a (46.5), existuji
disla ay, ..., a, tak, Ze pro kazdy vektor (46.2) plati (46.3). Aviak
k tomu cfli staéf polozit /

(46.6) flu)) = a, pro 1 < r < m,
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nebot za (46.4) a (46.5) plyne, Ze

f(xlul + + xmum) =Z. f(ul) + oo + Ty - f(um);
takZe pro vektor (46.2) mame (46.3).
Mezi linedrnimi funkcemi vektoru j 1 je jedna, jejiz hodnota v kazdém

vektoru je rovna nule; oznadime ji o a nazveme ji nulovou funke? vek-
toru. Pro nulovou funkei vektoru mame ve (46.3)

a,=0, ..., a,=0.

Ozna&me 'F mnoZinu vSech linedrnich funkef vektoru. Jestlize f i ¢
né,leieji do F, oznaéme f +g funkei, kterd kazdému vektoru v piifazuje
éfslo f(v) + g(v). Jestlize j je zvolena urdité base (46.1) pro V,, a jestlize
plati (46.3) a

g(v) = kbl"]h + e+ O,
potom funkece f + g pfifazuje kaZdému vektoru (46.2) éislo

@1+ b)) x4+ ... + (@n + bn) Zn,
z ¢ehoZ je patrné, Ze f 4+ g je linedrnf funkee vektoru. Jestlize f nalezi
do F a jestlize ¢ je realné &fslo, oznaéme cf funkei, kters kaZdému vek-
toru v p¥itazuje &slo ¢ . f(v). Jestlize p¥i zvolené basi (46.1) pro V,, plati
(46.3), potom funkee cf pfifazuje kazdému vektoru (46.2) &islo
l .z + ... + capty,
z 8ehoZ je patrné, Ze cf je linearni funkci vektoru.

Pravé jsme definovali soudet f + g dvou linedrnich funkef vektoru
a soudin cf redlného é&isla ¢ s linedrni funkef vektoru. Na zdkladé téchto
definic ztejmé mnofina F vech linedrnich funkci vektoru je vektorovy
prostor ve smyslu obecné definice ldnku 10, p¥i.gemZz nulovym vektorem
v F je nulova funkee vektoru o. JeZto F je vektorovy prostor, mizeme
mluvit o linedrnich kombinacich linearnich funkei vektoru, o jejich
linearni nezavislosti a pod.

Mluvili jsme dosud o linedrnich funkeich vektoru se stanoviska
afinni geometrie. Theorie linedrnich funkei vektoru je vak jednodussf
se stanoviska metrické geometrie, které nyni zaujmeme. Je-li a dany
vektor a ptifadime-li kazdému vektoru v skaldrnf souéin

(46.7) f(v) = av,
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potom podle (7.4) a (8.9) je f linedrni funkce vektoru. Kaédd linedrni
funkce vektoru je tvaru (46.7). Nebot je-li (46.1) orthonormsln{ base pro
Vnajelia=(a,, ..., ), potom zfejmé (46.3) splyne se (46.7). Plati-li
(46.6), pravime, Ze lineirni funkce vektoru f je metricky vytvorfena
vektorem a. ‘

Jestlize kaZzdému vektoru a pfifadime linedrni funkei vektoru f
podle pravidla (46.7), ddstaneme vzaéjemné jednoznaény vztah mezi
mnozinou V,, vSech vektort @ a mnoZinou F v8ech lineirnich funkef
vektoru f. Specialné nulovému vektoru o je pfifazena nulova funkce
vektoru o. Tento vztah je isomorfismus mezi V,, a F, nebot jestlize
vektordm d a b odpovidaji linedrnf funkce vektoru f a g, zfejmé vek-
toru @ + b odpovidd f + g, a je-li ¢ redlné &islo, potom vektoru ca
odpovida cf.

VETa 46.1. BudiZ f nenulovd linedrni funkce vektoru v prostoru E,,.
Potom existuje (m —. 1)-smér W,,_ , tak, %e f(v) = 0 tehdy a jenom tehdy,
jestlize vektor v ndleZ do W,,— .. Pravime, 7e W, _, je nulovy (m — 1)-
smér funkce f. Obricens, je-li W, _, libovolny (m — 1)-smér, existuje
nenulovd linedrni funkce vektorw f, jejiz nulovy (m — 1)-smér je prdvé
W,._ 1 a vdecky takové funkce f jsou mezi sebou linedrné zdvislé.

Véta 46.1 je zFejmé vétou z afinni geometrie a lze ji dokazati metho-
dami afinni geometrie, t. j. bez uZiti skalarniho soufinu. Dokazeme ji
vSak velmi jednoduSe methodou metrické geometrie. Jestlize f je
metricky vytvofena vektorem a, plati (46.7), takze f(v) = 0 tehdy
a jenom tehdy, jsou-li vektory a, v orthogondlni, t. j. jestlize v naleZi
do (m — 1)-sméru W,,_, totdln& kolmého na smér {a}. Obricens k da-
nému (m — 1)-sméru W,,_, existuje totdlné kolmy smér {u} a plati-li
(46.7), jest f(v) = 0 pro kaZdy vektor nileZejici do W, tehdy a je=-
nom tehdy, jestlize sméry {a}, {u} splynou, t. j. jestlize vektory a, u
jsou mezi sebou linearné zavislé.

ViTa 46.2. Budie?f [, f,, ..., i nenulové linedrni funkce vektoru. Jest-
LiZe f je linedrni kombinact funkei fi, ..., fr, potom kady smér ndleZejici
do nulovijch (m — 1)-smér funket f,, ..., fr ndle£i také do nulového

(m — 1)-sméru funkce f.

Dtgaz. Budtez a,a,,...,a, vektory, které metricky vytvoiuji
funkce £, f,, ..., fr- Potom vektor a je linedrni kombinaci vektort
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a, ..., a;. Jestlize vektor v + o nalezi do nulovych (m — 1)-sméru
viech funkei f,, ..., fi, potom smér {v} je kolmy na viecky sméry
{a:}, ..., {a;}. Podle véty 31.2 smér {v} je také kolmy na {a}, takie
vektor v nalezi do nulového (m — 1)-sméru funkee f.

VETA 46.3. Jsou-li linedrni funkce vektoru f,,..., (1 L k< m — 1)
mezi sebou linderné nezdvislé, potom mnofina vdech téch vektort, které
ndleZeji do nulovijch (m — 1)-sméra véech funkei fy, ..., f, tvofi (m — k)-
smér. Obrécend, je-Ii ddn libovolng (m — k)-smér W,,_,, potom viecky ty
linedrnd funkce vektoru, jejichZ nulové (m — 1)-sméry obsahuji W,, - jako
cast, vyplni linedrni soustavu {f,, ..., [z} dimense k obsaZenou ve vekto-
rovém prostoru F. ; )

Doraz. Budtez a,, ..., g, vektory, které metricky vytvofuji funkce
f1r -+ fr- Tyto vektory jsou mezi sebou linedirné nezdvislé a definuji
tudiz linedrni soustavu {ay, ..., a;} dimense k, k niz je totilné kolma
linearnf soustava W, ., dimense m — k obsahujici pravé ty vektory,
které jsou orthogonédlni ke véem vektorim a,, ..., a;. Obricené, je-li
déna’ linedrni soustava W,,_,, budiZ {a,, ..., a;} k ni totilné kolma,
vektory a,, ..., @, potom metricky vytvofuji linearni funkce vektoru
fi» +-., fr majicf Zidanou vlastnost.

47. LINEARNI FUNKCE BODU. Budiz opét E,, eukleidovsky pro-
stor, ¥,, jeho zaméFeni. Zvolme v E,, linearni soustavu soufadnic

(47.1) (Piuy, ..., u>,
takze kazdy bod X lze psati pravé jednim zpiisobem ve tvaru

(47.2) X=P+zu + ...+ z,u,.
Zvolime-li redlnd é&isla ay, ..., a,, a, a pfifadime-li kaZdému bodu
(47.2) redlné &islo . :

(47.3) ~ ‘P(X) =% + ... + GuTp + ay,

fekneme, Ze @ je linedrni funkce bodu v prostoru E,. Zvlistnim pii-
padem linearni funkee bodu je libovolni konstanta a,; dostaneme ji,
jestliZe @, =0, ..., @, = 0. Konstantu 0 nazveme nulovou funkcs
bodu. Pro konstanty zavedeme druhy nazev nevlastni linedrni funkce
bodu; ostatni linedrnf funkce bodu nazveme vlastn?.
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Ke kazdé linearni funkei bodu (47.3) patii uréité linedrni funkce
vektoru f, kterou nazveme odvozenou z funkce ¢ a ktera ma tu vlastnost,
Ze

(47.4) ¥ = X) = p(Y) — ¢(X)
pro kazdou dvojici bodt X, Y prostoru E,,. Funkece f pFifazuje vektoru
(46.2) ¢&islo (46.3). Zfejmé f = o tehdy a jenom tehdy, jestlize ¢ je
konstanta; jinak feéeno:

+ o, je-li ¢ vlastni,

(47.5)- 0, je-li ¢ nevlastni.

f
f .

Pojem linearni funkce bodu jsme zavedli na zédkladé zvolené linedrni
soustavy soufadnic (47.1) a je tfeba ukdzati, Ze tato zavislost na sou-
stavé soufadnic je pouze zdanlivé. K tomu cili uvazme, ze vztah (47.4)
je nezavisly na volb& soustavy soufadnic a ze totéZ plati o pojmu lineér-
nf funkee wektoru. Stadi tedy ukézati, Ze jestlize kazdému bodu X pii-
radime &islo p(X) tak, ze existuje takova linearni funkce vektoru f, pro
"kterou je splneno (47.4) p¥i libovolné volbé bodi X a Y, potom lze
urdit &isla ay, ..., @, a,tak, Ze pro kazdy bod (47.2) plat{ (47.3). Za tim
udelem poloimeqi(P)’ = aya urbeme Cisla ay, ..., a, tak aby pro kazdy
vektor (46.2) platilo (46.3). Jezto podle (47.4) je ¢(X) = f(X — P) +
+ @(P), dostaneme vskutku, Ze pro bod (47.2) plati (47 3).

Oznadme @ mnoZinu véech linearnich funkei bodu. Jestlize ¢ iy nale-
zeji do @, oznadme ¢ + p funkei, ktera kaidému bodu X piifazuje
¢islo @(X) + y(X). JestliZe je zvolena urdits linedrni soustava soufad-
nic (47.1) a jestliZze pro libovolny bod (47.2) plati (47.3) a

1P(X) = blzl + mee + bmzm + bo;
potom ¢ - y ptifazuje bodu (47.2) &slo

(a1+b)x1+ ot (@m t bm) T+ (@0 1 b)),
z ¢ehoZ plyne, Ze @ -+ p jo hnearm funkee bodu. Jestlize @ nalez1 do @
a jestlize ¢ je redlné &islo, oznacéme cp funkei, kterd kaZdému bodu X
pfifazuje &islo ¢ . @(X). JestliZe p¥i uréité volbé lineirni soustavy sou-
fadnic (47.1) pro libovolny bod (47.2) plati (47.3), potom ce pfifazuje
bodu .(47.2) é&islo
.2y + .. 4y . Ty T CQy,

z ¢ehoz plyne, Ze cp je linedrni funkece bodu.
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Privé jsme definovali soudet -¢p + y dvou linedrnich funkef bodu
a soudin cp redlného &isla s linedrni funkei bodu. Na zakladé téchto de--
finjc mnoZina @ vsech linedrnich: funkci bodu. tvo¥i vektorovy prostor ve
smyslu obecné definice ¢ldnku 10, pii demz nulovym vektorem ve @ je
nulova funkece bodu. Je-li dina urditd linedrni soustava soufadnic
(47.1), potom existuj{ linearni funkce bodu

. (47.6) P Pms Po
tak, Ze pro libovolny bod (47.2) plati

pA(X) = 2, pro I'S r < m; go(X) = 1.

Je-li g linearni funkce bodu, ktera bodu (47.2) p¥itazuje &slo (47.3),
jest

¢ = @191+ --. + CGuPm + GoPo;
z toho je patrné, ze (47.6) je base pro @, takze vektorovy prostor @ md
dimensi m + 1. Z¥ejmé konstanty tvori linedrni soustavu dimense 1 obsa-
Zenou ve D. .

VETa 47.1. Budif ¢ viastnt linedrni funkce bodu v prostoru E,,. Potom
existuje nadrovina p tak, Ze p(X) = 0 tehdy a jenom tehdy, jestlite bod X
ndleZi do o. Zaméfeni W, -, nadroviny ¢ je nulovy (m — 1)-smér linedrni
funkce vektoru f odvozené z p. Pravime, Ze p je nulovd nadrovina funkce ¢.

Dtkaz. Necht ¢ pfitazuje bodu (47.2) &islo (47.3). JeZto ¢ je vlastni,
Ize zvolit index r (1 < r < m) tak, %e a, + 0. BudiZ 4 bod, jeho# r-t4
soufadnice je rovna &fslu — a, : @, a jehoZ ostatni soutadnice jsou rovny
nule; podle (47.3) je (4) = 0. Je-li W,,_; nulovy (m — 1)-smé&r linearni
funkce vektoru f odvozené z ¢, je f(v) = 0 tehdy a jenom tehdy, jestlize
vektor v nalezi do W,,—,. Jeito ¢(4) = 0, podle (47.4) je p(4 + v) =
= f(v;), takze p(4 + v) = 0 tehdy a jenom tehdy, jestlize vektor v na-
lezi do Wy, -y, t. j. (X)) = 0 tehdy a jenom tehdy, jestlize bod X na-
lezi do nadroviny {4; W,,-,}. o

ViiTa 47.2. Budif o libovolné dand nadrovina. Potom existuje vlasini
linedrnt funkce bodu @ tak, Ze o je jeji nulovd nadrovina. MnoZina vdech
takovych @ spolu s nulovou funkei bodu tvofi linedrnd soustavu dimense 1
obsaZenou ve ®.

Dtxaz. Linedrni soustavu soufadnjc (47.1) miZeme zvolit tak, Ze ¢
je nadrovina {P;u,, ..., u,-,}. Potom pro linedrni funkei bodu ¢ platf
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@(X) = 0 pro viechny body X nadroviny g tehdy a jenom tehdy, jest-
lize ¢ pfifazuje ka?dému bodu X prostoru E,, éislo ¢(X) = @ . z,,, kde a
je libovolnd zvolené realné &slo. Z toho plyne snadno spravnost véty.
Smysl v8ty 47.2 jest, Ze je-li zvolena linedrnf soustava soufadnic
(47.1), dd se kaZdd nadrovina o pocetné definovat linedrni rovnict tvaru

(47.7) @ Zy + oo+ AT, + @y = 0,
pii ¢emZ aritmeticky vektor

(47.8) (@1, ...y Om)
je nenulovy. Je-li dina nadrovina .g, je rovnice (47.7) urdena jedno-
znadné aZ na to, e miZeme viecka ¢éisla ay, ..., a,, @, zZnasobit tymz

dislem ¢ + 0. Podle véty 47.1 obracené kaZzda rovnice tvaru (47.7), kde
aritmeticky vektor (47.8) je #+ o, je rovnicf uréité nadroviny p.

Ve zbytku tohoto &ldnku pFedpokladéme, Ze m > 2. Budiz opét ¢
vlastni linedrni funkece bodu, f z ni odvozens linedrni funkce vektoru,
o nulové nadrovina funkce ¢. Nadrovina g je poéetns vyjadiena rovnic{
®(X) =0 neboli rovnici (47.7). Jeji zamé¥eni W,, . ; se skldda ze viech
vektort (46.2), pro néz plati rovnice f(v) = 0 neboli rovnice
f (47,7) @+ ... + @y, =0,
kterd se li%f od rovnice (47.7) pouze tim, Ze ,,prosty élen‘‘ a, je nahrazen
islem 0. Jestlize nyni od funkce ¢ pfejdeme k funkei ¢ + ¢, kde ¢ je
libovolna konstanta, zistane odvozena funkee f beze zmény, takie za-
méieni W, _, se nezméni, t. j. nulovd nadrovina o funkce ¢ + ¢ je rovno-
bé#nd s nulovou nadrovinou g funkce . Obracené, je-li ddna nadrovina o
rovnobéZni s g, zvolme v o libovolny bod B a urleme c tak, aby bylo
@(B) + ¢ = 0. Potom je ¢ nulovou nadrovinou funkce ¢ + c. P# pre-
chodu od nadroviny ¢ k rovnob&inym nadrovindm se v rovnici (47.7)
zméni pouze prosty élen a,.

VETa 47.3. Budi o nulovd nadrovina vlastni linedrni funkce bodu ¢.
Nadrovina g vytind v prostoru E,, dva poloprostory; jeden z nich se sklddd
z téch bodw X, pro néf je p(X) > 0, druhy z téch bodi X, pro né je
p(X) £ 0.

Doraz. Vime, Ze nadrovina g se sklddd z téch bodi X, pro néZ je
@(X) = 0. Podle &lénku 28 potiebujeme pouze dokizati, Ze jsou-li
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X,, X, dva rizné body a je-li p(X,) = 0, p(X,) + 0, potom tsedka
X,X, protne nadrovinu g tehdy a jenom tehdy, jestlize ¢isla @(X,),
¢(X,) maji opacéni znameni. Jeito ¢(X,) + 0, p(X,) + 0, mame
jednoznadéné urdené redlné &slo k, pro néz

(47.9) ‘P(Xz) =k. ‘P(Xl)-

Z¥ejmé k + 0; mame dokazati, e k < 0 tehdy a jenom tehdy, jestlize
Gsedka X,X, protne nadrovinu g. Usetka X,X, podle &lanku 28 se
sklddd z téch bodli X, pro néz

X=X, 46X, — X)), 0< i< 1.
Je-li f linedrn{ funkce vektoru odvozena z funkce ¢, jest f(X — X,) =
=t.f(X, — X,) a podle (47.4) jest

p(X) = p(X,) + f(X — X)),
p(X) = p(Xy) + ¢. (X, — X)),

f(X, — X)) = p(X,) — o(X),
takze podle (47.9)
(X) = [1 4 ik — )] p(X,).
Mime tudiz dokazati, Ze rovnice
1+tk—1)=0

m4 FeSeni ¢ podrobené podmince 0 < ¢ < 1 tehdy a jenom tehdy, jest-
lize £ < 0. To jsme v8ak dokézali jiZz v ¢lanku 28 [viz (28.6")].
VEra 47.4. Budiz (47.1) kartézshd soustava soutadnic. Budif (47.7)

rovnice libovolné nadroviny o. Potom vzddlenost d bodu (47.2) od nadro-
viny o je ddna vzorcem

d— [y + ...+ Gmn + ay

(47.10) a

kde a znamend vektor (417.8).

DUkaz. Budiz Q = [q,, ®] pata -kolmice vedené bodem X na nad-
rovinu g, takze
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(47.11) - d = QX.
Jezto b9d @ lezi v nadroviné g, jest ayg, - @ + @y = 0, z tehoZ plyne
snadno a

(47.12) a2 + @ + @y = aX — Q).
Mimo to smér {X — Q} je kolmy na p, takie existuje redlné &slo »
tak, Ze

(47.13) X —Q=ra
Podle (47.11) a (47.13) je
(47.14) d=|r.|a|
Podle (47.12) je a(X — Q) — r . aa, tedy
(47.15) la(X — Q)| = |r] . |a]*
Podle (47.14) a (47.15) jest
g aX — Q)
el

z GehoZ podle (47.12) plyne (47.10).

Ptedpoklidejme i nadéle, Ze (47.1) je kartézska soustava soufadnic.
Mimo to predpoklédejme, %e byla zvolena urdité orientace jak pro
prostor E,, tak i pro nadrovinu ¢ = [Q; vy, ..., Vnu-,]. Oznadme a —
= (a,, ®) orthogonélni dopln&k vektoru v, ..., v,,-,. Rovnici (47.7)
na§i nadroviny dostaneme, uréime-li a, tak, aby bylo této rovnici
vyhovéno soufadnicemi bodu @. Na zikladé véty 35.10 se snadno
odvodi, Ze jest

0%y + oo+ Gy + @ = 0

v kladném poloprostoru vytatém orientovanou nadrovinou p.

48. LINEARNT SOUSTAVY NADROVIN. Budi# opét @ mnoZina
v§ech linedrnich funkei bodu v prostoru E,. Vime, Ze @ je vektorovy
prostor dimense m + 1, ve kterém je obsaZena linedrni soustava di-
mense 1 sloZend ze viech konstant. Tuto linedrni soustavu konstant
oznadéme K. O linedrn{ soustavé ¥ obsazené ve @ fekneme, Ze je proniho
druhu, jestlize v ni neni obsazera soustava K, Ze je druhého druhu, jest-
lize je v nf obsaZena soustava K. Dile ozna¢me N(¥) mnozinu vsech
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nulovych nadrovin jednotlivych vlastnich linedrnich funkei bodu ¢
nalezejicich do ¥. Je-li dimense linedrni soustavy ¥ rovna jedné, vime
zZ cla.nku 47, ze pro ¥ #+ K obsahuje N(¥) jedinou nadrovinu, pro
¥ = K oviem viibec Zidnou.

Budiz nyni ¥, (2 < k £ m) linedrni soustava dimense“k obsaZend '
ve @. Potom pravime, Ze N(¥}) je linedrnd soustava dimense kbt — 1,
a to proniko nebo druhého drubu podle toho, kterého druhu je ¥,
Linedrnf soustavu nadrovin dimense 1 nazyva.me kratce svazek nad-
rovin.

Pro kazdou linedrni funkei bodu ¢ oznaéme nyni ¢* z ni odvozenou
linedrni funkei vektoru. Zfejmé ‘

(48.1) (@ +9)* = @* + 9% (ap)* = a. ¥
mimo to p* = o tehdy a jenom tehdy, jestliZe ¢ je konstanta.
V nésledujicim E, znamend bod.

Viita 48.1. Budiz N(¥,) (2 <k < m) linedrnd soustava nadrovin
dimense k — 1 proniho druhu. Potom existuje linedrni podprostor E,,
(pro m = k tedy bod) tak, Ze nadrovina g ndlefi do N(¥,) tehdy a 7enom
tehdy, jestlie E, . je &dsti p.

DUxaAz. Véta je zfejmé spravna i pro k = 1. Mitzeme j ji tedy doka-
zati indukei, t. j.-dokazujice ji pro 2 < k < m, mieme predpok.ladat
spravnost obdobné véty, ve které misto & j je ek — 1. Budiz !Fk 1 linearni
soustava dimense & — 1 obsaZeni ve ¥,. Jeito ¥, je prvmho druhu,
z¥ejms také Wy, je prvniho druhu. Tedy podle indukéntho predpokla-
du existuje linedrni podprostor E,, -+, tak, Ze nadrovina o ndlezi do
N(¥;,-,) tehdy a jenom tehdy, jestlize E,_x.; je &astf g. Zvolme
linedrni funkei bodu y tak, aby naleZela do ¥;, nikoli vSak do ¥y-,.
Zvolme linearnf soustavu soufadnic

(48.2) ‘ -(Pjuy, ..., Uy
tak, aby bylo
48.3) Epirr= {P; U ., Up}.

Pro 1 < » < m budiz ;;a, ta linedrni funkee bodu, kter bodu
X=r + zu; + oL+ Uy,
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ptifazuje &islo ¢ (X) = z,; mimo budiZ ¢, konstanta 1, takie @ =
= {@o, P1, -+ -» Pm}. Jeito- N(¥;_,) obsahuje pravé ty nadroviny, které
prochézeji prostorem (48.3), zfejmé ¥y, = {@y, ..., Pr—1}, tedy ¥, =
= {y, ¢y, --., Pr—1}. Budiz

Y= Qo@Pp + C€1P1 + -« -+ CpPom.

Jezto p nendleii do ¥, ,, nejsou viecka &isla ay, ay, - a,, Tovné nule:
kdyby byla viecka &fsla ay, ..., @,, rovna nule, byla by p — (a9, +
+ ... + @y 1px-1) konstanta riznd od nuly, coZ je také nemoZné.
Z toho plyne snadno, Ze nulova nadrovina ¢ funkce p neni rovnobézna
s prostorem E,_;.,, takZie ¢ protne tento prostor v uréitém E, _,.
Soustava soufadnic (48.2) byla viak v pfedchazejicim podrobena pouze
podnﬁnce (48.3). Z¥ejmé miZeme pFipojit podminku, aby bylo

o= {P; ul! AR um—l}!

nadez bude ziejmé ¢ = @@ (@n + 0), tedy Pi= {@1, - Pr-1, P}
z tehoZ plyne snadno, Ze N(¥,) obsahuje pravé ty nadroviny, které
obsahuji prostor

(48'4) Em—-k = {P; Upy ovny um—l};
pro m = k znameni tu E, bod P.

VETA 48.2. BudiZ 2 < k < m. BudiZ din linedrni podprostor E,, _,
(pro k = m tedy bod). Potom mnofina vdech madrovin prochdzejicich
prostorem E,,_, je linedrni soustava nadrovin dimense k — 1 proniho
druhu.

Dtraz. Zvolme linedrni soustavu soufadnic (48.2) tak, aby platilo
(48.4); pro m = k to znamen4, aby E, byl bod P. Potom zfejmé uva-
Zovand mnozina nadrovin je N(¥,), ¥i. = {py, .-+, Pr-1, Pm}, kde @,
(1 £ r < m) maji tyz vyznam jako v pfedchizejicim diikaze.

ViTa 48.3. BudiZ N(P,) (2 < k < m) linedrni soustava nadrovin
dimense k — 1 druhého druhu. Potom existuje (m — k + 1)-smér
W,._ 1+ 1 tak, e nadrovina o ndleti do N(\¥),) tehdy a jénom tehdy, jestlize
jeji zaméfent obsahuje Wo_ 1+ 1.

Doxraz. Budiz ¢, konstanta rovna 1. Zfejmé ve ¥, jest obsazena
Yy1={yy, -, wk—f  tak, Ze Wi = {@o, ¥1, .-, i1} Zlejmé N(¥})
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obsahuje pravé ty nadroviny, které jsou rovnob&iné s nékterou nad-
rovinou nalezejicf do N(¥,—,). AvSak podle véty 48.1 (o které jsme si -
vimli, Ze je spravnd i pro k = 1), existuje linedrni podprostor E,,_ ., ;=
= {P; Wy -1+ .} tak, Ze N(¥;-,) obsahuje pravé ty na,drovmy, jejichz
¢asti je E,,—p+,. Potom v3ak (m — k 4 1)-smér W,,_;,, ma vlastnost
ve vété vyslovenou.

ViTA 48.4. BudiZ 2< k< m o budiZ din (m — k4 1)-smér
W, _+1. Potom mno¥ina vdech nadrovin, jejichi zaméfeni obsahuje
W, i+1, je linedrni soustava nadrovin dimense k—1 druhého druhu.

Dtkaz. Necht linearnf funkce bodu ¢, (0 < r < m) maji tyz vyznam
jako pfi dikaze véty 48.1. Zvolime-li linedrni soustavu soufadnic
(48.2) tak, aby bylo W, ..+, = {uy, ..., u,}, zfejmé uvaZovani mno-
Zina nadrovin je N(¥;), kc.le Vi = {@os P1 ' o Pr=1}

49. DUALNI VEKTOROVE PROSTORY. V &lanku’ 46 jsme vedle
" vektorového prostoru V,, vektort eukleidovského prostoru uvaZovali
jests vektorovy prostor F slozeny ze viech linedrnich funkef vektoru.
Vzajemny vztah mezi témito dvéma vektorovymi prostery je uziteéné
formulovat v abstraktnéjim tvaru; to je pravé tikolem tohoto ¢ldnku.

Budte? dany dva vektorové prostory V, Y. Budeme znadit vektory
ndlezejicf do V jako obvykle tuénymi pismeny, rovnézi tak vektory
nalefejici do V, ale na rozlifeni budeme psit vodorovny pruh nad
znadkou kazdého vektoru prostoru V, takse na p¥. u znamené libovoln)'f
vektor prostoru VY, u znamena libovolny vektor, prostoru V V. Nulovy
vektor prostoru V jako obvykle oznaéime o; pro nulovy vektor prostoru
V disledné zavedeme oznadenf o. »

Pravime, #e prostory V, V jsou dudiné sdrufené, je-li dino pravidlo d,
které kazdé dvojici u, u pfifazuje uréité redlné &islo d(u, u), p¥i ¢emsz
se predpokladd, Ze toto pravidlo ma nasledujici vlastnosti (49.1) az
(49.6) [pismeno a ve (49.3) a (49.4) znamena libovolné realné ¢islo]:

(49.1) d(u + v, u) = d(u, u) 4 d(v, u);
(49.2) d(u, u + v) = d(u, u) + d(u, ¥);
(49.3) d(au, u) = ad(u, u);
(49.4) d(u, au) = ad(u, u);
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(49.5) je-li ve YV dén vektor u # o, existuje ve V vektor u tak, Ze
d(u, ) + 0; | :

(49.6) je-li ve ¥V dan vektor @+ o, existuje ve Vvektor u-tak, ze

d(u, u) 0.

Jak bylo jiZ na poéatku tohoto &ldnku vzpomenuto, prostor V,, viech
vektort eukleidovského prostoru E,, a prostor Fvsech linedrnich funket
vektoru davaji dulezity pfiklad dvojice dualng sdruzenych vektorovych
prostort. Nebot jestliZe pro-libovolny vektor v prostoru E,, a pro libo-
volnou linedrni funkei vektoru f poloZime d(v, f) = Kv), pfesvédéime
se snadno, Ze vlastnosti (49.1) aZ (49.6) jsou splnény. \

Pfejdéme nyni ke studiu dasledki vldstnosti (49.1) az (44.6). Nej:
prve poznamenejme,.ze v podminkdch (49.1) az (49.6) oba vektorové
prostory V,V vystupuji symetricky, takie je-li V duilng sdruZeny
k V, je zaroveii V dualné sdruZeny k V. Dalé® poznamenejme, #e v pod-
mince (49.5) byl nutny pfedpoklad u 3+ o, jezto

(49.7) d(o, ) = 0
pro kaZdy u. Nebot zvolime-li v (49.1) u libovolng, v = o, dostaneme
d(u, u) = d(u u) + d(o, u), z cehoz plyne (49.7). Podobnd ze (49.2)
dostaneme, Ze

(49.8) _d(u, o) =0
pro kazdy u. '

Je-li na pi. vV tr1v1aln1 musi také ¥V byti trividlni. Nebot kdyby V
nebyl trivialni, existoval by u =+ o, tak¥e podle (49.6) by existoval u
tak, Ze d(u, u) + 0. To je v3ak podle (49.7) nemozné, nebot jezto V je
trivialni, musi byti u = o.

ViTa 49.1. Jsou-li .

(49.9) ul,”..., u,
mezy sebou linedrné nezdvislé vektory prostoru V, lzc udat ve V vektory:

- (49.10) Uy, ..., Uy
tak, Zeprol < r <k, 1 < s< kjest

- |1, jelir=s,

(49.11) d(u,, u,) = {0, olirt s
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DUEAz. BudiZ napied k = 1, t. j. ve V je dan jediny vektor u; + o.
Podle (49.5) existuje @ tak, ze d(u,, u) = ¢ + 0. PoloZime-liu;, = % u,
potom podle (49.4) bude d(u,, a,) = 1, ¢imz je pro k = 1 v§e dokazano.
Dtkaz nyni dokonéime indukef. Za pfedpokladu, Ze pii uréitém & je
véta dokazana, budtez ve ¥ diny mezi sebou linedrné nezavislé vek-
tory ' ‘

(49.12) Up, ooy Uy

Potom jsou také vektory (49.9) mezi sebou linedrné nezivislé, takze
existuji ve V vektory v,,..., v tak, Ze pro 1 <r < k, 1 << k

-y _flpror=s,

(49.13) d(u,, v,) = 10 pro 7+ 5
Budiz

(49.14) dUpr, V,) =a, pro 1 < s < k
a poloZme

K
(49.15) w = uk+1 — Za,,u,..
B r=1

Podle (49.1), (49.3), (49.13) a (49.14) bude

(49.16) dw,v,) =0 pro 1< s k.

Jezto vektory (49.12) jsou mezi sebou linedrné nezivislé, jest w + o,
takse (podle jiz vy3etfovaného pifpadu k& = 1) existuje w tak, Ze

(49.17) d(w, w) = 1.
Budiz

(49.18) d(u, w)=">b,pro 1<r<k
a poloZme '

(49.19) ey — W — Shiv.

§=1

Podle (49.2), (49.4), (49.13), (49.18) & (49.19) jest
(49.20) d(u,, Up+1) =0 pro 1 < r < k5
podle (49.2), (49.4), (49.16), (49.17) a (49.19) jest
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(49.21) d(w, "_'k+ 1) — 1.
Podle (49.1), (49.3), (49.13), (49.15) a (49.16) jest

(49.22) d(upiy, v) = a, pro 1 < s=k;
podle (49.1), (49.3), (49.15), (49.20) a (49.21) jest

(49.23) d(Ups 1, Upsy) = L.
Polozme nyni

(49.24) U=V, — a,; pro 1 < s< k.
Podle (49.2), (49.4),(49.13), (40.20) a (49.24) jest

- 1l pror=s
(49.25) d(u,, u,) = { o grz ot o

Podle (49.2), (49.4), (49.22), (49.23) a (49.24) jest
(49.26) AU, u) =0 pro 1 < s < k.

Podle (49.20), (49.23), (49.25) a (49.26) plati (49.11)prol < » < k + 1.
1 < s< k+ 1, ¢imZ je dikaz dokonéen.

Poznamenejme jedts, Ze jestlize o vektorech (49.9) prostoru ¥ a o vek-
torech (49.10) prostoru V pro 1 <r=1k 1< s< k plati (49.11),
potom jak vektory (49.9) tak i vektory (49.10) musi byti mezi sebou
linedrné nezavislé. Nebot je-li na p¥.

v =au + oo azuy,
potom podle (49.11) je d(u,, ¥) = a, pro 1 < r < k, takze podle (49.3)
je v = o pouze tehdy, je-lia;, = ... = a, = 0. '

Podle této poznamky soudime z dokizané véty, ze lze-li ve V udat
k=1,2,3,... mezi sehou linedrné nezavislych vektord, potom totéz
musi platit i o V-a oviem také obracens. Z toho soudime, Ze plati:

VETA 49.2. Jakmile jeden z obou dudlné sdrufengeh prostors. V, V md
konecnou dimensi, plati totéZ i o druhém z nich a obé dimense jsou si rovny

V daldim predpoklidejme, %e oba vektorové prostory V, ¥V maji ko-
neénou dimensi m > 0 a ozna¢me je Y, Vm. Jsou-li V,,, V,, duilné sdru-
zené, lze ke kaZdé basi

(49.27) U, ..., tin .
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prostoru V,, udati basi

(49.28) by, eees lm
prostoru V,, tak, #e pro 1 <r <m, 1 < ¢ < m plati (49.11). Je-li
potom '

(49.29) v=zwu 4+ ... + xmu,;,
libovolny vektor prostoru V,

(49.30) Vo=l + ... + Yuulin
libbirolny vektor prostoru V, jest

(49.31) div,v) =z, + ... + ZpYm-

Ze (49.31) plyne snadno:

VETA 49.3. K dané basi (49.27) prostoru E,, lze prdvé jednim zpiisobem
udat basi (49.28) prostoru V., tak, aby platilo (49.11). Nazveme navzdjem
dudlni takové dvé base (49.27), (49.28).

Ziejmé plati obracens: ‘ '

VETA 49.4. Jsou-li ddny dva iuektorové prostory V,,, V., té5e koneéné di-
mense m > 0, zvolime-li libovolné basi (49.27) pro V,, a basi (49.28) pro
V.. a definujeme-li pro kazdou dvojici (49.29), (49.30) ¢islo d(v, ¥) pomoc
(49.31), potom plati (49.1) a% (49.8), t. 5. V., V., jsou dudlng sdruend.

Jsou-li V,,, V,, duilné sdruzené a je-li W linearni soustava obsaZeni
ve V,,, oznaéme W mnozinu v3ech téch vektord v prostoru V, pro nés je
d(v, v) pro kazdy vektor v nalezejictdo W. DokdZeme, %e plati:

VEra 49.5. Je-li W linedrni soustava dimense k, potom w je linedrnt
soustava dimense m — k, kterow nazveme dudlnim obrazem linedrni sou-
stavy W. Je-li k =0, je W = {0} a podle (49.7) je W =V; je-li k = m,
je W = Va podle (49.6) je W = {8}. V obou pfipadech uéinéné tvrzeni
jespravné. Je-li 0 << & << m, zvolme libovolné basiuy, ..., u, pro W a pii-
pojmedalsivektory u,.r,, ..., U, tak, aby vznikla base (49.27) pro V,,; k té-
to basi utvo¥me dudlni{ basi (49.28) pro V,,. Je-li nyni (49.30) vektor
prostoru V,,, potom podle (49.31) jest d(u,, ¥) =y, pro 1 <r <k,
takze jestlize v naleti do W, jest 4, = 0, ..., ¥, = 0. Obracens, je-li
tomu tak, je d(v,¥)= TpyyYpt1 + .- + Tu¥m pro kazdy vektor
(49.29), takze d(v, v) = 0 pro kazdy vektor v ndleZejict do W. Tim je"
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dokézano, e W = {iiz4y, ..., dm}, c0Z je skuteénd linedrni soustava
dimense m—k. '

Je-li opét W linearni soustava dimense k obsaZeni ve V,, je jeji
‘duélnf obraz W linedrni soustavou dimense m — k obsa¥enou ve V,, ke
které mizeme opét utvorit dualni obraz W*; W* je linedrni soustava
dimense & obsaZens ve V,,. Snadno se viak zjisti, e W je &dsti W*
a jelikoz W, W* majf tou? dimensi, musf byti W* = W. Z toho plyne:

VETA 49.6. Dudlni obraz dudlniho obrazu linedrnt soustavy W (obsa-
zené ve V,, nebo ve V,,) splyne s W.
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vila
KOSINUS A SINUS

50. UHEL ORIENTOVANYCH SMERU. Mezi nejdilezitsjsi pojmy
metrické geometrie patii pojem thlu, ktery se v této knize dosud ne-
vyskytl. Studiu tohoto pojmu jsou vénovany zbyvajici dvé kapitoly
tohoto svazku. V této kapitole probereme fadu elementarnich vzorci,
ve kterych se vyskytuje vlastné pouze pojem kosinu a sinu spiSe nez
geometricky pojem uklu, o kterém pojedname a% v kapitole nasledujfci.

Je-li u nenulovy vektor, nazvali jsme smérem mnoZinu {u} viech
vektori tvaru au, kde a probibd vSecka reilna &fsla. Nazveme nyni-
orientovangm smérem a oznadme {u}+ mnoZinu viech vektora tvaru ab,
kde a probiha nyni pouze kladnd reilna &isla. Misto vyrazu smér uzi-
jeme nékdy uréitéjsiho f'yra.zu neorientovany smér. V kazdém (neorien-
tovaném) sméru {u} jsou obsaZeny dva orientované sméry: jednak
{u}*, jednak {—u}+; pravime, Ze tyto dva orientované smeéry jsou
navzdjem opacéné. Dva orientované sméry {u}+, {v}+ nazveme linedrné
nezdvislé, jestlize neorientované sméry {u}, {v} jsou mezi sebou rizné
neboli jestlie vektory u, v jsou mezi sebou linedrné nezivislé. )

V kazdém orientovaném sméru {u}+ je obsaZen pravé jeden vektor
jednotkovy, t. j. takovy, jehoZ velikost je rovna jedné.

Pojem uhlu dvou orientovanijch smérd vznikne abstrakei z pojmu
dvojice {u}+, {v}* orientovanych sméra. Dvé takové dvojice

(50.1) {ud*, {vi}*; {ug}+, {vo}*
uréuji podle definice tyZz uhel, jestlize
/7

u,v u,v
50.2 e = M B
(50.2) PRI

Vsimnéme si, Ze jestlize ob8 dvojice (50.1) splynou, existuji kladns
disla a, b tak, Ze u, = au,, v, = bv,, takZe v tomto piipadé plati (50.2).

149



Rovnés si viimnéme, Ze dhel dvou orientovanych sméri je nezdvisly na
jejich pofadsi.

Cislo (50.2) se jmenuje kosinus 1hlu. Uhly budeme znadit Yeckymi
pismeny «, 8,7, ¢, ¥, ®. Kosinus dhlu « znaéime cosx. Je tedy pro
thel « orientovanych sméra {u}+, {v}+

v

u .
lul - [v]?
a jest « = § tehdy a jenom tehdy, jestliZe cosx = cosf. Jsou-li u, v
jednotkové vektory, méme jednoduseji

(50.3) cosx =

(50.3") COSx = Uv.

Pravime, Ze «, # jsou vyplikové 1ihly, jestlize

(50.4) cosx -+ cosf = 0.

Z definice je patrné, Ze jestliZe jeden z obou orientovanych sméri nahra-
dime orientovanym smérem k nému opanym, pfejde jejich whel ve vyplii-
kovy dihel.

Uhel & nazveme nulovy, jestlize cosa = 1, pfimgj, jestlize cosx =
= — L. Nulovy a pfimy uhel jsou tedy navzijem vyplikové.

Podle véty 9.2 mame pro kazdy thel «

(50.5) —1<cosx S 1
mimo to vidime, Ze tihel dvou orientovanych sméra {u}+, {v}+ jenulovy
tehdy a jenom tehdy, jestlite {u}+, {v}+ splynou, a tudiz je pFimy tehdy
a jenom tehdy, jestliZe {u}+, {v}+ jsou navzdjem opaéné. Jsou-li tedy
{u}+, {v}+ linedrné nezavislé, potom pro jejich thel plati |cosx| < 1
a obracené.

Uhel & nazveme pravy, je-li cosa = 0, ostry, je-li 0 < cosx < 1,
tupy, je-li 0 > cosx > — 1. Uhel vyplikovy k pravému je pravy,
k ostrému tupy, k tupému ostry. Uhel orientovanych sméra {u}+, {v}+
je tedy pravy tehdy a jenom tehdy, jestlize sméry {u}, {v} jsou navza-
jem kolmé; na orientaci pfi tom nezalezi.

Vedle &isla cosx je uzitedné zavésti jests &islo sinx (Steme sinus whlu
&) definované takto:

(30.6) sinx = VT — cos%x.
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Podle (50.5) a (50.6) mame pro kazdy dhel «:

(50.7) 0<sina <1,
(50.8) cos?x + sin’x = 1,
(50.9) cosx = 4 /1 — sinx.

Kde#to z rovnosti cosx = cosf plyne « = B, z rovnosti sinx = sinf
plyne pouze, Ze budto je « = f nebo «, f jsou navzijem vyplikové.
Dva vyplitkové tihly maji tyZ sinus; zejména nulovy i p¥my thel ma
sinus rovny nule a obracens, je-li sine = 0, je x nulovy nebo piimy
uhel; pravy uhel md sinus rovny ]ed.né a Qbra.cene, je-lisinx = 1, je o
pravy uhel.

51. UHEL PRIMEK A POLOPRIMEK. Budi? {u} smér p¥mky p;
kazdy z obou orientovanych smért {u}+, {—u}+ piifadime urcité
orientaci pfimky p a to tak, Ze {u}+ pfislusf té orientaci, pfi které
vektor u (a tudiz i kazdy vektor au, a > 0) je kladny. Uhlem dvou orien-
tovanyjch pFimek p, g rozumime thel pi{sludnych orientovanych sméri.
Tudiz uhel dvou souhlasné rovnobéznych orientovanych pfimek je
nulovy a obriceng; Ghel dvou nesouhlasné rovnobéinych orientova-
nych piimek je pfimy a obricend. Jsou-li p, ¢ dvé navzijem kolmé
primky, potom pfi libovolné jejich orientaci jejich ihel je pravy a obra-
cens.

Jsou-li p, p’ dvé souhlasné rovnobéiné orientované piimky a jsou-li
také g, ¢' dvé souhlasné rovnobéiné orientované piimky, potom p, g
uréuji ty% ahel jako p’, ¢'. '

Kazda polopfimka je ¢asti uréité pfimky a uréuje v této primce
urcitou orientaci; #hlem dvou polopnmek rozumime thel p¥fsluSnych
orientovanych pfimek.

Kosinus thlu « dvou orientovanych pfimek p, ¢ mizeme definovat
cestou vice geometrickou nez je pavodni definice. Je-li 4 libovolny bod
ptimky p, ktery nelezf na pfimce g, potom podle &lanku 33 bgdem A4
prochédzi pravé jedna pfimka kolmo protinajici pFimku g¢; patu této
kolmice oznadme A'; jestlize v3ak bod A4 leZi na pfimce ¢, budiz A" = 4.
Bod A'nazveme kolmzj puimét bodu A na ptimku q. Budiz B & A dalsf
bod ptimky p, B’ jeho kolmy primét na p¥imku g, DokiZeme, Ze potom
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(51.1) A'B" = cosx . AB,
cot je slibeni geometrickd definice &fsla cosx. Za Gdelem dikazu
ozna¢me u jednotkovy vektor na p, kladny p¥i dané orientaci, a po-
dobné v pro g, takZe podle (50.3') je cos = uv. Podle definice oriento-
vané vzdalenosti jest '
(31.2) B—A=AB .y

(51.3) B —A' = AB .v.
Podle definice kolmych priaméta 4’, B’ je viak
(A—AYv=0, (B—B')v=0,
z ¢ehoZz plyne
| (B—A)v=(B —4)v
a podle (51.3) :

(51.4) (B—A)v=AB . |vi= AP
Jeito vak cosx = uv, podle (51.2) jest

(51.5) (B — A)v = cosx .AB
a z (51.4) a (51.5) plyne (51.1).

/
52. UHEL PRIMKY S LINEARNIM PROSTOREM. V prostoru E,,
budiz dan lineidrni podprostor E,.-

Zavedeme definici, kterou jsme pro k ='1 zavedli jiz v pfedchize-
jicim 8lanku. Jestlize bod A nelezj v E,, potom podle ¢lanku 33 bodem
A prochazi pravé jedna pfimka, kterd kolmo protiné prostor E,; budiz
A’ pata této kolmice; lezi-li v8ak 4 ¥ prostoru E,, budiz 4’ = 4. Bod 4’
nazveme kolmy primétbodu A na prostor E,.Budiz W, zaméfeniprostoru
E., W,_, zaméFeni totaln& kolmé na W,; potom je bod 4’ kolmym pri-
métem bodu A4 na E, tehdy a jenom tehdy, jestlize pfedns bod A’ nalezi
do E, a za druhé vektor 4 — A’ naleifdo W,, ;. Jeli B + A dalsi bod
a je-li pfimka A B kolmé na E,, potom kolmé priméty A’, B’ splynou;
nebot jeito oba vektory B — 4, A — A’ nilezeji do W,, ,, plati totéz
o vektoru B — A’. Obricené, splynou-li kolmé priméty A’, B’, je
piimka AB kolmé na E,; nebot jezto oba vektory 4 — A’, B —. A’ na-

’

lezeji do W,,_,, plati totéz o vektoru B — 4.
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Budiz nyni vedle prostoru E, dana jesté pfimka p; oznaéme p’ a na-
zveme kolmym primétem primky p na prostor E; mnoZinu kolmych
pruméti v3ech bodid p¥mky p. Jestlize pfimka p je kolmé na prostor
Ex, potom podle pfedchazejictho priimét p’ se redukuje na jedidy bod.
V tomto pfipadé definujeme, Zé Ghel o p¥imky p s prostorem E, je Ghel
pravy, t. j. Ze coso = 0. Pfedpoklddejme nynf, Ze pfimka p neni kolma
na prostor E,, takie dva rizné body pifmky p maji vidy také rtzné
kolmé pruméty. Budtez 4, B dva rizné body pfimky p a budtez 4’, B’
jejich kolmé priméty na E,, takie body A’, B' nilezeji do E, a vektory
A — A', B — B’ nilezejf do W,,_,. Je-li nynf

(62.1) , C=A4+ B — A),
poloZme
(62.1) C'= A"+ HB — A');
bod C' nalezi do E; a vektor -

C—-C=(Q1—¢td—4)Y+HB— B

nalezf do W,, ;. Je tudiz bod (52.1’) kolmym primétem bodu (52.1),
takze kolmym primétem p’ je pf{mka. Mimo to je patrné, Ze libovolng
zvolené orientaci piimky p odpovida urdita orientace jejtho kolmého
primétu p'. Nazveme whlem pFimky p s prostorem E, ihel  orientova-
nych piimek p, p’; zménime-li orientaci p¥imky p, zméni se také orien-
tace pfimky p’, takZe hel « je nezivisly na volbé& orientace pfimky p.

Jsou-li opét 4, B dva rizné body pfimky p a jsou-li A’, B’ jejich
kolmé praméty na E,, miZeme poloZit

(52.2)° A— A" =w,, B— B =w,,

takZe vektory w,, w, nalezejf do W,,_,. JeZto vektor B’ — A’ néle%i do
W,, jest

(52.3) (B — A4'). (wy —wy))=0."
Podle definice jest , -
(52.4) cosx = B AE — A7)
AB.A'K
Aviak podle (52.2) jest ’
(52.5) B—A4=(B —A)+ (wg—w,),
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takZe podle (52.3) jest

(52.6) (B — A)B' — 4') = A'B%,
mimo to z (52.3) a (52.6) plyne, Ze

(52.7) AB: = A'B™ + |w, — w,|%.
Podle (52.4) a (52.6) jest

(52.8) A’'B’ = cosx . 4B.

Vsimnéme si, Ze (52.8) plati i pro ten pfipad, Ze pfimka AB je kolma

na E;, nebotf v tomto pfipadé je cosx = 0 = 4'B’".
Z (52.8) plyne pi"edevéim', ze je vidy
(52.9) cosx > 0,

t. j. Ghel « pfimky p s nadrovinou je nulovy, ostry nebo pravy (nemize
byti tupy ani p¥imy). Mimo to je patrné, Ze « je dhel pravy tehdy a je-
nom tehdy, jestlize pFimka p je kolmd na prostor E,. Dokizeme dile, Ze
je uhel nulovy tehdy a jenom tehdy, jestlize pFimka p jc rovnobéind spro-
storem E,. Jestlize totiz Ghel « je nulovy, jest cosx = 1, takZe podle
(52.7) a (52.8) je w, — w, = oa tedy podle (52.5)je B — 4 = B’ — 4’,
takZe vektor B — A nalezi do W, a tedy pfimka p je rovnobéZna s E,.
-Obracens8, je-li pfimka p rovnobéini s E,, potom vektor B — A nélezi
do W;; podle (52.5) plati totéz o vektoru w, — w,, ktery vSak nileif do
W. ,;je tudiz w, — w, = o, takie podle (52.7) a (52.8) je cosx = 1,
t. j. « je nulovy tGhel.

Z definice Ghlu pfimky p s prostorem E, je patrné, Ze tento thel
z4visi pouze na sméru pfimky p a na zaméfeni prostoru E,. Jinak Fede-
no, jsou-li pfimky p, p’ rovnobé¥né, jsou-li také prostory E,, E, rovno-
béiné, potom hel pfimky p s prostorem E.je roven whlu pFimky p’
s prostorem E,.

Je-li £k =1, je nejen p, nybri i E, pfimka. Porovnime-li (52.8)
s (51.1), vidime, Ze je-li « thel dvou neorientovanych pfimek -p,q,
B uhel tychz orientovanych pfimek, potom plati (52.9) a

(52.10) cosx = |cosp|.

BudiZ nyni k =m — 1, t. j. « je nyni vhel pfimky p s nadrovinow
E, -1 Je-li k ptimka kolma na E, -, a je-li ¢ thel pfimek p, k, doka-
zeme, ze .
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(52.11) sinx = cosg.

To je ziejmé pro pfipad, Ze p¥imka p je kolma na E,,,, nebot potom
thel & je pravy, t. j. sine = 1, dhel ¢ je nulovy, t. j. cosp = 1. Neni-li
ptimka p kolma na E,,_,, je podle pfedchazejiciho w, — w, + o. Smér
{ws — w;} je kolmy na E,,_,, t. j. je to smér p¥imky k, takZe
(B—A)(w, — w,)

AB . |wy, — w|
Podle (52.3) a (52.5) je viak ) !

(B—A)(w, —wy) = lwz - Wllz,

cosp =

tedy

(52.12) |wy — w,| = cosp . AB.
Jeito A + B, plyne z (52.7), (52.8) a (52.12), Ze cos?x + cos’p = 1,
takZe podle (50.8) je sin®x = cos’p a jeZto sinx > 0 podle (50.7),
cosp = 0 podle (52.9), dostdvame (52.11).

Je-li v.E, zvolena kartézski soustava soufadnic a je-li

az; + @+ a,=0

rovnice nadroviny E,,_,, potom pro a = (a,, ®).jest {a} smérkolmy na
E, _,. Je-li tudiZ {b} smér pfimky p, potom pro Ghel « pfimky p s nad-
rovinou E,,_, midme podle (52.11) vzorec

(52.13) sinx = —E,I—

la - b}’

53. UHLY V TROJROZMERNEM PROSTORU. Budi dan oby&ejny
‘prostor E,. Za piedpokladu, Ze E, je orientovan, zavedli jsme v élanku 35
vektorovy soulin uxv dvou vektori u, v. Pro velikost vektorového
souéinu mame podle (35.11)
(63.1) luxv]?=|ul®.|v]? — (uv)’
Je-li jeden z vektord u, v roven o, je uXv = o v souhlase s II. na str.
98. Je-li viak u # o, v + o, budiZ ¢ tGhel orientovanych sméra {u}+,
{v}+, takze ‘
|u] . lv] = cosg . uv.
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Podle (50.7), (50.8) a (53_.1)'jest
(53.2) Juxv] = sing . [u] . |v].

Pozndmka. Vzorcim (53. 1), a (563.2) platnym v E, odpovidaji v E
(podle IV na str 98) vzorce

(53.1") ) [uv]® = |u|2 ]v]2 (uv)z,

(63.2") * [uv] = + sing. |u| . |v|.
Poznamenejme, %e pfi zméné orientace prostoru jak ¢ tak i |uxv|
zlistane beze zmény.

Je-li v E; dina pfimka p se smérem {w} a rovina o se zaméfenim
{u, v}, potom podle véty 35.9 je {uX v} smér kolmy na p, takZe podle
(35.9) a (52.11) méme pro thel y p¥imky p a rovinou g

[uvw]

(53.3) Simp = 'lm—l

Vedle ihlu dvou pfimek a tGhlu piimky s rovinou mame v prostoru .
E, jet8 wihel dvou rovin, ktery nyni budeme definovat. Obdobné by se
dal definovat obecné ihel dvou nadrovin v prostoru E,.

Budtez dany dvé roviny p, o v prostoru E,. Uhlem rovin g, o rozu-
mime dhel p¥imek k,, k,, p¥i éemZ je k, kolmd na g, k, kolmé na o.
Z definice plyne, Ze tihel dvou rovin je zivisly pouze na jejich zaméfe-
nich. Jinak Fedeno, jsou-li roviny g, ¢’ rovnob&iné, jsou-li také roviny
¢, ¢’ rovnobéZné, potom thel rovin p, o je roven thlu rovin ¢’, ¢’.

Jestlize pii zvolené kartézské soustavé soutadnic je

(_53-4) 1Ty + By + ATy + @ =0
rovnice roviny g,
(53.5) by + byxs + bazs + by = 0
rovnice roviny o, potom pro thel ¢ obou rovin plati
. |ab|
(53.6) COSY = ———,
| CE

pii Semi a = (@, @), b = (b, @).
Je-li {uy, v;} zaméfeni roviny o, {uy, v,} zaméfeni roviny o, plati
(53.6) pro @ = u; X v;, b = uy;Xv,, takZe podle (35.11) jest
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[uuy . viv, — uv, . v1u2|.

(53.7) e AN X7

Dosud jsme mluvili pouze o thlu y dvou neorientovangjch rovin, pro
ktery podle &lanku 52 plati vidy cosy > 0. Nyni pFejdeme k definici
1ihlu dvou orientovangch rovin. Predpoklidejme nejprve, Ze nejen roviny
0, o, nybr# i prostor E, jest orientovan. Je-li {a@} smér kolmy na g,
potom o orientovaném sméru {a}+ pravime, Ze je kladné kolmy na orien-
tovanou rovinu g, jestlize pro bod P roviny ¢ a pro ¢ > 0 plati, Ze body
P + ta lezf v kladném poloprostoru vytatém orientovanou rovinou g
ve smyslu élanku 30, pfi éemz zfejmé nezilezi na poloze bodu P v ro-
viné g. Je-li jesté orientovany smér {b}+ kladné kolmy na orientovanou
rovinu o, potom thel ¢ orientovanych rovin g, o definujeme jako thel
orientovanych sméru {a}+, {b}+, takze

ab
a6’

Jestlize pfi zvolené kartézské soustavé soutfadnic jsou (53.4), (53.5)
rovnice rqvin p, o, pii éemz

4

(53.6") cosp =

@1y + Gg%p + T3 + Qg = 0
v kladném poloprostoru-vyfatém orientovanou rovinou p,

by + byxy + byxs + by =0

v kladném poloprostoru vytatém orientovanou rovinou o, plat
(53.6") pro a = (a,, ®), b = (b,, @). Je-li u,, v;kladna base orientované
‘Toviny o, U,, v, kladna base orientované roviny o, potom (viz III na

str. 98)

U, . VY, — UV, . VU,
[y Xuy| . vy X vy

(83.7) cosp =

Srovnéme-li (53.6) a (53.6') nebo (53.7) a (53.7’), vidime, e mezi
dhlem y neorientovanych rovin g, o a thlem ¢ tychi orientovanych
rovin plat{ vztah

(53.8) cosy = [cosg|.

Pii zméné orientace jedné z obou rovin g, ¢ thel ¢ prejde v thel vy-
plitkovy, p¥i soucasné zméné orientace obou rovin g, ¢ se ihel ¢ ne-
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méni. RovnéZ tak ¢ se nem&nf p¥i zménd orientace prostoru E;. Uhel
dvou neorientovanych rovin g, o nemuze byti ani tupy ani p¥my;
thel y je pravy tehdy a jenom tehdy, jsou-li roviny g, o navzajem kol-
mé; p je nulovy tehdy a jenom tehdy, jsou-li p, o navzéjem rovnobg&zné.
Uhel ¢ dvou navzéjem rovnob&inych orientovanych rovin g, o je nu-
lovy pi souhlasné rovnobéZnosti, pfimy pii nesouhlasné rovnobéz-
nosti.

S pojmem thlu dvou orientovanych rovin tésné souvisf pojem whlu
dvou polorovin. Omezme se na nejduleZitéjsi a v elementdrnim vyudo-
vani jediné uvazovany p¥ipad dvou polorovin g4, d,, kde g, lez{ v roving
0, 0o V Toving ¢ a obé poloroviny jsou vytaty touz p¥imkou p. Pfedpo-
klidejme nejprve, Ze pfimka p jest orientovina. Potom lze pravé
jednim zpiisobem orientovat rovinu ¢ tak, aby g, byla kladnd polo-
rovina vytata v ¢ pfimkou p; podobné lze pravé jednim zptsobem orien-
tovat rovinu ¢ tak, aby o, byla kladna polorovi'na, vytatd v o pfimkou p.
Za téchto predpokladii definujeme thel ¢ polorovin g,, ¢, jako thel
orientovanych rovin g, ¢. Zménime-li orientaci p¥mky p, zméni se
soucasné orientace obou rovin g, ¢ a thel ¢ zistane tudiZ beze zmény.
Snadno se dokazZe, Ze za udinénych pfedpokladi thel ¢ je nulovy tehdy
a jenom tehdy, jestliZe poloroviny p,, ¢, splynou; tihel ¢ je pfimy tehdy
a jenom tehdy, jestlize poloroviny g,, 0, jsou navzdjem opaéné (coz
vyZaduje splynuti rovin g, ¢); thel ¢ je pravy tehdy a jenom tehdy,
jestliZe roviny g, ¢ jsou navzajem kolmé:

Zvolme libovolné bod P na pfimce p a budiz ¢, polopfimka s pocat-
kem P obsazend v poloroviné g, a kolmé na p (coZ znamens oviem, Ze
primka, jejiz ¢asti je polopfimka g, je kolma na p); podobné budiz ¢,
polopfimka s poéatkem P obsaZena v poloroviné ¢, a kolmé na p. Za
téchto predpokladt dokdZeme, Ze tihel ¢ polorovin g,, o, je roven thlu
polop¥imek gq,, g,. P¥i dikaze muZeme predpokladat, Ze byla zvolena
urcitd orientace jednak pro pfimku p, jednak pro prostor E,. Budiz v
jednotkovy vektor na pfimce p, kladny pii dané orientaci pimky p;
budiz v, takovy jednotkovy vektor, Ze polopfimka ¢, je mnozina viech
bodi

P4y, t>0;
podobné budiz v, takovy ]ednotkovy vektor, Ze polopfimka ¢, je mno-
Zina viech bodi
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P tv,, t>0.

Vektory u, v, jsou orthonormaln{ a stejné i vektory u, v,. Tudf? exis-
tuji jednotkové vektory wy, w, tak, Ze u, vy, w,, jakoZ i u, v,, w, jsou
kladné orthonormalni base pro E;. Podle definice je @ thel orientova-
nych smeéri w,, w,, t. j. cosp = w, .w,; madme dokizati, Ze ¢ je Ghel
orientovanych smeérd v,; v,, t. j. Ze cosp = v,. v,.

To znamena, Zeje tteba pouze dokizati, Ze v, . v, = w, . w,. Dvoj-
smér {v,, w,}, jakoZz i dvojsmér {v,, w,}, jsou kolmé na smér {u} a tudiz
{vq, wi} = {v,, w,}, takZe existuji ¢isla c, s, ¢’, §’ tak, ze

vy = CVy + swy,

w, =c'v, + s'w,.
Jeito vekfory v,, W, jsou orthonormslni a jeZto totéz plati o vektorech
vy, Wy, jest

(53.9) 2+ 2=1,¢%24+8%*=1, cc' 4+ 88 =1.
Jezto (c, 8) + (0, 0), plyne z posledni rovnice (53.9), Ze existuje ¢slo A
tak, ze ¢’ = — 18, 8’ = A¢; podle druhé rovnice (53.9) je vSak 4 = 4. 1.
Mimo to je

[uv,w;] > 0, [uyv,w,] > 0;
z toho plyne, Ze 4 > 0, takie A = 1, tedy

Vo = oV swy,
W, = — 8V; 4 CW;.

Jezto vektory vy, w, jsou orthonormilni, jest v,v, = ¢, w,w, = ¢, tedy
Vv, = wWw,, coZ jsme meli dokdzati.

54, TROJUHELNIK. Slovem trojiéhelnik rozumime v této kapitole
trojici bodi 4, B, C, pti fem% se piedpokldda, ze 4, B, C neleif viecky
t¥i na téZe piimce, z éehoZ plyne, Ze body 4, B, C jsou navzijem rizné.
Body A, B, C nazveme wrcholy trojithelnika: trojahelnik sam.ozna-
¢ime A ABC. Na pofddku vrchold p¥i tom nezalezi. Viecky tii body
A, B, C leif v jednoznaéné urlené roving, totiz v roviné E, = {4;
B—A4,C— A4}.

Cisla

(54.1) a=BC, b= AC, ¢ = AB
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nazveme stranami A ABC. Mimo to se v nasledujicim vyskytnou tfi
ahly «, 8, y: ,
’ x je dhel polopfimek 4B; AC;
B je thel poloptimek BA, BC,
y je uhel polopiimek CA, CB.
Pravime, ze ’a, B,y jsou whly N\ ABC.
Jest .
‘a=|C—B|,b=|C— A4, c=|B— 4|
Podle definice kosinu jest
(54.2) (B— 4)(C — 4) = bc . cosx;
podle (7.7") je viak
2(B — A)(C — A) = AB® + AC* — BC®,
takZe podle (54.1) jest
(54.3) a* = b* + ¢® — 2bc . cosx,
coZ je t. zv. kosinovd véta. Ziejms je ve vzorci (54.3), a stejné i v nasle-
dujicich vzoreich tohoto ¢ldnku, dovolena libovolna permutace vrchola

A, B, C, tedy libovolns permutace symbold a, b, ¢ spolu se souéasnou
piislus$nou permutaci symboli «, 8, 5.

Soucasné s (54.2) plati na pt.
(C — B4 — B) = ac ..cosf

neboli
(54.2") (B— O)B —A4) = ac . cosp.
Avsak
B—A4=(B—C)+(C—4),
takze

¢t = (B— A)(B— 4) = (B — A)(B — C) + (B — A)(C ~ 4)
a podle (54.2) a (54.2') jest

¢® = ac cosfl 4 bc cosu
neboli

(54.3) ¢=a.cosf + b.cosx,

coZ je t. zv. véta o pramétu.
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Podle (53.2') je
TA —B,B —C]= -+ ac.sing,
[A—B,A— C]= 4 be.sina,

aviak
A—C=(A—B)+(B-0),
takze -
[A—B,B—C]=[A—B,4—C),
tedy
(54.4) , a sinf = b sina,

cozZ je t. zv. sinovd véta.

55. TROJHRAN. Slovem frojhran rozumime v této kapitole trojici
polopfimek VA, VA, VA4, s tymZ poddtkem V, pfi demZ se pFedpo-
klada, Ze dané polopfimky nelez{ viecky t¥i v této roviné a jsou tudiz
navzajem ruzné. Bod V nazveme vrchol trojhranu, polopiimky VA4,,
VA, VA, hrany trojhranu; na pofadi hran nezaleif. Cely trojhran lei
v jednoznaéné uréeném E, = {V; A, — V, 4, — V, 4; — V}; nazveme
jej trojhran VA4,4,4,. _

Oznaéme: «, thel poloptimek VA4,, VA;; «, Ghel polopiimek VA4,,
VA,; «y Ghel polopfimek VA, VA,; Ghly «,, o, ¢y Dazveme hranové
tihly trojhranu. Pro 1 < r < 3,1 < s < 3, r + s oznaéme gy, tu polo-
rovinu vyfatou v roviné {V; 4, — V, 4, — V} piimkou VA4,, ve které
leif bod A4,. Oznadme: o, thel polorovin gy, 015 0, Ghel polorovin
0215 023 O3 Uhel polorovin g,4, 3,5 Uhly oy, 0y, 03 Dazveme sténové ihly
trojhranu. '

Je-li dan trojhran VA4.,4,4,;, potom existuji a jsou jednoznatné
uréeny vektory u,, u,, u,, pro které

(55.1) lu =1, |ug| = 1, |uy| = 1,
1—V+$1"1, Ay, =7V + zouy, A3 =V + z5u,
s kladnymi z,, z,, z,. Obricens je trojhran jednoznaéné uréen, zname-h
jeho vrchol V a vektory u,, u,, u; spliujici (55.1), které musi oviem
byti linearné nezavislé, ale jinak jsou libovolné; takto uréeny trojhran
miZeme oznadit Vu,u,u,. Pro hranové uhly plati zfejmé '

(65.2) COSX; = U,lU,, COSx, = Ugl;, COSxg = U,U,.
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Je vhodné orientovati prostor E, tak, aby bylo

(55.3) [u,u,u,] > 0,
takzZe podle véty 34.2 je také
(55.3") [ugugu,] > 0, {uguu,] > 0.

Viimnéme si nyni vektorovych soudini u, X u,, uyX u,, u; X u,. Jejich
velikosti jsou podle (55.1) a (53.2) sinx,, sinx,, sinx,. MaZeme tedy za-
vésti nové vektory v,, v,, v; tak, Ze

(55.4) [val = 1, |vo| =1, |vg] =1,
(65.5) uyXuy; =sinx,.vy, UyXu, = sin.oc2 . Vg, Uy X Uy = Sinxg, . V,.
Podle definice vektorového soudinu je na pf.
[uu,x] = (uy X uy) . x
neboli
(55.6) [uusx] = sineg . vax

pro kazdy vektor x, tedy pfedevsim u,v; = 0, u,v, = 0 a podle (55.3),
jezto sinay.> 0, uzvy > 0. Celkem je

u,v, >0, ugv, = 0, uzv, = 0,
(55.7) uyv, =0, u,vy, >0, ugv, = 0,
uyv; =0, uyvg =0, ugvy > 0.

Vektory v,, vy, v3 jsou jednoznatné uréeny podminkami (55.4) a (55.7).
Viimnéme si na p¥. vektoru v,! JeZto uv; = 0, u,vy = 0, je smér {v,;}
kolmy na zamé¥eni {u,, u,}, éim% je jiz smér {v,} jednoznadnd urden.
Kdyby nebylo dalsi podminky, mohli bychom misto vektoru v, vziti
kazdy vektor tvaru 1. v, Podminka |v4| = 1 viak omezuje A na hod-
noty 41 a podminka uzv, > 0 vyluduje hodnotu 2 = — 1, takZe vek-
tor v, je skuteéné uréen jednoznaéné. Geometricky muZzeme vektor v,
popsati takto. Pfedevsim je smér {v,} kolmy na zaméfeni {u,, u,} a jest
|vs] = 1; tim je vektor v, prozatim urden pouze az na znamenf. JeZto
vialk vektory u,, uy, u, jsou linedrné nezavislé, jest

Vy = ain; + Uy + a,iy,
tedy
[uu,vy] = ay[u usuy].
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Jeito viak sinag > 0, plyne z (55.6), Ze [u,u,v,] > 0, takZe podle (55.3)
je az > 0, ¢imZ je zfejmé také znameni vektoru :v, jednoznaéné
uréeno.

Dokazali jsme prvou z nerovnosti
(55.8) [uupv;] > 0, [upugv,] > 0, [uzuyv,] >0

a stejné se dokaZf ostatni dvé. Orientujeme-li rovinu E, = {V; 4, — V,
A, — V} tak, aby u,, u, byla jeji kladnd base a rovinu E, = {V;
A, —V, A, —V}, tak, aby u;, u; byla jeji kladna base, potom tihel o,
polorovin g,,, 013 je podle ¢lanku 53 roven uhlu orientovanych rovin
E., E;, ktery podle tého% &lénku a podle (55.8) je roven thlu oriento-
vanych smért {v,}+, {—v,}*, takZe podle (55.4) a (50.3") plati prvni ze
vzorcl '

(55.9) COSO, = — V,V¥,, COS0y, = — VgV, COS0y = — V,V,

a stejné se dokaii ostatni dva. Viimnéme si, e ze vatahil (65.7) plyne
podle véty 34.6, Ze soulin [uu,u,]. [v,vev,] je kladny, takie podle
(55.3)

(55.10) [vivavs] > 0.
Je-li
B, = V 4 yivi, Ba=V + yovy, By =V + YaVs,

kde 41, ¥, ¥, jsou kladné &isla, potom ¥B.B,B; neboli Vv v,v, je novy
trojhran, ktery se nazyvéa poldrnim trojhranem plivodniho trojhranu
VA,A,A, neboli Vu,u,u,. Vzta.hy (65.1), (55.4) a (55.7) se nezménf, vy-
ménime-li pismeno u s pismenem v. Z toho plyne, Ze k trojhranu
VB,B,B, polirnim trojhranem je pitvodni trojhran VA4,4,4, Na zi-
kladé rovnic (55.2) a (55.9) soudime, Ze hranové whly poldrniho troj-
hranu jsou vyplhikové ke sténovym whldm pivodniho trojhranu, sténové
dhly poldrniho trojhranw jsou vyplikové ke hranovym whlim pivodniho
trojhranu. Znamend-li ddrka vyplitkové uhly, jsou tedy o}, 6,5, o5 hra-
nové tihly trojhranu VB,B,B,, &1, &, a5 sténové thly tého# trojhranu.
Mame-li tedy néjaky vztah platny mezi hranovymi Ghly «, ap; &3
a sténovymi dhly oy, 0, 0,, musi platit také vztah, ktery vznikne
z puvodniho vztahu zéménou
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(55.11) - Oy, Ky, K3, 01, Og, O3
za
(85.11) 61, 0y, O, “1’ &g, aé.
' Vzorelim (55.5) platnym pro trojhran VA4,4,4, odpovidaji u polar-
niho trojhranu VB, B,B, vzorce

Vy X V3 = §ing, . Uy, V53XV, = sino, . u,,
(55.12) 2 3 1 1 3 . 1 2 2
T Vi XV, = 8INg, . Ug.
Podle definice vektorového souéinu je na pf. [uu,] = (uyXuy) . U,
Jezto viak
[uuzu,] = [Upuyu,] = [ugu,u,],
plyne ze (55.5), Ze '
(55.13) sinoy . v, = sineg, . U¥, = sina, . Uy, = [UU,u,].
Podobné plyne z (55:12), ze
(55.14) sing, . u,v; = sing, . UV, = 5ing, . Uv; = [V,V,V,].
Z (55.13) a (55.14) plyne [viz téZ (55.3) a (55.10)], Ze
‘sino; _ sinx, sihoc3

(55.15) - : —,
sing, sing, sing,

coz je t. zv. sinovd véta.
Podle (35.11) jest

u,u,, u,u,

(55.16) . (uyXuy) . (uyXuy) = Uglt;, UyU,

/
Levé strana v (55.16) je podle (55.5) rovna sina, sina, . v,v,, tedy rovna

— sinw, sina, coso; podle (55.9); prava strana v (55.16) je podle (55.1)
a (55.2) rovna cosx, cosx, — cosx;. Tedy plati vzorec

(55.17) . co08x; = COSx, CO8x, + 8ink, Sino, cosoy,

‘coz je t. zv. pfvmf kosinovd véta. Zéménou (55.11) za (56.11) dostaneme
t. zv. druhou kostnovou vétu

(65.18) €080, = — COS0 CO80; | 8ing, sing, co8x ;.
Ve vzorcich (55.17) a (55.18) muZeme oviem libovolné permutovat
indexy 1, 2, 3.

f
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IX

DALSITI _VETY O UHLECH

i
V celé kapitole pfedpokléddme; Ze je déna rovina E,.

56. POJEM DUTEHO UHLU. V predchézejici kapitole jsme sice pro-
birali razné vzorce pro kosinus a sinus uhlu, ale teprve nyni pfistou-
pime ke studiu geometrického pojmu thlu.

Slovo uhel ma v geometrii rozmanité vyznamy, zikladnim pojmem
je viak pojem dutého thlu, ktery nyni budeme definovati. Budtez dany
t¥i rdzné body V, 4, B, které nelezi na p¥{mce. Rovina E, se skladd ze
viech bodil tvaru

(56.1) V+4d—VF)+ 5B -7),

kde ¢,, ¢, jsou libovolné reilna éisla. V roviné E, lezi polopfimka VA
sloZena z téch bodd, u kterych ¢, > 0, t, = 0, dile poloptimka VB
sloZend z téch bodd, u kterych ¢; = 0, £, = 0. MnoZinu t&ch bodi,
u nichz v (56.1) je ¢, = 0, t, = 0, oznaéime < X AVB nebo < BV A a na-
zveme ji duty thel; bod ¥V se jmenuje jeho vrchol, poloptimky VA, VB,
se jmenuji jeho ramena. Vrchol nalezi do obou ramen; ob& ramena jsou
asti Ghlu. KaZdy jiny bod ahlu & AV B, t. j. kazdy bod, pro néjz
v (56.1) je ¢; > 0, £, > 0, jmenuje se vnit#n? bod uhlu.

P¥imka VA se skliadé ze viech bodd, pro néz ¢, = 0 a ¢, je libovolné;
takovy bod nalezi do < AVB tehdy a jenom tehdy, jestlize ¢, = 0.
Tedy ze vSech bodi pfimky VA jsou to pravé body polopfimky VA4,
které nalezeji do X AV.B; podobné pro piimku ¥V B.

ViTa 56.1. Jestlife dva rizné body X', X" ndleeji do . AV B, potom
celd tsecka X'X" je &dsti < AVB. JestliZe mimo to neleZi oba body
X', X" na témZ rameni 4hlu X AV B (zejména tedy, jestliZe aspoii jeden
z obou bodd X', X” je vnitinim bodem pro <X AVB), potom kaZdy
vniting bod vsefky X' X" je vnitinim bodem pro < AVB.
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Doraz. Budiz

X' =V4+4(A—V)+6B—V), =0, 1>0,

X'=V+4A—-V)+t(B—V), {20, t; >0,
pii 8emZ nenf soudasné ¢, = |, {, = t,. Bod X tisecky X'X"” m4 tvar

X=X 4¢X"— X,
kde 0 < ¢ < 1, takie platf (56.1), pfi demi
to= (1 — o) t| + ct], t; = (L — c) £ + cty,

takZe t; > 0, £, = 0, t. j. bod X nalezi do < AV B. Pfedpoklidime-li,
-Zze X je vnittni bod Gsetky X'X", t. j., Ze 0 < ¢ < 1, bude zpravidla
t, > 0,1t > 0,t.j. X bude vnitfnim bodem pro <t AVB. Vyjimka na-
stane jednak pro ¢, = £, = 0, t. j. lez{-li oba body X’, X" na polop¥fmce
VA, jednak pro ¢, = £; = 0, t. j. lez{-li oba body X’, X" na polop¥imce
VB.

VEra 56.2. <L AVB se sklddd ze vSech polopiimek tvaru VC, kde C je
libovolny bod wseéky AB; je-li C vnitini bod polopFimky AB, potom celd
poloptimka VC aZ na bod V leff uvniti <X AVB.

Dioxaz. Bod C tsedky AB mi tvar

(56.2) C=A4coB—4),0<c< 1
poloptimka VC s skladé ze viech bodd tvaru
(56.3) X=V+HC—-V), t=>0,
" tedy tvaru

{‘ _ X=V+4+tl—c)(A—V)+ tc(B—V).
Potom jest ¢(1. — ¢) = 0, fc > 0, t. j. X ndlezi do < AV B; je-li C vniti-
nim bodem tusetky AB a je-li X £V, jest 0 <c <1, t> 0, tedy
Yl —c)>0,tc > 0,t.j. X je vnit¥nim bodem pro < AVB. Obracens,
jestlize bod X =+ V nalezi do <t AV B, potom X ma tvar (56.1), kde
t;, = 0, t;, = 0, neni vSak soudasné ¢, = ¢, = 0, takZe ¢, -+ £, > 0. Polo-
zime-li .

4ty =1t, ——=c,
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platf (56.2), takZe bod C' nalezf do tisetky 4B, a mimo to platf (56.3),
takZe bod X naleii do polopiimky VC.

Z véty 56.2 plyne: !

VETA 56.3. Je-li X + V bod 4hlu < AV B, potom celd polopfimka VX
je Cdsti uhlu x AV B; je-li X vnitfnim bodem pro < AVB, plati totés
o kaZdém bodé X' + V polopfimky VX.

ViETA 56.4. Budif p, ta polorovina vytatd pFimkou VA, ve které lesi
bod. B (a tudiZ celd polopfimka VB); budiZ g, ta polorovina vytatd pfim-
kou VB, ve které leZi bod A (a tudiZ celd polopfimka VA). Potom & AVB
je pranik (spoledna &ast) polorovin gy, g, wvnitfek < AVB je prinik
vnitFled, polorovin g4, p,. Nebot polorovina p; je mnoZina téch bodu
(56.1), pro né% je £, = 0 a jeji vnitfek je mnozina téch bodu (56.1), pro
néz je t, > 0, podobnd ¢, = 0 v poloroviné g,, £, > 0 uvnitt polorovi-
ny gs.-:

Z véty 56.4 se di snadno znovu odvodit véta 56.1. Mimo to plyne
z véty 56.4, ze thel < AV B se nezméni, nahradime-li bod 4 kterym-
koli bodem A’ # V polopfimky VA4, bod B kterymkoli bodem B’ + J
polop¥imky VB. Tedy: ‘

VETA 56.5. Duty whel je jednoznacné uréen svymi rameny.

'57. DVOJICE DUTYCH UHLU. Budte? dany dva duté thly < AV B,

X AVC se spoleénym ramenem VA. Oznaéme p p¥imku VA, dile pB
tu polorovinu vytatou pfimkou p, ve které lezi bod B, podobné pC tu
polorovinu vytatou pfimkou p, ve které lezi bod C. (Podle definice
dutého dhlu zadny z bodt B, C nelezi na pfimce p.)

Nyni jsou mozné dva p¥ipady. Budto poloroviny pB, pC jsou na-
vzijem opaéné, nebo.obé tyto poloroviny splynou. V prvém piipadé
pravime, Ze <X AVB, < AVC jsou styéné, ve druhém, Ze jsou v zd-
krytu.

Je ziejmé, Ze dva styiné duté thly < AVB, < AVC nemaji spoled-
nych bodi mimo body spoleéného ramene. Dilezitym zvlastnim pii-
padem stydénych uhla jsou #hly vedlejdi. Tak nazyvame dva duté Ghly
X AVB, & AVC se spoletnym ramenem VA tehdy, jestlize druhé ra-
mena VB, VO leki v tée piimce, . j. jestlize V.B, VC jsou dvé navzéjem
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opatné polopimky. K danému dutému thlu < AVB existuji pravé
dva vedlej$i Ghly; jsou-li poloptimky VA, VA’ navzijem opaéné a rov-
néz tak polopfimky VB, VB’, potom uhlem vedlejsim k < AVB je
jednak <X AVB’, jednak <X A'VB. Za téhoz piedpokladu, Ze polo-
piimky VA, VA’ jakoZ i polopfimky VB, ¥ B’, jsou navzijem opaéné,
pravime, Ze duté uhly < AVB, < A’V B’ jsou dhly vrcholové. Je patrné,
%e oba thly vedlej’i k tému# dutému dhlu jsou navzajem dva Ghly
vrcholové.

Jsou-li p, ¢ dvé riznobézky s priseéikem ¥V, potom bod ¥V rozdéli
kaZdou z obou pfimek p, ¢ na dvé navzijem opaéné polopfimky s po-
tatkem V. Kterdkoli z obou polopiimek obsazenych v p¥imce p spolu
s kteroukoli z obou polopfimek obsaZenych v pfimece ¢ dava dvojici
ramen dutého ihlu. Jsou celkem éty¥i takové uhly, které nazveme wihly
riznobéZek p, q. Tyto Etyfi piimky se rozpadaji na dvé dvojice navza-
jem vrcholovych hli. Kazdy thel prvni dvojice spolu s kazdym tthlem
druhé dvojice jsou dva navzijem vedlejsi ahly.

Jestlize polop¥imky VB, VC splynou, potom splynou také < AVB,.
X AYVC a jsou v zakrytu. RovnéZ tak jsou oba thly v zakrytu v tom
pfipadé, Ze polopfimka VC je vnit¥ni polopfimka pro < AV.B nebo
polopiimka VB je vnitini polopfimka pro < AVC.

ViEra 57.1. JestliZe polopfimka VC je vniting polopfimka pro <. AV B,
potom X AV B se sklddd z obou dutyjch ihls X AVC, X BVC, které jsou
navzdjem styéné a tudiZ nemaji jinych spoleénych bodi mimo polo-
piimku VB. ‘

Dtxraz plyne snadno z véty 56.2, nebot podle véty 56.5 miZeme
predpoklidati, Ze bod C lezi na Gseéce 4B a potom tusecka AB se sklada
z Usedek AC, BC, které majf spoleény pouze bod B. Jeito usecka AB
protne piimku ¥C, jsou body A, B od sebe oddéleny piimkou ¥VC
a proto < AVC, X BVC jsou navzijem styéné. Obricené plati:

VETA 57.2. Jsou-li X AVB, X AVC dva razné duté ihly, kieré jsou
navzdjem v zdkrytu, potom budto je VC vnitfni polopFimka pro < AVB
a X AVC je édsti X AVB nebo je VB vnitini polopfimka pro < AVC
a X AVB je éasti & AVC. Tyto dva p¥ipady se oviem navzijem vy-
luéuji.
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Doxgaz. Budiz

Bod C podle pfedpokladu le{ uvnit¥ poloroviny pB (je-li opét p
pfimka VA), takie t, > 0, a bod C neleii na polopfimce VB, takZe
t, = 0. Je-li ¢, > 0, je C vnit¥ni bod pro <X AV B a tudiz polopfimka
VO je vnitfnf pro < AVB. Je-li viak ¢, << 0, t, > 0, jest
B=V—2(A—V)+7(C—V), —2>0, >0,
’ t2 .tZ tZ t2

takZe B je vnitinf bod pro < AVC a tudiz polop¥mka V B je vnit¥ni pro
X AVC.

Budtez nyni VA, VB, VC t#i razné polopfimky s tymZ podatkem V
v na8i roviné E,. MiZe se stat, ze nékteré dvé ze t¥i pfimek VA, VB, VC
splynou. Splynou-li na p¥. ptimky VB, VC v jedinou p¥imku », potom
polopfimkys VB,VC jsou navzijem opacné, duté uhly < AVB,
< AV 0 jsou navzijem vedlejsi, a polopiimky VB, VC nejsou rameny
Zadného dutého uhlu. Z véty 56.4 snadno plyne, Ze oba vedlejsi Ghly
X AVB, & AVC dohromady vyplni polorovfnu r4 a Ze body obéma
spole¢né vyplni polopfimku VA.

Pfedpokladejme viak, Ze viecky t¥i ptimky VA4, VB, VC jsou na-
vzijem riizné. Potom méme tii duté dhly

(57.1) X AVB, & AVC, < BVC

se spoletnym vrcholem V, z nich% kaZdé dva maji jedno spoleéné ra-
meno. Vektory A — V, B — V,C — V roviny E, jsou mezi sebou linear-
né zavislé, takZze nékterd jejich netrividlni linedrni kombinace je
rovna o:
(57.2) a(A —V)+bB—-V)+¢(C —V)=o.

Jezto kazdé dva z naSich t¥{ vektort jsou lineidrné nezivislé, je jisté
abe + 0. Ve vztahu (57.2) miZeme jednak zmé&nit znameni vSech tif
koeficientt, jednak zménit pofadek séitanct. Mime tudiZ v podstaté
pouze dvé moZnosti:

(57.3) a>0,b0>0¢c<0;
(57.4) a>0,b6>0,c>0.

Tyto dvé moZnosti jsou geometricky popsany ve vétdch 57.3 a 57.4.
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ViTa 57.3. Jesthie ve vztahu (57.2) plati (57.3), potom jsou <X AVC,
< BVC dva styéné ihly, které dohromady vyplni X AVB. To plyne
z véty 57.1, nebot
b

C=v_%u—vy—2B_v), —%>0 —25,,
[ [ [ [

takzZe polopfimka VC je vnitini pro < AVB.

VETa 57.4. Jestlite ve vatahu (57.2)’pla,t15 (57.4), potom katdé dva ze
% dhle (57.1) jsow nmavzdjem styéné (a nemaji tudf? mimo spoleéné
rameno Zadny dalsf spoleény bod). Viecky tii «4hly (57.1) dohromady
- vyplnt celow rovinu.

DUxaz. Jezto ve vztahu
b

a
C=V—-2(4=V)—=(B=V)

o
koeficient — % fie zéporny, jsou body B, C od sebe oddéleny ptimkou

VA, takZe uhly < AVB; X AVC jsou stytné; totéz plyne obdobné
o kterychkoli jinych dvou ze t¥f thla (57.1). Zavedme bod ¢’ rovnici
(57.5) C'=V—(C-7)
Potom z (57.2) plyne
/
a(Ad —V)+ bB—-V)—c(C'—V)=o,

takZe podle véty 57.3 < AVC’, & BV(C' dohromady vyplni < AVB.

Avsak (viz obr. 4) poloptimky VC, V(' podle (57.5) jsou navzajem

opacné, takie g AVC, <&

A <L AV C' jsou navzijem ved-

lejsi a totéz plati o < BYC,

<X BV ('. Oznadme r pfimku

VC; z (57.2) a (57.4) plyne,

ze poloroviny r4, rB jsou

navzajem opac¢né. Oba duté

Y} uhly < AVC, < AVC' do-
hromady vyplni polorovinu
8 r4; oba duté ahly < BVC,

Obr. 4. <X BVC' dohromady vyplni
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opaénou polorovinu rB. Jeito, jak uz vime, & AVC’, ¥ BVC" dohro-
mady vyplni < AV B, vidime, %e duté iihly (57.1) dohromady vyplni
celou rovinu. ,

58. KRUZNICE. Zvolme v roving bod S a &islo » > 0. Mno#ina véech
bodt X roviny, pro néz SX = r, kterou oznadime (S;r), jmenuje se
kru#nice se stfedem S a s polomérem r. Slovem palomér se také oznaduje
ka%d4a tsedka 8X, kde X je libovolny bod kruznice. O bodu X pravime,
ze leZi vné kruznice, je-li SX > r a %e lesi wonits krugnice, je-li SX <
stfed S lezi tedy uvnit¥ kruZnice.

P#imka p prochizejici sttedem se jmenuje pramér kruZnice; z defi-
nice je jasné, zZe kazdy primér protne kruZnici ve dvou riznych bodech
A, A, tak, ze S je stfed dvojice 4, 4,. [Slovem primér se Sasto ozna-
Suje také tsetka A,4,, jako? i jeji velikost, kters se rovna 2r.]

JestliZe kruznice (S,; 7,) splyne s kruZnief (S,; 7,), musf byti S;= S,,
r, = 7,. Nebot kdyby bylo 8; +.8§,, potom by pfimka S8, byla pri-
mérem kruZnice, kterou by protala ve dvou bodech 4,, 4, tak, Ze’
stfedem dvojice 4,, 4, by byl zaroveii i bod S,1bod S,, coZ je nemoz-
né. Je tedy S, = S,, nadez oviem r, = 7,.

BudiZ nyni p libovolnd p¥imka. Prochdzi-li p stfedem S kruZnice
(S; r), vime, %e p protne (S; r) ve dvou bodech 4,, 4, tak, Ze S je stie-
dem dvojice A,, A,. Jestlize p neprochézi stfedem S, budiz B pata kol-
mice k p¥imce p vedené bodem 8§ a budiz SB = d, takie d je vzdilenost
stfedu S od p¥imky p. Nyni rozeznavime tii ptipady podle toho, zda
d<r,d=r,d>r.

Je-li ptedné d < r, potom podle vét 33.2 a 33.3 p protne kruZnici ve
dvou bodech 4,, 4,tak, %e B je stfed dvojice 4,, A,; vnitiek usecky
4,4, lezi uvnitf kruZnice a ty body pfimky p, které nenaleZejf do
aseCky A,4,, lezi vné kruZnice. P¥imka p se jmenuje secna kruznice,
Gsedka 4,4, tétiva krufnice. (P¥imky prochizejici bodem S poc1tame
mezi setny; bod B v tomto pi{padé splyne s bodem S.)

Je-li za druhé d = r, potom pfimka p mé s kruZnici spoleény jediny
bod B; viecky ostatni body pfimky p lezi vné kruZnice. Pravime, Ze p
je teéna kruZnice v bodé B, Ze B je jeji bod dotyku, Ze p se dotykd kruz-
nice v bodé B.
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Je-li za t¥eti d > r, potom viecky body p¥{mky p leZi vné kruznice;
pravime, Ze p je neseéna krufnice.

Ziejm¥ kaZzdym bodem B na kruZnici (S;r) prochazi pravé jedna
teéna; je to kolmice vedens bodem B na pi{mku SB; bod B je jejim
bodem dotyku.

Zvolme na kruZnici (S; #) dva razné
- body A,, A4, Jimi prochiz{ seéna
A, 4A,, kterd rozdélf rovinu na dvé polo-
Toviny @i, g5 oznatme c¢; tu dast krui-
nice, kterd leii v p,, ¢, tu &ast, ktera
lezf v p,. MnoZiny c,, ¢, se jmenuji ob-
louky nasi kruznice; body A, A4, se
jmenuji krajni body obou obloukd.
Kazdy jiny bod kruznice nileif do
jediného z obloukt ¢,, ¢, a pravime, Ze
je jeho vnitinim bodem. Jestlize p¥imka
Obr. 5. A, A,prochézistfedem S, potom oblouky
) €1, €, Se jmenuji polokruZnice.

Pfedpokladejme vsak, %e ptimka 4,4, neprochézi sttedem . Potom
volme oznaden{ tak, Ze S lez{ v_poloroving p, (a je jejim vnitfnim bo-
dem). Potom dokizeme, Ze bod X na kruznici ndlei do oblouku c, tehdy
a jenom tehdy, jestlize polopFimka SX ndlefi do dutého 4hlu < 4,S4,.
Stadi provésti dikaz za pfedpokladu, Ze X + 4,, X + 4,,t.j. Ze bod
X nele#i na piimce 4,4, (viz obr. 5). Necht nejprve bod X nalezi do-
oblouku ¢,. Potom X leZi uvnit¥ g,, S uvnitf p,, takZze body X, S json
od sebe oddéleny p¥imkou 4,4, To znamend, Ze uvniti dsetky SX
le#{ bod B ptimky A4,4,. Ztejmé SB < 8X, t. j. 8B < r, takie podle
véty 33.3 bod B lezi uvniti tsetky 4,4, a tedy podle véty 56.2 polo-
piimka SB neboli polopfimka SX ndalezi do <t 4,84,. Obricené pted-
poklidejme, %e bod X kruZnice (S; r) naleif do < 4,84,. Podle véty
56.2 polopfimka SX obsahuje bod B tiseéky 4;4,. Jeito 4, + X + A,»
jest A, + B + A,, takze B lezi uvnitf tisecky 4,4,. Podle véty 33.3 je
tedy SB < S84, t. j. SB < SX. Je#to B le#i na polop¥imce SX, plyne
z toho, Ze B leZi na tiseéce SX, t. j. body S, X jsou od sebe oddéleny
pifmkou 4,4, a b‘Qd X nalezi do poloroviny g,.
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Jsme nyni vedeni k zobecnéni pojmu thlu. Dosud jsme v této kapi-
tole zavedli pouze pojem dutého uhle. Duty tdhel < 4,84, jsme
v &lénku 56 definovali jako mnozinu bodd; podle véty 56.2 mizeme
vSak duty ahel < 4,84, definovat také jako mnoZinu polopiimek
s po¢atkem §. Definujme nyni ke kazdému dutému dhlu < 4,84,
s vrcholem v bodé §.a s rameny v polopfimkach S4,, S4, vypukly
tthel s tymz vrcholem S a s tymiz rameny S4,, S4, jako mnoZinu téch
polopfimek s poddtkem S, které nejsou vnitfnimi polopfimkami dutého
Ghlu < 4,84,. Duty xhel < 4,54, a vypukly thel s tymiz rameny ne-
maji tudiz mimo S4,, S4,z4dnou jinou spoleénou polopfimku; kazda ji-
na polopfimka SX s poéatkem S nalezi tedy do jediného z obou uhlii a na-
2y va se vnitFni polopfimkou tohoto thlu. Jsou-li 4,, 4, dva rizné body
na kruznici (8; 7), pfi dem% body 4,, 4,, S nele%i v téZe p¥imce, potom
mdme dva rizné ahly s rameny v polopf{mkéch S4,, S4,, jeden duty
a druhy vypukly. Tyto dva Ghly nazveme stfedové #hly kruznice (S; r)
uréené dvojici A4,, 4,. KaZdy z obou obloukl ¢, ¢, kruZnice \(S; 7)
8 krajnimi body A4, A, se skladd z téch bodd X kruZnice (S; ), pro
které polopiimka SX nale#i do p¥islusného z obou wihli.

Pfi tom jsme pfedpokladali, Ze body S, 4,, 4, neleii v téZe pifmce.
Jsou-li §4,, SA, dvé opainé polopfimky s poditkem S, které tedy leii
obd v téze piimce p, potom ¢ déli rovinu na dvé poloroviny g, .
Piimym shlem s vrcholem v bodé S a s rameny v obou polopfimkich
S84,, S4, nazveme mnozinu téch polopffmek SX s potitkem S, které
lez{ v jedné z obou polorovin p,, g,. Mdme tudiz pro dvé opaéné polo-
ptimky SA4,, SA4, pravé dva piimé ahly s rameny v polopfimkach S4,,
S4,; jeden z nich je ¢asti poloroviny g,, druhy je éasti poloroviny g,.
Lezi-li body 4,, 4, na kruZnici (S; r), potom ty body X kruZnice, pro
které polopfimka SX nilezi do jednoho z obou p¥mych thli, vyplni
jednu polokruZnici s krajnimi body 4, 4,.

Pojem dutého, vypuklého a pfimého ithlu miizeme shrnout v jediny
pojem jednoduchého 4hlu; nebudeme vySetfovat v této knize jiné nez
jednoduché thly. Dvé rizné polopfimky s tymz poc¢atkem S jsou ra-
meny pravé dvou jednoduchych thld; p¥i tom je z obou dhld budto
jeden duty a druhy vypukly nebo jsou oba pfimé.

’
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59. PRIROZENE USPORADANI UHLU. Definici styénych thli,
podanou v &lanku 57 pro dva duté dhly, zobecnime na jednoduché
ihly takto: Dva jednoduché uhly nazyvime styéné, jestlize maji jedno
spoleéné rameno (tudiZ i spoleény vrchol), ale mimo toto spoleéné ra-
meno nemaj{ Zddnou spolednou polopfimku. Z vysledkf &ldnku 57 je
totiZ patrné, e pro duté ihly nové definice je v souhlase se starou.

ViTa 59.1. BudiZ ddn jednoduchy dhel s rameny v polopfimkdch SA,
‘8B a budiz SC jeho vnitfni polopfimka. Potom existuje prévé jeden
jednoduchy vhel s rameny SA, SC a pravé jeden jednoduchy whel s ra-
meny SB, SC tak, Ze oba nové whly jsou Edsti pavodniho. Oba nové whly
jsou navzdjem styéné a dohromady vyplni whel pivodni. JestliZe pivodni
whel je duty nebo pfimy, jsou oba nové dhly duté. Jestlize véak pivodni
whel je vypukly, je z novych whls aspots jeden duty, kdefto druhy mute
bijti duty, pFimy nebo vg/pukly’.

Doraz. I. Dv8 rizné polopimky s poéitkem S jsou rameny dvou
jednoduchych uhli, které budto jsou oba p¥imé nebo je jeden z nich
duty a druhy vypukly. Tyto dva jednoduché uhly dohromady obsa-
huji kaZdou polopfimku s poddtkem S a proto nejvys jeden z nich mize
byti ¢isti daného jednoduchého thlu.

II. Jestlize dany thel je duty, plyne nase véta z véty 57.1.

III. Jestlize dany thel je p¥imy, potoin viecky tfi body S, 4, B leii
v téZe piimce p a existuje polorovina ¢ vytatd p¥imkou p tak, ze dany
thel se skldd4 z téch polopfimek s podatkem S, které lez{ v g. Jsou-li
61, 0, 0bé poloroviny vytaté ptimkou SC, plyne nase véta z véty 56.4,
pii ¢emZ jeden z obou novych uhli se skldda z téch polopiimek s po-
datkem S, které lezi zaroveli v obou polorovinich g, a,, druhy z téch,
které lezi zaroveni v obou polorovinach g, o,.

IV. Budiz posléze dén vypukly thel s rameny S4, SB a oznaéme
SA’ polopfimku opaénou k S4, 8B’ polopfimku opaénou k 8B. Je-li p
ta polorovina vyfatd piimkou SA4, kterd neobsahuje bod B, a je-ii o
ta polorovina vyfatd pfimkou SB, kterd neobsahuje bod 4, odvodime
snadno z vty 56.4, Ze dany thel se sklddd z dutého Ghlu < A'SB
a z toho pfimého thlu s rameny SA4, SA4’, ktery je ¢asti poloroviny .
P#i tom oba pravé zminéné thly jsou styéné; z toho plyne uZ spravnost
véty pro ten pfipad, Ze polopfimka SC splyne s polopfimkou S4°.

174



Stejné se odvodi sprdvnost véty pro ten piipad, Ze pblopi‘imka SC
splyne s polopfimkou SB’; v obou pfipadech z novych dhli jeden je
duty a druhy p¥imy. Jestlize polopfimka -SC je riizna jak od SA4’ tak
i od SB’, potom z definice daného vypuklého tihlu plyne podle véty
56.4, ze SC je vnitini polopfimkou pro aspoil jednu z polorovin g, o
Jestlize (viz obr. 6) SC je vnitini polopfimkou pro g, ale nikoli pro g,
potom podle véty 56.4 je SC' vnitfni polopfimkou pro duty thel
< A’SB, ktery tudiz podle véty 57.1 se skldda z obou styénych hla
<X BSC, X A’'SC’. P¥i tom < A’'SC spolu s tim pfimym thlem s ra-
meny S4, SA’, ktery je éasti po-
loroviny g, dohromady vyplni vy- c
pukly thel s rameny S4, SC. , \
\
\

Z toho plyne snadno, Ze véta je 8
v daném piipadé spravna, pri

¢emZ z obou novych uhli jednim 1 /
je duty thel < BSC, druhym g A

pravé zminény vypukly thel. Stej- $
né se dokiZe spravnost véty pro

ten piipad, Ze SC je vnitini polo-

pfimkou pro g, nikoli v3ak pro o. 8’
Zbyvs jesté ten pripad, Ze polo-

piimka SC je vnit¥ni polopfimkou

jak pro g takipro ¢. V tomto p¥ipadé se snadno nahlédne, Ze jsou splnény
piedpoklady véty 57.4 (viz obr. 4 na str. 170) a podle této véty je nase
véta spravna i v tomto pifpadé, pfi éemz novymi thly jsou dute uhly
X ASC, < BSC.

BudiZ opét dan jednoduchy thel s rameny.S4, SB. Orientovat jedno-
duchy hel znamend rozlisit mezi obéma rameny S4, SB tak, ze jedno
nazveme politecnim a druhé koncovym ramenem.

Jsou oviem dvé rfizné orientace, které nazveme navzijem opacné.
UvaZujme na pf. tu orientaci, pfi které podateénim ramenem je SA.
Budeme definovat piirozené uspofiddini daného orientovaného jedno-
duchého thlu, sloZeného z polopfimek se spoleénym potatkem S. Aby-
chom mohli toto pfirozené uspofadani struéné popsat, zavedme pomoc-
né oznadeni: Je-li SX libovolnd vnitfnf polopfimka daného jednoduché-
ho 1ihlu, potom tento thel se podle véty 59.1 skldd4 ze dvou styénych

Obr. 6.
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jednoduchych uhhi se spoleénym ramenem SX, pii éemZ jeden z nich,
ktery oznatime «(X), mé ramena v polopfimkich SA4, SX, druhy,
ktery oznaéime f(X), mi ramena v polopfimkich SB, SX. Jsou-li
SX, 8Y dvé ruzné vnitfni polopfimky daného jednoduchého whlu, jsou
thly «(X), «(Y) navzdjem rizné; dokazeme, Ze jeden z nich je &asti
druhého, pfi dem? je-li na pf. x(X) Easti a(Y), je B(Y) Casti f(X). Dikaz
plyne snadno z véty 59.1, podle niZ je SY vnitinf polopfimkou jednoho
z obou dutych dhla «(X), f(X). Je-li 8Y vnitfni polopfimkou pro
jednoduchy thel «(X), aplikujeme vétu 59.1 na tento jednoduchy
thel a dostaneme, e existuje pravé jeden jednoduchy thel ¢ s rameny
SA, 8Y, ktery je ¢asti «(X) a tudiz také éasti pivodniho jednoduchého
uhlu s rameny S4, §B, protoZe viak «(Y) je jediny jednoduchy thel
s rameny SA, 8Y obsaZeny v puvodnim dhlu, musi byti ¢ = «(Y)
a z toho plyne, Ze x(Y') je dasti a(X); aviak B(X) se sklad4 z téch polo-
piimek s podatkem S, které nejsou vnitinimi poloptimkami pro «(X)-
a podobny vztah je také mezi S(Y) a «(Y); jeito «(Y) je Sdstf x(X),
vidime, Ze musi byti také g(X) éasti f(Y'). Je-li 8Y vnit¥ni polopfimkou
pro B(X), postupujeme podobné; nyni vyjde nejprve, Ze S(Y) je éasti
B(X) a z toho, Ze a(X) je 8asti «(Y). Na zakladé pravé dokondeného
dikazu miZeme slibenou definici pfirozeného uspofadini daného
orientovaného jednoduchého thlu s po¢iteénim ramenem SA a konco-
vym ramenem SB formulovati takto: Polopfimka SA je prvni, polo-
ptimka SB je posledni; jsou-li SX, SY dv& razné vnitfni polop¥mky,
jest SX pfed SY tehdy a jenom tehdy, je-li a(X) &éasti a«(Y) neboli
B(Y) casti f(X). Z definice plyne:

VETA 59.2. Pfirozené uspofaddni orientovaného jednoduchého hlu
a pfirozené uspotdddni opaéné orientovaného uhlu jsou navzdjem in-
versnt.

Je-li 8X vnit¥ni polopfimka jednoduchého thlu ¢ a rameny SA, SB,
potom &asti tohoto hlu je urdity jednoduchy thel y s rameny S4, SX.
Kazdé vnitini polopfimka SY thlu v je ziroveii vnitini polopfimkou
Ghlu ¢ a jeden a tyZz jednoduchy thel s rameny SA, SY je zaroven
casti v i Gasti . Z toho plyne, Ze to ptirozené uspofadani Ghlu ¢, pfi
kterém je SA prvni, uréuje to p¥irozené uspotadéni thlu v, p¥i kterém
je SA prvni. Podobné se nahlédne, Ze totéZ pfirozené uspofadani dhlu ¢
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uréuje pfirozené uspofadani ve ¢ obsazeného jednoduchého Ghlu s ra-
meny SX, SB, pfi kterém je SX prvni. BudteZ posléze SX, SY dvé
rizné vnitini polopfimky thlu ¢, pfi éemZ v pfirozeném uspofadani.
tihlu @, p¥i kterém je SA prvni, SY lezi pfed SX. Potom ve p je obsaZen
jednoduchy dhel w s rameny SX, SY; w je oviem tim spiSe obsaZen
ve @. Pfirozenym uspofddanim thh ¢, pfi kterém je SA4 prvni, je urde-
no pfirozené uspofadéni ahlu v, p¥i kterém je S4 prvni, a jim opét je
uréeno pfirozené uspofiddani Ghlu w. Tedy plati:

VEra 59.3. Budif din jednoduchy vihel @ s rameny SA, SB a budte
SX, 8Y dvé razné polopFimky ndleZejici do @. Potom Cdsti ¢ je urdity
jednoduchy 1hel w s rameny SX, 8Y a kaZdim z obou pFirozenyjch uspo-
Faddni whlu @ je urdeno jedno pfirozené uspofiddini dhlu . Mluvime
potom o pfirozeném uspofddani dhlu o souklasném s uvaZovanym
pfirozenym uspofidianim thlu ¢; také piisludné orientace uhli ¢,
nazveme navzajem souhlasné. Jestlize s danou orientact thlu ¢ je sou-
hlasné ta orientace hlu w, p¥i které je SX pocéiteénim ramenem, je
oviem SX pred SY v pFirozeném uspofsdani thlu p¥Hslu$ném dané jeho
orientaci.

Vsimnéme si blfZe piirozeného uspofaddani dutého dhlu. Budiz dén
duty dhel < ASB. Podle véty 56.2 maji vecky jeho vnit¥ni polopfim-
ky tvar SC, kde C probiha vnitini body useéky 4B. Jsou-li €y, C, dva
rizné vnitini body Gseéky A B, plyne z téie véty, Ze < ASC, je Gasti
& ASC, tehdy a jenom tehdy, jestlize tiseka AC, je asti isedky AC,.
Plati tudiZ (viz téz vétu 57.1), Ze jestliZe na tsedce AB leif bod C, pfed
bodem C, v tom pFirozeném uspofidani tsedky 4B, ve kterém bod A
je prvni, potom (a oviem také jen potom) polopfimka SC, lezf pFed
padopfimkou SC, v tom prlrozenem uspofddani dutého uhlu < ASB,
ve kterém polopfimka S4 jé prvni.

60. ORIENTOVANE JEDNODUCHE UHLY. Predpokla.dame %e ro-
vina E, jest urditym zplsobem orientovdna. Je-li tomu tak, potom
o orientovaném dutém thlu ¢ AVB s po¢iteénim ramenem V' 4 pra-
vime, Ze je kladné nebo zdporné orientovin podle toho, zda vnéjsi
souéin

(60.1) [A—-V,B—-V]
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je kladny &i zdporny: Z ebou moZnych orientaci{ dutého nhlu je tedy
jedna kladna a druhd ziporna.Jsou-li nyni < AV B, 4 BV C dva styé-
.né duté uhly se spoleénym ramenem V B, jsou podle definice body 4, ¢
od sebe oddéleny p¥imkou V.B a2 toho soudime, Ze oba vnéjsf soudiny
(60.1) a [B — ¥, C — V] maji totéZ znameni. Tedy plati:

ViiTa 60.1. Orientujeme-li dva styéné duté «hly tak, aby spoletné ra-
meno bylo pro jeden politeénim a pro druhy koncovijm, jsou oba oriento-
vény kladné nebo oba zdporné. .

BudiZ nynf din orientovany duty thel  AVB s podsteénim rame-
neni ¥ A a pfedpokladejme pro urditost, Ze zvolens orientace je kladna.
Je-li p ta polorovina vytatd pfimkou VA, ve které lezi bod B, potem
podle véty 56.4 cely < AV-B leif v poloroving g. Z toho plyne, Ze pro
‘kazdou vnit¥ni polopfimku VX naSeho thlu ta orientace v < AVB
obsaZzeného < AV X, p¥ikteré VA je poéateénim ramenem, je kladna.
Podlevéty 60.1 také ta orientace rovnéZ v <L AV Bobsazeného < XV B.
pii které VX je poéateénim ramenem, je kladna. Jsou-li nyni VX, VY
dvé rizné v X AV B obsazené polopfimky, pfi éemz pfi pfirozeném
uspofddani < AV B piislusném jeho dané orientaci je na pf. VX pred
VY, soudime déle, Ze ta orientace <t XVY, pfikteré je VX podatetnim
ramenem, je kladna. V celku tedy vidime, Ze je-li din duty thel
< AV B v kladné orientaci, potom pro kazdy v ném obsaZzeny <t X}VY
je kladna ta orientace, ktera je pfislusna dané orientaci ¢ AVB ve
smyslu véty. 59.3.

Snadnd avaha, pii které se stale opirame o vétu 60.1, vede k zobec-
néni ziskaného vysledku. Jeli dan jednoduchy tihel ¢, potom. existuje
urcitda jeho orientace tak, Ze pro kaidy ve ¢ obsaZeny duty uhel
< XVY orientace tohoto dutého thlu pfisludnd dané orientaci Ghle ¢
je vzdy kladna. Tuto orientaci (hlu ¢ nazveme kladnou. Snadno se také
zjistf, Ze plati:

Viira 60.2. Jsou-li VA, VB dvé polopFimky se spolecnym poéitkem V,
Ieteré neleZi obé v té%e piimce, potom orientace dutého thlu s poldtetnim
ramenem VA, koncovym VB je kladnd tehdy a jenom tehdy, jestlife vnéj&i
soutin (60.1) je kadny; orientace vypuklého dihlu s poldtenim ramenem
VA, koncovym VB je kladnd tehdy a jenom tehdy, jestlife vnéj&i soudin
160.1) je zdporny.
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Mimo to se snadno zjisti, Ze plati:

VETaA 60.3. Je-li ddn kladné orientovany jednoduchy thel ¢ a v ném
obsaZeny jednoduchy whel y, potom ta orientace whlu v, kterd pfislu¥i dané
ortentaci dhlu @ (ve smyslu véty 59.3), je rovné? kladnd.

61. VELIKOST DUTEHO UHLU. Budiz dédn ‘duty thel < AVB.
Ziejmé existuji vektory u, v tak, Ze

(61.1) ju =1, |v] =1;

(61.2) A=V +4au,a>0B=V 4+ bv;b>0.

Vektory u, v neziviseji na volbé bodt 4, B na ramenech, nybrZ jsou
danym dutym dhlem < A4V B jednoznaéné urdeny aZ na to, Ze pofadi
ramen a tudiZ i pofadi vektort v, v 1ze volit libovolné.

Vedle < AV B budiz nyni dan druhy duty thel <t A'V'B’, kterému
obdobné pritadime vektory u’, v' tak, Ze

(61.1) '] =1, |v|=1,

(61.2") A’ =V'+ a'u, a’ >0; B =V + v, b >0.
DefanJme nyni abstrakei (viz &lanek 5) po]em velikosti dutého whlu
takto: Nase dva duté tthly <. AVB, < A'V'B’ maji tous velikost, ]esth-
Ze existuje shodnd transformace f roviny tak, Ze obrazem <): AVB pii
fjest < A'V'B’. O dvou dutych Ghlech <t AVB,  A'V'B’, které maji
touz velikost, pravime také, Ze se l¢87 pouze polohou; o vla,striospech
dutych uhli, které se nezméni, nahradime-li je jinymi dutymi thly, jez
se od pivodnich 1i&f pouze polohou, pravime, Ze jsou nezdvislé na poloze.

ViTa 61.1. Duté dhly X AVB, X A'V'B' maji tou? velikost tehdy
a jenom tehdy, jestlize ’

(61.3) uv = u'v’..

Dokaz. 1. Piedpoklidejme nejprve, Zg plati (61.3). JestliZe pro libo-
volny bod .

\ X =V 4 zu+ z,v
jest :

f(X)': V' + zu' + zv,
je f afinni transfermace roviny, pii které obrazem x AVBje < A'V'B’.

179



Jsou-li _
wy=cu + dv, w, = cyu + dyv

libovolné dva vektory, jest
fwy) = cqu” + dpv', f(wy) = cou’ + dyv’
a te_dy podle (61.1) a (61.1")
wWW, = ¢iCy + didy + (cyd, + cydy) - uv,
fwy) . f(ws) = c1¢3 + d1dy + (6185 + Cody) . UV,
takze ze (61.3) plyne podle véty 38.1, Ze f je shodn4 transformace.

II. Budiz ddna shodna transformace f roviny, pfi které obrazem
X AVB je < A'V'B’. Mame dokézati, %e plati (61.3). Z nasledujicf
véty 61.5 plyne, Ze obrazy- ramen thlu < AVB jsou ramena thlu
X A'V'B’. Jestlize.obrazem ramene V4 je rameno V'A’ a tedy obra-
zem ramene VB rameno V'B’, miZeme pfedpokladati, Ze f(4) = A4’,
f(B) = B’. Mimo to je f(¥) = V', tedy

(61.4) f(A—-V)=A4"—-V', (B—V)=B —V'.

Jezto zobrazeni f je shodné,jest A —V = A" — V', B—V = B"' - V',
takZe podle (61.1) aZ (61.2°) jest a’ = @, b’ = b. Z toho plyne podle
(61.4), Ze f(u) = u’, f(v) = v' a podle véty 38.1 plati (61.3). Jestlize
obrazem ramene VA je rameno V'B’ a tedy obrazem ramene VB ra-
meno V’'A’, dostaneme tymZ postupem nejprve, ¥e uv = v'u’ a podle
(7.3) opét plati (61.3).

Pozndmka. Jeito uv = vu, soudime z ¢asti I pfedchazejiciho dikazu,
%e pro kazdy duty dhel < AV B existuje shodna transformace roviny,
pii které <¢ AV B je svym vlastnim obrazem tak, Ze obrazem ramene
VA je rameno VB, obrazem ramene VB rameno VA. Z toho soudime
dale podle v&ty 38.3, Ze plati:

VETA 61.2. Maji-li duté 4dhly < AVB, X A'V'B' touf welikost,
existuje shodnd transformace roviny, kierd ramena prvého whlu pfevede
v pfedepsaném poradi-v ramena druhého dhlu.

ViTa 61.3. Budif din duty dhel X AVB a polopfimka V'A’. Dile
budi# ddna polorovina ¢ vytatd primkou V'A’. Potom existuje pravé jeden
duty sihel < A'V'B', jehoZ velikost je rovna velikosti <t AV B, jehoZ jed-
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nim ramenem je polopfimka V'A’' a jehof druhé rameno le#i v polo-
roviné g.
Duxaz. Existuji vektory u, v, u’ tak, Ze
ol = | = o = 1,
A=V +au,a>0,B=V+bv,b>0, A=V + a'y,
' a’ > 0.

Z dikazu véty 61.1 je patrné, Ze stadi dokazati, Ze existuje pravs ]eden
vektor v’ tak, Ze

(61.5) v|=1, uv =uv
a%e bod V' + v nélezi do poloroviny g. Uréeme vektor u, tak, aby vek-
tory u, u, byly orthonormalni a aby bod ¥V + u, néleZel do té polo-
roviny vytaté pHmkou V4, ve které lezf bod B. Potom jest

v=cu+tsu, c=uv, s>0 ¢4 s*=1.,

Uréeme vektor u] tak, aby vektory u’, u] byly orthonormalnf a aby
bod ¥V’ 4 u; nalezel do poloroviny o’. Je-li
v = au' + zu;,
mame ijistit, Ze lze pravé jednim zpusobem uréit &fsla z, z, tak, aby
bylo z; > 0 a aby platilo (61.5). Podetni podminky pro é&isla z, x, tedy
jsou
R4 ai=12=c¢c 2,>0

a je-patrné, Ze je jim vyhovéno tehdy a jenom tehdy, jestlize z =c,
Z, = s.

Velikost dutého thlu <t AV B oznadime | AVB|.Z véty 61.1 plyne,
Ze nyni zavedeny pojem velikosti dutého uhlu < AV B se kryje s po-
jmem Ghlu pploptimek VA, VB definovaném v kapitole VIIL, kde arci
nebyly vylouéeny piipady (nyni vyloudené), Ze polopiimky VA,VB
budto splynou nebo jsou navzijem opaéné. Velikosti dutych uhli
budeme znadit feckymi pismeny. Je-li |& AVB| = «, potom v sou-
hlase s kapitolou VIII za predpokla.du (61.1), (61.2) poloZzime

cosx = uv.
Véta 61.1 tedy pravi, Ze dva duté dhly maji touZ velikost tehdy a jenom
tehdy, maji-li tyZ kosinus.

181



Nasledujici véta 61.4, ktera mohla byti umisténa jiz v élanku 56, je
potfebnd k dikazu véty 61.5, o kterou jsme se opirali v &asti IT dikazu
véty 61.1.

Viita 61.4. Splynou-li dva duté uhly { AlVlBl, X A,V ,B,, must
vrchol prvého splynout s 'vrcholem druhého a ramena prveho splynout
s rameny druhého.

Déxaz. I.Je-li V, + V;, potom z pimky V,V, nalezf do < AlV B,
pra.ve polopnmk& V.V, kdeito do ¥ 4.V ,B, prive polopnmka V,,Vl
Tznd od predeslé, takze da.né uhly nemohou splynout.

II. Méjme dva duté ahly @): AIVBI, < 4,V B, se spoleénym vrcho-
lem V. Jestlize poloprimka, VA, nesplyne ani s VA4, ani s VBI, jeV4,
vnit¥ni polop¥imka pro < AlVB 1 ktery tudiz (v1z vétu 57.1) vnikne
dovnitf obou polorovm vytatych pfimkou VA4,. Naproti tomu je
X A,V B, éastf jediné poloroviny vytaté piimkou VA, (viz vétu 56.4),
takZe dané Ghly nemohou splynout.

VETA 61.5. JestliZe pfi afinni transformaci .f roviny obrazem dutého
whlu X AV B je duty wihel ¥ 4'V'B’, potom obrazem vrcholu prvého whlu
je vrchol druhého a obrazy ramen prvého jsou ramena druhého.

Diraz. Jeli V)=V, f(4) = = A, f(B) = B,, tak¥e obrazy polo-
piimek VA, VB jsou poloptmky ¥ ,4,, V,B,, plyne z definice dutého
tuhlu, Ze obrazem <X AVB je X AV (B, takie < AoV Bya < A'V'B’
splynou a naSe véta plyne z véty 61.4. ,

62, POROVNAVANT VELIKOSTI DUTYCH UHLU. Budte? diny
dva duté uhly < AVB, x A'V'B’. Je-li
i | X AVB| = «, ]{AVB]—‘
vime, %p «. = f# tehdy a jenom tehdy, jestlize cosx = cos,B Je-li viak
cosx + cosf; pravime, ze x je mendinez f a Ze /3 je vét¥i nez o a piSeme
& < f nebo f > «, jestlize

cosx > cosf neboli cosf < cosx:’
Pravime také, Ze <¢ AVB je men5i nez X A'V'B’, jestlize x < B, t. j.
jestlize velikost <t AV B je mensi neZ velikost <t A'V’'B’. Tedy pro duté
ahly plati: mendi ihel md vétst kosinus, vétsi hel md men.é’?f kosinus.
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Abychom: poznali geometricky: smysl nerovnosti '
(62.1) &< B,

zvolme libovolné polopiimku Vo o @ polorovinu g vytatou piimkou
VoA,. Podle vty 61.3 lze urdit pravé jednim zpisobem duté uhly

(62.2) X AoV oBy, X AV Co
tak, Ze

{ <X AoV oBy| = o, | X AoV G| =8

a Ze ob& polopfimky VoB,,'V,C, leii v poloroving . Duté Ghly (62.2)
jsou potom navzijem rizné a jsou v zakrytu, takze podle v&ty 57.2
jeden z nich je dast{ druhého, p¥i SemZ oviem oba dhly (62.2) jsou na-
vzdjem rizné. Za téchto predpokladu pla.ti

VETaA 62.1. Nerovnost (62.1) znamend, Ze z - obou dutych uhlu (62 2)
prond je éasti. druhého.

Doxraz. Zvolme kartézskou soustavu soufadnic (V; u,, u,> s podat-
kem V, tak, aby bylo 4; =V, + au,, a > 0-a aby bod Vy + u, lezel
v poloroviné g. Mimo to predpokladejme, coz neni na Gjmu obec-
nosti, Ze

VoBo = |Bo — Vo| = ]’ .V_oCTo =|Cy — Vo= 1.
Potom jest
(62.3) By = Vo + c1u1 + 81, O’0 =V,+ 02"1 _|_ Sqlly,
€1 = .€0Sx, €y = €OSP,

(62.4) 61——|—V1—01,82—+V1—C'.
Pii tom ]e ¢y =i= Cya bud1z na pr
(62.5) C1 > Cye

Podle véty 57.2 stadi dokazatl ‘%e bod B, lezi uvnit¥ { AOVOCO Podle
(62.3) je viak ‘
By="V,+ f’LzS__zil' u, + ﬁ (0.(‘) — Vo
R ,
a ]ezto 8; > 0, 8, > 0, ]e treba pouze doka,za,t1, Ze z (62 5) plyne _

(62 6) TR 0132 > CaSye -
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JeZto s; > 0, s, > 0, je (62.6) podle (62.5) jisté spravné tehdy, jestlize
jedno z &fsel ¢,, ¢, je rovné nule nebo jestlize ¢, > 0, ¢, << 0.
Budiz

(62.7) ¢y > ¢y > 0.
Podle (62.4) je potom
(62.8) 83 >8,>0
a znasobenfm nerovnostf (62.7), (62.8) vyjde (62.6). Zbyva piipad, Ze
(62.7') —Cy> —cy >0 ‘
podle (62.4) je potom
(62.8") 8;>8>0

a znasobenim nerovnosti (62.7’), (62.8') vyjde — c,8; > — ¢,8, neboli .
(62.6).
V souhlase s ka,pltolou VIII definujeme: Duty thel velikosti o« se

jmenuje

pravy, jestlize cosx = 0,

ostry, jestlize cosx > 0,

tupy, jestlize cosx < 0; '
o dvou dutych thlech, jejichZ velikosti: jsou «, §, pravime, Ze jsou
vypliikové, jestlize cosx + cosf = 0. Pojmy pravého, ostrého a tupého
thlu, jakoz i pojem vypliikovych uhli jsou tedy pojmy nezavislé na
poloze. Dile je patrné, Ze ke kazdému dutému dhlu existuje co do veli-
‘kosti (ne oviem co do polohy) pravé jeden vypliikovy thel. Mimo to
‘dva vypliikové Ghly jsou budto oba Ghly pravé nebo je jeden ostry
a druhy tupy.Z pfedchazejiciho je patrné: Viecky pravé thly maji touz
velikost. Uhel ostry je mensf nez tihel tupy. Uhel ostry je mensi nez
pravy a obricené ihel mensi nez pravy je ostry. Uhel tupy je vétsf nez
pravy a obracensé thel v&tif nez pravy je tupy. Uhel ostry je menii nez
tihel k nému vypliikovy a obricené ihel mensf nez thel k nému vyplii-
kovy je ostry. Uhel tupy je vétsi ne% tihel k nému vyplitkovy a obracené
thel v&t&f nez thel k nému vypliikovy je tupy. _

Jsou-li <t AVB, < AVB’ dva vedlejsi il uhly a volime-li body 4, B, B’

na polopiimkach VA4, VB, VB’ tak, 56 VA = VB = VB’ = 1, existuje
patrnd takova kartézska soustava soufadnic (V; u,, u,), Ze
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A=V +u, B=V +cu;+ su,, B =V — cu, — su,,
kde
4 s2 =1, ¢ = cosx, & = |<X AVB].

Potom jest/ cos| X AVB'| = — ¢ = — cosx. Tedy vedlejsi ihly jsou
uhly viplikové. JeZto ke dvéma vrcholovym 1hlim existuje duty ahel,
ktery je soudasné k obéma vedlejsi, plyne z toho, Ze dva vrcholové «hly
maji tout velikost.

Jsou-li didny dvé rdznobézky p, g, uréuji p, ¢ éty¥i dhly (viz ¢linek
57).Je-li & AV B jeden z nich, potom z ostatnich t¥i jsou dva k nému
vedlejsi a zbyvajici je k nému vrcholovy. JestliZe p a ¢ nejsou navzdjem
kolmé, mame co do velikosti dva uhly raznobézek p, ¢, které jsou na-
vzdjem vypliikové; jeden z nich je ostry a druhy tupy. Jestlize viak
P a g jsou na,vzé,jem kolmé, potom kaZdy ze éty¥ uhld riznobézek p, ¢
je uhel pravy. Velikost? dhlu dvou riznobéiek p, g rozumime velikost «
ostrého nebo pravého 1hlu; jsou-li {u}, {v} smery obou riznobézek,
jest

|uv]

lul - |v]"
Jsou-li v8ak riznobézky p, q orientovdny, potom jejich ihlem rozumime
ten < AV B, pro ktery polop¥{mka V4 uréuje (ve smyslu &ldnku 28)
danou orientaci ji obsahujici pfimky p a polop¥imka VB uréuje danou
orientaci ji obsahujici p¥{mky g¢. Jsou-li vektory u, v kladné vzhledem
k danym orientacfm pi{mek p, g, potom pro velikost uhlu <x AVB
orientovanych riznobézek p, g platf

(62.9) cosx =

(62.9’) cosx = | |uv| o

To vie ie v souladu s kapitolou VIII (viz ¢lanky 51 a 52).

63, VELIKOST JEDNODUCHYCH UHLU. V &lanku 60 jsme defino-
vali abstrakef pojem velikosti dutych. Ghla. Tym? zpiisobentmizeme
viak definovati obecnéji pojem velikosti jednoduchyjch hlia: Dva jedno-
duché ahly maji touz velikost, jestlize existuje shodna transformace f
roviny, p¥i které obrazem prvého tihlu je thel druhy.

t
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Dvé ruzné polopfimky VA4, VB se spoleénym podatkem V jsou, jak
vime, rameny pravé dvou jednoduchych @hld, které budto jsou oba
p¥imé nebo je jeden z. n.iéh duty a druhy vypukly. Takové dva jedno-
duché uhly se spolecnym1 rameny nazveme pro struénost whly sp#iz-
néné, Jestlize afinni (specidlnd shodna) transformace f roviny prevadi
jeden jednoduchy thel ve druhy, potom f pfevadi také tihel spiiznény
s prvym danym thlem v thel sp¥znény s druhym. Z toho plyne, Ze
véta 61.5 vyslovens a dokdzana pro dva duté uhly plati rovnéz pro dva
ahly vypuklé.

Nésledujicf véty 63.1 aZ 63.3 jsou.ziejmé.
VE ETA 63. L. Kazdé dva pFimé uhly\ma;n touz velikost.

VETA 63.2. Mayz -li dva jednoduché whly tout velzkost 7sou bud'to oba
duté nebo oba pFimé nebo oba vypulklé.

Vitra 63.3. Maji-li dva jednoduché dhly vedjemné tous velikost, potom
také oba jednoduché whly sp¥iznéné s progmi maji vadjemné tous velikost.

Velikosti jednoduchych whlt budeme znadit feckymi pismeny.
V-élanku 61 jsme v oboru dutych ahli definovali éislo cosx. Roz&it{me
nyni pojem kosinu na vSecky jednoduché thly takto: Kosinus primého
whlu je roven &islu —1. Kosinus vypuklého whlu je roven kosinu s nim
spFiznéného autého uhtu V ¢lanku 50 bylo dokézéno, Ze v oboru dutych
uhld plati nerovnost — 1 < cosx <laje ziejmé, Ze t4Z nerovnost
plati také v oboru vypuklych Ghli. Tedy pro vsecky Jednoduche ahly
mame nerovnost ,

(63.1) — 1< cosx < 1,
psi éemz znamenf rovnosti plati pouze pro uhly p¥mé.

v vz

Vedle &isla cosx zavedeme jesté ¢islo sinx takto:
(63.2) sine = :t Vl — cos?x

se znamenim plus pro thly duté, se znamenim minus pro thly vypuklé;
pro pfimé dhly je cosx = — 1, tedy sina = 0 a na znameni v (63 2)

nezalezi. Poznamenejme ze 'z (63.2) plyne
(63 3) . cosoc+s1n2a—1

Je utelné shrnout obé-rea,lna sla cosx, sinx v ]edme komplexni. élslo
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(63.4) cosx 4 isine,
které nazyvime komplexni mérou jednoduchého Ghlu.

VETA 63.4. Komplexni mira jednoduchého whly je komplexni jednotka
“riznd od &isla 4+ 1. To plyne z (63.1) a (63.3).

VEra 63.5. Komplexni mira pFimého dhlu je rovna &slu —1. To je
z¥ejmé. ‘

ViTA 63.6. Dva jednoduché uhly maji tou velikost tehdy a jenom
tehdy, maji-li tout komplexns miru, neboli, cof je totéZ, maji- lz oba zdrover
ty% kosinus a tyz sinus.

Dokaz. Podle definice mdme sino > 0 pro duté tihly, sinx = 0 pro
pkimé thly, sinx < 0 pro vypuklé uhly. Jestlize tedy dva jednoduché
ahly maji tyZ kosimus a mimo to jsou budto oba duté, nebo oba pfimé
nebo oba vypuklé, majf také ty% sinus. Z toho plyne podle véty 63.2, Ze
muiZzeme vySetfovati zvlast ahly duté, ahly pfimé, dhly vypuklé
a v kazdém ze t¥{ piipadd mame. zjistit, Ze dva thly uvazovaného
druhu maji tou? velikost tehdy a jenom tehdy, maji-li tyz kosinus. Pro
thly duté to bylo odvozeno jiz v 8lanku 61. Pro p¥inié thly je cosx =
= — 1, takie zadany vysledek plyne z véty 63.1. P¥{pad vypuklych
ihlu se pfevede na p¥ipad dutych hld podle vety 63.3.

Vira 63.7. Kaidd komplexm jednotka j. *1 je komplezm mérou
jednoduchého uhlu.

Dioxkaz. Budiz j = ¢ + si, tedy c® +. s = 1. -Jerli- §=20, jej=
== — 1, tedy 7 je komplexni mira p¥fmého thlu (viz v&tu 63.5). Je-li
s+ 0,je — 1 < ¢ < 1. Zavedme libovolnou kartézskou soustavu sou-
fadnic a polozme V = [0, 0], 4 = [1, 0], B = [c, s]. Snadno se zjisti,
ze duty thel < AVB ma,,komblexni miru ¢ + i|s| a vypukly thel s nim
spiznény komplexni miru ¢ — i|s|; jeden z obou mé tudiZ komplexni
miru j.

V danku 62 ]sme pro velikosti dutych @hla definovali, nerovnost
v < f. Zobecnime nyni definici této nerovnosti na velikosti vSech
jednoduchyjch whla takto: Kafdy duty ihel je mendi nef dhel primy; katdy
vypukly thel je vétsi neZ dhel primy; tedy katdy duty. dhel je menkines
kaZdy vypukly thel. Ze dvou vypuklych ©whli je prond mendi ne druhy
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tehdy a jenom tehdy, jestliZe duty whel spfiznény s pronim je vét¥inet -
duty dhel spiiznény s prvym. Jinak ¥edeno, nerovnost « < fznamend,
Ze nastane jeden z t&chto p¥ipadi: '

cosx > cosfl, sinx > 0, sinf > 0;

sinx > 0, sinf = 0;

sine = 0, sinff < 0;

sinx > 0, sinf < 0; )

cosx < cosfl, sine < 0, sinff < 0.

Vira 63.8. Budtet o, f dvé dané velikosti jednoduchyjch 4hli. Budi
ddn jednoduchy uhel s rameny VA, VB, jehot velikost je f. Potom je
o < P tehdy a jenom tehdy, jestliZe existuje vnitint polopFimka VC daného
dhlu tak, Ze ten jednoduchy dhel s rameny VA, VC, ktery je édsti daného
whlu, md velikost . .

DtxaAz. Rozezndvejme tii pfipady podle toho, .ida, g je thel duty,
pHmy &i vypukly.

I. Je-li  ihel duty, plyne nase véta z véty 62.1.

II. Je-li § tihel p¥imy, jest « < f tehdy a jenom tehdy, je-li & dhel
duty, a nase véta plyne z véty 61.3.

III. Je-li § Ghel vypukly, je naSe véta zfejma pro ten pfipad, Ze x je
Ghel duty nebo piimy. Je-li véak také « thel vypukly, prevede se
pifpad III snadno na pfipad I zavedenim spfiznénych thli.

ViETaA 63.9. BudteZ o, f dv€ dané velikosti jednoduchyjch whli, pFi éemZ
x < B. BudiZ ddn jednoduchy tihel s rameny VA, VB, jehoZ velikost je ﬂ
Potom existuje pravé jedna vnitini polopnmka Y C daného uwhlu tak, Ze
ten jednoduchy hel s rameny VA,V C, ktery je cdsti daného whlu, md veli-
kost .

Dtkaz. Ze existuje aspori jedna takovi polopiimka, plyne z véty
63.8. Jsou-li vSak VC,, VC, dvé rtizné vnit¥ni polopfimky daného ihlu,
uvaZujme to pfirozené uspofadani daného ihlu, ve kterém je V.4 prvni,
a predpoklidejme, Ze v tomto,pFirozeném uspofadani jde tfeba VC,
pied VC,. Je-li «,, Tesp. &,, velikost toho v daném thlu obsazeného
jednoduchému Ghlu, jehoZ rameny jsou polopiimky VA4, VC,, resp.
VA, VC,, je podle definice ptirozeného uspofadéni prvy z téchto dvou
ahla éasti druhého, takze podle véty 68.8 jest oy << &, a proto nemtze
byti zdrovei o; = o, a3 = .
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* 64. SCITANT VELIKOSTI UHLU. Budte? «, §, y t# dané velikosti
dutych ahld. Pravime, Ze velikost y je souétem velikost{ x, # a piSeme

(64.1) =+ B,

jestlize existuje jednoduchy 1hel s rameny VA4, VC, jehoZ velikost je
rovna y, a jeho vnit¥ni polopfimka V B tak, 7ze v daném tihlu obsaZeny
jednoduchy thel s rameny VA, VB, resp. s rameny VB, VC, mé veli-
kost «, resp. f. P¥i danych «, § soudet « + § nemusi existovat, ale
existuje-li, je jednoznaénd uréen. To by bylo snadné dokazati p¥imo,
ale je zbytedné to pfimo dokazovati, nebot je to diisledkem nasledu-
jici vty 64.6.

Je-li o« dané velikost jednoduchého Ghlu, oznadime o* velikost jedno-
duchého thlu spfiznéného s thlem velikosti «. Lehko se nahlédne, Ze
velikost a* je velikosti & jednoznalné uréena a ze (x*)* = «. Zfejmsé
plati:

VETA 64.1. Budtef o, B veltkosti jednoduchych whli. Existuje-li soudet
x + B, existuje také soulet f + « a oba soubty jsou si rovny.

VETA 64.2. Jsou-li «, 8 velikosti jednoduchiych 4hli, existuje soulet
* 4+ B tehdy a jenom tehdy, jestlife

(64.2) B < a*.

Doraz. I. Plati-li (64.1), existuji t¥i rizné polopi"imky VA, VB, VC
s tymZ poéitkem V a t¥i jednoduché thly tak, Ze prvni mé ramena
VA, VC a velikost y, druhy mé ramena VA4, VB a velikost «, tfeti ma
ramena VB, VC a velikost f, a Ze druhy a tfetf z danych ahla jsou éast-
mi prvého. Podle véty 59.1 druhy a tfetf z danych Ghld jsou navzajem
sty¢né, takze tfeti je Gasti jednoduchého thlu spFiznéného s druhym
a z toho plyne (64.2) podle véty 63.8.

II. Necht plati (64.2). Zvolme ]ednoduchy thel U, s velikosti «
a 8 Tameny VA, VB; oznadme U, jednoduchy thel spifznény s u,,
takze U, ma velikost o*. Ze (64.2) plyne podle véty 63.8, Ze existuje
vnitfni polopiimka VC dhlu U, tak, Ze v U, obsaZeny jednoduchy thel
U, s rameny VB, VC m4 velikost 5. Podle véty 59.1 uhel U, se sklida
zGhlu Uy a z ihlu U, s rameny VA4, VO styéného k U,. Ziejm¥ oba thly
U; a U jsou navzijem styéné a dohromady vyplni dhel U; spfiznény
s U,, takze platf (64.1), znamena-li y velikost ahlu Uj.
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VETA 64.3. Budtef «, f takové velikosti dutijch 4ihli, Ze existuje soudet -
y = o't B. Jestlize

(64.3) o Lo, <P,
potom existuje také soudet y’ = o’ 4 . Mimo to jest
(64.4) v <y

a v (64.4) plati znameni rovnosti tehdy a jenom tehdy, jestlize v (64.3)
pla,tz’ soucasné na obou mistech znament rovnosti.

' Dogaz. L Jezto existuje soudet « + B, je p < a* podle véty 64.2.
Jeito o < a, je zfejmd a* < (a')*; mimo to f' < B, takie f' < (a')*
a z v8ty 64.2 plyne existence soudtu «’ + §'.

I1. Podle definice soudtu existuje jednoduchy uhel U s velikosti y
a s rameny VA, VC a uvniti U polopfimka VB, ktera podle véty 59.1
rozdélf U na dva styéné thly U,, U,, z nichZ prvy ma velikost « a ra-
mena VA, VB, druhy ma velikost § a ramena VB, VC. Jeito o’ < a.
existuje podle véty 63.8 v thlu U, polop¥imka V4, + VB tak, ze v tom-
to thlu obsaZeny jednoduchy tihel Uy s rameny VA4, VB m4 velikost »';
podobné existuje v uhlu U, poloptimka VCy + VB tak, Ze v tomto dhlu
obsaZeny jednoduchy thel U, s rameny VB, VC, mé velikost 8. Jeito
thly U,, U, jsou navzajem styéné, jezto ihel U, je éasti thlu U, a jeito
thel U, je Gisti thlu U,, jsou také uhly U,, U, navzijem styéné. V p¥iro-
zeném uspo¥adani Ghlu U, ve kterém polopiiinka VA je prvni, jdou za
sebou polopHimky VA4, VB, VC, a proto oba thly U,, U, dohromady
dédvaji v U obsaZzeny duty thel '!J5 s rameny VA, V0, jehoz velikost
podle definice soutu je rovna «’ + f'. Jeito ahel Uy velikosti o’ 4 f
je casti thlu U velikosti « + B, plat{ nerovnost (64.4), pii demZ zna-
menf rovnosti plati pouze v pripads, Ze U, U; splynon a to vyZaduje,
aby splynuly poloptimky VA, VA, a zirovein i poloptimky VB, V.B,,
t. j., aby v (64.3) platilo na obou mistech znameni rovnosti.

VETA 64.4. Budif din lcladné’ orientovany jednoduchy tihel &« s poli-
teénim ramenem VA a koncovym ramenem V B. Existuje rotace roviny se
stiedem V, kterd pfevidi polopfimku VA v polopfimku VB. Komplexni
mira této rotace (ve smyslu &lénku 42) je rovna komplexni miFe whlu .

DtEAz. Mizeme predpoklidati, ze V4 = VB = 1. Existuje kladné
kartézskd soustava soutadnic-(V; u,, u,> s-podatkem V tak, Ze
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(64.5) o A=V +u,

Polozme . N
B =V + zu, + z,u,.

.Ieito VB =1, jest z =+ x% = 1. Jeito VA = VB =1, jest cosx =
= (4~ V)B ~ V) =z, a tedy sina = + z,. Podle véty 60.2 je viak
&y > 0, je-liihel & duty; x, < 0, je-li Ghel « vypukly a pro pfimy thel «
je oviem x, = 0. Tedy ve viech pfipadech sino = &,. Polozfme-1i

¢ = coSx, § = sina,

takZe ¢ + is je komplexni mira @hlu «, je tudiz

(64.8) B =7V + cu, + su,.

Pti uvaZované rotaci f je zfejmé f(V) =V, f(A) = B, takie podle
(64.5) a(64.6) snadno odvodime z véty 42.2, Ze f prevadi bod [z, x,]
v bod [z}, z,], kde , "
T, = T, — 8%y, Ty = ST, + €T,

Z toho v3ak plyne podle &lanku 42, Ze rotace f mé komplexni miru
¢ 4+ 1s. ' |

Z véty 64.2 plyne snadno:

VETA 64.5. BudteZ x, f dvé velikosti jednodychyjch uhlt a budtef

¢y + 18y, €5 + isy
pfislusné komplexni miry. Soulet o + B existuje tehdy a jenom tehdy,
jestlife nastune jeden z téchio t¥i pfipada:

\(a) 8, = 0. 8, = 0, ne véak soucasné s; = 8, = 0;

(b) .8, >0, 8, < 0, ¢, < Cy;

(€) 8, << 0, 8,>0,¢y < Cy.

ViTa 64.6. Budte? x, B dvé velikosti jedn_oduc_h‘g}dk dhld. Existuje-li
soulet « + B, je jeho komplexni mira rovna soubinw komplexnich mér
whlid «, f. '

DogrAz. Podle definice souétu existuje jednoduchy uhel s velikosti
o + pasrameny VA, VC a uvnitf ného polop¥imka VB, ktera jej roz-
klada na thel s velikosti « a s rameny VA, VB a na uhel s velikosti §
a srameny VB, VC. Muzeme predpokladati, Ze u prvého tihlu je kladna
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ta orientace, p¥i které je VA poSitednim ramenem. Podle véty 60.3 je
potom u druhého Ghlu kladné ta orientace, pii které je VA poéiteénim
ramenem, u tfetiho pak ta, pii které je VB poéiteénim ramenem.
Podle véty 64.4 je komplexni mira dhlu « rovna komplexni
mife rotace f, prevadéjici pelopfimku VA v polopfimku ¥V B, komplexni
mira uhlu § je rovna komplexni mife rotace f, pfevadéjici polopiimku
V B v poloptimku VC a komplexni mira thlu « + f je rovna komplexn{
mife rotace f, o f,. Nade véta plyne nynf z véty 42.5.

Poznamenejme, e véta 64.6 je vyjadiena komplexnf formuli-

cos(x + B) + isin(x + ) =
= (cosa 4+ isina) . (cosf + isinf)

ekvivalentni se dvéma redlnymi formulemi

(64.7)

(64.8) cos(ox + B) = cosx cosff — sin« sinf,

(64.9) sin(x - B) = sin« cosf + cosx sinf.

65.NASOBENT A DELENT UHLU. Dosud jsme mluvili pouze o soudtu
dvou jednoduchych @hl. Soudet vice nez dvou jednoduchych tihla defi-
nujeme rekurentni formuli

(65.1) 1A ee ey = (@14 ... + &) + dpr s

kterou jest chipati tak, Ze levd strana mé vyznam tehdy a jenom
tehdy, mé-li vyznam strana prava. Piipomeneme-li si definici soudtu
se dvéma séitanci, vidime snadno, Ze plati:

VETA 65.1. Jsou-li xy, ..., x, dané velikosti jednoduchych uhli, potom
soulet oy + ... + oy existuje tehdy a jenom tehdy, jestliZe existuje
orientovany jednoduchy vhel ¢ s poédteénim ramenem VA, a skoncovym
ramenem VA, a uvniti ného polopFfimky VA,, ..., VA,_, tak, Ze predné
v pFirozeném uspofaddini uhlu ¢ pFislusném dané jeho orientact jdou 2a
sebow polopFimky

VA,VA,....VA,-,, VA,

a Ze 2 druhé pro 1 < r < k ve ¢ obsaZeny jednoduchy dhel srdmeny
VA,_,,VA, md velikost o, Je-lt tomu tak, je velikost whlu @ rovna
souttu oy + ... + ap.
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Z vty 65.1 je patrné, ze existuje-li soudet o, + ... + x4, potom pro
1 £ r < s £ k existuje také soudet «, + ... + «,. Dile je patrné, zZe
plati obecny asociativni zdkon, ktery pravi, Ze existuje-li soudet &, +
4 ... 4 ay a rozdélime-li séitance na skupiny
- ST 0‘;:.+1 +1, ..., Kpyi Opyt1s == Oyys o oo
pfi Cemz nékterd skupina muZe obsahovati jen jednoho séitance, po-
tom existuji souéty
L=yt ooy,
ﬂZ =’an‘+1 + can + ocn.; sey
pii éemZ B, = o, pro n, =1, f, = &, pro n, + 1 = n, atd., mimo to
existuje soudet §, + f; 4+ ..., ktery je roven soudtu a; 4+ ... 4+ «,
Indukei se d4 dokdzati, Ze plati obecny komutativni zdkon, ktery
pravi, Ze existence a hodnota souétu &, + ... 4 «; jsou nezivislé na

potadi séftancii. Posléze lze dokazati, Ze existuje-li soudet o, + ... 4+ o
a je-li

(65.2) o Lay ey op < o
existuje také soudet «; + ..; + & a jest '
(65.3) a;—l—...—l—oc,lcéocl—i—...—kcxk,

pii demz znameni rovnosti v (65.3) platf tehdy a jenom tehdy, plati-li
ve viech & vztazich (65.2) soucasné.

Z véty 64.6 plyne, Ze existuje-li soutet «, + ... 4 &, a jsou-li
j1» ++v 7 komplexni miry séitancii, potom komplexni mira soudtu
xy + ... + arjerovna souéinu 7, ... §. Z véty 64,5 1ze odvodit podmin-
ky pro j,, ..., jr vyjadiujicf existenci souétu o«; + ... + a4

Je-li « dand velikost dutého thlu, potom pro k = 2, 3, ... symbol kx
znamend soutet k séftanch vesmés rovnych «, pokud tento soulet ma
vyznam; mimo to 1.x = «. Je patrné, Ze jestliZe pfi uréitém % m4
vyznam kx, potom pro 1 < A < k mé téz vyznam ho a jest hx < kx.

Jestlize p¥i danych «, k existuje ko, potom pro kazdé f < « existuje
kB a jest kB < ko.Z toho plyne, #e p¥i daném k = 2, 3, ..., je-li « dand
velgkost jednoduchého thlu, existuje nejvyd jedna velikost ¢ jednodu-
chého ahlu tak, Ze kp = «. Existuje-li ¢, poloZime
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(65.4) p= %‘a.

Teprve ve druhém svazku dokiZeme, Ze pro kaidé « a pro kazdé k > 2
existuje (65.4). Dulezity pfipad k = 2 probereme v3ak jiz nyni.

BudiZz ¢ dand velikost jednoduchého thlu. DokaZeme, Ze 2¢ existuje
tehdy a jenom tehdy, je-li ¢ Ghel duty. Za tim Gdelem poloZme

¢ = cosp, 8§ = sing,
takze
j=c¢+is
je komplexni mira Ghlu ¢. Podle véty 64.5 existuje 2¢ tehdy a jenom
tehdy, je-li s > 0, t. j. je-li ¢ hel duty. Je-li tomu tak, potom podle
véty 64.6 komplexni mira uhlu 2¢ je rovna ° .
% = (¢ + is)? = (c* — &%) 4 2ics

neboli: Pro kaZdy duty ihel ¢ jest:

(65.5) cos2p = cos’p — sin’p, sin2p = 2 sing cosqo.. .

Je-li nyni ¢ libovolna velikost jednoduchého thlu, jest — 1 < cosx <
< 1 podle (63.1), takZe existuji redlna cisla

_ l+cos_oc . 1 — coso
(65.6) “_V_z , b_V iy

Jest a = 0; b > 0, a® + b2 = 1. Definujme znamenf ¢ = + 1 takto:
je-li & Ghel duty, jest e = 1, je-li &« thel vypukly, jest e = — 1, je-lia
tihel p¥{my, nezdlezf na znameni e. V ka?dém p¥ipadé je potom sinx =
= eVl — cos?x. Jeito b > 0, a® 4+ b% = 1, existuje duty thel ¢, pro
ktery cosp = ea, sing = b. Podle (65.5) a (65.6) je viak cos2¢ = cosx,

sin2¢ = el/l — cos?x = sinx neboli 29 = «, t. j. ¢ = $«. Tedy pro
kazdy jednoduchy tihel « existuje duty thel 4« a jest

(65.7) cos o = + l/l * COSO‘, sin $o& = l/l_: cosx

2 ’
, 3
pii demZ v prvém vzorci (65.7) plati znameni plus, je-li « Ghel duty,
znameni minus, je-li x tthel vypukly; je-li « thel ptmy, je cosix 5= 0
a na znameni nezéle#i.
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66. UHLY V KRUZNICI. Pfedpoklddejme, Ze rovina E, jest oriento-
vina a zavedme v ni kladnou kartézskou soustavu soufadnic. Je-li
X =[z,, x,] libovolny bod, polozime z = z; + ix, a pifeme X = [2],
t. j. misto dvou redlnych soufadnic z,, z, bodu X budeme uZivat
jediné komplexni soufadnice x, + iz,. Je-li z = x; 4+ iz, libovolné
komplexni &islo, oznadime z* komplexné sdrufené &islo 2% = x, — ix,.

Budiz déna kruZnice se stfedem S a polomérem r. BudiZ S = [s],
kde s je tedy komplexnf &fslo. Dana kruZnice se sklada ze v8ech téch
bodu [z], pro nd% |z — s| = r neboli

(66.1) (2 — 8)(=* — s*) = 7%
Rovnici (66.1) miZeme napsati ve tvaru
(66.2) 2z* + az + a*2* +- b =0,
kde ¢ = — s* je komplexni ¢islo, a* = — s je ¢islo komplexné sdru-

7ené s a a b = ss* — 7* je redlné &islo. Obracend budiz ddna rovnice
tvaru (66.2), ve které a je komplexni é&slo, a* je éislo komplexn& sdru-
zené, b je realné Gislo. Oznadime-li s komplexni éislo

(66.3) s = — a*,
lze rovnici (66.2) uvésti na tvar 1
(66.4) (z —s8)(z* —s*)=D
neboli
(66.4") |z — sjt = D,
kde reilné éislo
(66.5) D=ss*—b=aa* —b=|a]>?— b

je t. zv. diskriminant rovnice (66:2), Je-li D < 0, je zfejmé ze tvaru
(66.4'), Ze rovnici (66.2) nevyhovuje Zddny bod [2]; je-li D = 0, potom
rovnici (66.2) vyhovuje jeding bod [z] = [s] = [— a*]. Je-li viak
D > 0, potom porovnani (66.1) a (66.4) ukazuje, %e bod [z] vyhovuje
rovnici (66.2) tehdy a jenom tehdy, le#i-li na kruZnici, jejiz stfed je
v bodé [s] = [— a*] a jejiZz polomér je ]/E; pravime struéné, ze (66.2) je
rovnice kruznice. Tedy rovnice tvaru (66.2) je rovnici krufnice tehdy
a jenom tehdy, md-li kladny diskriminant. Z pfedchizejici diskuse je
patrné, Ze jestlize zname dvé riiznd komplexni &isla z,, z,, ktera obé
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splfiujf rovnici (66.2), jest jisté D > 0, t. j. (66.2) v tomto pfipads je
jisté rovnice kruznice.

VETa 66.1. Dvé rizné kruinice kq, ky nemohou miti vice nef dva spo-
le¢né body. To je zfejmé, maji-li k,, k, obé tyz stied, Jsou-li viak stfedy
8., 8; kru¥nice k,, k, rizné, budtez
zz* + a2z + ajz* + b, =0,

22% + ayz + apz* + by =0

rovnice obou kruinic, takie a,, a, jsou komplexhi ¢isla, b,, by jsou
realné &isla. Bod [z], ktery je spoleény obéma kruinicim k,, &, splituje
obd rovnice (66.7) a tudi spliiuje také rovnici

(66.8) (@, — as) 2z + (a] — a3)z* + b, — b, ="0.

Obricend je patrné, ze ka#dy bod kruZnice k,, ktery spliiuje rovnici
(66.8), lezi také na kruZnici k,. PoloZime-li viak

(66.7)

;= %y + Y1, @y = Ty + %1, 2 =z + ¥i,

nabude rovnice (66.8) tvaru

(66.8) 20, — wp)® — 2(y, — Y)Yy + by — by = 0.
Podle (6¢.3) a (66.7) jest 8; = [— &, + yii], S, = [— 2, + .i]. Jeito
S, #+ 8,, je tedy (66.8’) rovnice piimky p a priseéiky kruznic &y, k,
tudiZ splynou s priseéiky p¥imky p s kruZnicf k,, jsou tedy nejvys dva.

V nésledujicim oznac¢ime <t I?Z—é duty dhel < PZQ oriento;la.njr
tak, %e poloptimka ZP je pocitetnim ramenem. Je-li < PZQ kladné
orientovdn, nazveme jeho komplexnt mérou komplexni miru neoriento-
vaného dutého uhlu <t PZQ. Je-li vak < PZ) ziporné orientovan, na-
zveme jeho komplexni mérou komplexnf miru neorientovaného vy-
puklého Ghlu spfiznéného s dutym thlem < PZ@ neboli ¢islo komplex-
né sdruZené s komplexni mérou neorientovaného < PZ@. Potom
plati:

Viira 66.2. Je-li Z = [2], P = [2,], Q = [2.] @ nent-ls &islo

§ = (2% — 2¥)(z, — 2)

redlné, potom body Z, P, nelez’i_ na pfimce a komplexni mira oriento-

vaného dhlu <t ﬁé je rovna s : |s|,
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DUraAz. Z véty 64.4 plyne snadno, Ze komplexni mira orientovaného

Yihlu < P_ZE)> je rovna komplexni mife rotace f roviny o stfedu Z,
kterd pievadi poloptimku ZP v poloptimku ZQ. Je-li ¢ tato komplexni
mira, potom se snadno dokdZe [viz (42.16')], Ze f pfevadi bod [{]
v bod [£'], kde

' —z=¢({ — 2).
Jezto f prevadi bod P v néktery bod poloptimky Z@, odvodi se snadno,
Ze existuje éislo k > 0 tak, Ze transformace ¢, kterd pfevede bod [{]
v bod [¢"], kde '

C” — 2= kS(C - Z),
prevede bod P = [z;] v bod @ = [2,]. Je tedy z, — 2z = ke(z; — 2)
a tudiz - ‘

s = ke(zy — 2)(z] — 2*) = kelzy — 2|%
jeito >0, |[¢| =1, je s:|s] = &.
VETA 66.3. Budtez P, @ dva razné body v roviné E,. Budiz ¢ komplexni

jednotka; ¢ & 1, ¢ + — 1. Potom existuje kruZnice k, kterd se sklddd

z 6bou boda P, Q, ddle ze vSech bodw Z, pro které <X PZQ md {complexni
miru rovnou £ nebo —e.

Dvgaz. Budiz P = [z,], @ = [2,]. Vyjdéme od rovnice

(66.9) e(zy — 2)(z} — 2*) = e*(z] — 2*)(z, — 2).

Jeito |¢| =1, e = 1, e £ — 1, &slo & neni reilné, takie ¢ + &*
a rovnici (66.9) 1ze uvésti na tvar (66.2). Jezto rovnici (66.9) je vyho-
v&no i pro z = 2,1 pro z = 2, a jeZto z; + z,, jest (66.9) rovnice kruz-
nice k, kters obsahuje oba body P, Q. Bod Z = [z] rizny od Piod
lez{ na kruZnici k tehdy a jenom tehdy, jestliZe komplexni ¢islo

(66.10) e*(z) — 2%)(25 — 2)
je rovné &slu komplexné sdruZenému, t. j., jestlize ¢islo (66.10) je
rovné redlnému &islu a; jeito z + z,, 2 + 2, jest oviem a + 0. JeZto ¢
je komplexni jednotka, jest ee* = 1 a podminka

e*(z] — 2*)(za — 2) = @

se da psati ve tvaru.
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(66.11) (2] — 2*)(z, — 2) = ae.
Jetto &islo @ + 0 je realné a jeito le] = 1, plyne z (66.11) podle v&ty

66.2, %e komplexni{ mira orientovaného Ghlu <t P—ZQ je rovna ¢ pro
a > 0,rovna — ¢ proa < 0. Tim je vie dokizéino.

ViTA 66.4. TFemsi riznymi body P, Q, R, které nelezi na pfimce, pro-
chdzi prdvé jedna krunice.

Dtraz. Podminka, aby body P, @, R neleZely na p¥{mce, byla nutna,
jezto piimka a kruZnice maji nejvys dva spoleéné body. Podle véty
66.1 staéi dokazati, Ze existuje aspoti jedna kruZnice obsahujici body
P, Q, R. To vsak plyne z véty 66.3, je-li ¢ komplexni mira orientova-

ného Ghlu & PRQ.

VETaA 66.5. BudiZ ¢ oblouk kruZnice k s krajnimi body P, Q. Potom
velikost orientovaného vihlu <X P—Zé je tdZ pro vdechny wvnitini body
Z oblouku ¢ a obrdcené kaZdy bod Z + P, Z + Q, pro kieryj < P_ZZ) md
tuto velikost, je vnitfnim bodem oblouku c.

Dtogaz. BudiZz Z, libovolné zvoleny bod vnitfnf{ bod oblouku ¢

—_——

a budiZz ¢ komplexni mira orientovaného Ghlu < PZ,Q. Podle véty
66.4 existuje pravé jedna kruinice k obsahujici vSechny tfi body
P, @, Z, a oblouk ¢ sklddajici se z téch bodu kruznice k, které lezi v té
poloroving vytaté pfimkou PQ, kterd obsahuje bod Z,. Je-li Zlibovolny
bod roviny E,, ktery nelezi na primce PQ potom podle véty 66.3

komplexni mira orientovaného thlu <t PZQ je rovna + ¢ tehdy a je-
nom tehdy, jestlize bod Z leZi na kruZnici k. Je-li Z = (2], P = [z,],

-

Q = [2,] a je-li n komplexni mira orientovaného thlu < PZO, potom
podle véty 66.2 existuje kladné ¢islo a tak, Ze

(2] — 2*)(22 — 2) = an;

pfi tom podle véty 66.3 jen = + etehdy a jenom tehdy, jestlize bod Z
lezi na kruZnici k. Av3ak snadno se odvodi, Ze ve vztahu n = 4 ¢ plati
znameni plus tehdy a jenom tehdy, jestlize [P — Z, @ — Z] ma totéz
znameni jako [P — Z,, Q@ — Z,); jeito viak @ —Z = (@ — P)+
+(P—2Z), jest [P—2,Q—Z]=[P—Z,Q— P], takie n=

198



= + & tehdy a jenom tehdy, jestlie [P — Z, @ — P] m4i totéZ zna-
meni jako [P — Z,, @ — P] neboli jestlize oba body [2], [7,] jsou v téZe
poloroviné vytaté pfimkou P, Q, t. j., jestlize Z patif do oblouku c.

67. DYADICKE UHLY. K podetnimu vyjadieni velikosti x dutého
Ghlu jsme v ¢lanku 61 uzili défsla cosx, podrobeného podmince — 1 <
< cosx < 1. Algebraicky se jevi cosx jako nejjednodussi mozné poéetni
vyjadieni velikosti dutého thlu, jeito plati jednoduchy vzoree

CORX = ——v
SCHE

Také porovnani velikosti dutych uhld pomoci kosinu je snadné;
vime z &ldnku 62, Ze pro dvé velikosti «, f dutych dhld plati « < 8
tehdy a jenom tehdy, jestlize cosx > cosf. V&imnéme si séftani veli-
kosti dutych hli pomoci kosinu. V ¢élénku 64 jsme pro libovolné dva
duté Ghly «, 8 definovali soudet o + B, ktery je jednoduchym thlem;
nyni se vak omezime pouze na duté uhly a soudet & + 8 budeme po-
vaZovat za definovany pouze pro ten piipad, Ze o + f je duty thel.
Znamena-li viak «' thel vyplitkovy k dutému thlu «, plyne z definice,
Ze « -+ o' je ptimy tihel. Z véty 64.3 tedy plyne, ze v oboru dutych 1thls
soubet o -+ f existuje tehdy a jenom tehdy, je-li f < &', kde &’ je thel
vypliikovy k dhlu «. Jeito cosa’ = — cosx, miZeme podminku pro
existenci soudtu & 4+ § pomocf kosinu vyjadfit v jednoduchém tvaru

cosx + cosff > 0.

Aviak slo cos(x + B) je dano pomdrné slozitym vzorecem (viz 64.8)

.

cos(x + B) = cosx cosf — Vl — cos’x . l/l — cos?f.

P¥#i séitani velikost! vice nez dvou thla bylo by vyjadfovani pomoci
kosinu velmi nepohodIné. ’
Mnohem jednodu$$f je v otdzkdch séitini. velikosti ahld uzivati
komplexni miry definované vzorcem
£ = cosx + ising,

kde sinx = Vl — cos*o > 0. Jsou-li &, dvé velikosti dutych uahla
a jsou-li g, &, ptisluiné komplexni miry, plyne z véty 64.6, Ze v oboru
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dutych uhld soucéet & + f existuje tehdy a jenom tehdy, jestlize jest
Im. (e,&,) > 0 a Ze je-li tato podminka splnéna, potom komplexni mira
souétu & + f je rovna souéinu ¢;e, komplexnich mér sé¢itanci. UZiva-
me-li komplexni miry, nabudou podminky pro existenci souétu a vyraz
pro komplexni miru souétu jednoduchého tvaru. Jsou-li ¢, &,, ..., &,
komplexni miry séitanci, existuje v oboru dutych ahli soudet tehdy
a jenom tehdy, jestlize viecky komplexni jednotky

€1, E1€g,y +v. E1Eg o un Ep

maji imaginirni ¢ast kladnou a je-li; tato podminka splnéna, potom
komplexni mfra souétu je soudin e, ... &. Zejmépa: je-li o velikost
dutého uhlu a je-li ¢ pi{slu$nd komplexnf mira, potom pro k = 2, 3, ...
existuje & . « tehdy a jenom tehdy, jestliZe vSecky mocniny

£ ..., &k

maji kladnou imagindrni &4st a je-li tato podminka splnéna, potom kx
ma komplexni miru &*. \

Komplexni mira mé tu vlastnost, %e séitan{ velikost! dutého thlu
odpovida nasobeni komplexnf miry. V elementirn{ geometrii se misto
komplexni mfry uzivé pro vyjadieni velikosti hlu realného ¢isla, které
nazveme aditivni mérou, protoZe séitani velikosti dutého thlu od-
povidd séftani aditivni miry. K pfesnému vybudovini pojmu addi-
tivni miry je tfeba hlubsich vlastnosti pojmu reilného &isla nez v jiné
zde probirané latce; proto jsme odloZili aditivni miru az na konec
svazku.

Polozme
(67.1) 81 == i
apron2>1
: 1 4+ e,
67.2 Eapl = —————.
( ) +1 Il + Enl

Pron =1 jest I‘m e,=1, tedy Im.¢e,> 0. Je-li Im. g, > 0 pFi uréitém
n, jest 1 + e, + 0, takie &slo €,,, je jednoznadné definovano a jest
Im. €,4, > 0. Z toho plyne, Ze &sla ¢, jsou jednoznaéné definovana
pro viecka n > 1 tak, Ze

(67.3) Im. g, > 0.
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Ze (66.2) plyne snadno, Ze
(67.4) &1 = &,

takie podle (67.1) vsecka ¢&isla ¢, jsou komplexni jednotky. Podle
(67.3) je kazdé &, komplexni mérou uréité velikosti dutého uhlu,
kterou oznacime R,. Podle (67.1) R, znamen4 thel pravy; pedle (67.4)je

(67.5) R,.,= }B,.
Z (67.1) plyne, Ze pro n = 1 jest .
(67.6) &= —1;

n

plati-li v8ak (67.6) p¥i uréitém =, plyne ze (67 4), Ze obdobny vzorec
plati také pro n + 1; tedy (67.6) plati pro kazdé n > 1.

Viimnéme si nyni pfi urditém » > 1 komplexnich jednotek

2 2
& Epy vy £, = — 1.

(67.7) 1=2¢

Prvni a posledni z komplexnich jednotek (67.7) maji imaginarnf éast
rovnu nule; o ostatnich dokaZeme, Ze majf imaginarni é4st kladnou.
Pron = 1 je spravnost u¢inéného tvrzeni podle (67.1) zfejma. Pfedpo-
klidejme tedy, Ze pfi uréitém n uz vime, Ze

(67.8) Im. e, >0pro 1 < r 20 — 1.
Mame dokdizati, Ze
(67.9) - Im. &, , >0pro 1<s< 2% — 1,

ale pro s=1 je ndm to zndmo, takie miZeme pfedpokladati, Ze s = 2.
Je-li nejprve &islo s sudé, jest s = 2r, kde 1 < r < 2% — 1, takie
(67.9) plyne ze (67.4) a (67.8). Je-li za druhé &islo s liché, jest s = 2r 4
+ 1, kde 1 < r < 2n — 1, takie plati (67.8). Podle (67.4) jest

&1 = En . Epps
aviak podle (67.2) existuje redlné kladné &islo a tak, Ze £,4+, = a(l +
+ &), tedy

enyy = a(e, + &)

pii tom je .
Im. & >0, Im. &' > 0,
takZe opét platf (67.9).
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Z pravé dokézaného vysledku plyne, Ze duty thel k. B, existuje
tehdy a jenom tehdy, jestlize I < k < 2" — 1. Duty thel « tvaru

x=k.Ry, 1<k 27 — 1,

nazveme dyadickym dhlem Fddu n. Tento pojem’ se tedy tyka pouze
velikosti dutého ahlu, t. j. nezavisly na poloze. Z (67.5) plyne, Ze kazdy
dyadicky thel ¥adu 7 je zarovefi dyadickym thlem ¥adu # +1. Tedy
pro n, < n, kazdy dyadicky thel fddu n, je zéroveii dyadickym dhlem
fadu n,. Pravime prostg, Ze « je dyadicky thel, existuje-li takové n > 1,
ze & je dyadicky thel ¥idu n. Je patrné, Ze jsou-li «, § dva dyadické
tihly, existuje takové n > 1, %e «, § jsou oba dyadickymi ahly ¥adu =,
z ¢ehoz plyne dale, Ze jsou-li », f dva dyadické ahly a existuje-li duty
dhel x 4 8, je také o« + B dyadicky dhel.

Pro n > 1 nazveme dyadickym zlomkem fidu n kazdé racionalni &islo
tvaru

! k

P

k=1,2,.., 2" —1.

Je-li ny < m,, je kazdy dyadicky zlomek fadu n, zaroveii dyadickym
zlomkem fadu %,. Raciondlni éislo ¢ nazveme prosté dyadickym zlom-
kem, existuje-li takové n > 1, Ze ¢ je dyadicky zlomek ¥idu n. Pro
kazdy dyadicky zlomek ¢ plati 0 < ¢ < 1. Jsou-li ¢/, ¢” dva dyadické
zlomky, existuje takové n > 1, Ze ¢', ¢” jsou oba dyadickymi zlomky
fadu 7; je-li tomu tak, a je-li ¢/ + ¢” < 1, je také ¢’ + ¢” dyadicky
zlomek Fadu n.

Je-li nyni _ '
(67.10) a=k.R,, 1<k 20— 1
dyadicky dhel, nazveme jeho aditivni mérou é&islo

7
(67.11) o

Plati-li (67.10), potom podle (67.5) je ziroveii &« = 2k . R, . ; jeito
viak
2k k

govl = g

je patrné, Ze additivni mira dyadického thlu jest jednoznaéné uréena.
Aditivni mira kaZdého dyadického tihlu je dyadicky zlomek; obricené,
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je-li ¢ libovolny dyadicky zlomek, existuje a je co do velikosti jedno-
znadné urden dyadicky thel «, jehoZ aditivni mira je rovna c.

Jsou-li x, # dva dyadické ahly a jsou-li ¢, ¢” jejich aditivni miry,
je z predchazejiciho patrné, Ze duty thel « + B existuje tehdy a jenom"
tehdy, jestlize ¢’ + ¢” < 1; je-li tomu tak, je také « + f dyadicky thel
a jeho aditivni mira je rovna ¢’ 4+ ¢”, t. j. je Tovna soudtu aditivnich
mér dyadickych uhla «, 5. Také je patrné, Ze jsou-li x, § dva dyadické
iihly, jest & < § tehdy a jenom tehdy, je-li ¢’ < ¢”, t.j. je-li aditivni.
mira Ghlu & mensi nez aditivni mira thlu 8.

‘68. ADITIVNI MIRA DUTYCH UHLU. V tomto &lénku podriime
viecky pfedpoklady a oznaéeni z predchézejiciho &lanku. Jezto R, je
ihel pravy, je B, = 1R, tihel ostry, takZe cosR, > 0. PoloZme

a =1+ cosR,, takie a > 1.
Podle (67.5) je R,., < R, pro n > 1, tedy cosRB,., > cosR,, takie
14 enrq] = Re. (1 + €nsq) = 1 + cosBpry > a > 1.
Podle (67.4) jest

1—€;+1=(1_En+1)(1+£n+1)=1_5n ’

neboli
1 —e¢ L= e
el 1+ énsa
takze
1 —
(68.1) 1 — gpa| £ l—a—ell

Jeito &, =1, jest |1 —¢g,| = VZ_,'takie z (68.1) plyne, Ze pro <1
jest _
al/2

|l — Eul é _‘lf,;‘"
Jeito a > 1, jest
(68.2) lime, = 1,
n—w
takze lim Re. ¢; = 1 neboli -
n—>rwm
(68.3) lim cosR, = 1.

n—ow !

203



Jezto &, je komplexni jednotka, je |¢,)* = ¢, . ¢, = 1, takZe podle
(67.6) je ef = — &2, tedy

(68.4) cos(2® — 1) E,, = — cosR,,
t.j. B, a (2" — 1) R, jsou vypliikové thly.

Budiz nyni « libovolny duty thel. Jest — 1 < cosx < 1, takze
podle (68.3) a (68.4) existuje index »(«) tak, Ze pro viecka n = »{«)
jest ‘ '

_ cosR, > cosa > cos(2* — 1) R,
neboli
B, <a< (20— 1)R,.
Z toho plyne, Ze pro viecka n => »(x) existuje a je jednoznadné uréeno
celé &islo k,(x) tak, Ze

(68.5) 1< ko) < 20 — 1,

(68.6) o = ky(x) . B + oy,
kde

(68.7) 0< o, < R,

Je-li &, = 0, potom (68.6) znamend, 7e o« = k,(x) . R,; je-li &, > 0, je
o, duty ahel spliiujici (68.7). Vedle (68.6) a (68.7) mame oviem také

(68.6") & = knsy(&) . Bpsy + 0t qe,
(68.7') 0 < tars < Bory

Podle (68.6), (68.7) a (67.5) je viak
(68.8) o = 2k () . Rpvy + n,
{(68.9) 0L o, < 2R, 5.

Podle (68.9) jsou dvé moZnosti. Pfedné muiZe byti

(- .

v tomto p¥pads budiz 6,(x) = 0, &, = «, a je tedy
(68.8") & = [2ko(x) + 8n(a)] - By +
(68.9") 0< a, < Ryiys

za druhé miize byti
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) Rn+1_—é_“n < 2R‘n+lv
takZe lze poloziti
g =0ty + Bpiy,
kde op&t plati (68.9'); je-li 8,(x) = 1, platf také (68.8'). Jestlize (68.8')
a (68.9') porovname s (68.6') a (68.7'), dostaneme

(68.10) kst 0) = 2kq(x) 4 Oq(ax),
Ppii cemz
(68.10) budto 6,(x) = 0 nebo d,(x) = 1.

Podle (68.10) a (68.10") je pro viecka n = »(«)

knir(x)  kalx) 1
Oé on+l ~  9n -—<—‘2n+1’

tedy pro kaZdé n > »(x) a pro viecka p =11, 2, 3, ... jest

bnin(s)  Rala) _ 1 L
0»_£_ onir — gm =2n+1+"'+§'ﬁ<2_""

2 GehoZ plyme, Ze existuje limita

fen(ox)
(68.1}) i»w o = c(x),
pti emiz
’ Fen(2x) Fn(x) 41
(68.11%) T < cle) o

takie podle (68.5) jest
(68.12) 0 < c(x) < 1.
Viimnéme si toho zvldstniho piipadu, Ze « je dyadicky dhel. V tomto
pfipads existuje index u tak, Ze « je dyadicky uhel fadu 4; potom je
x=kR, 1<k 2" — 1

a pron > u je
& = 2"k | R,.
takZe pro n > u je
' k(o) &
2n 2w’
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tedy podlé (68.11) ¢(x) = —216—,‘, t. j. Vje-]i a« dyadicky thel, je ¢(x) adi-

tivni mfra thlu « ve smyslu ¢linku 67. MiZeme tedy definovat pro
kazdy duty Ghel « jako jeho aditivni miru realné &slo ¢(«x), definované
vztahem (68.11), které vyhovuje nerovnosti (68.12).

Obrécend budiZ diano realné &fslo ¢ splitujici nerovnosti

(68.13) 0<c<l.

DokiZeme, Ze existuje duty hel «, jehoZ aditivni mira je rovna c. Pro
n =1, 2,3, ... existuje a je jednoznaéné urdeno celé ¢islo k,, pro néz

. (68.14) by < 2% < kp + 1.
Podle (68.13) existuje index » tak, Ze
1 ¢ < 2y — 1
2r = P
pro n = v je tim spise
1 c o — 1
=< T
tedy podle (68.14) je pro n = »:
' (68.15) 1< by < 20— 1,

takZe pron => » e_ﬁcistuji duté dhly k,R,, (k, + 1) R,. Pron = » a pro
p=12,3,... je podle (68.14)

Pk, < 2P ¢ < 2° (K, + 1),

kn+1) é ontr . < k"_{_‘p + 1,
z tehot plyne

(68.16) 2k, < by < 2P(k, + 1),
Podle (67.5) je vSak 2° . B, = R, takie ze (68.16) plyne
k.R, Sk,,H, ntp < < (k,+ 1R,

a tudiz
cosk, R, > cosk, . R, . > cos(k, + 1) R

. n+p-n+p

Posloupnost {cosk,,R,,} je nerostouci omezend posloupnost realnych
¢isel, takze existuje limita -
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lim cosk,R, == 0

n—w

a jest pro n > v
cosk,R, > A = cos(k, + 1) R,,
tedy — 1 < 4 < 1, takze existuje duty thel «, pro ktery je A = cosx.’
Pro n > » je tedy
cosk,R, = cosx = cos(k, + 1) R,
tudiz
(68.17) kR, < o £ (k, + 1)R,.
Porovnime-li (68.17) se (68.6) a (68.7), vidime, Ze pro n = » je
budto k,(x) = k, nebo k,(«) =k, + 1.
Podle (68.14) je tedy pro n > »

k(o)
27l
takZe podle (68.11) je ¢ = c(a), t. j. aditivni mira dutého dhlu « je

skutedné rovna c. )
BudteZ nyni «, f dva takové duté uhly, Ze existuje duty uhel « + 8.
DokaZeme, Ze

(68.18) - e(x) + c(B) = c(x + B),
t. j. Ze soudet aditivnich ndér dutych Ghld «, f je roven aditivni
mife dutého thlu « + 8. Za tim Géelem uvazme, Ze pro viecka dosti
velka n jest

(68.19) Ea(%) . By < & < [kole) + 1] R,

(68.20) ka(B) - By < B < [k(B) + 1] Ry
Jeito kn(x). R, < «, ku(B) . R, < B a jeito existuje souet « 4 B,

existuje také soudet k,(x) . B, + k.(8) . B, = [k.(x) + k,(8)] B, a tento
soudet je < &« + B. Podle definice éisla k,(x + ) je tudiz

|kn(ax) — 27¢] £ 1 neboli —

1
B 21,,’

(68.21) kea(o) + kon(B) < Fonl + B)-
Predpoklidejme, Ze
(*) kn() 4 kn(B) + 2 = Enlx + f)-

207



Jezto k,u(x + B) < 2%, je ku(x) + k() 4+ 2 < 2*, takie existuje duty
thel [kn(x) + %.(8) + 2] R,, ktery je soutétem dutych dhli [k,(x) +
+ 11 By, [ka(f) + 1] R,. Jeito o < [ku(x) + 1]R,, B < [ka(B) +
+ 1] Ry, je potom o + B < [kn(x) + kn(B) + 2] By < kn(x + B) B,
coz je nemoiné. Tedy vztah (*) je nespravny a mame

(68.22) balos + B) < kal®) + kn(B) + 2.
Z (68.21) a (68.22) plyne

ki) | En(B) - Fnlox + B) _kale) | ku(B) | 2
T =T m o <o T g Taw

z dehoZ podle (68.11) plyne (68.18).

Jsou-li &, y duté Ghly a je-li « << 9, je také c(x) << ¢(p). [Z toho plyne
zejména, Ze dva duté ahly razné velikosti nemohou miti touz adi-
tivni miru.] Nebof jezto o < y, existuje duty dhel § tak, Zey = « + B,
takie podle (68.18) c(y) = c(x) 4+ ¢(B). Aviak 0 < ¢(f) < 1, takZe
o(x) < ¢ly). '

Z (68.18) plyre, Ze jsou-li «, f dva duté ubly takové, Ze existuje
duty thel « + g, musi byti

(68.23) c(o) + ¢(B) < 1.

Obricené predpoklidejme, Ze pro dva duté thly «, 8 plati nerovnost
(68.23); mame dokazati, Ze existuje duty thel « 4 f. Ze (68.23) plyne,
Ze pro dosti yelka n je

3.

o) + olf) + o5 < L.

Podle (68.11°) je tedy pro dosti velkd »
ken(o) + kn(B) + 2 < 27,

takZe existuje soudet [k,(«) + 1] R, + [ka(f) + 1] R, a podle (68.19)
existuje také soudet &« -+ B.
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vektorovy p. 30,

protindni 5619, 6019, 61,,; kolmé p. 9112,
92, o

pramér 17110

primé&t: kolmy p. 151,, 152,; véta o
pramsétu 160,

prinik linedrnich soustav 64,

praseéik 5611, 60°

prusecnice 6116

prvni 68,

pied 68°

prechod: determinant piechodu 79,

pricka 574

piimé afinni transformace 111'2

piimka 74, 122, 127

primy thel 1505, 173,

ptirozené uspoiéddéni: p. u.
Tlg; p. u. Gthlu 175

piislusny 714, 715, 725, 812

piimky
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pudorysna 9,
Pythagorova véta 922

rameno Ghlu 165,;,, 1737, 173,

regulérni: r. afinni transformace 109;
r. afinni zobrazenf 102,; r. transfor-
mace 101,

rotage 122,, 129,; osa r. 129,; stfed r.
122,

rovina 818, 121, 128; r, sourné&rnosti 1187,
1188

rovinové soumé&rnost 1188

rovhice nadroviny 1388

rovnob&zky 552

rovnobé&Znost 53,5, 54°

riznobéiky 561!

riznobdZnost 561, 608, 6115

samodruZné mnoZina 112,,

samodrufny bod 11213

séitani: s. vektora 229, 234, 288, 301; s,
velikosti whla 1892, 192,,

seéna 171,

sestupné uspofadéni 69,

shodné transformace 114,

shodné zobrazeni 106,

singulérni afinni zobrazeni 102,; total-
nv 8. &. z. 102,

sinova v&ta 1611°, 164,,

sinus 150,, 186,

skalarni souéin 23,

skok 7018

sloZené zobrazeni 100,,, 1271

smér 51,; k-smér 51; neorientovany
8. 149'%; orientovany s. 14911

soudet: s. dvou linedrnich funkei bodu
137%; 8. dvou linearnich funkef vek-
toru 133,,; s. dvou vektora 229, 288;
8. ndkolika vektor 234, 301; s, veli-
kosti uhlh 1892, 192,

soudin: 8, &isla a linedrni funkce bodu
1372; 8. éisla a linedrni funkee vek-

, toru 133,,; s. &isla a vektoru 24,
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28;; skalarni s. 23,5; vektorovy sa.
98,0; vn&jsi s. 954
souhlasné pfirozend uspoiddani dvou
dhla 17718
souhlasné: s. base eukleidovského pro-
storu 80%; s. orientace 825; s, orien-
tace dvou uhlu 17715;s. vektory 718
soumérné transformace 11711
soumérnost: nadrovinovéa s. 118%; ro-
vinové s. 1189%; osové 8. 118%; stie-
dové s. 1132
soumé&rnosti: nadrovina s. 1184, 1188;
osa s. 1183, 118%; rovina s. 1187,
1189; stfed s. 1132 )
soufadnice 73, 99, 9,,, 1213, 148, 46 ,; s,
aritmetického vektoru 40'; kom-
plexni 8. 195°%; 8. vektoru 19,
soufadnic: kartézskd soustava s. 813,
910 1211 144, 4619 linedrni soustava
8. 464
soustava: kartézské s. soufadnic 813,
910, 1211, 144, 46'%; linedrn{ s. nadro-
vin 1417 linedrnf s. soutadnic 46g;
1linedrnf s. vektoru 314
spojeni linedrnich soustav 64,,
sptizn&éné dhly 1864
st&novy ihel trojhranu 161,
strana trojahelnike 160!
stied: 8. dvojice bodi 182; 8. homothe-
tie 1164; s. kruZnice 1719% s. rotace
122,; s. soumd&rnosti 1132
sttedové soumsérnost 1132
stfedovy thel 17316
sty®né dhly 167,, 174®
svazek nadrovin 1418

teéna 171,

$8tiva 171,

totdlnd singulérni afinn{ zobrazenfi 102,

totalnf kolmost 8716, 903

transformace 101,,; afinnf 6, 109,; in-
volutorni afinni t. 113'%; nepiimé
afinni t. 111'%; pfimé efinnf t. 111



unimodularni afinni t. 11117; homo-
thetickd t. 11535; identickd t. 101;
podobné t. 114, regulérni t. 101;
shodné t. 1145; soum&rné t. 1171 t,
soufadnic 47°

transformadni grupa 101,

translace 111,,; vlastni t. 11212

trividlni: t. linedrni kombinace 31g; t.
linedrni soustave 31!2; t. transfor-
maénf grupa 102% t. vektorovy
prostor 30,

trojhran 16111

trojrozmérny eukleidovsky prostor 11,

trojuhelnik 159,

trojuhelnikova nerovnost 15!

tupy thel 150,, 18417

thel: duty 4. 165,4; dyadicky 4. 2023,
202%; hranovy 4. trojhranu 161
jednoduchy 1. 173,; 4. neorientova-
nych pfimek 1544, 168!3, 185!4; .
neorientovanych rovin 157!1; nulovy

u. 15015; 4. orientovanych pifmek

15114, 185,,; 1. orientovanych rovin
1571; 4. orientovanych smért 149,;
ostry u. 1504, 18417; u. polopiimek
151,; 4. polorovin 158 pravy 1.
1604, 1841%; d. pfimky s linedrnim
podprostorem 153,,; primy thel
15018, 173,,; sténovy thel trojhranu
161,,; stiedovy . 17315; tupy u.
150,, 18417 vypukly . 173

thly: 4. spiiznéné 186°; sty¢né 4. 167,;
4. trojuhelnika 1609 vedlejsi u. 167,;
vrcholové d. 1688; vyplitkové . 15010,
184,5; 4. v zdkrytu 167,

umisténi vektoru 19,,, 51°

unimodulérn{ afinn{ transformace 11117

urdovati 5310, 71,4, 75,4, 75,4 ,80,

usetka 73,; )

usporadani 689%; husté u. 701; pfirozené
u. 713, 175;; sestupné u. 69,; vze-
stupné u. 69,

uvnitf kruZnice 1718

vedlejsi uhly 167,

vektor 191, 28,; aritmeticky v. 39;; jed-
notkovy v. 149;; nulovy v. 219, 2811,
onaény v. 21;;, 28% umisténi vek-
toru 19,4; velikost vektoru 21,

veltorovy: v. podprostor 31,;; v. pros-
tor 28,; trividlni v. prostor 30;; v.
soucin 98,,

velikost: v. dhlu 1798, 1854, 185,; v.
vektoru 21,

véts vhel 1824, 187,
vlastni: v. linedrni funkee bodu 135;;
v. translace 11218
vnd kruZnice 1718
vnéjsi souéin 954 .
vnitini: v. bod oblouku 17218; v, bod
poloprostoru 778; v. bod polopfimky
75; v. bod vihlu 165,,; v. bod seéky
73;; v. polopfimka Ghlu 173,,
vnoieni 504
vrchol: v. trojhranu 161%4; v, trojthel-
nika 159 v. uhlu 1655, 1737, 173,,
vrcholové thly 168¢
vypliikové uhly 150
vypukly thel 1738
vytinédni 76,
vytvofeni 32, 1344
.vzdélenost: v. dvou bodu 78, 12'; 143;
v. bodu od lineérnihé podprostoru
92,; v. dvou mimob&%ek 93,; v,
bodu od pfimky 91; v. dvou rovno-
"béin)?ch lineérnich podprostor 93%;
. orientované v. 72°
vzestupnd usporddéni 69,
vzor 101'¢, 101,

za 68,y
zakon: asociativni z. 22,,, 2311, 30,
© 193% distributivni z. 23;, 258, 30,
' komutativni z. 22,,, 2319, 23,, 3014,
19312
zakladni vektory soustavy soufadnic
458, 46,
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zakryt 167, .

zaméfeni eukleidovského prostoru 45°

zéporné: z. base eukleidovského pros-
toru 80,¢; z. orientace dhlu 177g; =z,
soustava soufadnic 80,

zéporny: z. poloprostor 83,;; z. vektor
7116

zévislé (linedrnd): 1. z. body 53%; 1. z.
primky 559 1. z. sméry 54;; 1. z. vek-
tory 31g, 324, 32,

zgvislost: linedrnf z. A-smdru a %-sms-’
ru 87,

znameni dvojice 69°

zobrazeni: z. do mnoZiny 100%; z, na
mnoZinu 100'%; afinnf z. 102,,; iden-
tické z. 101'3; inversni z. 101%; par-
cidlni z. 100,; podobné z. 1084; pros-
té z. 1013; shodné z. 106,; sloZené z.
100,; -

PREHLED ZNACEK

E, 121

E, 122

E, 123

E, 127

AB 179, 1210

4 = [a,] 12,

4 = [ay, a,] 12
A = [ay, 8y, a5] 12
A = [a,. @] 137, 46,,
u = (uy, @ 207, 46,
o 219, 28u

u.v,uv 23,

au 24,

{uy, ..., u,} 323

v, 39,

<P;e,, ..., e,> 4613
{4;Vv,} 528

{4;u ..., up} 5212
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sgn(4, B) 69¢
[vy...vp1B 782
. [uy...uy] 958
[uy ... upy] 9614
uXxv 98,
_fog 100y
f]C 100,
s(g) 127°
fio ... of, 126,
o 13338
{u}+ 1491
cosx 1504, 181,
sinx 150,
4 ABC 159,
X AVB 1654 /
| < AVBj 181,
o« < fB 182
f > « 182
koo 1934

1
—o 1941
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