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PREDMLUVA,

Je mdlo matematickych teorii, které se vyrovnaji ne-
euklidovské geometrii bohatstvim vztahid k jinym oborim
lidského mysleni, vnitfnim pivabem své stavby a ziroven
jedineénosti svého postaveni uvnitt celkového organismu
matematickych véd, hlavné hledime-li k jeho vyvoji. Novo-
doba matematika ma své kofeny v dobé lezici asi 300 let
za nami a k spravnému pochopeni vyvoje vétsiny modernich
disciplin matematickych neni tfeba jiti dile nazpét neZ nej-
vySe k této dobé. Aviak vyznam geometrie neeuklidovské,
jez svou celou koncepci nalezi modernimu zpisobu mysleni,
nepochopime zcela, neuvedeme-li ji ve spojeni s velkou
dobou alexandrinské matematiky, vzdalené vice nez 2000
let; most pak, ktery spojuje dobu slavného Euklida s po-
éatky neeuklidovské geometrie, nalezi mezi nejzajimavéjsi
stranky historické drobnokresby matematické. A jako histo-
ricky, tak i filosoficky ma tato geometrie nev3edni posta-
veni. Vznikla v dobé kantovské viry v apriorisinus prosto-
rového nazirani jako vzpoura proti této vife, tfeba snad
bezdééna, ale pfece plna noetickych a psychologickych da-
sledki. Po strance logické znamenala mySlenkovou stavbu
zcela nového drubu a neobvyklého razu. Neni prekvapujici,
'Ze teorie tak odlisna ode vSeho, co dotud geometrie ptinesla,
nesetkala se ihned se vSestrannym pochopenim — ale jak-
mile pocala puasobiti novotou svych myslenek. jala se urdo-
vati geometrii nové drahy. Ona nejvice pfispéla k tomu, Ze
byl pfesné vymezen vyznam ndzoru pro geometrii a mate-
matiku vibec. S tim souvisi, Ze pravé neeuklidovskd geo-
metrie zahdjila badani o zdkladech geometrie, jeZ je jednim
z vyznacnych znaka a sldvou kritického stoleti 19. Zaroven
viak objeveni neeuklidovské geometrie dalo prvni popud
k jinému sméru moderni geometrie, jehoZ ovoce se dostavuje
teprve v poslednich desitiletich a znamena skoro pFevrat
v geometrickém mySleni: k postupnému zobechovani mate-
matického pojmu prostoru, jenZ od uzké omezenosti tii roz-
meéri s euklidovskou metrikou se znenahla rozitil na pojem
n-rozmérné variety s velmi obecnymi formujicimi principy.
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Musim se omeziti na téchto nékolik hesel pfi pokusu
o charakteristiku neeuklidovské geometrie. PFipojil bych
k tomu jen je§té, Ze pisobenim teorie relativity dostava se
tato disciplina ryze matematicka v posledni dobé do ostrého
vztahu ke skuteénosti, dik rdznym pokusim o novy vyklad
stavby svétové, ¢imzZ Sifi se zdjem o ni i mimo vzky kruh
odborniki.

Jestlize pan doc. Hlavaty se ujal obtizného, ale zaslui-
ného ukolu napsati prvni éeskou uéebnici neeuklidovské
geometrie, vySel tim vstfic nejen potfebam odbornikd, nybrz
1 zajmu té Casti vzdélané_vefejnosti, kterd je dychtiva po-
znati zblizka védecké sloZky svétového nazoru. P¥i vykladu
této geometrie 1ze postupovati rozmanitymi zptsoby ; myslim,
Ze zpisob, ktery volil spisovatel této knihy, nejlépe odpo-
vid4d dneSnimu stavu vedy a dneSnimu postaveni neeukli-
dovské geometrie v celkové stavbé geometrie. Pteji jeho
knize, aby uzitek z ni plynouci byl imeérny daleZitosti a krase
projedndvaného predmétu a usili, které vynalozil na jasny
a pristupny vyklad obtiziné latky.

V Praze v listopadu 1926. B. Bydzovsky.

Dé&kuji srdeéné vsSem, ktefi mné jakymkoli zpisobem
usnadnili uvefejnéni této prace:

Panu univ. prof. Dr. B. BydZovskému a panu s. docentu
Dr. V. Jarnikovi za_obétavé a peclivé proctem rukopisu a za
rady, kterymi prlspeh k formalm i vécné tipraveé knihy, panu
doc. Jarntkovi téz za pomoc p¥i ¢teni korektur, panu univ.
prof. Dr. L. Berwaldovi za laskavé doplnéni tidaju literarnich,
panu as. tech. M. Mikanovi za peclivé narysovani obrazki
podle mych nacrtkidi, panu prof. Fr. Baladovi za pozorné
sestaveni vécného rejstiiku;

Jednoté csl. matematiki a fysiki za péci, vénovanou
vydéni této monografie a tiskdrne , Politika“ za vzorné pro-
vedeni sazby.

V Praze v prosinci 1925. V. H.



Kapitola L.

UVvoD.

§ 1. VSeobecné poznamky.

V této praci snazim se podati, pokud mozno popularné,
tivod do geomelrie neeuklidovské. Pri tom omezuji se jen na
geometrické vyzkumy, které dnes moino pokladati za kla-
sické a nebéfu zPetel k vyzkumim doby soucasné, které
jsou méné vhodné k popularisaci. Vzhledem k tomu, Ze
kniha je psana pro Sirsi kruhy, i nematematické, omezuji
se jen na studium v roviné. Proto miiZe kniZku &isti
kazdy, kdo ma matematickou prdapravu, rovnajici se pri-
prave ze stredni Skoly.

V unoru tohoto roku (1926) bylo tomu sto let, kdy rusky
matematik Lobacevsky vystoupil na vefejnost se svymi viva-
hami o neeuklidovské geometrii. Nebyl prvym ani poslednim,
ktery se témito problémy zabyval. Davno pfed nim a dlouho
po ném byla neeuklidovskd geometrie predmétem tvah, jeZ
¢asto zdanlivé spolu nesouvisely. Jednotici princip témto
a podobnym tvahidm dal némecky matemalik F. Klein svoji
definici geometrie. (Viz § 5, odst. 3 a kap. 1I.) Tim byla po-
stavena kostra stavby geometrie a monograficka pojednéni
ji méla vyplniti. Zaroven vSak se klasickd neeuklidovské
geometrie stala disciplinou uzavienou a proto badani o ni
vice méné neplodnym. Z toho divodu nepodivam v této
prdci novych ptvodnich vysledkd, nybrZ omezuji se
na shrnuti nejzakladnéjSich poznatkit formou pokud moZno
pristupnou. S tim téZ souvisi, Ze zdsadné necituji pojednani
nebo vétsi prace z tohoto oboru. Ctenaf, ktery se o tyto
problémy zajim§, najde si v literdrnich pozndmkach na konci
knihy nékteré prameny, které ho dovedou ddle, nez muze
uéiniti tato knizka, kterd je jen dvodem.

Kapitola prva a osma jest uréena jen pro laiky. V prvé
kapitole snazil jsem se totiZ cestou pokud moZno nizornou
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a bez matematiky ozfejmiti postup, kterym se budeme brati.
Nechtéje preruSovati plynulost vykladi v kapitole druhé
aZ sedmé uvadénim nékterych nutnych poznatki, které sice
primo s latkou projedndvanou nesouvisi, ale jsou potfebné
k jejimu porozuméni, shrnul jsem je zvlasté do kapitoly
osmé. Na prisluSnych mistech je vidy citovdno misto této
kapitoly, kde se potfebny pojem nebo vzorec naléza. Pres
to doporucuji ¢tenéfi-laikovi, aby po preéteni prvé kapitoly
absolvoval kapitolu osmou a teprve potom cetl kapitoly
o—VIL

Odkazy vibec uvadim v zdvorce. Tak na priklad (IV,
2, 8) znadi Ctvrtou kapitolu, druhy §, osmy vzorec. Pokud
neni vyslovné jinak poznamendno, vztahuji se tato éisla
v uvedeném poradku vzdy ke kapitole, paragrafu, rovnici.

§ 2.  Euklidovy postulity.

Geometrie vznikla z potfeb praktického méfeni. Casem
pri§lo se k poznani, Ze néktera tato méfeni mozno usnad-
niti uZitim vzorcu. To byl asi poditek geometrickych pouéek.
Tak na pfiklad, jakmile se nalezla formule pro obsah troj-

. . o vyers s . v 5 2V
thelnika, stacilo zmériti zdkladnu z a vysku v, nacez -

byl hledany obsah. OvSem, Ze v8echny takové poucky spo-
¢ivaly na pozadavcich, jichZ splnéni bylo verifiko-
vano jen praktickou zkuSenosti a nikoli teore-
ticky zdivodnéno. Takovym poZadavkem bylo na prikl.,
Ze dvé pfimky nemohou miti vice neZ jeden bod spolecny.
Pozadavky tyto byly tak evidentni prvym geometrum, ze
nejen se nesnaZili jejich bezespornost dokazati, nybrZ ani
vyslovné jich neuvadéli. Postupem ¢asu teoretickd ziliba
doplnovala obsah geometrie pouckami, které snad nemély
primého praktického vyznamu. Dilkazy téchto pouéek spo-
Civaly opét na pouckach, které jiz dfive byly dokdzany.
Rovnéz dikazy téchto poudek musely spoéivati na pouckach
drive dokdzanych atd. Posledni ¢lanek tohoto Fetézce di-
kazii a pouéek tvofily zminéné pozadavky. Ty byly pozniny
jako nedokazatelné (ale nikoli hned anikoli
vE8echny) na rozdil od poudek, které na jejich zdkladé bylo
lze vidy dokdzati. Jakmile tedy exaktini teoretické badani
nabyvalo vrchu, bylo nutno z divodu logickych a didak-
tickych ony nedokazatelné poZadavky, jez tvorily zakladnu
studia, vyslovné uvésti. Tak uéinil Euklid. Ten pocind prvou
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knihu svych ,Elementa“ 23 definicemi (vysvétlivkami),
5 postulaty (poZadavky) a 9 axiomy (zakladnimi vétami).?)

Jeho postulaty jsou:
I) Dva body lze vZdy spojiti (jedinou) pfimkou.
II) Pfimou édru omezenou lze vidy prodlouZiti.

III) Z libovolného stfedu a poloméru lze vidy
sestrojiti kruznici.

IV) Viechny pravé tGhly jsou mezi sebou ekvi-
valentni.

V) Protina-li pficka dvé pifimky a tvoFi-li
snimi na téZe straneé dva vnitini uhly
o soudétu menSim, nez dva pravé (180°,tyto
dvé pfimky — vpripadé nutnosti prodlou-
Zeny —protinaji se na téze strané pFicky,
kde je soucet zminénych uhlui vnitfnich
mensSi nez dva pravé. ‘

Téchto pél postulath je zakladem geometrie, které se Fika
geometrie euklidovskd. Je to téZ geometrie praktického
méfeni a proto se zavedla do Skol. (Uvedené postuldty ne-
tvoFi uceleny zadklad. Dneska vime, Ze geometrie euklidovska
spofivd na vétSim poétu postulati, nez kolik jich uvedl
Euklid. Tento pti dikazech nékterych poudek mléky pred-
pokladal vice splnénych poZadavki. Neuvadél jich vyslovné,
jeZto asi nevédél, Ze lze sestrojiti geometrii [t. j. fadu po-
ucek], kde splnény nejsou. Uvedeme v nejbliZz§ich Fadcich
jeden z takovych micky pfedpoklddanych postulati.)

V. postulat se zrejmé liSi-od prvych ¢tyf svoji sloZitosti.

vvvvvv

Je pro naSe studium nejdulezitéjsi. Pravi toto (obr. 1):

Je-li a+ g < 180° pfimky P a P’ se protinaji (v bodé c).
DiileZitost jeho sezndme, pokusime-li se zodpovédéti otdzku:
Co nastane, je-li a4+ $=180°? Tato otizka je ekvi-
valentni s otdzkou: Co nastane, je-li a=§'%)? Na tuto
otizku odpovidd Euklid: Je-li a=pf', piimky P a P —
byt i prodlouZeny — se neprotinaji (prop. XXVII). Kdyby

vaews

se protinaly, tfeba v néjakém bodé c, byl by vnéjsi dhel g’

) Ptidrzuji se kritického vydani Heibergova, citovaného v literdr-
nich pozndmkach. Ve starSich vyddnich bylo ponékud jiné uspofidéni:
34 defiuici, 3 postuldty a 14 axiomd. (Posledni dva z péti zde uvede-
nych postuldta byly poéitiny za axiomy.) Ciiovand price nepochéazi asi
celd od Euklida. Pravdépodobnd jest autorem pité ,knihy® Eudoxus,
autorem étrnacté Hypsikles a patnacté Damaskios.

%) Jeito vidy §+ f'=180 a dle pFedpokladu a = #/, je i a + g = 180°,
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trojuhelnika abc roven vnitfnimu dhlu a. Ale je dokézéno,
(pl;op_. XVI), Ze vnéjsi uhel (') v trojihelniku je vidy vétsi,
nez libovolny z jeho ihli protéjSich (a nebo y). Primky P
a P se tedy nemohou protinati v ¢. Zcela obdobné by se
dokazalo, Ze takové dvé pfimky se nemohou protinati ani
v jiném bodé, ktery je na rameni uhlu ' na P. (Tento

Obr. 1.

diukaz spo€ivd vice méneé na prop. XVI. Ta ma v3ak smysl
jen tenkrate, pFipustime-li, Ze je splnén pozadavek: ,Pfimka
rozdéluje rovinu na dvé ¢asti; libovolny bod — pokud ne-
leZi na oné primce — néleZi bud jedné, nebo druhé.”
Neni-li tomu tak, miZe se stéti, Ze tihel §' nebo § je sou-
éasné vnitfnim i vnéj§im thlem v trojihelniku. Pozname
geometrie, kde vytleny poZadavek neni splnén (VI). Euklid
si asi nebyl védom, Ze tento bezesporny pozadavek je
nutno vyslovné formulovati, nebot neznal je§té geometrie,
na kterou jsme pravé poukazali) Primky v roviné, které
prodlouzeny jsouce nikdy se neprotinaji, nazyva FEuklid
rovnobézkami (pfimkami rovnobéznymi, def. 23).

Je-li konecné a—+— > 180° musi o’ 4 B’ < 180° a primky
P a P se opét protinaji dle V. postulatu. (Na strané, kde
jsou uhly o/, p'.) Mame tedy celkem jen tyto t¥i mozZnosti:

a) bud a + B < 180°; podle V. postulitu se piimky P
a P’ protinaji, nebo
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b) a-+ p=180°; podle dokdzané véty jsou P a P’
rovnobéZny, nebo

¢) a+ B > 180°; podle V. postulitu se pfimky proti-
naji.

Jinych moZnosti neni. Lze tedy bodem (a) mimo pfimku
(P) leZi. im vésli k této jen jedinou rovnobézku (P'), nebol
jen v jediném ptipadé je a -+ g = 180° Kdyby kromé rovno-
bézky zminéné existovaly jesté jiné rovnobéZky (vedené
bedem a k pfimce P), muselo by nutné pro né byti bud
a-+ B < 180° nebo a-+ 8 > 180°2%) Ale v tomto piipadé V.
postulit pozaduje, aby se pfimky protinaly (ale nedo-
kazuje, Ze tomu tak jest!).

Vyznam patého Euklidova postuldtu spoéiva
vtom, Ze bez dikazu omezuje na jednu poéet rovno-
bézek, které l1ze danym bodem mimo pFfimku po-
loZenym k této vésti!

Tim je osvétlen vyznam V. postuldtu, jehoz si byl
{ Euklid védom, nebot pokud moZno neodvozoval z ného
dusledki. Uvedeme-li nyni, Ze témeér po dvé tisicileti se
matematikové marné snaZili dokdzati tento postulat,
pochopime, co bylo hybnou silou, kterd je k tomu poha-
néla. Slo v zakladé o to, ukézati, kolik rovnobéiek
lze bodem mimo primku poloZenym k této vésti!
Euklid sam se asi o dikaz nepokusil. Alespoi nemame
takovy pokus dochovany.

Pokus o dikaz V. postuldtu znamena v zakladé jiz
skepsi o ném. Zda se na prvy pohled, Ze tato skepse
neni opravnéna, nebof V. postulat je verifikovan skuteé-
nosti. Le¢ pravé to je oprdvnénim skepse, jak uvedeme
v § 4 této kapitoly ndzornym prikladem.

V nésledujicim paragrafu zminime se o nékterych vé-
tich euklidovské geometrie, jichZz pozdéji budeme potie-
bovati k lep§imu porozuméni geometrie neeuklidovske.

2s) Predpokliddme ovS8em, ze jo splnén t. zv. axiom Archi-
medulv, nebot jinak by existovala moZnost geometrie, ve které je ne-
koneéné mooho rovnobéZek danym bodem k dané pfimce a pfec v ni
plati vty geometrie euklidovské. Zminény axiom Archimeddv znf:

,BudiZ b, libovolny bod na pfimce mezi jejimi dv@ma libovolnymi
body b,, b v koneénu a budlez body b, (i=1,2,..)) takové, Ze plati
b,b,=b,b,=b,b, = ..., pti CemZ pro kaZdé / je bod b; mezi body b4,
b; 4 1. Je moZno vidy nalézti takové islo n, aby bod b byl mezi body

by 1y bppysf
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§ 3. N&které poucky.

1. Postulaty s V. Euklidovym rovnocenné. Na
stiedni Skole dokazuje se mnoho vét, které jsou spravné
jen tehdy, je-li splnén V. postulat. Nékteré z téchto vét
jsou s nim ptimo rovnocenné. To znamend, Ze kdy-
bychom tento postuldt nahradili jednou takovou vétou,
pak jej z ni muZeme dokazati. To se délo téméf po dve
tisicileti! Dnes vime, Ze to ovSem neni dikazem! Vime
to proto, jeito je nam znamo, které véty jsou s timto po-
stulatem rovnocenné, jinymi slovy, které véty miZeme misto
V. postulatu za postuldt prohlisiti. Tak tomu vSak nebylo
drive, a proto se stidle opakovala historie nepodafeného
dukazu. Uvedeme alespon nékteré takové véty, které si
rizni badatelé uéinili vychodiskem svych ivah, nevédouce,
Ze vlastné chtéji dokazati to, co pfedpokladali. Histo-
ricky zajimavé jsou zvlasté tyto véty:

Va) Existuji trojahelniky podobné, nebo presnéji

Va') Existuji trojihelniky o stejnych uhlech, ale ne-
stejnych obsazich.

Vb) Bodem p mimo ptrimku P mozno k této vésti jen
jednu rovnobézku.

Ve) Soucet tdhli v trojihelniku je 180°.

Kazidd z téchto vét plyne z V. postulitu a obrécené
2 téchto vét se V. postulat za jistych predpokladd da do-
kazati.

2. Ukol geometrie euklidovské. Ukolem geo-
metrie, které jsme se udili na stfedni Skole, je studium
ttvari, resp. jejich vlastnosti. Mame-li néjaky utvar studo-
vati, miZeme tak uéiniti v zdsadé dvojim zpusobem. Bud
studujeme onen ttvar primo, nebo odvozujeme jeho vlast-
nosti analyticky. Prvy zplsob byl vlastné zplisobem mate-
matiky Fecké, druhy zpisob spociva v tom, Ze dany utvar
analyticky vyjadfime pomoci néjakych soufadnic a hledime
ty jeho vlastnosti, které nejsou zdvislé na volbé takovych
souradnic. Objasnime to na prikladé: Piedpokladejme, Ze
mame zméfiti délku rovné tyée ab, ktera svym koncem a
stoji kolmo na zemi. PFimy zpisob méFeni byl by zde
ziejmé nejjednodussi. Spociva v tom, Ze stanovime urcitou
jednotku miry (v niZ chceme délku tyce vyjadtiti) a obvyk-
lym zpisobem touto jednotkou tyé zmeérime. — ODruhy
zpuisob, nepifimy, je sice zdlouhavéjsi, ale cEasto jediné
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moZny. Spocivéa na tomto zdkladé: Zméfime vysku ¢ slunce
nad obzorem a stanovime na zemi stin b’ bodu b. Ozna-
€ime-li vzdalenost ab’ = r, je hledand délka tyée rovna rtg .
Je tedy délka tyce vy]adrena dvéma udaji r, ¢, kterym mu-
Zeme Trikati soutadnice. Tyto soufadnice se kaidym oka-
miikemn méni, ale vyraz r tg ¢ pro délku tyce je vidy stejny,
necht hodnota téchto souradnic je jakdkoliv. Délka tyce
je tedy nezavisla na volbé soufadnic.

Ve tretim odstavci zavedeme obvyklé soufadnice pravo-
dhlé a najdeme nékolik vyrazd, které jsou nezavislé na
jejich volbé. To se nam podafi tim zpuasobem, Ze si odvo-
dime vzorce, udavajici pfechod od jednoho systému pravo-
thlych souradnic k jinému systému pravoihlych soutadnic.

3. Analytické vyjadfeni ikolu. Budtez X, Y osy
pravoihlého systému soutadného, jejich prasecik, bod o,
pocdatkem soustavy soutadné. Chceme-li vyznaciti, Ze néjaky
bod b ma v tomto systému souradnice x, y, piSeme pro tento
bod b (x, y). .

Od puvodniho systému soufadného muZeme prejiti
k jinému téhoZ druhu timto pochodem (obr. 2):

Posuneme systém soufadny X, Y rovnobéiné do bodu
‘o (x, ). V tomto novém systému ma kazdy bod b (x, y) nové
soufadnice 'x, 'y, které jsou s plivodnimi vazany vztahem
1) x=x—%, y=y—4g

Nyni 0toc1me systém soutadny ‘X,’Y o ihel ¢, kol no-
vého pocétku ‘o do poloby "X, "Y. Bod b(x,’'y) ma v této
nové soustavé soutadnice "x, "'y, kieré se souradnicemi 'x, 'y
json vazany vztahy

2) Vx="'xcos ¢+ 'ysing, "y =—'xsingp 4+ 'ycos ¢
Vzhledem k predposlednimu systému rovnic 1) obdrzime
8a) "x= (x—%)cosg + (y—g)sing

"y=—(x—%&)sing+(y—ycosg

Obracené, soufadnice x,y jsou se soufadnicemi "x, "y
vazany rovaicemi
3b) x:’,’x cosp —'ysing + &
y="xsme 4 "ycosg+ g
Podle toho, co jsme uvedli v pfedchézejicim odstavei,
je kol geometrie v roviné téZ definovan jako studium téch
vyrazi, které se transformaci 3) neméni, Takové vyrazy
budou miti néjaky geometricky vyznam. Rikadme jim inva-
rianty transformace 3) (nebo téZ invarianty vzhledem k 3)).
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Uvedme pfiklad jednoho takového invariantu! Je to
analytické vyjad¥eni obsahu trojuhelnika, jehoZ vrcholy jsou
by (x1, 1), ba (2, Y2), bs (xs, Ys)-

X- . °

Obr. 2.

Obsah tohoto trojithelnika je ddn determinantem

xuy 1
X3 4,1
X3 Y51

Ctenat se snadno presvédéi sdm dosazenim z rovnic 3),
Ze tento determinant je invariantem vzhledem k 3), nebot
skuteéné plati ‘

1

2 = % [x, U2 — ¥2) + 42 (6 — x5) + (a2 s — X3 )

x il " " 1
Nyl = ::xz ’:ya 1
X;3431 X "yn 1

Rovnice 3) mohli bychom interpretovati jesté jinak.
Misto abychom pohybovali soufadnym systémem z X, Y do
"X,”Y a bod b nechali pevnym, miZeme bodem b pohy-
bovati v témZ souradném systému X; Y do polohy "b ("x, "y).
P¥i tom soufadnice bodid b a ”’b jsou vazany podminkou 3).
Pohyb ten se sklddé z posunuti 1) a otadeni 2). (Neni-li
vyslovné jinak podotéeno, rozumime pohybcm téZ kaZdou
zménu mista — vzhledem k néjaké pevné soustavé sou-
fadné — bez ohledu na vykonanou drahu.) Pfi této
interpretaci mohli bychom Fici, Ze obsah trojihelnika jest
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invariantni vzhledem k pohybu, danému rovnici 3). Takovy
obsah neni vSak invariantnim jen vzhledem k jednomu po-
hybu uréenému tfemi udaji (tfeba ¢ =30° % =3, j =4),
nybrz vzhledem ke vSem 'pohybdm tohoto druhu, necht
za ¢, X, J dosadime jakékoliv realné, konecéné hodnoty.
VSechny tyto pohyby sdruZujeme v pojem grupy pohybu.
(Ptesnou definici grupy transformaci viz v VIII, 5) Proto
Fikdme, Ze obsah trojihelnika jest invariantni vzhledem ke
grupé pohybu, jinymi slovy, analytické vyjadieni obsahu
trojuhelnika je invariantem pohybové grupy. Obecné pak
ukol geometrie euklidovské v roviné je definovan jako stu-
dium invarianta pohybové grupy. Pfi tom ovSem predpokla-
ddme, Ze pohyb je ddn transformacemi 3). — Takové inva-
rianty mohou byti rGzné. Jeden jsme uvedli. ¥ nasledujicim
uvedeme jiny invariant, zdsadni dualeZitosti pro geometrii
euklidovskou v roviné.

4. Body isotropické. Vzdalenost dvou bodi
by (x1, Y1), bs (x3, y5) je v euklidovské roviné dana vyrazem,
jehoz ctverec jest :

X, —x)* + (. —y)?
Tento vyraz je pohybovym invariantem, nebotf plati
Cxy ="y + 'y — "y ) = (6, — 0, + (g, — y2)*.

Ze se délka tiseSky neméni pohybem, vime ze stiedni
skoly, kde se tomu ucime jiZ na niZS$im stupni. Posledni
rovnice je v3ak toho analytickym dikazem. Z invariantu
(x; — x,)° 4+ (y; — y1)? miZeme odvoditi jednu charakteri-
stickou vlastnost pohybu. Necht bod b, (x, y) je plynulym
bodem. Jeito vyraz (x — x,)®+ (y — y,)’> je pohybovym
invariantem, neméni se transformacemi 3) ani rovnice

' (x—x)+ @y —y)=0.

Tuto vSak muZeme pséati v tvaru

W—y)+iE@c—x)y—y)—ix—x)]=0, (i=V—1),
z kterého je ziejmo, Ze je to rovnice dvojice pfimek
y—y=—ix—ux), y—h=Ii(x—ux)

bodem b,. Tato dvojice se tedy pohybem neméni. Rikame,
Ze se pohybem reprodukuje, nebo téz, Ze ji grupa pohybova
reprodukuje.

"~ KaZidym bodem b, v roviné prochazi takova dvojice p¥i-
mek, které jsou imaginarné sdruZené. Jak je zFejmo z rov-
nice téchto primek, jejich sméry nejsou zavislé na volbé
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bodu &,. Necht jej zvolime kdekoli v konecnu, vidy jedna
pfimka z oné dvojice ma smérnici + i, druha —i. — Ze
stfedni Skoly je znamo, Ze (redlné) primky o stejnych (real-
nych) smérnicich jsou rovnobéZny. O rovnobéinych pfim-
kach tikdme, Ze se protinaji v néjakém bodé primky ne-
vlastni.?) Ridice se analogii o primkéch realnych, zavadime
obdobné definice pro primky imaginidrné. Rikame, Ze dvé
primky imaginarné jsou rovnobéiny, maji-li stejnou (ima-
ginarni) smernici. Bod nevlastni primky, ve kterém se
imaginarné rovnobezky protinaji, je také imaginarny. Jsou
tedy vSechny imaginarné ptrimky o smérnici + ¢ spolu
rovnobéiny a protinaji se v imagindrném bodé pnmky
nevlastni. To plati i o imaginarnych ptimkach, které maji
smérnici — I..Dvojici pfimek o smérnicich + i, — i Fikdme
dvojice primek isotropickyeh, dvojici pfislusnych bodi
na primce nevlastni Fikame dvojice bodu isotropickyeh.
— MiuzZeme tedy Fici, Ze pobhybova grupa v roviné obecné
reprodukuje dvojici bodit isotropickych. To je jednim z cha-
rakteristickych znakid pohybu, ktery nazyvime euklidovsky.
Reprodukuje-li se tato dvojice tak, Ze kaidy z obou bodu
podrzi své misto, pfislusny pohyb j je sloZen z posunuti a ota-
ceni. Vymem li vsak oba body svoji polohu, prislusny pohyb
je sloZen ze zrcadleni, posunuti a otaceni.

Po této malé exkursi do geometrie euklidovské pokusim
se na prlklade ukazati, jak asi se miZe dospéti k presvéd-
ceni, Ze je dovolena skepse o V. postuliatu Euklidové.

§ 4. Skepse o V. postulatu, N

Predpokladejme, Ze néjaké nebeské téleso je kouli
v presne geometrickém vyznamu slova. Na této kouli necht
Zl]l bytosti dvojrozmérné. (Ctenar miiZe si predstaviti tfeba
ozivené stiny lidi na této ,Zemi“.) O téchto bytostech uéi-
nime nasledujici predpoklady
Jsou schopny chépati jen dvojrozmérné a nikoli trojrozmeérné.
Presnost jejich méfeni nepFesahuje presnost naSeho méfeni.
Jejich Zivotni podminky jsou tak utvéreny, Ze nemohou se

libovolné vzdaliti z okoli néjakého bodu (ktery nazveme

tfeba podlem).t)

%) Nevlastni pfimka euklidovské roviny je jedina jeji pfimka v ne-
koneénu.

‘) Sleduji zde analogii s na§im trojrozmérnym zivotem. My se také

nemiZeme pFemistiti do libovolného bodu prostoru a chdpeme jen iikazy
trojrozmérné.
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Je-li jejich ,,Zemé“ tak velikd vzhledem k nim a jejich
moZnosti méFeni, Ze se prakticky v okoli polu nemohou
pfesvédéiti o jejim zakfiveni, pak geometrie vznikla z po-
pudu praktického bude rovnéz zaloZena na postuldtech
Euklidovych. Pfi tom ovSem pod slovem pfimka budou roz-
uméti nejkrat$i spojnici dvou bodd, o niZz my vime, Ze je
to tak zvana hlavni kruZnice na kouli. (Jeji stred leZi praveé
ve stfedu koule.) Tyto bytosti v prvnim stadiu svého vyvoje
jisté tedy nebudou pochybovati o tom, Ze Ziji v ,prostoru®,
kterému my Fikdme rovina, a predstava koule bude jim
cizi, nemohou-li chdpati trojrozmérné.

Na jistém stupni svého vyvoje budou se snaziti doka-
zati V. postulat. Jejich pokusy ovsem budou marné. To my
vime proto, jezto jsme si védomi, Ze Ziji na kouli, kde prave
onen postulat neplati. Oni to vSak védéti nemohou. Bude
se tedy opakovati priblizné stejna historie jako u nas. Misto
dikazu bude objevena spousta vét s onim postuldtem rovno-
cennych. Konecné prijde néjaky matematik, ktery z tcty-
hodné tady nepodarenych pokusii bude veden k domnénce,
Ze onen postulat je vibec nedokazatelny, jinymi slovy, Ze
je libovolné voleny. Prvy disledek této domnénky bude
tedy snaha sestrojiti takovou geometrii, kde by onoho postu-
latu nebylo, po pripadé nahraditi jej jinym, stejné libovol-
nym, ktery s nim neni ekvivalentni. Pokusi se o to, ale
dojde k vysledkiim, které jsou tak rozdilné od bézného
ndzoru, Ze svoje uvahy ani neuvefejni. Snad jim ani sdm
nevéfi. Bude hledéti tedy néjakym zpiisobem se piesvéd-
Citi, zdali pfece praktickym méfenim se nedd V. postulat
verifikovati. K tomu cili musi ovSem zvoliti vétu, ktera je
8 nim rovnocennd, ale neoperuje s vyrazy, které piipadné
jsou mimo dosah jeho méreni. (Coz by mohlo nastati pfi
prodluZovani primek, o nichz je v V. postuldtu tec) Za
takovou vétu zvoli tfeba tu, ktera vyjadiuje, Ze soucet
ihld v trojahelniku je roven 180°. Stanovi tedy praktickym,
ale védecky pfesnym zpuisobem soucet whld v néjakém do-
statecné velikém trojihelniku. Po mnoha méfenich sezn4,
Ze soucet uhli neni 180°% To je vysledek, ktery nds ne-
prekvapi. My vime dokonce, Ze pfi teoreticky pfesném mé-
rem musel by shledati soucet 1ihli vétsi nez 180° nebot
mereny trojahelnik je sférickym trojihelnikem a v tako-
vém je vidy soucet uhlu vétsi neZ 180°. Pro néj to jest
ovSem prekvapujici vysledek. Ve snaze vysvétliti jej do-
spéje k témto alternativam:

1. Bud neplati V. postulat Euklidiv, nebo
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2. odchylka od 18(° je zpusobena nepiesnosti praktic-
kého méfeni.

Alternativa prvé jest asi pro néj s teoretického stano-
viska ldkavéj§i. Aby se ji mobl pridrieti, musi dokazati,
Ze odchylka od 180° zpisobend jen eventuelni nepfesnosti
praktického méfeni, je men§i nez odchylka, kterou nameéril.
(Jinymi slovy: Musel by dokazati, Ze naméfena odchylka
pfesahuje dovolenou hranici pozorovacich chyb, vznik-
Ifeh z nemoZnosti méFiti s naprostou presnosti.) Metodami
aplikované matematiky dospél by ke vzorcim, které mu
udaji dovolené hranice, v nichZ se jeho pozorovani muZe
odchylovati od teoretickych vysledkiu. JeZto predpokldddme
jeho ,Zemi“ tak velikou, Ze je mu nemozno v okoli pélu
se presvédéiti o jejim zakFiveni (t. j.,, Ze neni prakticky
mozno se presvédcéiti, zda méfeny trojihelnik je sféricky,
¢i rovinny), miZeme pripustiti, Ze pozorovana odchylka ne-
presahuje ony hranice pozorovacich chyb. Prakticky
diisledek toho je, Ze onen dvojrozmérny matematik se ne-
maze s jistotou rozhodnouti, ktera z obou alternativ je
spravna. Proto asi fekne: ,Pro praktické tucely plati geo-
metrie Euklidova. Neni vSak vylouceno, Ze pfi naprosté
teoretické presnosti plati geometrie jind. My vsak prozatim
nemame moZnosti rozhodnouti o tom, kterd geometrie
vskutku plati.®

Uvédomi-li si étenafF, Ze ona hypotetickd, dvojrozmérna
bytost Zije na kouli, pozna teprve, jak krajné opatrné a za-
roven presné se vyjadfovala. — V uvedené vété je jiZ obsa-
Zena skepse o V. postuldtu. Le¢ nyni je nutno z ni &initi
dasledky. Prvy disledek by asi byl tento: ,Plati-li jina
geometrie nez euklidovskd, pak musi to byti takova, ktera
v dostateéné malych rozmérech vede opét jen ke geometrii
euklidovské.“ Nebot méfenim se zkonstatovalo, Ze odchylka
souétu thla od 180° muZe byti v mezich pozorovacich chyb.

Tento disledek konsekventné provedeny by vedl asi
ke stavbé geometrii, v nichZ soudet uhlu v trojihelniku by
byl bud vétSi nebo mensi nez 180° a takové geometrie by
byly nazvany neeuklidovskymi. Pfi tom by v obou geome-
triich vystupovala jistd konstanta (v geometrii, kde by byl
soucet vét3i nez 180° byla by tato konstanta v souvislosti
s polomérem koule, na které ony bytosti Ziji), ktera by byla
prozatim teoreticky neuréitelnd. Vhodnou jeji volbou by se
dospélo ke geometrii euklidovské.

Existovaly by tedy vedle sebe t¥i rovnopravné geometrie
a obyvatelé by se pravoplatné nemohli rozhodnouti, ktera
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z nich je skutecnd, a které maji jen teoreticky vyznam. (My
ovSem vime, Ze by to pro ne byla geometrie sféricka,
kde soucet uhbli v trojihelniku je vétsi nez 180° Vime to
proto, Ze miZeme chdpati trojrozmérné a muzZeme tedy ciniti
rozdil mezi rovinou a kouli, coZ pro né neni mozno.
Ovsem logicky by si asi onu predstavu ziskali. To ma své
matematické zdavodnéni, které zde nemiZeme provadéti.)

To, co jsme zde li¢ili, byla vice méné pfesnd analogie
s lvahami, které provadéli naSi matematikové. V celém
onom lideni by bylo nutno jen zaméniti slovo ,koule“ se
slovem ,trojrozmérny prostor“. Takto vSak, jak jsme historii
skepse o V. postuldtu uvedli, je jisté pFistupnéjsi. Proto jsme
pravé tento postup volili.

Pozndmka. Liéeni, které jsme uvedli, vztahovalo se jen k po-
kusim provedenym v dob& minulé. Chtéli-li bychom je rozsifiti i na
dobu pfitomnou, museli bychom postupovati asi takto: Misto V. postuldtu
pastoupi definice rovnobéZnosti smérd (mikoliv pfimek, t j. hlavnich
kruZnic, které rovnobéZny nejsou). Tato definice bude nejdiive zcela
libovolnd. Matematici, vedeni teoretickou zilibou, udaji tfeba nékolik
definici rovnobéinych smérd, z nichZ kaidd povede k jinému pojmu
rovoobéZnosti. (To neni nikterak pfekvapujici. Vidyt i my pod pojmem
rovaoobéZnosti na zemi shrnujeme bezdéky zcela rizné pojmy. Na priklad
vyrok, Ze sméry koleji drahy v koncovych bodech téhoZz praZce jsou
rovnob&iné, znamend zcela jiny pojem rovnobé&znosti, neZ vyrok: Sméry
stind dvou (k zemi kolmych) tyéi jsou rovnobéiné! Teprve moZnost

fedstavy trojrozmérného prostoru, v némi pfedpokliddme splnén V.

uklidiv postulat, dovoluje nam s jistotou Fici, Ze rovnobéznost defino-
vand druhym vyrokem neni nikdy rovnobéZnosti v ,obvykiém* (eukli-
dovském) slova smyslu. Takového korektivu vSak omy hypotetické, dvoj-
rozmé&rné bytosti nemajil) Teprve pozdéji se seznd, Ze mezi viemi ta-
kovymi moZnymi definicemi je jedna tcelnd a sice ta, kterd plyne ze
zdkond fysikdlnich. Tim by se geometrie a fysika nerozluéné spialy
a tak by byla ziskdna moZnost rozhodnouti jinou cestou o tvaru
=Zem&“. (Einsteinova teorie!)

§ 5. Cesty k neeuklidovské geometrii.

1. Stanovisko axiomatické. V predchidzejicim para-
grafu jsem se snaZil ukazati, jak se dospélo ke skepsi o V.
postulaté. Jakmile se tato skepse objevila, bylo nasnadé oce-
kavati, Ze matematici pokusi se sestrojiti geometrie bez
tohoto postulatu. Tak se také stalo. Hned na pocatku se
vBak cesty badateld rozdélily. Jedni nahradili V. postulat
jingm a dospéli tak ke geometriim, kterym duoes Fikame geo-
metrie neenklidovské. Druzi misto V. postulitu nezvo-
lili Zddny jiny a dospéli tak ke geometriim, o nichZ dnes
Tikdme, Ze nejsou euklidovské. My se budeme zabyvati
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jen geometriemi neeuklidovskymi. Cestou, kterou jsem
pravé naznacil k jejich dosaZeni, brala se vétsina matema-
tikd a zvlasté ti, klefi se dnes pokladap za objevitele ne-
euklidovské geometrle, t. j. Lobacevsky a Bolyai. Tak na
piiklad Lobaceuvsky vychazel z pozadavku: ,Bodem a mlmo
pfimku P poloZenym moZno vésti vidy dvé rovnobéiky.
Touto cestou vybudoval uplne _geometrii, ve které je soutet
ihla v trojihelniku mensi nez 180° Ale historie nestast-
nych dikazi V. postulatu ukazuje, jak tato cesta je ob-
tiznd i pro matematlky a tudiZ témét zcela neschiidna pro
laiky. Proto ji nebudeme uzivati.

2. Stanovisko diferencialni. Mnohem snazsi je
cesta, kterou se bral Riemann, kdyZ prvy dokdzal moZnost,
ie v prostoru mizZe soucet thla v trojahelniku byti i vets
nez 180° SpocCiva ve studiu prostoru v nekoneéné malém
(diferencidlnim) okoli bodu. Tento postup je velmi instruk-
tivni, ale je Skoda pouzZivati ho jen k avahdm, kterymi se
.budeme obirati, nebot zahrnuje v sobé i moinosti zcela
jinych geometrii. To znamena, Ze jeho pocetni metody jsou
jisté pro naSe tdely prili§ sloZité. V urcitych ptipadech se
vSak velmi zjednoduSi; pak je na misté pouziti ho i pro
naSe tivahy specialni.

3. Stanovisko Kleinovo. Nasim vychodiskem bude
t. zv. princip Kleiniw, ktery jsme vlastné jiZz aplikovali
v I, 3, odst. 3, kdyZ jsme analyticky vyjadfovali ikol geo-
metrie euklidovské v roviné. Tam jsme dovodili, Ze geo-
metrie euklidovska zabyva se studiem invarianti vzhledem
k transformacim (které ted piSeme v ponékud jiné formé)

3¢c) 'x=1xcos¢+ ysing + ¥, ly=—xsine+ycose+ J

Je nasnadé pojem geometne v roviné zevseobecmtl
tak, Ze misto téchto rovnic specidlnich zavedeme rovnice
obecne]s1

1) X=a,x+a,y+ay, ly=ayx+any+ay,

a fekneme, Ze ilkolem geometrie neeuklidovské (resp.
takové, ktera neni euklidovskad) je studium invariantii vzhle-
dem k témto transformacim. (PFi tom pFedpokladdme, Ze
konstantni koeficienty a,,, a,,, @3, @1, 2, @, jsou takové,
Ze prislusné transformace tvori grupu; VIIL, 5.) Jak je volba
podminek pro koeficienty a dulezitd pro ruzné druhy geo-
metrii, pozname na prikladé s obsahem trojihelnika. Dejme
tomu, Ze definujeme obsah trojihelnika v téchto geometriich
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tak, jako v geometrii euklidovské (§ 3). Determinant, ktery
jej vyjadiuje analyticky, transformuje se totiZ dle rovnice

:xn :yl 1 xy1
X U 1{=(ana.—aaa)|xy,1
X, 'Ya 1 : X3451

Z toho plyne, Ze obsah trojihelnika je jen v takové
geometrii neproménny, jejimZ zdkladem jsou pravé zminéné
transformace, p¥i cemz koeficienty a,;, a5, a;;, @2 jsou va-
zdny podminkou

)y — a8, =1

Jiz z tohoto pfikladu vidime, jak riznou volbou pod-
minek pro koeficienty a obdrzime zcela ruzné geometrie.
Zvolime-li specidlné

a,=cos¢, a,=sing, a;—=—sing, a,;=-cosg,

obdrzime geometrii euklidovskou. Nyni étenaf porozumi jiz
vyznamu principu Kleinova, ktery (ve formé pro nafe tcely
upravené) zni:

. Je ddanarovina a v ni grupa transformaci.
Ukolem geometrie je studovati vztahy, kterése
transformacemi této grupy neméni.

Pfi tom je samoziejmé jednim z prvych itkold stapo-
veni takovych neménicich se vyrazii souradnic dvou bodi
(resp. dvou pfimek), kieré je moZno nazvati analytickym
vyjadFenim ,vzdalenosti dvou boda (resp. ,ihlu“ dvou
primek). To neni sice moZno v kazdé geometrii, ale v geo-
metriich neeuklidovskych (a euklidovske) se ndm to podafi.

V této pridci zvolime grupu transformaci tak, aby soucet
Luhli“ v trojuhelniku byl bud roven #, nebo.mensi nez =,
nebo vEtSi nez .

V prvém pripadé budeme vedeni ke geometriim, jichZ
specidlnim pfipadem je geomefrie euklidovskd. Budeme je
dle Kleina nazyvati geometriemi parabolickymi. V dru-
hém pripadé obdrzime geometrii, kterou zkonstruovali Loba-
cevsky a Bolyai. Tuto geometrii budeme nazyvati s Kleinem
hyperbolickou. V tretim pfipadé dojdeme ke geometrii,
ktera je spojena se jménem Riemannovym. Klein pro ni za-
vedl jméno elipticka4, kterého i my budeme pouZivati.

Klein, kteryv timto zptisobem studoval tyto typy geo-
metrii, poznal, Ze existuje jiny, vyhodnéj§i zpisob jejich
rozeznavani, neZz onen, ktery jsme uvedli. Pfidriime se
tohoto zpusobu, jak ctena¥ pozna v kap. II— VII.

V. Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie. 8 2]



Pozndmka: Chceme-li se Fiditi principem Kleinovym, je vyhodné
éasto zavésti jiné soufadnice, neZ cartézské. Misto abychom bod stano-
vili dvéma ¢éisly, x, y, stanovime jej pomé&rem tFi Cisel, tieba z,:z,: z,.
Pak tikdme, Ze z,, z,, z; jsou homogenni soufadnice bodu. Je ziejmo,
Ze nejen é&fisla zy, 2,, 2, svym pomérem urduji bod, ale i ¢isla g 2,0 2,,
e z, tentyz bod svym pomérem uréuji, jen kdyZz hibovolny koeficient o
je od nuly rdzny. V téchto soufadmicich jsou transformaéni rovnice,
které odpovidaji rovnicim 4), celkem tfi a obecné je midZeme psiti

[4 :Z, =a,z,+a,z,+a,zy

ey=a,z,+ayz;+anz,
Ty —

0'2,=0a3,2,+ Az, + Ay 2,

Jsou-li redlué koeficienty a takového druhu, Ze tyto transformace
tvofi grupu, a je-li jich privé osm nezavislych, Fikdme, Ze tato grupa
je obecnou grupou projektivnich transformaci, nebo téZ obecnou
grupou projektivni.



Kapitola Il

FORMULACE PROBLEMU.

§ 1. Pohyb euklidovsky.

V odstavcich predchézejicich jsme zhruba naznadili
ceslu, jakou se budeme brati, abychom dospéli ke geometrii
neeuklidovské. Jest zfejmo, Ze si musime nejdfive ujasniti
pojem geometrie euklidovské. K tomu téelu odvodime
nejdfive definici pohybu euklidovského v roviné,
poté budeme formulovati problém, co jest geometrie
euklidovska. To jest obsahem prvych dvou paragrafi
této kapitoly. ZevSeobecnénim problému pravé naznaceného
dospéjeme k definici geometrie neeuklidovské.

Nejdrive tedy k definici pohybu euklidovského! Ve
shodé s vyvody odstavei pfedchazejicich dospéjeme k nému
tak, Ze najdeme podgrupu projektivni grupy transformaci
(VIII, 5), ktera reprodukuje dvojici bodu isotropickych. Uva-
zujme tedy projektivni grupu transformaci v roviné

1 e ;;. = Zu il _':: gu X+ a, ;J (a; konst. redlné, i,j=1,2,3)
@ X3 =0ay X, n¥ T Apn Xy i
0 /Xy =a,, X, + a5, X, + @y, X, (¢ ¥ 0 koef. imérnosti)
o determinantu D rizném od nuly

a,,dy,a;y
ay, a,; Gy
ay, @y, dyy

2) D=

Pri tom ¢isla x;, x;, x; urduji svym pomérem jeden bod.
(Souradnice projektivni, trimetrické. Viz VIII, 3 a VIII, 5,
konec.) Necht tato grupa reprodukuje dvojici bodi z a ¢
o soufadnicich

z(1,,0) resp. #(1,— i, 0) (i=V=1)
PFi vhodné volbé soufadného trojihelnika a jednotko-
vého bodu miZeme vidy dosihnouti, Ze —zi, 2 resp. i,
23 2 t,
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% jsou pravothlymi cartézskymi souradnicemi bodu 2 resp. Z.
8
Pak jsou tedy body z, f body isotropickymi. Zminéna repro-
dukce je ziejmé moind dvéma zpusoby. Bud
bod z prejde v z a bod ¢ v bod ¢, nebo

bod z piejde v f a bod # v bod z.

Dle toho musime uvaZovati bud rovnice
3a) Iz 1z, lzy=2,:2,: 2, =ttt
nebo
3b) 12,02, 25 =1,: 4,1 £y, it 'ty =12,:2,:24
UkazZeme vS8ak, Ze o obou pfiipadech moZno uvazovati
soucasné. Dosadme do rovnic 3) soufadnice bodi z a ¢

a soucasné uvaime, Ze soufradnice bodd ‘'z a 't musi vy-
hovovati rovnicim 1). Ziskdme timto zpiisobem rovnice

1 _ay+tayi 1 a,—a,i
4a) i ayta,i’ i aQy, — a1
_l_an"‘ani _1_=au_'aui
40) i aytayt’ i @y — ay i
4c) a3, =ay=0
Rovnice 4a), b) miZeme psati
5a) (ap—ay) i+ (@, +a)=0, (@y—a,)i—(a; +ay)=0
5b) —(ay+ay,) i+ (a;—a,)=0, —(@u+ay))i—(a,—a,)=0
Skytaji ndm FeSeni
6a) a3y = dyy, —ay=++a,
6b) — 3=+ ay,, Ay, = Ay,
jez muZeme spojiti zavedenim symbolu ¢ = =*1.
7 a,, =€y, Ay, =--¢a, ")
MizZeme tak soucasné studovati obé mozZnosti. — Rov-
nice pfimky body z a ¢ jest (VIII, 3, 17)
8) x,=0.

JeZto piimka jest uréena pravé dvéma body, treba z
a t, a tato dvojice se reprodukuje, musisei pfimka x;=0
reprodukovati pti transformaci 1).

. ') V obou rovnicich plati souasné tiZ hodnota . Bud tedy sou-
¢asné ¢= -} 1 nebo soudasnd ¢= —1. ’ '
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V rovnicich 1) vystupuje sice devét koeficientii a. Jeito
viak bod jest urlen pomérem svych soufadnic, jest
v téchto rovnicich podstatny téZ jen pomér onéch deviti
koeficientt (VII, 4, konec). MiiZieme tedy vidy vhodnou
volbou jednoho z nich dosahnouti toho, Ze determinant D,
ktery dle nasi suposice jest rozdilny od nuly, bude roven
prave «:

9) D=

-

a,,a,;4a,
Ay Qg3 Ay
Q31 A3y gy

= ¢

Rovnice 4c), 7), 9), jichZ je pét, uréuji pét podminek
pro devét koeficienti. To znamend, Ze se ndm podafi vy-
jadriti téchto deveét koeficienti pomoci ¢ty¥? udaju. Vy-
slednd grupa transformaci, kterd jest podgrupou projek-
tivnich transformaci (VIII, 5), bude tedy c¢tyfmocna G.?)
Koeficienty a vyjadfime pomoci étyf ddaja takto:

Dosadime hodnoty z rovnic 4c) a 7) do rovnice 9). Tak

obdrZime .
e(ady, +aty) ay =«

Vzhledem k (VIII, 1, 3) maZeme tedy poloZiti

!
-4
Ay =¢edyp=--Co5¢

" ' Y [ — 1
£ . E, &, & — :t

aQy,=—¢ta,=-—8ing e ¢, )
P

ay; = ¢* (> 0)

Smluvime se na tom, Ze ¢ miZe probihati hodnoty
0...2n. Pak dosahneme vSech moZnych kombinaci znamének
v plredchazejicich rovnicich, i kdyZz poloZime ¢ =¢" = 4 1.
Za tohoto ptredpokladu mizeme tedy psati

cos ¢
allzfazizT
sin ¢
Q= —¢&ay =
ayu=c*(>0)

Tak zavedli jsme dva nové udaje, jimiz jsme vyjadfili
koeficienty a,;, a5, a3, a3, , ags. Zbyvajici koeficienty a;q, s

2) Ze tato grupa musi byti étyfmocnd, plyne z nésledujici ivahy:
Projektivnich transformaci jest celkem oo® (VIIL, 4). Bodd v roviné jest
oo? a tudiZ pdrid bodd co'. Musi tedy byti pravé oo* transformaci pro-
jektivnich, které reprodukuji libovolny pir bodd. Tim mame zarudeno,
ze podminka reprodukce bodd z, f neskytd jiz jinych relaci pro koefi-
cienty a, neZ takové, jeZ by bylo lze z rovnic 4c), 7) odvoditi.

~
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miZeme pokléddati za posledni dva ze étyF zminénych tdajo.
Dosazenim téchto hodnot do rovnic 1) ziskdme rovnice trans-
formaci ve tvaru

1 :
e'x,=—(cosg x, +sin¢ x,) + @ x
I3

10 i
) Q'xzz—z-(—smwx.+C°5"’x2)+a‘ﬂx=’

o 'xy=clx,

Projektivni grupa Gytransformaci 10) je éty#-
mocné a reprodukuje dvojici bodu

z(1::0)- t(l:—1i:0) -

Tato grupa je podgrupou projektivni grupy
osmimocné G,
Z grupy G, odvodime dvé diileZité podgrupy poZadavky
c=1, resp. ¢ =0

Obdrzime tak

o'x = +a;x

@'X, = co8 ¢ X, + 8in ¢ X, + a,5 x; 'Y 1373
11) o'xy,=s(—sinex, + cos ¢ X,) 4 ayy Xy, Tesp. 12) ,  ¢x,

0 X=X, e xz—"c—' Fa,x;
o'x;=c'x,

Vime, Ze nehomogenni soufadnice cartézské jsoy zvlast-
nim ptipadem projektivnich soutadnic (VIII, 5). Je-li pfimka
x; =0 zakladniho trojihelnika soutadného v nekoneénu,
muZeme pfimo poloZiti pfi vhodné volbé jednotkového bodu

X X,

13) x=2 x

kde x, y znamepaji soufadnice cartézské. Délenim prvych
dvou rovnic 11) resp. 12) tieti rovnici z 11) resp. 12) ziskame.
vzhledem k 13)

‘x=co8ex-+singy—+a,
14) 'y = ¢ (— sin : x4+ cos?; Y+ aam + Tesp.

X
Iy —
x—ca-i—a

£y
'y= ped +0b

15) (a, b, konst, re4lné)

Jsou-li x, y pravoihlé soufadnice, pak rovnice 14) pfed-
stavuji obecné pohyb v roviné euklidovské, kratce pohyb

26



euklidovsky. (Pro e= + 1 otlaCeni a posunuti, pro
¢= — 1 otaceni, posunuti a zrcadleni.) Rovnice 15) vedou
k podobnosti a posunuti pro e=-+4 1. Pro é=—1 vedou
k zrcadlové podobnosti a posunuti. Jsou-li cartézské sourad-
nice pravoiihlé, body z a £ stanou se body isotropickymi
v nekoneénu.

Ziskané vysledky muZeme shrnouti ve véty:

Euklidovsky pohyb vyjddten je trojmocnou
projektivni grupovu, ktera reprodukuje dvojici
bodu isotropickych.

Kazdy pohyb euklidovsky je takovou pro-
jektivni transformaci, ale kazda projektivni
grupa transformaci, ktera reprodukuje dvojici
bodu isotropickych, neni nutné pohybem, nebot
i transformace vedouci k podobnosti tuto dvo-
jici bodd reprodukuje.

V grupé G, projektivnich transformaci je tedy pohyb
euklidovsky charakterisovdn transformacemi, které zacho-
vavaji délky, obsahy a 1hly transformovanych tvard. Po-
dobnost je charakterisovdna transformacemi grupy Gy, které
zachovavaji sice uhly dtvard transformovanych, ale délky,
neb obsahy méni ve stdlém poméru. (To znamena: Je-li na
priklad pomér libovolnych dvou si odpovidajicich délek
dtvaru puvodniho a transformovaného 2:3, je pomeér kaz-
dych dvou si odpovidajicich délek v téchto utvarech 2:3,
kdeZto obsahy obou téchto rovinnych ittvart jsou v po-
méru 22:32%)

MozZnost podobnych obrazei je, jak pozdéji uvidime,
jednim charakteristickym znakem geometrie euklidovské,
nebo, jak téZ Tikdme, roviny euklidovské. Poznéme sice
pozdéji i jiné geometrie (VII), které dovoluji obrazce po-
dobné, ale ty se lisi zdsadné od geometrie euklidovské ji-
nymi znaky. (Rovina Minkowskiho.)

Pozndmka. Vhodnou volbou soufadného systému podafilo
se ndm interpretovali rovamice 11), 12) jako rovnice euklidovského po-
hybu, resp. podobnosti. Ponechime-li obecny systém soufadny (L j.
nejsou-li % , ":—’ pravotihlé soutaduaice cartézské), obdriime obecné jinou

3
interpretaci rovmic 11), 12). Body z, f nejsou vice body isotropickymi.
Ale pfi jisté opatrnosti miZeme vysledky ziskané pro specidlni sourad-
nice aplikovati na tento obecny pfipad, zaménime-li slova ,body iso-
tropické“ slovy ,imagindrnd sdruzené body z a r“ (VIII, 3).
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§ 2. Ukol geometrie euklidovské.

Nyni jsme si vie pfipravili, abychom mohli formulovati
ukol geometrie euklidovské. JiZ dFive jsme upozoriiovali na
tikoly elementirni geometrie na stfedni skole. Tato elemen-
tarni geometrie studuje vlastnosti obrazei, které se nemeéni
pohybem, a vlastnosti dtvari podobnych. Do prvni skupiny
mizeme na priklad zafaditi obvody a obsahy trojuhelniku,
étvercii, obdélnikii, mnohotihelnikn, nékterych jednodussich
kfivek atp. Do skupiny druhé patfi poucky o podobnych
trojihelnicich, kruZnicich atd. v

K tomu nyni nutno priéisti problémy diferencidlni geo-
metrie, ktera studuje kfivosti kfivek obecnych, a dile nékteré
ikoly algebraické geometrie (na priklad poéet pruseciki libo-
volné primky s danou k¥ivkou, tvary kiivek atd.). Rovnéz sem
patii nékteré ivahy poétu integralniho o obsahu ktivek.
VSechny zde naznacené problémy tykaji se vlastnosti, které se
nemeéni pohybem, %) pfipadné vlastnosti, spoleénych ttvarim
podobnym. Pohyb a podobnost jsou v3ak vyjadfeny rov-
nicemi 14), 15). TudiZz vlastnosti, které studuje geometrie
euklidovska, neméni se pti transformacich 14), 15). Takovym
vlastnostem, které se neméni pfi uréitych transformacich,
Fikdme vlastnosti invariantni vzhledem k témto trans-
formacim, a matematickému vyjadieni téchto invariantnich
vlastnosti Fikdme invarianty prisluSnych transformaci
(VII, 5). Invarianty rovnic 14) jsou tak zvané invarianty
pohybové, invarianty transformaci 15) nazyvame inva-
rianty podobnosti. Vzhledem k tomu, co jsme pravé uvedli
o ukolech geometrie euklidovské, miuZeme Fici, Ze tato
geometrie hledad invarianty pohybové a invarianty podob-
nosti danych ttvari. Teorie, ktera se zabyva hleddnim in-
variantd, nazyva se teorie invariantd. MiZeme podle toho
Fici, Ze geometrie euklidovské je teorii invarianti pohybu
a invarianti podobnosti.*) Tento duleZity poznatek budeme
vyslovné formulovati. Vzhledem k tomu, Ze transformace
pohybové a podobnosti jsou obsazeny v rovnicich transformaci
10) grupy G,, miuZeme Fici:

%) Tim nemd4 byti fedeno, Ze tyto vlastnosti se neméni jen pohybem!
Mize se stdti, Ze nékteré z nich nemdni se ani pfi transformaci pro-
jektivni,

- %) Piefazeni geometrie do teorie invarianti neni pouze slovni,
Mi svitj hluboky vyznam, nebof teorie invariantd a bad4nt geometrickd
déla se dfive Gplné nezdvisle. ObS discipliny se rozvijely, aniZ by byly
u\dria_gegy v sonstavnou souvislost. Metody obou disciplin byly zcela
odliéné.
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Euklidovskad geometrie v roviné zabyva se
studiem invarianti vzhledem ke grupé trans-
formaci, kterd reprodukuje dvojici bodu iso-
tropickych.

Tato grupa G, jest podgrupou projektivni grupy G,.
Podle toho jest moZno definici hofejsi nahraditi nasledujici:

Euklidovska geometrie v roviné je teorii
invariantd takové étyrmoecné podgrupy pro-
jektivni grupy, kterd reprodukuje dvojici bodu
isotropickych.

Nyni jest pomérné jiZ snadnd cesta ke geometrii ne-
euklidovské zevSeobecnénim definice predchazejici. Drive
vSak, neZ se ji budeme obirati, je nutno odstraniti jednu
dulezitou zasadni namitku. To udinime v paragrafu ndsle-
dujicim.

§ 3. Projektivni Skala.

Posledni definici euklidovské geometrie v paragrafu pied-
chazejicim zafadili jsme tuto jako zvlastni odvétvi do geo-
metrie projektivni. %) V této geometrii neni méfeni v obvyklém
smyslu slova,, t. . méfeni euklidovského. Pres to viak éisla
X;, Xz, X3 musi svym pomérem urcovati bod, maji-li miti
geometricky vyznam. Namitka, o které byla fe¢ v § pred-
chazejicim, dd se tedy formulovati takto:

‘Ma-li posledni definice euklidovské geo-
metrie v paragrafu ptedchazejicim miti smysl,
musime védéti, jakym zptisobem trojici disel
X, :Xy:x3 pritadime bod v roviné bez méfeni
euklidovského.

Ze tato namitka neni zbyteén4, presvéd¢i se ¢tenar sam.
Zdénlivé jest totiZ odpovéd na ni velmi jednoducha: Cisla
X, X3, X3 jsou vlastné nasobky vzdalenosti bodu od stran
(VIIL, 3, odst. 2) zakladniho trojuhelnika. Jsou-li tyto veliéiny
diny, muZeme tedy elementdrni konstrukei sestrojiti bod
X1 X X!

Chyba této odpovédi tkvi v tom, Ze operuje s obvyklym
pojmem vzdalenosti, ktera jest euklidovska.

*) Geometrie projektivni zabyvd se studiem invarianti vzhledem ke
grupé projektivni G, traosformaci 1). Ostatné viz § nasledajici.
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V nasledujicich fadcich odstranime svrchu uvedenou
namitku tak, Ze ukdZeme, jak je moZzno k poméru x; : x5 : x5
sestrojiti bod bez pouZiti pojmi metrickych. Konstrukce ta
v podstaté pochazi od Mobiusa a nazyva se konstrukce sitova.
Pri této konstrukei omezime se na pomeér x;: x,:x3 racio-

nalni.®)

Nejdiive ukdZeme, jak v euklidovské roviné soufad-
L.X X 5 vy 1o v
nicim —! = x, =% = y miZeme pFifaditi bod bez mé&Feni,

X
dee jest bod. jednotkovy .J.

8
jen kdyz vime,

Obr. 1a). Obr. 1b).

Budtez na obraze 1a) ptimky X a Y souradné osy car-
tézské, bod J bodem jednotkovym. Spojenim bodu J s ubéz-
nym %) bodem &'y, pfimky Y ziskdme pFimku, kterd protne

X v bodé b, o soutadnicich L - 1, % = 0. Podobné ziskdme

X3 8
bod b, o soutadnicich (0, 1). Spojime-li ubéZny bod e pFimky
E s bodem J, ziskime primku, ktera protne osy v bodech
b, (2, 0), by’ (0, 2). Pokracujeme-li tak dale, ziskdme na ose
X body b,, by, bg, by, ... bm,... 0 soutadnicich (1, 0), (2, 0),
3,0,40... (m0)...,, a na ose Y body &y, &, b,
b, ... b ... o soutadnicich (0, 1), (0, 2), (0,3), (0,4)...

(0, n)... Mame-li nyni sestrojiti bod o soufadnicich %zm,
R
%) Jest moZno v3ak dokézati, Ze uvedenou konstrukci miZeme
v naSem pfipadd i irraciopdlnimu poméru x,: x,: X, pfifaditi bod.
6a) Prozatim uZivime oznaleni ,1ibéZny“ bod pro bod na pfimce
»v nekoneénu®. Pfesnou definici a nizev obvykly v analytické geometrii
(,nevlastni bod“) viz v (III, 4).
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X, A . wot e

x_2 =n (m, n cela ¢isla), stanovime prisefik pfimek &', bm
8

a by b'n. Ten ma udané soutadnice. Takovym zpisobem

. aers . vy x
miZeme sestrojiti bod v roviné, jehoZ souradmcexz—x—l,

8
yzﬂjsou celd Cisla. Tuto zcela elementdrni konstrukei
8

nemusime dile provadéti. Obritime se hned k zobrazeni
bodu, jichz soufadnice jsou ¢isla lomend, na piiklad

%: %, % = %, kde m a n jsou cela éisla. (Obr. 1b.)

] 3

Sestrojime nejdfive bod J’ o0 soufadnicich L R i, X2 l
X3 2’ x3 2

Uzitim tohoto pak miZeme sestrojiti bod (221—, %) zcela ob-

dobné, jako v pfipadé predchazejicim jsme uZitim bodu J-
stanovili bod (m, n). Bod J' sestrojime snadno podle obrazku
1b). Nyni snad jiz je zfejmo, jak ke tfem celym ¢islim m,
n, p sestrojime bod, jehoZ cartézské soutadnice jsou% = —T—,'

x, n 3 P

Xg p
Vsimnéme si jesté jedné véci. BudiZ a néjaky libovolny
bod o cartézskych soufadnicich ﬁ, Xz Tyto soutadnice mu-
7eme interpretovati uZitim dvojpoméra. Tak na priklad je
X1

= (0boo xb)), (V111, 5, pozn.)

kde x znaéi bod na ose X o soufadnicich (%.O),a podobné
8

5 — (ob'oo yb'y),
X3

pri ¢emZz y zna¢i bod na ose Y o soufadnicich (O, %) Tyto
8
dvojpoméry mizZeme téZ vyjadFiti uZitim dvojpoméru pfimek.
Tak na priklad jest
(:_: :) (0bxo xb)) = by | (0 @)

To znamena: dvojpomér (ob., xb;) je roven dvojpoméru
primek, které z bodu &', promitaji body o, b, a, J. Podobné
jest
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(% :) (0b%o yb') = boo | (0bo a).
3

Analogickou konstrukei pro\bod o racionidlném poméru
souradnic x, : x, : x; provedeme nyni pro ptipad, Ze soufadny
trojuhelnik je XYZ (obr. 2a2). Pri tom predpokladdame, Ze
jeho vrcholy maji soufadnice

O... X,:X;:%;=0:0:1
b... x:x,:%,=1:0:0
b...x:x,:x6,=0:1:0

Uzijeme k tomu téchto vét:

»dsou-li dvé roviny 2 a 2" projektivné piibuzné (VIII, 4),
pak libovolnému bodu roviny 2 odpovida jeden a jen jeden
bod roviny 2 (a obracené), libovolné pfimce roviny 2 od-

° b b,
Obr. 2a).

povida jedna a jen jedna pfimka roviny 2’ (a obrécené)
a dvojpomér libovolnych étyF bodd, neb pFimek roviny 2
je roven dvojpoméru odpovidajicich étyf bodii, neb pfimek
roviny 2'.*“ ‘

»,Dvé roviny uéinime projektivné p¥ibuzné, pFifadime-li
étyfem libovolnym bodim (z nichZ Zadné t¥i neleZi na primce)
roviny X étyFi libovolné body (z nichZz Zadné tii neleZi na
pfimce) roviny 2".“
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Pak totiZ miZeme podle prvé véty sestrojiti vZdy k libo-
volnému bodu roviny 2 odpovidajici bod roviny 2’. — K témto
dvéma vétim pFipojime jeSté tieti.

,Projektivni soufadnice néjakého bodu miZeme vidy
vyjadtiti uzitim dvojpoméru piimek, které jsou uréeny bodem
zkoumanym, vrcholy soufadného trojiihelnika a bodem jed-
notkovym®“ (VIII, 5, konec).

V téchto tfech vétach je jiZ skryt postup, kterym se
budeme brati. Nejdfive si myslime rovinu obrazu 1a) (kterou
nazveme 2) projektivné pfifazenou roviné obrazu 2a) (kterou
nazveme 2’). Projektivni pFibuznost obou rovin ziskame tak,
Ze bodim o, b, ', J roviny 2 prifadime body o,b,d’,J

" v a. Xy Xg o vo. « v
roviny 2. Soutadnice —x—l, x_2 kaZdého z téchto &tyt stejnd
8 3

oznacenych bodil jsou v obou rovinach stejné. Mdme-li nyni
v roviné 2’ sestrojiti bod a o soufadnicich

X1 X i Xa=m:n:p (m, n, p celd &isla)

sestrojime zptsobem dfive naznafenym v roviné 2 bod a,
jehoZ soufadnice jsou %=E4, %=% Tomuto bodu pfi-
fadime bod a v roviné BZ’. Jeho Srojektivni souradnice musi
byti pravé %=ﬂ, * -2 7o snadno nahlédneme, uva-
Zime-li, Ze ’
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v 3. X X s x oy e R
4a) soufadnice ?1, “2 bodu v rovind 2 miZeme vyjadriti

) . Y3 X3
dvojpoméry
m_\ 5y L, . !
(B=) 2=t boo a), (5 =) 2= b0t (o0l

b) pFimky b, 0, b, 0, by booy b @, b @, b, b, J TOVinY 2
odpovidaji v projektivni pfibuznosti obou rovin pfimkam
XY, Z,bVa=P,ba=P,bJ=1LbJ=TI v roviné 3’
a tudiz

¢) dvojpoméry
bag | (0bas aJ) =(YZP'T), by, | (0o aJ) = (XZPI)

Ale dvojpoméry (YZP'I'), (XZPI) vyjadiuji pravé pro-
jektivni soufadnice bodu a v roviné 2’. Skutecéné tedy sou-
fadnice bodu a jsou praveé

X :X i Xy =m:n:p

Sestrojime tedy nejdfive v roviné 2’ body by, b,,...;
by, b'... 0 souFadnicich projektivnich (0:0:9), (20:0:0),...;
0:0:0), 0:20:9),... (¢+0). Body &y, b, obdriime jako
priseciky ptimek bJ,b'J s osami Y, X.7) Body &'y, b, ob-
drZzime jako pruseéiky pfimky Je s osami Y, X. Pfi tom bod
e je priiseCikem piimky &, &', s osou Z a J bod jednotkovy.

Sestrojivie timto zplisobem body b,, by....; b, b's...,
miZeme jich uzitim snadno sestrojiti body, které maji sou-

Tadnice
X iXixy=m:n:1 (m, n celd Cisla)

Tak na pfiklad body o souradnicich
XiiX1x;=2:1:1, XXX =2:2:1
jsou pruseciky primek
bb/ab'b,  bb'ab'b,
Abychom sestrojili bod o souradnicich m:n:2, stano-
vime nejdiive bod J', o souFadnicich 1:1:2 (obr. 2b). Ctendt
jisté z analogie obr. 1 pochopi jeho konstrukei v obr. 25.

UzZitim tohoto bodu stanovime bod o soufadnicich m:n:2
analogicky tak, jako jsme uzitim bodu J v obr. 2a stano-

) Doporucuji &tendfi, aby alespoh v tomto pFipadé se poéetnd pie-
8védéil, Ze body b,, b’, takto ziskané maji skute¢nd soufadnice

b,(1:0:1), &,(0:1:1)
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vili bod o soutadnicich m: n:1. Pokracujice tak daile, zis-
kame koneéné konstrukci bodu o soufradnicich

X, iX3:X;,=m:n:p (m, n, p celd ¢isla)

Takto jsme tedy racionalnimu poméru m: n:p ptiradili
jisty bod v roviné =’ bez obvyklého (euklidovského) meé-
feni a bez uZiti pojmu rovnobéiek a tedy i bez uziti V.
postulatu Euklidova. Zbyvalo by jeSté dokazati, Ze i v pfi-
padé irracionalniho poméru m : n: p miZeme v roviné X’ na-
jiti odpovidajici bod. To v3ak presahuje meze této — vice
méné popularni — kniZky a proto se timto dikazem nebu-
deme zabyvati, a ndmitku, na pocatku tohoto paragrafu
udinénou, budeme povazovati za odstranénou.®)

Pozndmka: Tuto ndmitku uéinil prvy Cayley. JeZto nevédél,

jak ji odstraniti, zdrdhal se interpretovati svoje uvahy ,Sixth memoir
upon quantics“ (1859) jako divahy o neeuklidovské geometrii.

§ 4. Definice geometrie neeuklidovské.

Podobné, jako jsme ve druhém paragrafu definovali
geometrii euklidovskou, miZeme nyni definovati geometrie,
které€ jsou jiné neZ euklidovské.

. Geometrie, ktera studuje invarianty vzhledem
ke kazdé jiné grupé, neZ je grupa transformaci, re-
produkujicidvojici boduisotropickych, jejinda neZ
euklidovska (Toto jest v podstaté t. zv. princip Kleiniiv.)
Z této definice je zfejmo, Ze existuje veliké mnoZstvi geo-
metrii podle toho, jaka grupa jest povaZovana za zaklad
pro prisluSnou teorii invarianti. Zminime se zde alespon
jménem o nékterych nejdulezitéjSich. Tak v prvé Fadé jest
geometrie projektivni. Ta studuje vlastnosti atvari, které
se neméni pfi grupé Gy projektivnich transformaci. Je tedy
ekvivalentni s teorii projektivnich invarianta (VII, b)
a je to, s tohoto hlediska, geometrie nejobecnéjsi. Méné
obecna jest jiz geometrie affinni. Podkladem jejim jest
grupa G, projektivnich transformaci, které reprodukuji danou
primku (zpravidla to byva pfimka ib&Znd). Studium inva-
riantd affinnich jest jejim ukolem. Kdyz pfedpoklddame,
Ze body samodruiné na této pevné piimce v nekoneénu
jsou pravé body isotropické, obdrzime grupu G,, vedouci

€) V tomto paragrafu jeme mliky pFedpoklidali splnénu v&tu Desar-
guesovu, kterd je pfirovinnych tivahdch postuldtem. Je moZno ji dokd-
zati jen uvZitim prostorovych konstrukci. Jako postulat pro rovinnou geo-
metrii vyslovil ji Klein.
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ke geometrii euklidovské.?) Jina geometrie, ktera jest v pod-
state geometrii Laguerrevvou, studuje invarianty vzhledem
ke grupé transformaci 1) (pfi ¢ = 1), které reprodukuji vyraz
x} + x3 — x}. (Zmihujeme se zde o ni proto, Ze jeji vysled

mozZno bez obtiZi aplikovati na prostor Minkovskiho (VII),
ktery je tak dilezity ve specialni teorii relativity.) ,

Takovym zpiisobem mohli bychom do nekoneéna voliti
urcité grupy a prisluSnou jim teorii invarianti prohlasiti
za geometrii. My si z téchto grup vybereme ty, které v jistém
smyslu stoji nejblize grupé geometrie euklidovské. K tomu
cili uvédomime si, Ze body isotropické jsou vlastné slo-
Zenou (VII, 6, odst. 4) kuZeloseckou. Grupa, kterd jest
podkladem geometrie euklidovské, reprodukuje tedy slo-
Zzenou kuzelosecku. Jest nasnadé zevSeobecniti eukli-
dovskou geometrii tak, Ze zvolime za zdklad grupu, které
reprodukuje obecnoukuzelosecéku (jez ve zvlastnim
pfipadé muZe byti i kuZeloseékou sloZenou). Takova grupa
bude podkladem nasich tivah:

Budeme se zabyvati geometrii, jejimz
dikolem je studium invariantd vzhledem k pro-
jektivni grupé, kterareprodukujedanoukuzZelo-
setku. Takovou geometrii nazveme neeukli-
dovskou.

Pri tom pod slovem ,kuZelosecka“ budeme vidy roz-
uméti je n priseénou kfivkuredlné rovinysrealnou
plochou druhého stupné.

Na prvy pohled jest patrno, Ze jsou mozné tfi druhy
takovych geometrii podle toho, je-li pTislufnd kuZelosecka

A) redlna jednoduch4,

B) imagindrnd jednoduché,

C) sloZena (realna nebo imaginarna).

Geometrii sub 4) nazyvdme geometrii hyperbolickou,
geometrii sub B) eliptickou a koneéné geometrii sub C)
parabolickou. V geometriich parabolickych jest obsazena
geometrie euklidovskd jako zvlastni pripad.

%) Projektivnim invariantem jest na ptriklad rovnice, vyjadfujici,
%e dva sméry jsou sdruZeny vzhledem k uréité kuZeloseéce. Affinnim
invariantem je tfeba rovnice, ktera vyjadiuje, Ze sdruZené sméry ke
viem smérdm libovolné paraboly jsou rovnobézné. Euklidovsky inva-
riant jest rovnice, kterd uruje, kdy dva sméry sdruiené vzhledem
k libovolné kuZeloseice json kolmé. — Definice geometrii, udanych
v textu, daji se oviem rozZifiti bez obtiZi na prostor (VII, 5).
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Veskeré pripady zde uvedené probereme. PTi tom po-
éneme geometrii v idtvaru jednorozmérném (t. j. fada bodi
na piimce nebo svazek pfimek bodem). To ma svoje divody.
Nebot v geometrii titvaru jednorozmérného budeme — ve shodé
s hotejsi definici — zadati, aby dva jeho elementy (t. j. body
pa primce, resp. paprsky ve svazku) se reprodukovaly.
Totéz vSak Zadali jsme pfi odvozovani geometrie euklidovské
v roviné. Jisté tedy budou nékteré vysledky téchto geo-
metrii alesponn formalné upominati na pfislusné problémy
geometrie euklidovské. Vzorec Laguerreidv je toho nejlepSim
dokladem. Odvodime jej v nasledujici kapitole.

V. Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie. 4



Kapitola IIL

JEDNOROZMERNY UTVAR NEEUKLI-
DOVSKY.

§ 1. Vzorec Laguerredv a jeho interpretace.

V této kapitole budeme se zabyvati geometrii neeukli-
dovskou na primce, resp. ve svazku paprski bodem. Bude
jisté lep§imu porozumeéni na prospéch zaéiti s tivahami,
které sice nejsou zcela obecné, ale maji tu vyhodu, Ze je
mizZeme aplikovati jak na geometrii euklidovskou, tak na
geometrii neeuklidovskou. Nejvice prileZitosti k takovym
oboustrannym tivaham skyta vzorec Laguerreilv, vyjadtujici
tihel dvou pFimek.

UvaZujme svazek pFimek P, prochizejicich néjakym
pevnym bodem p. Jednotlivé primky v tomto svazku ozna-
éime 1P, 2P, 8P..., obecné ‘P, P. Libovolni pfimka /P to-
hoto svazku budiZ uréena tdhlem, ktery svird s primkou °P,
,primkou zikladni“. Uhel ten oznadime ¢;. MliZeme tedy za
soufadnice pfimky P ve svazku vziti pomér veli¢in

x,=asin¢j X, =0 cosg;,
kde o jest libovoln4, od nuly riznd konstanta, Pak skuteéné
Xi x . . . ~ -
x—l urCuje pfimku jednoznaéné. V tomto svazku pFimek

2 . .
muizZeme kazdé pfimce /P priraditi primku “P, ktera z této
vznikne otocenim o néjaky — pro vSechny primky /P stejny
— thel. Jiz v predchézejici kapitole jsme dovodili, Ze kazdy
euklidovsky pohyb je vyjddfen projektivni transformaci,
ktera reprodukuje dvojici bodi isotropickych. Vysledky tam
odvozené platily pro obor ternarni (t. j. pro obor tri
homogennich soufadnic x;, X;, x3 (VIIL, 3)). Jsou v8ak pfi
vhodné interpretaci platny i pro obor binarni (t. j. pro
obor dvou homogennich soufadnic x;, x;). Jeito v naSem
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pfipadé se jednd jen o otdceni pfimek kol pevného
bodu, je zFejmo, Ze p¥i tomto pohybu reprodukuji se
pfimky isotropické, které spojuji pevny bod s body
isotropickymi. Je tedy otdceni projektivni transformaci

p eM=duntdnts (D—ayay—anda=1, ¢F0koet imérn),
ktera reprodukuje pfimky isotropické o rovnici

2) x4 x5, =0

(O transformacich, vedoucich k podobnosti, se v naSem pfi-
padé nemuZe jednati.) Refenim rovnice 2) obdrZime p¥imky
isotropické Z, T o soufadnicich

Z....oz,=1, 0z, =1 T....ot,=1, pty =—1

Zvolme nyni dvé libovolné pfimky 'P, 2P ve svazku
o soufadnicich
P (x,y x,) Py, y)

a stanovme dvojpomér (*P2PZ T) (VIII, b, 26). Vime, Ze
jest dan rovnici

’ I X, X, ' /N yn!

(\PPZT)= [xiz] (gt _ (22|l 4t

Wzl [x 8] (g
2,1 2; X))

Dosazenim soutadnic p¥imek P, 2P, Z, T do této rovnice
ziskame
3 \PIPZT) — xlyl.+xﬂy2_l'(xly2—x2yl)
) ( D X+ XY+ i(x Y —Xag1)

Oznaéme w,; Ghel primek 1P, 2P. Jezto muZeme poloZiti

x, = osin ¢, Y, =0'sin g, 0. o —
Xx,=oacosq,’ y,=—od cosg,’ G

obdrZime dosazenim do 3)
(PPZT)= coBw,, —isinw,; 1)

cos w,; + isin w,,

Tato rovnice se zjednodusi na

e— T,

(FPZT) = — — g—2twn
(vzhledem k VI, 1, 3).

) Pro pohodli étendfovo uvddim vzorce, jichZ pfi tomto dosazeni
nutno pouiiti:

cos (1,—9) = €08 w,;, = €08 ¢, €08 9, + 8in 9, sin ¢,
sin (¢, — ¢,) = sin w,, = sin ¢, cos 9, — co8 ¢, 8in ¢,
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Jejim logaritmovéanim obdrzZime

log ("\P*PZT)=—2iw,,
neboli

4 wy,= 5 log (‘P*PZT)

To jest vzorec Laguerreitv, vyjadiujici thel dvou pti-
mek uZitim dvojpoméru, ktery tvoii tyto dvé primky a
primky isotropické. Dvojpomér jest projektivnim invarian-
tem (VIII, 5) a tim spi§e tedy invariantem vzhledem k ota-
eni, které jest specidlni projektivni transformaci.?) Z ele-
mentarni geometrie jest znamo, Ze horni mez hodnoty tihlu
ve svazku primek jest
5) ©, =7

Dale vi 7 1 - oy
'P, 2P, 31% :zl;?lg’y ze plati mezi ubly w, wg, wys primek

6) @y + Wy = w4y, O = Wy = wgy =03 Wij = — @y

Rovnice 4), 5), 6) poskytnou ndm zajimavy vysledek pfi
];iiné interpretaci vzorce Laguerreova, kterou ihned prove-

eme.

AzZ dosud soufadnice x;, x; znamenaly ndm tdaje pro
pfimky ve svazku. Neni v8ak pFic¢iny, pro kterou bychom je
nemohli interpretovati jako soufadnice bodu na primce!
V poétu se tim nic nezméni, jen interpretace rovnic bude
jina. Tak v prvé fadé transformace 1) znamenaji projektivni
prifazeni bodu na téZe primce. Mohli bychom Fici, Ze zna-
menaji jakysi ,pohyb“ bodu na p¥imce. Jako ,pohyb“ viak
budeme definovati transformace 1) jen tenkrate, kdyz re-
produkuji body, vyhovujici rovnici 2). (Tyto body oviem
nemaji obecné naprosto ni¢eho spoleéného s isotropickymi
body roviny euklidovské.) Pak ale takto definovany pohyb
na pfimce zcela jisté neni euklidovsky, nebot euklidovsky
pohyb na pfimce jest jen posunuti, které reprodukuje jediny
bod na pfimce a to t. zv. bod nevlastni (v. dile § 4). Mu-
7eme si jej vSak snadno zndzorniti takto: Svazek primek
protneme néjakou libovolnou pfimkou, neprochazejici
vrcholem p svazku. Tak obdrZime na pfimce Fadu bodovou.

) To znamend: Sviraji-li dvé pfimky thel w,, a otoéim-li je sou-
¢asné, sviraji po otofeni opét thel w,;,. — Vzorec 4) jest invariantem
vzhledem k obecné transformaci 1). Pfes to vSak pFimky /'P, /1P,
ptimkam 'P, 2P takovou transformaci 1) pfifazené nesviraji Ghel w,,, vidyt
o dhlu v pasem smyslu slova nelze mluviti, nejson-li paprsky Z, T pevné!
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Otadi-li se pfimka svazku, pohybuje se jeji priseéik s onou
pfimkou ,pohybem® pravé definovanym. Funkei w,5 pro-
hldsime za ,vzdalenost dvou bodu. MuZeme tak uéiniti,
nebot tato funkce spliiuje podminky na vzdélenost kladené:
Jest invariantni vzhledem k ,pohybu“, vyhovuje zakladnim
rovnicim 6), které, jak vime, jsou splnény také pro ,oby-
dejnou“ vzdalenost a neni identicky rovna nule pro dva
body. Zajimavé jest, Ze horni mez pro funkei ,vzdalenosti®,
t. j. pro funkeci » na zkoumané pfimce je podle 5) rovna =
anemiuzZe tudiz libovoiné vzristati pro realné
body, jak jsme zvykli u pfimky ,obycejné“ (euklidovské).

Tyto interpretace vzorce 4) poslouzily nidm jako speci-
alni ukazky postupu, kterym moZno dospéti ke geometrii
neeuklidovské. V dalsich paragrafech tento postup zevSe-
obecnime.

§ 2. Tfi druhy neeuklidovské geometrie.

1. Definice. V tomto paragrafu poddme pfesnou
formulaci problému neeuklidovské geometrie na primce,
resp. ve svazku pirimek. Jest vyhodné zavésti spolecné po-
jmenovani pro oba itvary, abychom je mohli zkoumati spo-
leéné. Bodim na pfrimce, resp. pfimkdm svazku, budeme
fikati spoleénym jménem elementy. Pro pfimku, na niZ
se body nalézaji, resp. pro svazek, v némZ se pFimky palé-
zaji, zachovame spolecny nazev utvar linedrni (nebo jen
struéné ,utvar®).

Chceme nyniobecné formulovati problém ne-
euklidovské geometrie jednorozmérného ttvaru zev§eobec-
nénim postupu predchazejiciho paragrafu. Zrekapitulujme
krétce tento postup! Nejdrive jsme stanovili pohyb elementi
v tutvaru jako projektivni transformaci, ktera reprodukuje
urcité elementy o soufadnicich (i, 1) (— 7, 1), naceZ jsme nasli
invariant takové projektivni transformace. ZevSeobecnéni
této metody muZe spoclivati v tom, Ze zvolime zcela obecné
ony elementy, které se maji transformaci reprodukovati. Pak
budeme hledati invarianty vzhledem k takové projektivni
transformaci. — BudteZ, jako v paragrafech pfedchazejicich,
X, X projektivni souradnice elementu (VII, 5, konec).

V tom pfipadé kvadratickd rovnice
7) Iuxy L 2g,x %4 g, x% =0 gy redlné)
uruje dva elementy o soutadnicich
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- —_—
ﬂ_z:_g_lg'i“vg’u—g;u_y_n, ﬁz —yn—lg’u—gngn
X2 Ju X, gu

Nechf priavé dvojice téchto elementd se pFi transformaci

1) reprodukuje. Takovym elementim budeme Fikati ele-
menty absolutni. Mezi viemi elementy daného itvaru

maji zvlastni postaveni.?)
Soufadnice absolutnich elementd budeme vidy psati
typy teckymi &(&;,&) a & (&, ¢&). Rovnici 7) pFepiseme

na tvar
gufri+2gnbéi+0.:5=0
Predpokldddme, Ze jejim FeSenim obdrZime pravé hod-

noty %—, % Grupa transformaci 1), které reprodukuji
2 2
tuto rovnici (aZ na konstantni faktor), jest jednomocna.
Dukaz ponechiavam ctendri.
Takto jsme si vSe pripravili pro koneénou definici pro-
blému neeuklidovské geometrie jednorozmérného utvaru:

Neeuklidovskd geometrie jednorozmérného
ttvaru studuje invarianty projektivni jedno-
mocné grupy transformaci

! —
elxy=a, x +a,x, — —
1) 0 X, = @3y X, + Gy X, D=a,a,—a,a,¥0,

které reprodukuji dvoj'ici absolutnich elementn,

danou rovnici
8) fe=9u& +29.6 86+ 9a &,=0. (gy Tedlné)

2. Tt¥i druhy neeuklidovské geometrie jedno-
rozmérného Givaru. Redenim rovnice 8) obdriime pro
soufadnice absolutnich elementii vyrazy

§_ —gunt Vg% —gugn £ — —gu— Vgan“'gugn

E_,— gu &, gu

Jest ihned zfejmo, Ze tyto absolutni elementy mohou
byti trojiho druhu. Bud jsou
a) realné rozdilné, kdyz g2%; — g1 g=; > 0, nebo
b) imagindrné, sdruZené, kdyZ g%, — g1, g2s < 0, Debo
¢) reélné, splyvajici v jeden element, kdyZ g% — g11 G2z =0.

% Viz na priklad @11, 4).
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Dle téchto alternativ rozeznavame tfi druhy geometrii
jednorozmérného itvaru: Geometrii hyperbolickou
[sub a)], eliptickou [sub b)] a koneéné parabolickou
[sub cJ]. Budeme mluviti kratceji o jednorozmérném titvaru
hyperbolickém, eliptickém, parabolickém. (Toto
pojmenovani pochazi od Kleina.) — Jak uvidime, bude nutno
kazdy z téchto Gtvari podrobiti dvaze zvlastni, coZ ucinime
v paragrafech ndsledujicich. Existuji vS3ak alespon formalni
analogie mezi vzorci téchto tii geometrii. Proto odvodime
nékteré vzorce ihned, bez ohledu na jakost absolutnich ele-
mentil, a teprve pozdéji pfi studiu jedootlivych itvard je
budeme interpretovati zvlasté.

3. Mira dvou elementi. Zakladni vzorec, spoleény
véem tfem ttvarim, jest vzorec pro miru dvou elementi.
Pii tom pod slovem mira rozumime bud (neeuklidovskou)
vzdalenost dvou bodd, kdyZ ttvarem je pfimka, a elementy
body, nebo (neeuklidovsky) uhel dvou primek, kdyz ttvarem
jest svazek a elementy primky svazku. Miru dvou elementi
budeme obecné disledné znaciti p. Je-li tato mira vzdale.
nosti dvou bodd, oznacime ji m, pro miru, ktera jest Ghlem,
zavedeme oznaceni M. Chtéli-li bychom zdurazniti, Ze se
jedna o miru (vzdalenost, ihel) dvou elementd ‘x (*x,,‘x;),
x (ix,,7x;), uzili bychom nékterych z téchto oznaceni

Hig n (x, Jx)
mii » m(ixp ]x)
M; ,  M(ix, ix)

Ma-li néjakd funkce byti mérou, Zddame (Fidice se ana-
logii s ,obycejnou“ vzdalenosti), aby vyhovovala témto
pozadavkiim:

4) Jest invariantem vzhledem ke grupé& ,pohyba“ 1).

B) Pro miry tii elementi musi vZdy byti splnéna rovnice

9) . R Pzt Hay = gy
a z ni plynouci
10) W= 0 By = — i

C) Nesmi byti identicky rovna nule pro dva rozdilné
elementy.

Najdeme ifunkci, ktera témto poZadavkium vyhovuje,
nacez ji prohlasime za miru. Funkce, kterd spliiuje pod-
minku A), jest dvojpomér CtyF elementd. Studujme jej
tedy blize! BudteZ dany dva elementy x (xy, X3), ¥ (41, ¥2).
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Stanovme dvojpomér (xy é¢&')! Mohli bychom postupovati
tak, jako diive: Do obecného vzorce pro dvojpomér étyf
elementt dosadili bychom jejich souradnice. Z duvodu, jichz
opravnéni pozdéji vysvitne, vyjadiime nejprve soufadnice
absolutnich elementii soufadnicemi elementu x, y, a teprve
tyto dosadime do vzorce pro dvojpomér.

TFi elementy v ttvaru jsou vidy linedarné zdvislé.
To znamena: soufadnice tretiho elementu muZeme vidy
linearné vyjadriti souradnicemi prvych dvou elementti. Vy-
jadfime soufadnice absolutniho elementu linearné soufad-
nicemi elementii x, y rovnicemi

11) ofi=a, X+ oy o =a, X+ o ¥,
Pfi tom o jest libovolny faktor timérnosti, od nuly razny,
aa=—1 prozatim nezndmy parametr, ktery blize uréime

dosazenim hodnot 11) do rovnice absolutnich elementi 8).
Ziskame tak
12) ay? for + 20y 05 fry + a5 =0,
kde i
2) fop=Ggu X+ 2012 %, X3 + g3 X*
13) b) [y=guXi +gui s+ 5) + guXa ¥
c) fyy: Iu¥l+29ul s+ Gl V)

Rovnici 12) feSime podle A —ga ziskame tak

Gg
v —a—ﬂ_ —fzy+vm
14 { - o m fo ’
' a’y —fz_.,—Vfgy_——f;f;;
S o

) Rovnice f,;=0, f,,=0, [yy="0 maiji tento geometricky vyznam:
[z =0
fy="0
[, =0 je rovnici elementd harmonicky sdruZenych k absolutnim ele-

menldm. (Viz VIII, 5.) Tyto pravé uvedené vlastnosti jsou invariantni
vzhledem k projektivni grupé transformaci. Z toho plyne, Ze rovnice
je vyjadfujici jsou invarianty vzhledem k této grupé. Musi se tedy
transformovati podle

"fow =9 faz oy =8 Ty Tyy=71y
Ale v teorii invariantd se dokazuje, Ze pak jest
d=f=y
mocninou determinantu D transformace 1).

x
znaéi, Ze element y splyvd s absolutnim elementem & (nebo &),
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KaZdé hodnoté a resp. a' odpovida jeden absolutni
element, coZ jest ve shodé s podtem absolutnich elementi,
dfive predpoklddanym. — Tim jsme si vSe pFipravili ke
stanoveni dvojpoméru (x y & &'). Dosazenim z 11) obdrZime

(X Xy Y,
HALAA

xy&d =
(xy &) 50 g
IElEZ El 2
i - 2wy Bt
aX,tay aXatay lalx,+a,y,a.x.,+a,y, —
x, X,

U Y.
adix,+dyy, ‘_llxxz'i‘alzyz o X, +ayy, ax,t+ay,

’

Xy X, a,a’,

N9l
Xy Xy
U Y,

Yy
Xy X3

U1 Ya
XX

_n
4

’
'y ay

a tudiz dle 14)
— fzy+ b’mzy_fzzfyy
Foy = VIgy— oz fyy

Od nynéjSka budeme psati misto symbolu (x y ¢ &)
vidy A. Ziskame tak moZnost pfipojenymi indexy rozezna-
vati dvojpomeéry, pfislusSné riznym elementim (z nichZ dva
jsou vidy elementy absolutni). Tak oznaéime dvojpomeéry,
prisludné elementim x =wx, %x =y, 3x =2z postupné

15) (xysé)

Y, V. .
}'12=v_i1 "zaz't) ll:i:‘v_::‘

P¥i tomto oznadeni snadno nahlédneme, Ze 1 neni
moZno prohlasiti za miru, nebot nespliuje podminky 9),
10). Je totiz

Va Va
)'m+)'za= Z +‘V—2‘)
Vs

coZ jest obecné rozdilné od i;=-%
"1

Plati vSak jiny vztah mezi témito veli¢inami, kterého
s vyhodou pouZijeme, totiZ

¥, 7 v v Y
ly=-2t32="3—) L=—"T—1, A, =—"-
Liata v, 7, ”, n 8 4y % 1, Ay v

Gjoky...=1,2,8,..)

45



Logaritmovanim téchto rovnic ziskame
9) log 4,, + log 4,, = log 2,3, 10/) log 2 =0, logiy=— log 4,

Vyhovuje tedy log 4 podminkdm kladenym na miru
dvou elementd a mﬁzeme jej tudiz za takovou prohlasxtl
Je vSak zfejmé, Ze témZe podminkim vyhovuje i vyraz

%log 4, kde ¢ jest libovolnd, od nuly riznd konstanta.
Z toho plyne obecna definice miry titvaru jednorozmérného:

Mira dvou elementa jednorozmérného
itvaru neeuklidovského je ddna vzorcem

/. +Vf — fea
16 cy)=Slogh=-Slog L2 mmlwy
) R R T =

Vyraz pod odmocninou muZe miti troji hodnotu. Bud

a) jest — fefyy > 0. V tom ptipadé je dvojpomér
A=(xy&¥) podle 15) vidy redlny. JeZto i elementy x, 7 jsou
realné, musi nutné i elementy absolutni byti realné. Jedno-
rozmeérny ttvar jest hyperbolicky. Nebo

b) jest f, — f., £, < 0. V tom pfipadé je dvojpomér
imaginarni, obecné tvaru A + Bi a elementy absolutni tudiz
imagindrné. Jednorozmérny utvar jest elipticky. Nebo
koneéné

¢) jest fo —f,f,=0. V tom pFipadé dvojpomér
A= (xy &) jest roven Jedné pro kazdé dva elementy x,
Yy, coZ neni jinak moiné, neZ kdyZ absolutni elementy
splyvaji v jeden redlny. Pak jest jednorozmérny utvar
parabolicky. V tomto prlpade musime vhodné vzorec 16)
pretvoriti. — Hodnota vyrazu f, —f,. f,, jest pravé tak kri-
teriem pro druh itvaru, jako hodnota vyrazu g° — g gos-

V dalSich odstavcich budeme probirati jednotlivé druhy
neeuklidovskych utvara zvlaste.

Hyperbolicky dtvar jednorozmeérny.

§ 3. Zakladni vzorce.

1. Volba konstanty c. Ve volbé konstanty ¢ ve
vzorci 16) nejsme prozatim ni¢im vazani. Zvolime ji takovym
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zpisobem, aby ziskané vysledky byly pokud moZno nazorné.
Prozatim ji miiZeme pFedpoklidati v tvaru

c=*k+ Ki, i=V=1,

kde k&, k' jsou libovolna ¢isla redln4, z nichZ alespon jedno je
F 0. — Dvojpomér i jest v hyperbolickém itvaru vidy
redlny, nebot absolutni elementy jsou redlné jak ostatné
jiZ vime z § 2, a elementy zkoumané vidy predpokladéme
jako redlné. Z definice dvojpoméru (VIII, 5 konec) je ihned
zfejmo, Ze A jest kladné tenkrate a jen tenkrite, kdyz ele-
menty &, & nejsou elementy x, y oddélovany. V pripadé
opacném je A vidy zaporné. Jsou-li tedy elementy x, y
(resp. x*, y*) umistény tak, jak je na obraze la), 15) na-
znaceno, jest A kladné. Maji-li elementy x, y, &, &', resp.
x* y* & & polohu, naznacenou v obraze 2a), 2b) jest A
zaporné.

Obr. 1aj, 1b). Obr. 2a), 2b).

. Obé eventuality mohou v naSem pfipadé nastati a musime
o nich uvaZovati. Pro rozepsani vzorce 16) pouZijeme rovnic
(uvedenych v VIII, 2, 13)

log 2 =Togi + 2unf.... 1>0
logi=log [\j4- (2x +1)=i... A< 0

ObdrZime tudiZ vzhledem k 16) pro kladné A
p="14 (k+ k) (log 2+ 2xnl) = } [i (k' log 2 + 2xkn) + (kog 2 — 2k'xx)]
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a pro A zaporné
p=14(k+ & (loglz| + (2 +1) mi] = 3 {i [ log |i| + (2« + 1) k] +
+ klog i — (@x + 1) K =}
Hlavni hodnoty (VIII, 2) téchto vyrazia jsou

. -
p="2 i+ Xiogu, > 0)

2 2

c L ,
n=-5 (K logi| + k) + o (klogll| —Kx),  (1<0)

V dal$im omezime se jen na hlavni hodnoty funkce u.4%)
Zarovenh budeme Zadati, aby mira dvou redlnych elementu
byla vidy realna. Pak jest ale nutno voliti

#=0, tojest c==%

a vylouditi ze svych tvah dvojice elementd,
-které jsou absolutnimi elementy oddélovany.
Pro né je totiz vidy 1 7 0 a tudiz

k — ik
—_—— —_— i
"= log |4 + 5 " (A< 0)
vZidy imagindrni.

Pro elementy, které nejsou absolutnimi ele-
menty oddélovdny,obdrZime vidy miru redlnou
17) =5 logt, ¢ >0

Timto omezenim jen na studium uréitych elementd jsme
si ulohu podstatné zjednodusili. Je zdhodné upozorniti na
to, v ¢em ono zjednoduseni spoéiva. K tomu cili je nutno
zminiti se o tak zvané ,volnosti pohybu“ v geometrii
Rikame, Ze v utvaru neexistuje volnost pohybu, kdyZ libo-
volny jeho element (nikoliv absolutni) nemuZeme pfevésti
do libovolné polohy.®) Kdybychom se neomezili v nasem

4a) Liboviile tohoto omezeni nezméni podstatné vysledini. Podobné
omezeni provddime &asto. NejzniméjSi je pfipad hlu dvou pfimek,
ktery podle vzorce 4) jest funkcf mnohoznacnou. Pfes to uvaZujeme jen
o hlavni hodnoté této funkce.

%) Takovd geometrie, kde neexistuje volnost pohybu, je ndm snad
logicky nejpfistupnéjsi. UkdZeme to na tivaze prostorové: Jeou-li x,, x,,
X, nehomogenni soufadnice v prostoru a x, znaéi &as, je zfejmo, Ze ve
&tyfrozmérném prostoru o soufadnicich x,, x,, x,, x, neexistuje volnost
pohybu po &arich x, = const, x, = const, x, = const, nebot v &ase ne-
gnizeme postupovati nikdy smérem do minulosti, nejvySe do bu-

oucnosti.
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ptipadé na elementy, které absolutnimi elementy nejsou
oddélovany, existovaly by dvojice elementd, z nichZ jeden
nelze prevésti v druhy. Na pf. bychom nemohli element x
dvojice x, y v obr. 2 prevésti do polohy elementu x v obr. 1.
Nebot v obr. 1 element x uréuje s néjakym pevnym ele-
mentem y téhoZ iitvaru miru realnou, ale v obr. 2 elementy
stejné oznacené maji miru imaginirnou, coz odporuje po-
Zadavku, ktery jsme na miru kladli. Existovaly by zde tedy
dva druhy elementi, které bychom pohybem nikdy nemohli
v sebe prevésti. Jinymi slovy, v takovém itvaru hyper-
bolickém by neexistovala volnost pohybu. Omezime-li se
v8ak jen naelementy, které nejsou oddélovany absolutnimi
elementy, pak ovSem volnost pohybu existuje. To je praveé
ono podstatné zjednoduSeni, o némz jsme mluvili. — Nadéle
budeme pod slovem elementy rozuméti jen elementy té
¢asti dtvaru, kterd na zndzornujicim obraze 1 ma svij
obraz bud uvnitf, nebo vné absolutnich elementd.®)
Toto omezeni ndm dovoluje vysloviti velmi dilezité veéty:

Mira dvouredlnych elementt hyperbolického
itvaru je vidy realna. V hyperbolickém titvaru
existuje volnost pohybu.

2, Zakladni vzorce. V tomto odstavci odvodime né-
které zakladni vzorce po miru, jichZ pozdéji éasto budeme
pouZivati. PF¥i tom pouzZijeme vzorci pro funkce gonio-
metrické (sin, cos) a hyperbolické (Sin, Cos) (VIII, I).
Z rovnice 17) (kde opét piSeme symbol log misto log pro
logaritmus v obvyklém smyslu aritmetickém) plyne

— 1 —
ll —ek? V_}.—=e k
a tudiz (vzhledem k VIII, 1, 7 a VI, 1, 10)
& oze ;
a) ek - e £ = ;—T =2 Cos%:— 2costl= 2cos%
18) , R
_L_ — it _1 s
b eF— et == =28in % = — 2isin £~ = 2isin 47

%) Nikdy tedy nebudeme uvaiovati souéasné o elementech x, y
resp. x*, y* v poloze, jejiz znazorndni je déno obrazem 2. Toto omezeni,
zd4nlivé libovolné je zpisobeno nedokonalosti euklidovského
obrazu hyperbolického ititvaru. Uvidime pozdé&ji, Ze na pFiklad pro
pbytosti“, nadan€é schopnosti méfiti hyperbolicky, tolo omezeni vi-
bec neexistuje, nebof takové ,bytosti‘ nemohou prekrociti abso-
lutni elementy!

49



Zvratnou operaci ziskame z téchto rovnic vzhledem k 15)

A
18) a) lad (:.y) — arc Cos _2:-—_1_1 — arcCos V/zf"-;w — fare cos ,::m’l.w
p(xy) . A—1 g P
= arc Sin —=arc Sin |/ L 2Y —/2x/yy __
b) * 2V Joolyy
— iavesin Yo —fesfry

¥ foafyy

Z této rovnice je zre]mo, ze mira je definovéana jen
pro elementy x, y, pro ndZ fu¥0 a fy $0. V prlpade, Ze
na pr. fs =0, budeme Fikati, Ze mira elementd je neko-
necéné velikd.%) Tim jsme definovali miru pro kazdé dva
redlné elementy.

§ 4. Elementy nevlastni.

Uvazujme euklidovskou pfimku, t. j. pfimku v geo-
metrii euklidovské. Oznaéme pismenem x =L yzdalenost
bodu x na této pfimce od bodu zdkladniho o soufadnicich
0:1. Kaidy bod x na pfimce jest uréen pomérem sou-

1. X , < gs . .

fadnic YI- Vzdalenost m dvou boda x, y je ddna znadmym
2

vzorcem

Yo _ X

Ya Xy

m—=

Mezi vSemi body na primce existuje jeden o soufad-
nicich v poméru x,:x,=1:0. Jest charakterisovan tim, Ze
jeho vzdalenost od libovolného bodu y téze primky jest
nekonecéné velka.

Tomuto bodu Fikdme ,bod nevlastni (abychom se vy-
hnuli pojmenovédni ,bod v nekoneénu“). Na euklidovské
pFimce jest jediny realny bod nevlastni. Prakticky, m é-
Fenim euklidovskym, ho nemiZeme nikdy do-

ta) Obeend, vyraz % je definovdn jen pro hodnoty a$0. Je-li
a=20, fikime, Ze % je nekonednd velké, coZ znadéime symbolickon

.o 1
rovoicf — = o0,
a
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sdhnouti. Rikdme, %e ,tihrnnd délka“ euklidovské pFimky,
(t. j. horni hranice funkce m) je nekoneéné velika.®®) V eukli-
dovském svazku primek je tomu jinak. JiZ z ndzoru je
vidno, Ze neexistuje (realna) primka svazku, ktera by s libo-
volnou pfimkou téhoZz svazku svirala dhel nekoneéné ve-
liky. Ve svazku primek neexistuji tedy redlné primky
Jnevlastni®

Jest nasnadé zavésti pojem elementu nevlastniho i do
geometrie hyperbolického ttvaru. Definujeme jej takto:

Nevlastni element v itvaru hyperbolickém
urc¢uje s libovolnym jinym elementem téhoZ
titvaru miru nekoneéné velkou. — Podobné nazveme
ypuhrnnou délkou“ hyperbolického utvaru horni hranici
funkce u. Z definice nevlastnich elementi je zfejmo, Ze
bytost, ktera by byla naddna schopnosti mériti hyper-
bolicky (jako my jsme nadani schopnosti mériti pouze
euklidovsky), nedosdhla by nikdy timto zpisobem
nevlastnich elementd. (Byly by pro ni vidy v ,nekoneénu®.)

V nasledujicich fadcich dokdZeme tyto dvé véty:

Absolutni elementy hyperbolického tdtvaru
jsou jeho elementy nevlastni.

Jen absolutni elementy hyperbolického
dtvaru jsou jeho elementy nevlastni.

Abychom dokazali prvou vétu, stanovime miru elementu
obecného x a absolutniho £. PouZijme k tomu vzorce 18a).
Hodnota dvojpoméru 1 jest v daném pripadé bud rovna nule
nebo nekonecné velka. V obou pfipadech obdrZime podle 18a)

2005#:&, *&t0)
a tudiZz (podle VIII, 1,8) v obou ptipadech
@ =, (kF0).

Tim je dokazina prvni véta. K dikazu druhé véty
uzijeme tychZ vzorct. Je zfejmo, Ze (]ﬁ.——}— V?) =oo ten-
krit a jen tenkrate, kdyZ 1 =0, nebo 1= ~. Dvojpomér 1
miZe vSak nabyti této hodnoty, jen kdyZ jeden z elementd,

jichZ miru ustanovujeme, splyva s elementem absolutnim.

°) Pfesnéji: horni hranice funkce m neexistuje a my proto ¥ikdme,
Ze ,lihrnnd délka“ je nekonecné velka.
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Mié-li tudiZ mira dvou elementi byti nekonecné velka, je
nutuo, aby alespoit jeden z téchto elementi byl elementem
absolutnim. Tim jsme dokézali i vétu druhou.

Poznimka: Je zfejmo, Ze zde nikterak nerozhodovala volba
urditého elementu absolutniho. Vysledky ziskané plati jak pro ele-
ment &, tak pro element &

Stejuym pocétem, ktery prenechdvdm étendfi, dokdzali bychom, Ze
mira absolutnich elementi £, &’ jest nekonednd velkd. Ostatné to plyne
i z vyvodid piedchéazejicich, — Jaky je disledek vét priavé dokdzamych ?
Pro bytost, nadanou schopnosti méfiti je n hyperbolicky, by absolutni
elementy byly nedostupné. Nikdy praktickym méfenim by jich ne-
dosdhla. Nemohla by je tudiZ ani pfekrociti. Omezeni, o némZ byla
Fe¢ v pozndmce pod &arou °), bylo by ji proto nesrozamitelné. My jsme
toto omezeni uéinili jen proto, Ze zobrazujeme hyperbolicky utvar
na modelu euklidovském. Proto je dileZito vidy si uvédomiti,
Ze nesmime né&jaké vlasinosti hyperbolického dtvaru odvozovati z na-
zoru na jeho model euklidovsky.

Interpretujme nyni utvar zkoumany jednou jako Fadu
bodovou na piimce, po druhé jako svazek primek bodem.
Vysledky ziskané v téchto odstavcich mazeme vysloviti
vetami: '

Hyperbolickda pfimka ma dva realné body
nevlastni.

Hyperbolicka vzdédlenost libovolného bodu
od kazdého z bodu nevlastnich je nekonecné
velka.

Uhrnna délka hyperbolické primky je také
nekoneéné velka.

Podobné pro svazek pfimek:

Hyperbolicky svazek pfimek méa dvé redlné
pfimky nevlastni

Hyperbolicky tdhel libovolné primky svazku
s kazdou z téchto nevlastnich pfimek je ne-
koneéné velky.

Uhel obou pFfimek nevlastnich je rovnéz ne-
konecné velky.

§ 5. Geometricky vyznam konstanty k.

Konstanta & ma zajimavy geometricky vyznam. Stano-
vime jej dvahami diferencidlnimi. P¥i tom omezime se na
studium hyperbolické primky.

Zavedme do odvozenych vzorci misto souradnic homo-
gennich x;:x, bodu x soufadnici nehomogenni tak, Ze po-
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loZime x, = 1. PiSme pak kratceji misto x; pfimo x. Rovnici
absolutnich bodu pFedpoklddejme v tvaru (VII, 6, 29%

— k4 8=0
Rovnice 13) pro nehomogenni soufadnice jsou tvaru

a) foo=x*—FK?
13/) b) foy=xy— &
o) ly=y'—k

Dosadime-li tyto vyrazy do rovnice 17), ziskdme pro
vzdélenost bodi x, y

me X g =V — R — P — K ()
—_— g —
2 " xy -k —Vay— &y — (A — k) — k)

B —
=£log xy— kB +k(x—y)

2 xy— kA —hkx—y)’
nebo v jiném tvaru
k (x—R)Y(y+ k) k[ x—k y—k]
9 ="logo—FTH _ —
® o m=gle cThe—n 2 CxTr TR

Ale vyraz na pravé strané této rovnice je mozno psati
T

Y
kKRdx . dx N dx
&F:F-*Skuq==5
y

kde povaZujeme x za proménny bod,

Y za pevny bod. Je
tedy hyperbolickd vzdalenost bodu x od y dina vzorcem
z Y
19)) Sdmzs dxxz
y z ! 3

) Skutedné plati

kidx k? x—
TRy

k
) T Tk —+ const.
a tudiz

kdx _( dx —i[l x—k _\ y—k
Sﬂ—ﬂ*¥_£—2°%wk_%wﬁ]
z
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a pro bod x nekoneéné blizky bodu y
—dx
xa
1-%

19”) dm =

. Zménime-li orientaci ,smeru na euklidovském modelu
hyperbolické pfimky (t. j. plseme -li —x misto x a obrdcené&)
a ponechame orientaci smérd primky hyperbolické, obdr-
Zime

dx
x?
I=%"

20) dm =

Tento vzorec uréuje diferencidl vzdalenosti na hyper-

bolické primce. Diferencial vzdalenosti na pfimce euklidovské
2

je dx. Diferencidly dm a dx li3i se od sebe faktorem 1 — —';:7
Cim je % mensi, tim méné se tento faktor liSi od jednotky
a tim mén§ se tedy oba diferencidly lisi. Je-li % hodné

malé, miZeme hofeni rovnici uvésti na tvar

dm=dx(1+19),
kde 7 je velmi malé Ccislo, které je tim mensi, éim mensi je
k Kdyz = —-0 (¢ti: kdyzZ se ?— bliZi nule), pak i » — 0,

coZ vy]adru]eme tak, Ze piSeme

lim dm = dx

rEa

(Cti: limita dm, p¥i %—»O je rovna dx.) Diferencidly dm
a dx se tedy lisi v tomto pripadé jen o veli¢inu 7dx.
V prvnim pfiblizeni (t. j. pfi zanedbdni této veli¢iny) jsou
tedy oba diferencidly stejné. Ale %—»0 jen v okoli bodu
x =20, které je velmi malé vzhledem ke konstanté k. Za
takovy bod vsak miZeme povaZovati kazdy bod na modelu
hyperbolické ptimky, volime-li vhodné systém soufadny.
Proto muzeme fici:

V okoli obecného bodu hyperbolické pFrimky,
které je dostatecne malé vzhledem ke konstanté %,
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je hyperbolicky diferencidl vzdalenosti v prvém
pribliZeni roven euklidovskému diferencidlu
vzdalenosti.

Méfime-li na euklidovské ptimce, ¢ini to dojem, jako
bychom méfili na hyperbolické pfimce vzdilenosti velmi

. s X « v 2 . . .
malé, pro néz "y — 0. Proto nékdy rikdme, Ze euklidovska

geometrie na piimce je diferencialni geometrii hyper-
bolické geometrie na pfimce.?)

NezZ pristoupime k dalsimu paragrafu, v§imneme si jesté
jedné véci. Oznadéme ¢ nevlastni bod euklidovského modelu
hyperbolické ptimky, jejiZ absolutni body spliiuji rovnici

&£ —h=0.

Z této rovnice je zfejmo, Ze pro hyperbolickou primku
H, jejiz euklidovské znazornéni obsahuje bod {, je vyraz
2

1— 5 <0, kdeito pro hyperbolickou piimku H', jeji

2
euklidovské znazornéni { neobsahuje, je 1 — % > 0. Proto

musi dle 20’) pro dx >0 byti na H dm <0 ana H dm > 0.
Vidime tedy, Ze kladny smér na euklidovském modelu miiZe
byti znazornénim kladného sméru na H’, pak ale nutné
musi na [ znizornovati smér zaporny. To je ostatné zfejmo
i bez poétu. Nebot smér na H, uréeny sledem &'& je zna-
zornén na euklidovském modelu smérem &'(¢&, kdezto tyZ
sled &'& uréuje na H' smér, ktery na euklidovském modelu
je znazornén sledem &'&¢.

O jinych uvahéch diferencidlnich pojedname v kapitole V.

§ 6. Zakladni konstrukce.t)

) Hyperbolicky utvar znazornujeme itvarem euklidov-
skym. NemiiZeme v3ak konstruktivné Fesiti metrické ulohy
hyperbolické geometrie metodami euklidovskymi. Je moZno

. e) Cini to dojem, jakoby mé&feni euklidovské ddvalo nidm vysledky
(Cisla) aktudlné ,nekoneénd“ malé vzhledem k mé&feni hyperbolic-
kému. Zajimavé je, Ze o zavedeni aktudlné nekonednd malych &isel
pokouseli se — byt i na zcela jiném podkladé — i filosofové (Naforp).

5) Znalost tohoto paragrafu neni nutna pro pochopeni vykladd
v dal8ich odstaveich. Zde pfedpokl4ddm znalost zdkladnich konstrukei
syntetické projektivni geometrie.
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viak pouZivati jinych metod, jak v nasledujicich Fadcich
ukaZeme. RozfeSime metodou projektivni tyto zakladni
1lohy : ‘
Danou délku pfenésti do daného bodu.
Danou délku rozpaliti.

A) BudteZz na obraze 3 body &, & znazornénim bodi
absolutnich. :

Obr. 3.

Vzdilenost bodi x a y pfeneseme z bodu x do bodu
'x nasledujici tivahou: Mizeme vidy ptedpokladati, Ze bod
‘x vznikl pohybem z bodu x, ovSem pohybem hyperbo-
lickym, ktery jest jednomocnou transformaci projektivni,
jeZ reprodukuje body absolutni. Jsou-li hyperbolické vzdale-
nosti jednak bodi x, y, jednak bodu 'x, 'y stejné co do smérun
i velikosti, 1ze dsecku xy pfevésti pohybem do tdsecky 'x 'y.
Jezto dle predpokladu xy ='x'y, musi i pfislusné dvojpoméry
se rovnati:

(xy&d) = ('x'ytt’)

Tato rovnice vSak definuje projektivnost bodovych Fad
xy &é....a'x'y & &, kde ¢, & jsou body samo-
druzné. Tohoto poznatku pouzijeme pfi stanoveni bodu ‘y,
jsou-li body &, &, x, y, 'x dany. Na obraze 3 zvolena po-
mocna kruznice tak, aby pfimka &£ byla priavé direkéni
pfimkou projektivnich svazku paprska s (x, gy, & &....)
as(x, 'y, & &....) Daldi konstrukce (¢arkovana) je ziejma
z obrazku.
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Zminky zasluhuje ptipad, kdy y ='x. (Na obraze kon-
strukce provedena teékované pro bod "x=y.) Pak ovSem
"x''y = xy co do sméru i velikosti. Z toho plyne, Ze bod "x
je pulicim bodem tusecky x"y. Dle této konstrukce roz-
pilime tedy snadno usedku x’’y, jak je provedeno na obr. 3
(teckované). Tim jsme zdroven rozfesili tlohy:

Dany idhel x@ prenésti do polohy ’xg’\y.

Dany thel rozpuliti.

Nebot je zfejmo, Ze muZeme svazek s (x, y, & &....)
interpretovati jako euklidovsky model hyperbolického svazku
o absolutnich ptimkich s&, s¢/. — Tim jsme skongéili ivahy

o hyperbolickém ttvaru jednorozmérném a obrétime se nyni
k jednorozmérnému utvaru eliptickému.

Elipticky dtvar jednorozmérny.
§ 7. Vzorce zakladni.

1. Volba konstanty.

Studium eliptického tGtvaru jednorozmeérného jevi for-
malni podobnost se studiem hyperbolického tdtvaru a nékteré
zndmé vysledky budeme moci s malou zménou opsati. Proto
se omezime na strucnéj$i zminky. V eliptickém 1itvaru jsou
absolutni elementy imaginérni a f2 —f,.f, <0. (Viz § 2,
konec.) V tom pFipadé jest dvojpomer 1 = (xyt£’) imaginarni,
podle 15) obecné tvara
a—+ bi

b= a— bi

(a, b Cisla redlna, nikoli soudasné obé rovna nule) a tudiz,
piSeme-li jej
. A=r(cos @ I sin¢) (= A + Bi),
jest modul

r=Va" B | =1
(VIII, 2, 14.) Proto jest obecny tvar pro log 4 ddn vyrazem
(VII, 2, 15) ’

log 1 =1i(¢ + 2xm).

Této rovnice pouZijeme, abychom rozhodli o volbé
konstanty ¢ ve vzorci 16) pro miru dvou elementid. Pro
konstantu ¢ jsme zavedli oznaceni

c=k+ ki (B>0, k*>0)
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Podle poslednich dvou rovnic a podle rovnice 16)
ziskdme pro u-
L4 ki
n= —?(¢+2xﬂ)+?(¢+2xﬂ)-

Z toho je zfejmo, Ze checeme-li, aby log 4 dvou realnych
elementi byl redlny, musime voliti £=0, t. j. c=ki. Je
tedy vzorec pro miru dvou elementd eliptického utvaru
21) =2l 10gi=— % (5 +2um),

a mira p veliéinou mnohoznaénou. Zndme-li jednu jeji hod-
notu, obdrzime ostatni priétenim k'xz. Nazveme ,mérou”
jen hlavni hodnotu (pro » =0)

217) = % e (VI 2).

Kdy mé u ve vzorci 21’) nejvétsi moZnou hodnotu? Tu
musi ¢ = —rn. Hlavni hodnota této funkce je tedy
22) ez = K.

Tato hodnota predstavuje ihrnnou miru eliptic-
kého tdtvaru. Nebot ze vzorce 21') plyne, Ze nemiZeme
zvoliti (redlné) elementy tak, aby jejich mira byla vétSi nez
|k'n|. Ziskané vysledky miZeme shrnouti v poucky:

Mira dvou redlnych elementu v eliptickém
dtvaru je vidy realna.

Elipticky tdtvar ma dhrnnou miru koneénou,
rovnou &'z

Zvlastni zminky zasluhuji pfimky v eliptickém svazku,
pro néZz je A— —1 a které jsou tudiz harmonicky sdru-
Zené vzhledem k pfimkam absolutnim (VIII, 5). V tom
ptipadé musi byti ¢ = = = Hlavni hodnota funkce M dvou
takovych ptrimek je tedy

+ k'z

M= =

=+
JeZto pro & =1 je pravé M= Tn, jmenujeme takové
dvé primky, Fidice se analogii euklidovské geometrie,
pfimkami kolmymi (kolmicemi).
2. Zakladni vzorce. Z rovnice
i R og foy + VB — Fas




plynou vztahy (VIII, 1)

£
8) ekl‘ ZVTD
—
b) e '—-—V—T’
24) ut ot
— 0 + = A41 u
cge ¥te K =—V—l:«=2 cos 7,
i X
— % 2 i—1 2 1
[ ¥ o_ =2 gin X — _ in -
d) e —e —VT—,smk,__ 2lsmk,
Zpétnou operaci ziskdme
A
a) y(x,y) — arc cos —t — are cos tw ,
k 2y Vit
2 Vil =T
A— —_—
b) %: are sin ?i 1 are sin —z=lw “lay
g V' Fealyy

Té&chto vzorci budeme pozdéji hojné pouzivati. Ceho viak
nyni si vS§imneme, jest jejich ndpadnd podobnost se vzorei
pro thel dvou primek ve svazku euklidovském. Uka-
Zeme, Ze neni zdsadniho rozdilu mezi svazkem eukli-
dovskym a eliptickym. Euklidovsky pohyb ve
svazku byl definovan jako projektivni transformace, ktera
reprodukuje primky isotropické o rovnici
2) E4E2=0

Uhel euklidovsky, invariant vzhledem k této transfor-
maci, byl definovan vzorcem Laguerreovym (Ill, 1, 4). Na-
proti tomu elipticky pohyb ve svazku jest projektivni trans-
formaci, ktera reprodukuje dvé imaginarni, sdruzené pfimky
o rovnici
7) Iuélt+2906 8+ 9.52=0

Uhel elipticky, invariant vzhledem k této transformaci,
byl definovan vzorcem 23). Definice u obou svazki jsou
tedy zdsadné stejné, rozdil jest viak v tom, Ze absolutni
elementy jsou jinak dany. My vSak vime, Ze kvadratickou
formu 7') moZno vidy prevésti (vhodnou volbou systému
soufadného) na kanonicky tvar 2') (VIII, 6, odst. 2). MuZeme
tedy vidy predpokladati absolutni primky eliptického utvaru
dané rovnici 2'). Pak vzorce obou geometrii lisi se jen za-
vedenim konstanty k’. V geometrii euklidovské je totiZ
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k'=1, jak je vidno ze vzorce Laguerreova. Tento vysledek
pro ]eho dulezitost vyslovime vétou:

Je-li v eliptickém svazku primek A =1 a
jsou-1i absolutni primky ptimkami isotropic-
kymi, pak tento svazek je euklidovskym svaz-
kem.

Je tedy euklidovsky svazek primek zviastnim pFipadem
svazku eliptického. Jest otdzka, zda i pro eliptickou ptimku
najdeme podobnou interpretaci pomoci néjakého idtvaru
euklidovského. Thned jest zrejmo, Ze to euklidovska piimka
nemiZe byti, nebot na té pohyb reprodukuje jediny bod,
kdeZto na eliptické primce se reprodukuji dva body. Exi-
stuje v8ak vztah mezi geomelrii euklidovskou na Kruznici
a eliptickou pfimkou. Ten odvodime v odstavci nasledujicim.

§ 8. Elipticka pfimka.

1. Soutadnice Weierstrassovy. Necht soufadnice ab-
solutnich bodd na eliptické pi'imce vyhovuji rovnici

ReSenim této rovnice obdrz1me soufadnice dvou ima-
ginarnich (sdruZenych) bodi. Pro soufadnice x,, X; kazdého
]meho bodu eliptické primky musi tedy byti soucet étvercii
x; + x; rozdilny od nuly. Omezime-li se jen na body redlné,
usi tento soudet Gtvercd byti vétsi nez nula. Pak mi-
Zeme vidy vhodnou volbou koeficientu umernostl doséah-

nouti, aby
27) xtxr=1

Souradnice x;, x;, které vyhovuji rovnici 27) nazyvaji
se soutadnice Weierstrassovy. Jsou-li x;, x, takové sou-
fadnice, nemiiZeme vibec vyrazy ox;, ox; (¢ & + 1)za Weier-
strassovy soufadnice bodu povaZovati, nebot nevyhovuji
rovnici 27). Z toho plyne, Ze v soufadnicich Weierstrasso-
vijch neni bod uréen pomérem gouradnic. Téchto sou-
Fadnic pouzZijeme ke stanoveni nékterych zajimavych vztahi
mezi eliptickou primkou a euklidovskou kruznici (t. j. kruz-
nici v euklidovské roviné). Z rovnice 26) pro soutradnice
absolutnich bodi snadno odvodime

fm‘__lv fy‘y: 1, fz‘!/:xlyl+x2y2'
Rovnice 24¢) pro vzdalenost dvou bodi se zjednoduSi, na
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28) €os — 57— = X,Y, + XY |

m (xy)
kl

V této rovnici jest vyraz na levé strané invariantem
vzhledem k eliptickému pohybu, jak jsme jiZ d¥ive dovodili.
Musi tedy i vyraz na pravé strané byti vzhledem k tomuto
pohybu invariantni. MiZeme proto vhodnou volbou bodu x, i
ziskati srnadno interpretaci soufadnic Weierstrassovijch
z rovnice 28). Necht pocéateéni bod na eliptické piimce jest
x =" o soufadnicich %, =0, °%, = 1. Dosazenim  téchto
hodnot do 28) ziskame

m (°xy)
Y; — cos 'k—,q

29)

a vzhledem ke 27) (a VII, 1, 3)

1]
30) yi= + sin 250 i

Tim jsme ziskali interpretaci soufadnic y,, y, bodu y.
V dalSim odstavei pouZijeme téchto soufadnic k dvaham
diferencidlnim, které nam osvétli souvislost euklidovské
kruzZnice a eliptické ptrimky.

2. Diferencidl vzddlenosti. Uvaiujme dva body
nekonecné blizké x a y o soufadnicich

X, y,-:xj—i—dxj-}—%d‘xj-{-...., (j=1,2

Vzdalenost téchto bodt dm ziskame ze vzorce 28) dosa-
zenim soutadnic téchto bodu

=X + Xy, =(x + x3) + (x,dx, + x,dx;) +
+ % (x, @, + x,dx)) + .. ..

cos

m
287) ¥

Vyrazy na pravé strané této rovnice obdrzime téz dife-
rencovanim rovnice 27)

xdx, + x,dx, =0 x,d'x, + x,dix, = — (dx} + dx:)

Nyni dosadime tyto hodnoty do rovnice 28’) a zdroven
rozvineme cos v Fadu (dle VIII, 1, 2):
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dm 1 (dm\?*, 1 (dm)} 1 .
cosT=1—?(—k—,)+F(—F—)—=l—?(dx;+dx:)+..

Z této rovnice obdrZime v prvém ptibliZeni

(dm

2
g ) = dx? + dx?

31)

Vime, Ze v euklidovské roviné, v pravouhlych soufad-
nicich x,, x; je ¢étverec diferencialu vzdéalenosti dan pravé
vyrazem dx; -+ dx: a rovnice 27) je rovnici kruZnice o polo-

méru 1. Podle toho muZeme vyraz —lifminterpretovati jako

diferencial vzddlenosti dvou bodid na kruZnici o poloméru
1 a tudiZ dm jako diferencidl vzdalenosti na kruZnici o polo-
méru &’. Proto plati v okoli zkoumaného bodu véta:

Eliptickou geometrii na pfimce miiZeme in-
terpretovati jako geometrii na euklidovské
kruznici o poloméru %'

Timto zpusobem ozfejmi se pékteré pozoatky o elip-
tické primce, které jsou na prvy pohled tak prekvapujici:
Na priklad tvrzeni, Ze elipticka primka neni nekonecna.

Mohla by se vyskytnouti ndmitka, pro¢ zavadime vibec
pojem eliptické primky, kdyZ jeji geometrie dd se inter-
pretovati geowetrii na kruznici? Nepfispivime timto zpi-
sobem jen ke zbyteénému mateni pojmi? Na tuto namitku
musime odpovédeti ziporné. Nebot z véty, kterou jsme shora
uvedli, neplyne jeSté, Ze obé geometrie jsou pro cely
utvar identické.?*) Ze tomu tak skutec¢né neni, plyne z jedno-
duché tvahy o pravé uvedeném piikladé: Uhrnna délka
kruznice o poloméru k' jest 2=k, kdeZzto dhrnna délka
primky eliptické jest nk'! Jisté tedy nemiZeme v celém
rozsahu identifikovati oba ttvary! Pro¢ tomu tak neni a kde
spoéiva rozdil, ukdZeme v paragrafu nasledujicim.

§ 9. Eliptickd pfimka. (Pokradovani.)

1. Centralni primét kruZnice. V tomto odstavci
vyjdeme od kruZnice a ukdZeme, jak jesté jinym zpiisobem

8a) To znamen4, Ze dosud nevime, zda viechny véty, vyjadrujici
vlastnosti celé euklidovské kruZaice, miZeme interpretovati souhlasnd
v geometrii celé eliptické pfimky.
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muzeme dospéti k interpretaci eliptické geometrie. Necht
kruZnice na obr. 4 je ddna rovnici v pravoihlych sou-
fadnicich ¥ 7
x? —I—E"‘ — A,
Teénu v bodé b povaZujme za model eliptické ptimky.
Promitnéme body kruZnice na tuto pfimku ze stfedu kruz-
nice. (Tomuto druhu projekce Fikdme projekce centralni.)

2,

.. —

(RO A

Obr. 4.

Je-li bézna soufadnice bodu (méfena od bodu ) na pFimce
x, pak souvislost soufadnic X, J, x je dina umérou

g:x=~F:x,
odkudZ pomoci rovnice kruinice odvodime
;
Ve + 22

_—_x_—.
Ver
Diferenciaci téchto rovnic ziskame
— dx — ., xdx
— o pn____C* — rg___X*4xX
G=xlwron =T G a
Oblouk kruZnice ma &tverec diferencialu

do* = di - djgp = k1 05
(klz + x2)? ’

I=xk y=x1 4

z ¢ehoZ (zvolime-li odmocninu zapornou)
do — —dx

.
32) 1+7§?
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K vyrazu na pravé strané bychom vsak dospéli po-
stupem uvedenym v § 5 pro hyperbolicky utvar, kdyz
bychom dosadili misto & vsSude i%.°) Skuteéné vysledny
vzorec 19’') touto substituci se zméni na

—dx
xt
e

dm =

20) —T+

Porovnanim vysledku 32) a 20’) ziskame
33) do=dm.

Tento vysledek vyslovime vétou:

Interpretaci eliptické geometrie na pfimce
(o niZ byla feé¢ v paragrafu predchazejicim) ziskdme cen-
tralni projekei kruznice.

Poznédmka: Integraci rovnice 33) ziskime

m = ¢ + const .,

Poéitdme-li oblouk kruZnice i vzdalenost na eliptické

piimce od bodu dotyéného &, je const = 0. Uhel piislusny

oblouku ¢ budiZz a. Pak mozno z posledni rovnice vyjadriti
eliptickou vzdalenost vztahem

m=~Fka=o.

z je oblouk kruZnice, pocditany od bodu b,

2

/
roven kz—” a délka eliptické prfimky na eukl. modelu od

bodu b ,napravo“ je

Pro a=

’

- €1
2
eliptické ptimky je k£'n. To je ve shodé s rovnici 22). Vzhle-
dem k souvislosti geometrie eliptické ptimky a kruZnice byli
bychom vsak océekavali 2k'n, nebot i obvod kruznice zkou-
mané je 2 k'n. Vysvétleni tohoto rozporu podame v pristim

odstavei.

. Z toho plyne, Ze uhrnna délka

2. Elipticka primka a svazek primek. Geometrii
fady bodové na kruznici o stfedu s miiZzeme interpretovati
jako geometrii svazku paprski (polopfimek opatfenych
smeéry), ptitadime-li kaidému bodu & kruinice paprsek,
kterym od s dospéjeme do b. Prifazeni to jest jedno-

%) Opomijime zde tento postup, jeZto formdln& jest iplné stejny.
Doporuéuji viak ctendfi, by jej provedl sdm.
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jednoznaéné. Jednomu bodu kruZnice odpovida jeden a jen
jeden paprsek svazku a obracené. Horni mez uhlu ve svazku
paprski je 2z a prislusny oblouk kruznice je 2 2'n. MiZeme
interpretovati v celém rozsahu geometrii na eliptické primce
jako geometrii svazku paprska? Jisté Ze nikoliv. To plyne
jednak z ridznosti vzorci pro horni meze uhlu ve svazku
a vzdalenosti na eliptické pfimce, jednak z toho, Ze jed-
nomu bodu eliptické pfimky odpovidaji dva
paprsky svazku (svirajici uhel #n). Tim je vysvétlen
i rozpor, 0o kterém jsme se zminili v odstavei predchéze-
jicim, nebot ten byl vlastné zpisoben tim, Ze jsme porov-
navali eliptickou pfimku a svazek paprskai.

Zbavime-li kazidy paprsek svazku orientace, ziskdme
svazek pfimek. Jedné pfimce svazku odpovidaji na kruz-
nici dva body, ale na eliptické pfrimce jen jeden bod.
Obricené jed nomu bodu eliptické primky odpovidd jedna
primka. Horni mez thlu ve svazku pfimek je = a ptislu$na
délka eliptické pfimky je k7. Z toho plyne:

Geometrii na eliptické pfimce miZeme v ce-

lém rozsahu interpretovati jako geometrii
svazku pFimek.

Uvedeme alespon jeden disledek této interpretace:
Nasleduji-li t¥i pfimky svazku A, B, C v tomto pofadku,
muiZeme vidy od piimky 4 dospeti k pfimece C, aniz pte-
jdeme ptfes pfimku B. (Ve svazku orientovanych
primek je to nemoiné, jak se étenaf muzZe presvéddéiti) Apli-
kujeme-li tento poznatek na eliptickou pfimku, mazeme Fici:

Jsou-li na eliptické primce tfi body a, b, ¢
v tomto pofddku, miazeme vidy od bodu a do-
spéti do bodu ¢, aniZ bychom ptreSli bod b.%)
(Ctenaf muze se snadno presvédéiti, Zze u pfimky hyper-
bolické tomu tak neni.)

V nésledujicim odstavei odvodime nékteré dusledky
porovnani kruznice (resp. svazku paprsku) a eliptické pfimky.

3. Elipticka pfimka a svazek paprsku. Promit-
néme kruZnici (obr. 5) svazkem paprski na jed[_1_1>1 jeil tenu.
Néjakému bodu a, na kruZnici odpovida tedy bod a na pfimece,
ktera je euklidovskym modelem eliptické primky.

93) Pfesné&jBi, ale zdporné znéni této poucky jest: ,Na eliptické
piimce neplati véta: ,Jsou-li dany IFi body (na pfimce), je z mich
jeden a jen jeden mezi obéma zbyvajicimi‘“
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Zavedme nyni oznaceni ,orientovany bod“ pro body
na primce, které jsou opatfeny smérem promitaciho paprsku

Smér ten znaéme S§ipkou a pfFislu$ny bod rovnéz (a, b c)
Sméfuji-li Sipky na obraze nahoru, Tikdme, Ze bod ]est
orientovan kladné, coZ vyznacime polohou Sipky u pismene

tak, Ze tato sméfuje napravo (a, b, ¢,...). V opaf_n:é_m pri-
padé mluvime o bodech zaporné orientovanych, e, £, ..

L,_N'\C':'b o N
g % r‘f d
<+ —
g d
KF ?\‘

Obr. 5.

Po¢néme promitati kruzZnici na pfimku pravé v libo-
—
volném bode _a,. Bod a jest kladné orientovdn. Rovnéz

tak body  a ¢. Dalgim postupem v tomto sméru obdrZime
bod d, ktery na tomto modelu nemé orientace. Bod na-

sledujici e jest v3ak jiZ orientovan zaporné. Doldeme tedy
k bodu a s opaénou orientaci po ]ednom obéhnuti pfimky.

Dalsi projekce v témze sméru skytd bod /, rovnéz zaporné
orientovany. Poté pfijdeme k bodu g, ktery na tomto

modelu nemda orientace. Nasledujici bod h jest vSak jiz

opét kladné orientovan. Koneéné dospéjeme do bodu a
s pivodni kladnou orientaci.

Z tohoto postupu jest ziejmo, Ze musime obéhnouti
eliptickou piimku dvakrate, abychom se dostali do téhoz
bodu s tou? orientaci. P tom viak jsme obéhli kruzZnici
jen jednou. Tim je také vysvetleno, pro¢ thrnna délka
prlmky eliptické je. prave poloviéni obvedu prlsluéne
kruZnice. KdyZ totiZ obéhneme jednou pfimku, na pfi-
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sludné kruznici obéhneme jen pul obvodu. — Vysledek mu-
Zeme shrnouti ve véty:

Rozdil mezi eliptickou pfimkou a pfislusnou
kruinici spociva v tom,Ze pfimku musime obéh-
nouti dvakrdte, abychom dospéli k bodu s touz
orientaci, kdezto kruZnici obéhneme pfitom jen
jednou. V souvislosti s tim musi ihrnna délka
eliptické pfimky byti pravé paloviéni obvodu
ptislusné kruznice.

V poslednich dvou paragrafech jsme ukazali, jak moZno
uvésti v souvislost eliptickou pfimku a euklidovskou kruZnici.
Tato souvislost snad ozrejmi vysledky paragrafu nasledup-
ciho o bodech nevlastnich. Pri tom opet budeme uvaZovati
svazek pirimek i fadu bodi soudasné.

§ 10. Elementy nevlastni.

Podle vyvodi predchézejicich paragrafd mozZno oceka-
vati, Ze elipticky ttvar nema redlnych elementd nevlastnich,
to jest, Ze neexistuji redlné elementy, které by s jinym libo-
volnym elementem urcéovaly miru, jeZz je nekonecné vel-
kou. Ocekavame tak proto, Ze ihrnna mira eliptického
ttvaru jest koneéna. Tim vSak neni Fefeno, Ze neexistuji
ani imaginarné elementy nevlastni. V nasledujicich fadcich
dokéazeme skutecué jejich jsoucnost. Odvodime totiZ tyto véty:

V eliptickém tdtvaru neexistuji redlné ele-
menty nevlastni.

Absolutni elementy eliptického titvaru jsou
jeho elementy nevlastni.

Jen absolutni elementy eliptického itvaru
jsou jeho elementy nevlastni.

K dikazu viech t¥i veét staéi aplikovati rovnici 25a)

X /.
LEY) _ o ¢ oS ——2—,

¥ Vicly
Podle predpokladu je v eliptickém ttvaru pro kazdé dva

/:ll

redlné elementy f7, —f,, f, 0, z éehoZ plyne .2 __ 1,

> 1.

Nikdy tedy nemtZe pro redlné elementy byti V—

zﬂ’!IJ
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Tim je dokdzdna véta prva. DokaZeme nyni soucasné
druhou a tieti vétu.

Ma-li byti jeden z elementi x, y nevlastnim, musi podle
této rovnice byti

fuofyy =0,
t. j. fu =0, nebo fyy =0.

V tom ptipadé nemize vSak byti pro x & y soucasné
foy =0. (Zcela snadny dikaz prenechavdm pili étenafové.)
To znamena, Ze pripad m = oc muZe nastati, to jest, Ze
existuji body nevlastni a jejich soufadnice 7, :7, splhuji
rovnici

/71'1 =0.

Této rovnici vSak vyhovuji j e n elementy absolutni. Tim
jsou vBechny tfi véty dokdzany. %) V piipadé svazku pfimek
jsme tento vysledek jiz znali, nebot euklidovsky svazek
jest v podstaté eliptickym svazkem a ve svazku euklidov-
ském jsou nevlastni primky primkami isotropickymi. Ale
ani na pfimce tento vysledek nepfekvapuje, zndme-li jeji
souvislost s euklidovskou kruZnici. Tato ma totiZz pravé dva
nevlastni body, isotropické body své roviny.

Nyni téZ mizeme doplniti vétu predposledniho odstavece
minulého paragrafu o tfech bodech eliptické pfimky:

Jsou-li na eliptické pfimce dany tfi body
a, b, c v tomto potadku, mizZzeme vidy dospéti od
bodu a k bodu ¢

I. bez prejiti bodu b a
IIl. bez pFejiti nevlastnich elementu.

Takto vyslovena véta zasadné odlisuje pfimku elip-
tickou nejen od ptimky hyperbolické, ale i od pfimky eukli-
dovské.

Tim jsme v hlavnich rysech vycerpali teorii eliptického
utvaru a prejdeme ke studiu ttvaru parabolického.

Pozndmka: V ittvaru hyperbolickém uvddéli jsme nékteré
konstrukce. TotéZ bychom mobli uéiniti i zde. Obé& uvahy jsou viak

principielnd stejné a étenat je miZe tedy provésti sam, kdyZ si uv8domi,
Ze zde samodruZné elementy jsou imagindrné sdruZené.

) Téhoz postupu mohli jsme ov8em pouZiti i pfi tivaze o ne-
vlastnich elementech hyperbolického iitvaru.
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Jednorozmeérny tdtvar parabolicky.
§ 11. Uprava zakladniho vzorce.

1. Pfedbéiny vypodéet. Jednorozmérny titvar para-
bolicky jest charakterisovdn tim, Ze jeho elementy absolutni
splyvaji v jediny redlny element. V tom pripadé je viak dvoj-
pomé&r A = (E£xy) roven jedné a tudiZ vzorec 16) pro kaZdé
dva elementy xa ya pro kazdou od nuly rdznou konstantu ¢
skyta podle (VIL, 2, 13)

u = éxxnl (= celé é&fslo)
resp. pro x =0 =0

Tato definovand mira nevyhovuje ovSem poZadavkiim,
které klademe na iihel, resp. vzdilenost. Proto musime bud
jako miru definovati jinou funkei, nebo vzorec 16) tak
pretvofiti, aby shora zminénym poZadavkim vyhovoval.
Ucinime toto druhé.

Budeme pokladati utvar parabolicky za mezny pripad
utvaru hyperbolického (kdyz se absolutni elementy nekonecéné
malo li§i). Odvodime nejdrive rozvoj funkce log 1 pro tento
hyperbolicky ttvar a pak limitnim pochodem dospéjeme
ke vzorci pro utvar parabolicky.

MiZeme zvoliti soustavu soufadnou tak, Ze souFadnice
absolutnich elementu hyperbolického iitvaru jsou dany

rovnicemi

I
34) g—:=o g—:,= ,

kde 6+ 0 jest libovolné éislo. Tim je jejich poloha v utvaru
stanovena. Dvojpomér 1, ktery urcuji tyto dva elementy
s libovolnymi elementy x=ux,:x% a y=y,:1,, je dan
vzorcem (VIII, 5, 25)

i &l W& x pa—yd _ 1—yd

B [ylEl] x&1 7 X,—xd 1—x0

Omezime pfechodné obecnost svych uvah predpokla-
dem, Ze souradnice elementi, jichz miru hleddme, spliuji
podminky

p81<1, [x8]<1, —1<dGx—pA+xé+xst. )21,

abychom mohli rozvinouti v fady wvyrazy —1_1—“5 resp.

log 4. Podminky ty jsou potud omezenim obecnosti, pokud
predpokladéme 0 libovolné, rozdilné od nuly. Za pfed-

V. Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie. 6 69



pokladu, (ktery pozdéji skuteéné uéinime) Ze o — 0, jsou
zminéné podminky splnény pro kazdé dva obecné po-
loZené elementy x, y. '

Posledni zlomek vpravo miZeme rozvésti v fadu. Tak
obdrZime

1— 1—yd =1 —yd) (14 xd +x224..),

1—xd
nebo po Gpravé
A=14d(@x—y)[1+xd+ x4 ...].
Pro vyraz log (1 + v) plati vSak rozvoj

SR T A _ -
gL+ =y—bt %, (—1<y=1)
a tudiz _
logh=d(@x—y)[1 +xdFx2+.,]—
—%d"‘(x—-y)’[1+xd+x262+...]’—...',

nebo po tdpraveé
2
35) log 2= 4 (x—p) [t + 37 e+ 9) + 57 C. )+ -]

Nevypisujeme koeficienti u vy3sich mocnin J, nebof
jich nebudeme potitebovati.

Mira dvou elementid hyperbolického ttvaru je dana
vzorcem ,uz%log 2. Zvolme kzle, kde / je libovolnd,
od nuly ruzné konstanta. Ziskame tak z rovnice 35)

%) e =1G—p+S @)+ 00+

Cim je 6 menSi, tim méné se lis§i u od I (x—y) za
pFedpokladu, Ze ani x, ani y nesplyva s nékterym z bodi
absolutnich. Je-li koneéné 6 tak malé, Ze d —0, miZeme pro
miru hyperbolického ititvaru psati

36) lim s (xg) = L(x — ) = L F19a],
>0 X2 Y
Ale kdyz 6 —0, prechazi hyperbolicky titvar v itvar
parabolicky, v némZ elementy ¢ &' splyvaji. Je tedy nasnadé
otazka, nemiiZeme-li vyraz u pri 6 —0 povazZovati za ne-
koneéné malo odlisny od hledané miry parabolického utvaru.
Aby tomu tak bylo, musela by lim x

3—>0
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a) spliovati podminky, kladené na miru, a
b) byti invariantem projektivnich transformaci, které re-
produkuji dva splyvajici body absolutni (a znaci parabolicky
pohyb). '
UkaZeme nejprve, Ze Jling u spliuje poZadavek sub a).
Skuteéné
alilfoy xy) +Jl_i_t_:3u W)=Ullx—pP+wy—2))=&—2){= ;Eoll (x2)
dligloﬂ(xy)=l(x—-y)=— l(y—x)=—dlig})u(yx)4=0,(x+y)

lim g (xx) = (x—x) =0
—0

DokaZeme nyni, Ze }in}) u spliuje i poZadavek sub b).

K tomu cili pfetvofime ponékud vzorec 36) tim, Ze vhodné
uréime konstantu Z

2. Volba konstanty L Konstantu / uréime tak, Ze
zvolime dva libovolné elementy j=j,:f;, p=p:ps, JimZ
pfisoudime miru 1, t. j.

. . 1=I1{—p),
z Cehoz .
36[ l= Jﬂpl
) P
Dosazenim této hodnoty do rovnice 36) ziskdme
: _ [y pads
1 = %1 ¥l PaJy
6-1-?0” o) IAEND
nebo vzhledem k 34)
: _ [yax ] Uaéid [pa &4
37 1 =
) T TN A[ERA TR AR

Tento vyraz jest invariantem vzhledem k projektivni
grupé a tim spiSe tedy k jeji podgrupé, kterd urcéuje para-
bolicky pohyb itvaru.!!) Samoziejmé vyhovuje i podminkam,
odvozenym pro vyraz 36).

1) Pro kaZdy determinant tvaru I;‘ _Z 'I plati transformace aZna konst.
292
faktor

:xl :y. I — | X, a, + x4, yant+ya,| I X I a, ay
X2 Y2 Xy @y 1 X, Qp Y@+ Y ay, X3 Yz || @2 Qg
Ve vyraze 37) se determinanty 'Zl;::: pravd krati. Je tedy rovnice
12y

37) skutetné vzhledem k projektivmi grupé transformaci invariantni.
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Skutecné tedydling 4 hovi podminkam, kladenym na miru

parabolického itvaru. Proto definitoricky zavedeme
pojem miry parabolického ttvaru vétou:

Limitu miry hyperbolického dtvaru, ktery
se nekoneéné malo li8i od utvaru parabolic-
kého, nazveme mérou titvaru parabolického.

Pro tuto miru zavedeme opét oznacdeni u. Je tedy mira
parabolického udtvaru ddna vzorcem

[yax][s28:) [Pa €]
INALERNIPAD

379 u(xy) =

Jest samoziejmé, Ze v tomto vyraze vyskytuje se jen
jeden absolutni element, nebot podle predpokladu splyvaji
oba v jeden. — Vzorec 36) upomind na vzorec pro vzda-
lenost dvou bodii na primce euklidovské. Neni to vysledek
prekvapujici. Vidyt euklidovsky pohyb na pfimce je také
definovan pomoci projektivni grupy transformaci, které re-
produkuji jediny bod (t. zv. bod 1ibéZny, nevlastni) dané
primky. Je zde tedy tpln4a analogie s pohybem parabolickym.
Osvétlime tuto analogii jeSté tak, Ze uréitym zptisobem pre-
tvofime vzorec 37’).

3. Jiny tvar vzorce 37). Ku pretvofeni vzorce
pouZijeme identity
[x gl [Py 2] =[xy pal [y, &) — [x, &) [y, Al
Dosazenim této identity do vzorce 37") obdrZime

[x, p2] [£, /2] [ynpz] (YA
(x, &) [ J] [yl | [Pllz]

Tvar séitanci na pravé strané této rovmice je nam
zndm. Jsou to vyrazy pro dvojpoméry bodu (p & xj), resp.
(p&yj). Podle toho muzeme tedy psati

38) p(xy)={@ExH)—@EYD.

v (xy) =

Tim jsme miru dvou elementu vyjadfili rozdilem dvou
dvojpoméri. Vhodnou volbou elementu j, p prevedeme iej
na jednoduss$i tvar. Je-li totiz p elementem podatecnim
(pr =0, py), element j elementem jednotkovym (j: Jo=1)
a element absolutni o soufadnicich &;, & =0, je
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x.ong.1

Y — _ txpd X
PN = TR 0T~ Fapafy
x,0 [|p,1
a tudiz
g XU
uxy) =+ X v

Jde-li o pfimku a je-li bod absolutni zobrazen na modelu

euklidovském bodem nevlastnim, miZeme x = % a y=%

2 2

poklddati prave za euklidovské vzdalenosti od bodu poéatec-

niho. Pak je vzdalenost dvou bodii na euklidovském modelu
i na parabolické pTimce

pp=—+x—y
'Vyslovné muZeme formulovati tento poznatek vétou:

Zvolime-li euklidovské zobrazeni parabo-
lické pfimky tak, Ze absolutni bod parabolické
primky splyvd s nevlastnim bodem pfimky eu-
klidovské, pak parabolicka primka jest ptfimo
pfimkou euklidovskou.

K témuz vysledku museli bychom ovsem dospéti i jinou
cestou. Mohli bychom totiZz vyjiti od definice pohybu a uka-
zati, Ze v tomto zvlastnim pripadé je pohyb parabolicky
shodny s euklidovskym pohybem na ptimce (s t. zv. trans-
laci). Doporuéuji tento zpusob pili ¢tenafove.’?) — Z vyvodii
predchazejicich jest zfejmo, Ze element absolutni parabolic-
kého itvaru je jeho elementem nevlastnim. DokadZeme
to vSak vyslovné v odstavei nasledujicim.

4. Elementy nevlastni. Element nevlastni v para-
bolickém dtvaru jest opét definovan tim, Ze s llbovolnym
jinym elementem téhoZ dtvaru uréuje miru nekonecéné velkou.
DokiZeme o ném véty:

Nevlastnim elementem parabolického ttvaru
je jeho element absolutni.

Jen absolutni element parabolického iitvaru
je jeho elementem nevlastnim,

12) Nejdfive se vyjadfi, Ze bod absolutni ¢ se reprodukuje traps-
formaci 1). Poté nutno brati v \vahu, Ze vzdalenost bodi j, p je pravé
rovna jedné pf¥i kaZdé transformaci.
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Obé véty plynou ihned ze vzorce 37’). DokaZeme nejprve
vétu druhou. Ma-li totiZ mira dvou elementd byti vétsi nez
kazdé libovolné ¢islo, musi jmenovatel v 37’) se rovnati nule.
Ze t¥i determinanti tohoto jmenovatele muZe se anulovati
bud [£; x;] nebo [&; y.). (Determinant [p,j;] se nemizZe anu-
lovati podle predpokladu, vyjadfeného rovnici 36'). Anulo-
vénim jednoho z prvych dvou determinanti obdrzime

=5 _

El—i:x’v nebo E—- §,=y1 =y.

& x

Z toho plyne, Ze bud element x nebo element y splyva
8 elementem £ Tim je dokazdna druha véta. — Dikaz
prvé véty necini zvlastnich potizi. Citatel zlomku v 37)
je vidy koneény, od nuly rizny. Je tedy anulovani jednoho
z determinantd [£; xg], {51 Y:] ve jmenovateli nejen nutnou,
ale i postacujici podminkou, aby u bylo nekoneéné velké.
Ale toto anulovani nastane jen tenkrate, je-li x =2¢&, neb
y=¢, jak jsme nahoFe ukazali. Tak jsme dokézali i prvou
vétu.

Vice se geometrii jednorozmérného itvaru zabyvati
nebudeme. Poznatki zde ziskanych upotfebime v dalSich
kapitolach, kde budeme studovati ittvary dvojrozmérné.
Napted vsak jiZ upozornuji, Ze se budeme zabyvati pouze
rovinou a nikoliv téZ (dvojmocnym) svazkem rovin, danym
bodem prochazejicich. Omezeni to nedéje se z diivodi teore-
tickych, nybrZ jen z ohledu na étenare, kterému asi ve
velké vétSiné geometrie v roviné jest bliz§i neZ geometrie
takového svazku. Ostatné je mozno véty ziskané pii jakési
opatrnosti vidy prenésti na teorii tohoto svazku.
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HYPERBOLICKA ROVINA.

Kapitola IV.

UVAHY ZAKLADNI.

§ 1. Formulace problému.

V poslednim paragrafu druhé kapitoly naznaéili jsme
obecné svij ikol pfi studiu neeuklidovské geometrie v ro-
ving. V tfeti kapitole, v paragrafu druhém jsme pFesné
definovali 1ikol neeuklidovské geometrie jednorozmérného
ditvaru. TymzZ zpisobem definujeme 1kol neeuklidovské
geometrie v roviné. PFi tom ov8em musime obor pusob-
nosti rozsifiti na obor ternarni, t. j. uvazovati zasadné
vyrazy ve tfech proménnych, kdeito dfive jsme se omezo-
vali jen na obor bindrni (pro dvé proménné. Viz téz VIII,
6). Misto projektivni transformace dvou proménnych budeme
uvaZovati projektivni transformace tfi proménnych (VIII, 4).
Takova transformace zavisi na osmi koeficientech.

Podkladem naSich tdvah bude tedy projektivni
osmimocna grupa (VIII, 5) transformaci. — V této
grupé obsaZena je trojmocna projektivni grupa, ktera re-
produkuje libovolnou kuzZeloseéku (jednoduchou.’) VIII, 7).

Nasim ukolem bude studovati invarianty vzhledem k této
trojmocné grupé, ktera je podgrupou osmimocné grupy
projektivni.

Podle toho, jakého druhu je kuZelosecka, zda reaina,
¢i imagindrni, rozezndviame geometrii hyperbolickou resp.

) Je-li ona kuZelosetka sloZens, pak grupa projektivnich trans-
formaci ji reprodukujicich jest obecné é&tyFmocnd, jak jsme vidéli na
pfikladé pobybu euklidovského (11, 1). Tam totiZ isotropické body pfed-
stavuji prdvé takovou sloZemou kuZeloseCku. Pfes to v8ak pohyb je
vyjddten trojmocnou grupou (II, 1, konec).
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eliptickou (I, 4, konec, kde uvaZovan téZ pfipad geometrie
parabolické pro kuZelosecku sloZenou).
Budeme se prozatim zabyvati jen geometrii hyperbo-
lickou, kdy tedy kuzZelosecka se reprodukujici je realna.
Ukol geometrie hyperbolické v roviné miiZeme po této
pripravé definovati presné takto:

Hyperbolickd geometrie v roviné zabyva se
studiem invariantd vzhledem ke trojmocné
grupé projektivnich transformaci

o'xy=a,x +a,x+ a,x,
1) 0=y X, + apx, + a; x; (a”: ?OBSL reélng,
Q% =ay X+ ay,x, + a, x, Li=1,23),

které reprodukuji jednoduchou, redlnou ku-
zelosecku

2 [=guElr T+ 0l + 90+ 209065+ 9685+ 905 6) =0.

Této kuZeloseéce budeme Fikati absolutni kuzelo-
seCka. Nékdy se téZ oznacuje jako kuZelosecka Cay-
leyova, nebot Cayley prvy ji pouzil k ivaham podobnym.
Roviné, ve které budeme studovati geometrii hyperbolickou,
kratce budeme Fikati rovina hyperbolicka.!*)

V ttvaru jednorozmérném Slo bud o body na pfimce,
neb o piimky svazku. V roviné nutno vSak uvaZovati
souéasné body a pfimky. Jezto pfimka jest uréena dvéma
body, jisté bychom ke studiu invariantnich vlastnosti priinek
vystadili s definici problému, jak jsme ji pravé uvedli. Casto
v3ak je vyhodné takové invarianty vyjadriti pfimo v sou-
fadnicich t. zv. pfimkovych (VIII, 3, 18). Proto budeme
definovati zvlasté kol geometrie hyperbolické vzhledem
ke studiu pfimek.

Na udaném misté kap. VIII dovodili jsme zpiisob trans-
formace soufadnic primkovych rovnicemi 23) a nebudeme
jei tedy znova odvozovati. Rovnéz tak odvodili jsme v § 6
téZe kapitoly priinkovou rovnici kuzelosecky, je-li bodova
jeji rovnice dana. MuZeme ihned téchto poznatkiu pouZiti
k definici neeuklidovského studia ptimek v roviné:

1a) Ve gvych Ciselné teoretickych tivahdch zavaddi Minkovski pojem
télesa, nikde konkdvniho. Priisekem tohoto t8lesa s obecnou rovinou,
uréenou tfemi body uvnitF tlesa, ziskdme ovdl, nikde konkdvni. Hil-
bert ukdzal, %e takovy ovédl miZe zastupovati Cayleyovu kuZeloseéku
v geometrii, obdobné geometrii hyperbolické.
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Hyperbolicka geometrie v roviné zabyva se
téZ studiem invariantda vzhledem ke trojmocné
grupé projektivnich transformaci

"IX|=A||X1+A12XJ+A13X3

1,) Z’I’X1=A21X1+A:2X2+Azaxm
o0'Xy=A, X, + A4 X, + Ay X,

které reprodukuji kuzeloseéku 2), jejiz pFim-
kova rovnice jest

Ju9ugdn ‘::ll

2y Fo.=(9uIndnl= G 5 4 G -Ea’_ Gy 53"_'4—_2( w5 5+
- == 931932933 '3.1 F G E 5+ G EE) =0
z 55

Podle téchto definic budeme postupovati v nésledujicich
paragrafech.

Poznamka: Jsou-li 2,y dva body v roving, pfimka
je spojujici ma soutadnice (VIII, 3, 18)
3) o X, =[mz), 0X,=[ysz] é X, =y 2zl

Ale pfimkové soufadnice miZeme za uréitych predpo-
kladid definovat i jinak. Budiz

x4+ x4+ exl; =0 (t=+1)

rovnice néjaké jednoduché kuZelosecky v roviné, ktera se
grupou projektivnich transformaci reprodukuje. Rovnice po-
lary k bodu u (u; : u,: ug) vzhledem k této kuzelosedce jest

X u, +x,uy, -+ ex;u; =0.
Jezto vsak rovnici obecné piimky je vidy mozno psati
x,a+x,b+ex,c=0 (a, b, c const),
plyne z pfirovnani obou rovnic
4) . ou, =a, ou,=2b, ouU;=C.

JeZito pomér a: b : ¢ urduje jednoznacéné pFimku, miZeme
disla a, b, ¢ povaZovati za pfimkové soufadnice pfimky. Jsou
to tedy zaroven bodové soutadnice jejiho pélu.

VyjadFime-li rovnici pfimky pomoci soufadnic, defino-
vanych rovnici 3), ziskame (VIII, 3, 16)

X XitxX+xX,=0.

Jsou tedy oba druhy soufadnic vazdny rovnicemi
a:b:e=X,:X,:¢X,.
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Pokud se tyce uZivani jednotlivyech druhii téchto sou-
fadnic, smluvime se na tom, Ze neni-li vyslovné jinak podo-
téeno, budeme uzZivati soufadnic definovanych rovnicemi 3).

§ 2. Zakladni metrické vztahy,

1. Vzddlenost dvou bodud. Vzddlenost dvou bodi
v roviné hyperbolické definujeme podobnym zpisobem, jako
jsme definovali miru dvou elementu v hyperbolickém dtvaru.
Spojime dva body dané x, y pfimkou, ktera protne abso-
lutni kuZeloseéku v bodech &, &', Stanovime poté dvojpomér
(§& xy) a jeho logaritmus, nasobeny néjakou vhodné vo-
lenou konstantou, prohldsime za vzddlenost bodd x a y.
Nazveme-li body &, & absolutnimi body dané primky, je
tim i formalné tento postup identifikovan s postupem, kterym
jsme v (IIl, 2, odst. 3) odvodili miru dvou elementd. Proto
jiZ nebudeme znova dokazovati, Ze takto definovand mira
vyhovuje podminkam, které predepisujeme vzdalenosti. (Tyz
odstavec.)

Postup nahote vyliéeny provedeme analyticky takto:

Souradnice kazdého bodu z na pFimce mozno vyjadriti
linedrné soutadnicemi dvou jejich bodua:
5) ozy=ax,+al, 0Z, =, X, + 43 Y1, 02y =a, X3+ a; Y

Totéz plati ovSem i o bodech absolutnich (prisecicich
spojnice x y s absolutni kuZeloseckou):
o =ax,+ ay, obhh=a X, taly,, of&5=0,x+ay,.
Koeficienty a;, a, uréime opét z podminky, Ze bod &
leZzi na absolutni kuZeloseéce. ObdrZime tak
6) agl/m+2ala2/zy+angyy=01
kde .
fre =G X+ Gaa X2+ g3y X + 2 (X, Xs+ g X X3+ gn X X3) )
Ty =9ubtaup:+ guds+2@ut 2+ gut ¥+ gu b 1)
f;py =guXiht+guatht+guXsys + gy +x0)+
+ G X Y3+ X y,) + G (X2 73 4 X3 1)

v x a fls el v
Kazdému poméru ;j odpovida néjaky bod na ptimce x y.
?) fzo =0 2naéi, Ze bod x leZi na absolutni kuZelosedce, podobné

fyy =0 znali bod y na této kuZeloselce, '/;.,y=0 jest rovnici poldrné

sdruzenych bodi vzhledem ke kuZelosecce absolutni. (Bodem x musi
prochézeti polira bodu y vzhledem k této kuZeloseéce a naopak.)
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Specielné pro bod
x obdrZime z rovnic 5)

a,ia;=1:0, pro bod
y obdrZime z rovnic 5)
a,ta,=0:1, pro bod
& obdrZime z rovnice 6)
a o It Ve pro bod
ay fm
& obdriime z rovnice 6)
o Ty =V —luly
A T.e '

Takovym zpisobem jsou tyto étyFi body na pfimce x y
uréeny pravé pomérem dvou iudaji a muZeme tudiZ vypo-
et pro logaritmus dvojpoméru (¢ & x y) (ktery opét budeme
znaciti 1) uspofadati tak, jako v (III, 2, odst. 3). .

Ziskdme pro log A rovnici

Foy + Vi —Fas by
fzy - V—f_z_ytl;;ﬂ

Vzdalenost dvou bodii x a y definujeme pak obdobné
jako ve zminéné kapitole vzorcem

oy + VI —Foa fy
fzv - V_fp;_ fa:a; I;;

kde obecné ¢ =k + k'i (R, k' reédlné).

Pti volbé konstanty ¢ nutno v8ak postupovati s opatr-
nosti. Body absolutni mohou totiZ v hyperbolické roviné na
redlné primce byti bud

a) redlné rizné, protina-li pfimka absolutni kuZelosecku

(f:y - f” /:'I!l > 0)’

b) imagindrni rizné, neprotina-li’) pfimka absolutni ku-

Zelose¢ku (f2, — fu fiy < 0),

%) Presn&ji fikdme, Ze kaZ?d4 redlnd pfimka protind kuZeloseikn
a to bud ve dvou riznych bodech redlnych, nebo ve dvou bodech ima-
gindrnich sdruZenych, nebo koneéné ve dvou splyvajicich redlnych bo-

dech. Jako piiklad imaginirné sdruZenych bodi na redlné kuZelose&ce
stiijteZ zde priseéiky primky x; =0 s redlnou kuZelosetkou

X2+ x,2—x,2=0.
Jejich soufadnice jsou 1:7:0 resp. 1:—1i:0.

logi=1log

7 m(xy)=%logl=%10g y (€§0)
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¢) realné splyvajici, je-li pfimka tecnou kuZelosecky abso-

lutni (f2y — fos fry = 0).

Podle toho rozezniviame v roviné hyperbolické t¥i
druhy piimek: a) hyperbolické, b) eliptické, ¢) parabolické.

V predchazejici kapitole jsme ukazali, Ze pro kazdy
z téchto _Ppripada Je nutno_voliti konstantu ¢ jinak, ma-li
byti splnén samozfeimy poZadavek, Ze vzdalenost dvou re-
alnych bodu je vidy realna. Jiz z toho je ziejmo, Ze volba
konstanty ¢ vyZaduje hlubsiho rozboru. Odvodime ji z po-
zadavku, které_sice nejsou loglckou nutnosti, ale pro
nazor jsou témeét samoziejmé. Tyto poZadavky jsou:

1. Vzdalenost riznych realnych bodi je vidy redlna,
od nuly riuzna.

2. Na primce moZno volné pohybovati bodem.

RozepiSeme posledni vzorec pro m(xy), pfi éemZ se

omezime jen na hlavni hodnoty. Obdrzime tak pro pfimku
hyperbolickou (VIII, 2)

f
k_;’“logl A=>0

m=tiogltl—Eat L wiogr|+em, 1<0,

pro primku eliptickou
' hi—k
2

a konecné pro pfimku parabolickou
m=0.

Z techto vzorcl jest ihned zfejmo, Ze nemiZeme voliti
souasné k= 0, £’ = 0, nebot pak by pro pfimku hyperbo-
lickou a eliptickou nebyla splnéna prvni podminka a to
i v tom ptipadé, omezili-li bychom se na obor jen uvnitf,
nebo jen vné obrazu absolutni kuzelosecky. Zkusme tedy
zvoliti jedno z ¢Cisel &, &’ rovno nule.

Pro ptimku eliptickou jsou oba poZadavky splnény,
Jjen kdyZ volime & = 0, t. j. c=F'l. Pri této volbé konstanty
neni vSak jisté splnena prvni podminka pro pfimku hyper-
bolickou. Nesmime tedy voliti ¢ = &'i. Volime-li vSak ¢ =&,
jsou pro hyperbollckou primku podminky 1., 2. splneny jen
tenkrate, omezime-li se na studium dvojic bodu, jichZobra-
Zy nejsou oddelovany obrazy bodd absolutnich.
To znamena, Ze hotejSi podminky jsou splnény pro kaZdou
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piimku hyperbolickou, omezime-li se na studium té dasti
roviny, jejiZz obraz je bud vné, nebo uvnitf¥ obrazu ab-
solutni kuZeloseCky. Avsak v té ¢asti roviny, jejiz obraz
je vné obrazu absolutni kuZelosecky, nalézaji se primky
eliptické a parabolické, pro néZz hotfejsi podminky za pred-
pokladu c==#% ne]sou splneny Nesmime tudiz tuto ¢ast
uvaZovati. V té &asti roviny, jejiZ obraz jest uvnit¥ obrazu
absolutni kuZelosecky, neexistuji - ‘eliptické a parabolické
pfimky a tudiZ za predpokladu ¢=£% jsou pro vzdale-
nost hotejSi podminky vidy splnény. Tento diile-
zity vysledek formulujeme takio: Podminkam 1. a 2. je
vidy vyhovéno,omezime-lise na tu éast roviny,
jejiz obraz jest uvnitf obrazu absolutnl kuzelo-
secky a pfedpokladame-li c=*%

Dosazenim této hodnoty & do vzorce pro m(xy) obdr-
Zime definitivni rovnici pro vzddlenost dvou bodu:

k k fzy + Vf;y_fmfyy
7 =—1 =1 ——
g) m(xy) = 5 log 4= 5 log for VTl

Interpretaci a pretvoreni tohoto vzorce provedeme
pozdéji. Nyni vSak se obriatime ke studiu vzorce pro tihel
dvou pfimek v roviné.

2. Uhel dvou pFimek. Necht v hyperbolické roviné
jsou ddny dvé primky X, Y o soufadnmicich X;, X;, X;;
Y, Yz, Y;. Jejich uhel stanovime obdobnym zplsobem,
jakym jsme v pfedchazejicim odstavci stanovili vzddlenost
dvou bodi. Tam jsme na spojnici xy stanovili priiseéné body
s absolutni kuZelosefkou, zde priseéikem obou prlmek ve-
deme teény k absolutni kuZeloseéce. Nazveme je = a Z'.
Tim jsme ve svazku prlmek ktery prochazi bodem (XY),
stanovili pfimky, které jsme dfive nazvali pfimky abso-
lutni. Odvozeni dhlu dvou pfimek déje se prave tymz
zpiisobem jako v kapitole predchazejici. Pritom ovSem pred-
pokladame kuZeloseéku absolutni danou ve tvaru p¥im-
kovém 2'. (Komu by pfece toto stanoveni uhlu zdalo se
obtiznym, ten miZe aplikovati krok za krokem postup od-
stavce predchazejlclhog) Ziskame tak vzorec pro thel M(XY)

c c Fxy+ ) Fxy— FxxFyy
8§ MEN)=—logd=-5log v+ .
Fyxy— | Fxy— FxxFyy
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Zde je C libovolnd, od nuly rizna konstanta, obecné

tvaru
C= K+ K,

pii éemz K a K’ jsou éisla redlna a 4 dvojpomér pFimek
zZ 2 X, Y, tj A= (EZ’XY). Bliz§i stanoveni konstanty C
neskyta obtizi. Vime totiZ jiZ z predchdazejiciho odstavce,
Ze se musime omeziti na studium bodia, jichZ znizornéni
jest uvnitl obrazu absolutni kuZeloseéky. Z takového bodu
miZeme v8ak vésti jen teCny imagindrné sdruZené. Jsme
tedy vedeni v hyperbolické rovine jen ke svazkim eliptic-
kym. Pritakovych svazcich je v§ak nutno voliti konstantu C
ryze imagindrni C= K'i (K=0). V prvnim odstavci sedmého
paragrafu kapitoly IIl jsme dokazali, Ze horni hranice pro M
jest (aZ na nasobky — k'~n) pravé

M, . =Kn?%)

Uéinime jeSté jeden pFedpoklad, ktery omezi volbu
konstanty K’. Budeme totiZz poZadovati, aby ihrnnd hod-
nota udhlu dvou pFimek byla pravé, jako v geometrii
euklidovské, rovna =.

Z posledniho vzorce je zfejmo, Ze musime voliti
K’'=1, ma-li tomuto poZadavku byti vyhovéno. Tim jsme
vedeni k definitivnimu tvaru vzorce pro tihel dvou pfimek

Fyy+VFyy—Fxx Fyy
Fyy—VFyy— FxxFyy

8)

M(XY)= % log

3. Jiny tvar vzorci zdkladnich. Pravé tak, jako
jsme odvozovali vzorce 18), 24), 25) v predchazejici kapi-
tole, miZeme obdobné vzorce stanoviti i zde. Nebudeme
jiz provéadéti vypocdet podrobné a podidme jen vysledky.
Zéakladni vzorec pro vzdalenost dvou bodi mozZno téz psati

) (xy) =k Cos fay ik arc cos Sy
a) m(xy) = k arc Cos ———— = ikare cos ———,
) Vel Veela
2 __ / —
b) m(xy)= karcSin v_—f”y Tl ki arc sin V Jerl =Ty .
fa:zfyy azlyy

4) Na uvedeném mistd jsme uzivali pondkud jiného oznaeni pro
konstantu, coZz snad ¢tendfe nebude myliti.
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Pro ihel dvou primek obdriime ze vzorce 8')

Fxy
aj) M(XY)=arccos ——————
V FxxFyy '
10 QO —
b) M (XY) = aresin L M
: FexFyy

Tyto vzorce nam velice prospéji v pozdéj§im poétu
a proto je zde vyslovné uvadime.

§ 3. Interpretace zdkladnich vzoreci.

Interpretace zakladnich vzorcii je ndm vlastné jiZ
zndma z kapitoly predchéazejici. Nebudeme ji proto znova
odvozovati, nybrZ omezime se na struéné poznamky. Tak
v prvé fadé vidime,. Ze v hyperbolické roviné podle naSi
dmluvy prichazeji v dvahu jen primky hyperbolické a svazky
jen eliptické. To znamena:

V hyperbolické roviné métfime vzdalenosti
hyperbolicky, ale ihly elipticky.

Tento vysledek ovSem neni novy, ale je dobfe uvésti
jej pravé timto zplusobem, nebot takto je ziejma jedna
z nejcharakteristictéjSich vlastnosti hyperbolické roviny:
jejil metrickd nedudlnost?)

Vzdalenosti dvouz bodi neodpovida totiz dudlné dhel
dvou ptimek, které jsou projektivné dualné k oném bodim.®)

Z prvé casti véty nahofe vyslovené miZeme odvoditi
mnoho vyznaénych vlastnosti hyperbolické roviny, uvédo-
mime-li si vysledky ziskané v pfedchazejici kapitole pfi
studiu hyperbolické pfimky. V prvé radé je to zavedeni bodi
nevlastnich. Na kazdé hyperbolické ptimce existuji dva
redlné body nevlastni. Dokéazali jsme, Ze jsou to praveé abso-
lutni body dané pfimky. Vzddlenost dvou bodid, z nichz

%) Euklidovska rovina je také metricky nedudlni. Vzdilenosti mé-
fime parabolicky, dhly elipticky.

% To bylo jednim z divodd, pro ktery néktefi matematikové za-
vrhovali moZnost domnénky, Ze roviny v naSem prostoru jsou hyper-
bolické, neb euklidovské (t. j. Ze n43 prostor je hyperbolicky, neb
euklidovsky). Poukazovali na to, Ze v pfirodé jeden tkaz plyne z dru-
hého a tudiZ je mélo pravdépodobno, ze by takové roviny se dvéma
riznymi metrikami (pro body a pfimky) se v pfirodé vyskytovaly.
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alespon jeden je nevlastni, je nekoneéné velkd. P¥i odvo-
zovani vzorce pro vzddlenost dvou bodid v roviné hyper-
bolické jsme za body absolutni pokladali prusecxky primky
s absolutni kuZeloseékou. To platilo o kazdé pfimce a proto
miZeme Fici:

Body kuZelosedky absolutni, a jen tyto, jsou
neviastnimi body hyperbolické roviny. Jsou
vidyrealné. Vzdalenost libovolného bodu, ktery
neni nevlastni, od néjakého bodu absolutni ku-
Zelosecky je nekoneéné velka.

Z toho plyne, Ze dvojrozmérna bytost, nadana schop-
nosti méFiti vzdalenosti jen hyperbolicky, nikdy by boda
absolutnich nedosdhla a tudiZ ani nemohla pfestoupiti. Tim
naSe omezeni na obor na téie strané absolutni kuzelosecky
jest i logicky a noeticky sankcionovano, nebot se stano-
viska takové bytosti existuje jen jeden obor roviny vzhle-
dem k absolutni kuzZeloseéce. Omezili jsme se vS8ak na obor
uvnit¥ absolutni kuieloseék‘y. Je tudiZ jen logickou kon-
sekvenci, kdyZ slovem ,bod“ oznaéime jen takovy, jehoZ
obraz jest uvnitf obrazu absolutni kuZelosecky. Podobné
slovem ,pfimka“ budeme rozuméti jen tu jeji ¢ast, ktera
se zndzornuje uvnitf obrazu absolutni kuielosecky. Bude-
me-li pres to nuceni mluviti 0 bodech, jichz zobrazeni je
vné obrazu absolutni kuZelosecky, budeme uzZivati oznadeni
,bod idealni“.

Podobné budeme mluviti o é&astech pfimky, jichZi zo-
brazeni je vné obrazu absolutni kuZelosecky, jako o ,idealni
casti primky“. Dle toho primky eliptické budou pro néas
Hidedlni®. Rovnéz tak primky parabolické, s vyjimkou
jednoho (vlastné dvou splyvajicich) bodu teéného.

Uéinime jesté jednu imluvu razu vice formalniho. Mohli
jsme ji uciniti sice jiZ drive, ale pristoupime k ni teprve
nyni, kdyZ je moZno predpokladati, Ze ¢tendf jiZ dokonale
rozeznidvd mezi neeuklidovskym itvarem a jeho eukli-
dovskym modelem. Pfi vykladu nebudeme nazvy nahote
zavedené ddvati do uvozovek. To jsme udinili jen proto,
aby vice vynikly. Uvozovky si reservujeme pro tutvary na
modelu. Tak obrazem bodu je ,bod“. podobné obrazem
piimky je ,pfimka“. Uvozovkami tedy zdiraziujeme, Ze
mluvime o obraze utvaru, nikoliv pfimo o ném. To, ]ak
pozdéji pozniame, velice zjednodu$i prostfedky vyrazové.
— Obratme se nyni ke studiu pfimek v rovineé.
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§ 4. Dvé pFimky.

Vysledky predchazejicich odstaveil neposkytovaly vlastné
vice, neZ jsme znali jiZ z kapitoly predchozi. V tomto para-
grafu odvodime nékteré poznatky, jeZ budou pro nés zcela
nové, K tomu cili vSimnéme si obrazu 1, kde jsou vyzna-
éeny rizné polohy dvou pfimek. Primky X, Y7) se proti-
naji ve skutecném bodé mimo kuZelosecku absolutni, primky
X, Z (nebo Y, Z) se protinaji na absolutni kuZelosecce,
konecné piimky Z, T se neprotinaji. Je tfeba vSimnouti
si zvlasté kazdé z téchto tfi poloh dvou piimek, coZ udi-
nime v ndsledujicich Fadcich.

Obr. 1.

Primky X, Y, které se protinaji ve skuteéném bodé
mimo absolutni kuZelosecku, nazyvdme ridznobéziky.
Jejich 1hel®) méfime podle 8. Je vidy redlny, jak jsme
dovodili na pFislusnych mistech pfi studiu eliptického svazku
(I, 7, odst. 1). Nejvétsi uhel dvou takovych pFimek je

") Podle timluvy v pfedchézejicim § minime tim pfimky, které jsou
znézornény ,pfimkami® X, Y.

%) Uhlem dvou pfimek nazyvdme opdt hlavni hodnotu logaritmu
ve vzorei 8.

V. Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie. 7 85



roven = (IV, 2, odst. 2). Zvlastni zminky zasluhuji pFimky,
T

které sviraji tihel ;2—, t. zv. pfimky kolmé. Tu musi podle
8) byti

] Fyy+VFyxy— FxxFyy n

M(X =L1 XY il S S £ S B

N =g e Fxy—VFyy—FxxFyy = 2

Z této rovnice plyne (podle VIII, 1, 3)
F y ~— FxxF R
xyt M =eim=cosni-_ isinn=-—1,

Fyy—VF%y —FxxFyy
to jest Fgy=0.

S podobnou rovnici (pro soufadnice bodové) jsme se jiz
setkali (III, 2, odst. 3, poznamka 4) a dovodili (podle VIII, 6,
odst. 1), Ze znaci elementy harmonicky sdruZené k elemen-
tdm absolutnim. Podle poznamky 2 v této kapitole vime, Ze
foy =0 je rovnici bodi poldrné sdruzZenych vzhledem
k absolutni kuZeloseéce. Primkam, které vyhovuji rovnici
Fxy=0, tikdme také pfimky poldarné sdruZené. Jejich
obrazy maji tu vlastnost, Ze ,pfimka“ X prochdzi ,poélem*
,primky“ Y a obracené. MiuZeme tedy Fici:

Dvé kolmé riznobézky (kolmice) jsou po-
lairné sdruZieny vzhledem k absolutni kuzZelo-
secéce.’?)

Nékdy se takovym pfimkam fika téZ harmonicky sdru-
Zené (II1, 7, odst. 1). Na obraze 1 jsou to pravé ,pfimky“ X, Y.

Zname-li jiZz definici kolmych ptimek, miZeme snadno
odvoditi vétu: Dveé riiznobéZky nemaji spoleéné
kolmice. Takovd kolmice by musela prochazeti pély obou
pfimek. Tyto pdly jsou vsak idedlni, vidy tak poloZeny, Ze
i jejich spojnice je idedlni a tudiZ pro nas neexistuje.
(,Prisedik“ riiznobéZzek je totiz uvnitt ,absolutni kuZelo-
seCky“. Spolecnd ,kolmice“ obou riznobézZek je jeho poldrou
ata tedy protind ,absolutni kuZeloseGku“ v bodech imaginar-
nich a tudiz je vné ,abs. kuZelosecky*“.)

Obratme se nyni ke studiu pfimek, které se protinaji
na absolutni kuZelosecce. (Na pf. X, Z, nebo ¥, Z)) V tomto

%) Pfipomeiime si obdobnou v&tu z eunklidovské geometrie: ,Dvé
pfimky kolmé jsou polirnd (harmonicky) sdruZeny k pfimkdm iso-
-tﬁ)lpickjr;l“. Ctenaf si tuto vétu snadno odvodi ze vzorce Laguerreova.
{1, 1, 4.
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pripadé absolutni pfimky se ztotoZiuji v jedinou, totiZ te¢nu
k absolutni kuZeloseéce. V kapitole III, 2, odst. 3 ad ¢) jsme
vSak dovodili, Ze rovnice (nyni v soufadnicich pfrimko-
vych) Fxz — Fxx Fzz = 0 ma za nasledek splyvani elementit
absolutnich. TotéZ vSak plati i obracene, takZie v tomto
pripadé je podle 8’)

. F ., .
M(XZ)=—; log =22 =2

F_xz =?log 1=0.

Uhel pfimek, které se protinaji na absolutni kuZelosecce,
je roven 0. Primky, jeZ se protinaji na absolutni kuZelo-
seCce, nazyvame rovnobéZné (rovnobézZky) zcela podle
analogie rovnobéZek euklidovskych. Z obrazku pfimo plyne
dulezZita véta o rovnobézkach:

Z libovolného bodu mozZno k dané ptimce
vésti dv€ a jen dv€ rovnobézky.

Tak moZno na pf. z bodu b vésti dvé rovnobézky
X a Y k pfimce Z. (Obr. 1.) To znamend, Ze ke kaZdému
z obou moinych sméri na primce Z nalezi jen jedna
primka (bud X, nebo Y). (V literatufe se mluvi téZ o polo-
pfimkach (X, Y), k dané pfimce (Z) rovnobézinych.) Tato
moZnost do jisté miry sama charakterisuje geometrii hyper-
bolickou. Lobacevsky, tviirce hyperbolické geometrie, ucinil
ji jednim ze zdkladnich pozadavkii své geometrie, nahradiv
il V. postulat Euklidiiv. O dvou rovnobézkiach je mozZno
dokazati, Ze nemaji spoleéné kolmice. Takova kolmice by
musila prochédzeti poly obou rovnobéZek a je tudiZ idealni.
(Je to ovSem ,teéna“ absolutni kuZelosecky.) NejvySe bychom
snad mohli Fici, Ze maji spolecny smér kolmy (znazornény
smérem ,teény“ k ,absolutni kuZeloseéce® v jejich spoleéném
»praseciku“). Ale c¢tendf se sim snadno presvédci, Ze tento
smér svird s pFisludnymi rovnobéikami 1hly neurdité.
Kdybychom pfes to chtéli pojem spoleéného kolmého sméru
dvou rovnobeézek zachovati, musili bychom definitoricky
zavésti hodnotu dhlu pfimky a smeru te¢ného k absolutni
kuzeloseéce v jejim bodé absolutnim. To by vSak mélo
pravé tak malo geometrického opravnéni, jako kdybychom
zavadéli v euklidovské geometrii pojem uhlu pfimky vlastni
a nevlastni a tudiz tak neucinime.

Treti pripad, kdy dvé primky se neprotinaji, neni méné
zajimavy neZz pripad pPedchazejici. Pfimky, které se ne-
protinaji, budeme nazyvati mimobézné (mimobéziky).*?)

92) Poincaré je nazyvd rovnobézky.

7 87



Jsou to na priklad Z a 7. Zodpovézme nejdiive otazku, jaky
thel sviraji mimobézky ? Opakujme krok za krokem postup,
jakym ziskame thel! ,PF¥imky“ Z a T prodlouZime ai do
spoledného ,prisefiku“, z néhoz vedeme ,tecny*“ k ,absolutni
kuzelosecce“. Tyto ,tecny“ jsou vidy realné, ptislusny dvoj-
pomeér tedy také, a to vzdy kladny, a tudiZ jeho logaritmus je
taktéZ realny. Podle vzorce 8) obdrzime hodnotu ihlu

. , . i . < v Ay 1. .
nasobenim tohoto logaritmu -, coZ v naSem pripadé dava

vysledek imaginarni: 2
Uhel dvou mimobé&Zek je vidy imaginarni.

O takovych mimobéikach Z, T muZeme dokazati, Ze
maji spoleénou kolmici. ,Kolmice“ K musi totiZ prochazeti
Spoly* ,primek* Z, T, t. j. byti polarou ,priseciku®
»pFimek® Z, T vzhledem k ,absolutni kuZelosecce“. Jezto
tento ,prusecik je vné ,absolutni kuZeloseCky®, je tim
zaruéeno, Ze ,kolmice protina ,absolutni kuZelosedku*
v redlnych ,bodech“. My ov8em neuvazujeme jeji idedlni
cast.

(Existence spole¢né kolmice dvou mimobéZek vysvétluje
také jejich ,jiny, ponékud nezvykly ndzev nadrovno-
bézky.)

Sezndmiv8e se takto s riiznymi polohami dvou pfimek,
muZeme vyslovné formulovati vétu (obr. 1):

Bodem s uvnitf néjakého thlu dvou razno-
béiek (X, Y) neborovnobéiek (Z,X) miZeme vidy
vésti mimobéZiku alespon k jednomu z ramen
. dhlu.

Pozd&ji uvidime, Ze tato zdanlivé jednoduchd véta byla
priinou nezdari pfi ,dukazech’ V. postulitu Euklidova.
V nasledujicim paragrafu nékteré tyto pokusy uvedeme
a vytkneme jejich chyby.

§ 5. Né&které pokusy o dikaz V. postulitu Euklidova.

Pokusy, o nichi se v tomto paragrafu zminime, spo-
Givaji vétSinou na pfedpokladech, které bud nejsou logicky
nutné, nebo jsou pfimo rovnocenné s V. postulitem. MiZeme
zhruba Fici, Ze jejich autofi dokazali to, co predpokladali,
kdyZ z téchto predpokladi chtéli dokazati onen postulat.
Vétdinou a priori popirali (byt i nevédomky) moZnost
hyperbolické geometrie.
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Posidonius (v prvém stoleti pred Kristem) upotfebil
k dikazu této definice rovnobézek!%): Dvé pfimky jsou
rovnobéZné, maji-li stejné vzdalenosti. PFi tom
predpokladal, Ze vzdalenosti se méFi na spoleénych kolmicich.
My jsme vSak o pfimkéch rovnobéZnych dokazali, Ze v hyper-
bolické roviné vibec spoleéné kolmice nemaji. Ostatné
pozdéji (V, 1, odst. 3) dokdZeme, Ze geometrickym mistem
bodi, stejné od dané primky vzdalenych, neni pFimka.
Tento autor tedy jisté ze svych uvah vyluéoval — ne-
védomky — hyperbolickou geometrii.

Ptolemaios (v druhém stoleti po Kr.) chtél dokazati
V. postulat nasledujicim pochodem (obr. 1): PFedpokla-
dame-li, Ze uhly aq, g, tvofené rovnobéZkami Z, Y a pfickou P,
jsou dohromady vétsi nez uhel 180° a - g > 2R, musi byti
téZ o' + p' > 2R. Z tobo plyne a+ 8 + o' + §' > 4R. Pfed-
pokladem a-+ g-X R dospéjeme tymZ pochodem k ne-
rovininé a + g + o' 4+ B’ < 4R. Jeito viak plati rovnice

AR=(a+ad)+ B+ =a+p+a+8,

je nutno pFedpoklddati a« + 8= 2R. Z této rovnice snadno
plyne dikaz V. postulatu. Chyba spoéivala v tom, Ze pfed-
poklddal a=p’, = B, coZ neni logicky nutné. Skuteéné
v roviné hyperbolické je a=+p, o’ +4.1)

Proclus (v patém stol. po Kr.) dokazal V. postulat vétou:
Protina-li pfimka P jednu ze dvou rovnobézZek
Z a X, musi nutné protinati i druhou. Jisté tedy
i tento matematik vylucoval — nevédomky — mozZnost
hyperbolické geometrie, jak nas pouéi pchled na obrazec.

Saccheri (1667—1733) postupoval asi timto zpisobem:
Predpokladal ctyfihelnik s tfemi pravymi Ghly a chtél do-
kazati, Ze ¢tvrty ihel jest rovnéz pravy. (Z existence ¢tvrtého
uhlu pravého plyne V. postuldt.) Dokaézal, Ze tento thel

1) D’Alembert v ,Encyclopédie Méthodique Mathématique®, sv. II,
str. 519, ve ¢lanku ,Paralléles“ piSe: ,La définition et les propriétés de
la ligne droite, ainsi que des lignes paralléles sont I’écueil et pour ainsi
dire le scandale des éléments de Géométrie.“ ,Definice a vlastnosti
piimky, jakoZ i rovnobdZek jsou uskalim a takika ostudou zikladi
geometrie.“ Citovdno podle Bonola-Liebmann: ,Die nichteuklidische Geo-
metrie®, str. 54. (V tomto paragrafu je této knihy hojné pouZito.)

11y Ov3em, Ze i na modelu euklidovském jsou tyto nerovnice obecnd
splndny, méFime-li je euklidovsky. Z euklidovské velikosti 1ihld, které
nemaji spoleiny vrchol a jedno rameno, nesmime v8ak usuzovati na
pomér jejich hyperbolickych velikosti!
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nemiiZe byti vétsi nez 90°'%) Chtél rovnéz dokazati, Ze
nemiZe byti mensi nez 90°. To se mu vSak matematicky
nepodafilo. Naopak sestrojil prvé zaklady hyperbolické
geometrie. JeZto vSak chtél dokazati V. postulat, zavrhl
z divodi logickych hypotésu o ostrém thlu. Pfi odvozo-
vani dasledka z této hypotésy dospél totiz k vysledkum,
které odporuji podle jeho ndzoru prirozenosti pfimky. Tento
italsky mnich byl snad prvy, ktery logicky vybudoval za-
klady geometrie hyperbolické. Tragické je, Ze vlivem
tradice a ndzoru je sam zavrhl.

Legendre (1752—1833) podal dikaz V. postulatu, opiraje
se o vétu: Bodem s uvniti dhlu pfimek Y a X
mozZnovidyvéstiriznobéZku kobémaramenium.
Na jiném misté se mu podaFilo dokazati, Ze v pFipadé
geometrie hyperbolické (podle nasi terminologie) musel by
dhel byti zavisly na délce ramen. Tato zavislost (v hyper-
bolické geometrii zcela spravnd, jak pozdéji dovodime) zdila
se Legendreovi byti protismyslnd a proto zavrhl moZnost
geometrie hyperbolické. :

Saccheri byl prvy, ktery si byl védom, Ze se mu ne-
podatilo matematicky dokazati, Ze geometrie hyperbolické
je nemozna. Zminili jsme se o divodech, které ho pfimély
k tomu, aby neuznal jeji logické opravnéni. Nebyly to
divody matematické a tudiZ zaujeti kladného stanoviska
k této geometrii bylo jen otdzkou casu. Skuteéné pozdéji
muozi, ktefi pocali pracovati s imyslem dokézati V. postulat,
musili sloZiti zbrané a casto priznati moinost geometrie
hyperbolické.?) )

Mohlo by se fFici, Ze v dobé Gaussove (1777—1855) vie
bylo pripraveno k objevu a zdivodnéni hyperbolické geo-
metrie. Dosud v§ak nebyly pfesné definovany rovnobézky.
To uéinil Gauss takto (obr. 1): Neprotinaji-li se dvé
primky Y, Z (v koneénu), ale kazda pfimka bodem b
na Y mezi K, (ktera je riznobézZna se Z, ale ni-
koliv nutné kolma k Z) a Y protina Z pak tyto
pfimky jsou rovnobéziné. (Gauss mél zfejmé na mysli

12) Dnes vime, Ze se mu to podafilo proto, Ze pfedpoklddal pfimku
nekoneénou, ¢imZ predem byla vylou€ena geometrie eliptickd. Formulace,
kterou poddvame, neni presné Saccheriho, ale v&cné je stéjnd.

13) O geomelrii eliptickou se pfed Riemannem nikdy nejednalo.
Z kritiki dikazd V, postuldtu uvedu zde alespoi jedno jméno, Kluegelovo
(1739—1812), ktery po dikladné kritice stavajicich dikazd dovodil jejich
nesprivné zaloZeni a priSel k domnénce, ze dvé mimobéZiky mohou
divergovati.
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rovnobéZnost jen v jednom sméru.) Tato definice je platna
pro geometrii euklidovskou a hyperbolickou. Nutno v3ak
napfed dokézati, Ze neni zavisla na poloze bodu b, coZ
Gauss skuteéné ulinil. Na této definici konstruoval pak
zaklady hyperbolické geometrie. Nepokracoval viak v této
prdci, nebot 1832 seznamil se s praci J. Bolyaie o ,absolutni
geometrii. (Bolyai nazyva tak souhrn poucek geometrickych,
které plati pro geometrii hyperbolickou i euklidovskou.*)

V novéjSi dobé Hilbert formuloval postulit o rovno-
béZkach pro hyperbolickou geometrii a nahradil tak V. po-
stul4t. geometrie euklidovské. Tento postulat zni (obr. 1):

Je-li Z libovolna primka a b libovolny bod
mimo Z, pak mozZno jim vZdy vésti dve (polo)-
primky (soumérné podle kolmice K), které ne-
spadaji v jednu a Z (v koneénu) neprotinaji,
kdeZto kazdd (polo)pfimka v uhlu ¢ bodem b
vedend ji protina.

Tak jsme se dostali struénymi poznamkami az do doby
historické. PrileZitostné se znovu vritime k témto dvaham.
Nyni vsak budeme pokracovati ve studiu hyperbolické
roviny.

§ 6. Uhel rovnobé&Znosti.

V pfedchazejicim paragrafu jsme ukazali, Ze dvé rovno-
bézky nemaiji spoleéné kolmice. To znamend, Ze pfimka K
(obr. 1), kterd je kolma na pFimku Z, neni jisté kolma na
primku X || Z. Uhel pfimek K a X nazyvame dhlem rovno-
béZinosti rovnobézek ZX. Jeho hodnotu muZeme snadno
vypocitati z obecného vzorce 8'). Vypocet se v3ak velmi
zjednodusi, volime-li ,piimky“ zkoumané ve zvlastni po-
loze vzhledem k ,absolutni kuZelosedce“. Tim iivaha ne-
stane se méné obecnou, ale jeji vysledky obdrZime s mensi
namahou. Tak na obraze 2 zvolena za jednu z rovnobézek
JpFimka“ zakladniho trojihelnika X=0"0"’, za druhou
rovnobézku ,primka“ P. Kolmice k X budiz taktéz ,pFimka“
zakladniho trojihelnika ¥ —o0’0""’. — Mame vypoditati iihel ».
K tomu pouZijeme vzorce 10b).

MizZeme pfedpokladati, Ze ,absolutni kuZelosecka“ jest
dana rovnici v kanonickém tvaru (VIII, 6, odst. 3)

fo=8t 5 —5=0
") Zazminku stoji, Ze gbttingsky kolega Gaussdv, Thibaut, pfedna3el
dikaz V. postulétu, ktery jesté ve XX.stoletibyl jako takovy reprodukovdn!
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Z této rovnice je zfejmo, Ze ,bod“ ¢ ma souFadnice
bud 0:1:1, nebo 0:1:—1. Budeme pFfedpokladati, Ze jeho
soufadnice jsou prdveé 0:1:1. Teénovou rovnici ,absolutni
kuZelosecky“ odvodime podle rovnice 2') (viz téZ VIII, 6, 28") :

—Foe=—E}—23+ E,=0.

99(100)

[

FA
K

Obr. 2.

Abychom mohli vypo¢itati ihel y podle 106), potfebujeme
znati primkové soufadnice pfimek P a Y. Primka P pro-
chazi body b (by, 0, bg) a ¢ (0, 1, 1) a tudiZ jeji rovnice
je (podle VIII, 3, 17)

Xy Xy Xy

b0 by | =—byx,— bx,+ bx,=0.
011
Z toho odvozujeme, Ze jeji pfimkové soufadnice jsou
v poméru P,: Pp: Py=—bg:— b, :b,. Podobné odvodime

pfimkové soufadnice pfimky Y, Y,:Y,: Y;=0:1:0. Do-
sazenim téchto soufadnic do vyrazi Fyp, Fy,, Fp, obdriime

f'PP:baz’ pr—:—bl, FYY:]"
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Ze vzorce 10b), aplikovaného na nas piipad, plyne

.|/ FerFyy—Fpy _ Vo3 —bt
sin y == FPP Fyy =+ D, *

Tak jsme vypocitali thel y. Vzorec ten v3ak dd se
snadno upraviti, ,zavedeme-li do poctu vzdalenost bodu
x=0" a b. PouZijeme k tomu vzorce 9a). Dosadime-li sou-
fadnice téchto dvou bodu do vyrazu f,,, f, fis, ziskdéme

fu=_11 ,zb=_b.’ll fbb=b¥—b§'
Ze vzorce 9a), aplikovaného pro nas pripad, plyne
mab) S —b
k Vil  V03—07

Porovnanim této rovmnice. s rovnici pro sin y obdrzime
dulezZitou formuli

Cos

| 1
=4
sin y 4 Cos m gb) 15)

11)

Z této relace odvodime nékteré diusledky. Tak jest
ihned zfejmo, Ze

tihel rovnobéinosti zavisi na délce ramene,
t. j. na vyrazu m(x, b), a to tak, Ze

pFi klesajici délce ramene stoupa velikost
ihlu.

Timto zpisobem miZeme

kazdé useéce prifaditi dhel a obrédcené
kaidému dhlu pfifaditi jistou isecku.

Z toho divodu se nékdy (podle Lobacevského) uiiva

pro thel, ptislusny délce m, oznaéeni I7 (m). V tomto ozna-
éeni je vzorec 11) ve tvaru

| 1 ‘
sin [I (m) =— -
Cos™

k|

13) V dal3im budeme uvaZovati jen znameni horni, t. j. jen thel y
a nikoliv 2R + .

11
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m

Rozvineme-li Cos v fadu (VIII, 1, 6), ziskdme z rov-

nice 11') k
1
sin IT(m) =
(m: k)? (m: k)*
1+ 91 =+ 4l +....
. 2 . '
Kdyi 20— 0, jost lim (1-+ (m:k)® | (m:Ry 4
i 21 4]
k
a tudiz
lim sin /7 (m) =1.
T—»O
Z toho soudime, Ze lim II (m) = %— a proto:

T—»O

Pro kaZidou tseéku m, ktera je dostateéné
mald vzhledem ke & je v prvém pFibliZeni thel
T
2 .
V euklidovské roviné je pro kaZdou isecku m thel

II(m) roven konstantnimu dhlu

rovnobéinosti%. Vzbuzuje to dojem, jako bychom v pfi-

padé euklidovské roviny uvaZovali hyperbolickou
rovinu, jejiz konstanta % je dostatecné velka vzhledem ke
kazdé tsecce m této roviny. Proto nékdy rikame, Ze eukli-
dovskd geometrie jest vlastné. diferencialni geometrii geo-
metrie hyperbolické. (Srovnej III, 5, konee.)

Zavislost Ghlu na délce ramene byla jiZ zndma pted
Lobacevskym. Tak na priklad Legendre k tomu vysledku
priSel a pravé proto neuznaval mozZnost hyperbolické geo-
metrie. (Viz predchazejici paragraf.) Lambert (1728—1777)
na zakladé tohoto faktu, ktery mu byl zndm, dospél az
k presvédceni, Ze existuje absolutni jednotka délky
a tedy i absolutni méFeni. To zdilo se mu vsak proti-
smysinym a proto tak jako Legendre zastaval nazor, Ze
hyperbolickd geometrie jest nemoZna.

Pozndmka. Lobadevskyj nejen Ze véfil v moZnost hyperbolické
geometrie (v prostoru), ale cht&l i praktickym pokusem stanoviti kon-
stantu 2. Byl si v&dom toho, Ze, existuje-li skutein& prostor jako hy-
perbolicky, musi nutné jeho konstanta k byti tak velkd vzhledem k zem-
skym rozmérim, Ze pFi zemskych mé&fenich miZeme uZivati euklidovské
geometrie, aniZ bychom se dopustili znatelné chyby. Proto chtél
konstantu tu zjistiti méfenim astronomickym. K tomu cili uvaZoval
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pravothly trojuhelnik, jehoZ odvdsny byly tvofeny polom&rem drihy
zemské r a vzdilenesti Siria od Zemé&. Aplikaci vzorce 11’) na tento
trojibelnik dospél k nerovnind

T" < 0:000006012.

Tato nerovnina vedla ho k pfesvédceni, Ze konstanta % jest i pro
takovéto astronomickd méFeni pfili§ velik4, nebot dle uvedeného vzorce
jest alespofi 166.320 primé&ri zemské drahy. Z toho usuzoval, Ze pro
praktické ifely moZno povaZovati & vzhledem k méFfenym délkdm za
nekone®né veliké, neboli, Ze pro praktickd mé&Feni plati geometrie
euklidovsk4.

§ 7. TH a vice pFimek.

1. Trojihelnik. Z vyvodi pfedchazejicich paragrafi
mozno odvoditi nékteré zajimavé véty. VSimnéme si na pf.
trojihelniku v hyperbolické roviné. MiiZeme sestrojiti troj-
dhelnik, jehoZ tdhly (vnitini) jsou vesmés rozdilné od nuly.
To neni nic zvlaStniho a proto se u takovych trojihelniki
nebudeme zdrZovati. MiZeme vSak sestrojiti trojibelnik,
jehoz jeden, dva, nebo vS3echny 1ihly jsou rovny nule.
Takovym trojuhelnikim fikdme jednou, dvakrat, trikrat
asymptotické. Na obraze 3 jest abc jednou, abc’ dvakrit,
ab’c’ dokonce trikrat asymptoticky. JiZ z toho je ziejmo,
Ze v hyperbolické geometrii neplati obecné znama véta
o souctu dhla v trojihelniku.') DokaZeme pozdéji, Ze ne-
plati vibec.

Podobné mozZno ukazati, Ze neexistuji trojihelniky, jichz
dva thly jsou pravé. Maji-li totiz dvé ,strany“ byti na tfeti
kolmé, jsou nutné mimobézné (sviraji tihel imagindrni, viz
IV, 4). Takovym ,trojihelnikem“ jest na obr. 3 trojihel-
nik edf.

2. CtyFuhelnik. S historického hlediska jest zajimavy
étyFihelnik, jehoZ t¥i vnitini wuhly jsou pravé. Takovy étyr-
uthelnik slouzil pfi dikazech V. postulatu Euklidova. (Vlastné
jiZ u Saccheriho. Lambert, Legendre a jini uZivaji pfimo
tohoto étyfihelnika.) Postup takovych dikazi byl asi né-
sledujici: Zbyvajici dhel je bud mens&i neZ pravy (t. zv.
hypotésa thlu ostrého), nebo jest pravy (hypotésa ihlu
pravého), nebo . konecné je vétsi neZ pravy (hypot. tupého
uhlu). Je-li platna hypotésa pravého uhlu, je mozno z ni
dokazati V. postulat. Snahou dokazovateldi bylo tudiz doka-
zati, Ze obé zbyvajici hypotésy nejsou pripustné. O hypo-

19) Soudet vnitfnich Ghli v trojihelniku jest 180.“
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tése uhlu tupého to skuteéné dokazali.!’) O hypotése tGhlu
ostrého se jim to vétdinou nepodarilo matematicky. SpiSe
objevili néjakou poucku z hyperbolické geometrie, ktera se
jim zdala logicky nemoZna a proto hypotésu ostrého tihlu
neuzndvali. Zbyvala jim ovSem nyni hypotésa tihlu pravého,
z niZ plyne V. postulit.

Pouhy pohled na obr. 3 nds poudi, Ze uhel 6 v ¢étyf-
dbelniku, jehoZ t¥i thly a, 8, 7 jsou pravé, je menSi neZ
pravy. Je totiZ jednak 6’ >4, jednak &’'==90° a tudiZ

J < 90°.V%e)

e,

Obr. 3.

Ct{w{vi‘ﬁhelm’k ten je v poloze zcela obecné. Z tohoto
poznatku plyne, Ze

hypotésa ostréhe uhlu vede ke geometrii
hyperbolické.!s)

Zdaélo by se na prvy pohled, Ze z hypotésy ostrého 1ihlu
plyne ihned véta: ,Soucet uhli v trojihelniku je mensi
nez 180°.“ UhlopFiéna, spojujici vrcholy thla B, 4, rozdéluje
¢tyfuhelnik na dva trojihelniky, v nichZz soucet ihlu je
menSi nez 360° To je sice spravné, ale neni mozno z toho
usuzovati, Ze v kazidém z téchto trojuhelniki je soucet
mensi nez 180°. DokdZeme tuto vétu aZ v kapitole nasledu-
jici prostfedky jednodussimi (V, 5, resp. V, 6).

17y JeZto pfedpoklddali, e pfimka je nekoneéna.

7a) Pfesny dikaz toholo tvrzeni, ktery je velmi snadny, pfene-
chavdam pili étendFova.

%) Tim neni oviem Feleno, Ze tato hypotésa vede jen ke geo-
metrii hyperbolické! Takové tvrzeni by bylo krajné neopatrné.
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§ 8. Zakladni konstrukce.

1. PfendSeni délek. Jak se prena3eji délky na téZe
pfimce hyperbolické, ukézali jsme jiZ v kapitole III, § 6,
a nebudeme tedy tuto konstrukei znovu opakovati. Zato
rozieSime 1lohu (obr. 4.):

UseCku ab pienésti s pfimky P na primku
*P. Tato tloha je velmi jednoduchd. Vime, Ze tsecky ab,
*q*b jsou jen tenkrite stejné, kdyZ dvojpomeéry (££'ab),
(*£*&'*a*b) isou stejné

(§&'ab) = (*&*E*a*b).

Obr. 4.

Tato rovnice vdak prdvé charakterisuie projektivni
pribuznost dvou fad bodovych P (&, &, a, b,..), *P (*&, *&/, *aq,
*b,..). Abychom si tilohu usnadnili, predpoklddejme nejdfive,
ze ,bod“ a je tak poloZen na P, Ze ,paprsky* &%, £'*¢) a*a
se protinaji v jednom ,bodé&“. Pak zminéné Fady jsou per-
spektivné projektivni a spojnice kazidych dvou
si odpovidajicich bodiu prochazi ,prisefikem“ paprski &*&,
&'*¢', Odpovidajici ,bod“ *b na* P k ,bodu“ & na P podle toho
snadno najdeme. Pak jest skuteéné ab=*a*b. — Je-li
bod a na P libovolré poloZen, posuneme tsecku ab podle
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(Ill, 6) do polohy, o niZ jsme privé mluvili a provedeme
naznacenou konstrukei. Tak jsme rozresili tlohu: Usecku
ab prenésti s pfimky P do libovolné polohy
na pifimce *P,

2. 0tadeni a prenaseni ihla. Uhel ,pfimek“
P a Q miieme otaceti takovym zpiisobem, Ze na ,pfimce*
Pq, ktera je ,polarou“ vrcholu ihlu, providime pohyb elip-
ticky. Konstrukce ta je v zdkladé stejna’s konstrukei uve-
denou pro pfimku hyperbolickou (III, 6), ma vsak tu nevy-
hodu, Ze operuje s elementy imaginarnimi. Proto v nésle-
dujicich odstaveich podame konstrukei jinou. Jiz zde vsak
miZeme upozorniti, Ze rozreSenim piredloZené lohy ziskame
téZ snadno feSeni ulohy obecnéjsi, totiz pfenaseni uhlu.

Obr. 5.

JeZto vSak i tato konstrukce ma nevyhodu stejnou, jako
konstrukce diive uvedend, roziesime tuto dlohu jinak.

3. Konstrukce dhlu rovnobézinosti II(m)=y
k dané isecce m=xb" a obracené. RozifeSme nejdiive
tilohu: K danému. tihlu rovnobéZnosti y, nalézti
pF¥isluSnou tseéku xby, 2 (obr. 5). Povaiujeme-li ,pfimku®
xby,2 za ,kolmici® k ,rovnobéZce“ s druhym ,ramenem®
daného ihlu, je zFejmo, Ze ona ,rovnobézika“ Pi,2 musi pro-
chazeti ,polem“ ptimky xby,2. ,PFimky“ P;,2 a xpi,2 se pro-
tinaji v ,bodé“ by,2, ktery s ,bodem* x uréuje hledanou tisecku.
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Je zFejmo, Ze jsme mohli tutéZ konstrukei provadetl s thlem
3. Dospéli bychom tak do bodu b3 4. Plati obecnd

bs,4x=x01, 2

Roztesili jsme tim tedy zarovei dlohu: Danou ,isec¢ku®
by, 2 b3,4 Tozpuliti. Nebof staéi ,body“ bi,2, bs « spojiti
s ,polem* pFimky“ by, 2834+ a poté k ,pFimkam“ Py ,, Ps 4
vésti ,rovnobézky*, které se protinaji. (Skuteéna konstrukce
je tato: Body by,2, bs,4+ vedeme kolmice k pfimce b1,2bs,4,
nacez primky, protinajici se v koneénu a rovnobézné s P1 2
a P34, uréuji svym prt’lsecnkem x pilici bod)

Nyni snadno rozfesime ilohu: K dané tusecce xbs,2
stanoviti dhel rovnobéinosti y. Spojime ,,pél
»1iseCky“ xby,2 s ,podem* by,2 ,pFimkou® Py 2. Druhé ,rameno*
hledaného uhlu je rovnobszino s P2, Ziskime viak dvé
,,rovnobéiky“ s touto primkou, takZe pro absolutni hod-
noty uhla y,, y, plati

1= 7a.

Tim jsme tedy rozfesili ilobu: Dany thel y=y +
rozpuliti. ,Ramena® tohoto ihlu protinaji totiz »absolutni
kuzeloseéku® v bodech, jichZ spOJemm ziskdme P, 2, P,

HPrisecik® téchto ,,prlmek“ je 1,polem hledané ,osy“ ahlu
xb1 2. (Kdybychom praseéné ,body* ,,prlmek Py 2, P; 4 spojili
druhym zpuisobem — zde neznacenym — dospell bychom
k ,ose“ idhlu vedlejsiho ke y.)

Zname-li konstruktivni souvislost ﬁseéky a uhluy, snadno
preneseme tihel na dané rameno. Staéi sestrojiti k danému
tllu pFislusnou usecku, tuto prenésti na dané rameno podle
prveho odstavce tohoto paragrafu, nacez k této usecce pFe-
nesené sestrojime 1ihel podle metod prave naznacené. Tento
iihel jest dhlem hledanym. Pozorny ctenaf najde podle tohoto
nidvodu sam konstrukei, kterou muZe oticeti dany uhel. —
Skuteéné pri téchto konstrukcich nepouZivime elementil
imaginarnich.

Pozniamka: ,Absolutni kuZeloseéku“ jsme zndzoriiovali stile
elipsou. Neni to viak nutné. Jejim obrazem by mohla byti i hyperbola,

resp. parabola. Zvolili jsme tento zpilsob znizorndni, jeito je nejpfi-
stupnejsi.

V kapitole nasledupcn naviZeme na vysledky zikladni,
ziskané v této kapitole a budeme studovati pohyb v hyper-
bolické roviné. Poté provedeme nékteré tivahy z analytické
geometrie a trigonometrie.
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Kapitola V.

POHYB, TRIGONOMETRIE, UVAHY
DIFERENCIALNI.

§ 1. KruZnice.

1. Definice kruznice. Velmi vdéénym oborem studia
v geometrii hyperbolické je kruZnice. Definujeme ji pro-
zatim talkto:

KruZinice je geometrické misto bodd, které
maji od pevného bodu s konstantni vzddlenost.

Definice tato jest tplné stejna jako v geometrii eukli-
dovské. Je tedy nasnadé zavésti i daldi pojmy, kruZnice
se tykajici, analogicky s geometrii euklidovskou. Tak bod s
budeme také nazyvati stfedem kruZnice. KruZnice, které
maji spoleény stred, jsou soustfedné (koncentricke).
Souhrn soustrednych kruZnic budeme nazyvati svazkem
kruZnic. Useélu, spojujici stfed kruZnice s libovolnym bodem
jejiho obvodu, budeme nazyvati polomér. S témito pojmy
v dalSich odstavcich tdplné vystaime. Nesmime v8ak ocCe-
kavati, Ze veli¢iny, stejné pojmenované v_obou geometriich,
budou miti vSechny vlastnosti stejné. Ze tomu tak neni,
ukdZeme v nasledujicich tadcich.

Odvodme si nejdfive rovnici ,kruznice“! K tomu po-
uzijeme vzorce (IV, 2, 9) pro vzdélenost dvou bodi. Tento
vzorec, upraveny pro nasi potfebu, zni

m (x38) = k arc Cos

z8
V/waB
Jeito body x ,kruZnice“ maji byti od stfedu vzdaleny
o stejnou délku, musi vyraz na levé strané této rovnice
byti konstantni. Nazveme-li jej tfeba r, obdrZiime FeSenim

fzs= szz’ss Cos _I,I.
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a odstranénim odmocniny

1) f3: = Fzafss Cos? %

Tato rovnice jest rovnici ,kruinice* o poloméru r.
Ménime-li r, obdrZime kruZnice o stejném stfedu, t. j. kruz-
nice soustfedné, ale ruznych poloméra r, tedy svazek
kruZnic. V euklidovské roviné sousttedné kruZnice protinaji
nevlastni pfimku v bodech isotropickych.!) V téchto bodech
se vSechny soustfedné kruZnice dotykaji a maji spoleéné
tecny Tyto spoleéné teény jsou isotropické primky, pro-
tinajici se ve spoleéném stfedu vSech soustfednych kruZznic.
Jak je tomu v roviné hyperbollcke? Zde nevlastni body
kruznice jsou jeji prﬁsemky s absolutni kuZeloseékou. Je-li
¢ jeden z nich, musi rovnice 1) vyhovovati ]eho soufad-
nicim, t. j. musi byti

1’) fgsz fEEfss COSZT-

Jeden z faktori na pravé strané této rovnice jest fi:.
Tento faktor je roven nule, fi::=0, nebot bod ¢ lezi podle
pfedpokladu na absolutni kuZeloseéce. Rovnice 1) se tedy
zjednodusi na Fo= fro frg=0

Ss—=Trktg~ I — Y

To je vSak rovnice .,polary ,bodu® s (dvojnasob
poditané). Na této ,pFimce“ a jen na ni leZi spolecne body
,KkruZnice* a ,absolutni kuzelosecky »KruZnice“ je vsak
kuzeloseckou ]ak je zfejmo z rovnice 1) " Mtze miti s ,,abso-
lutni kuzelosedkou® jen EtyFi ,body* spolecne Tyto ,body*
po dvou splyvaji v prusec:cnch ,,polary S kuzeloseckou
absolutni“. Z toho plyne, Ze ,kruznice“ a ,,absolutni kuZelo-
seCka“ se v téchto bodech dotjkaji. Celkem miZeme dosa-
vadni poznatky shrnouti ve véty (obr. 1a):
Obrazem kruinice je kuZelosecka K, ktera
se dvojndsob dotyka ,absolutni kuzZelosedky®“.
,Stfed® ,kruinice“ je ,pélem pFimky“ P,
ktera tyto dotycne »body“ spojuje. (Na obr. 1la
jsou dotycné ,body* 1maginérné.)

,Polara‘ je nezavisla na poloméru r, nebot se v jeji
rovnici viibec r nevyskytuje. Tato ,polara“ je tedy pevna

1) V euklidovské roviné viechny kruZnice maji tuto vlastnost
Omezujeme se na kruznice soustfedné jen z divodd didaktickych.

V.H'avat$: Uvod do neeuklidovské geometrie. 8 101



pro vSechny koncetrické ,kruznice®. Tento poznatek vyslo-
vime takto:

Soustfedné ,kruinice® dotykaji se dvojnasob
absolutm kuzelosecky v praseénych ,bodech*
,,polary JstFfedu® s vzhledem k absolutm kuzelo-
sedce”.

Obr. 1a).

Z hotejSich vét snadno uréime pocet 1daji, nutnych
pro uréeni kruZnice. Bodem s jsou uréeny vSechny kruZnice
svazku. Je jich prave ool, Nebot kuZeloseéky je zobrazujici
musi prochazetl ctyrml (po dvou splyvajicimi) body (,,pril-
secCiky“ ,,polary .bodu“ s s ,absolutni kuZelosedkou®).
KuzZelosecka je véalk uréena petl body. Je tedy nutno
znati jesté jeden ,bod“ k urcem jedné z  kruZnic® svazku. —
Ale stedii kruZnic je v roviné celkem oo (nebof je oo? bodi
v roviné hyperbolické a kaZdy z nich miZe byti stfedem
kruZnice). Celkem je tedy v hyperbolické roviné oo® kruznic,
]myml slovy: kruzZnice v hyperbolické roviné jest
uréena obecné tfemi udaji.?)

?) Kdybychom chtéli byti zcela piesnymi, musili bychom Fici, Ze
kroZnice jest uréena pé&ti 1idaji, z nichZ d va jsou pro kazdou kruZnici
splnény. Tyto dva udaje daji se vyjadriti poiadavkem, Ze ,kruZnice“
se dvojndsob dotykad ,absolutni kuZelosecky“. Néco podobného jest
ostatné i v roviné euklidovské. Tam je kazdé kruZnice urdena také
péti ddaji, z nichZ dva jsou pro kazdou kruZnici splnény. (Kaida
kruZnice prochézi isotropickymi body své roviny.)
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2. Jina definice kruZnice. KruZnici miZeme jesté
jinak definovati:

Kruzinice jest orthogonalni trajektorie svazku
pfimek bodem s.3)

Shledame, Ze bod s je stted kruZnice, jak byl defi-
novan v odst, 1,

K dikazu této véty potiebujeme néasledujici poucky
z projektivni geometrie: ,Dotykaji-li se dvé kuZelosecky
dvojnasob, pak priseéik spoleénych tecen s, libovolny bod

jedné kuzeloseCky a pol teny v y k této kuZelosedce
vzbledem ke kuZeloseéce druhé leZi na jedné pfimce.“ Tuto
pomocnou vétu snadno dokdZeme :

BudiZ f:: = 0 néjaka (jednoducha) kuZelosedka, bod s
libovolny bod mimo ni. Druhé kuZelosecka se dotyka prvé
v priusecnych bodech polary f::— 0 s kuZelosecékou foz = 0.
Vsechny takové kuZelosecky jsou uréeny rovnici

2) [zt of7, =0.

Kazidé hodnoté parametru ¢ odpovidd jedna z téchto
(druhych) kuZeloseéek. Teéna k ni v bodé y ma rovnici

3) foyt 0fysfos=0.
Kaidy bod z na piimce ys vyhovuje rovnicim
Zi=ay, + a8, =y, + a8, 2Zy=ay,-} a;s;,
kde poméru 2 odpovida vidy jeden bod z. Poldra bodu z
vzhledem ke kuZeloseéce prvé ma rovnici

=1 wy+a,8 = alfzy +a:fp=0.

Zvolime-li tedy —Z—i tak, ze

a, 1

ay nys ’

je tato polara pravé teénou 3). Tim je véta dokizina
a z ni muZeme odvoditi vétu, uvedenou na pocatku tohoto
odstavce. Je-li totiz fo:=0 ,absolutni kuZelosecka“, pak
rovnice 2) je rovnici ,kruZnice® o ,stfedu“ s. Rovnice 3)
je rovnici ,teény“ v ,bodé“ y ke ,kruZnici“ 2). ,Kolmice“

3) To znamen4, Ze tedna kruZnice je kolm4 na pFisluiny‘ polomér,
dotyénym bodem prochizejici.
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na tuto ,tecnu“ ,bodem“ y musi prochazeti jejim ,pélem*
vzhledem k ,absolutni kuZeloseéce. Podle véty prave doka-
zané je na této kolmici i ,bod* s a tudiz tato ,kolmice*
jde ,stfedem® ,kruZnice“. — NaSe nova definice kruZnice
je tim zdavodnéna. Z rovnice ,kruZnice“ 2) plyne zaroven
dilezity poznatek. Pro ¢ = O obdrZzime totiz ,absolutni

kuZelosecku“ a pro %=O »poldru“ bodu s:

Vesvazku koncentrickychkruznic nalézé se
vidy absolutni kuZelosecka a spojnice nevlast-
nich bodd tohoto svazku.

3. Tri druhy kruZnic. Véty, které jsme odvodili
v pfedchézejicim odstaveci, plati pro kaZdou kruznici. Nesmime
z toho vSak usuzovali, Ze vSechny kruZnice v hyperbolické
roviné jsou si co do vlastnosti rovny. UkédZeme, jak velice
se kruznice od sebe li3i podle polohy ,stFfedu® MizZe
totiz

a) ,stted” s byti uvnit? ,absolutni kuZeloseCky“, nebo
muize

b) ,stted s byti na ,absolutni kuZeloseéce“, nebo
koneéné miuze

¢) ,stted“ s byti vné ,absolutni kuZelosecky“.

Definice kruznice, podana v odst. 2,zahrnuje viechny tyto
pripady. Nebot svazek ,pfimek“ ,bodem“ s existuje vidy,
necht je s kdekoliv poloZen. (Viz dédle.) Existuje vidy téz
svazek orthogonalnich trajektorii tohoto svazku. Naproti
tomu definice odst. 1 zahrnuje vlastné jen ptipad-sub a), nebot
v pripadé sub b) vzrostl polomér nade v§echny meze a tudiz
nemiZeme o vzdalenosti bodu kruZpice od jejiho stredu
mluviti a v pfipadé sub ¢} je dokonce stanoveni poloméru
z nasich dvah vylouéeno (IV, 2, odst. 1, konec).

V nasledujicich fddcich probereme dukladnéji tyto jed-
notlivé pripady. V pfipadé a) (obr.1a) je ,polara“ P obrazem
idealni pfimky, nebot neprotind ,absolutni kuZelosecku“
v redlnych ,bodech®.” Tyto kruZnice maji nevlastni body
imagindrni. Nemaji tedy realnych bodil nevlastnich.
Charakteristické pro né je, Ze bod v koneénu na jejich
obvodu se miuzZe vratiti po obéhnuti celé kruzZnice do piivodni
polohy. Podle definice v druhém odstavci tohoto paragrafu
muZeme Fici, Ze tyto kruZnice, jsou-li koncentrické, jsou ortho-
gondlni trajektorie svazku riznobézek. Budeme je vidy
oznacovati jménem cykly.
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Jiz z definice kruZnice v odst. prvém plyne duleZita
véta pro cykly:

Dva soustfedné cykly vytinaji na polomérech
stejné isedky konstantni délky.

Diikaz této véty pFenechavdm détenari.

V ptipadé b) (obraz 1b), kdy stFed s je nevlastni,
musi ,polara® P ,bodu“ s byti teénou ,absolutni kuZelo-
secky® pravé v ,bod&“ s. Takové kruZnice maji tedy dva

Obr. 1b).

splyvajici realné body nevlastni, prdvé v bodé s. Libo-
volny bod v konefnu nikdy po téZe kruZnici se nevrati
do polohy puvodni. Soustfedné kruznice tohoto druhu jsou
orth. trajektoriemi svazku rovnobézZek. Budeme jim Fikati
horocykly?)

Je duleZité stanoviti délku, vyfatou dvéma soustfed-
nymi horocykly na poloméru. K tomu cili pouZijeme rovnice
shorocyklu® ve tvaru 2). Pak dva soustfedné horocykly
maji rovnice

2 a) [t oefzs=0, b) futefla=0 (f;=0).

1) V odborné literatufe jsou zndmy pod jmény: Grenzlinie, Grenz-
kreis, Oricicli, Linea L.
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Na prvém horocyklu (¢,) zvolim bod y. Kazdy jiny bod
piimky ys vyhovuje rovnicim

4) zZy=ay, + a;8,, 2= a Y, + a,8,, By =ayy + a,8;.

Ma-li tento bod z byti na druhém horocyklu (o;), musi
jeho soufadnice spliovati rovnici 2'p), t. j.

alfys [alfyg (_ & + 92) + 2“2] =0.

Jedno TeSeni % = 0 odpovida bodu s, druhé

a3

4) 2 Tl' = fya (o1 —e.)
bodu z.

Vzdalenost bodi z a y stanovime pomoci (IV, 2, 7').
Jeito podle 4) jest

fxy+ lf:y_/xsz _ _alelfya+2a3 =1 a, 1

- b
fay— V= Fealyy — 0.y, ay 0ufy,
ziskdme dosazenim z rovnice 4°)

f%!l+ If:y_l”‘f!l!l —1— Qi —@Q &

fy— VP —TFnl e ¢

a tudiz
o
(4}
Je tedy vzdalenost bodi z a y na témZ poloméru za-
visla jen na horocyklech a nikoli na poloze poloméru:

Soustfedné horocykly vytinaji na polomérech
useéky konstantni délky.

- k
m(zy) = 0} log

Pozndimka: Horocykld je pravé oc®. KaZdy horocykl je totiz
uréen stfedem s a libovoloym bodem. Ale bod s musi byti na abso-
lutni kuZelosefce. Proto jen oo! bodld s miiZe byti zvoleno za stfed
horocyklu.

V pFipadé c¢) (obr. 1c) je ,stfed“ s vné ,kuZelosecky
absolutni“. Tyto kruZnice nemaji st¥edu. (Chceme:li,
mizZeme Fici, Ze maji stfed idealni.) ,Polara“ P ,bodu“s
protind realné ,absolutni kuZelosecku“. Tyto kruzZnice maji
tedy dva razné redlné body nevlastni. Bod v koneénu
se nikdy nedostane po nich do piavodni polohy. Takové
kruZnice, pokud maji spoleéné body nevlastni, jsou ortho-
gonalné trajektorie svazku mimobéZek (o idedlnim
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pruseciku). Jeito i pr:mka P jest orthogondlni trajektorii
tohoto svazku, je nutno ji podcitati mezi tyto koncentrické
kruZnice. Tim mame znovu potvrzenu posledni vétu druhého
odstavce, pokud tato mluvi o pitimce P.

Stanovme délku useéky, vytaté na jednom z polomerﬁ
dvéma koncentrlckyml kruznicemi (obr. 1¢). Dvojpomnér étyt
,boda“ & &, 1x, s
A =¢¥&xs)

Obr. 1¢).

je vidy zaporny, necht se bod lx naléza na kterékoli kruznici
zkoumaného svazku. Hlavni hodnota logaritmu tohoto dvoj-
poméru je vidy imaginarni (VIII, 2, 13), tvaru
log | 4]+ 74

Pro hyperbolického (dvojrozmérného) pozorovatele ne-
existuje pojem vzdédlenosti bodu !x a s, nebot pro néj ne-
existuje ani bod s (IV, 2, odst. 1). MiiZe viak definitoricky
zavésti vyraz

(8= 2 (log | 1 | + 7 1)

jako ,vzdalenost’ bodu 'x, s. PFi tom ovSem rozumi pod
timto slovem jen uréitou funkci polohy bodu lx, ktera je
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dana hofeni rovnici a kterd je stejna pro vSechny
body téZze kruznice, na niz se bod x naléza.**) (Srovnej
definici kruZnice v odstavei 1 této kapitoly.) Jiného geo-
metrického vyznamu toto slovo pro néj nemizZe miti.

Pro jiny bod %x na stejném poloméru, ale jiné kruZnici
je ,vzdalenost’ bodu 2xs podobné

m (x8) = & (log | 4 | + 7 )

Je tedy rozdil ,vzdalenosti’
[44]
[,
skuteénou vzdalenosti bodii x a 2x, ktera je vidy redlna
a nezdvisld na poloze poloméru, na kterém se body lx
a 2x nalézaji.

Specidlné pro kaidy bod °x piimky P je i,=—1
a tudiz

I3
Jnt (1x 8) — ,m* (°x 8) = ilo,g,r = %logl—l =m(%x?x)
2

2

k k
m (x x) =7 log| 4 | = 5 log (—4), (<0

Useky, které vymezuje na polomérech libovolna kruz-
nice tohoto druhu a primka P, jsou tedy realné a pro touz
kruznici konstantni.?)

Z toho divodu jmenujeme tyto kruznice aequidi-
stantami®) (pfi ¢emz si domyslime: k pfimce). Poloméry,
na nichZ jsme pravé uvedené iseéky meéFili, jsou kolmé
i k aequidistanté i k pfimgce P. Tyto tsedky méfi tedy
vzdalenost bodd aequidistanty a pfimky P. Proto miZeme
Fiei:

Geometrickym mistem bodu, které jsou od
primky stejné vzdaleny, jest aequidistanta. (Viz
1V, 5, Posidonius.)

‘a) Pfesnéji FeCeno: Absolutni hodnota redlné édsti vyrazu ,m‘ je
pro viechny body téZe zkoumané kruZnice stejnd. — UZitim posledni
rovnice v tomto paragrafu a pravé vyslovené véty miZe si snadno sam
Ctenat dokdzati, Ze pfimka P je zdroveih osou symetrie svazku zkou-
manych kruZnic.

%) V piipadé a) jsou useky podobnym zpisobem ziskané taktéZ
konstantni, ale imaginarni a pro hyperbolického pozorovatele bez pfimé
geometrické interpretace.

% V literatufe n&mecké a italské byvd uZito ndzvi: Abstandslinie,
Uberkreis, Iperciclo.
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§ 2. Pohyb v hyperbolické geometrii.

1. Definice pohybu. Pohybem néjakého ttvaru U
do ittvaru ‘U nazyvame takovy jejich vztah, ktery spliiuje
nasledujici podminky:

I. Kazdému bodu x ditvaru odpovida jeden
a jen jeden bod 'x itvaru 'l a obréacené.

II. Kazdé pfimce X iutvaru U odpovida jedna
a jen jedna primka 'X vitvaru 'l a obracene.
"~ III. Metrické vztahy elementd atvaru U a od-
povidajicich elementt ditvaru ' jsou stejné.

Tim je definovan pohyb dttvaru v roviné. Pohyb celé
roviny hyperbolické je definovan podminkou IV. Prvé tri
podminky plati pro kazdé dva sobé ptifazené
dtvary W a Ul vroviné.

(PFi tom v souhlasu s nazorem na geometrii, ktery jsme
dosud uplatiovali, mlcky pfedpokladame, Ze vztah popsany
témito podminkami je vyjadten transformacemi, tvoficimi
grupu a to néjakou specidlni grupu projektivni.)

Prvni dvé podminky spliiuje projektivni osmimocna
grupa transformaci. TTeti a ¢tvrtou podminku midZeme na-
hraditi poZzadavkem: pohybem se reprodukuje -absolutni
kuZelosecka. Nebot metrické vztahy ustanovujeme vzdy
pomoci téZze kuZelosecky (absolutni) a ta tudiz nesmi po-
hybem prejiti v jinou.

Tim jsme z projektivni grupy vybrali podgrupu, uve-
denou v kap. IV, § 1. Proto muzZeme Fici:

Obecny pohyb v hyperbolické roving je
vyjddfen trojmocnoun grupou projektivnich
transformaci (IV, 1, 1), které reprodukuji abso-
lutni kuZelosecku.

Ovsem také kazda podgrupa této grupy vede k pohybu,
takZe takova transformace nemusi nutné byti trojmocna.
Staéi néjakym dovolenym zpisobem omeziti podminky po-
hybu a dostaneme transformaci méné nez trojmocnou.
Proto jsme v hotejsi definici vuZili slova ,obecny“. Z uve-
dené definice plyne, Zic kazdy pohyb je vyjddien projek-
tivni transformaci. Tim vSak neni jesté Feleno, Ze kazda
projektivni transformace naznaceného druhu musi byti
wutné pohybem. (Takovy pfipad_jsme jiz méli pfi pohybu
v euklidovské roviné. Tam kaidy pohyb byl vyjddren
urditou projektivni transformaci, ale kazdd projektivni
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transformace grupy G, nevyjadfovala pohyb. V téchto
transformacich byly totiZ i transformace vedouci k po-
dobnosti. To bylo zpisobeno tim, Ze ptisluSna grupa
transformaci byla ¢tyrfmocnad, kdeZto grupa transformaci,
vedoucich k pohybu, byla jen trojmocnd.) Je snadné uka-
zati, Ze v hyperbolické roviné vskutku kazda z uvedenych
projektivnich transformaci vyjadfuje pohyb. Nebof kazda
projektivni transformace nechd dvojpomér invariantnim.
Metrické vztahy v hyperbolické geometrii méri se vSak
logaritmem dvojpoméru a tudiZz kazida projektivni transfor-
mace (kterd vidy vyhovuje prvym dvéma podminkdm)
nechd metrické vztahy nemeénéné. KdyZ nad to méfime
tyto vztahy pomoci pevné kuZelosecky, pak pfislusné
transformace vyhovuji i podmince o reprodukci absolutni
kuZelosecky a patfi tedy do grupy, ktera vyjadiuje pohyb.
Dulezité je vS8ak upozornéni, ze zadna z takovych transfor-
maci nevede k podobnosti. Nebot naSe linearni transformace
ponechava dvojpomér a tedy i metrické vztahy hyperbolické
roviny konstantni, kdeZto pri transformacich, vedoucich k po-
dobnosti, metrické veliiny jsou imérné (s koeficientem
imeérnosti rozdilnym od =+ 1). Souhrnem muaZeme Fici:

Kazdéa projektivni transformace, ktera re-
produkuje absolutni kuzZelosecku, predstavuje
pohyb v hyperbolické roviné. Transformace, ve-
douci k podobnosti, neexistuji.

Vroviné hyperbolické neni tedy mozno sestrojiti obrazce
podobné. V roviné euklidovské ovSem takové obrazce
existuji. Casto se stivalo, Ze pokusy o dikaz V. postulith
vychazely z predpokladu mozZnosti podobnych obrazei
(Wallis [1616—1703], ostatné viz i poznamku o Gaussovd do-
pise, § 5, pozn. !¥)). Dneska vime, Ze tento pfedpoklad, spo-
jeny s predpokladem nekonecéné primky, vede k euklidovské
geometrii.

2. Pohyb a kruznice. Uvazujme o dvou soumistnych
svazcich ,pfimek* se ,stfedem® s.") Tyto dva svazky miZeme
projektivné k sobé prifaditi. Je-li toto prifazeni takového
druhu, Ze reprodukuje absolutni kuZelosecku, je prisluSna
projektivai transformace jednou ze zminénych v predcha-
zejicim odstavci. Podle posledni véty onoho odstavce je tedy

7) Svazek pFimek je tvofen v3emi pfimkami, které prochdzeji jednim
bodem (VIII, 3). Dva soumistné svazky tvofeny jsou rovnéz primkami,
které prochazeji jednim bodem.
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toto prifazeni pohybem, a to pohybem takovym, ktery kromé
kuzZelosecky absolutni reprodukuje i bod s. Transformace,
vedouci k tomuto pohybu, je méné neZ trojmocni. Z po-
7adavku reprodukce bodu s ziskdme totiz dvé nezavislé
rovnice pro tfi nezavislé koeficienty. Je tedy tato transfor-
mace jednomocna.

Na ,kruZnici o sttedu s miZeme sestrojiti dvé kfivé
fady bodové, projektivné ptibuzné, kdyZ pfiradime k sobé
Spruseciky“ pribuznych ,pfimek“ svazku s touto ,kruznici“.5)
Tato projektivni pfibuznost reprodukuje absolutni kuZelo-
secku a je tedy pohybem. Podobnym zpisobem muZeme
sestrojiti projektivni fady na vSech ,kruznicich® o ,stfedu“ s.
Ziskame tak pohyb celé roviny po kruZnicich soustfednych.
Tento pohyb je podle predchazejiciho vyznaden projektivnimi
transformacemi o jednom nezavislém koeficientu. Podle kon-
strukce je zfejmo, Ze tyto transformace, tvotici jednomocnou
grupu, reprodukuji vSechny koncentrické ,kruznice” a tedy
i ,absolutni kuzelosecku®:

Jednomocnda projektivni grupa, ktera repro-
dukuje svazek koncentrickych kruzZnic (a tudiz
i absolutni kuzZelosecku),pfredstavuje pohyb hy-
perbolické roviny po téchto kruZnicich.

PFi tomto pohybu reprodukuje se téZ ,bod“ s. Z toho
plyne, Ze raznou volbou ,bodu“ s ziskdme ruizné pohyby.
Boda v roviné je vSak o? a tedy pfisluSnych pohybu o®

3. TFi druhy pohybu. Véty odvozené v predchaze-
jicim odstavei platily pro kaZdou kruZnici. Jsou vSak tri
druhy kruznic a je tedy nasnadé ocekdvati, Ze budou i t¥i
druhy pohybu. Je tomu skuteéné tak. V dalSich Fadcich si
viimneme kaZdého z téchto tri druhu pohybu zvlasté.

Jsou-li koncentrické kruinice cykly, pak pohyb po
nich je pohybem periodickym. To znamena, Ze kazdy
bod v konec¢nu po ub&hnuti uréité drahy po kruznici vrati
se do polohy pavodni. PFi tomn je stile stejné vzdilen od
pevného bodu s. Takovy pohyb jevil by se bytosti, nadané
schopnosti vnimati jen hyperbolickou metriku, jako otdceni.

Toto pojmenovani zachovdme i my.

Jsou-li prislusné koncentrické kruinice horocykly,
pohyb po nich neni periodicky. Nebot! bod v koneénu se

. ...°) Na horocyklech je moZno jen jednim zpiisobem.takto sobé& pfi-
Faditi body. Na aequidistantich je to mo%no &tverym zpdsobem, nebof
polomér protina kruinici ve dvou bodech, z nichZ #4dny neni bodem s.
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nikdy nemize vratiti do pivodai polohy (samozrejme pti za-
chovini téhoZz sméru pohybu). Podle toho, co jsme dokazali
o horocyklech, zastava vsak bod pri pohybu po jednom horo-
cyklu stale stejné vzdalen od horocykli ostatnich. Tento
drub pohybu budeme nazyvati pohybem horocyklickym.

Jsoa-li koncentrické kruznice aequidistantami, pak
pohyb po nich opét neni periodicky. Vyznacuje se vsSak
tim, Ze pohybovany bod je stdle stejné vzddlen od
dané primky. Zminéné bytosti se tento pohyb bude jeviti
jako posuv. Jeito kazda primka muzZe byti povazovana za
aequidistantu, je do pojmu posuvu zahrnut i pohyb po
pfimce, ale obracené pojem posuvu neni vyéerpan jen po-
jmem pohybu po- primce.

Pravé posledni véta byla pfi¢inou mnohych nedopatfeni
pfi dikazech V. postuldtu. Mnozi z téch, ktefi se o diukaz
pokouseli, pfedpokladali, Ze posuv je moZny jen po ptimce.
Toto své stanovisko Casto rizné formulovali. Zminili jsme
se jiZ o Posidoniovi, ktery definoval rovnobézky jako
primky stejné vzdalenosti. V této definici je skryta myslenka
posuvu. Zrejmé této mysSlenky uzil Borelli, ktery definoval
takto rovnobéZzky: ,Je-li tusecka po pfimce P tak posuno-
vdna v roviné, Ze ]edmm koncem je stile na P a béhem
celého pohybu na ni kolma, pak popiSe jeji druhy koncovy
bod pfimku.“ D’ Alembert (1717—1783), ktery se tak nelicho-
tivé vyjadtil o geometrii, navrhuje sam definici rovnobézek,
ktera podle nasich poznatki nemusi byti vidy ucelna:

»Rovnobéika s piimkou P spoj Je dva body na téZe strané
prlmky P od P stejné vzddlené.

Tato definice pfedpoklada, Ze geometrickym mistem
bodv stejné od P vzdalenych je pfimka, jak vysvitne z této
uivahy: Mysleme si na primce P fadu bodu a, b, ¢, d...
Vztyéme v nich kolmice 4, B, C, D ... na prlmku P. Sta.
novme na techto kolmicich — na teze strané piimky P —
body a', ¥, ¢/, d' ... tak, aby aa’ =bb' = cc'’ =dd' =

Podle definice d’Alembertovy jsou primky a’d’, a'c/, a’d’. e
rovnobézny s primkou P. VSechny tyto priimky splyvaji
v jedinou, je-li geometrické misto boda a’, o', ¢',d’ ..., od
pfimky P stejne vzdélenych, pfimka. V opaéném pi‘ipadé
bylo by lze vésti nekoneéné mnoho rovnobéiek a’'d’ || P,
a'c| P, ad | P ku ptimce P. To d'Alembert jisté ne-
myslel. V h perbohcke roviné je geometrickym mistem bodi
od P stejne vzdalenych aequidistanta a tudiz & Alembertova
definice pro tuto neni platnd. Je v8ak platna pro eukli-
dovskou rovinu, kde plati V. postulat. D’Alemberfovou
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defipici tedy nebylo geometrii pomoZeno v tom smyslu, jak
to asi minil jeji autor.

Otec jednoho z objeviteld hyperbolické geometrie, W.
Bolyai (1775—1856) dokonce dokazuje, Ze geometrickym
mistem bodd od primky stejné vzdalenych je pfimka. Pro-
ziravy (Gauss vSak poprel spravnost jeho dukazu.

V nasledujiciin paragrafu odvodime rovnice vSech druhii
pohybi.

§ 3. Rovnice pohybu.

1. VSeobecné poznamky. V tomto paragrafu od-
vodime rovnice pohybu v roviné po koncentrickych kruz-
nicich. Podle vysledkd predchazejiciho paragrafu je pohyb
vyjadien trojmocnou projektivni grupou transformaci (IV,
1, 1). Tyto transformace urceny jsou koeficienty aij, z nichz
jenom tfi jsou nezavislé. Uréiti rovnice pohybu znamena
tedy uréiti tyto tfi nezavislé koeficienty. Ucinime tak nej-
dfive zcela obecné a pak teprve budeme specialisovati
pohyb po kruZnici a pro uréité druhy kruZnic, po nichz se
ma pohyb vykonavati. V prvé fadé musime tedy stanoviti
podminky pro koeficienty rovnic (IV, 1, 1). Tyto transfor-
mace maji reprodukovati absolutni kuzeloseéku, jejiz rov-
nici pfedpokidddme danu ve tvaru kanonickém polarnim
(VII, 6, odst. 3) Erg— e

To znamend, Ze musi byti splnéna rovnice
) 3 2 3 2 3
e (X —x2— ) =(2] a,; xj) - (2] a,; xj) — (2] a,; xj)
1 J 1 1

Musi tedy koeficienty a:; spliiovati rovnice
a) a4+ a®— a3 =a,2* + an® — a® = ay® — ay® —ay?
b) a,a;,+ dydy— a3, =0
¢) @+ aydy—a3a;=0
d) duay+a,dy—apd;=0.

2
.

5)

Tento systém pfedstavuje pét nezavislych rovnic pro
osm nezavislych koeficienti. MuZeme tedy 5 z nich vyija-
dFiti ostatnimi 3 a ziskame tak nejobecnéjsi rovnice pohybu.
Jedné-li se viak jen o pohyb po koncentrickych kruznicich
0 ,stfedu“s, musi se i tento ,bod“ reprodukovati, ¢ili musi
byti splnény rovnice
6) 81818, = 0,8+ @S+ d35,: 0y, 8, + A8, + A8y 1y S+

A3 8; + @338, .
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To jsou dvé nezdvislé rovnice pro tfi koeficienty a mu-
Zeme z nich vyjadriti dva zbyvajicim jednim. Skuteéné pak
grupa vyjadfujici pohyb je jednomocné&. — Rovnice 5), 6)
budeme specialisovati pro vSechny tfi drubhy kruZnic.

2. Otacdeni. Je-li pohyb otaéenim, musi stfed otaceni
s byti skuteény. Zvolme teato stfed pravé v tom ,vrcholu“
souradného trojihelnika polarného, jehoZ soufadnice jsou

8,:8,:8=0:0:1.

Rovnice 6) se tedy zjednodusi na

0:0:1=d,3:ay:a,;.

Z nich plyne
6') a;=dy=0.

Determinant transformace D je vidy rozdilny od nuly.
Vhodnou volbou faktoru tdmérnosti miZeme vidy dosah-
nouti toho, Ze je pravé D=1.

Dosazenim hodnot 6') do této rovnice obdriime

a, a0
7) a;: d:z 0 |=dy g“ gu =1.
ay, ay; dy T
Z rovnice 5¢) plyne vzhledem k 6) a 7)
5/c) a;, =0
a obdobné z rovnice 5d)
5'd) a;, =0,
Zbyvajici rovnice 5b) se zjednodusi na
5') ), + dy @ =0.
Je tedy obecné
8) @y =0y, @y=——ay (o30koef. im3rnosti).
Dosazenim téchto hodnot do 5a) ziskame
, - 1 2
§a) (a,*+ a?) = ) (d,* + a,)%) = a3y?,
z ¢ehoz
1 1
9) e 1, - = +1=c¢.

Dosazenim této hodnoty a hodnot z 8) do 7) obdrZime
T2 (a:1 + a:z) =¢

nebo vzhledem k 9) a 5a)

dy,=¢.
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Je tedy
@, oz, =1
a proto miZeme poloZiti

a,, =é&dy,, =¢ cosy

Ay = —e2d;, = &"sin¢ & e’, #=+1).

Pripustime-li, aby tihel ¢ probihal hodnotami od 0 do
27, mizeme poloZiti ¢ =¢” = 41 a ziskame i tak vSechny
mozné kombinace znamének. — Dosazenim téchto hodnot
do rovnic transformacnich ziskdme rovnice otdéeni po
soustfednych cyklech o sttedu s (0,0,1)

¢'x, = cosy x, + sine x,
10) ¢'x, = ¢ (— sing'x, + cose x,)
0'x, = ex,

Je-li x3 =0 rovnice abézné primky znazoriujici roviny,
muZeme pri vhodné volbé jednotkového bodu dosahnouti,
v v X Xo . . . - . X3
Ze poméry —-, - sou cartézské souradnice x=-—",

X, 8, 8, < P <18
y= x—2 Smluvime-li se na tom, Ze ,absolutni kuZelosecka“

3 .
je kruznici, jsou tyto soufadnmice x, y pravouhlé. Hofejsi
rovnice v téchto soutradnicich se zjednodusi na tvar

11) = e (cosy x +- sing y)
y =—sing x 4 cos¢ y

Tyto rovnice predstavuji otadéeni a zrcadleni v eukli-
dovské znazorhujici roviné. (Pro ¢ = -} 1 otaceni, pro e = — 1
otaceni, spojené se zrcadlenim.)

3. Posuv. Je-li pohyb posuvem po soustfednych aequi-
distantdach, musi jejich ,stred“ byti vné ,absolutni kuzelo-
seCky“. Zvolime opét specidlni ptipad, kdy stfed s je vrcholem
zdkladniho trojihelniku soufadného o soutadnicich (1, 0, 0).
Za tohoto predpokladu rovnice 6) ndm skyta

1:0:0=a,,:a,:a,,
z ¢ehoZ plyne
i) a, =a,=0.

Dosazenim téchto hodnot do rovnice pro determinant

soustavy obdrzime

7) D=a,
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Z rovnic 5b), 5¢) obdriime

5"b)c) a4, =dp=0
a rovnice 5d) se zjednodusi na
5d) gy Oy — @3 3y =0.

Pravé tak, jako v odstavci minulém, dokdZeme i nyni
pouZitim rovnic 5a) a 5'd), Ze jest
. 3 = 8y, Q)3 = £ Ay,
a podobné
a,, =g,
takZe z rovnice 7’) obdrZime

az —a: =1,
22 28
Mizeme tedy (vzhledem k VIII, 1, 7) poloZiti

ay,=¢edy=2¢ Cosy
d,y=¢edy;=¢' Siny.

Pripustime-li, Ze v muZe probihati i hodnotami zépor-
nymi, miZeme poloziti ¢’ = + 1 a ziskdme i tak vSechny
mozné kombinace znamének. — Dosazenim vypoétenych
koeficienti do rovnic transformaénich ziskime rovnice
posuvu po koncentrickych aequidistantach
s ,pFfimkou* x;,=0

o'x,=ex,
12) ¢'x, = & Cosv x, + Sinv x,
@ 'xy = &(Siny x, + & Cosy x;)

. « . . < X, X

Zde muzZeme opét dosdhnouti toho, Ze x = x—z, y= x—3

1 1

jsou soufadnice cartézské. Je-li ,absolutni kuZelosecka®

rovnoosou hyperbolou, jsou tyto soufradnice pravonhlé.
Hotejsi rovnice se zjednodusi na tvar

'x =& (¢ Cosw x + Sinw y)
13) 'y = Sinw x 4 ¢ Cosy y

Posuv je tedy v roviné euklidovské znazornén pohybem
po hyperbolach rovnoosych, které maji s ,absolutni kuZelo-
seckou“ stejné asymptoty. Rovnice rovnoosé hyperboly je
totiZ v pravouhlych cartézskych souradnicich x? — y® = konst.
Ale pravé vyraz x*? — y? je invariantem vzhledem k 13)
a tudiz skuteéné ,body“ posouvaji se po hyperbolach, které
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maji stejné asymptoty s hyperbolou o rovnici x* — yi=1
(»abs. kuz.“). Z hotejsich rovnic vidime, Ze jsou celkem

moZné étyfi druhy posuvu, podle toho, jak zvolime ¢, &

Geometrické odivodnéni téchto EyF moZnosti posuvu
je velmi snadné. — Na obr. 2 je znazornén posuv bodu x
pro jednoduchost pouze po pfimce. Predpokladejme v3ak,

e e o
'| e

Obr. 2.

Ze soucasné s timto bodem pohybuje se celd rovina po
prislusnych aequidistantach. Tyto se reprodukuji a poné-
vadZ k nim patii i absolutni kuZelosecka, reproduku]e se
i tato. Pfi reprodukei absolutni kuzelosecky jsou si jeji
body tak projektivné navzédjem pfifazeny, Ze body §,&’ bud
jsou samodruzne, nebo vyméni_vzdjemné sva mista. Pro-
jektivni pfifazeni dvou k¥ivych fad bodovych je ddno, uréi-
me-li k libovolné trojici bodii jedné fady libovolnou tl‘O]lCl
bodd druhé Fady. (PFi tom ty trojice volime tak, aby v kazdé
z nich Zadné dva body nesplyvaly.) Toto pfifazeni je mozno
pravé étverym zpusobem, uréime-li totiz, Ze bodim

§¢ &
jedné Ffady na kuZelosecce odpovidaji body
. &, /0, &, nebo
&, &, nebo
&, ¢, £, nebo
&, £

V. Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie. 9 117



druhé Ffady na téie kuZelosecce. Kazdé takové prifazeni
znazoriuje pohyb po absolutni kuZeloseéce a s nim i spo-
jeny posuv po aequidistantich. Je tedy skutetné mozZno
vykonati posuv étverym zptisobem.

4. Pohyb horocyklicky. Postupem, kterym jsme
dosli k rovnicim posuvu a otaceni, mohli bychom odvoditi
i rovnice pohybu horocyklického. Takovy postup vSak neni
v tomto ptipadé nejkratsi. Zvolime zpisob, ktery nds kratsi
cestou povede k cili. Predpokladejme rovnici ,absolutni
kuzZeloseCky“ v tvaru kanonickém teénovém

612_5253:0.

(VIIL, 6, odst. 3). V tomto pFipadé jsou vrecholy (0, 1, 0), (0, 0, 1)
soufadného trojiuhelnika na kuZeloseéce a strany trojihel-
nika, které tyto body spojuji s tfetim bodem zakladnim
(1, 0, 0), jsou teénami kuzeloseCky pravé v onéch bodech.
V celé roving, v niZ znizoriiujeme hyperbolickou rovinu,
jsou obecné tfi ,body“, které pii pohybu (jakémkoliv ze
tti mozZnych) bud jsou samodruzné, nebo zameéni sva mista.
Jednim z nich (vidy pevnym) je ,bod“ s, druhé dva jsou
dotyéné ,body*“ ,tecen®, z bodu s k ,absolutni kuZeloseéce*
vedenych.®®) Pfi znazornéni pohybu horocyklického je ,bod“
s na ,absolutni kuZeloseéce®, ony tti samodruiné body
splyvaji v jediny a reprodukuje se tedy jeden a jen je-
den ,bod“, totiZ s, a jen jedna ,teéna“ totiz ,teéna“
v bodé s. Vrchol (0, 0, 1) soufadného trojihelnika zvolime
za ,bod“ s. Pak rovnice 6) se zjednodusdi na

0:0:1=a,y:a,,:dy
nebo
Ay =dy=0.

Dalsi koeficient ziskime z podminky, Ze se reprodukuje
oteéna® v -,bodé&“ s, t. j. pfimka o rovnici x,=0.
Musi tedy byti

a, =0.

Rovnice vedouci k samodruZnym bodam (VIIL, 4, 24) je
v tomto pfipadé jednoduchi

83) Kroms toho ve tfetim z uvedenych pfipadi posuva reprodukuje
se kaZdy bod uréité (skutedné) ptrimky, jejiZ obraz prochdzi ,bodem® s
a jeden bod idealni. (,P61“ pravé zminéné ,ptimky“.) Ve &tvrtém pri-
padé reprodukuje se jeden (skuteny) bod a kaidy bod jeho (idealnf)
poliry (vzhledem k absolutni kuZelose&ce), kterd prochazi idedlnim bo-
dem s. V obou pfipadech je o' dvojic bodovych na absolutni kuZelo-
secce, které se reprodukuji stejnym zpisobem jako dvojice & &'
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a,—¢ dyp a, a,—¢ a4, 0
ay dy— ¢ Ay = 0 an—eo O =
ay, a3, Ay — @ Qay, ay Ay —¢

= (@, —p) (ds:— ¢) (@3 — ¢) = 0.

Maji-li v3echny tfi body se ztotoznovati, musi kofeny
této rovnice byti stejné a tudiZ musi
a, = Ay = dy.

Pri tom determinant transformace D = a,, a,, ags jest opét
od nuly rizny. MiZeme tedy opét dosahnouti, Ze D je roven
+1.%) Z této podminky vzhledem k pfedchazejicim rovnicim
ziskame

d,=dy=4dy;=1.
Nyni teprve upotreblme podminky, Ze se reprodukuje
»absolutni kuZeloseCka“. Dosadime-li do rovnice

12 3
14) o(x}—xx)) = (2/ a;x ,) — Ei.k ay;ay; X; X, ﬂgél:'gggti)
1
hodnoty vypoétenych koeficienti, ziskime
dz, = @y, a,=2a,.

Rovnice pohybu horocyklického jsou tedy v na-
Sem ptipadé

_ 4 xl_xl+al2x2

15) ex,=+x, . |

Xy =2du X, + @'y X+ Xy i
- J

Je-li ,pFimka“ x, = 0 nevlastni pfimkou znazorhujici
roviny, pak pFi vhodné volbé jednotkového bodu miiZeme

%, —::i pokladati za soufadnice cartézské. V téchto sou-

3 X3 . .
Fadnicich x,y je pohyb po horocyklech znézornén rov-
nicemi

|
x—x—i—a, |
16) ~2a.~x‘+y+a.,z

»Absolutni kuZelosedka“ je parabolou a ,horocykly“
jsou rovnéz parabolami. Jsou-li soufadnice x, y pravothlé

°) P¥i horocyklickém pohybu miZeme jen jednim zpdsobem pFifa-
diti k sobd body kuZelosecky absolutni. Proto miZeme oéekzwatl, Ze
v rovnicich horocyklického pohybu nebudou se vyskytovati ¢, &',
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cartézské, pak tyto paraboly maji s ,absolutni kuZeloseékou*“
spolecnou osu a tyz parametr. Ani rovnice 15), ani rovnice
16) neobsahuji ¢, ¢/, jak jsme upozornili v poznamce®).

§ 4. Weierstrassovy soufadnice.

1. Soutadnice bodové. Necht jest ,absolutni ku-
Zelosecka“ déana rovnici

63,_532_51220-

0 (10.0)
L.

H X6
PoS

0°"101.0)

Obr. 3.

Pak ,bod“ zikladni o’” jest uvnité kuZelosecky (obr. 3).
Tak jako pro tento, tak i pro kaidy jiny ,bod“ uvnitr
»absolutni kuZelosecky“ jest

a) X3 —x?—x2>0,
kdeito pro ,body“ vné ,absolutni kuZeloseky“ je
A x?—x —x?<0.

MuiZeme tedy vidy vhodnou volbou koeficientu imér-
nosti dociliti, Ze pro soufadnice ,bodd“ uvnitf ,absolutni
kuZelosecky“ je .

x—x2—x2=1.
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.Soufadnicim, které spliiuji tuto podminku, Fikdme bo-
dové soufadnice Weierstrassovy. Pouziti téchto
soufadnic znacéné zjednoduSi nékteré vysledné vzorce a
mozZno jich téZ s vyhodou pouziti pfi problémech analy-
tické geometrie v roviné hyperbolické. Tak na piiklad
vzorec pro vzdalenost dvou bodu (IV, 2, 9)

m (xy) = k arc Cos fa

3 ve V e yy
se zjednoduSi na
m(xy) = k arc Cos (X3y; — X, 4, — X 4))

nebo

m
17) Costx.’lys_‘xz.’h“xlyl ’
jezto

fao=X—xP —xP=1=y — g2 —y’=f,.

V rovnici 17) je na levé strané pohybovy invariant
a tudiZz musi byti i vyraz na pravé strané pohybovym
invariantem. Toho pouZijeme, abychom stanovili geome-
tricky vyznam Weierstrassovijch soufadnic, nebof misto
obecného bodu x miZeme vziti bod ve zvlastni poloze,
ktery se pohybem po kruZnici o stfedu y da prevésti do
bodu x. Budiz bod b timto bodem ve.zvlastni poloze. Tento
bod je priisedikem kolmice z bodu y na ptimku (o' 0’”) za-
kladniho trojihelnika s touto pfimkou. Pfimka yb prochazi
,bodem*® o” a tudiZ ma rovnici

X, X, X

Yoh
01090

= x4, — X,y =0.

Soufadnice bodu b jsou podle toho
b,=0, bi=ey., by =¢ys,
kde ¢ uréime z rovnice
b — b2 — b=y —y )=+ 4N =1
Je tedy (omezime-li se na kladnou odmocninu)

. _ Y _ Ya
b=0 b= s BT s

a vzdalenost yb je ddna vzorcem

m(yb) _ yt—y? 1+y?
Cos =L = 2T T4y}
k M+ 11+

?
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ktery moZno psati (vzhledem k VIII, 1, 7)
Sin -T2 g’b) =Y.
Tim jsme ziskali geometricky vyznam souradnice y,
obecného bodu. Pravé tymz zpiisobem odvodime

Geometricky vyznam soufadnice y; je z rovnice 17),
pPro x; = x; =0, x3=1 dén vzorcem
m olll
Cos —%’——) =Y.
Jezto Ui, Yz, Yz jsou soufadnice Weierstrassovy, plati
pro né relace

Y — y* — Yy = Cos? m(yko ) — Sin? m(kyb)—SiD"" ﬂ([il_C)ZIa

kterouz také miZeme psati
e _m@o™) ., myb) in2 WO
Sin % = Sin i + Sin ek

Rozvineme-li Sin v fadu (podle VIII, 1, 6), obdrzime
m?(yo™) | m'(yo'”)* _ (m*(yb) m'(yb) \
(H o +...)_( )y -|-...)T

NE R

"
V pripads, Ze m(zo ) o, ’"%’Q -0, ”'_(ilﬂ_.o

miZeme v prvém pfibliZzeni psati
m? (yo™) = m* (yb) 4 m? (yc).
Tento vysledek miZeme vyjadriti takto:

Jsou-li vzdalenosti boda yb, yc, yo'' dosta-
tecne malé vzhledem ke konstanté & pak pro
né plati v prvnim pfibliZeni véta Pythagorova

Tim je znovu potvrzen vyrok, Ze ,geometrie euklidovska
je diferencidlni geometrii hyperbolické geometrie®.

2. Soufadnice pfimkové. Za soufadnice pFimkové
néjaké ,,prlmky budeme povaZovati bodové souradnice
jeiiho ,pdlu“ vzhledem k ,absolutni kuZeloseéce“. (Viz IV,
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1, konec.) Jsou-li pFimky tecnami absolutni kuzelosecky,
prislusné poly jsou body absolutni kuzelosecky, a tudiz
pfimkova rovnice ,absolutni kuZelosecky“ je taz jako jeji
bodova rovnice. Jeito v8ak pro ,body“ vné ,absolutni ku-
ZeloseCky“ plati relace g), je vyhodné primkovou rovnici
»absolutni kuZelosecky“ uvésti na tvar

Elz 322—53220_

Jsou-li totiz X;, X,, X, souFadnice ,pfimky“, pak pro
né plati podle pravé uvedeného jich vyznamu

A X3P+ XA —X32>0

a miZeme tudiZ vhodnou volbou koeficientu imérnosti vidy
dosahnouti toho, Ze je pro né splnéna rovnice

X2+ X2 —Xp2=1.

Tyto souradnice jsou pfimkové soufadnice Weier-
strassovy. DuleZité je, Ze vzorce, ziskané pro obydejné
soufadnice pFimkové, zachovaji svoji formu i pro tyto sou-
fadnice. Nebot oba druhy souradnic lisi se jen znaménkem
u soufadnice s indexem 3, ale ve vSech vzorcich se tyto
soufadnice vyskytuji vidy dvojmo, takze rozdil znamén-
kovy se neuplatni.

MtZeme tedy z rovnice (IV, 2, 10a) odvoditi vzorec pro
dhel dvou riznobéznych ptimek X, Y ve tvaru

M (XY) = arccos (X,Y, + X,¥, — X,Y;)-
lll)

nebo
18) cos M (XY)= XY, + X,Y,— X, ¥,

Geometricky vyznam soufadnic pfimkovych neni treba
zvlasté uvadéti vzhledem k tomu, ze jsou to vlasiné sou-
fadnice ,bodu*“.

3. Nékteré aplikace. Okolnost posléze uvedena po-
slouZi ndm jako pomicka ke stanoveni nékterych pohy-
bovych invariantd. Jezto

Xalfs — Xaljy — X4,

je pohybovym invariantem, musi podle uvedené definice
téchto soufadnic i
Yy, — Yoy, — Yy,

%) Doporuluji &tendfi, by si z této rovnice odvodil podminku kol-
mosti dvou pfimek a podminku rovnobéZnosti.
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byti pohybovym invariantem. Jeho geometricky vyznam
stanovime snadno, zvolime-li ,pfimku“ Y ve zvlastni poloze
(obr. 3). Je-li na piiklad ¥ = 0"’ o’, pak jeji pFimkové
souiadnice jsou bodovymi souradnicemi ,polu* o”, t. j.

Y,=0, Y,=1, Y,=0.
Je tedy v tomto pfipadé
. b
Yyys — Yty — Y.y.s—yzz—slnliﬁ

a proto obecné vzddlenost m bodu y od pfimky Y
je ddna vzorcem

. m
Sin —— = Yy, + Yy — Yay.

Pohybovy invariant X;Y; — X, ¥; — X, Y, ma také svoji
dulezitost pfi studiu pfimek mimobéZnych. Zvolme za takové
mimobézky pFimky co’” a yb. Soufadnice prvé jsou

X:i:o- -X2=O1 Xl=1v

druhd ma rovnici xzy; — x, 53 =0 a tudiZ jeji ptimkové
souradnice jsou

Yi=—oy,, Y, =0, Yo=—vey,
kde ¢ vypocitime z rovnice
Ve+ N —Yl=¢ @ —y)=¢1+pY)=1

Opét se omezime na odmocninu kladnou, takZe vzhledem
k vypoltim predchézejiciho odstavce obdrZime

bo
X:.Y,—xzv,—xlvl:—Y.=+1+"V+y7=+b,=+c%""—k")_
2

_Podle toho je délka m osy dvou mimobé&Ziek ¥,Z
urena vzorcem
m

Cos h

=Y;2,— Y,Z,— Y Z,.

VSechny tyto vzorce jevi, jak uvidime, ndpadnou po-
dobnost se vzorci geometrie na kouli. V dal§im odstavei
najdeme divody této podobnosti.

4. Diferencidlni aplikace. Necht jsou diny dva
body nekonecéné blizké x, y. Soufadnice bodu y muiZeme
vyjadriti soufadnicemi bodu x

. 1 ,
yj=xj+dxj+§d‘x)-+... (=1, 2, 3).
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Prirastky dx;, d%x;... nemohou byti libovolné, nebot sou-
fadnice bodu y musi spliovati podminku pro Weierstrassovy
soufadnice. Jejim diferencovdnim obdrZime

Xydxy — Xydx, — x,dx, =0
— dx,? — dx* = x\d’, + x,d%, — x,d'x;.

Vzdalenost m obou bodi je ddna vzorcem 17). Cos
na levé strané muzeme rozvinouti v fadu (VII, 1, 6). Tak

z18kame

(m lz)’ (m: k)

+

F o =Y — XY — XY, =

=x,2— x,2—x*+ (x,dx, — x,dx,— x,dx,) + % (xXydix, — x,d*x, — x d*x))+-...
neboli

. vl . 4
('"2'!") + (’"4‘:!”) +....:—;-(dxl’-kdx,"—dx;‘)—i-....

PiSeme-li opét dm misto m, obdrZime z pFedchozi rovnice
v prvém piiblizeni
dm® = k*(dx,? + dx,* — dx,?)
jako vzorec pro étverec vzddlenosti dvou nekonecné blizkych
bodi. Tento vzorec je moZno aplikovati zajimavym zpu-
sobem. Zavedme soufadnice x;, x;, x3 vztahy

x, =kx, —,_kx,, X, = ikx,.
Z podminky pro Weierstrassovy soufadnice ziskdme
19) —x Xt —xr=k

a rovnice pro dm® se zménj na
20) dm? = dx,? + dx,* + dx,2

Rovnice 19) je rovnici koule o poloméru ki a rovnice
20) ptedstavuje étverec euklidovské vzddlenosti dvou
nekoneéné blizkych bodd v _prostoru. Jsou-li obé rovnice
soucasné platné, jako v naSem ptipade, je 20) ctvercem
euklidovského diferencidlu oblouku na kouli o poloméru ki.
Vzdalenosti na této kouli miiZeme interpretovati jako vzdéle-
nosti v hyperbolické roviné, a rovnéZ tak uhly.

Geometrii v hyperbolické roviné mozno in-
terpretovati jako geometrii na imaginéarni kouli
o poloméru k& v euklidovském prostoru.

Tohoto poznatku uzijeme v nasledujicim paragrafu,
abychom snadnou cestou dospéli k nékterym pouckam z tri-
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gonometrie hyperbolické roviny. Nejdrive vSak zodpovime
otdzku, co odpovida v této interpretaci pfimkdm a kruznicim
hyperbolické roviny? To rozhodneme snadno: Primkové
soufadnice X;, X,, X; jsou vlastné soufadnicemi boda
a tudiZ prisludné soufadnice X, X,, X, jsou s nimi vazany
relacemi _ _ _
X, =kX,, X, =kX,, X, = ikX,.

Podle toho je rovnice primky v hyperbolické roviné

21) X+ 0,X, +x,X, =0,

V prostorové interpretaci predstavuje 21) rovinu procha-
zejici pocatkermn, t. j. stfedem koule. Rovnice 19) a 21) predsta-
vuji tedy prisek této roviny s kouli, t. j. hlavni kruZnici:

Primky hyperbolické roviny jevi se v této
interpretaci jako hlavni kruZnice koule.

Z kruZnic na prvém misté stoji absolutni kuzZelosecka,
ktera patti kaidému svazku kruZnic. Jeji rovnice jest

EE 5 =0,

V prostorové interpretaci je to vSak rovnice kulgvé
kruZnice v nevlastni roviné euklidovského prostoru. Rika
se ji také absolutni kruZnice a vznikne prisekem libo-
volné (redlné, éi imagindrné) koule s nevlastni rovinou
(viz téz [VI, 7)):

Absolutni kuZeloseika jevi se jako abso-
lutni kruzZnice, neboli kruZnice kulova.

Nyni snadno rozhodneme o tom, jak se jevi kruZnice
hyperbolické roviny. Tak na priklad rovnice cyklu o stredu s
je podle rovnice 17)

r
Cos T MaSs T XSy — X8,

V novych soufadnicich ji miZeme psati
— s+ ,5, -+ 5 5).

r _

=
To je rovnice roviny, neprochazejici pocdtkem. Tato

rovina protind kouli 19) v kruzZnici, ktera neni hlavni:

Cykly hyperbolické roviny jevi se na kouli
jako kruznice, které nejsou hlavni.

Cos

Podobné mozZno dokézati, Ze i aequidistanty resp. horo-
eykly jevi se na kouli jako kruznice, které nejsou hlavni.
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Tak na priklad, je-li bod s na absolutni kuZeloseéce v hy-
perbolické rovine, jest odpovidajici mu bod v prostorové
interpretaci na absolutni kruZnici. Horocykly jsou proto
znazornény kruZnicemi, kieré leZi v priiseénych rovinéch,
dotykajicich se absolutni kuZelosecky. Jejich rovnice jsou

k2 const = X, 8, 4 Xx,8, + X, 5,.
Rovnice aequidistanty ku pFimce Y je
k* Sin % = (;;l)_’J—l_;!Z—’_;lYl)’

kde m znaéi vzdalenost bodu aequidistanty od Y.

§ 5. Trigonometrie.

1. Pomocné vzorce. V nasledujicich odstaveich bu-
deme se zabyvati hyperbolickou rovinou se stanoviska po-
sledniho odstavce predchazejiciho paragrafu. Podafi se nam
odvoditi mnoho dulezitych vet a vzorcu, kdyZ do formuli sfé-
rické trigonometrie dosadime za polomér veli¢inu ryze ima-
ginarni. Nejdfive uvedeme pomocné vzorce sférické trigono-
metrie a pak je naznacenym zpisobem budeme interpretovati.
Uvazujme tedy na kouli o poloméru r sféricky trojihelnik
o stranach a, b, ¢ a protéjich thlech a, 5, . Jeho obsah
budiZ P a sféricky nadbytek » (t. j. rozdil v=a + g+ y—=).
Pak plati vzorce:

a) sini'sini'sin—c—-sina'sinﬂ-sin
) r’ r’ r- : Sy,
a b ¢ b c
b) cos — = — — in — sin —
22) ) ¢ 7 cos — cos ; —+ sin - sin —-cosa,
c) cosa————cosﬂcosr—i—sinﬂsinycoslr,
d) P=rarcy (v=a+p+y—n).

Pro pravothly trojihelnik sféricky (y = 90°) plati tak
zvané Neperovo pravidlo, které je vyjadieno vzorci:

c a b

a) cos — = €os -— €0s —,

. r r r

b) sin -Fb— =gin f sin % ,

23) b’) sin 2 _ sin a sin i,
r r

¢) cosp =sin acos %,

. a
¢’) cosa=gin fcos T

127



KruZnice na kouli, jejiZz polomeér jest r, ma sféricky

lomér >
polomér

dJ
24) 7 =T

pii ¢emZ o je prisluSnym uhlem stfedovym.
Oblouk 8 kruznice, prisludny thlu w, je ddn vzorcem

25) $ = o r sin ?')F
Sféricka plocha kruzZnice (t. j. plocha vrchliku, kruZnici
na kouli vymezeného) je

dJ dJ
— = 2g8ipn? —
26) V(,—2nr’(1 cos 2‘_) 4nrisin®o—.

2. Vzorce geometrie hyperbolické. V minulém
paragrafu jsme dokdzali, Ze hyperbolickou geometrii midZeme
interpretovati jako geometrii na kouli o poloméru ki v pro-
storu euklidovském. Pri tom primkam hyperbolické roviny
odpovidaji hlavni kruznice. Sféricky trojihelnik na kouli
je pravé tvofen hlavnimi kruZnicemi. Odpovida tedy troj-
uhelniku v roviné hyperbolické sféricky trojahelnik na kouli
o poloméru ki. Dosazenim r = ki do vzorel 22), 23) minulého
odstavce ziskdme vzorce pro trojihelnik roviny hyperbo-
lické. Pri tom musime pouZivati zndmého vztahu mezi
funkcemi goniometrickymi a hyperbolickymi (VII, 1, 10).
Takovym zpisobem obdrZime ze vzorci 22) a) b) ¢):

o a b e
a) SmT.SmT.SmT—sma.smﬂ.smy
22/) b a b c .b . ¢
2 ) Cos—E:CosTCosT—SmTSmT cosa
¢) cos a=— cosf cosy -+ sia fsiny Cos %

a ze vzorci pro pravouhly sféricky t'rojl’lhelnik vzorce pro
pravoiihly trojihelnik v roviné hyperbolické

1) Sférickym polomérem kruZnice na kouli nazyvdme obloukovou
vzdilenost jejiho sférického stfedu (p6lu) od bodd obvodu. Jeito kraz-
nice m4 dva sférické stfedy (poly), m4a i dva sférické poloméry, které
dobromady davaji polovini obvod hlavni kruZnice na kouli.
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a) Cos% = Cos% Cos —2
b) Sin % sin B Sin ‘,’;
23') J o) Sin %— = sin « Sin —%
¢) cosf=sinaCos %
: ¢’) cosa=sing Cos (l:

Z rovnice 23'c¢’) ziskime pro a =0
1

23’ ¢”’) sinf=

Cos %

Tento vzorec neni nidm neznamy, nebot vyjadiuje t. zv.
thel rovnobeznostl (Iv, 7, 11). Touto rovnici jest kaZdé
délce a prifazen uhel I (a) p. V tomto oznaceni jest
hoteni vzorec ekvivalentni se vzorci

a) Tg 4 = cos I1(a), o) Sin & = cotg IT(a),
= b) Cos L= L d) Cotg & =1
8 % = Smli@)’ B ==l

Pouzitim jich ziskame z 22'b)
1 _ 1 . cosa
sin II(a) ~ sin J1(b) sin /1(c) tg I1(b) tg I1(c)

nebo

sin I71(b) sin I1(c) .

cosa cos [1(b) cos IT(c) + sin (@) ©

Toto jest zdkladni rovnice, kterou odvodil Lobacevskiy
ve své ,Géometrie imaginaire.

Rozvedme v rovnicich 23’ a) b’) Cos a Sin v Fadu.
Ziskame tak

c: k)? (c: ) ’ : k)? ’ (b: k)
14 O O 1 S )+ )=
ST T,
(a: k) (a: k)] _({c:h) (c: kY .
_T_+—3'—+...—(—1 +T+...)sma
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v a b c 5 . o,
Kdyz i 0, = o, B 0, obdriime v prvém pfi-
bliZeni p¥i zanedbani veli¢in nekoneéné malych vysSich Fada
c=a*+ b s
a=csina.

To jsou vsak zakladni vzorce rovinné trigonometrie
euklidovské. Podobné bychom odvodili dalS$i formule ze
vzorcl ostatnich. MiZeme tedy Fici:

V rozmérech dostateé¢né malych vzhledem
ke k plati v prvém ptibliZeni na roviné hyper-
bolické geometrie euklidovska.

(Srovnej 1L, 5; 1V, 6; V, 4)

Z rovnice 22d) odvodime dosazenim r= ki obsah troj-
uhelnika Pe— iy,

Snadno dokédZeme, Ze obsah trojihelnika jest kladny
timto postupem: 1. » je spojitou funkci soufadnic stran
trojihelnika a pro trikrate asymptoticky trojihelnik jest
» < 0. 2. V hyperbolické roviné nemizZe nikdy byti » =0,
nebot tato rovnice je (za predpokladi zde splnénych) rovno-
cennd s patym postalitem Euklidovyjm, ktery v hyperbo-
lické roviné nik dy splnén neni. (Srov. vyklad tohoto postu-
latu v (I, 1) a vétu o rovnobdZkach v (IV, 4).) 3. Z obou vét
plyne, Ze nemiZe » > 0 a tudiZ musi

27) I_y:n_a—ﬂ—y>oﬁ

Tedy skuteéné

28) ‘ P=k(r—a—f—7) !

je veliéinou kladnou.
Tim jsme ziskali ihned dvé véty:

Soucet dhlu v trojuhelniku jest men3i nez
dva pravé.

Obsah trojihelnika jest pfimo umérny sfé-
rickému defektu n—a—p—y a tudiZ maximélni
obsah trojuhelnika jest = k2
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(Takovy trojuhelnik musi byti trojndsob asymptoticky,
t. ja=g=y=0)"4"

JeZto podle vzorce 28) jest obsah trojuhelnika nezavisly
na strandch, nemiiZeme sestrojiti trojihelniky o stejnych
uhlech a rdznych obsazich. To znamen4, Ze neni moZno
sestrojiti k danému trojihelniku trojiuhelnik
podobny. Tento vysledek jsme jiZ odvodili obecné pro
libovolny ttvar z teorie kruZnice a pohybu (V, 2, odst. 1).
Wallis, chtéje dokazati V. postulat Eukliddv, pfedpoklidal
existenci podobnych trojihelnikii.

3. KruzZnice. Oblouk kruznice miZeme odvoditi ze
vzorce 25) dosazenim r= ki. Smime tak udiniti proto, jezto
jsme dokazali, Ze kruZnicim hyperbolické roviny odpovidaji
na kouli o poloméru r= ki opét kruZnice. Timto zptisobem
ziskame pro oblouk pFisluSny dhlu w i

J

Sy=okSin 5 | (D=24).

Z této rovnice muZeme odvoditi vzorec pro obvod
cyklu. U cyklu je totiZ po obéhnuti obvodu v = 2n
a proto obvod O; cyklu jest

O0,=2nkSin 2

29) D

Je-li kruZnice aequidistantou k pi'in})ce, k niZ patfi (ima-
ginarni, viz V, 1, odst. 3, sub c) ,polomér’?, miZeme vzorec

25’) snadno pretvofiti. Necht je S, délka na této p¥imce.
Pak podle 25') pro ni plati

S,5= o k Sin %

2y Gauss psal roku 1799 svému spoluZiku W. Bolyaiovi: ,Mann
kdnne sich eine Geometrie konstruiren, fiir die das Parallelenaxiom
nicht giiltig sei. Wenn man jedoch annehme, dass es fiir den Dreiecks-
inhalt eine obere Grenze nicht gebe, so ktnne man die euklidische
Geometrie beweisen. Anderenfalls kime man zu einer anderen Geo-
metrie.“ (,Bylo by moZno sestroiiti geometrii, pro n Z by neplatil axiom
o rovnobézkich. Ale za pfedpokladu, Ze neexistoje horni hranice pro
-obsah trojihelnika, bylo by lze dokdzali enklidovskou geometrii. Jinak
dospélo by se k jiné geometrii.“ V, 2, odst. 1.)
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0 0
Pro Sin —I% obdrZime vsak vzorce (IV,2,9b) Sin—g—zi
0
(Cos 5= 0),) z Geho

0S5 = whi.

1]
Oznaéme é: —22—% rozdil ,poloméra’ obecné aequi-
distanty a prislusné primky. Pak pro oblouk aequidistanty

plati podle 25°)

. 08— . % 1 . 1) S {
S§; = wkSin - D —wk[SmFCos-E—Cosﬁ&nﬁ]—TlCosi
a tudiz
! B ll
30) 8§, =8, Cos B

|

Pro S« — @ obdrZime oblouk, jehoZ délka roste nade
viechny meze, jak je ve shodé s dmve]s1m1 tidaji o aequi-
distante.

Abychom mohli vyjadriti oblouk horocyklu, ptretvorime
vzorec 25’) zavedenim délky tétivy 7, pFisluSné oblouku S.
T je treti stranou trojihelnika rovnoramenneho, jehoz druhé

dvé strany Tg sviraji dhel w. Obdriime tudiz podle 22'b)

T cost — sip* L - 2 q—
Cosr—Cos D Sin’ Dcosr)_l—f—Sm D-(l €os w).
PouZitim vzorcii

T : 1 T i, @
CosT—l—ZSm ok = 2 Sin? D 1 —cosw =2sin 5

ziskame
T W
Smﬁ—Sm D sm—z-
nebo vzhledem k 25),
w
2 . T
8, = ——— 2kSin .
sin -

v) ,Pél° této ,primky” je totiz prévé od jejiho libovolného ,bodu“ x
d
,vzddlen' —-, pfi demZ f,, = 0, nebot body § a x jsou polarné sdruZeny.
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Zvolime-li pevné T, pak se vzristajicim J klesa w. V li-
mitnim pripadé, jedna- li se o horocykl, pak d = o, o —0a

ﬂ @
Sp=lim Sy=Ilim 2k Sin I — 2Sin L lim —1—7_
>0 w0 sin '_ Do SHJ—
w—>0 2 2
Jezto vsak o
lim =1,
o—>0 sin o
2

je pro horocyklicky oblouk Sr pFislusny tétivé 7,

31) Sr= D Sin %

Z tohoto vzorce je ziejmo, Ze oblouk kaZidého
horocyklu, pfislusSny téze délce tétivy, je kon-
stantni, nezavisly na horocyklu.

Ze vzorce 29) odvodime tak zvanou vétu Bolyaiovu :

Obvody cykluy, ]1chz poloméry jsou rovny
strandm trojuhelnika, jsou v poméru sina pro-
téjsich dhlu.

Ditkaz této véty je snadny. Ze vzorce 22'a) plyne

2b 2¢ 2b 2¢
SmT Sln— SmT_nDSmT nDSlnT 7 D Sin 05 =

:Om'OZb' O%_sma.smﬂ.smy,

¢imZ je dikaz proveden.

Obsah kruznice obdrZime ze vzorce 26), kam opét do-
sadime r—= ki. Ziskime tak

d

4 2 2
26') V, = D*n Sin o)

coZ je vzorec pro obsah c)‘;klu. Zavedeme-li oznaceni 17 (%)
pro uhel, pfisluSny délce e pak miZeme psati vzhledem
k 28"c) vzorec v této forms:

V, = D*n cotg? II (%J,

!
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) =450

V = D3n = 4nk3,

a specielné pro 11 (

| o

Maji-li dva trojndsob asymptotické trojihelniky spo-
leénou jednu stranu, jest obsah ctyrnasob asymptotického
¢tykihelnika tak vzniklého pravé 2nk% Jeito dovedeme
k danému thlu rovnobéZnosti vidy sestrojiti prlslusnou
délku, umime tedy nalézti kruZnici, kterda ma obsah rovny
dvojndsobku obsahu étyFndsob asymptotického étyFihelnika.
Je tim v urcitém smyslu rozfeSena iloha kvadratury
kruhu. J. Bolyai na8el konstrukei, vedouci ke kvadratufe
kruhu o obecném poloméru v hyperbolické roviné. — Vice
se trigonometrif nebudeme zabyvati a obratime se k ivaham
diferencidlnim.

Poznimka. Neni bez zajimavosti vypoéitati hodnoty uvedené ve
vzorcich tohoto posledniho odstavee pro pripad, Ze rozméry méfenych

veliéin jsou dostateéné malé vzhledem ke k. ObdrZime tak op8t vzorce
euklidovské geometrie pro kruZnici v rovinég, coZ pfenechdvidm ¢tendfi.

§ 6. Uvahy diferencidlni.}#)

1. Pomocné vzorce. V tomto paragrafu budeme se
zabyvati dvahami vétSinou diferencidlnimi a uZijeme k tomu
teorie ploch, zndmé z diferencidlni geometrie. Proto nej-
dfive uvedeme nékteré potfebné vzorce z této teorie.

Ctverec diferencidlu vzdalenosti je v euklidovské ro-
viné vyjadren v pravoﬁhlich soufadnicich x, y vyrazem
ds? = dx? + dy®. "V kiivocarych soufadnmicich x;, x; jest
obecné
32) ds? = Edx; + 2 Fdx,dx, + Gdx,*, EG— F*¥*0,

kde E, F, G jsou funkcemi soufadnic X, X3 V pripadé, Ze
béZi o rovinu euklidovskou, mozno vidy jeden vzorec pfe-
vésti ve druhy, pfi éemZ dx, dy jsou exaktni diferencialy.

tverec diferencidlu vzdélenosti dvou bodt na ploge, jejiz
soufadnice (parametry) jsou x,, x;, je dén rovnéZ vyrazem
32). Pii tom vSak obecné neni mozZno tuto formu prevésti
na soucet étvercu (totdlnich) diferenciald. O funkcich E, F, G
predpokladdme, Ze spliuji podminky EG — F2 > 0, EZ 0,
G =0, kterym je ve v8ech pfipadech,o nichZ zde budeme

) Tento paragraf nen! nezbytny pro pochopeni celkové souvislosti.
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jednati, vyhovéno.4) Vyrazu Edx,?-+ 2 Fdx, dx, 4 Gdx,*
fikame nékdy také ,fundamentdlni“ nebo ,metricka“ forma.
Je-li tato forma dana, je déan i vyraz pro thel ¢ dvou sméri
dx, ox
dx,’ 6x;

na ploSe:

Edx,dx, + F (dx,dx, 4 dx, dx,) + Gdx,dx,
V(Edx? + 2 Fdx, dx; + Gdx,?) (Edx* + 2 Fox, dx, + Gox,?)

Cos ¢ =

Z tobo vidime, Ze dvé plochy, vztaZené k tymz sou-
Fadnicim a majici koeficienty fundamentélnich forem vazany
relacemi

8  E=Bo(,x), ‘F=Fo(x,x), ‘G=00(,x),

jsou takovym zpisobem na sebe zobrazitelné, Ze odpovi-
dajici sméry na obou plochach sviraji stejné ihly. Takovému
zobrazeni Fikdme konformni.

Jiny zpusob zobrazeni, pfi némZ nejen 1ihly odpovida-
jicich smérid, ale i vzdalenosti odpovidajicich bodu jsou
stejné, nazyva se rozvinuti jedné plochy na druhou. Dvé
plochy jsou na sebe rozvinutelné, kdyz jejich fundamentalni
formy, vyjadrené tymiz souradnicemi, jsou v odpovidajicich
bodech stejné. To je postaéujici a nutna podminka rozvi-
mutelnosti dvou ploch. Neni tim vSak Fefeno, Ze pii stejné
fundamentédlni formé miZeme rozvinutim jedné plochy na
druhou tuto dokonale pfikryti. (Na priklad valec a rovina
jsou na sebe rozvinutelné, ale pldstém valce nikdy nemn-
Zeme celou rovinu pfikryti.) Z ekvivalence fundamentalnich
forem nesmime usuzovati na stejné vlastnosti na obou plo-
chich v celém jejich oboru.

Podminku rozvinutelnosti dvou ploch miZeme vyjadriti
jeSté jinak. Na plo3e existuje totiZ funkce K, nazvana
Gaussovou mirou kiivosti (t6Z mirou kFivosti, nebo jen kfi-
vosti), kterd se rozvinutim jedné plochy na druhou neméni.
Tato funkce je ddna vzorcem

T S L0 [N S NS T
34) 2VEG—F* | ax, LEVEG—F3 3x, VEG—F* ax,

i_[_;__*’_'”_,,l_ °F _ F_S_E]l.

ox, LYEG—F" 2x, VYEG—F* ox, EVEG—F? 3x,]/

140) MI¢ky pfedpoklddime, Ze £, F, @G, jejich prvé a druhé parcidlni
derivace dle parametrd jsou pro zkoumany obor hodnot x,, x, kone&né
a spojité.
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Da se dokdazati véta: ,Jsou-li dvé plochy na sebe roz-
vinutelné, pak v odpov1dajlcich bodech maji stejnou Gaus-
sovu miru kFivosti.®

Zvlastni zminky zasluhuje ptfipad, kdy tato funkce K
je konstantni. Plochy, u nichz K = konst. neni funkci mista,
nazyvaji se plochy konstantni miry kfivosti. Dvé plochy
stejné konstantni miry kfivosti jsou vidy na sebe rozvi-
nutelné.

Geometrie na obou plochidch na sebe rozvinutelnych
je (alespon v uré¢itém oboru) stejnd.

2. Ruzné formy diferencidlu vzdéalenosti
v roviné hyperbolické. Nyni stanovime diferencial
vzdalenosti dvou nekoneéné blizkych bodd roviny hyper-
bolické. K tomu pouZijeme vzorce (IV, 2, 9). Ackoli tyto
vzorce jsou odvozeny uZitim soufadnic trimetrickych homo-
gennich, midZeme je vidy upotfebit i pro soufadnice ne-
homogenni %, % Budoucnéd budeme psiti v tomto para-

8 8

X
grafu vidy x misto 2L a X, misto Tx'_ kde x; a x, nam
Xg

budou znaciti soufadnice nehomogenni. Necht tedy absolutni
kuZelosecka v téchto souradnicich je ddna rovnici

35) ct—E2—§£2=0, ¢ = konst, 146)
a vzdalenost dvou bodd m (x,y) vzorcem (IV, 2, 9b)

. . (ca_xlz_xzz)(cz_ylz_ yt)— (E—x g, — X, 4,)°
m(xy)=kiarc smV : . 3 = ]
(xy) (¢ —x>—x?) (P —y’—y)

Jsou-li body x a y nekonecné blizké, miZeme psati
pro jejich soufadnice

1 . ,
yj=xj+dxj+7d‘x’-+... (j=1,2)-

Tyto soufadnice dosadime do predchazejiciho vzorce.
Pfi tom arcsin rozvineme v Fadu (VII, I, 5). Omezime-li
se na vellclny nekonecéné malé prvého radu, ziskdme po
delsim poctu

dm=k Vc"‘(dx,’ + dx,?) — (x, dx, — x,dx,)! )
(@ —x2— x)

14b) Tato konstanta neni v Zadné souvislosti se stejné oznacenou
konstantou v (IV, 2, 7).
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Je-li ¢ =k, vzorec se zjednodusi na

|

! @xpp e — g (de,— xdx) |
% ’ am = TR |

k?

a pro c=1

36') dm? — dx?(1 — x,%) + 2x, x,dx, dx, +dx,? (1 —x/?) .

Q—x2—x"

Posledni tvar fundamentalni formy je historicky za-
jimavy. Koncem sedesatych let minulého stoleti zabyval se
Beltrami (1835—1900) problémem zobraziti plochu na rovinu
tak, aby geodetickym c¢ardm na ploSe odpovidaly primky
v roviné. Dospél k vysledku, Ze plochy, které takovym
zptisobem je moZno na rovinu zobraziti, maji fundamentalni
formu ve tvaru 36’). Podle toho, co jsme uvedli o rozvi-
nutelnosti dvou ploch, znamena Belframiho vysledek, Ze
geometrie na onéch plochich je (alespon v omezeném
oboru) stejnd s geometrii hyperbolické roviny. Znazornéni
plochy na rovinu podafilo se mu tak, Ze interpretoval x,,
X, jako pravoiihlé soufadnice v roviné, a tak zkoumana
plocha zobrazila se uvnit¥ uréité kruZnice (x,2 -+ x,2 =1).
Body na obvodu této kruZnice zobrazovaly nevlastni body
zkoumané plochy a pfimky protinajici se na obvodu této
kruZnice zobrazovaly (ovSem jen jejich éast uvnitf kruznice)
»rovnobézné“ Cary geodetické na zkoumané plose. Touto in-
terpretaci dospél Beltrami k pojmu hyberbolické roviny. Je
dalezito upozorniti, Ze Beltrami neznal pojmu hyperbolické
roviny tak, jak jsme jej odvodili, ale dospél k nému FeSenim
uvedeného problému. Tim vSak byla dokdzdna logickd ne-
spornost hyperbolické geometrie v roviné (kterd v naSem
podédni je samozfejmd), nebotf bylo moZno ji nyni inter-
pretovati jako geometrii na plochach, které maji fundamen-
talni formu 36'). Zasluha Beltramiho spoCivd v tom, Ze na
tento fakt upozornil.

Interpretujme x;, x; jako pravoiihlé soufadnice v roviné
a poloime ¢ = k.

»Absolutni kuZeloseéka“ je tedy kruZnice o rovnici
37) k’_flz'— 1= 0.

MiZeme ji' povaZovati za rovnik koule, jejiZ rovnice
v nehomogennich, prostorovych pravothlych souradnicich

&1, 85,85 je R3=E3 4 £2 4 52,
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Orthogonélni projekci této koule na rovinu rovniku
ziskdme vztahy

& =x,, & =Xy, Es=iyk’—xl“—xa".
Fundamentalni forma koule je

38)  dsh= dE 4 dEP 4 dE = dx 4 dxp 4 B dR T Hdn)

kP —x?—x,?
dx? + dx,®— %z(x dx, — x,dx))*
xl +xz '

Porovnanim 38) a 36) obdrZzime

2
ds’:dm’(l—i‘ £50) = e S

UvaZujeme-li jen doleni polovinu koule, miiZeme psati

_ k
dm = 3 ds.

Proto muZeme Fici:

Promitneme-li polokouli orthogondlné na
rovinu rovniku, pak geometrie v hyperbolické
roviné tak vzniklé je konformni s geometrii
na oné polokouli.

Toto zobrazeni je z toho divodu pohodlné, ]ezto viechny
vety, tykajici se uhla, jsou snadno nézoru pfistupné. Na
piiklad trojnasob asymptotlcky trojihelnik roviny hyper-
bolické jevi se jako trojiuhelnik na kouli, omezeny tremi
kruZnicemi, jichZ roviny, kolmé na rovnik, protinaji se
v teénach koule. Tento trojihelnik na kouli md skutedng
vB8echny. t¥i dhly rovny 0.

3. O postuldtech Euklidovych. Promitneme-li
kouli z pélu na rovinu rovniku, pak zobrazeni toto jest opét
konformni. Da se snadno dokazati, Ze vsechny kruZnice na
kouli se touto projekci zobrazi v rovme zase jako kruZnice.
Uvazu]eme-h specidlné kouli, o niZ byla svrchu Yeé, vidime,
Ze miZeme primky hyperbolické roviny znazorniti jako
oblouky kruZnic orthogondlnich na obraz absolutni kruZnice
(rovniku). Nebot pfimkdm v prvém druhu projekce odpo-
vidaly na kouli kruZnice, které kolmo protinaly rovnik.
Druhou projekei koule na rovinu se tyto kruZnice promitaji
opét jako kruZnice kolmé na rovnik. Toto zobrazeni hyper-
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bolické roviny je éasto velice vyhodné. Tak je na prikiad
mozZno velmi snadno dokézati, Ze soucet dhlu v trojihelniku
je menSi nez 180°, Na obr. 4 zvolen takovy ,trojihelnik*,
Ze jeden jeho vrchol se zobrazuje do stfedu ,absolutni
kruznice®. Tento trojihelnik je zcela obecny, ale jeho
zobrazeni ma tu vyhodu, Ze ,strany“ ab, ac se jevi jako
pfimky. Treti ,strana“ jest ovSem obloukem kruZnice ortho-
gonalni k ,abs. kruznici“. Tato ,strana“ bc musi vidy byti
obracena konvexné k a a tedy soucet a + S+ y je jisté
menSi neZ 180°

Obr. 4.

Tento zpisob zobrazeni je i s jiné stranky velice zaji-
mavy. Jeho uZitim lze totiZ konstruktivné zbudovati
geometrii, kterd vyhovuje ¢tyfem prvym postulatim Eukli-
dovym.

Abychom alespon zhruba naznaéili tuto cestu, shodnéme
se na této terminologii:

,Nevlastni bod’ = redlny bod néjaké kruZnice L. ,Ne-
vlastni bod’ necht je nedostupny.

,Bod’ = redlny bod uvnité kruznice L.

,Primka’ = oblouk orthogonalni kruZniee k L, a to jen
oblouk uvnit¥ Z, resp. primér kruZnice L (uvnit¥ L).

,Uhel’ = iihel euklidovsky.

,KruZnice’ = orthogonélni trajektorie linearniho svazku
,pfimek’, a to jen jeji cast uvnitF L.
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Jezto jsou tf¥i druhy svazku ,piimek’, jsou i tfi druhy
JkruZnic’.

Za téchto predpokladi lze dokazati, Ze v této geometrii
plati prvé &tyri postulaty Euklidovy. Tak prvy postulét

»Dva ,body’ 1ze vidy spojiti (jedinou) ,pfimkou’® je ekvi-
valentni s pfedposledni vetou v (VII, 8). Druhy postulat

wPiimou ¢&éru lze vidy (v ,bodé’ vlastnim) prodlouZiti“
je postulatem konstruktivnim a jako takovy splnén i zde,
coZ plyne z elementarni konstrukce kruznice. Tfeti postulat

»Z libovolného stfedu a poloméru lze vidy sestrojiti
,kruznici’“ je ekvivalentni s posledni vétou v (VIIL, 8). (,Stre-
dem kruinice’ je zde jeden ze spoleénych bodi svazku L.
Je-li stred ,bodem’, ziskame svazek ,ridznobézek’, je-li ,podem
nevlastnim’, ziskdme svazek ,rovnobéZek’ — které ostatné
budeme ihned piesné definovati — a konec¢né jsou-li ony
pruseciky imaginarné, pak ziskame svazek ,mimobéZek’, které
nemaji spoleéného ,bodw’, ani ,bodu nevlastniho’. Podle toho
rozezndvame i t¥i druhy ,kruznic’.) Ctvrty postulat

» VSechny pravé ,ihly’ jsou ekvivalentni® je splnén vzdy,
je-li splnén origindlni postulat Euklidiv, nebot v obou geo-
metriich je 1hel stejné definovan. Paty postulat vSak splnén
neni. To je zfejmo jiZ z toho, Ze vidy mohu k ,pfimce’ ab
(obr. 4) sestrojiti takovou, ktera s ni svird ,dhel’ =0 a ne-
protina ji v ,bodé’, ale soucet ,iihli’ tvofenych touto ,pfimkou’,
,pFimkou’ ab a ,ptickou’ ac je mensi nez 180°.

Tento postulat miZeme nahraditi jinym. K tomu eili
zavedeme pojem ,rovnobéZek’ vétou: ,Dvé ,rovnobéiky’
jsou ,ptimky’ v roviné, kleré (prodlouZeny) protinaji se jen
v ,bodé nevlastnim’. (Definice 23 u Euklida!)

Podle této definice
lze bodem’ mimo ,pFfimkuw véstik nidveé
,;ovnobézky’,

Jejich konstrukce je zfejm4, a proto se o ni nezmifiujeme.
Pravé uvedenou vétu miZeme povaZovati za paty postulat
nadi geometrie, kterym jsme nahradili paty postulat Eukli-
div. Z nézoru je zfejmo, Ze ,rovnobézky’ sviraji ,ihel’ = 0.

Doporucuji ¢tenafi, aby si provedl nékteré zakladni
konstrukce v této geometrii, éimZ se mu naSe uvahy o hy-
perbolické geometrii znaéné ozfejmi.

Pozndmka: Téchto pét postuldtd oviem nestaéi kevybudovani hy-
perbolické geometrie. Neuvddél jsem ostatnich z toho divodu, Ze jsem

v tomto odstavci chtél pouze naznaditi, jak moZno Euklidovy postuldty
aplikovati a nesledoval jsem iidel vybudovati geometrii axiomaticky.
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4. Jiné tvary fundamentdlni formy.

Fundamentélni forma 36) je pfili§ sloZitd. Proto se po-
kusime vhodnou volbou jinych soufadnic z,, u, ji prevésti
na jednodu38i tvar. Jako soufadnici z, pohyblivého bodu na
plose zvolime hyperbolickou vzdalenost od bodu u (x; =0,
X3 = 0) a za soutadnici u; zvoiime hyperbolicky thel pFimky
uap s ptimkou x;, = 0. Tyto souradnice jsou tedy v uréitém
vztahu k cyklim hyperbolické roviny. Po del§im poétu,
ktery zde opomijim, obdrZime

30a) dm? = du, + k* Sin? (%) du,?.

Kdybychom pri zavedeni novych soufadnic brali misto
cykld v uvahu aequidistanty, resp. horocykly, obdrZeli
bychom podobné v prvém pfipadeé

39b) dm?® = du?, + Cos? (T') dud,

a v druhém pripadé
2 u,

39¢c) dm*=dup + e * du,

V prvém pripadé jest u; délkou na poloméru aequidi-
stanty, vytatou aequidistantou a pfisluSnou pfimkou x, =0
(jez patii do svazku aequidistant) a u, jest vzdilenosti pri-
se¢iku onoho poloméru s pfimkou od bodu z (x;, =0, x; = 0).
V drubém ptipadé jest u, = konst. rovnici prlmky kolmé
na horocykl u, = konst. Témto tfem formam se také nékdy
Fika elipticka, hyperbolicka a parabolickd forma.

Vypocnte]me miru kfivosti ]edneztechto forem! (VSechny
t¥i formy musi vésti k stejné hodnoté miry kFivosti ve stej-
nych bodech, nebof predstavuji touz hyperbolickou rovinu.)

Zvolme tieba formu 39¢). Tu jest

LL] iy
E=1, F=0,G=e" VEG-Fi=e"
a tudiZ podle 34)

i, u

- _W 2, - W
PR N L T | B T S
=% Y7g % =ST% ¢ T '

Jeito k je ¢éislo redlné, e —Kk* vidy zaporné. Podle
toho, co jsme uvedli v prvém odstavei tohoto paragratfu,
miiZeme Fici:
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Hyperbolicka rovina jest rozvinutelna na
plochy konstantni zdporné miry kfivosti.

Rikame téZ, e hyperbolickd rovina méa zapornou kon-
stantni miru ktivosti —-k—lz. 15

Jest tedy geometrie hyperbolické roviny v omezeném
oboru identicka s geometrii na plochach konstantni zdporné
miry kfivosti. Tento vysledek, na néjZ upozornil Belframi,
mohli jsme jiZ odvoditi ze vzorce 36).

5. Mébiusova kruhova afinita. Zavedme nové sou-
radnice x, y rovnicemi

%

10) a)x—u,, b y—ke *

a stanovme, jak se zméni forma 39¢)! Snadnym poétem
obdrZime

2
41) dmi = % (dx* + dy).

Nyni interpretujme x, y jako pravoihlé soutadnice
cartézské v roviné! Soufadné ose X, t. j. y =0, odpovida
cara, jejiz vSechny body jsou od uréitého horocyklu (u; = 0)
nekonecné vzdaleny. Osa X pfedstavuje tedy absolutni
kuZelosecku. V rovnici 40b) nemiZe byti pro Zadné u, sou-
radnice y zdporna. Rovina hyperbolickd se tedy zobrazuje
jen na jednu polovinu euklidovské roviny (nad osou X).
Jeito pro euklidovsky diferencidl vzdalenosti plati véta

Pythagorova ds* = dxd + dy?,

je toto zobrazeni hyperbolické roviny konformni s geo-
metrii na jejim euklidovském modelu.

O tomto zobrazeni moZno dokazati dalsi zajimavé vlast-
nosti. Tak na ptiklad hyperbolické primky zobrazuji se jako
pilkruZnice, jejichZz stfedy jsou na ose X (a tudiZz i jako
primky k ni kolmé).2®) Kruznice hyperbolické roviny jevi se

%) Hilbert dok4zal, Ze neexistuje reguldrni plocha zdporné konstantni
miry kFivosti, na niZ by v plném rozsahu (v celém jejim oboru) pla-
tila geometrie hyperbolicka.

%) Snadno se to dokdZe, uvaZujeme-li integral
Y 0N

Sdm:Si— dx? 4 dy?,
Yo Yo
ktery pro pfimku musi byti extremni hodnoty.
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na modelu zase jako kruZnice a to: cykly jako kruznice,
které osu X neprotinaji, aequidistanty jako kruZnice ji pro-
tinajici a horocykly jako kruZnice ji se dotykajici, pfipadné
jako pfimky s ni rovnobéZné.l")

Pohyb v tomto zobrazeni je dan rovnici

P alz+a3

a,z + a, "

kde z, 'z jsou komplexni proménné tvaru z—x - iy,
'z="'x -+ 1"y a koeficienty a realné. Tento pfipad je speci-
dlnim pripadem t. zv. kruhové afinity Mébiusovy, ktera
je vyjadfena touZ rovnici, jenom Ze koeficienty a jsou
komplexni. Je tedy kazdy pohyb Moébiusovou kruhovou
afinitou, ale kaida takova afinita neni jeSté pohybem.

Timto zpusobem zobrazeni se nebudeme zabyvati, jeZto
bychom neobdrZeli jiZ poznatkd podstatné novych. Mohli
jsme vSak toto zobrazeni voliti zcela dobfe jako vychodisko
tivah. Neucinili jsme tak jen proto, Ze cesta, kterou jsme
se brali, byl byla i delsi, nevyZadovala zvlastnich odbornych
znalosti.

Jako jediny pfiklad aplikace tohoto zobrazeni stijz zde
vypocet obsahu obecného trojohelnika abe. Zvolime jeho
obraz tak, Ze alesponn jedna jeho strana (ac) se zobrazuje
jako primka (obr. 5). Strany ab, bc zobrazuji se jako
oblouky kruZnic, které maji stfed na ose X. Vypocteme
nejdfive obsah trojiihelnika ab’c’, dvojnasob asymptotického.
Obsah néjaké plochy, omezené jistou krivkou C, je dan
integrdlem

ad,—a,d; =1,

P=\\VEG — F:dx,dx,.
c

Aplikaci tohoto vzorce na obsah trojihelnika abd’c’ ob-
drZime vzhledem ke 41) '

Py = k2

S
)’

’

QB

Zavedeme-li polarni soufadnice v, r rovnicemi
X=rcosvy, y=rsinw,
17) Posledni véta plyne pfimo 2z transformaéni rovnice 404). Pro
kruZnici viibec se to dd dok4izali tak, Ze hledime orthogonélni trajektorie

opFimek*, prochézejicich jednim ,bodem*“ (to jest kruZnic, jichZ stfedy
jsou na ose X a které prochézeji jednim bodem).
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miZzeme posledni integrédl prepsati

Pablcl =—K Sd'JJ: k3 zkl(ﬂ—a).
\'s
Podobné obdrZime pro trojihelnik dvojnisob asympto-

ticky bb'c’ obsah
Pbb'o’ = k? (" —ﬂl).

Obsah trojuhelnika jednou ésymptotického abc’ je roven
rozdilu obsahii obou trojuhelniki

Pabo’ = Pablcl -_ i,bblcl = k’(ﬂ'—a)-
- Stejnym zpusobem obdrZime obsah trojihelnika jednou
asymptotického cbc’ _
Py =R (" —7).

Obsah trojihelnika abc je roven rozdilu obsahit troj-
vhelnikd abc’, cbc’

Pabc_Pabc’ _Pcbc':ka(ﬂ,_ﬁ”“‘}"—a).

Jezto vsak
F—p=—5 Yy=n—ry
muzeme pro obsah trojuhelnika abc psati
Pbc:k’(ﬂ—a—ﬁ—y).

ObdrZeli jsme tak jiz zndmou formuli. (Viz rovnici 28.)
V tretim odstavci toboto paragrafu jsme dokazali, Ze sou-
cet uhla v trolﬁhelmku je mensi neZ dva pravé. Je tedy
n—a—pf—y>0atedy i Pw > 0, jak jsme téZ dokazali
pii odvozeni rovnice 28).

Podobnym zpiisobem stanovime obsah n-thelnika. Roz-
délime jej na n trojihelnikii o spoleéném vrcholu uvnite
n-ihelnika. Obsah takového trojihelnika budiz k> (n — a; —
— B —7) (j=1,...n). Obsah zkoumaného n-ihelnika je
roven soucétu obsahu téchto n trojihelniki. Oznacime-li jej
Py, ziskdme

Py =k 2’("—11-—13,—7,)—k’[nn—21(ﬂ]+y]+a ).

Jsou-li gjihly stfedové u spoleéného vrcholu, je Z;a =2n
a tudiz

Py =k [nn — 27 — 2‘:‘ B, + 1)) =K[r(n—2)— 2’! B;+ 7))
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Specidlné pro n-ihelnik n-ndsob asymptoticky jest
obsah P
Py =nk (n—2).

Z tohoto vzorce vdak nendsleduje, Ze vidy moZno dva
takové n-tithelniky pFevésti pohybem do sebe (jako je tomu
u trojuhelnikd trojnasob asymptotickych), nebof grupa trans-
formaci pohybovych je trojmocni. MizZeme tedy nejvyse
ptevésti tfi vrcholy jednoho do tfi vrcholit druhého n-thel-
nika. Tim svoje tivahy skonéime a obrédtime se ke studiu
geometrie eliptické.

- é c‘T of

iy X b

{00) r

Obr. 5.

Pozndmka. Poincaré uvafoval hyperbolickou rovinu, kterd je
vn & ,absolutni kuZelosedky®. Takové geometrie mohou byti rizné, podle
toho, jak zvolime konstanty 2 (pro vzddlenost bodil) a % (pro thel
pfimek). Zajimavé je, %e v nich obecnd neni volnost pohybu. Nebudeme
se jimi zabyvati, jeito jsou pfili§ specidlni, byt i nékteré skytaly prak-
ticky uZitek p¥i studiu specidlni teorie relativity.



Kapitola VL

ELIPTICKA ROVINA.

§ 1. Formulace problému.

V této kapitole zminime se struéné o geometrii elip-
tické v roviné, kratce o eliptické roviné. Jeito za-
kladni tvahy, jimiz dospéjeme k nejdileZitéj§im vzoredm,
neli§i se podstatné od tvvah obdobnych, provedenych pfi
studiu roviny hyperbolické, nebudeme je opakovati, nybrZ
jen struéné na neé poukdZeme, kde toho bude potfeba vy-
zadovati. Ukol geometrie eliptické v roviné jsme jiz d:g-
novali v kap. I, 4. Uvedeme jej nyni v piesné formé:

Eliptickd geometrie v roviné zabyva se stu-
diem invarianti vzhledem ke trojmocné grupé
projektivnich transformaci

e'x,=a,x,+a,x,+a,x
) eH=ay X, + aantayx, (% konst redlnd
e'X; =y X, + @y X, + a3 X, ij=1,2,3),

které reprodukuji jednoduchou, imagindrni

kuzZeloseéku

2) f$5§911513+gzzsai‘i‘ga:l'fa!'f‘29135153+29235253+291351§3=0
(9;; = gj; redlné konst.).

Této kuZeloseCce budeme opét Fikati absolutni ku-
Zelosecka. Podobnym zpisobem mohli bychom definovati
ikol geometrie eliptické vzhledem ke studiu pfimek:

Eliptickd geometrie v roviné zabyva se téz
studiem invariantd vzhledem ke trojmocné
grupé projektivnich transformaci

¢ X\ =4, X+ A, X, + A, X,
1) e X,=4, X, +An X, + 4, X,
e X;=4, X\ +AnX.+An X,
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které reprodukuji kuzZeloseé¢ku 2), jejiZ prim-
kova rovnice jest

gugngn El
G21 9292 =
a1 932 J3 S

2, By By

2) Foz:= =G, E? + Gn B2 + G, B + 2G,, EE, +

4 2G;E,Z,+ 26,y .5, =0.

V rovnicich 1’) maji koeficienty A;;j a pfimkové sourad-
nice X; tentyZz vyznam, jako v kapitole (IV, 1, 1'). Tak jako
diive v geometrii hyperbolické, budeme i nyni €initi rozdil
mezi itvary v eliptické roviné a mezi jejich euklidovskymi
obrazy na euklidovském modelu roviny eliptické. Je tedy
na priklad rovnice 2) rovnici ,absolutni kuZeloseéky“, sou-
Fadnice x,: x,:x; soufadnicemi ,bodu“ atd.

§ 2. Zdkladni avahy.

1. Zakladni vzorce. Z definice geometrie eliptické
jest zfejmo, Ze ty pojmy, které jsou definovédny bez ohledu
na redlnost absolutni kuZelosecky v geometrii hyperbolické,
miZeme prenésti i do geometrie eliptické. To plati zejména
o definici vzdalenosti dvou bodia (IV, 2, 7) a 1ihlu dvou p¥i-
mek (IV, 2, 8). Pro tyto pojmy obdrZeli jsme na udanych
mistech rovnice

9 men—giope=floglatfeln
f:‘f.ll - V/:"y - f,rx f yy
P —FosFos
4) ‘M(XY) = glog A= g log FXY+ I'SKY F‘KX Fyy

2 Fxy—=VFyy—Fxx Fyy

Jde nyni o to, stanoviti vhodnym zpisobem konstanty
¢, resp. C. Ty uréime z poZadavki, které klademe na vzda-
lenost, resp. na uhel. O vzdilenosti pfedpokladame, Ze

prodva rizné body redlné jest vidy redlna,
od nuly rizna. '

Jezto absolutni body jsou vidy imagindrné sdruZené,
jest mozno log 4 psati vidy ve forme ryze imaginarni (VIII,
2, 15). Zavedeme-li tedy oznaéeni ¢ = k | k', jest
kR kK ki— K

3 logl——g—i(¢-+22n): 3 (0o+2x7).

mxy)y =
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Mé-li byti horejSimu poZadavku vyhovéno, je nutno
voliti k=0, t. j.

ki o+ Vi =F F
5 L m(xy) = —-log ¥ xy — Taxlyy
S T T Tat

V roviné eliptické méfime tedy vzdalenosti
elipticky.

Konstantu C stanovime velmi snadno. Vime, Ze ,teény“
z priuseciku ,primek“ X, Y k ,absolutni kuZeloseéce“ jsou
vidy imaginarné sdruZené, zcela tak, jak tomu bylo v ro-
viné hyperbolické. Musime proto konstantu C voliti tak, jako
v roviné hyperbolické, m4-li iihel dvou riznych p¥imek real-
nych byti vidy redlny. Zaddme-li kromé toho, aby tihrnné
hodnota thlu byla jako v roviné euklidovské a hyperbolické
pravé x, musime zvoliti C =, t. j.

[

|

i Fo. F3 . — e ,
6) M(XY)= log ’“+V_XY Txxlyy
Fyy —VFyxy—FxxFyy

V roviné eliptické mérime uhly také elipticky.

Jest dobfe si uvédomiti rozdil méfeni v roviné hyper-
bolické a eliptické. KdeZto v roviné hyperbolické metrime
vzdalenosti hyperbolicky a dhly elipticky, v roviné eliptické
méFime vzdélenosti i vhly elipticky. Jest nasnadé oceka-
vati, Ze v této roviné bude dudlné si odpovidati vzdadlenost
dvou bodu a tihel dvou pfimek. Pozdéji dokdZeme, Ze tomu
tak vskutku jest (VI, 5).

Z rovnic 5) a 6) odvodime snadno vzorce:

/ [ Frdm - T2
7) m (xy) = k' arc cos —-—— = k' arcsin l/ Tofy T
V xxiyy xxfyy
F Fax Fry—Fiy
8) M (XY)=are cos ———1 __ = arcsin ’,_XX_I_Y__._?)_,
VFyxFyy / FxxFyy

které pozdéji budeme potiebovati.

2. Dusledky zdkladnich vzorci. Tak jako dFive,
budeme i nyni nazyvati tihlem, resp. vzddlenosti jen hlavni
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hodnoty vyrazi 6) resp. 5). Pojedndme nejdfive o charakte-
ristickych vlastnostech vzdélenosti dvou bodi.

V ptedchazejicim odstavci jsme naznaéili, Ze vzdalenosti
méfime elipticky. Z toho plyne, Ze v roviné eliptické jsou
ptimky eliptické. Absolutni body téchto primek jsou vidy
imagindrné sdruZené pruseciky jejich s absolutni kuZelo-
seckou. O takovych ptrimkach jsme jiZ jednali v kapitole III.
Nemusime tedy znovu zde odvozovati vysledky tam ziskané.
Pripomenme si jen hlavni jejich vlastnost: Na primce elip-
tické neni redlnych bodd nevlastnich; takova pfimka nema
redlnych bodi v nekonecnu a neni tudiz nekonecna. (Jeji
tdhrnna délka jest &’'x) To plati o kazidé redlné primce
eliptické roviny a tedy i o této roviné samotné.

Eliptickd rovina nema redlnych bodd ne-
vlastnich a neni tudiZz nekoneéna.

Z této véty ovSem nendsleduje, Ze takova rovina neni
neomezend. Staéi pripomenouti si plochu kulovou jako ty-
picky piiklad plochy neomezené, nikoli vsak nekonecné,
abychom pfipustili mozZnost existence takové plochy. Ostatné
se k tomuto tématu vratime je§té v nasledujicim paragrafu.

Teorii eliptického svazku pifimek jsme odvodili taktéz
v kapitole III. JeZto podle vzorce 6) predchazejiciho odstavce
jest kazdy svazek primek eliptické roviny elipticky, miuZeme
prosté vysledky na uvedeném misté odvozené pienésti do této
kapitoly. Jako aplikaci nejdiilezitéjSich ze znamych vlastnosti
eliptického svazku pfimek uvedeme:

Uhrnnd hodnota dhlu svazku pFfimek elip-
tické roviny jest n. V Zddném svazku pfimek
této roviny nejsou reidlné prfimky, které by s ji-
nymi pfimkami téhoZ svazku sviraly tihel ne-
konecéné velky.

Podle toho, co jsme v kapitole III uvedli o svazku elip-
tickém a euklidovském, mohli bychom snad odéekavati jesté
néjaké analogie mezi rovinou_ euklidovskou a eliptickou,
pokud se tyce- studia jejich pfimek. Ale neni tomu tak.
Naopak eliptickd rovina vyznaduje se jednou vlastnosti,
tykajici se pfimek, ktera ji ostfe odliSuje od roviny eukli-
dovské. Snadno ji odvodime, ptdme-li se po rovnobéikach
v eliptické roviné. Sviraji-li dvé pfimky v této roviné. iihel
rovny nule, pak podle 6) musi byti F, — FzF,,=0, to jest
jejich prisefik musi se nalézati na absolutni kuzelosecce.

V. Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie. 11 149



Tato v3ak jest imaginirni a tudiZ dvé reédlné piimky se
v jejim bodé nemohou protinati. Z toho plyne, Ze

v eliptické roviné neexistuji rovnobé&ziky.

Jesté snad zbyva se zminiti o tom, zda existuji mimo-
bézky, podobné jako v roviné hyperbolické. Je vSak ihned
patrno, Ze tomu tak neni, nebot pfi studiu eliptické roviny
neomezujeme se na urcitou ¢dst jejiho euklidovského modelu,
nybrz uvaZujeme cely model. Musi se tedy kaZdé dvé piimky
protinati. Ostatné to plyne i ze vzorce 6). Ten nemiiZe davati
nikdy imaginédrni hodnoty pro M, jsou-li pfimky X, Y realné.

Pozndmka: Z definice kolmych pfimek ve svazku eliptickém

plyne, Ze i v roviné eliptické jsou dvé pfimky kolmé, jsou-li polarné
sdrufeny k absolutnf kuZeloseéce.

§ 3. Weierstrassovy soufadnice a jejich aplikace,

1. Weierstrassovy soufadnice. ,Absolutni kuZelo-
secka“ muZe byti vidy dana rovnici ve tvaru kanonickém
golémim (VIII, 6, 33")

) Er 4 &2+ 62=0.

Soufadnice libovolného redlného ,bodu“ vyhovuji vidy
podmince x,2+4 x,% -+ x32 > 0 a miZeme tedy vhodnou volbou
koeficientu imérnosti dosahnouti, Ze pro né plati

4t xnr=1

Soufadnice, vazané touto podminkou, nazyvaji se opét
bodové soufadnice Weierstrassovy. ReSenim vzorce 7) ob-
drzime velmi jednoduchy vyraz pro cos vzdalenosti v téchto
soufadnicich :

m{x
I:/ylleyl“’xzyz‘i‘xsya-

O geometrickém vyznamu téchto souradnic zminime se
v odstavci druhém tohoto paragrafu. — Primkové souradnice
»pFimky“ definujeme jako bodové soufadnice jejiho ,p6lu‘
vzhledem k ,absolutni kuZelosecce® 9). To vSak je praveé
definice soufadnic pFimkovych, jak jsme ji uvedli v (1V, 1).
Vzhledem k svému vyznamu splhuji tyto soufadnice opét
rovnici
9’) X2+ X+ X =1,

Pro 1hel dvou ptimek obdriime v téchto soufadnicich
podle 8)

cos

cosM(XY)=X,Y,+ X, Y, + X, ¥,.
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2. Jejich prostorova interpretace. Vzdilenost
dvou nekonec¢né blizkych bodd x a y

y,-:xj—}-dxj—i-?d’x’--i— ..... (G=1,23)
stanovime metodou obdobnou jako v (V, 4, odst. 4). Ziskame
nejprve

(m:k')? (m: k)
==+~

+x3dx3+x2dx2+xldxl+%(x:!d‘xﬂ-l_xldaxl+xld,xl)+---

cee =X+ X YT X Yy = X+ x4 X

a poté
10) dm?= kK*(d x? + d x?, + d x%,).

Transformaci soufadnic

xj=xjk” (=1,2,9)

zmeéni se podminka pro Weierstrassovy soutadnice na

11) X204 X2 4 X2 =R,
kdeZto vzorec 10) prejde v
12) dm? = dx? + dx,? + dx,?.

Rovnice 11) jest rovnici koule v euklidovském prostoru,
vztaZeném ku pravoihlym soufadnicim cartézskym x;. Jeji
polomér jest k. Rovnice druha p¥edstavuje étverec vzda-
lenosti dvou jejich nekoneéné blizkych bodd.

Muzeme tedy Fici:

Geometrii eliptickou v roviné mozno inter-
pretovati jako geometrii na koulio poloméru &
v euklidovském prostoru.

Z této véty odvodime mnoho diisledkiu. Pfedné zname
vyznam soufadnic xj. Jsou to soufadnice bodd na kouli
o poloméru rovném jedné (a soufadnice Xx; jsou soufadni-
cemi bodd na kouli o poloméru k). Déale vidime, Ze trigono-
metrie eliptické roviny naléza svoji interpretaci jako sfé-
ricka trigonometrie. Proto nebudeme se ji blize zabyvati.
Jako nejzajimavéjsi dusledek z této trigonometrické inter-
pretace uvedeme vétu:

Soucet dhlu trojihelnika v roviné eliptické
jest vét3i nez dva pravé.

O kouli poloméru k' vime, Ze je to plocha kladné kon-
stantni miry kfivosti. MoZno ji tedy rozvinouti na plochu
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o téZe kladné mife kfivosti. Vzhledem k tomu, co jsme
uvedli o interpretaci geometrie eliptické, miiZeme uvésti:

Eliptickd rovina jest rozvinutelna na plochy
o kladné konstantni mife kfivosti.

Rikdme té%, Ze eliptickd rovina md konstantni kladnou

1

Z téchto vét neplyne ovSein, Ze geometrie elipticka jest
v celém rozsahu identicka s geometrii na plochdch o kladné
konstantni mife kfivosti. Pozdéji uvidime, v ¢em se obé tyto
geometrie liSi. Beltrami, ktery hotejsi vétu ucinil zdkladem
svych tvah o geometrii eliptické, identifiko val obé
geometrie v celém rozsahu a dospél proto k nékterym
vétam, které nejsou spravné. (Viz § 6, odst. 2.)

Z elementarni geometrie je znamo, Ze sféricka trigono-
metrie na kouli o poloméru k%' prejde v prvém pribliZeni
(t. i. pfi zanedbani veli¢in nekone¢né malych vysSich radna)
v trigonometrii rovinnou, jsou-li méfené miry x vzhledem
ke k' tak malé, Ze % —0.

Tento vysledek miZeme hned aplikovati na eliptickou
rovinu vétou:

V dostateéné malém oboru eliptické roviny
vzhledem ke % plati v prvém ptibliZeni eukli-
dovskd geometrie.

miru k¥ivosti

§ 4. KruZnice. Pohyb.

1. KruZnice. KruZnici v roviné eliptické definujeme
jako kFivku, jejiz body jsou od daného bodu s stejné vzda-
leny. Této definice pouZijeme ke stanoveni rovnice jejiho
obrazu. Podle vzorce 7) spliuji ,body“ ,kruinice* rovnici

(cos‘ %) fooToa =12

a je to tedy kuZelosecka. Bodu 8 budeme opét Fikati stfed
kruZnice. JiZ z této rovnice je zfejmo, Ze existuje jen jeden
druh kruznic o redlném stfedu. (V roviné hyperbolické byly
tfi takové druhy: Bud cykly o ,stfedu“ uvnitf ,absolutni
kuZelosecky“, nebo horocykly, jichz stfed byl bodem ne-
vlastnim, nebo konec¢né aequidistanty o idealnim stiedu.)
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KaZidd takova ,kruZnice* je uréena tFemi udaji $;:s;:Ss,
m . . _ , .
€os —7 - Je-li x priuseény ,bod“ ,kruZnice“ s ,absolutni
kuZeloseckou®, jest f,, =0 a tedy x leZi na pfimce
fJ?s:O,

ktera jest dvojndsob pocitanou polarou ,bodu“ s vzhledem
k ,absolutni kuZeloseéce“. Shrneme-li tyto vysledky, obdr-
Zime véty:

V eliptické roviné jest «o® kruZinic. Kazdé
Jheruznice* jest kuzeloseckou, ktera se dvoj-
nédsob dotyka ,absolutni kuzelosedky“ v pruse-
¢icich poléry (,stfedu* s vzhledem k ,absolutni
kuzZeloseéce®) s touto kuZelosedkou. Jest jen
jeden druh kruzZnic o redlném stfedu.

Jeito ve Weierstrassovijch soufadnicich je rovnice
»KruZnice“
m
CO8 27 = X185 + X8, + X383,

odpovida ji na kouli kruZnice priiseénd s touto rovinou.

2. Pohyb. Pohyb eliptické roviny definujeme tymz
zpisobem, jako pohyb roviny hyperbolické (V, 2, odst. 1),
jenom Ze predpokldddme absolutni kuZelosecku imaginarni.
Stejnym zpusobem jako na uvedeném misté miZeme do-
kazati tyto véty o pohybu:

Pohyb v eliptické roviné jest vyjad¥en troj-
mocnou grupou projektivnich transformaci 1),
které reprodukuji absolutni kuzZelosecku.
Kazda takova transformace pfedstavuje pohyb
v eliptické roviné. Transformace, vedouci k po-
dobnosti, neexistuji. '

Neni tedy mozZno ani v roviné eliptické sestrojiti obrazce
podobné.

Tyto véty mohli jsme téZ odvoditi z interpretace geo-
metrie eliptické jako geometrie na kouli. O této geometrii
je znamo, Ze v ni jednomocna grupa projektivnich trans-
formaci, které reprodukuji kulovou kruZnici koule, vede
k otdCeni po sféricky koncentrickych kruZnicich. Témto
kruZnicim odpovidaji v roviné obecné zase kruZnice. Mu-
Zeme tedy Fici:
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Jednomocna projektivni grupa transformaci,
které reprodukuji svazek koncentrickych kruznic
(a tudiZ i absolutni kuZelosecku), predstavuije
pohyb eliptické roviny po téchto kruznicich.

V tomto svazku naléza se i pfimka, dfive zminéna polara
stfedu s vzhledem k absolutni kuZelosecce. Ji odpovida na
kouli hlavni kruzZnice, nédleZejici do svazku kruzZnic svrchu
zminéného. Sférické poloméry svazku stoji kolmo na kazdé
z kruznic a tudiZ i na hlavani kruznici. Z toho odvozujeme
pro eliptickou rovinu:

Geometrickym mistem bodd vzddlenych

kn

2

Podle vét ziskanych vidime, Ze v eliptické roviné
existuje jediny druh pohybu. Neni tomu tak viak v prostoru
eliptickém trojrozmérném. Tam miZeme totiZ stanoviti
takovy pohyb po pfimkach, Ze body odpovidajici jsou od sebe
stejné vzdédleny. Pravé tento druh pohybu dal vzniknouti
pojmu t. zv. Cliffordovijch rovnobézek.?) Nasim tkolem jest
vSak jen studium eliptické roviny a proto se omezujeme
jen na tuto struénou poznamku.

Tim pokldidame zdkladni Gvahy o eliptické roviné za
skonceny. Jest jisté jeSté mnoho zajimavych vét, kterych
jsme neuvedli. Ale laskavy ¢tenarl si je v pripadé potfeby
odvodi pomoci geometrie na kouli, nebo metodami obdob-
nymi jako v geometrii hyperbolické.?)

Obratime se nyni k nékterym otazkam specidlnim.

o od daného bodu je pfimka.?l)

§ 5. Metrickda dualita.

1. Projektivni dualita. Rikdme, Ze v n&jaké
.roviné existuje dudlni vztah pfimek X a bodu x, kdyz

) Ctendf miZe tuto vétu dokézati i pfimo ze vzorcd pro vzda-
lenost. K tomu staéi si uv@domiti, Ze bod s a libovolny bod oné pFimky
jsou polirné sdruZeny vzhledem k absolutni kuZelosece. — Obdobna
véta méla téZ platnost pro model hyperbolické roviny, nikoliv v3ak
pro hyp. rovinu samu, nebof na pfiklad cykly nemaji ve svém svazku
pfimky, aequidistanty nemaji stfedu.

) To jsou pfimky, jichZ body jsou od sebe stejné vzdileny.

3) Takové véty jsou na “pfiklad: »Dvé primky maji vidy jednu a
jen jednu spoleénou kolmici.“ ,Maji-li tfi neb vice pfimek spoleénou
kolmici, musi tyto pfimky prochézeti nutnd jednim bodem. ,KaZdému
svazku pfimek bodem miZeme pfFifaditi pFimku, kterd jest ke vSem
pFimkidm tohoto svazku kolma4.“
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souFadnice kaZidych dvou elementii dudlnich x, X jsou ve
vztazich
o X, =cux,+cXx,+ CaXy ox,=C, X,+C,, X, + Cy, X,

13) oX,=eyux, tepxitconxy o0x, =0 X, + Cp X, 4+ Cy, X, .
oXy=c¢yXx, € X3+ Cya Xy 0x;=Cpn X+ Cp X, + C;3 X,

Pti tom Cj; jsou algebraické dopliky v determinantu
€ Cua €y
€3y Cu2 Cyy
Cy1 C3a Ca3

$o,

prisluéné prvkim c;, délené timto determinantem, a c;
jsou konstanty realné. Ma-li tato definice duality miti smysl,
musi byti nezévisla na projektivnich transformacich, které
jsou podkladem geometrie zkoumané roviny. To znamena:
pfifadime-li onou transformaci dudlnim elementim x, X
elementy 'x, 'X, musi tyto elementy 'x, 'X byti opét dudlni.

Z této podminky snadno odvodime rovnice

J 3
14) e, = 212 Qs Gyj Cpy s yCj= Dkt Ay Ay Cpp

1
(6,7 koef. umérnosti).

Charakteristickym znakem duality je, Ze dvojpomér étyf
bodu a jim duédlné pfifazenych étyF primek je stejny. Tato
véta jest ihned zFejma z rovnic 13).

2. Polarita. Zvlastnim pripadem duality je polarita
vzhledem k néjaké kuZelosedce o rovnici

IuXd+ gnX + gaaxa® +2(g., %%, + g%, + g X3 X3) = 0.

Tato polarita je dualitou, v niZ koeficienty c;, resp.
Ci jsou dany rovnicemi (az na faktor umérnosti)

13) =95 (= g;) Cij= Gy (= Gy).

Pak kaZdému bodu x odpovida duélné poldra X vzhledem
k této kuZelosedce a obracené. (Ctenaf se o tom snadno pre-
svédci, kdyZ stanovi rovnice poliry k bodu, resp. pdlu
k pfimce podle [VIII, 6.] Naléza-li se bod x pravé na kuzelo-
seCce, piimka X, ktera je mu duélné pFifazena, je pravé
teénou kuZelosecky v bodé x.) Tohoto zpusobu pfFirazeni
jsme jiZ ve specidlnim pripadé uzivali, totiz pFi soufadnicich
Weierstrassovyjch (v rovine hyperbolické i eliptické). Ovsem,
Ze jsme predpokladali kuZelosecku, ktera se reprodukuje.
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To neni v_odporu s transformacnimi rovnicemi 14), které
v tomto pfipadé maji tvar

8
14) ﬂgl’j = lﬁ',‘ Qi Aoj Gro » 4 G|'j = Zt;lAkz Aaj Glm .

Nasobime-li tyto rovnice x; x; resp. X; X a tak vzniklé
rovnice secteme, obdrZime

L]
k, s ’ ’
ﬂ2 195 X% = 07 (@ %) (@ X) gro =0 D50 g, 'x; 'x, |
1 1

8 ———
» 39 Gy X; Xj= E{-"{, (A1 X) (A X) Gy =0 25 Gro' Xy "Xo»
t 1
coZ je podminkou reprodukce kuZeloseéky.

3. Metricka dualita. Budtez x a y dva libovolné
body, jimZ rovnicemi 13) _isou pfifazeny dudlné pfimky X, Y.
Vzdalenost bodu x, y méfime pomoci &tyF bodu x, y, &, E’
tihel pfimek X, Y méfime pomoci ctyr piimek X, Y, Z, 2.
Vyznam bodu E ¢’ resp. pfimek Z, =’ v roviné hyperbohcke,
eliptické i euklidovsks j je jiz zndm a netfeba se 0 ném znova
zminovati. — O ne]ake roviné Fikame, Ze je metricky
dudlni, kdyZ oném d&tyfem bodim Xy 6 (z nichZ dva
]sou zcela libovolné) jsou dudlné pfitazeny primky X, Y,
Z, & (pravé v témz _potadku). Jeito vzdalenosti m (x y),
resp. uhly M (X'Y) méfime pomoci logaritmi uratych dvoj-
pomeérua (&' xy), resp. (£2'XY), je zfejmo, Ze v metrické

m (xy)
MXY)
na volbé konstant, jimiZ ony logaritmy néasobime). — Mize
byti rovina hyperbolicka, elipticka neb euklidovska metricky
duélni? V roviné hyperbolické je metricka dualita vy-
loucena, nebof vzdalenosti méfime hyperbollcky, thly
elipticky. Redlnym_bodim_¢, &' nemizeme pFifaditi
dualne 1mag1n arni pfimky ._, Z’. Rovina euklidovska
rovnéZz neni metricky dudlni. V ni mérime totiZ vzdalenosti
parabolicky a uhly elipticky. Redlnym splyvaji-
c¢im bodim £=¢' nemuzeme prifaditi imagindrni razné
piimky Z, Z'. V roviné eliptické méfime vzdélenosti i wihly elip-
ticky, proto lze oéekdvati, Ze tato rovina je metricky dudlni.
Tomu skutecné tak je. Nebot v polarité vzhledem k absolutni
kuzelosecce (coZ je zvlastni pripad duality) jsou néjen dvoj-
pomeéry pFislu$nych elementu stejné, ale bodim absolutnim

dualité pomeér " musi byti konstantni (zavisly jen
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&, & na primce xy odpovidaji duilné teény Z, =2’ z priiseéiku
pnmek XY k absolutni kuZelosecce. (Body &, 5’ a primky
Z, & jsou ovSem imagindrni, sdruZené.) Odpovida tedy
vzdalenosti bodi xy v polarité thel primek, jim poldrné
sdruZenych. Proto fikame, Ze

metrika eliptické roviny je sama k sobé
poléarni.

Tato metricka polarita je jakési ,egtetické“ plus, které
rovina eliptickd ma pred rovinami hy?)%:bolick}?mi a eukli-

dovskymi. Pravé tato vlastnost to byla, ktera eliptické
geometrii ziskala hojné pfivrZencu (na priklad Clifford a j.).
Ba byli mnozi, ktefi prdvé jmenovanou vlastnost uvadéli
za ddvod, proé mame se pfikloniti k minéni, Ze naSe geo-
metrie neni ani hyperbolicka, ani euklidovska, ale elipticka
(na ptiklad Zéllner). Na obr. 1 znazornéna ]e vzdalenost
dvou bodu x, y, ktera za pfedpokladu &' =1 je pravé rovna
thlu kolmic X, Y, které ]sou po]arm k bodim wx, y. Abso-
lutni kuzelosecka jest ovSem imaginarni. Na obr. 1 je jeji
idedlni obraz vycarkovan; polary sdruZené vzhledem k abs,
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kuZelosecce zobrazuji se jako t. zv. antipolary jejiho idedl-
niho obrazu.
Pozndmka: A& eliptickd rovina je jen poldrné& metrickd, Fikd

se vSeobecnd, Ze je dualné metrickd. Proto jsme tak té% nadepsali
tento paragraf, ttebaZe nadpis nevystihuje plné vy¥znam oné duality.

§ 6. Dvolitost eliptické roviny.

1. List Mébiusiv.. V tretim paragrafu této kapitoly
jsme ukazali, Ze je moino geometrii eliptické roviny inter-
pretovati jako geometrii na kouli o poloméru &'. K tomuto
vysledku jsme dospéli na zdkladé ekvivalence fundamen-
talnich forem obou utvard. Zaroven jsme upozornili, Ze
z této ekvivalence nesmime usuzovati na ekvivalenci obou
utvarid v celém jejich rozsahu. (Jinymi slovy, nemuZeme
tvrditi, Ze oba titvary pri rozvinuti na sebe se v celém roz-
sahu pokryji.) V tomto paragrafu upozornime na rozdily
geometrie na kouli a eliptické geometrie. Uvazujme nejprve
kouli. Stanovme na ni libovolnou kruZnici a posunujme po
ni néjaky d&tyfihelnik abed tak, aby strana da byla ve
sméru teény kruZnice a pohybu a bod a se pohyboval po
kruznici. Obéhneme-li kruZnici jednou, pfijde ¢tyFihelnik
abcd opét do své piuvodni polohy. MiZeme oznaciti sled
vrchol abcd jako orientaci bodu a. Vidime tedy, Ze po
jednom obéhnuti po kruZnici na kouli (obecné po jaké-
koliv uzaviené kfivce na kouli) se orientace bodu a ne-
zméni. Takovym plocham, na nichZz orientace bodu po
jednom obéhnuti uzaviené ¢ary se neméni, Fikame plochy
jednoduché. (Je zajimavo si povSimnouti, Ze koule je
kazdou svoji uzavienou c¢arou C, kterd je bez singularit,
rozdélena na dvé éasti. Z jedné €asti nelze prejiti do druhé
bez prekroceni éary C.)

AZ do doby Mibiusovy se predpokladalo, Ze
viechny plochy jsou jednoduché. Mobius (1790—1868)
upozornil v§ak na moZnost ploch, které nejsou jednoduché
a sim také takovou plochu sestrojil. Nazyva se po ném
Mobiusiv list. Vznikne z rovnobéinika mnpgq, (obr. 2a),
ktery prehneme zplisobem naznaéenym v obr. 2b a poté
jeho kratsi strany spojime tak, aby vrcholy na téZe uhlo-
pfiéné splynuly (obr. 3). Narysujme na této ploSe &aru,
ktera neprotina okraja (viz obr. 3) a pohybujme po ni rovno-
béznik abced. Po jednom ob&hnuti této éary prejde rovnobéznik
abed do polohy ab’c’d, aniZ by body b nebo ¢ prte-
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krodily d&aru, po které jsme pohybovali. Je-li opét sled
abcd orientaci bodu a, miZeme Tici, Ze po jednom
ob&hu se orientace bodu a zménila. (VyjadFujeme
se zde védomé& ponékud nepitesné. Sled abed se totiz po

p

11728 5
G 7
L it i

Obr. 2a), 2b).

takovém ob&hnuti neméni, to jest nepfejde treba v adcb.
Ctenat v3ak jisté chdpe, co rozumime orientaci abed.)
Obéhneme-li opét se cétyfihelnikem ab'c’'d jednou (to je
vlastné podruhé se é&tyFihelnikem abed) onu é&éru, ob-

drZime pivodni polohu ¢étyfuhelnika abed a tudiz po dvoj-
ndsobném obéhu se orientace bodu a zachova.
Takovym plochdm fikdme plochy dvojité. Na nich exi-
stuji uzaviené ciry, které je nerozdéluji na dvé Gasti.
(Neni tim vSak FeCeno, Ze kaida plocha, na niZ existuji
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uzaviené Cary, které ji nerozdéluji na dvé d&asti, je nutné
dvojitd. Na ptiklad anuloid neni dvojitou plochou, a¢ na
ném moZno vésti uzaviené d&ary, které jej merozdéluji na
dveé césti.) Mébiusiiv list mé okrajové Cary, je vSak mozno
sestrojiti plochy dvojité bez okrajovych car.

Pozndmka: Disciplina, kterd studuje uvedené vlastnosti ploch,
nazyvd se analysis situs. Pokud studuje plochy jakoZto dtvary,
uloZené v prostoruo vétSim poétu dimensi neZ dvé, jmenuje
plochy dvojité plochami jednostrannymi a plochy jednoduché plo-
chami dvojstrannymi. V tom pfipadé miie kaidému obecnému
bodu jakékoli obecné plochy pfisouditi jeden nebo druhy smér normély
Elochy v tomto bodé. Dva body, které takto vzniknou z jednoho, nazyvi

onjugované. Definuje plochy jednostranné jako plochy, u nichz
moZno z libovolného bodu po spojité &ife prejiti ke konjugovanému
bez pfechodu eventuelnich okrajovych &ar, coZ u ploch dvojstrannych
je nemoZné.

2. Eliptickd rovina. UkaZeme nyni, Ze na rozdil
od koule elipticka rovina je dvojitd. Sestrojme v ni néjaky
rovnobéznik abcd a pohybujme jim po prodlouZené strané
da v tomto sméru (obr. 4). Sled vrcholi abed oznadme opét

Obr. 4.

jako orientaci bodu a. V treti kapitole § 9, odst. 3 jsme
uvazovali o pohybu orientovaného bodu po eliptické primce.
Ackoli jsme tam ponékud jinym zptisobem definovali orien-
taci, plyne hned z onéch 1vah, Ze v eliptické roviné bod b
po jednom obéhnuti piimky pFejde do takové polohy &',
ze smér ab je protivny smeéru ab’. To ma pro nas pevny
étyFihelnik za nasledek, Ze i bod ¢ po jednom obéhnuti
prejde do polohy ¢’ takové, Ze smér dc je protivny sméru
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dc'. Z toho plyne, Ze po jednom obéhnuti étyfihelnika abed
po ptimce se orientace bodu a, t. j. abed zméni na orientaci
protivnou ab’c’d. (Ptimka v roviné eliptické nerozdéluje tedy
rovinu na dvé &dsti. MaZeme z té éasti roviny, kde jsou
body be, piejiti pohybem do té éasti roviny, kde jsou body
b'e¢’, aniz bychom onu pfimku pFfestoupili) Z toho
plyne, Ze

eliptickd rovina je dvojita.

Rozvinutim eliptické roviny na kouli o poloméru 2’ po-
kryjeme jen polovinu koule a proto obsah roviny elip-
tické je 2=k

V tom spocivd pravé rozdil mezi geometrii na kouli
a geometrii v eliptické roviné. Tento dileZity poznatek
objevil neddvno zemrely matematik Klein. Pfed nim nebyl
zndm a pravé tato neznalost zpisobila, Ze Belframi inter-
pretaci geometrie eliptické jako geometrie na kouli dospél
k nékterym nesprdvnym tvrzenim. Tak na piiklad uved]
tyto véty:4)

»Dvé geodetické kfivky na dvojrozmérném ttvaru kon-
stantni kladné miry kfivosti (to je pfimky v nasi roviné),
které se protinaji, musi se nutné protinati ve dvou bodech.“

Nebo:

»Takova geodetickd ¢ara neni nutné uréena jen dvéma
body.“

(Obé veéty ziskame z geometrie na kouli, uvédomime-li
si, Ze tam geodetické ¢ary jsou hlavni kruZnice.)

Tyto véty by byly platné i v roviné eliptické, jen
kdybychom povaZovali tyZ bod s ridznymi orientacemi za dva
rizné body. K tomu v8ak neni zvlastni priéiny. Ba dopustili
bychom se jisté chyby, kdybychom tak disledné ¢inili. Vzdyt
sorientace® bodu jest jen pomocny pojem, ktery ma smysl
jen, kdyZz jej zavadime u téhoZ bodu! Proto musime Fici,
Ze uvedené dvé véty neplati v roviné eliptické, ¢imz jejich
obecny vyznam jest popren. _

Naskyta se vSak otazka, zda neexistuji jiné plochy kon-
stantni miry kfivosti, které by vykazovaly tutéz souvislost
v celém svém rozsahu jako elipticka rovina. Bylo vSak do-
kazéano, Ze takova plocha by nutné musela byti uzaviena.
O krok déle dospél Liebmann, kdyZz dokazal, Ze jedina

%) Beltrami neomezil se na KRouli, t. j. prostor dvojrozmérny, nybrz
studoval prostory ,sférické“ o libovolném poétu rozmérd. Zde viak se
z divodd didaktickych omezujeme jen na kouli.
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regularni analytlcka plocha uzavfend, ktera je kladné kon-
stantni miry kfivosti, je koule. Na té vSak neplati v plném
rozsahu geometrie eliptické roviny. Z toho plyne, Ze

neexistuje v prostoru plocha, na niz by
v plném rozsahu platila geometrle eliptické
roviny.

Pozndmka: Eliptické geometrii Tikd se nékdy také Riemannova
geometrie na rozdil od geometrie na kouli, t. j. sfédrické geometrie.
Riemann byl prvy, ktery upozornil na moZnost eliptického prostoru.
Prvy také vyslovil domnénku, Ze prostor, ktery neni nekoneény, nemusi
byti nutné omezeny.

§ 7. Nevlastni rovina euklidovského prostoru.

Projektivni geometrie v prostoru (jinak geometrie pro-
jektivniho prostoru) zabyva se studiem invarianti vzhledem
k projektivni grupé transformaci

(’:xl = d X, 4 QX, - ay3x; + a4,
Plxz = Ay, X; + QgX; + Ay3Xy + X,
[4 ,x:l = Q5K+ QgXy + Ay + agX,
e'xy = @y X+ Q% + Apx; 1 a,.x,.

PredepiSeme-li této grupé néjaké podminky, ziskame
néjakou specidlni geometrii v prostoru.

Vyznaéné misto mezi témito geometriemi zaujimaji tak
zvané geometrie linedrnich svazkd. Ty studuji invarianty
vzhledem k uvedené grupé transformaci, pfi ¢emZ pred-
pokladaji, Ze tato grupa reprodukuje néjaky pevny bod.

tvary, o néz v takové geometrii jde, jsou pevny bod,
svazek pFfimek tim bodem a svazek rovin tim bodem
prochézejici. Je-li tento pevny bod polozen tak (jinymi slovy,
zvolime-li systém soufradny tak), Ze jeho souradmice jsou
0:0:0:1, pak uvedend grupa transformaci musi miti

ay = @y = a3, =0.
Predpokladejme, Ze tato grupa jesté reprodukuje né&jakou
rovinu, treba x, = 0. Pak musi byti
A, =y =0a;,3=0.
Jsou tedy transformace prislusné grupy
¢ ’xl = QX% + A, + ay3x;
4 x, = @y X, AypX, + dyXg

¢ xa = Q%) + Gy, + AgpXy
0'x, = agx,.
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Tuto grupu muzZeme dale specialisovati, predepiSeme-li,
Ze v pevné roviné x,— 0 ma reprodukovati kuzelosedku

E|a+532+ 532+E‘2=0' E4=0.

U této grupy se jiZ zastavime. PFedpoklddejme nyni,
Ze rovina x, = 0 je nevlastni rovinou euklidovského modelu
tohoto prostoru. Pak pro cartézské soufadnice x, y, z bodil
miZeme pii vhodné volbé jednotkového bodu psati

T T, - I
X E R =x:y:z.

Geometrie linearnich svazkt v bodé 0:0:0:1, kterou
jsme takto ziskali, jest ekvivalentni se studiem invariantd
v roviné x, =0 vzhledem k projektivni grupé transformaci

e'x=a,x+a,y +apz
o'y = ayx + ayuy + anz
0’2 = a3 X + a3y + 32,
ktera reprodukuje kuzZelosecku
xt+yr422=0.

Tato geometrie je geometrii eliptické roviny. Prislusna
geometrie linedrnich svazki predpoklada tedy, Ze nevlastni
rovina euklidovského modelu jest elipticka. Jsou-li x, y, 2
pravoiihlé cartézské soutadnice, je tato geometrie obvyklou
geometrii svazkil v euklidovském prostoru.?)

Z toho muZeme odvoditi disledek:

Nevlastni rovina euklidovského prostoru
jest elipticka.

Tim mame znovu dokazianu logickou nespornost elip-
tické geometrie. Tento vysledek mohli jsme ostatné oceka-
vati, jeZto vime, Ze uhly v prostoru euklidovském méfime
elipticky. QvSem existence eliptické roviny nevlastni neni
nésledek eliptického méreni hld, nebot pti odvozeni vzorce
Laguerreova jsme jiz pfedpokladali (mlcky), Ze ne-
vlastni pfimka roviny thlu jest elipticka!

Pravé naopak: ‘

dhly v prostoru euklidovském méfime proto
elipticky, jezto nevlastni rovina tohoto pro-
storu jest elipticka.

%) Cten4ii doporuéuji, aby k definici této geometrie dospé&l postu-
pem naznafenym v kap. II. Hofeni vétou jest definitoricky zaveden
pojem euklidovského prostoru.
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Existenci této roviny vysvétli se mnoho fakt, ktera
neodbornfka jisté zarazeji. Uvedeme zde néktera z nich:

O dvou primkach (rovinach) v euklidovském prostoru
fikdme, Ze jsou rovnobéiné, protinaji-li se v nevlastni ro-
viné, Odpovida tedy pfimce nevlastni roviny svazek rovno-
béZnych rovin, prochizejicich touto _primkou. Dvé roviny
rovnobézné obdriime, promitneme-li ji ze dvou obecné polo-
Zenych bodu vlastnich. Obracené, dvé pfimky v roviné
nevlastni promitaji se z téhoZ vlastniho bodu dvéma rovi-
nami raznobéZnymi, coZ znamend, Ze kaidé dvé primky
nevlastni se protinaji. To pravé souhlasi s tim, Ze tato ro-
vina je elipticka.

Neexistuji tudiZ v roviné nevlastni rovnobézky.

Piimce euklidovského prostoru odpovidd v nevlastni
roviné bod bez orientace, kdeito paprsku (orientované
pfimce) odpovidd bod s orientaci. Proto dhrnnd hodnota
idhlu ve svazku primek je polovinou ihrnné hodnoty thlu
svazku paprski. JeZto vS8ak thrnnd hodnota ihlu svazku
pfimek jest v euklidovském prostoru pravé = a odpovida
tdhrnné délce primky nevlastni roviny, musi pro tuto rovinu
byti & = 1.

Nevlastni eliptickd rovina euklidovského
prostoru ma ktivost & =1.

Podle toho, co jsme uvedli o pfimce a paprsku, pocho-
pime snadno, pro¢ v euklidovském prostoru je svazek pri-
mek dvojity, svazek paprski jednoduchy. Skuteéné
rovina vrcholem svazku primek tento nerozdéluje na dvé
¢asti, kdeZto rovina vrcholem svazku paprsku jej rozd€luje.
(Paprsek sméfuje bud nad rovinu, nebo pod rovinu.) Kdyby
si byl Beltrami uvédomil takto duasledky existence nevlastni
roviny eliptické, nebyl by asi pronesl prvou z vét uve-
denych v § 6. Nebot platnost oné véty i pro eliptickou
rovinu by méla za néasledek podivné véty: ,V euklidovském
prostoru_dvé roviny se protinaji ve dvou” primkéch®, pri-
padné ,dvé rovnobezky maji v euklidovském prostoru dva
body spolecne

Tim pokladame dvahy o eliptické roviné za skonceny
a obratime se k posledni moZnosti geometrie v roviné, kdy
totiz absolutni kuZelosecka je sloZena. Geometrii, které maji
za zdklad pFisluSnou grupu transformaci, je vice a nileZi
k nim i geometrie euklidovskd. VSechny tyto geometrie
zahrnujeme pod spoleény nizev geometrii parabo-
lickych,



Kapitola VIL

ROVINY PARABOLICKE.
HISTORICKE POZNAMKY.

§ 1. V3eobecné rozdéleni.

Kdyz jsme uvaZovali o roviné hyperbolické a eliptické,
prepokladali jsme, Ze absolutni kuzelosecka neni sloZena.
Zbyva ndm tudiZ zminiti se téZ o této moznosti. Tu je vSak
nutno rozeznavati vdechny druhy sloZenych kuZeloseéek.
Tyto- druhy jsou — podle toho, bézi-li o kuzelosecku bodovou
nebo teénovou (VIII, 6, odst. 4):

1a) dvojice bodiu redlnych ruznych (na dvojné pfimce),

1) dvojice primek redlnych riznych (dvojnym bodem),

2a) dvojice bodii imaginarné sdruZenych (na dvojné
- redlné ptrimce),

2b) dvojice ptimek imagindrné sdruZenych (dvojnym
realnym bodem),

3a) dvojny bod reélny,

3b) dvojna primka redlna.

Celkem ziskame tak &8est drubu ruznych geometrii.
Pfi tom v8ak geometrie patfici kuZeloseékdm pod stejnym
éislem jsou dualni. Proto budeme se zabyvati jen geometriemi
sub 1a), 2a), 3a). Dudlni tivahy pfenechame étenéri.

NejdualeZitéj§i pro nés je geometrie Minkowskiho (sub
1a), kterou se budeme zabyvati v nésledujicim paragrafu.
Jako v euklidovské roviné, tak i zde je absolutni kuZelo-
seCka sloiend ze dvou raznych bodi. Proto muZeme vSech
pojmi, které v euklidovské geometrii jsou definovany
vzhledem k absolutni kuZelosedce (bez ohledu na jeji ima-
ginarnost), pouZivati téZ v roviné Minkowskiho. Na priklad
pojem pohybu, podobnosti (resp. zrcadleni), rovnobéznosti

V. Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie. 12 165



atd. Jak se tyto — formdlné stejné definované — pojmy
lisi vécné v obou geometriich, poznime z vyvodd ndsledu-
jiciho paragrafu.

§ 2. Rovina Minkowskiho (1a).

1. Pohyb a podobnost. BudiZ podkladem naSich
tiivah projektivni grupa transformaci, ktera reprodukuje
dvojici boda redlnych o soutadnicich

k... 1:1:0, & 1:—1:0.
Reprodukuje se tedy i primka o rovnici x; == 0. Proto
v pfislusnych transformacich (IV, 1, 1) musi byti
1) @, = a3, =0.
Jeito uvaiované transformace tvoti grupu, jest deter-
minant jejich rozdilny od nuly a miZeme tedy vzdy dosah-
nouti toho, aby byl roven e(==+1), t. j.

a,a,ad;,
a,a
2) a5 @y Ay | =y | " a;: =¢&.
ayy @y, A3y A

Reprodukce shora zminéné dvojice bodit ma za nasledek
rovnice

a,+a,=a, +ay pebo G T dn=ay —ay
a,—a,=—a,+a,’ a,+a,=—a, —ay’
jichZ FeSeni miizeme spojiti v jedno
a, = &dy
Ay = £dy .

Dosazenim téchto hodnot do rovnice 2) ziskdme
sy (ah —a),) =,
nebo po kraceni ¢
. Ay (‘112- _a‘z.) =1
Proto muZeme polozZiti (pfi ¢, ¢, ¢’ ==%1)

' e

& 2 .
a,, = &y = - Cosvy, a,,=¢a, = - Sinw, au=c* (a;=>0),
nebo

8” . E’
Ay = £y = - Sinw, a,=c¢a, = - Cosw, ap=—c* (a,;<<0).

_ Smluvime-li se na tom, Ze y muZe nabyti téZ hodnot
zapornych, miZeme polozZiti ¢'= 4+ 1 a i tak obdriime
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vSechny kombinace znamének. Transformace hledané grupy
maji pak tvar

’ 1 ’ s
e'x=— (¢'x, Cos v + x, Sin v) + a,;x,
a o ’
3) 2 p'xzz—z—(x, Sin v+ £'x, Cos v) + a,;x,
o'xy = c%x,,
e'x, = % (x, Sin w + £’x, Cos ) + a,,x,
nebo
e b) e'x, = % (¢'x, Cos v + x, Sin v) 4 ayx,
o'x, = — cx,.-

V této grupe jest obsazena i grupa transformaci, vedou-
cich k podobnosh (y=

o
(‘,x1=?xl+au|xa P’xl:?xz“‘amxa
, ge’ , g/
4) a) elx,= < % + ayx,, nebo b) eo'x,= - X, + ayx,
@'xy = cx, ¢'xy = — cx,.

Je-li ¢=1, obdriime grupu vedouci k pohybu
e’x, = ¢x, Cos w+ x,Sin v + a,,x,

5) a) o'x,=¢e(x,Sin v 4 ¢’x, Cos v) + a,,x,
o'x5=1x,,
e'x,=x,Sinw—+e'x, Cos v+ a,x,
nebo b) o'x,=¢(¢x, Cos v+ x, Sin v) + apux,
ol = —x,.

Vyznam obou druhid transformaci pozndme snadno,
kdyZz zdddme aby se reprodukoval téz ,bod“ s o sourad-
nicich 0, 0, 1. Pak jest an—azg—O a rovnice 3a) pnra-
zuji k sobé utvary v téze éasti roviny. To znamen4,
Ze ttvar pavodni a transformovany jsou v téze éasti roviny,
vymezené nulovymi primkami bodu s (to jest pfimkami
s&, s&’, viz paragraf 2). Rovnicemi 3b) je vSak ttvaru jedné
¢asti roviny prirazen titvar v druhé éasti roviny, vymezené
nulovymi pfimkami bodu s. Tyto ttvary jsou tedy v riznych
éastech roviny.!)

Shrneme-li dosavadni poznatky, mizZeme Fici:

V této roviné, t. zv. roviné Minkowskiho, je
mozno sestrojiti obrazce podobné. Proto neni

1) CtendF si tato tvrzeni sdm snadno dokéZe tivahou o hodnotich
X, — x,? resp. 'x,* — 'x,? pro bod pivodni x a transformovany ‘x.
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kazd4 projektivni transformace, ktera reprodu-
kuje dvojici bodu ¢ &, transformaci pohybovou.
Kazdy pohyb je viak vyjddien projektivni trans-
formaci, kterd tuto dvojici reprodukuje.

2. Vzdédlenost dvou bodu. Vzdilenost dvou bodua
X, y méfime uzitim dvojpoméru ¢tyF bodi, z nichz dva jsou
body x, y a druhé dva splyvaji v jednom bodé, ktery jest
prise¢ikem ptimky xy a &£&'. Tento pFipad jsme jiz pro-
jednavali v kapitole III, kdyZ jsme jednali o jednorozmérném
utvaru parabolickém. Jsou tedy i zde, v roviné Minkowskiho,
pfimky vesmés (s vyjimkou pfimky &) parabolické.
NemuzZeme ovSem vzorce, v kapitole treti pro vzdalenost
dvou bodi odvozené, beze zmény aplikovati zde, nebof
dFive Slo o jednorozmérny utvar, kdezto nyni jde o rovinu,
t. j. utvar dvojrozmérny. UZijeme vSak stejného myS3len-
kového postupu. Rovinu Minkowskiho mizZeme pokladati
za limitni pFipad roviny hyperbolické, v niz absolutni kuzelo-
secka se rozloZi ve dva body. Je-li tudiZz v hyperbolické
roviné rovnice ,absolutni kuZelosecky“ v tvaru primkovém

6) E3—E2 4 E20=0 (¢ = konst. realnd),
pak pro 0 — 0 obdrZime v prvém pfFibliZeni rovnici kuZelo-
secky sloZené ze dvou bodt, t. j.

Ep_Ep=0,

Bodova rovnice kuZelosecky 6) jest
6") (F2—63)d 4 £2=0.

Pro 6 — 0 prejde v prvém pfribliZeni v rovnici dvojné
primky, spojujici absolutni body, t. i.

£2=0.

Odvodime tedy nejprve vzorec pro vzdéilenost dvou
bodé v roviné hyperbolické, v niZ je ,absolutni kuZelo-
seCka“ dana rovnicemi 6) resp. 6’) a potom uZijeme limit-
niho prechodu. Vzdalenost dvou bodu x, y v roviné hyper-
bolické je dédna vzorcem (IV, 2, 9b)

| fon Ty — I
m(xy):ikarcsinl/ =
fazFyy

V naSem pripadé jest
fap= (" —x") 0 +x,° f,,y=(x1yl—xzyz)0+xays
Toy=Wl =40 +y*  fohyy— 1= {[x:0:] — [2 8] — [x1 9] 0}
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a tudiZ miZeme psati misto uvedeného vzorce

. e [x) ]! — D2 s — [x, g 9
:n (xy) = tkare sia 2 1/ [(x* —x,%) 0 + x] [(:* — .3 0 + gl -

Oznaéme pro stru¢nost odmocninu

— ([ Yol 6 4+ [x2 ys)® — [x; y3l?)
(e 2 — x5%) 0 + x| (Y12 — gD 6 + s

a rozvilme arc sin v fadu (VII, 1, 5).%) ObdrZime

mop < (B p LR B )

g pouze symbolem }~

nebo vytkneme-li V6 V
2
meep— V7Y (14 L UEE

13 (oY)t

te1 5 +)
Zvolme nyni libovolnou, od nuly riznou konstantu D

a volme ke kaZidému J prislusné & tak, aby

kYo =D.
Je tedy

m(xy)—lDV_( }——(Vd VL 18 V)t (V_V_)4 )
Va VL

od jedné a tudiz tlm méné llSl se

Cim je o men51, tim méné lisi se 1+
13 @0y
245 +...

m(xy)odiDV . Pro 8 — 0 (vyludujeme-li ze svych tivah
body, pro néz je x;=0, y; =0, t. . body, pro které pFi
—0 je d]_i_rllofu=0,dlilllofyy=0) obdrZime

. s - _ x4 —[x 4ol
A
Pro 6 — 0 ptechazi rovina hyperbolicka v prvém pfi-
blizeni v rovinu Minkowskiho, v niz absolutni kuZelosecka
je dvojici bodit & &. Pro tuto rovinu zavedeme defini-
toricky hofejsi vyraz jako vzdilenost m dvou bodd.

1b) Predpokldddme oviem body x, y tak voleny, Ze je to moiné. Toto
omezeni obecnosti je jen prechodné nebof pro ¢ — 0 tato moZnost
vidy nastaune.
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Pravou stranu rovnice mizZeme psati vyhodnéji, zavedeme-li
zkricené oznadeni (abc) pro determinant

la, b, ¢ a,a,a;
i@y by c;|=b,06,0,
la; b; ¢ €1 €3 Cy

Pak snadno nahlédneme, Ze je vzddlenost dvou bodu
v roviné Minkowskiho dana vyrazem

VExw) Fxp
EEX)(EEY

kde ¢ je néjaky koeficient umérnosti od nuly rizny. Zave-
deme-li je§té novou konstantu / rovnici
{=16 Dp®,

m(xy)=4Dg?

ziskdme konecéné pro Cétverec vzdalenosti

Exp) Exy)
E&xy EFyr

Ze takto definovana vzdalenost vyhovuje podminkam,
na vzdalenost kladenym, muze se étenaf presvédéiti z rov-
nice 7) (na konci tohoto odstavce), kterd jest jen jinym
tvarem rovnice 7).

Zlomek na pravé strané muZe miti tyto hodnoty:

(Exp) (Exy =
EEx I (EEyr <

7) m(xy)=1

Predpokladdame-li, Ze body x, y isou razné od &, &, musi
v téchto tfech piipadech byti resp.

PICEHEN

Je-li splnéna podminka prostredni, musi byti
Exyp)=0 nebo Exy)=0.

Pak jest m (xy) = 0. Ale hotejsi rovnice vyjadruji pod-
minku, aby body x, y, &, resp. x, y, &', lezely na jedné primece.

Z toho plyne dileZity poznatek:

Primky, spojujici libovolny bod ys bodem ¢,
nebo &, maji tu vlastnost,Ze vzddlenost libovol-
ného bodu x na kazdé z nich od bodu y je rovna
nule, Tyto pfimky,t.zv. pFfimky nulové, jsou pro
kazdy redlny bod y realné.
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_ Je-li bod y na pfimce {£’, miZeme pro jeho soufadnice
psati oy = A&+ utf G=1,23).

V tom ptipadé je o (£&'y) = A (E&'E) +ou(EE'E) =0
a proto vzdalenost kazidého bodu x, ktery neni
na prfimce £&, od libovolného bodu y (£4,¢') roste
nade vSechny meze, bliZi-li se bod y pfimce £&.

Ma-li vzdalenost m (xy) realnych bodn x, y byti redlna,
od nuly raznd, musi (xy) (¢'xy) >0, t. j. determmanty
(Exy) a (¥’xy) musi souCasné byti_ bud kladné, nebo za-
porné. Je-li tomu tak, znamend to, Ze kaidy bod x', ktery
lezi v téZe casti roviny (vymezené primkami yé. yé") jako
bod x, ma od bodu y vzdélenost redlnou. Pro kazdy jiny
bod x'/, ktery leZi v jednom z ahli vedlejsich (k dhlim vrcho-
lovym, v nichZ se nalézaji body x, x'), jest (¢x""y) (¢'x""y) <0
a tudiz vzdalenost m (x" y) jest imaginarni. Z toho plyne:

Vzdilenost dvou redlnych bodd neni vidy
realna.

Nejsme opravnéni omeziti se jen na tu ¢ast roviny, kde
je vzdalenost od bodu y reélné, nebot toto vymezeni zavisi
na bodé y, ktery ovSem miZeme voliti libovolné. Pies to
vSak neni nezajimavo podotknouti, Ze pro bytost, schopnou
takto méfiti jen vzdalenosti realné, by v této rovinée ne-
existovala volnost pohybu. To ostatnd neni nic divného.
V naSem ¢tyfrozmérném cas-prostoru muZeme se téz s ca-
sem pohybovati jen smérem do budoucna, nikoli do minula.

Definujme kruznici jako geometrické misto bodu, které
jsou od pevného bodu_(stfedu) stejné vzdaleny. Z rovnice
7) odvodime snadno, Ze obrazem kruZnice je kuZelosecCka.
Je-li s ,stfed kruinice“, pak jeji rovnice je vskutku kva-
dratickd v souFadnicich plynulého ,bodu® x

m(EE P (EE s = L(Exs) (¢ xs).
Je-li ,stfedem® ,kruzZnice“ ,bod“ s (0,0, 1), muZeme jeji
rovnici uvésti na tvar
mixy = D?(x,—x)) (x, 4 x.),
nebo
X —x2 4 (%)2 x2=0.

,KruZnice“ s touto koncentricka, jejiz polomér jest mi,
ma rovnici .
—x;? (——) x:i=0



Posledni dvé rovnice jsou skuteéné rovnice ,kFivek®,
které se pohybem 5a) (pfi a3 = @y =0) reprodukup

Limitnim pfipadem kruZnice je pravé dvojice pfimek
nulovych [pro m(xs) = 0]. Jako jiZ drive, mohli bychom
i nyni dokazati, Ze ]ednomocna grupa transformaci, ktera
reprodukuje body £,&’s a koncentrické kruznice, ]est vy-
jaddfenim pohybu po tomto svazku koncentrickych kruznic.
Jezto existuje jen jeden druh kruznic s realnym polomérem
existuje téZ jen jeden druh pohybu po kruZnicich. (Pi tom
ovSem o pohybu po nulovych primkach nemtizeme mluviti,
nebot ty se sice reprodukuji timto pohybem po koncentrickych
kruZnicich o stfedu s, ale pohyb na nich neni definovan.)
P¥es to v3ak muazZeme takovym pohybem ctverym zpisobem
k sobé prifaditi dtvary pobybované. Divod spoclva v tom, Ze
obecpé neleZi bod s na kruZnici, a tudiz primér ji protma
ve dvou bodech Jsou-li tyto prﬂsecne body se dvéma pri-
me(;'y 'x a 'x' resp. x a x', miZeme prifaditi bodam ¢, x, &’
body

& ‘x, &, nebo
£ ‘X', ¢, nebo
§,'x, & |, nebo
£, ¢

Jednomocna grupa transformaci, ktera reprodukuje body
8, §,& a kaZdou pfimku bodem s, ale nikoliv kaidou kruz-
nici, reprodukuje cely svazek koncentrickych kruznic (to
znamena, zZe néjaké kruznici v tomto svazku po transformaci
odpovida obecné jind kruZnice téhoz svazku) a vede tedy
k podobnosti, jejiz stfed je pravé s. Obdobnym zpisobem
bychom mohli dokézati, Ze tato podobnost v jedné casti
roviny, vymezené nulovymi pmmkaml je moZna jen dvojim
zpusobem, nebot ]ednomu prisecnému bodu x néjakého
poloméru s kruZnici miuzeme priraditi jeden ze dvou pri-
seCikit téhoz priiméru s jinou kruznici svazku. Tomu neod-
poruji rovnice 4), které vedou ke étyfem zpiisobiim pftifa-
zeni, nebot v nich jest obsaZeno i zrcadleni, spojené s po-
dobnosti.

Predpokladejme, Ze ,pfimka“ £é&' je nevlastni primkou
euklidovského modelu Minkowskiho roviny. V tom pripadé
vhodnou volbou jednotkového bodu mizeme dociliti, Ze
x; ‘

Xg ’
miZeme rovnici 7) pretvofiti na
m? (xy) = — D*[(x, — y.)* — (x: — 4.)],

Xy . . 1 v 1. - ..
x—2 jsou primo cartézské souradnice. PiSeme-li je x;, xz,
8
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Dva nekoneéné blizké body jsou tedy od sebe vzdaleny

v w

o délku dm, jejiZ ctverec je dan vyrazem
dm? = D? _(dx.z"’ —dx,?).

Forma tato liSi se v zasadé od euklidovské jen tim, Ze
u dx,? je jiné znameni. Proto se roviné, ktera ma takovou
formu, Fikd nékdy kvasieuklidovska rovina.

Pozndmka. Konstantu /, kterd vlastné uréuje jednotkovou délku,
nechali jsme dosud bez poviimnuti. MiZeme ji v38ak snadno uréiti, kdyz
dvéma boddm j a p, jichZ vzddlenost pfedpokliodme redlnou, ptedepi-
Seme vzddlenost rovnou jedné. Ziskdme tak ze vzorce 7)

1 _ip) € ip)
EepEepe
a tudiZ pro vzdédlenost dvou libovolnych bodid
&P EEPY Cxy) Exy)
EExPEEY) Eip)Eip) -
Pak pfisluind fundamentdlni forma jest

dx?—dx?
Gh—p)P—(—p) "

Ze vzddlenosti jo mohu dle hofenich pravidel usuzovati na redl-
nost, ¢i imagindrnost vzdilenosti jx resp. px, kde x je obecny bod ro-
viny Minkowskiho. Ze vzdilenosti jx resp. px mohu prive stejnym
zpisobem usuzovati na redlnost, éi imagindrnost vzdilenosti xy, kde y
je dal3i obecné poloZeny bod roviny Minkowskiho. Body j, p stanovi
tedy svo.i vzdédlenosti jednotku miry (jako v roviné euklidovské), ale

zdroveir dovoluji rozhodnouti o kazdé vzddlenosti redlnych bodd, zda
je redlnd, & imagindrna.

7) m (xy) =

dm* =

3. Uhel dvou pFimek. Méfeni uhli ma v roviné
Minkowskiho charakter hyperbolicky. Uvahy, které jsme
provadéli p¥i studiu svazku hyperbolického, nemiizeme
oviem jen tak zhola zde aplikovati, nebot nyni jde o ro-
vinu, kdeito dfive projednavali jsme jen jednorozmérny
svazek hyperbolicky. MiZeme vSak pouZiti obdobného po-
stupu, jako v predchazejicim odstavci: Stanovime ihel
dvou ,primek“ X, Y pomoci ,absolutni kuZelosedky®, jejiZ
rovnice je 6). V kapitole IV ziskali jsme pro tento pripad
rovnici 8), vyjadiujici ihel M (X Y)

Fey+ VEsy —Fyx F
M(XK:%log xy T VE%y — Fxx Fyy '
Fxy— VFyy— FxxFyy
Musime voliti C = K = konst redlné, abychom ziskali

pfi limitnim pfechodu thel realny. (Konstanta K neni v Zadné
souvislosti s kFivosti, ozna¢enou tymzZ pismenem v kapitole
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V.) Za tohoto predpokladu jest tihel funkei mnohoznaénou.
Omezime se vSak opét jen na hlavni jeji hodnoty. Z hofej-
8iho vzorce odvodime pro C=K

VFoyy—Feog F
M(XY)= KarcSin l/ XY T XX VY
Fxx Fyy

(Pro odvozeni viz III, 3, 18’b.) PouzZitim rovnice 6)
ziskame
M(XY) . X, V) 4 0 (XY, P — [ XV
Ve = arc Sin V X X._.'j + 0 X2 (Yala_ Yg;_‘_.d Y?)

PiSme misto odmocniny

" (X Vo) + 0 (XX — [ X 1)) bol V—
{ w1 E2d 1 S NLLR24ARgl 313 7 o
1/ (X12—X22 - JX,,Z) (Ylg__ Y22 + S YBZ) pouze sym ol V
a rozvedme arc Sin v tadu (VIII, 1, 5'). Pro 6 — 0 ziskdme
podle citované rovnice (neni-li X; = X;, nebo Y; =1Y,, coZ
vzdy predpokladame)

lim M = lim l£~—% (V_)n—*-% 38 () —) =

s—oH s—o\ 1 3 4 5
- [X.T,] _ 1 [X,Y,1
(V(XIZ—X;‘)(Y."— Y,*) 23 Y&X - X )T =Y
L 1.8 [X.Y,) _ ):
2.4.5 V(Xlz_X:‘)(Yl‘_Yzz)a o
== are Sin [X,V,]

VX=X (Ve — V)

Vyraz dlim % zavddime definitoricky jako thel
—0
dvou primek roviny Minkowskiho a piSeme jej % Je tedy

dhel dvou pfimek definovédn rovnici

. M | X.\Y,]
8 Sin - = =
) K V(Xl‘ - X.")(Yl"_ }'22)

Abychom z tohoto vzorce odvodili nékteré disledky,
prepiSeme jej na jiny tvar. Piedpokladejme, Ze priseéik
primek X, Y je bod b. Pak plati (VIII, 3, 19)

by:b,: by =[X.Y): [X,Y)]): [X,T.]).
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Zvolme na primce X libovolny bod x, na pftimce Y
libovolny bod y. Pak primkové soufradnice pfimek X, Y
miZeme vyjadriti soufadnicemi bodu x, y (VIII, 3, 18)

X Xy Xy =[bx]: [b3x]): [byx:), Yi:Y.:Yy=[byy5):[byy): [D:14]-

Je tedy rovnice 8) identicka s rovnici

" o M by (bx1)
K V(b3 — [0y x,P) (b2 422 — [034,)°) °

nebo

8) sin M 1 (&&b)(bxy)

| E 2 Y(Zbx)(Zbx) by Fby)

Podle predpokladu nelezi body b, x, y na jedné primce
a tudiz je (bxy) +0.

Je-li (&'b)==0, leii bod b na spojnici bodu &¢. Pak
je Sin 720, t. j. M=0 a pFimky jsou rovnobéZné. Z toho
plyne, Ze

jednim bodem mimo primku mozZno k této
vésti jen jednu rovnobéiku.

Blizi-li se jeden z determinantii ve jmenovateli, tfeba
(¢bx), nule, roste M nade vsechny meze, Ale ((bx)=0
znadi, Ze primka bx je pfimkou nulovou. Rikame, Ze

ihel libovolné pFfimky a primky nulové je
nekoneéné veliky.

BlizZi-li se oba determinanty (£bx) a (¢’by) nule a je-li
soucasné (£&'b)+0, roste rovnéz M nade vSechny meze.
Ale ((bx)=0, (¢(’by)=0 jsou rovnice pfimek nulovych,
které pri (£¢'b)+ 0 protinaji se ve vlastnim bodé b:

Uhel nulovych pfimek je nekoneéné& veliky.

Aby byl tihel M realny, je tfeba, aby souciny

Ebx)(Fbx), a (Eby)(Tby)
byly téhoZ znameni. To nastane jen tenkrate, jsou-li body
X, y v jednom ze dvou uhli, tvofenych ptitnkami nulovymi
bodemn b. Pak piimky X, Y nejsou oddélovany nulovymi
primkami. V opa¢ném pripadé, kdy toliz tyto pFimky jsou
oddélovany nulovymi pfimkami, jsou horejsi souciny raz-
nych znamének a tudiz M imagindrni:
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Uhel dvou pFimek, které nejsou nulovymi
prfimkami oddélovany, je redlny. V opaC¢ném
pfipadé jest thel imaginarni.

Obralime se k dalSim ptipadim sloZené kuzelosecky
absolutni.

§ 3. Rovina euklidovska a rovina semimetricka.

1. Rovina euklidovska (2a). Problém studovati
invarianty projektivni grupy transformaci, které reprodukuji
dvojici boda imaginarné sdruZenych, jest vlastné problémem
euklidovské geometrie v roviné. Ten jsme projednavali jiz
na pocatku této knihy (II) a neni tedy potfebi znova se
k nému vraceti. Ostatné bychom mohli pokradovati téZ
metodou predchazejiciho odstavce, ktera by nazorné osvét-
lila vztah obecné roviny eliptické a mezného jejiho pfi-
padu, t.j. roviny euklidovské. To vSak pfenechavam étenafi.

2. Rovina semimetricka (3a). Je-li absolutni ku-
zeloseCka jedinym bodem, pocitanym dvakrate, pak nemii-
Zeme v této roviné stanovili vzdalenost dvou libovolnych
bodi zndmymi prostredky. Jenom takové body, jichZ spoj-
nice onim bodem pevnym prochdzi, maji vzdalenost defi-
novanou. Tato mé ovSem charakter parabolicky. Rovnéz
tihel dvou libovolnych primek ma charakter parabolicky,
nebot nulové piimky splyvaji v jedinou. — JeZto je defino-
vana vzdalenost jen pro zvlastni polohy bodd, Fikame této
roviné rovina semimetritka.

a primykaji se spiSe ivaham obecné projektivni geometrie,
kterd neoperuje vztahy metrickymi. Proto se touto rovinou
zabyvati nebudeme.

Takovym zpiisobem probrali jsme vSechny zakladni pri-
pady Kklasické geometrie neeuklidovské v roviné. Ctenar, ktery
se o tyto problémy bliZe zajim4, snadno naSe tivahy zobecni
pro neeuklidovsky prostor troj- nebo vicerozmérny.

Historické pozndmky.
§ 4. Vyvoj neeuklidovské geometrie.

Neeuklidovsk4d geometrie vdédi za sviij vznik skepsi
o V. postuliatu Euklidovu. Marna snaha dokazati jej vedla
konecné k pFesvédcleni, Ze je nedokazatelny. Logickym du-
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sledkem toho byl pokus o systém geometrie, ktery by tohoto
postulatu neobsahoval. Trvalo velice dlouho, neZ se ma-
tematikové tohoto pokusu odvézili. Zminili jsme se jiZ na
prislusnych mistech o tom, jak mnozi z téch, ktefi chtéli do-
kazati V. postulat, dospéli az ke geometrii hyperbolické,
ale neodvazili se tvrditi, Ze je bezesporna.

Jednim z prvych zakladateli neeuklidovské geometrie
byl Gauss. Neuvefejnil vSak vysledky svyeh praci. Jsou
obsaZeny v dopisech, jez byly pozdéji publikovany. Gauss
definoval také rovnobéiky takovym zpusobem, Ze tato de-
finice byla platna i pro geometrii hyperbolickou (IV, 5).
Védél jiz také, Ze je mozno sestrojiti trojihelnik s libovolné
malymi ihly. Poznal, Ze v hyperbolické geometrii neexistuji
ttvary podobné. Chtéje prakticky rozhodnouti, kteréa ze dvou
geometrii, euklidovska, ¢i hyperbolicka, je platna, méFil uhly
trojiihelnika, jehoZz vrcholy byly Brocken, Inselsberg a Hoher-
Hagen. Odchylka souétu uhla od 180° byla vSak v mezich
pozorovacich chyb. — Z jeho soucasnikii zabyvali se ne-
euklidovskou geometrii Schweikart (1780—1855) a Taurinus
(1794—1887). Oba dva (jakoz i Gauss) poznali, Ze ve vzorcich
této geometrie vystupuje konstanta, blize neuréend. Taurinus
odvodil jiz v podstaté i vzorec pro tihel rovnobéznosti, ale
nevéril v moznost neeuklidovské geometrie.)

Prvni soustavné propracoval neeuklidovskou geometrii
(hyperbolickou) Lobacevsky (1793—1856); nazval ji pangeo-
metrii, nebo téZ imaginarni geometrii. On vybudoval iiplny
logicky systém této geometrie. V mnoha pojednénich pro-
pracoval celou stavbu neeuklidovské geometrie, zvlasté pak
formule trigonometrické. Vychodiskem jeho tivah byl pred-
poklad, Ze bodem lze vésti k pfimce dvé rovnobéiky, které
pravé oddéluji riznobézky od mimobéiek. Je s podivem,
jak krasnych vysledka se dopracoval, aniz mél tak snadnou
pomoc v nézoru, jehoZ jsme pouZivali my, opirajice se o rizna
zobrazeni neeuklidovské geometrie. — V inoru 1926 bylo
tomu praveé sto let, kdy predlozil svoji praci o neeuklidovské
geometrii matematickému oddéleni kazanské university ,Ex-
positionsuccinctedes principesde lagéométrie
avec une démonstration rigoureuse du théo-
réme des paralléles“. — Nezavisle od Lobacevskeho
objevil a propracoval geometrii neeuklidovskou madarsky
dustojnik J. Bolyai (1802—1860). Od ného pochazi rada

1¢) Ke svym vysledkim dospé&l cestou ryze analytickou, kdyZ dosadil
do vzorei sférické trigonometrie imagindrni polomér.
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konstrukei (konstrukce rovnobézek, tseCky prislusné hlu,
kvadratura kruhu, atd., nikoli vSak tim zpusobem, ktery
my jsme naznacili). Geowetrie hyperbolicka je ¢asto podle
téchto matematiku zvana geometrii Lobadevsky-Bolyaiovou.

V dobé pred Riemannem §lo vidy jen o geometrii hy-
perbolickou. To bylo zplisobeno predpokladem, ktery vet-
8inou byl mléky ¢inén, Ze primka je nekonec¢na. Riemann
(1826—1866), misto aby vychdzel z tivah o nekonedném
prostoru, jak to ¢inili jeho pFedchidci, postavil se ve své
habilatiéni prednasce na stanovisko diferencialni. To
znamend, Ze pocal studovati geometrii v nekoneéné malém
okoli bodu. Jako prvy disledek tohoto postupu objevila
se moZnost nahraditi pojem pfimky nekoneéné pojmem
primky neomezené. Analytickym vychodiskem jeho 1ivah
je kvadraticka fundamentélni forma. Dokazal, Ze za uréitych
predpokladuy, které jsou splnény i v euklidovském prostoru,
je mozZno fundamentalni formu n-rozmérného prostoru uvésti

na tvar
n
= dxf
1

. n -
1+a Zjxf
1

Pfi tom byla a redlnd konstanta. Nyni ovSem bylo
nutno rozeznavati pripady, kdy a je vétsi, mensi, nebo rovno

nule. Konstanta a je co do vyznamu ekvivalentni s kon-

stantami &%, k%, kterych jsme uZivali v geometrii hyper-
bolické a eliptické. Podle toho, zda je a << 0, > 0, nebo =0,
obdrzime geometrii hyperbolickou, eliptickou nebo euklidov-
skou.?) — Eliptickému prostoru fika se nékdy téz prostor
Riemannuv.

Vychodisko Riemannovo hledél zduvodniti Helmholtz
(1821—1894), kdyZ dokazoval, Ze metrickd forma prostoru
je za jistych predpokladi, které jsou splnény i v prostoru
euklidovském, nutné kvadratickd. V jeho pracich je obsa-
Zena jiz mySlenka, Ze pohyb je vyjadren grupou transfor-
maci. S tohoto stanoviska zabyval se timto problémem
Lie (1842—1899), ktery geometrii hyperbolickou, eliptickou

2) Mél Riemann ve svych uvahich na mysli geometrii el.iptic}{ou,
¢i sférickou? To Jdneska s jistotou nemiZeme Fici, nebot obé‘maji stejnou
diferencialni formu fundamenldlni, a Riemann vychazel z ivah diferen-
cidlnich!
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a euklidovskou definoval jako studium grup, které maiji
(tFeba i v omezeném prostoru) charakter pohybovy. — Tim
blizime se jiz Kleinové definici geomelrie jako studia inva-
riantd vzhledem ke grupé transformaci.

Na tomto misté slusi se zminiti o Cayleyové projektivni
metrice. Je to v zasadé studium vztahd polohy néjakého
utvaru vzhledem k absolutnimu iitvaru (kuZelosecce v roving,
kvadrice v prostoru). Cayley (1821—1895) studoval projektivni
metriku nezdvisle na geometrii neeuklidovské.

Hyperbolicka geometrie byla jiZ vybudovéna, ale nebyla
v té dobé jeSté nazorné prokazana jeji logickd nespornost.
Teprve Beltrami (1835—1900) pti studiu geodetického zobra-
zeni ploch na rovinu dospél k nazoru, ze tato geometrie
v roviné jest ekvivalentni s geometrii na plochach konstantni
zaporné miry ktivosli. PTi geodetickém zobrazeni takovych
ploch dospél nezavisle od Cayleye k projektivni metrice.
Ve svych dvahdch zabyval se léZi prostory eliptickymi
(vlastné sférickymi). (VI, 6, odst. 2.)

Odtud byl jiz jen krok k projektivnimu vyjadfeni hyper-
bolické, eliptické a euklidovské geometrie, kteryzito krok
uéinil Klein (1849—1925). On pouzil projektivni metriky
"Cayleyovy, ale zavedl do ni konstanty k, resp. &', kierych
isme pouzivali. Od ného pochazi téz pojmenovani hyper-
bolicka, eliptickd a parabolickd geometrie. On téZ prvy
upOZOPl)'lil na rozdil geometrie eliptické a sférické (VI, 6,
odst. 2).

Tim byla stavba neeuklidovské geometrie (hyperbolické
a eliptické) principielné ukonéena a otevielo se pole studiu
specialnich otazek. To vsak jiZ nepatti do historickych
poznamek o této discipliné, spise do jeji systematiky.
Odkazuji proto c¢tenafe na pojednéni originalni, resp. rizné
monografie (Clifford, Study, Coolidge, Hjelmsljev, Bonola,
Liebmann, Mc Leod atd.), uvedené v poznamkach bibliogra-
fickych.

V nasledujicim paragrafu ukdZeme, jak zakladni mys-
lenky Riemannovy, Kleinovy a Lieovy vedly v souéasné
dobé ke geometrickym systémam, které hyperbolickou
a eliptickou geometrii obsahuji jako velmi specialni pripad.

§ 5. Diferencidlni geometrie doby souasné.

Vychodiskem tvah doby soucasné je jednak diferen-
cidlni stanovisko Riemannovo, jednak Kleinova definice geo-
metrie. Tak podkiadem diferencidlni projektivni geometrie
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v n-rozmérném prostoru?®) je studium téch vlastnosti m-roz-
mérnych ploch (m < n), které se neméni p¥i projektivni grupé
transformaci
n+t1
o'x;= 2 ax; (a;; konst. redlné, 4, j=1... n+1).
1

Pfi tom ony m-rozmérné plochy jsou dény n -+ 1 rovni-

cemi typu
x]-=xj(u, e Uy,

Velmi krasnych vysledki docilili v této geometrii hlavné
Fubini a Cech.?)*) Ponékud méné obecna je t. zv. diferencialni
geometrie afinni, kterd studuje ty vlastnosti zprvu zmi-
nénych ploch, které jsou invariantni vzhledem k afinni
grupé transformaci

7
X, = a,, + 2]- a,x; (a5, ;= konst. redlné, j,k=1...n)
1

n-rozmérného prostoru. Tato grupa reprodukuje nevlastni
(n — 1)-rozmérnou rovinu prostoru. Celd fada némeckych
i jingych geometrii se zabyvala touto geometrii. Jsou to
zejména Pick, Blaschke, Berwald, Reidemeister, Winternitz,
Tzitzeica, Cech atd.

Geometrie shora jmenované obsaZeny jsou jako specidlni
pripady v té geometrii, kterd studuje invarianty vzhledem
k obecné grupe transformaci soufadnic n-rozmérného prostoru

Xi="o;(x,...x,) resp. x; =g¢;("x,... %)) (i=1,...n)
a ke grupé transformaci, znacicich pohyb
y=P; (0, ... x, y,... 4y,
[/] [

(y: znaéi hodnotu y; pravé v bodé zkoumaném).
[

2¢) Prvy, kdo pouZil poimu Prostoru o vice dimensich, byl asi
Lagrange (v ,Théorie des fonctions®). Existence t. zv. kiivek Peanovich
(a Hllbertovgch) vynutila si pfesnou definici pojmu dimense. Pocet
dimensi je invariantem vzhledem k jistym jednojednoznaénym a spo-
jitym transformacim. BliZ§i tidaje najde étenat téméf v kaZzdé uebnici
o teorii mnozstvi.

3) Pii té prileZitosti upozoriinji na prvni éeskou knihu o diferen-
cidlni geometrii projektivni: ,Projektivni diferencidlni geometrie“ (Jed-
nota ¢s. matem. a fys. 1926), jejimZ autorem je posledné jmenovany
prof. Cech.

9) Vedle téchto matematikd nutno jmenovati téx Wilczynskiho,
ktery &ini vychodiskem svych ivah teorii rovnic diferencidlnich.
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Tato geometrie musi se nutné omeziti na diferencialni
stanovisko Riemannovo. Pro zminéné transformace sou-
fadnic plati v okoli zkoumaného bodu

9) d'x;=
Z toho plyne, Ze tato geometrie musi uvaZovati takové

veli¢iny o; resp. V;, které pii transformaci soufadnic se
transformuji podle rovnic

< .
IVi=2I']

pak je totiz vyraz

g LI P
t ] J ’
dx; dx; = 21 =—>d'x;
) J A7 1°
ox; ] = o'x;

elq,iv ) .
;0 U= i T

N n

2
) L Mee gy )
IVl 45k L4 Ly — [

V= 250k S5, x Viv, =V

1 ] il 1 1

invariantni vzhledem k transformacim 9). Veliiny ty nazy-
vaji se slozZky vektord kontravariantnich (V;), resp.
kovariantnich (v;). Grupa pohybova musi byti pak ddna
rovnicemi

Vi=®,(x,...x,; V...V, vi=® (x,...x;0,...0),
0 0 (] o

nebo, vzhledem k tomu, Ze tato geometrie je diferencialni,
T n
av,= i & dx;,  do= ) ¥ dy;.
1 1

Dosud se tato geometrie zabyvala vétsinou jen takovymi
rovnicemi pohybovymi, v nichZ ®;;, resp. ®i; jest linearni
funkei slozek V;, resp. v, t. j.

n n
q’ij:Zlkrikin’ ’Iyij=2krki'j”k-

Riznou volbou téchto koeficientti obdrZime rizné geo-
metrie. Tato metoda jest velmi obecna a v tom spociva téZ
jedna jeji nevyhoda, nebot pro problémy specidlni neni
zrovna nejvhodnéjsi. Proto je nutno drive vytéené metody
geometrie projektivni a afinni povaZovati za rovnocenné
s touto metodou.?) Skuteénym zakladatelem jejim je Ricci-

%) Tak na pf. vhodoou volbou koeficientd I, resp. I ziskdme
geometrii afinni, po pFipad& projektivoi, jejichz vysledky se takto snadno
zobecni. Specidlni problémy té&chto geometrii je nutno v3ak FeSiti meto-
dami jim vlastnimi, nechceme-li zbytedné kalkul zté&Zovati.

V. Hlavaty: Uvod do meeuklidovské geometrie. 13 181



Curbastro. Ukéazalo se, Ze je vhodnou pomitckou k matema-
tickym tvaham teorie relativity. Jeji metody pod nazvem
absolutni poéet diferencidlni, nebo téZ pocet
Ricciho zdokonalili a propracovali zvlasté Levi-Civita, Weyl,
Schouten, Struik, Eddington, Cartan atd.

Kdybychom chtéli touto metodou studovati na p¥. rovinu
hyperbolickoun, bylo by nejvyhodnéjsi fundamentéini formu
predpokladati ve tvaru

ds = pr 2L X

X2

Za jistych pfedpokladud, které jsou splnény nejen v ro-
viné hyperbolické, ale i v euklidovském prostoru na kazdé
plose v obecném bodé, obdrzime

T+ T =0, 1

Flll=1‘212=r221=r122:0’ rzll:_rll‘::—rlﬂ=—r222=_T2'

Tyto rovnice mohly byti vychodiskem naSich tivah.
Zvolili jsme vSak jinou cestu z toho diivodu, Ze je pristupnéjsi.



Kapitola VIIL

UVAHY POMOCNE.

§ 1. Funkce cyklometrické a hyperbolické.

Definujme ¢islo e rovnici

1) e:1++ 2+1;d:"

Pomoci e moZno vyjadrltl funkce trigonometrické bez
ohledu na jejich geometricky vyznam

xi

. 1::‘ ——u:__‘ s~
cosx = —(e )=1— 2‘—1-4'

~ DO

2) i=V—1)

sinx:-_z(e—” e”):.\— 37 + tb
Z téchto rovnic plyne
3) e®=cosx+isiny, e":—cosx—isinx, cos*x-+sinix=1.
Pri tom plati
4) fet2rm —gin g H2ai_ g (y Gislo celé = 0),

Z rovnice y==sinx, resp. y = cosx

muzeme vyjadriti x jako funkei y rovnici
Xx =arcsiny, resp. x = arccos y,
Pro arcsinx plati rozvoj
5) arc51nx—--—+—— +—1——2—'—g—+..~.
Podobné definujeme funkce hyperbolické Sin (sinus
hyperbolicus), Cos (cosinus hyperbolicus) vzorei:
x-i

Cosx— ! (e®+ e %=1 x|

osx——z(e +e )= +2'—|—T+---
6) 1 ;
. .. P S S i -
Sinx= (" —e )= {7+ 37+ 3
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Z téchto rovnic plynou vztahy
7 e =Cosx+Sinx, e *=Cosx—Sinx, Cog®x—Sin*x=1,

Pro zvlastni hodnoty 0, ~!) hyperbolické funkce vyho-
vuji rovnicim
8) Sin0=0 Cos0=1

Sin~v=oc Cos v =
Z rovnice .
y = Sin x, resp. y = Cos x
muZeme vyjadriti x jako funkci y rovnici
x —=are Siny, resp. x ==arc Cos y.
Diferenciaci rovnic 6) plyne
9) dSin x = Cos x dx, dCosx=Sinxdx.

Hyperbolické a goniometrické funkce jsou vdzany rov-
nicemi, jez obdrZime srovnanim rovnic 2), 6)

10) iSinx-=sinix, Cosx=cosix.
Z této rovnice a rovnice 5) obdrZime pro arc Sin rozvoj

' vSipx—=X_1x,13x
5%) arLSmx_1 23 +2 15

§ 2. Pﬂrozeny logaritmus.

UvaZujme komplexni proménnou z=x+ iy, ((=| —1).
MiZeme ji téZ vyjadfiti rovnici z = r(cos ¢ + isin¢), kde
r=|¥+y .9

Komplexni funkce w, ktera vyhovule rovnici

=z,
nazyva se prirozeny logaritmus proménné z.
Znacime ji w = log z;

1) Symbol oo zavddime definitoricky pro oznaceni potencidlniho
nekoneéna (t. j. nikoliv konstanty). Jeho vysvétleni je obsaZeno ve vété:
»BliZi-li se argument x funkce f(x) neomezené néjaké hodnoté x, a hod-
nota funkce f(x) pfi tom roste nade v3echny meze, zavddime symbol
oo rovnici f(x,) = . — Tento symbol pro potencidlni nekoneéno lisi
se zdsadné od symbolu oo™ (n = 1), uZivaného pro uréité aktudlni
nekoneéno (konstantu) k vyjddfeni pojmu, ktery za uréitych predpo-
kludd odpovidd ,naivni“ predstavé ,dimense“. Rikdme na pfiklad, Ze
viech funkei ax + by + 1, (a, b, const redlné) je oo? nebo téZ Ze viech
pfimek redlnych v roviné je oc* atp.

1a) | Vx* & 4* | &ti: absolutni hodnota odmocniny z x* 4 y.
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w je dano rovnici

11) w=1log(x+iy)=logr+ie+2xmi,

kde x je libovolné celé, redlné &islo a log znadi v tomto
pripadé logaritmus v obvyklém smyslu aritmetickém. Zna-
me-li jednu hodnotu funkce w, obdrZime ostatni pri¢tenim
celociselného nasobku éisla 2xi. Proto Tikdme, Ze funkce w
je mnohoznaéna. Pro x=0 obdriime t. zv. hlavni
hodnotu w,:

12) w,=logr-+ig.

Je-li y=0 a x _- 0 redlné, rovnice 11) nam skyta

13a) logx =logx +2xni, (y =0, x> 0 realné)
Pro y=0 a x 7 0 reilné obdriime z 11)
13b) logx=log|x|+ 2=+ 1) ni, (y = 0, x < 0 redlné).
Hlavni hodnoty téchto funkei jsou
13/ a) log x =log x
resp. o
13'b) log x =log|x| + 7i.

Mezi ~:! hodnotami pro pfirozeny logaritmus ¢isla klad-
ného je jen jedna redlna. Prirozeny logaritmus cnsla zapor-

ného je vidy imaginarny. Je-li z tvaru
a+bi

14) Z::a_bl:,

kde a, b jsou Cisla reéln4, je vidy r=1 a tudiZ
15) log z =i (¢ 4 22 n).

§ 3. Systémy soufadné.

1. Soutradnice bimetrické. Uvazujme dva body o’
a 0" na pfimce P. Pomér vzdalenosti (branych algebraicky)
libovolného bodu x na P od bodu o' a 0" uréuje tento bod
]ednoznacne Oznaéme tyto vzdalenosti b‘, resp. b“. Jsou-li
¢, resp. ¢ dvé libovolné, od nuly ruzné konstanty, pak

i pomér
p bl bll
i =X,k

C [

tento bod x jednoznaéné stanovi. Cisla x;, x> jmenujeme
homogennimi bimetrickymi soufadnicemi bodu x na
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ptimce. (Lépe v ,piimé Ffadé bodové“.) Je zFejmé, Ze Cisla
0X, 0X; & 60Xy, 6X; stanovi svym pomérem tyz bod, i kdyz
¢+ 0, 0,0+0. Body o, resp. o (tak zvané body zékladni)
maji soutradnice

Na ptimce existuje jediny bod (tak zvany jednot-
kovy), jehoi soufadnice jsou 1, 1. Bod o soufadnicich 0, 0
na pfimce neexistuje.

Zvolme bod mimo pfimku P a promitnéme z ného body
0, 0", x paprsky O, 0", X. Cisla x,, x, uréuji svym po-
mérem jednoznaéné paprsek X spojujici stfed promitani
s bodem x. Soufadnicim x; resp. x, Fikdme v tomto pii-
padé homogenni bimetrické souradnice paprsku ve
svazku paprsku. (Svazek paprskii, pfesnéji ,linearni svazek
paprsku“, je souhrn vSech paprsku, prochazejicich jednim
bodem.) Plati o nich véty odvozené pro bimetrické soufad-
nice na primce. (Tyto soufadnice miZeme ovSem odwoditi
téZ primo z vlastnosti svazku, aniz bychom si pomdhali
néjakou, ostatné zcela libovolnou pFimkou, ktera svazku
nepatfi.)

2. Soutfadnice trimetrické. UvaZujme trojihelnik
o vrcholech o/, 0", 0" a stranach O =o0'"0"", 0" =0"'0’,

O0'" = 0’0"”. Pomér vzdélenosti libovolného bodu roviny troj-
uhelnika od stran O’, 0”, O"" uréuje tento bod jednoznaéne.
Oznaéme tyto vzdalenosti &', 8”, b'". Jsou-li ¢, c”, ¢’ tri
libovolné, od nuly ruzné konstanty, pak i pomér
b b b
CArd

=X XX

tento bod jednoznadné stanovi. Cislim x;, Xx,, x3 Fikdme
homogenni trimetrické soufadnice bodové v roviné.
Je zfejmé, Ze Cisla o x; a ox; (i=1, 2, 3) stanovi tyZ bod
i pfi 040, o, 6+0. Vrcholy o', 0”, 0"’ (tak zvané body za-
kladni) maji soutadnice

o ......... 0, 0, 0 1, 0,0
o ..., 0, o, Onebo 0, 1, 0
o 0, 0, o 0, 0, 1

&
~

V rovind existuje jediny bod, jehoZ soufadnice jsou
vV poméru
Xpix,ixy=1:1:1.
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Rikame mu bod jednotkovy. Bod o soufadnicich 0,
0, 0 v roviné neexistuje: .

Rovinna kfivka m -tého stupné je v téchto soufad-
nicich uréena rovnici

fOr, X, %) =0

kde f je homogenni funkci stupné m -tého v proménnych.
Podle toho je rovnice pfimky linearni a homogenni. PiSme
ji ve tvarn
16) X x,+ X%+ X;x,=0.

Prochazi-li tato pfimka dvéma body z, £ (t. j. body,
]1chz soufadnice jsou z,, 2, 23 a 1,, f,, I3), musi rovnice 16)

soufadnicim téchto bodi vyhovovati. Je tedy rovnice 16)
ekvivalentni s rovnici

X, X, X,
17) fl 7-.' ‘;.1 =x(nmh—znt)+ 0 @E— 2 8)+x @ h—2,8)==0.
1 2 %
Porovnianim 16) a 17) ziskame
17) XXX, =zt —ntint—z izt — 2zt
Oznaéme obecné determinant t.' ;’ =zti—zt, (,j=1,2,3)

symbolem [z; ]
Rovnice 17°) jsou ekvivalentni s relacemi
18) eXi=l[nt], eX.=[xnt], eXi=[zt] (¢F0).

Cisla X, Xo, X, uréujf svym pomérem jednoznacné
primku, spojujici body z a £ Rikame jim pfimkové homo-
genni soufadnice trimetrické v roviné. — Rov-
nice bodu, ktery je priasecikem  piimek Z (Z,, Z,, Z;)
aT(T, T2, T,,) jest obdobné se 17),

X X, X
19) ‘z, Z, Z,
Tl T2 T:]

=X (2, Ts)+ X;[2, T\| + X [Z, T.]=0.

§ 4. Projektivni pfibuznost.

UvazZujme v prostoru dveé libovolné roviny. Trimetrické
souradmce bodu v jedné roviné oznaéme x,, Xoy Xg V druhe
"%, 'Xg, 'x3. Jsou-li body obou rovin si tak pritazeny, Ze
plati rovnice

y=dy X+ dp X, X
20) 5 Moy = aw X, i anx. i Zg x, (aj=realndkonst,i,j=1,23,
X3 =@y, X, + A3, Xy + Ay X5 ¢ % 0 koef. timé&rnosti),
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fikdme, Ze obé roviny jsou ve vztahu & prFibuznosti pro-
jektivni. Pri tom predpokladdme, Ze determinant soustavy
A, Q13 ayy

a3y A3 Ay
a3, Q32 Ay

21) D= +0

je od nuly rizny. Za tohoto predpokladu miiZeme TeSiti
rovnice podle x. Ziskame tak rovnice inversni

ox, = Ay 'x; + Ay x, + Aqy '3y
22)  ox,= Apn'x,+ 4, 'x, + Az, 'x, (03 0 koef. imérnosti).
ox;=A,'x,+ A, 'x,+ 4;,'x,

Zde jest A; algebraicky doplnék v determinantu D,
prislusny k a;, déleny D. Tedy na ptiklad
a,, ay; atd.

DA, =
1 a3 Ay

— | @y
DA, = l a,; ds

Rovnicim 20), 22) fikdme rovnice transformacni,
kratee transformace. Pomoci jich odvodime i transformace
primkovych soufadnic. Podle 20) jest aZ na konstantni faktor

3 3
— 1 ¢

Uz/t) =i a; aylzit) = 5 Sig
1 = 1

Transformuje se tedy X, podie
23) !X, = A, X, 4+ A,X,+ A,X, (¢ F0 koef. imérnosti).

a,,a,; |

| Oy Oy

[z;].

Podobné odvodime
Xy = A Xy + A0 X, + A X,
#' Xy = An Xy + A X, + AsX,;.

Soufadnice bodové transformuji se podle 20), primkové
podle 23).

Kdyz jednu rovinu premistime tak, aby splynula s ro-
vinou druhou, rovnice definuji projektivni pfibuznost dvou
rovin soumistnych. Misto toho rikame, Ze rovnice 20) defi-
nuji projektivni pfibuznost dvou soustav soumistnych.

V takovych soustavach je nasnadé otazka, zda exi-
stuji body, jeZ odpovidaji samy sobé? Existuje-li takovy
bod x='x, musi jeho soufadnice vyhovovati rovnicim 20),
jeZ muZeme psati ve tvaru

23')

(@, —e)x,+ apx; + d,,0; =0
)?‘) ayx, + (@, — ¢) x, + QX3 =0
. ay,x, + d3:%; + (dyy — @) X3 = 0.



Tento systém rovnic ma jen tenkrate TeSeni nenulové
(t. i. alespon jedna soutadnice jest od nuly riznd), kdyZ

a,—e s, a;,
24) Qyyy @y — @ ay|=0.
ayy, Ay, Qa3 — ¢

Rovnice 24) je tretiho stupné v ¢ a jejim FeSenim ob-
drzime tudiZ tfi koteny o', o”, ¢’ obecné razné. Kaidému
koFenu ¢ odpovida obecnd”jeden bod x=’x. Témto tFem
bodim fikdme samodruziné body soumistnych soustav pro-
jektivnich. Dvé soustavy soumistné projektivni
maji obecnétfibody samodruzZné. Tyto body mohou
ve zvlastnim pfipadé ruzné splyvati. (Také jich muze byti
nekoneéné mnoho.) Piimka, spojujici dva body samodruzné,
ma tu vlastnost, Ze kterykoli jeji bod transformuje se do
bodu téze primky. Rikame, Ze se tato primka pFi transfor-
maci 20) reprodukuje.

Aby projektivni pribuznost 20) byla stanovena, potte-
bujeme znati koeficienty a;j, to je zddnlivé devét udaju.
Jezto vSak bod je uréen pomérem svych soutadnic, staci
znati pomér téchto deviti koeficients, ¢ili osm iidaji. Ri-
kame, Ze je v roviné celkem ~& projektivnich pfibuznosti.
Potfebnych osm udaji ziskdme, kdyz ¢tyfem libovol-
nym bodim jedné soustavy prifadime étyFi libovolné
body soustavy druhé. Ziskame tak ¢étyfi dvojice rovnic typu

X1 byX bk +Buxy  xy byy o baaXy 4 by ( asj )

7 - "
Xy by, 1+ byXy + byexy 7 'xy byx, + by, %, + by’

§= Q33
Z nich vypocéteme hodnoty b;, jichZ je jen osm neznamych,
nebof b33 =1,

Poznidmka. Co jsme dokdzali o soumistnych soustavich rovin-
nych, plati s malymi obménami i pro soumistné projektivni soustavy
bodd na pFimce, resp. pro dva projektivni linedrni svazky paprskoveé.
Projektivni vztah je v tomto pFipadé stanoven rovnicemi

o'x, =d, X, + d\yx, (d, dy, — d,dy, :F 0,
¢'x, = dyx, + d,x, dy= redlna konst. i,/ =1, 2).

Je tedy ~ téchto projektivnosti. Obecné dvé takové projektivnosti maji
dva body (resp. dva paprsky) samodruZné,

§ 5. Grupa transformaci.

Rovnice 20) oznafujeme téZ symbolicky takto
20") =T,x.
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Tuto rovnici ¢éteme: Bodu x je pfifazen projektivni
transformaci o koeficientech a; bod ‘x. Je zfejmé, v éem
spocivd vyhoda tohoto oznaeni. MuZeme totiZ kratce vy-
znaéiti rizné projektivni transformace. Tak na pfiklad rov-
nice =T, x

znamend, Ze jsme bodu x prifadili bod 'x néjakou projek-
tivni transformaci o koeficientech c¢; (které mohou byti
rizné, ale pripadné i stejné s koeficienty prve zminéné
transformace). — Rovnici 22) znaéime symbolicky

22%) x=T, Try.

Takovym zptsobem oznaceni jest ihned vystiZena sou-
vislost transformace pivodni 20’) a ji inversni 22'). Mezi
viemi transformacemi je jedna t. zv. transformace iden-
ticka. ObdrZeli bychom ji tfeba z transformace 20) za
piredpokladu, Ze a;; = ay; = ags F 0 a ostatni koeficienty = 0.
Takova transformace identickd pFifazuje bodu x opét tyz
bod x. Symbolicky znadime tuto transformaci rovnici

x=Tx.

Pritadme bodu x bod ’‘x transformaeci 20’) a bodu ’x
bod "'x transformaci ""x = 7;’x. Obdriime tak bod "x po
dvou transformacich, coZ znaéime symbolicky

”x:TfTax.

Mize se stati, Ze k bodu "x bychom dospéli téZ jen
jedinou transformaci, tieba "x = T, x. MiZeme v takovém
pripadé psati =T x =T, T, x.

Symbol x je v poslednich dvou ¢élenech zbyteény a proto
jej pristé jiz psati nebudeme.

V minulém paragrafu jsme dokazali, Ze je celkem oo®
projektivnich transformaci. Splhuji-li tyto transformace pod-
minky, jichz symbolicky tvar je

aT,T,=T, b T(T;T)=(T,T)T,, ¢ T,T,=T,T,~=T,
dT,T, '=71"17,=1,

Fikdme, Ze tvofi osmimocnou grupu projektivnich
transformaci, kratce osmimocnou projektivnigrupu.
Podminky a), b), ¢), d) vyjadtime slovy takto:
a) Dvé transformace muZeme vidy nahraditi jedinou. (Tu-
diz i libovolny konecny pocet transformaci miZeme nahra-
diti jedinou.)
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b) Vysledek tfi transformaci je nezdvisly na tom, které
dvé, transformace po sobé jdouci nahradime jedinou. (Tak
zv. zakon asociativni.)

¢) UvaZované transformace obsahuji téZ transformaci iden-
tickou.

d) Ke kaidé z uvaZovanych transformaci miZeme udati
transformaci inversni.

Kazda grupa, obsaZena v grupé Gj, nazyva se jeji
podgrupou. Takova podgrupa grupy G; muze, ale ne-
musi byti méné neZ osmimocna. Obdrzime ji, kdyz trans-
formacim 20) grupy Gs predepiSeme néjaké podminky tak,
Ze a), b), c¢),d) jsou i potom v platnosti. Na pf. miZeme
Zadati, aby grupa G; reprodukovala néjakou kuZelosecku,
t. j. aby body této kuZelosecky se transformovaly trans.
formacemi 20) opét do bodi na téZe kuZelosecce. (Tato pod-
grupa projektivni grupy jest trojmocna Gj.)

Uvazujme o libovolném utvaru v roviné. Jest mozno,
Ze nékteré vlastnosti tohoto utvaru se transformacemi 20)
neméni. Takovym vlastnostem fikdme invariantni vlast-
nosti ttvaru vzhledem k transformaci 20). Matematickému
vyjadreni invariantni vlastnosti rikdme invariant trans-
formace.?) Projektivnim invariantem nazyvame inva-
riant transformaci 20), tvoricich projektivni grupu. Projektivni
invariant jest zdroven invariantem kazdé podgrupy z grupy
projektivni. Obréacené to vSak platiti nemusi. Projektivni
invariant podgrupy nemusi byti invariantem grupy. Tak jest

na priklad vyraz . .
E)= )

invariantem podgrupy G,
e'x,=x,acos e+ x,asin«
¢'x,=x,dsina —x,acosa
¢'x=ax,,

nikoliv vSak projektivnim invariantem.?)

Pro nés je dilezity projektivni invariant, nazvany dvoj-
pomer ¢ty bodd (resp. étyP pfimek). Jsou-li na pFimce

?) Tato véta neni definici invariantu, vystihuje vSak dostatecné
pro nas icel, co rozumime slovem invariant. ;

%) Invariant midZe obsahovati soufadnice bodové, pfimkové, pfi-
padné i n&jaké konstanty. V teorii invariantd se rozeznévajl jmény
invarianty, které obsahuji uréité z pravé vytienych velidin.
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CtyFi body a, b, ¢, d, nazyvame dvojpomérem téchto ¢tyr
bodd podil poméra vzdalenosti
ac ad
be T bd ”
Dvojpomér ten zna¢ime (abcd). Cheeme-li jej vyjadriti
souradmceml, staéi predpokladati, Ze body a, b,¢,d lezi
tfeba na pfimce x; =0:

a(a,,a,,0), b(b,,b,,0), c(c,,¢,,0), dd,d,,0).
Snadnym vypoctem ziskdme
[a, ;] [b, d,]
[6, c.la, d)]
Podobné je dvojpomér étyf paprska 4, B, C, D
sin(AC) . sin(A D)
sin(BC) °~ sin (B D)
Jsou-li soutadnice téchto paprsku, jdoucich bodem o rov-
nici X; =0,
A(A,,A,,0), B(B,,B,,0), C(C,C.0), D(D;,D,,0),
snadno vypocteme

.~

25) (@abecd)= =(cdabd).

26) (ABCD)= = (CD A B).

, _ [4,C)][B, D)]
Je-li (abcd) = —1, Fikime, Ze tyto Ctyfi body jsou

harmonické, nebo téz, Ze body c,d oddéluji harmonicky
body a, b. Totéz Fikime o prlmkach, je-li prisluSny dvoj-
pomér roven — 1.

Dvojpomeér c¢tyF paprski nam poslouZi ke stanoveni
trimetrickych soutadnic bodovych. Oznaéme paprsky, spo-
jujici jednotkovy bod j a obecny bod x s vrcholem o' za-
kladniho trojihelnika, P’, resp. I’ (obr. 1a).

Z definice dvojpomeéru ¢tyF paprsku rovnici 26) plyne, Ze
(0" 0"P 1y = R

‘.xm JJIII

Ale pro soufadnice bodi x a j plati podle odst. 2, § 3

e

xx’ xx" Td

J , ..
Xy = —5— ¢’ y 9 Xy = cl[[ ’ s.’- c}""l_ eJa :T’ Ja=1s
a tudiz
@ onpry=2 S X b X 1%
xy ¢y -‘fa J:J x, "1 x; °
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Podobné bychom dokazali
(0PI =t

i)
Pomér soufadnic trimetrickych
X ix X, = (00" P'I): (0" 0" PI):1
se tedy neméni projektivni transformaci. Proto témto sou-
fadnicim také fikdme projektivni soufadnice homo-
genni.

Y o”

Obr. 1a). Obr. 1b).

Ctenat snadno nahlédne, Ze pomery —2 jsou podle
predchézejicich vysledka téz Xg X3

_x_l_ pr 31 -u _x;z_ 77PN IR
X, “(0 op )1 X, _(0 Opl)-

Je-li 0" ibéznou primkou zkoumané roviny, miliZeme
vhodnou volbou jednotkového bodu (t. j. volbou konstant

, . . Xy X . i _
¢':¢”:¢") dosdhnouti, Ze =1, -2 jsou tak zvané cartézské
? X3’ X,

8 3
soufadnice (kosouhlé). Jsou-li osy O L O, ziskame pravo-
iihlé soufadnice cartézské, které é&tenarl jiz zna v oznaceni

X1 X9
X=-—, y=-—",
X3 X3
Pozndmka. Podobnym zpﬁsobem miiZeme dokdzati, Ze i bime-
trické soufadnice x,, x, bodu na pfimece jsou projektivni (obr. 15). Pro
tyto soufadnice plati
xo ;En . j_l . .’ 0/,

ex,zT’ (‘xz':T:(’Jx: PG rer= ¢’ o=
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a tudiz
(0' "xj) — fx;—OI- M _‘!.i”_. = Cle M c,jl = —xl
xor o 0% LT m

¢imZ dikaz proveden. Uplnou analogii pro soufadnice pfimky ve svazkn
prenechidvdm ctendri.

§ 6. Formy kvadratické.

1. Polarni proces. Vyraz druhého stupné v pro-
ménnych x,, xp, x5
27) F=gux + guXs -+ guxs® + 2(gpX, Xy + g X, X3 + g2 X2 X3)

nazyvd se termarni forma kvadraticka. Pri tom
predpokladame, Ze alespoil jeden z konstantnich koeficienti
gi—gii(i,j =1,2,3) jest od nuly ruzny. V dal$im budeme
se zabyvati jen takovymi formami, u nichZ vSechny koefi-
cienty jsou redlné a determinant

Iu Ji2 93
g2 G2 92
Ga1 Y22 Gas

od nuly riazny.
PoloZme 2f= 0. Rovnice
28)  guxX Pt gadl T Xl T 29X+ 20,00 + 20, X,x, =0

predstavuje kuZelosecku, tieba v souradnicich projektivnich.
Body v roviné kuZelosecky, z nichZz lze vésti dvé reélné
teény, nazveme body vné kuZelosecky. Z bodu uvnit¥
kuzelosecky lze vésti jen dvé teény imaginarné. Body, které
jsou bud vné, nebo uvnitt kuZelosedky, nazveme spoleéné
body mimo kuZelosecku. Zvolme libovolny bod mimo
kuZelosec¢ku o soufadnicich y,, y,, ys. Operace

t'j:lf '3'!"

R

. + ji.[ 'Il)

‘)
nazyva se polarni proces. Forma, ktera timto polarnim
procesem vznikne

fi=@ud + gV + Y X+ (Gu Ui + G2 Yo+ G la) Xo + (G Yy -+
‘ + ga:¥> + Gaals) X3y
nazyva se prvni polarni formou formy 2f. PoloZime-li ’f; =0,
rovnice a

Gu¥i+ ¥+ 93 Y2) X0+ (Gu Y+ g ¥ + gnya) X2 + (gnyy +
+ g32Y2+ gl X3 =0
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predstavuje polaru bodu y vzhledem ke kuZeloseéce 28).
(Polarou bodu y vzhledem ke kuZelosecce nazyvame spojnici
dotyénych bodu tecen z bodu y ke kuZeloseéce vedenych.)

Rovnice 28) predstavuje kuzZelosecku v soufadnicich
bodovych. T4z kuZelosecka v soufadnicich pfimkovych ma
rovnici
gu 92 9 X,
a1 G Gn Xo
In gx: Jaz Xa
X 0

1 A2 Ay

28')  WF=

Této rovnici fikame téZ neékdy tecnova rovnice kuielo-
seCky. Bodova rovnice kuZelosedky predstavuje tuto jako
geometrické misto bodi. Tecénova rovnice kuZeloseéky ji
predstavuje jako obalku primek (tecen). Je-li determinant
d bodové rovnice rozdilny od nuly, pak je i determinant
G, G Gm
G, G, Gy
Gﬁl GS.. GZ]S

D= +0.

Zvolme libovolnou piimku Y, ktera neni tenou nasi
kuzelosecky. Poldrni forma

1 (3°F A 39F
F, __-~(\X Yo+ g iy %)= (G ¥+ GuYat G Y X, +

T(G-:l Yl ‘1‘ G;z Y-: + Gz:s Y:l) X: 4 (GJI Yx + G:\z Y-.' + G:]Z! Y:l) X:!

skyta nam rovnici bodu 3F, == 0, ktery jest pélem polary Y
vzhledem ke kuzelosecce.

Je-li v 3f x, =0, ziskdme formu binarni kvadratickou
F=guxP+ 200X X T g X2,

Polozime-li 2f = 0, ziskdme rovnici dvou bodu na primce
Xx;=0:
23) InX® +2guX, X, 1 gnXf =

Polarni proces provedeny na tuto formu nam skyta
rovnici bodu, ktery s bodem y (y;, ¥, 0) je harmonicky od-
délovin body 29). Interpretaci dualni (t. j. pro dva paprsky
ve svazku) pfenechavdm étenari.

2. Kanonicky tvar formy binarni. Kanonickym
tvarem rovnice 29) nazyvdme ten jeji obecny tvar, pri
kterém je nejmensi pocet koeficienti. Obdrzime jej z rov-
nice 29), kdyZz vhodné volime systém soufadny. Levou
stranu takové rovnice nazyvame kanonicky tvar formy
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bindrni. DokaZeme, Ze kanonicky tvar bindrni formy jest
mozZno psati (aZ na faktor imérnosti)

30) bud x;?—x.?, nebo X2 4 x,2.

K dikazu zvolme za body zikladni na pfimce takové
body o’ a 0”, které jsou harmonicky oddéloviny body danymi
(rovnici 29). Polarni forma k 29) jest

Fi=Guxi+ guX) Yy +(GuX, + guX) Y.

Rovnici 2f; = 0 maji vyhovovati soutadnice bodii o’ a 0”,
t.j. (1,0) a (0, 1).

@1l +9.00+(9,.1+¢,.001=0.

Musi tedy byti g, = 0. Podle toho mozZno rovnici 29)
vidy psati
29°) A X'+ x'=0,

Pfi obecné poloze jednotkového bodu maji zkoumané
body soufadnice

Xy =+ G2 .
X3 gn

Vhodnou volbou jednotkového bodu mtZeme vidy

dosdhnouti, 7e je 72 = — 1, nebo Gz _ | g3y,
gu gu

Tim je naSe tvrzeni dokéazano.

3. Kanonické tvary formy ternarni. Kanonic-
kym tvarem rovnice 28) nazyvame ten jeji tvar, pti kterém
vystupuje nejmenSi pocet koeficientd. Levou stranu tak
upravené rovnice nazyvame kanonicky tvar formy ternarni.
Rozezndvime dva kanonické tvary formy ternarni. Prvy je
kanonicky tvar polarni, ktery moZno psati

31) x4+ x*—x*, nebo x*-+x,°+ x;%,

3a) Jsou-li body zkoumané redlné, staéi voliti konstantu ¢’: ¢”” uréujici
/2 'ht
jednotkovy bod tak, aby (f—,,) =— b%,',—g:;,, pfi demi b/,b,” resp. b,/
b, jsou vzddlenosti bodd 29) od bodi o/, 0”.
Jeou-li v3ak zkoumané body imagindrné& sdruZené, volime pfisluSnou

konstantu podle rovnice
Y b’by) 0
e
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druhy, kanonicky tvar te¢novy moZno psati
32) X2 — X, 2.

Ukéaieme nejprve, jak je moZno ziskati vhodnou volbou
souradného systému kanonicky tvar poldarni. Zvolime sou-
fadny trojuhelnik tak, aby byl polarnim trojihelnikem
dané kuZeloseCky (rovnici 28).4) ‘

Aplikujeme-li dvahu piedeSlého odstavce, ziskime rov-
nici kuzZelosecky ve tvaru

33) ° IuXP+ gnX + gix2=0.

Necht tato kuZelosecka je redlna (pti gy; - 0, g2 > O,
gss < 0), nebo imaginarni (gy;, goz, gss > 0), vidy jedna ze
stran soutadného poldrniho trojuhelnika ji protina v bodech
imaginarné sdruZenych. Necht je to tfeba strana O'”. Podle
pozndmky 3) predchazejiciho odstavce muZeme vhodnou
volbou konstanty ¢': ¢” dosdhnouti, Ze tyto priseéné body
maji soutadnice

i:1:0, i:—1:0,
t. i. g1 : 922 =1. Podle toho je vidy moZno rovnici kuzelo-
secky psati
33) bud x?-+x —gux?=0, nebo x?+x2-4gux?=0.

Jednotkovy bod uréen je vSak pomérem tfi konstant
¢, ¢”, ¢'". MiZieme proto jesté vhodné voliti pomér ¢': ¢'.
Ten zvolime tak (opét podle poznamky citované), aby prise-
¢iky primky O” mély soutadnice

1:0:1, 1:0:—1

v ptipadé kuZelosecky reélné, nebo
i:0:1, i:0:—1

v piipadé kuZeloseCky imaginarni. Je tudiZ pfi této volbé
v obou pripadech gz; = 1. Rovnice kuZelose¢ky v kanonic-
kém tvaru polirném je pak skuteéné
33") bud x2+4x,—x,2=0, mnebo x?+ x4 x2=

V prvém pripadé je kuZelosecka realna, v druhém
imaginarni. Rovnici 33”) je prva ¢ast naSeho tvrzeni do-
kézana.

Mame-li dokazati druhou ¢ast naseho tvrzeni (o kano-
nickém tvaru teénovém), volime bod o' sice opét pélem

*) Poldrni trojihelnik dané kuZeloselky je takovy, jehoZz vrcholy:
jsou pély protéjgich stran vzhledem ke kuZeloseéce a obracené.
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ptimky O, ale za body 0", 0"’ volime prasediky pfimky O’
s kuZeloseckou. Jezto body zakladni jsou realné, je zfejmo,
Ze vylucujeme pripad kuZeloseéky imaginarné a bod o’ vo-
lime vné kuzZelosedky, aby jeho poldra O’ protinala kuZelo-
secku v bodech redlnych. Rovnice 28) ma vyhovovati sou-
Fadnicim 0:1:0 a 0:0:1 bodi o0”,0"”. Musi tedy byti
gu=gn=0.
Koeficienty g,2, g3 ziskdme z dvahy, Ze pfimka x, =0
(t. j. O) je podle predpokladu polérou bodun o’ (1,0, 0).
Uvahami ndm jiZ znamymi odvodime
gn=yg,n=0.
Zvolime-li nyni jednotkovy bod na kuZeloseéce, musi byti
gu+2g,=0.
Rovnice kuZelosecky v tomto systému soufadném je tedy
34) x?—x,x,=0.
Tim jsme dokazali i druhou ¢ast naseho tvrzeni. Z rov-
nice 34) plyne téz

PolozZime-li

35) H Xk
X, X, Ly

muZeme pro body kuZelosecky psati
35%) X Xyt xy =/ Ay 10002

Vyjadreni takovému fikdme parametrické. Para-

v e Y . 4

metrem urcujicim bod na kuZelosedce je 1=-=1.Tohoto

vyjadteni pouZijeme s vyhodou v paragrafu nasledujicim.

4. KuZelosedky sloZiené. Drive viak nez k tomuto
paragrafu pfistoupime, musime jesté promluviti o pFipadé,
ktery jsme s pocatku ze svych uvah vyluéovali, kde deter-
minant z koeficienti bodové rovnice kuZelosecky je roven
nule. Pfedpoklddejme, Ze bodova rovnice kuzelosedky je

I X2+ Gor X2* -+ Gy X2 =

Determinant z jejich koeficienti ma byti nyni podle
predpokladu roven nule, t j. -
' 19,0 0 !

20 =g Fngn=20.
Fas | .
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To neni jinak moZno, nezZ kdyZ jest alespon jeden
z koeficientl, tfeba gy3, roven 0.
Tu miiZeme rovnici 33) psati

36) guXx?®+ gnx=0.
Tato rovnice predstavuje dvé pfrimky o rovnicich
leE.+i-¢=V—E=0. x.Vg_ll—l'sz.tlT-;=0-

Obé pFimky. jsou redlné, je-li gﬂi 0.
11

Tecénova rovnice kuZelosecky 33) jest
X gngn+ Xl2gugn+ X gugn=0
atudiz v pripadé, Ze gy =0, tato rovnice se zjednodusi na
36") X =0.

Posledni rovnice predstavuje prisec¢ik svrchu zminé-
nych piimek. — Ctenaf se snadno presvédéi, Ze determinant
z koeficientii rovnice 36') je rovny nule. Je-li jesté g;; =0
a gq ¥ 0, rovnice kuzelosecky jest x;2= 0, coZ predstavuje
rovnici primky, dvakrite poéitané. — UvaZujme nyni kuzelo-
secku jako obalku tecen. Jeji rovnice necht je
37 GuX32+ G X+ G Xi* =0

V ptipadé, Ze determinant z koeficienti této rovnice je

roven nule. musi jeden z téchto koeficientn, tteba Gy = 0.
Pak rovnice

38) GuXP+G,X2=0
predstavuje dvojici bodli o rovnicich
XVG,+iX,{G,=0, X VG, —iX.VG,=0.

Bodova rovnice kuZelosecky 37) jest
22Gp Gy + 22 Gy Gy + %2 G G, =0
a tudiz pfi Gg =0

39) X2 =
Tato rovnice pfedstavuje rovnici pfimky (dvakrate po-
¢itané), na niZ se svrchu zminéné body nalézaji. — Je-li

jesté G;; =0 a Gy, F 0, ziskame X,2 =0, t.j. rovnici bodu,
dvakrate pocitaného.

KuZelosecky, jichZ prisluSny determinant je roven nule,
nazveme kuZeloseckami sloZenymi, na rozdil od kuZelo-
secek dfive projednavanych, které se nazyvaji kuZelosecky
jednoduché.
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§ 7. Podgrupa G;,.

V patém paragrafu jsme dokazali, Ze projektivni grupa
G5 obsahuje x® transformaci typu 20). Zminili jsme se téz,
Ze z této grupy miZeme vybrati podgrupy, predepiSeme-li
transformacim néjaké podminky. Studujme bliZze podgrupu,
ktera reprodukuje néjakou kuZeloseéku (jednoduchou). Necht
tato kuzeloseCka je ddna rovnicemi 35') (nebo 34).

Ma-li se tato kuZelosecka reprodukovati transformacemi
20), musi byti identicky (t. j. pro kaZzdé x;: x;: x;) splnéna
rovnice

3 2 3 3
X — X, X = ¢ [(2‘ ay -‘i) - (2’ a5 xi) (2" G x,,)]
. 1 1 1
(e ¥ 0 koef. imd&rnosti).

Z toho mizZeme odvoditi podminky pro koeficienty a; .
Tak na piiklad koeficient pii o2 x3? v pravém clenu této
rovnice musi byti roven nule, t. j.

40) a,* — Ay dy; =0,

nebot na levé strané se xg? vilbec nevyskytuje. Ze v8ech
obdobnych podminek mohli bychom vyjadfiti osm neza-
vislych koeficientt tfemi. Hledana podgrupa je tedy troj-
mocnda, Gs. Rovnice 40) pouZijeme ke stanoveni vztahu

mezi parametrem 1= - bodu x,:x,:x; na kuZelosedce
Il .
a parametrem 1 =,—1‘~ bodu ’x; : 'x, : 'x3 na kuzeloseéce mu
§ 2
odpovidajiciho. Pro bod transformovany je téz
= I_IL — ’x_:,
7 Tl
X, X,

Jsou-li m, n dvé libovolna ¢éisla (z nichZz alesponi jedno
jest od nuly rizné), miZeme téZ psati
o %+ 0,
T m'x,4+n'x,’
Dosadime-li do této rovnice z transformacénich rovnic
20), obdrZime po snadné upravé

41) X (ma,, + na,) 4 x,(ma;, + na,;) 4 x, (may, + na,y)
X, (may, + nda,) + x,(md,, + nay) + x, (ma, + ndy)
Pomér Cisel m: n muZeme voliti tak, aby byly splnény

Fovnice mdy +na,-—=0, ma,, + na,, =0,
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nebot determinant této soustavy dvou rovnic je roven nule
(rovnice 40). V tom pfFipadé v rovnici 41) se anuluji koefi-
cienty pii x; a tudiZ z ni obdrZime podle 35)
1 o= A(may, + na,) + (ma,, 4 nay,) — Loyt ci
i(ma, + nay) +(ma,+ ndy) dey + e

(c”, €i2y €1y Cay komst, reélné)
€1 €22 — Cra €y

Tato rovnice jest ekvivalentni s rovnicemi
el =cy? + ety o'y = ey +cnhs,

které jsou transformacénimi rovnicemi pro body kuZelosecky.
Dvé fady bodi na kuZelosecce gsou témito rovnicemi uve-
deny v projektivni pfibuznost. Ctendr se snadno presvédéi
(postupem obdobnym jako v § 4), Ze ony dvé Fady maji
obecné dva body samodruiné. Jezto vSak v projektivni
ptibuznosti dvou soustav rovinnych jsou obecné tfi body
samodruZné, musi tfeti samodruiny bod, patfici grupé Gy,
leZeti mimo kuZeloseCku. Musi to byti prisecik tecen
kuZelose¢ky v samodruZnych bodech, nebot jen tyto teény
se na kuZelosedce reprodukuji. Shrneme-li tyto. vysledky,
muZeme Fici:

Podgrupa, kterda reprodukuje danou kuzelo-
seé¢ku,je trojmocna. Dva ze samodruznych bodu
pFfisludnych transformaci jsou na kuzZelosecce,
tfeti je v pruseéiku tecen v téchto bodech ke
kuzZelosecce.

§ 8. Orthogondini kruZnice.

Zvolme v roviné pravouhly systém cartézsky za systém
soufadny. KruZnice o polomeru r, majici stfed v poéatku
systému, je ddna rovnici
42) x4+ yr=r.

Budeme ji nazyvati kruznici L. Zvolme dva jeji libovolné
poloméry a povazZujme je za teény jiné kruZnice, dotykajici
se zvolenych poloméru v jejich koncovych bodech. Najdéme
roynici této kruznice! Rovnice kruZnice o stFedu (g, b) a polo-
meru w ]e (x_a)-g_+_ (Il — b)z = w?.

Ma-li tato rovnice predstavovati onu kruZnici, musi
G40 =wr k.
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Predposledni rovnici miiZeme tedy v nasem ptipadé
piepsati na
43) x4+ y*—2ax—2by+r*=0,.

Této kruinici budeme Fikati kruZnice L'. Kruznice L’
a L protinaji se pod pravym uhlem. Rikdme té%, 7e L a L’
jsou orthogonélni kruZnice. KruZnice L’ uréena je dvéma
tidaji, nebot v jeji rovnici jsou dvé libovolné velic¢iny a, b.
Proto Fikdme, Ze v8echny kruZnice L’ tvoii dvojmocny svazek,
nebo téZ, Ze je jich ~2 Do tohoto dvojmocného svazku jsou
zahrnuty i prameéry kruznice L jako mezny piipad kruZnic,
jichZ poloméry rostou nade vSechny meze.5) Tyto ,zvlastni“
druhy kruZnic oznaéime symbolem L,.

Kruznice L’ je uréena dvéma obecné poloZenymi body
p ', y"), q(x", y"), nebot dosazenim soufadnic téchto bodu
do 43) ziskame rovnice

ax’ + bl], o= é_ (xll _'_ylz + r2), ﬂx” + byll.:_ A;__ (xﬂ'.! + y"2 + r'!),

které za ptredpokladu, Ze x'y”’ — x"y’ £0 (L. j., Ze spojnice
pg neprochazi stfedem kruznice L) skytaji jediné, jedno-
znaéné teSeni pro a a b.

Prochazi-li vSak spojnice p ¢ stredem kruZnice L, mi-
Zzeme vZdy predpokladati, Ze ony body leZi pravé na ose X
(nebot souradny systém muZeme vidy kol pocitku tak
otoditi, Ze libovolna pfimka timto bodem prochéazejici je praveé
novou osou X). Z rovnice 43) jest ithned zfejmo, Ze takové
body p, ¢ nemohou byti libovolné. Musi miti soufadnice -

Y=a+}a>—r2, x'=a—VYa*—r?,

které obdrzime feSenim 43) a rovnice y =0. Tyto body jsou
imagindrné sdruZené nebo reélné, je-li @ -~ r nebo a > r.
V tomto ptipadé vSak musi jeden byti uvnitF, druhy vné
kruZnice L, jak ihned plyne z rovnice x'x” = r> DokazZeme,
Ze kazidd KkruZnice, témito (imaginarné sdruZenymi nebo
redlnymi) body prochazejici, jest orthogonalni ke kruznici L
a ke vSem kruZnicim (jez také oznacime jako kruZnice L),
které prochazeji pruiseénymi body kruznice L a symetraly S

%) V tom pfipadé roste totiZ a i b nade vSechny meze, ale pomér

% miZe byti koneény. ObdrZime tudiz z rovnice 43) skutednd rovnici
PFimky a
— Y= 0

prochézejici poéatkem, t. j. stfedem kruZnice L.
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usefky pq. Symetralu S miZeme totiZ povaZovati za chordalu
dvou kruzZnic L.%) Z elementarni geometrie je znama definice
chordaly dvou kruinic jako geometrického mista stfedi
kruZnic, které dané dvé orthogonalné protinaji. Tim je také
naSe tvrzeni dokazino, nebof vSechny kruZnice L maji touz
chordalu. — KruZnice L’ tvofi zde svazek jednomocny.
Uréeny jsou dvéma body p, g, jichZi spojnice prochazi
podatkem. Rikame téZ, Ze je jich moZno vésti o' (dvéma
body p, g).

Jsou-li oba tyto body p, ¢ uvnilf nebo oba vné, nebo
koneéné oba na kruZnici L, pak vidy uréuji jedinou kruz-
nici L.

K jednomocnému svazku kruznic L' muZeme vidy se-
strojiti kruZnici L, zname-li alesponn jeden jeji bod b, nebot
tetna v b ke kruZnici L', timto bodem vedené, protne pq
ve stfedu hledané kruZnice L.

Shrneme-li tyto poznatky, mizeme Fici:

Dvéma body uvnitf kruZnice L je vidy
uréena jedind kruZnice orthogonalni (L' nebo L,).

K jednomocnému svazku kruznic L’ miZeme
vZdy sestrojiti kruZnici orthogonalni, zndme-1i
alespon jeden jeji bod. ‘

: % Chordala dvou kruZnic, které se redlné protinaji, je spojnice
jejich redlnych prdseéikd. Neprotinaji-li se obé kruZnice redlné, sestro-
jime naznacenym zpilisobem chorddly v kaZdé z téchto kruZnic a libo-
volné tfeti, kterd je ob& redlné protina. Priseéik t&chto chordil je bod
hledané chordidly danych kruZmic. TutéZ konstrukei opakujeme jesté
s jinou pomocnou kruZnici a ziskdme druby bod hledané chordaly.
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