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PREDMLUVA K CESKEMU VYDANT

Preklad knihy B. A. Fukse a B. V. Sabata ,,Funkce komplexni pro-
ménné a jejich aplikace md vyplnit mezeru v matematické literature
tohoto oboru v Geském jazyce. V knize je vylofen nejnutnéjsi matematicky
apardt a methody analysy funkci (jedné) komplexni proménné. Vs
dst knihy je pak vénovina aplikacim téchto method v technické a fysi-
kdlni praxi. S hlediska matematické rigorosnosti viykladu by bylo mono
leckdy leccos mamitat, cof je zpiisobeno tim, Ze vyklad je zaméfen na
predb&iné matematické vzdéldni a cile iné’eng]}a-p’mkﬁka. ‘Polkud se tijkd
podrobného rozvrient latky a pldnu studia knihy, najde jej Stend¥.v pred-
mluvé autort a bylo by zbyteéné jej zde opakovat. Prekladatel doufd, Ze
knika bude platnou pomickou pii studiu nadich aspirantd, studenti
vysokyjch 3kol techmického sméru, vyzkumnika a lpraktikz‘l a pomiize jim

prohloubit matematicko-theoretické znalosti.

Oldfich Konidek



PREDMLUVA

Iniciativa Sirokého uplatnéni method theorie funkei komplexni
proménné v mnoha aplikacich patii moskevské matematické Skole a je
navzdy spojena se jménem Nikolaje Jegorovite Zukovského.

Dale doséhli témito methodami G. V. Kolosov, S. A. Caplygin, I. L.
Privalov, V. V. Golubév, N. I. Muschelidvili, M. A. Lavrentév, M. V.
Keldys a mnozi jini délezitych vysledki. V posledni dobé se s spé-
chem pouZivé method theorie funkei komplexni proménn® v technic-
kych vypoctech.

Tato kniha je uréena studentim a aspirantim vysokych 8kol
technického sméru a rovnéz i inZenyrim, ktefi si hodlaji prohloubit
svoje theoreticko-védecké znalosti.

Zikladem knihy jsou pfednasky, které konali autofi pro studenty
a aspiranty Moskevského Molotovova energetického institutu a pro
studénty dopliiovaciho kursu Vsesvazového energetického institutu
pro uéeni na ddlku. Materidl knihy byl doplnén fadou piikladi
a aplikaci z jinych, neenergetickych technickych obort.

Zaméteni knihy a jeji cil uréily téZz zpisob vykladu. Autofi upustili
sice od celé fady dukazl, nicméné se snazili, aby neproménili knihu
v pouhého technického priivodce. Proto byl kladen nejvétsi diraz
na zékladni pojmy theorie funkei komplexni proménné. V téch pii-
padech, kde bylo upusténo od diikazu té ¢i oné véty, snaZili se autofi
vyjasnit jeji smysl a pfedpoklady vhodn& volenymi priklady.

Velky vyznam pfiklddaji autofi téZz tomu, aby si étendf osvojil
konkretni aplikovidni method vylozenych v knize. Proto byl text
knihy doplnén mnoha piiklady a na konéi kazdé kapitoly byla pfi-
pojena fada piikladi jako cvideni. U v3ech piikladd jsou uvedeny
vysledky a u nékterych z nich nivody k feSeni. Autofi zdiraziiuji,
Ze samostatné feSeni téchto piikladi*) je bezpodmineéné nutné pro
osvojeni a zvladnuti method vyloZenych v knize.

Kniha pfedpoklidd znalost zdkladd analysy. Pokud byly nutné
odkazy na literaturu, byly provedeny v textu.

*) Kroms t&ch, které maji fakultativni charakter a jsou oznadeny hvéz-
diékou. : ’
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Pro ty étenafe, ktefi nemaji moznost studia celé knihy, ;;i'edklédaji
autofi tyto tfi mozné varianty studia.

Prva varianta (Gvod do zakladd theorie funkei komplexni-proménné)
obsahuje: Uvod, kap. 1. (bez § 9), kap. II. (bez § 17), z kap. IIL.
§§ 24—25 a 20—31, z kap. V. §§ 46— 53, z kap. VI. §§ 58—61 a 64—67
a § 69 a jednotlivé piiklady z kap. IV. a VII. podle vlastni volby.

Druhé varianta (pro ty, ktefi se zajimaji jen o theorii analytickych
funkei, t. j. hodlaji na pi. dile studovat operatorové methody): Zde
muzZeme vypustit §§ 18—23 z kap. II. a z kap. ITL. vzit jen definice
elementirnich funkei (zatitky §§ 20—31), z kap. IV. §§ 34—37;
v kap. V. vypustit §§ 55—57 a v kap. VI. vypustit § 70; kap. VIL.
vzit celou a kone¢né kap. VIIL. moZno vypustit.

Treti varianta (pro ty, ktefi se zajimaji jen o theorii konformniho
zobrazeni a jeho aplikace): Zde muZeme vypustit §§ 54—57 z kap. V.
a §§ 66—68 z kap. VI. a celou kap. VII.

Nyni objasnime nékteré zvlistnosti naseho vykladu. (Obracime se
piedeviim k pedagogickym pracovnikim, ktefi hodlaji doporudit
knihu ke studiu svym studentim.) . .

Uvod je vénovan vykladu operaci nad komplexnimi &isly. Autoti
upoustéji od vykladu theorie komplexnich ¢isel, obvyklého na stiedni
8kole, nebot tento vyklad zpusobuje, Ze si student vytvoii na kom-
plexni &isla nazor, Ze to jsou imaginirni, ve skuteénosti neexistujici
objekty. V knize jsou komplexni &isla zavedena jako vektory nebo
body roviny, pro které jsou definovény jisté operace. Autofi jsou si
védomi nedplnosti tohoto vykladu. Poklddaji jej vSak vzhledem
k poslini knihy za nejvyhodnéjsi, nebot zavedeni komplexnich &isel
jako elementii abstraktniho algebraického télesa s definovanymi
vlastnostmi by vyZadovalo od é&tendfe prilisného a zbyteéného stu-
dijntho usili.

Kapitola L. je vénovana vykladu zédkladnich pojmu analysy funkei
komplexni proménné. Autofi, aby vybudovali u é&tendfe konkretni
predstavu, vyklidaji soub&Zné s pojmem funkce i pojem zobrazeni,
které funkce zprostfedkuje. Také ostatni pojmy se ihned interpretuji
geometricky. Pfi vykladu je zddraznéna ekvivalence koneénych bodu
a nekonedéné vzdileného bodu.

Pojmu konformniho zobrazeni je vzhledem k jeho dulezitosti véno-
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véna celd dali (druha) kapitola. Po zédkladnich definicich a v&tach je
podrobné studovéno linedrni lomené zobrazeni. Znalosti téchto zob-
razeni pripravi ¢tendfe ke studiu ' posledniho odstavee kapitoly,
v ném? jsou vyloZeny obecné principy theorie konformniho zobrazeni.
Autofi se zde snazili geometricky objasnit pojem regularni vétve
mnohoznaéné funkce. Vyklad je provddén na konkretnim materidlu.
Obecny pojem regularni (jednoznaéné) vétve mnohoznaéné analytické
funkce a i sém pojem mnohoznadné analytické funkce je zaveden
az v kap. VI. Druhy dutlezity cil, ktery si autofi kladou v III. kapitole
(a v piikladech pripojenych za kapitolou), je naudit &tendfe kon-
strukei a vybéru vhodnych elementarnich funkei zprostfedkujicich
konformni zobrazeni danych oblasti.

~ Kapitola IV. je vénovdna komplexnimu potencidlu rovinného
vektorového pole a aplikacim nejjednodus§ich method theorie funkei
komplexni proménné na-toto pole. Az do IV. kapitoly se ve vykladu
témér nevyskytuji ptiklady, které by mély charakter aplikaci. Autofi
poklidaji za vhodné, aby si tendf pied feSenim takovych pfiklada
nashromazdil uréitou zasobu theoretickych znalosti. Kromé toho
shrnuti zakladnich ivah o komplexnim potencidlu v jeden souvisly
celek usnadni &tenafi aplikaci method theorie funkei komplexni pro-
ménné na technické otdzky. Od této kapitoly nasleduje proto vidy
za vykladem matematickych method nékolik piikladi — aplikaci,
které maji slouzit k ilustraci vyloZené litky.

V V. a VI. kapitole je vyloZzen zdkladni aparit theorie regularnich
funkei. V kapitole V. je vyloZena theorie integralniho poétu a v kapi-
tole VI. rozvoj reguldrni funkce v fadu. V kapitole VL. je jesté kromé
toho vyloZen pojem analytické funkce zaloZeny na konstrukei vech
mo%nych analytickych pokradovini dané reguldrni funkce.

Kapitoly VII. a VIIL jsou vénoviny aplikacim theorie vyloZené
v piedchazejicich kapitoldch, a to v kap. VII. analytickym a v kap.
VIII. geometrickym aplikacim. V VII. kapitole jsou vyloZeny ziklady
theorie residui a je zde uvedeno mnozstvi prikladd, které ilustruji
obecné methody vypoétu integralt pomoci residui. Autofi nepokla-
daji za vhodné uvadét jednotlivé lemmy, na kterych spodiva vypocet
jednotlivych typd integrald, jak se to déld v nékterych ulebnicich,
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a doporuduji vidy pouZivat obecnych method. V VII. kapitole je
uvedeno téZ nékolik vyjadfeni jistych funkei pomoci kfivkovych
integrald, které maji étendfi ulehéit pfipadné daldi studium operato-
revych method.

Béhem pripravy rukopisu k tisku dostali autofi mnoho cennych
pripominek od svych kolegii z Moskevského energetického institutu,
a to od profesorti V. I. Levina, V. J. Lomonosova a docenta J. I.
Grosberga. Plan knihy a ¢dstedné i jeji obsah byl projednavén v semi-
nafi analytickych funkei Moskevské statni university; prof. A. I.
Markusevi¢ a ostatni ¢lenové seminife dali autordm fadu cennych
pfipominek. Autofi viem uvedenym dgkuji za jejich spolupriei.

Autofi zvlasté dékuji prof. A. F. Bermantovi, ktery procetl cely
rukopis a S\;)'rmi plipominkami pomohl na mnoha ‘mistech zlepsit
zptisob vykladu.






UVOD’

§ 1. Komplexni E&isla. Pojem komplexniho &isla znd &tendf jiZ
z kursu elementérni algebry. V elementirnich kursech algebry se
obyéejné zavadi komplexni éisla pfi FeSeni rovnice 22 + 1 = 0. Prede-
viim se dokaZe, Ze neexistuje realné &islo, které by bylo kofenem této
rovnice, a pak se zavede nové ,imagindrni‘‘ &islo i = ]/— 1. Pomoci
tohoto ¢isla se stane rovnice 22 4 1 = 0 YeSitelnou a jeji kofeny jsou
+1ia—i. ' ’

Pak se zavedou , komplexni ¢isla“ tvaru z + iy jako soudet realnych
¢isel =z a éisel ryze imagindrnich iy. Pravidla pro poéitini s témito
¢isly ndm davaji moznost provadét s témito ¢isly tytéZz operace jako
s tisly redlnymi a ve vysledku vidy dosadit i2 = — 1. Zavedenim
komplexnich éisel se stanou FeSitelnymi viechny kvadratické rovnice
typu z* +pz +q =0 a dokonce obecné i vSechny rovnice typu
z® + pa™-t 4 px"-2 ... + p, = 0 s libovolnymi koeficienty.

Privé popsany zpisob zavedeni komplexnich éisel je neuspokojujici,
protoZe zpusobuje, Ze se na komplexni é&isla nazird jako na redlné
neexistujici objekty, v doslovném slova smyslu ,,imaginarni“. Toto
nazirdni zpisobuje, Ze jeSté dnes existuji inZzeny¥i, ktefi maji strach
pred komplexnimi é&isly a nedivéruji jejich pouZiti k praktickym vy-
poitim.

Pijdeme proto jinou cestou.

Méjme systém vSech volnych vektori lezicich v jisté roviné. Volnymi
budeme nazjvat vektory s takto definovanou rovnosti: dva vektory
jsou si rovny, je-li moZno je ztotoinit rovnobdinym posunovinim.
V nésledujicich paragrafech (§§ 2, 3 a 4) zavedeme n&které operace
pro vektory naseho systému. Tyto operace budou tvofit dvé skupiny.

Do prvé skupiny patfi soudet, rozdil a nasobeni redlnym déislem
(skalarem) — operace, které se provadéji stejné jako v obycejné
vektorové algebfe (viz § 2). Operace patiici do druhé skupiny naproti
tomu podstatné odlifuji algebru namizkoumanych vektori od obyéejné
vektorové algebry. V obyéejné vektorové algebie se zavadi dva rizné
soudiny—skal4rni a vektorovy, ale ani jeden z nich nespliiuje v3echny
zékony pro soudin redlnych &isel. Tak na pf. ani jeden z nich nedovo-

N
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luje obrédceni operace, t. j. ani skaldrni ani vektorové déleni. Ctenaf
uvidi v dalsich paragrafech, Ze pro rovinny systém vektorti 1ze zavést
operaci nasobeni a déleni (§ 3) i umoctiovani a odmociiovani pfi za-
chovdni viech zakoni@i algebry realnych é&isel. Tyto operace tvoii
druhou skupinu, o ni# u? byla fe¢ vyse. To, co jsme si pravé fekli, nam
dovoluje povazovat rovinny systém vektoru s uvedenymi dvéma sku-
pinami vlastnosti za systém nového druhu éisel, které budeme nazyvat
¢isla komplexni.

Tedy mnoZina vdech Cisel komplexnich je tvorena rovinnygm systémem
volngjch vektord, pro kieré jsou definovdny operace zpiisobem wuvedengym
v§§2 3ad.

Vy#e vyloZeny zpiisob zavedeni komplexnich &isel nema nedostatky,
o kterych jsme hovofili na zaéatku tohoto paragrafu V jeho prospéch
mluvi i to, Ze vektorové velitiny se vyskytuji ve znatné &isti aplikaci.
Ctena¥ shleds (v § 9 a té2 v kap. IV. a i v jinych &astech knihy), Ze
takto zavedené operace nad komplexnimi éisly maji pouziti ve znaé-
ném podtu aplikaci.

Rovinu, v niZ lei uvaiované vektory, budeme nazyva.t rovinou
komplexnich &isel. Zvolime si v této roviné libovolny bod O a pouZiva-
jice toho, Ze vektory jsou voln¢, posuneme rovnobézné poditeéni body
viech vektord do bodu O. Pak je kazdy vektor (komplexni ¢&islo) z
jednoznaéng uréen svym koncovym bodem P. A naopak, kazdy bod P
dané rovmy je jednoznaéné uréen koncem vektoru (komplexniho é&isla)

2 = OP. Existuje tedy jedno-jednoznaény vztah mezi komplexnimi
¢isly a body dané roviny.*)

Toto zjisténi ndm dovoluje interpretovat komplexni é&isla jednak
jako vektory, jednak jako body v roviné. V dalSim vykladu budeme
pouzivat vyrazu ,,bod z"\‘ stejné ¢asto jako vyrazu ,,vektor z‘.

\ .
§ 2. Jednoduché opetrace. Definice: Soultem a rozdilem dvou
komplexnich &isel z, a z, budeme nazyvat diagonily v rovnobézniku
sestrojeném z vektora 2, a z, (obr. 1).

Jinak feleno, soulet z, + 2, je tfeti dopliiujici stranou v trojahel-
niku, jehoZ dvé prvé strany tvoii vektory z, a z,. Rozdil z, — 2, je

*) Bodu O odpovidé nulovy vektor (komplexni &islo 0).
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vektor spojujici bod z, s bodem z, v tomto pofadi (viz obr. 1). Definice
souttu se da zfejmé bez obtizi rozsifit na koneény pocet scéitanci.
Definice: k-ndsobkem komplexniho é&isla z, kde %
je realné d&islo; budeme rozumét vektor (komplexni
dislo) kz, jehoz délka je rovna délce vektoru ndsobené
éislem |k| a jehoZz smér je tentyZ jako vektoru z, je-li

-Z

Obr. 2.

k> 0, a opaény, jeli £ < 0. Pro k = 0 definujeme kz=0.z=10
(viz obr. 2, kde jsou zobrazena &isla z, 22, §z, — 2).

V kazdé ulebnici vektorové algebry se dokazuje, Ze uvedené operace
se Fidi zdkony algebry redlnych éisel.

Zavedme si nyni v roviné komplexnich ¢isel pravouhly kartézsky
systém soutadnic 0y tak, Ze poéatek polozime do bodu O (viz § 1).
Oznaéme si jednotkové , vektory na ose Oz, resp. na ose Oy, 1,
resp. i. Pak muZeme, pouiZivajice naSich
definic a béiného vyjidieni z vektorové y 2-x+ly
&lgebry, vyjadfit libovolny vektor (kom- YT T A
plexni ¢islo) z pomoci projekei z a y tak-
to*) (obr. 3).

z=x-.1+y.i=a:+iy. (1)

d . - 93‘
Vyraz (1) se nazyva kagtézskydg;zr kom- © > xL
plexniho éisla z. Jednotkové vektory 1, Obr. 3.

*) Jak ukazuje rovnice (1), vypoustime oznateni jednotkového vektoru
osy Oz.
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resp. i, se nazyvajl redlnd, resp. imagindrni,**) jednotka a v souhlase
s tim-osy Oz, resp. Oy, redlnd, resp. imagindrni, osa. Projekee =z,
resp. y, se nazyvaji redind, resp. imagindrni, édst komplexniho Jisla
z a znadi se |

z=Rez y=Imz. (2)

Lezi-li konec vektoru z (s poéatkem v bodé O) na reilné ose, budeme
¢islo z = x + 0i pokladat za totozné s redlnyih Gislem z uréenym
koncovym bodem vektoru z. Z toho plyne: mnoZina vSech komplex-
nich éisel obsahuje mnoZinu v3ech realnych ¢isel jako podmnozinu.
Bude-li koncovy bod vektoru z lefet na imaginirni ose, budeme
komplexni éislo z = 0 4 yi = iy nazyvat &isle ryze imagindrnim.

Rovnost dvou komplexnich ¢isel je diana rovmosti odpovidajicich
vektori. (§ 1). Snadno si odvodime podminky rovnosti v soutadnicich.
Dvé komplexni &isla z, = 2, + iy, a 2z, = &, + iy, jsou si tehdy a jen
tehdy rovna, jestlize '

Ty = Tay, Y1 = Yo (3)

Z toho vidime, %e jedna rovnice mezi komplexnimi &sly je ekvi--
valentni dvéma rovnicim mezi Gisly redlnymi.

Zavedeme si nyni jeité pojem komplexné sdruzeného &isla: Cislo
2o = T, + iy, se nazyvi komplexné sdrufenym s &islem z, = =z, +iy,,
je-li

Lo =%y, Y= — Y- 4)

|}

V tomto pfipadé budeme psit z, = z,. Obrazem ¢&isla z je bod syme-
tricky sdruZeny s bodem z podle osy Oz.

Séitdni (odéiténi) komplexnich &isel se prevadi na séiténi (odéitdni)
jejich redlnych, resp. imagindrnich ¢asti: Budiz 2z, = 2, + iy, 23 =
= x, +iy,, pak ‘

2= 2k 2= (@1 &+ %) + 1y, £ ¥a)- (5)

*¥) -Zde i v daliim pouZivime terminu ,,inaginarni‘ jen z tradiénich duvodua,
ani¥ timto terminem chceme oznadit néco neexistujiciho nebo neskuteéného.
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Mame-li nasobit komplexni ¢islo z =z + iy redlnym d&islem £,
nésobime jim redlnou i imagindrni ¢ast &isla z:

2, =kz=kx 4iky. (6)

Kromé vyjadieni komplexniho ¢isla v kartézském tvaru je v mnoha
piipadech vyhodné jeho vyjadieni v polarnich soufadnicich. Zavedeme
v roviné komplexnich &isel poldrni squiadny systém a to tak, Ze po-
lozime pél do bodu O a polarni osa bude totozina s kladnou reilnou
poloosou Oz. Oznadime-li polarni soufadnice bodu z = z +iy r a ¢,
bude (viz obr. 3) ’

x = r cosp, y = r sing (7)

‘a vzorec (1) bude mit tvar
z =z + iy = r(cosp - ising). (8)

Tvar (8) se nazyvd poldrnim (goniometrickym) tvarem komplexhiho
&isla. Veli¢iny 7, resp. @, se nazyvaji modul (absolutni hodnota, ampli-

tuda), resp. argument komplexniho ¢&isla, a oznacuji se

k4

r= |ZI, = A.'[‘g 2. (9)5

Kartézské soutadnice komplexniho ¢&isla jsou uréeny jednoznaéné,
kdeZto v pfipadé polarnich soufadnic tomu tak neni. Sice

r= =.|a +¢ (10)

je jednoznaéni funkce proménnych z, y, ale

@ = Arg z = arctg g + 2k7w (k libovolné celé &islo), (11)

kde ¢ = arctg % volime tak, aby cosp = %’,'simp = %(r =,z +
podle (10)). Tim je zfejmé thel @ urden ai na né,sobky 2z, Je tédy
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funkce (11) zfejmé mnohoznaéni a mé nekoneéné mnoho hodnot
lisicich se navzdjem o celoéiselné nisobky éisla 2x. Kromé toho pro
z = 0 nen{ funkce Argz definovana.

Casto je nutné pracovat s jednoznadnou vétvi funkce Argz. Pro
tento ulel byva zvykem definovat funkei Arg z v intervalu (— 7z, = >, *)

kde ¢ = arctg —Z— volime podle vySe zavedené imluvy. Takto defino-

vanou jednoznaénou funkei nazyvime hlavni hodnota argumentu
a oznadujeme ji symbolem argz.**) Plati tedy pro hlavni hodnotu
argumentu vztah

—n <argz < (12)

Hlavni hodnota argumentu je nespojitd na zaporné realné poloose:
blizime-li se k bodu z, na zidporné realné poloose shora, t. j. kladnymi
hodnotami y, blizi se hodnota funkce arg z hodnoté + =; blizime-li se
témuz bodu zdola, t. j. zdpornymi hodnotami ¥, bliZi se hodnota
funkece argz k hodnoté — z.! P¥i tom pfedpokléddme samoziejmé
2, + 0, nebot pro bod z = 0 neni funkce argz vibec definovina. Ve
vech ostatnich bodech roviny komplexnich ¢isel kromé jiz uvedeného
bodu z = 0 je funkece argz spojitd.*) '

Pouzijeme-li Hulerova vzorce zndmého Stenafi z kursu vyssi matema-
tiley **) .

cosp 1 ising = e'°, (13)

miZeme vyraz (8) prepsat na tvar ‘

z = r(cosp + ising) = re'?, (14)
*) Symbol (a, b) znaéi otevieny interval, t. j. v§echna z, pro né% plati a <
<z < b. Symbol <a, b) znadi uzavfeny interval, t. j. vsechna =z, pro néz
plati ¢ < x < b, a koneéns symbol (g, b) znadi zleva otevieny (t. j. a do inter-
valu nepatii) a zprava uzavieny (t. j. b do n8ho patfi) interval. (Pozn. piekl.)
**) Nékdy upustime od této amluvy, ale v takovéin pripadsé vidy vytkneme,
o kterou vétev puajde. :
*) Podrobnéji viz § 8.

**) Tento vzorec miZeme téZ povaZovat za definici ryze imagindrni
mocniny &isla e. Podrobndji viz § 29. :
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Vyraz (14) se nazyva erponencidlni tvar komplexniho &isla.

Podminky rovnesti dvou komplexnich &isel z, = r,6'? a z, = r,el??
danych v polérnim nebo exponencidlnim tvaru se lehko vyjadii v po-
larnich soufadnicich:

Ty =1y ¢ = @y + 2km, (15)

kde k je libovolné &islo celé, kladné, zaporné nebo nula. Podminka pro
¢isla komplexné sdruzena je vyjadiena vztahy

|z| = |2|, argz = — argz (argz + =). (16)

‘Polarni soufadnice- souétu, resp. rozdilu komplexnich &isel, nelze
stanovit ze soufadnic obou séitanci, resp. ze soufadnic menSence
a menditele, tak jednoduchym zpisobem jako v pripadé kartézského
tvaru. Nicméné z obr. 1 a z elementarnich vlastmosti trojihelnik
dostaneme snadno tyto nerovnosti:

21 + 2o < o] + 2o, |22 —2e] 2 “zll _l|z2||- (7

Obé tyto nerovnosti pfechdzeji v rovnost pro argz, = argz,.
V zavéru paragrafu vyloZime jeSté na nékolika pfikladech, jak lze
pomoci komplexnich &isel stanovit geometrickd mista bodid v roviné.

Piiklad 1. Lehko odvodime, jakym rovnicim vyhovuji body,
lezici na kruZnici o poloméru r a stfedu v bodé z,= a, resp. body
lezici uvnit¥, resp. vné této kruZnice (a jen tyto body):

|z —a| =17, |z—a] <.r,j,z—a| > r.

Mutzeme tedy tyto vztahy povaZovat za urdujici rovnice pro uve-
dena geometricka mista bodid v roviné. Nerovnost

r< iz‘—al <R

'

je splnéna vSemi body mezikruZi ohraniteného kruZnicemi o polo-
mérech 7, resp. B (r < R), a stfedu v bodé z = a, pii éemZ body kruz-
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nice o poloméru r do mezikruzi poéitame, body kruZnice o poloméru R
nikoli.
Piiklad 2. Rovnice
' argz = «

uréuje polopfimku (polopaprsek) vychdzejici z bodu O a svirajici
s kladnou redlnou poloosou Oz tihel . Nerovnost

o < argz < B

uréuje nekoneénou vyseé omezenou dvéma polopfimkami vychdazeji-
cimi z bodu O a svirajicimi s kladnou realnou poloosou Oz thel o,
resp. f (pfimky samotné v to nepoditaje).
)
Priklad 3. Rovnice
Rez=«, Imz=2§

urtuji dvé ptimky rovnobéZné se soufadnymi osami, nerovnost
« X Rez< B,

urduje svisly pas mezi pfimkami x = x a z = § (piimky v to pocitaje);
nerovnost '
. x<Rez< B, [Imz| <y

uréuje vnitiek obdélnika, (strany v to poéitaje).

i
§ 3. Ndsobeni a déleni. Definice. Soufinem dvou komplexnich
disel z; = r,e'® a z, = r,e'™ budeme rozumét komplexni &islo

N /
2= 2,2, = rir,ef® TP (18)

Z toho plyne, Ze pfi nasobeni komplexnfch éisel se jejich moduly
nasobi a argumenty séitaji. Hodnoty mnohoznaénych funkei Argz, =
=@, Argz, =@, je moino vybrat zcela libovolng, jejich soucet
uréuje Argz. V pfipads, ze véechny t¥i hodnoty ¢,, ¢, a ¢; + @, lezi
v intervalu (— =, 7}, stadi uvazovat pouze hlavni hodnoty argumenti.

16



Geometricky znaéf nésobeni komplexniho é&isla 2z, komplexnim
dislem z, délkovou dilataci (modul dilatace |z,]) a pootodeni o thel
@, = Argz, (viz obr. 4, kde trojahelniky Olz, a Oz;z jsou podobné).

Z nadi definice plyne ihned, e takto de-
finované nasobeni spliiuje komutativni a
asociativni zakon:

2129 = Zp2y; zl(zzza) = (2425) 23. (19)

Piiklad. zz = re'®re™'® = 72, t. j. soudin
komplexné sdruzenych &sel je roven étverci
jejich modulu. Nésobeni &isla z imagindrni
jednotkou i = e#"” znadi geometricky pooto-
¢eni o pravy uhel, nebot |i| = 1; vyndsobeni
1 sebou samym diva f U 7051._ 4.

é=2
ii=i2=et" etl"=e"=—1. (20)

Jsou-li ddna komplexni &isla z; a 2z, v kartézském tvaru, potom
vyjdeme-li od nasi definice a pouZijeme-li Eulerova vzorce (13),
dostaneme:

2,2y = 17" P = rircos(p, + @p) +isin(p, +@5)} =
= 7,73(COSp, coSp, — sing, sing,) 4 ir,ry(sing, cosp, -+

+ sing, cosgp,).

PouZijeme-li je§té vztahu (7), dostdvime konecéné
212, = (%1 -+ 1Y) (@2 +1Ys) = (@@ — YY) +i(@y: + 20)- (21)
Vyraz (21) dostdvame piimo, jestliZe v prvém vyrazu odstranime
zavorky tak, Ze nasobime v algebfe b&Znym zpiisobem a podle (20)
dosadime do vysledku i.i=i*= —1. Z vyrazu (21) ihned plyne

platnost distributivniho zikona

(21 +2) 2 = 22 + 252. (22)

Komplexni prom&nni—2 17



Operace néasobeni se zfejmé snadno zevieobecni na koneény pocet
initelt. .

Néami zavedeny soudin se podstatné lisi od skalarniho a vektorového
soucinu. Jak jsme zdiraznili jiz dfive, tkvi v tom zdkladni rozdil nadi
vektorové algebry od obydejné vektorové algebry.

Definice. Podilem dvou komplexnich &isel z, = r,e'% a z, = r,0'™ + 0
budeme rozumét é&islo

' \
2z = A_n el(er— o2, (23)
22 T

Z toho plyne, Ze pii déleni komplexnich éisel se déli modul délence
modulem délitele a od argumentu délence se odette modul délitele.*)

Z definice plyne dile, Ze dé&leni je in-
versni operace k nasobeni, nebof z rov-

. z : 3 <
. A4 _nice z = z—l plyne zz, = 2;. Déleni &sla 2,
z

. 2 :
éislem z, + 0 se da prevést na ndsobeni

5 Gislem 1— V yloz1me si nyni geometrickou
J 29

konstrukcl bodu —1—, je-li dan bod z,+ 0

1
=L
N Z. nebo obecnéji konstrukm bodu
i3
. 1
Obr. 5. Cw =, (24)

]ehda.nbodz=;=0

Budiz ! |2| < 1. V bodé z vztydime kolmici na polopfimku Oz.
Priisetik této kolmice s jednotkovou kruZnici |z| = 1. nazveme w.
V bod$ w sestrojime teénu ke kruZnici 2| = 1. Jeji priseéik s polo-
piimkou Oz nazveme ¢ (pro |z| > 1 provedeme konstrukei v opaéném
potddku). Viz obr. 5. ProtoZe jsou trojihelniky Ozw a Owt podobné

0z Ow &l [z|

(jsou pravouhlé a majf' tenty# ostry thel), je — =
Ow OC
1 1

11’ Izl : |
" *) O vybéru vétvi funkei Arg z,, Arg 2y, Arg zg platl toté%, co ]12 bylo feteno
pro piipad soucmu

6. 1) =
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A jelikoz jsou argumenty z a { sobé rovny, je

{= (25)

Nlll—i

Vztah mezi komplexnim é&islem 2 a komplexnim &fslem { = % se

nazyva inverse vzhledem k jednotkové kruznici a body z a { se nazy-
vajf i inversné sdr?zene vzhledem k této kruZnici.

Zbyva jesté sestrOJlt bod ‘w symetricky s bodem ¢ podle osy Ox.
Bude ul = [¢| = :

—_argw = —arg{ = —argz, t.j.w = — co%
jsme méli dokazat.

.

JestliZze jsou komplexni &isla z;, a z, ddna v ka,rtézském tvaru, pak
pouzijeme definice (23) a vzorcu (11) a (7) a dostaneme

) ry . P
2 === r—1{005(¢1 - ¢2) —1 Sln((pl —— ¢2)} =
2

i

= —1 (cosq;o1 cosp, 4 sing, simpz) — i:—l (sing, cosp, — sing, cosp,) =
2

(xlxz + y1ys) — il — yle
2

72

Lehko se presvédéime, Ze Gitatel je rovny éislu 2,2, a jmenovatel
|25|2. Tedy konedéné .

Pifklady. ¥ 1

|1|2 R

141 (401410 . 1 L
2 == T 3'1+Li 1 — i

* § 4 Umocitovani a odmochiovani. Definice. n-tou mocninou
komplexmiho &isla z budeme rozumét é&islo

2 =z.2z.2...% (ndslo celé).'
N e

nkrit
\



Podle nagi definice ndsobeni dostaneme pro z = re'?.
2" = r"e!™® = y"(cos np -+ isin ng). ~(26)
Ptiklady 1. Pro z =1 je

MB=i.i=—1 B=2.i=—i, i*=1i.1i=1 atd.
obecné

. =], Sl = k2 — ] fI—

\
kde % je libovolné celé &islo.

Ptiklad 2. Pro z = e = cosp +ising ddvd vzorec (26) t. zv.
Moivreiv vzorec
(cosp +ising)® = cos np -+ isin ng.

p "ir , 4 . « 2 z
Oddélime-li v této rovnici ¢ast redlnou a imaginirni, dostanéme na
pf. pro n = 3

cos3p = cos’p — 3 cose sin%p, sin3p = sin’p + 3 cos?p sing.

Definice. n-tou odmocninou (n-tym kofenem) z komplexniho &fsla
z = re* budeme rozumét é&slo w = ge'¥, pro které plati w" =z
(n je &islo celé): Z definice plyne okamzité
Pnelnvr — rei?
[ 4
¢ili ' .
o =71, ny = ¢ + 2km,

kde k je libovolné celé &islo. Tyt¢ dvé posledni rovnice definuji jedno-
znaéné kladné éislo ¢ a nekoneéné mnoho hodnot é&isla y:

= + 2kn
e=+lr v=m =?-+n—- (27)
Budeme-li v druhém ze vzorct (27) postupné dosazovat k — 0,1,2,...,
«..,n— 1, dostaneme n ‘hodnot w.: v, ¥, ..., Ya-, takovych, Ze
véechny dalsi se od nich li§i o nasobky 2=x. x
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- T n
Vzorec (27) tedy definuje pouze n.rdznych komplexnich hodnot VE:

n_ n_,° ﬂ_'lw+2ﬂ
, wo=(]/z)o=+l/r.e", (Vz1—+ re " ,...,
n o+2 (n—1)n
_ g rrett— -
w,.l—l/zﬂ_l—we "

protoze pnctem celistvého nésobku.2n k argumentu komplexniho
¢isla nemsd vliv.

Body wq, wy, w,, .. w,-, tvoil vrcholy pravidelného n-tihelnika ve-

. n
psaného do kruznice se stfedem v bod€ z = 0 a o poloméru o =. /7.
To plyne ihned z toho, Ze moduly vSech w, jsou stejné a rovny é&islu

n
o = +J/7 a od jednoho k druhému.lze pFejit pootodenim o stejny tihel
2 . Po provedeni n takovych pootodeni se vratime zpét k vychozi

hodnote odmocniny.

Z uvedeného plyne, Ze n-ta4 odmocnina lichého stupné z kladného
realného ¢isla ma n komplexnich kofent, z nichZ jeden je redlny a
kladny; n-t4 odmocnina sudého“stupné z kladného reslného &isla mé
n komplexnich kofent, z nichz dva jsou reilné, a to jeden kladny
a druhy zaporny. Dikaz pfenechdvime étendfi.

4 1
P#iklad. Hledejme viechny hodnoty JT 1 Je 1 +i = |/2e *
a tedy

]/2 (cos - + isin 1’2)

Ostatni hodnoty se li&f od w, poototenim o thel 2%‘ ‘= }n. Tedy
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Body w, (k= 0, 1, 2, 3) lezf ve vrchglech étverce vepsaného do krui-
. 8 ‘ " .

nice o poloméru |w| = }/2 (obr. 6).

' v

o b ULOHY.
1ei
¢ L@ Napiste v exponencidlnim tvaru kom-
" plexni é&fsla 1 + 11/3 1 — cosx 4 1s1mx
71,

) Budit [z = [zl = fray 73 + 22 + 7 = 0.
£ x Dokaizte, Ze body 2, (k = 1, 2, 3) le%i ve
Vit vrcholech rovnostranného trojuhelnfka.

' 3l Jsou dény t#i vrcholy rovnob&nike z,,
(y‘;;? 2y, 2. NajdSte Stvrty! _
Obr. 6. 4. Najdste tdZigts hmot m,, ms, ..., M,

pusobicich v bodech zj, z, ..., 2z,
/5. Json dény dva za sebou jdouei vrcholy z; &, Zé pravidelného n-thelnika.
Najdéte ostatni vrcholy! . ./ # -4, .. ¢

@ Dokafte platnost identity |z; + 25f* + |21 — 25[* = 2{[z,|* + [2,]*} & vy‘-
lo¥te ji geometricky!

{(9 Vyjédiete cos 4p pomoci sing a cosp!
[

/@ Vypottite: ]/3 + 4 =g Vl —1.

/9. Re¥te rovnice:
8) 2 — (2+3()z—1-48i=0; b) 22— 2iz— 5 =0,

10. Re¥te systémy rovnie:
a) z, 4+ 2z, =141 b) 1 +1i)z; —/1 —i)z, =0
3z, + iz =2—3i @2+i)z; — (1 —2i)z, =0

V nésledujicidh ptikladech znadf a, b, ... komplexni konstanty, «, f, ... redlné
konstanty. ’

A \
11. Které. geometrickd mista bodd jsou definovéna rovnicemi, resp. nerovnostmi

\\/‘a) lz —a| = |z — b); .b) Re (ez + b) = o;
7 e)a<argz<f,y<Rezxd d)z—al+z—bl=u

{
o) 2| <1 — Rez; %) 0 < arg —— = <23
. z+
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12. Vygetlete soustavy kfivek:

L/a)Re%:a; \/'®u3:11=a;
c)z—l = o A" lz—1|jz+ 1| =«
Tz 41 )
e*) |22 + 2az + b| = a. (Vydetiujte oddslens pifpady

O<a<]l,a=1 a>1);

/1?3\ NapiSte v komplexnim tvaru rovnice:
a) P+ 22+ —y=1; b) z* —y* = 1.
14/\.; Napiste rovnice inverse v kartézskych soufadnicich!
15. Co odpovida v kruhpvé inversi podle jednotkoyé kruZnice |z| = 1:
\/[a) ptimoe az + By + y = 0 (2v1édts diskutujte piipad y = 0),

b) kruZnici «(z? + 9?) + fr +yy + 0 =0,

c) hyperbolefr:2 - =1,

d*) parabole Y2 = 2px?
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Karpitorna I.

]
ZAKLADNI POJMY THEORIE FUNKCI
KOMPLEXNI PROMENNE e

§ 5. Zobrazeni roviny komplexnich &isel na kouli. Soudasné s geo-
metrickou interpretaci komplexnich éisel jako vektori nebo bodu
v roviné se v mnohych piipadech aplikuje i jiny zpusob jejich geo-
metrické interpretace. Sestrojme si kouli K dotykajici se roviny
komplexnich ¢isel v bodé O svim jiZnim pélem - Severni pél S koule
K spojime piimkami se v8emi body roviny (z). Takovym zptisobem
bude kazdému bodu roviny (z) prifazen jediny bod na kouli X, a to

(z/

Obr. 7.

prisedik spojnice bodu z se severnim pélem S koule K. A naopak,
kaZdému bodu na kouli K (kromé& severntho pélu S) odpovids jediny
bod v roviné (2), a to priseéik spojnice bodu Z na kouli K se severnim
pélem S s rovinou (z) (obr. 7). Privé popsané pfifazeni bodi roviny
(z) a bodu koule K se nazyvi stereografickd projekce.

Budeme nazyvat bod Z na kouli K odpovidajici ve stereogra.ﬁcke
projekei bodu z v roving (z) novym zobrazenim komplexniho éisla z.
Pfi operacich nad komplexnimi ¢isly representovanymi body na kouli
K promitneme nejprve tyto body stereograficky do roviny (z), zde
provedeme operace nad priméty podle pravidel §§ 2—4 a vysledek
operaci promitneme opét stereograficky zpét na kouli K. 7

Severnimu pélu S koule K neodpovidé dosud #idné komplexni
éislo roviny (z). Zavedeme nové komplexni ,,éislo“ co ((teme neko-
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neéno), které je ptifazeno tomuto bodu. Cislo z = oo s hlediska geo-
metrické interpretace ma tutéz funkeci jako é&isla z = 2 4 5i, z = 3,
z =i, t. j. uréuje polohu odpovidajictho bodu Z na kouli K. Oviem
pro toto mové é&islo neplati aritmetickd pravidla diive odvozens, ktera
plati pouze pro koﬁ)ﬁfpi tisla (body koule) odpovidajici bodém roviny.
Na rozdil od bodu 8, ktery bude-
me nazyvat nekonedné vzddlenym bo-
dem (bodem v nekoneénu) nazyvame
vSechny ostatni body koule K (ostat-
nf komplexni ¢isla) koneéngmsi. Kdy-
koliv v dalich dvahidch nebudeme
chtit vyloudit z ivah bod S, budeme
si vidy vypomahat kouli K, ktérou
budeme nazyvat kouli komplexnich
Cisel. JestliZe bod S (¢islo z = o)
bude vylou¢en z nasich tavah, bu- ' Obr. 8.
demie pouZivat pouze roviny (2). '

V prvém piipadé je nutné nazirat na rovinné obrazce doprovizejici
vyklad jako na geografické ,,mapy‘‘ odpovidajicich sférickych utvard.
Pro mnozinu v3ech koneénych komplexnich &isel (bodi) si zavedeme
nazev koneénd &ili ofevend rovina a pro mnozinu vSech komplexnich
¢isel nazev wiplnd Cili uzaviend rovina. Termin ..oteviend rovina* je'
ekvivalentni terminu ,,rovina komplexnich &isel* (viz § 1) a termin
,uzaviena rovina‘‘ terminu ,koule komplexnich é&isel®. .

Stereograficka projekce zobrazuje geometricka mista bodd v roviné
na geometrickd mista bodd na kouli. Na pitklad libovolné kruinici ¢
v roviné z odpovida na kouli op&t kruznice C neprochézejici bodem S;
libovolné pi¥mce ! v roviné z odpovida kruznice L na kouli K procha-
zejici bodem S (obr. 8). Vidime, Ze sféricky obraz pfimek a kruZnic
je tentyZ. V souhlase s tim je moZno fici, Ze v 4ipiné roviné komplexnich
Cisel je pFimka specidinim pfipadem kruZnice (je to kruZnice prochize-
jici bodem v nekoneénu). Zavedeme-li si tuto interpretaci, vidime, Ze
dvé riznobézky se protinaji ve dvou bodech; jeden z nich je koneény,
druhy je bod z = co. Dvé rovnobéiky je pak nutno povaZovat za
dvojici kruZnic prochizejicich bodem z = co a navzijem se v tomto
bodé dotykajicich.



Kruznice déli kouli K na dvé &isti. KaZdou z nich budeme nazyjvat
kruhem. -, Kruhy* jsou v této interpretaci i poloroviny, na p¥. polo-
rovina Im z > 0, ktera se stereograficky zobrazi na zadni polokouli K.
Kdyz kruZnice C na kouli X neprochidzi bodem 8 (t. j. je stereogra-
fickym obrazem kruZnice ¢ v roviné z), pak jeden z obou kruht,
které ohraniéuje, obsahuje bod §. Tento kruh budeme nazyvat
vnéjskem krugnice C.

§ 6. Oblasti a jejich hranice. Oblasti v komplexni roviné nebo na
kouli komplexnich éisel budeme rozumét bodovou mnozinu M techto
vlastnosti:

a) s kazdym bodem z patfi do M asponi jedno jeho kruhové okoli;

b) libovolné dva body z, a z, z M je moZno spojit spojitou darou,
kters se sklada 14 jen z bodi mnozmy M

Na piiklad kruhy |z| <1, [z — 1| <
<_ 2 jsou oblastmi, ale uzavfeny kruh
|2] £ 1 nenf oblasti, nebot pro body kruz-
nice |z| = 1 neni splnéna podminka a).

Hmmcz C oblasti D budeme rozu-

mét mnoZinu viech bodu na kouli kom-

plexnich disel (v roviné komplexmch
¢isel) téchto vlastnosti:'

a) body mnoziny C nepatfi do D;

bbr. 9.

b) ka?dé okoli bodu z mnoZiny C
obsahuje aspoii jeden bod z mnoZiny D. -

Na pfiklad hranici kruhu |2| < 1 tvofi kruznice lz] = 1.

Pfidame-li k oblasti D vSechny body jeji hranice, dostaneme bo-
dovou mnozinu, kterou budeme nazyvat uzaviend oblast a budeme
ji znaéit D.

Na obr. 9 tvofi hranici oblasti D dvé uzaviené kiivky C, a C,,
které oddéluji mnoZinu.D od vnéjsich bodi,*) bod a a dya ,,vyfezy*

*) Vn&jsim bodern ]1sté oblasti D na kouli komplexnich é&isel, resp. v roving
komplexmch disel, nazyvame bod z, nelefici v oblasti D, pro ndjZ existuje
okoli U, které neobsahu]e body z D.

4
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podél kfivek y, a y,. V dalSich dvahich budeme vidy pfedpoklidat,
Ze hranice vSech uvaZovanych oblasti budou mit tuto strukturu,
t. j. budou tvofeny koneénym podétem uzavrenych kfivek (oddsluji-
cmh vnéjsi body) vyfezi a jednotlivych bodi,

Pocet souvislych ¢dsti, na které se rozpadi hra,mce oblasti, nazy-
vame stuper soum.sjlostz této obla,stl Tak na pf..oblast na obr. 9 mé
souv1slost_ stupné ¢éty¥i, t. j. hranice je tvofena &tyimi souvislymi
éastmi 1. Cj a y,, 2. C,, 3. y, a 4. bod a. Speciilng, jestlize je hranice
C oblasti D tvofena jedinou souvislou éarou; nazyva se D jednodude
souvisld oblast.*)

Casto budeme pracovat s oblastmi, na jejichZ hranicich bude defi-
novan smysl obéhu. Na piiklad na obr. 9 je naznaden smysl ob&hu,
pii kterém ztstava vidy celd oblast vlevo. :

Nakonec se budeme zabyvat pojmem okoli. Okolim bbdu 2 budeme
rozumsét libovolnou oblast, kterd obsahuje bod z,. Casto bude V-

hodné uvazovat jisté ,standardni* okoli. Jako standardni zavedeme
(pro koneéné body) kruhové okoli takto defmovane '

|z—z,,| <s

a pro bod z, = w0 je definujeme jako kruh
2| > e.

Tento kruh zfejmé obsahuje bod z = oo . Takové okoli budeme nazy-
vat g-okoli.

§ 7. Limita posloupnosti. Budiz dina posloupnost komplexnich
&fgel
‘zn =Z, +lyn (n =012, -'-)7
kde z, 2 y, jsou libovolné reilné funkce celodiselného argumentu n.

Definice. Bod z ]e lzmztou posloupnostz {za}

lim z, = z (1)

n—o>wm

*) Nebudeme zde zavaddt pojém ktivky, obldu.ku, vytezu (fezh) a souvislé
&4sti, nebot jejich pfesné definice by nés zavedly mimo ramec knihy. TrebaZe
se zdajf t.yt.o pojmy velmi prosté, vyZaduji velmi jemnych topologlckych uvah.

N
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jestlize pro libovolné & > 0 je moZno najit &islo N takové, Ze pro
viechna n > N le#i viechny body z, v &-okoli bodu z, jinymi slovy,
jestliZze pro z + o«
[z— 2z, <é&pron>N (2)
a pro z = '
|24| > & pro. = > N. (3)

Budeme téZ fikat, Ze posloupnost {z,}- konverguje k bodu z.

Jestlize bude existovat takové kladné &islo M %+ o0, Ze pro viechna
n bude

|2a| < M,

‘budeme nazyvat posloupnost {z,} okrani¢enou. Geometricky to zna-
mend, Ze viechny body posloupnosti {z,} leZi y kruhu o konetném
poloméru.

Ka#dd bodovd posloupnost koneénjch boda {z,)}, kterd konverguje ke

koneénému bodu z, je ohranifend. Dikaz: Podle (2) viechna z, podinaje
Zy+q leZi v jistém koneéném kruhu K’ (o poloméru &). Vné K’ leZf tedy
jen konefny pocet bodi =z, 2, ..., Zy. Koneény pocet koneénych
bodi z, + oo lze vSak vidy pokryt jistym koneénym kruhem K”.
Staéi pak sestrojit kruh K obsahujici oba kruhy K’ a K" a véta je
dokazana.

Necht je limita z = z -+ iy konednd (z + o0 ), pak lze nerovnost (2)
psét ve tvaru

. lp — 24| = (@ — =, + (y —ya)? <& pro o> N. (4)

Ze (4) plyne, Ze redlné posloupnosti {x,} a {y,} konverguji k limitam
Tay: '
limz, = z; limy, = y. (5)
n—>o n>o
Pfenechdvdme étenafi, aby se pfesvéd¢il, Ze nagpak, jestlize existuje
limz, =za lim y, = y, ma i posloupnost {z;}, z, = =z, + iy, limitu
n—>® - [y -
2=z +1y
Podobné avaha plati i pro polirni soufadnice. Budiz lim z, =z a bod

z nechf neleZi na zé.pérné reilné poloose, z + 0, z + co. Pak je-li
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z, = 1,0 z = re'®, kde ¢, a ¢ jsou hlavni hodnoty argumentu, plati

limr, = r, lim ¢, = ¢. (6)

n—w n—-w
Dtkaz. Je 7, =z Vx‘;‘, + y2 a v disledku vztahu (5) a spojitosti druhé

odmocniny lim]/x?, + y2 = |/a® + 2. ProtoZe i argument je funkce
n—w

spojitd (spojitost je zahrnuta v pfedpokladech o bodu z, viz § 12) je
spravnd i druhd rovnice (6). Kdyby bod z leZel na zjporné reilné
poloose, polozime z = re'®, z, = r,e'"; pro ¢, a @ budeme viak
uvazovat jinou libovolnou jednoznaénou ‘vétev funkce Arg z, na p¥.
vétev 0 < @ < 27, kterd mé nespojitost na redlné kladné poloose.
Rovnice (6) budou zfejmé i v tomto piipadé spravné.

Plati tedy:

Véta [1]. JestliZe posloupnost {z, = =, + iy, = r,e'*"} konverguje
ke kone¢né limité z = = 4 iy + oo, pak
limz, = z, im Yn =19, (5)
n—-w n—rwm ) ,
je-li z = re'® + 0, + oo, pak plati pro hodnoty ¢, a ¢ vybrané vyse
uvedenym zpiisobem

- ]jmr,-, =r; limg, = ¢. p - (8)

n—+o n—-ro
Véta plati i naopak bez jakychkoliv omezen.

Poznimka. Nemé smyslu zavadét symboly z +ico a oo + iy,
kde z a y jsou koneéné, nebot na kouli komplexnich &isel lezi pouze
jediny nekoneénd vzdaleny bod. K nému konverguji vSechny po-
sloupnosti {z, = z, +1iy,}, v nichz bud jedna z posloupnosti {z,},
resp. {¥,}, nebo ob& dvé vzristaji nade vSechny meze.*) Uvedenych
symboli mo#no pouzit jen k udani sméru v komplexni roviné nebo na
komplexni kouli. Tak na p¥. ¥ikdme: redlnd &sla probihaji reilnou osu
,,0d —oo do 4 o0, ¢isla probihaji pfimku x = 3 ,,0od 3-—ico do
3 +-ico . Tim chceme (pfi b&Zném oznadeni os) ¥ici, Ze kladny smysl
na reilné ose je odleva doprava, na pfimce z = 3 odzdola nahoru.

3 .
*) Budeme nazyvat veliinu z, nekoneén& velkou, bude-li lim z, = w, t. j.

. fi—>om .
pro libovolné ¢ > 0, existovat &islo N tak, Ze pro viechna’n > N bude |z,] > e.
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- Ctené¥ se snadno presvéddi, Ze viechna pravidla pro poditéni s li-
mitami zndmé z analysy redlné proménné zistivaji v platnosti
i v naSem roziifeni této analysy.

§ 8. Komplexni funkce reilného argumentu. Definice. Budeme
nazyvat z = 2(t) komplexni funkci rediného argumentu v intervalu
t, <t <t,, jestlize bude kazdé hodnote ¢ z tohoto mtervalu pfifazeno
komplexni ¢éislo z = z(t) \ J

Komplexni funkce realného argumentu je ekvivalentni dvéma
realnym funkeim realné proménné: z = z(t) a y = y(t), takovym, Ze
plati

z = 2(t) = x(t) +iy(?). (M

Definice. Budeme iikat, Ze bod z, je limi(ou funkece z = 2(t) pro
t—t, ‘.

v zo = lim 2(t), (8)

Ck

kdy% pro libovolné & > 0 Ize najit takové c1slo 4 > 0, ze pro viechna ¢
vyhovujici nerovnosti*) .0 < |t —t| <6 body =z(f) leZi v e-okoli
bodu z,. KdyZ pro z; + oo poloiime z, = x, + iy, ¢tenaf si snadno
dokéZe ekvivalenctrovnice (8) se dvéma rovnicemi pro reilné funkce

gy = lim z(t); y, = lim yl{t). h )

! t-t, t—>te,

Def inice. JestliZe limita lim z(¢ 4- A¢) je koneénd a shodna s hodno-
44—0

tmuglscgz.f 2(t) v bodé ¢:

lim 2(t + At) = 2(¢) (10)

at—~0—" -

fikame, Ze funkce z = 2(t) je spojitd v bodé t.

Omezime se na vySetfovani funkei spojitych ve vech bodech ob-
lasti,” v niZ jsou definovany. Probiha-li argument ¢ definiéni oblast

*) Hodnotu ¢ = ¢, vyludujeme, nebot nemé na limitu vliv. Jako pro realnou
proménnou, funkce z = z(t) nerqusi byt v bods t'=t, definovéna. Na pt.

lim sinz = 1 nehledd na to, ie

nx
neni definovana v bodé z = 0.
z—0 ) xr P
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funkece z = 2(¢), opisuje bod z(¢) v komplexni roviné kiivku, ktera se
ve vektorovém poétu nazyva hodograf vektoru z(t).

Definice. Konedénd limita ’

oAb+ A —a(t)

S S
o —_— t A t . .. .
=,]j_1,1l1,{ x(t o AAtt z(¢) +iZ ¢+ A;t ?( )} = &)+ igr) (11)

se nazyva derivaci funkce z = z(t) I
v bodé ¢. PouZitim obr. 10 si &tenaf
sam snadno dokdZe, %e vektor deri- -
vace 2(f) lezi ve sméru tecny ke
kfivee z = z(t) v bodé ¢, pii ¢emz
z existence kone¢né derivace z(f) & 0
plyne existence teény. Body kiivky,
pro néz :(t) = 0, t. j. Z(t) = 0,
yt) = 0, jsou t. zv. singuldrni body

krlvky (body. zvratu, dvojné body -‘%;_M
atd.). ) Obr.10. X
Priklad. Funkce
Z=Zo‘+7‘ew,—n__<_t<n, (12)

kde z, je komplexni a r reilné ¢islo, definuje kruZnici o poloméru r
se -stfedem v bodé z, = z, +iyo Diikaz. Z (12) plyne, Ze vektor
spojnice bodil z, a 2,, 2 — zy = re'* m4 konstantni modul a argument
probihéd od — x do 7 (uvaZzujeme hlavni hodnoty argumentu). Kom-
plexni funkee (12) je ekvivalentni dvéma rea’phlym funkeim

xr =, +1rcost,

P « (13)

Y=o +rsint
Rovnice (13) jsou zfejmé obylejnymi parametrickymi rovnicemi nadi
kruZnice. Derivace funkde (12)

2=4& +1ij =-—rsint +ircost = ir(cost —isin¢) = ire" = i(z — z,)
i

je representovina vektorem teény k na$i kruZznici.
\
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Pro dalsi Gvahy si musime zavést jestd nékolik pojmi. Rovinnou
kiivku budeme nazyvat hladkou, bude-li definovéna funkei z = z(¢),
t, £t <ty a bude-li mit ve viech bodech intervalu (¢, t,> spojitou
derivaci 2(t) + 0.%) ' )

Pojem ‘hladkosti k4, Ze smér (smérnice) teény ke kiivee se méni
spojité s bodem dotyku. Ktivka se nazyva po wsecich hladkd, jestliZe
se skladd z konecného poétu hladkych kfivek navzajem souvisejicich.
V bodech styku nemusi te¢na k takové kiivce existovat. Je jasné, ze
kazda po tsecich hladkd (a téZz hladkd) kiivka ma koneénou délku.
V dal$ich dvahdch budeme vidy pfedpoklidat kFivky po vsecich hladké.

§ 9. VyjadFeni kmittd v komplexnim tvaru. PouZiti komplexnich
funkei realného argumentu je duleZité v theorii kmiti. M&jme jedno-
duchy harmonicky pohyb, ktery je popsan rovnicemi

Ay cos(wt +¢) a Agsin(wt + @). (14)
Misto dvou funkef (14) budeme psat jedinou komplexni funkei realného
argumentu
L A(t) = Agfcos(wt +g) +isin(wt +g)} = A=t = e, (15)

kde 4 = Ae'® . 4y = |4]| je amplituda,
¢ = arg A fazovy posun, w kruhovs frek-

& vence harmonickych kmitid, které dostane-
me po oddéleni redlné a imagindrni Gasti

L rovnice (15). Budeme nazyvat (15) komplex-

Obr. 11. nim tvarem harmonického kmitu nebo téZ

struénéji komplexnim kmitem.

Komplexni kmit A(t) = Ae'* = 4"+ 1ze geometricky interpre-
tovat jako vektor konstantniho modulu 4, otdcejici se thlovou rych-
losti w. V elektrotechnice je ¢asto vyhodné jej pii konstantm frekven-
ci w zobrazit jako vektor s konstantnim modulem 4, a a,rgumentem @,
t..j. podle nadi amluvy jako komplexni éislo 4 = A4e'® (viz obr. 12).

Poutijme komplexniho tvaru kmitu k nékterym zjednoduSenim.
Ukéazeme si to na jednoduchém fysikdlnim piikladé. Budiz dan obvod

*) Derivaci na levém, resp. pravém konci intervalu <¢,, t,> budeme rozumst
limitu zprava, resp. zleva vyrazu (1I). Bude-li kiivka uzaviend, t. j. z(t,) =
= 2(¢,), budeme jestd Zadat, aby Z(¢;) = 2(¢,).
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sestaveny z ohmického odporu E a samoindukce L v gerii, na néjz
aphku]eme elektromotorickou silu € (e.m.s.). Viz obr. 11. Z fysiky
je zndm4 tato diferenciilni rovnice pro elektricky proud J:

d.7 '

Necht je'néjii e.m.s. kosinusovd nebo sinusovd, t. j. rovna bud
E, cos(wt + @) nebo E, sm(d_)t + ). Podle dfive fefeného budeme
predpoklddat komplexni e.m.s. €= Ee'’, kde E =.Ee'®. Ustilené
(staciondrni) feSeni diferencidlni rovnice (16) dostaneme téZ vy komplex-
nim tvaru®), tedy J = I, kde I = I,e®. Je (viz pF. § 8) ‘fi_7 —

= Jiwe'* = iwJ arovnice (16) m4 tvar

€ iwL] = RJ
¢ili € €
Sy = Al & Lo
kde Z =R +ioL. (18)

Veliéina Z se nazyva tmpedance neboli komplexni odpor okruhu.
Vztah (17) je moZno povaZovat za véeobecnéni!Ohmova, zakona.

.

Polozme Z = Z,e¥ kde Z, = |Z| = ]/32 + sz 6 = arg Z = arctg RL,

a dostaneme z (17)

7 = Lo garros (19)

[}

Z (19) je ihned vidét, Ze amplituda proudu se dostane z amplitudy
pro e.m.s. délenfm velidinou Z, a proud je proti e.m.s. fizov& po-
sunut o 8. Vehcma Z, =R ¥ o?L* — modul komplexnfho odporu,—
se nazyva dplngm (ddnlivym) odporem Oddélime-li ve vyrazu (19)
redlnou a imaginarni ¢dst, dostaneme proudy odpovidajicf kosinusové,
resp. sinusové e.m.s. '

Zkoumejme proménné vektory € a J zobrazujici komplexni e.m.s.

*) To plyne z theorie linedrnich diferencidlnich rovmc ] konsta.ntniml koef1
cienty. Rovnice (16) je rovnice tohoto typu.
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a proud. Z vySe uvedeného plyne, Ze oba vektory se otdceji kolem
pocatku s touZe frekvenci w, a to tak, Ze proud J bude konstantné
posunut o8 vzhledem k €. Z toho plyne, Ze oba vektory J i € se budou
pohybovat jako jeden pevny celek.
V elektrotechnice se zobrazuji J a €
jako dva pevné vektory (viz obr. 12).
V obecnéjsim -pripadé, kdyz pro
komplexni ems. E = Egt**? ge
amplituda proudu i fazovy posun € a
J méni s Sasem, nepohybuje se dvojice
vektori €a J jako pevny celek. V tom-
to ptipadé se zobrazi € jako konstantni
vektor £ = Ee'® a sestroji se kiivka,
kterou opisuje konec vektoru J (prou-
dovy diagram). Zavedme si veliéiny

Zp =R, Z, = ioL.

Obr. 12.

Budeme je nazyvat impedanci ohmického odporu, resp. samoindukee.
Vztah (18) ukazuje, Ze pii zapojeni B a L v serii se jejich impedance
séitaji. Snadno se dokdze, Ze rovnice (17) je platnd i pro zapojeni R a L
paralelné, jestliZe si vyjadfime impedanci Z podle pravidla pro para-
lelni zapojeni: '
- -1
Z=7 1

y ™

Analogicky je moZno odvodit i impedanci kapacity Z¢ = ﬁ,—.V elek-
trotechnice se dokazuje, Ze zobecnény zdkon Ohmuv (17) plati pro
libovolny okruh vytvoieny libovolnou kombinaci R, L a C, pfi ¢emz
pii vypodtu impedance pouZivime béinych pravidel pro zapojeni.
Popsans methoda vypodtu okruht je formalnd znaéng prostsi nes
methoda diferencidlnich rovnic. '

§ 10. Funkce komplexni proménné. Méjme libovolnou mnozZi-
nu M bodi koule komplexnich ¢&isel, pfi ¢emZz muze k M patfit
ibodz = 0.
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Definice. Budeme iikat, Ze na mnoZiné M je definovina funkce
komplexni proménné, ;

w = f(2), (20)

kdyZz kazZdému z z mnoZiny M bude pfifazena jedna nebo nékolik
hodnot w (mezi nimi miZe byt i hodnota w = o0).

Proménnd z se nazyva nezdvisle proménnd neboli argument.funkce
a w — zdvisle proménnd neboli funkce. Jestlize kazdému z je pfitazeno
jen jedno jediné w, funkce (20) se nazyvéd jednozralnd, v ophéném
piipadé mnohoznaind.

Mnosinu viech bodd’ w, odpovidajicich podle vztahu (20) viem
bod,um zz M, oznatime N a budeme fikat, Ze funkce (20) j je zobrazeni
mnoziny M na mnozmu N. Jestlize ani M ani N nebudou obsahovat
bod oo, miZeme je interpretovat jako mnoziny leZici v komplexmch
rovinich z, resp. w.

Je-lispecidlné mnoZzina M mneZinou viech kladnych celych éisel, funkce
(20) piejde v posloupnodst, o niZ byla fe¢ v § 7. Je-li funkee M mnoZina
v8ech redlnych éisel, je (20) komplex.m funkei redlné promenné (viz
§ 8).

- Podle (20) bodu w z mnoziny N odpovida jeden nebo vice (miZe se
stat, Ze i nekonetné mnoho) bodd z z mnoziny M (druhy piipad na-
stane, kdy? funkce w = f(z) nabyvé stejnych hodnot v riznych
bodech mnoZiny M). To znamend, Ze je na mnoziné N definovina
funkce

2= g(w), (21).

zobrazujlcl mnozinu N na\ mnozinu .M funkece (21) se nazyva inversni

k (20).

Zvlakts dulezity je piipad, kdy funkce w = f(z) je jednoznaéné na
M a funkce z = p(w) je jednoznaéni na N; v tomto pfipadé nazyvime
zobrazeni w = f(z) vzdjemné jednoznalné hebo téz jedno-jednoznacné.
Pr1 Jedno-]ednoznacnem zobrazeni ka?dym dvéma rtznym bodim
2;, 2, z M odpovidaji dva rtzné body w,, w, z N a naopak. .

V daldim budeme mit dasto co délat se zobrazenimi definovanymi.
sloZzenymi funkcemi. Nechf funkce w = fl(z) zobrazi mnoZinu M na
mnoZinu N a necht funkce w = faw) zobraz1 mnoZinu N na mnoZinu ¢

/(
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(M, N, @ lexf na koulich z, o, w). Zobra,zeni mnoZiny M na mnoimu Q
zprostredkovane funkei :

W = f(2) = fz[fl(z)] . (22)

se na,zyva sloZenim neboli superposwz zobrazeni f, a f,.

V dal¥im budeme &asto studovat zobrazeni vzniklé superposici t¥
l i vice zobrazeni.

Podotknéme jestd na-
konec, %Zé jedna funk-
ce komplexni proménné

= f(z) definovanid na
mnoziné M je ekvivalent-
ni se dvéma redlnymi
funkcemi dvou rea,lnych
proménnych

U = u(z, y)v v = v(z, ?/)
(23)

(kde jsme polozili z =z iy, w = u +iv).

-/V-dalSich ivahach budeme nejéastéji studovat piipad, kdy mnoZiny

M -a. N budou oblasti*) na koulich komplexnich ¢&isel z: Tesp. w.

Budeme je znadit D a 4.

§ 1. Priklady. Uvedme na piikladech pojmy definované v § -10.

Ptiklad 1. Budiz |
’ w = kz, (24)

kde k je redlnd kladn4 konstanta. V pblérnich soutadnicich z = re'®,
w = pe'”, prejde (24) na dvd rovnice

o = kryyp=p**, (25)

které nim umoziiuji ge_ometfickou interpretaci zobrazeni (24). Druhd
z rovhic (25) ndm ¥ké, Ze kaZdy bod. z zistane pfi zobrazeni (24) na

.+ *)..Viz princip zachovéni oblasti § 23.

*"‘} Mgli bychom vlastn® psit ¢y = @ + 2kn, ale to nemé smysl, nebot pfi-
poctem 2k nem3ni nic na zkoumaném zobrazeni. Podobnd budeme postupovat
i.v ostatnich pfikladech § 11.
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svém polopaprsku Oz. Podle prvé z rovnic (25) modul z se p¥i zobra-
zeni (24) k-krat zvétst (pro k& > 1), resp. zmensi (pro & < 1). Mluvime
o dzla,tacz roviny (v ¥ir¥im slova smyslu) s modulem dilatace % (na
obr. 13 k= 4). Jestlize na piiklad oblast D je jednotkovy kruh
|2| <1, pak jeho obraz 4 je kruh |w| < k, je-li D horni polorovma
Imz> 0, ]e]1 obra,z 4 je tataz polorovina Im w > 0. o

Piiklad 2. Bud1z
w = el%, (26)

kde « je reilné é&fslo. Polozi-
me z = re'®, w = ge'¥ a dosta-
neme ‘

e=rv=9¢ +a

.'Z toho plyne, Ze p¥i zobra-
zeni (26) kaidy bod z zustane na své kruZnici 2| = r, kde r ]e no-
dul bodu z, ale pootoéi se o fihel «: zobrazeni (26) je pootoceni roviny
z o thel o (viz obr. 14). Jestlie je gpecidlné « = }n, mé (26) tvar
w = iz a je to tedy pootodeni roviny o pravy-thel v kladném st.yslu;
pro o = @ dostane (26) tvar w = —z2, t. . pootodeni o & v kladném

smyslu.
/ Ptriklad 3. Budiz

w=z-+b  (27)

kde b = f, + if, je kom-
plexni &slo. Poloime z =
=z +iy,w=u —|—wa(27)
pre]de na tvar ;

‘u—:c +ﬂ1:""—y +ﬂz

Z toho ihned: vidime, - Ze
zobrazeni (27 ) je rovnobé’zne posunuti roviny z o vektor b. Na priklad

kruh |z| <.r ptejde v kruh [w — b| < # (obr. 15).
Priklad 4. BudiZ obecné -
w,=az + b, - ;(*28)

Obr, 15.
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kde a = ke'*. a b= B, +if, jsou komplexni &isla, linedrni funkce
Icomglexm proménné z. Zobrazeni (28) muZeme povaZovat za super-
posici tfi zobrazeni:

e

o =kz, o, =06, w=w, +b.

Redukuje se tedy zobrazeni (28) geometricky na,otog‘:’en{, dilataci v §ir-
&im _slova, smyslu (zdleZi na velikosti k, k 2 1) a rovnobéény posun. Zob-
razeni zprosttedkované funkei typu (28) budeme nazyvat linedrni

zobrazent.
Piiklad 5. Budiz

w = 2% (29)

polozime z = re'®, w =
= pe'¥ a dostaneme

e=1r% p =.2tp.

YIS ,&

Z toho plyne, Ze pfi
zobrazeni (29) se zdvoj-

Obr. 16. nésobi argument kazdého
bodu; body leZici na
krugnici |z| = r, pfejdou na kruZnici |{w| = r;. Hornf poloroviné

Im z > 0 odpovidd celd rovina w s vyloufenim paprsku u» = 0.
Zobrazeni (29) je jedno-jednoznaéné uvnitf horni pulroviny Im z > 0;
jestliZe budeme u vyfezu podél reilné kladné poloosy y = 0 v rovi-
né w uvaZovat dva ,;bfehy‘’, horni a dolni, bude funkce w = 2*
jedno-jednoznaéna v uzaviené oblasti Im z > 0. Pfitom bodim ¢ = 0
odpovidé horni ,,bfeh* polopfimky # = 0 a bodum p=n odpovida
dolni ,,b¥eh* polopfimky vy = 0 (obr. 16).

Bude-li D nekonecna. vysed 0 < ¢ < 7 + «, kde & > 0, vypliiuji
body w = 2* celou rovinu w. Zo¥azeni nebude jedno-jednoznaéné,
nebot body 2, a z, = — 2,,z nich# prvy lezi v I. kvadrant$ a druhy
ve III. kvadranté, maji tenty% obraz w, = 2z} = 2% (obr. 16). .

Pfiklad 6. BudiZ w = f(z) definovina v uzavieném kruhu |z| < 1
rovnici*)

*) Druhou z rovnic (30) nusime vypsat, nebot d8lenf nulou neni definovéno.
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-pro |z| < 1,
[P . (30)

fz) = o pro |z|] = 1.

Funkce (30) zobrazi kruh |2| < 1 na uzavfeny interval 1 < u < oo,
v = 0 redlné kladné poloosy roviny w ¢ili na uzavieny mensi oblouk
poledniku koule komplexnich ¢isel w prochazejictho bodem w =1 a
rozdéleného body w =1 a w = oo.

Priklad 7. Zkoumejme je$té funkei
w=|z| 2. ) (31)
Polozime z = re'?, w = ge'¥ a dostaneme

=12 p=g. .
Zobrazeni (31) pfipomind zobrazeni (29), ale neni s nim totoZné.
Zobrazeni (31) je na piiklad jedno-jednoznaéné uvnitt kruhu |z| < 1.
V dalsim odkryjeme hluboké rozdﬂy mezi piiklady 1—5 a dvéma
poslednimi ptiklady.

§ 12. Limita funkce. Necht je funkce komplexni proménné w =
= f(2) definovina v3ude v okoli bodu z,, prlpadne 8 vyloucemm tohoto
bodu samého (viz pozn. na str. 30). -

‘Definice. Jednoznaénd funkce w = f(z) md limitu w, pro z — z,,
coz piSeme takto .
w, = lim f(2), (32)
kdy% k libovolnému & > 0 lze najit 6 > 0 takové, Ze funkce w = f(é)
zobrazi d- okoh bodu z; na &- okoh bodu w,, s pfipadnou Vy]lmkou bodu
z, samého,

sznamenéjme jesté, Ze nife definice plati jak pro konecné, tak
pro nekonedné hodnoty &isla z, i w,. V piipads, Ze z, i w, jsou konedné
body, limita (32) existuje, kdyz z nerovnosti '

0 < |g—z) <6 (33)
plyne nerovnost . ‘
If(2) — wi < e. ] (34)
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Pro pfipad na pf. z, + 00, wy = 0o limita (32) existuje, kdyZ z ne-
rovniny
0<|z—z| <o
plyne
|f(z)| > & (35)
Pfenechdvime &tend¥i pfesnou formulaci piipada

' lim f(z2) = wp + 0 alim f(z) = 0

jako cviGent , |

Z definice plyI;e okamzité: budiz {z,} libovolni nekoneéni po-
sloupnost komplexnich ¢isel konvergujicich k bodu z,, pak nekoneéna
posloupnost bodd {w, = f(z,)} konverguje k bodu w, ve smyslu
*§ 7. Je-li z = 2(t) libovolna spojitd kiivka prochazejici bodem z, =
= z(l,), pak komplexni funkce reilné proménné f[z(f)] konverguje
k w, pro t — t, ve smyslu § 8. Tedy: limita v kgmpl@q;mfm oboru je
nezdvisld na zpisobu, kterym se z bliZi k z,.

PoznameneJme jests, zZe Icazda funkce w = [(z), kterd md konecnou
limitu pro z — 2, je v okoli bodu z, ohranidend. Dikaz je zcela analogicky
odpoylda,]wlmu dikazu pro posloupnosti v § 7, a proto jej ponecha-
vime &tendfi jako evieni. .

Koneéné stejné jako véta [1] § 7 se dokédZe:

Véta [2]. Je-li 2o = 2, + iy = 7€', wy = u, +ivy = gee'¥, pak
z_konvergence funkce w = f(z) = u(z,y) +iv(z, y) = o(r, p) ¥ "
o Limité wy pro z — zo plyne pro wy + o_

lim u(z, y) = %y, im v(z, y) = v, (36)

z—2, z-+2,

a pro wy + 0, $ o0 pFi vhedné volbé obou argumenti

Lim 9(7" ‘77) = Qo lim 1/’(7‘, ‘P),= Yo- (37)

zZ—>2Zq Z2-rZ,
Véia [2] plati i naopak, bez vyjimek.
Poznamenejme jesté zavérem, Ze vSechna pravidla pro poditani
g limitami, zndma &tenéfi z theorie funkei re4lné proménné, plati bez

vyjimky i pro funkce komplexm promeénné. Nebudeme se zde tedy
zdrZovat ani ]e]1ch formulaci ani jejicke dikazy.
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§ 13. Spojitost. Definice. Funkce w = f(2) je spojitd v bodé z = z,,
kdyz existuje koned¢na limita v tomto bodé a jeji hodnota je rovna
hodnoté funkce v tomto bods, t. .

lim f(z) = f(z0)- (38)
Tuto definici moZno formulovat i pomoci nerovnosti. Tak na p¥. pro
konedny bod z, mi tvar: funkce w = f(z) jo spojitd v bodé z = z,
kdyz pro libovolngé malé &> 0 Ize nalézt takové & > 0, %e pro
v3echna*) 2, jeZ vyhovuji nerovnosti

|z — 2o <6, (39)

plati nerovnost y
1f(2) — f(z0)] <e. (40)

Tak jako v theorii funkei redlné proménné polozime z — 2z, = Az
a_budeme Az nazyvat pfiristkem argumentu a f(z) — f(z,) = Aw
prirastkem funkce. Podminku (38) spojitosti funkce v bodé z, lze pak
formulovat pomoci pfiristkd téZ takto:

' lim Aw = 0. ' {41)

Az—0 :

Podle b&#né terminologie nazveme nekoneéné malow velifinou funkei
konvergujici k 0. Pak je mo#no vztah (41) &st té% takto: funkce
w = f(z) je spojitd v bodé z, jestlize nekoneéné malému pfirtstku
argumentu Azodpowda, nekoneéné maly piirtstek funkce AAII—

Definice. FunTzce spojitd v kaZdém bodé oblasti D se nazyva
spojitd v oblasti D. i

Nyni si budeme ilustrovat naSe definice na nékolika pnkladech
Funkce pt. 1—7 § 11 jsou kromé pt¥. 6 spojité v celé oteviené roviné z.
Funkce z pt. 6 je spojitd v jednotkovém otevieném kruhu. Uvedme
si jeSté dva dalsi piiklady. .

Ptiklad 1. Hlavni hodnota arg z je spojitd pro vdechna z + 0, £ oo
nele#ici na zdporné redlné poloose. Ditkaz: BudiZ z, libovolny bod a ¢

*) Zde nemusime vylougit hodnotu z = z,, nebot pro z = z,, f(z) — j(zo) =0,
a nerovnost (40) je splnéna. Kdybychom ale nevylouclh hodnotu z = z, pfi
definici limity, nebylo by rozdflu mezi funkcemi majicimi limitu a funkcemi
spojitymi. Nebot pak by pro kazdé &> 0 bylo |f(z) —w,| < & a protoZe
1(2o) & ‘wy jsou konstanty & & libovoln® malé kladné &islo, muselo by byt f(z,,) =
= wo .
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libovolné reilné ¢islo. Oznacéme si 6 polomér nejvétsi kruZnice se stie-
dem v bodé z,, uvniti které nelezi Zidny bod zaporné reialné poloosy
tak, Ze celd kruZnice leZi ve vyseti o stfedovém thlu 2¢. Pak pro
v8echna |z —z,| < & zfejmé plati |arg z — arg z,| < e.

V bodech z = 0 a 2 = o0 neni funkce definovédna, proto nelze ani
mluvit o jeji spojitosti v téchto bodech. V bodech ziporné reilné
poloosy ma hlavni hodnota -arg z nespojitost: argz — = pro body
z— 2z, z horni poloroviny (z, lezi na zdporné reilné poloose), ale
arg 2 — — x pro body z — z, z dolni poloroviny.

Priklad 2. Budiz »

1l [z z
w—f(z) =71(’5——;), (42)
poloZime z = re'® a pouZijeme Eulerova vzorce (14) § 3 a dostaneme
1
— —— (a2l __ a—2i9y — g
W =a (e e %?) = sin2g.

Z toho je ihned vidét, Ze v libovolné malém okoli bodu z, = 0 nabyva
funkce vSech hodnot intervalu (— 1, 1). Tedy nerovnost (34) nemiize
byt splnéna pro viechna z z e-okoli bodu z,, volime-li ¢ dostatec¢né
malé (¢ < %), af pfi tom volime w, jakkoliv., Vidime t.edy, Ze nale
funkce nem4 limitu pro z — 0. Poznamenejme jeité, Ze limita f(z) =
= flz(¢)] pro z — 0 podél libovolné kiivky z = z(f) existuje -(pokud
mi z = 2(t) tetnu v bodé z = 0). Tyto limity jsou vSak pro rizné
kfivky obecné rizné. - .

Zikladni véty o spojitych funkecich redlné proménné zustdvaji
v platnosti i pro funkce komplexni proménné, nebudeme se tedy
zdrZovat ani jejich formulaci ani jejich dikazy. Z vét o funkcich
spojitych v jisté oblasti D uvedeme bez dikazu.dvé:

1. Ka#dd funkce w = f(z) spojitd v uzaviené oblasti D, je v této
oblastz ohra,mcena t. j. existuje takové pevné rediné Cislo M + co, Ze
|f(z)| <M pro vdechna z z D.

2. Funkce w = f(2) spojitd v uzaviené oblasti D nabyvd v této oblasti
své _ma;_mmlm a minimdlni hodnoty (vzhledem k modulu).

Ob& vty plati v témZe znéni i-pro funkce spojité na uzaviené
kfivce nebo na oblouku, k nému% poditdme oba jeho'koncové body.
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§ 14. Cauchy-Riemannovy diferenciilni rovnice. Budiz w = f(z)
jednoznaénd furikce definovana v jistém okoli bodu'z + co. Vybereme
z okoli tohoto bodu body Z = z + Az a oznatime Aw pfiristek funkce
pii pfechodu od bodu Z do bodu z:

Aw = f(z + 42) — {(2).

Definice. Funkce w = f(2) je diferencovatelnd v bode z, kdyz

existuje koneénd limita lim A_w Tato limita se nazyva derivace
Az—0

fupkce w = f(z) v bodé z a oznatujeme ji symbolem

\ f(@) = lim 22 (43)

Stejnym zpiisobem jako v analyse funkei realné proménné se dokéze,

ze z diferencovatelnosti funkce (je-li f'(2) + c0) v bodé z plyne ihned

spojitost funkce v bodé z. Opalni: véta neplati.

Budiz w = f(z) = u(x, y) +iv(z,y) a hledejme poduiinky, které
musi spliovat funkee u(z, y) a v(z, y), aby funkece w = f(2) byla di-
ferencovatelnd v bodé z. Predpoklidejme, %e derivace f'(z) existuje.
Pak podle definice (43) § 12 k libovolnému & > 0-lze nalézt 6 > 0
takové, Ze pro vSechna Az, pro kterd |4z| < J plati

Aw

— 1@ (44)

PoloZme nejprve 4z = te'*, kde « — je libovolna redlni konstanta
a t = |4z|. Pak pro ¢ < & bude nerovnost (44) spinéna nezavisle na
volbé konstanty « (viz § 12). To znamena, Ze lim AZ)— je nezdvisla
4z—>0
na volbé konstanty « a rovnd se f(z). PouZijeme toho a zvolime
x = 0. Pak je piristek Az = ¢ redlny. Oznadme ho Ax. Podle (43)
dostaneme

n (lz 4 42,y) —ule, )} + io(e + A, y) —vlz, )} _|,

r (Z) = dz_’o ] e |
ou P ,
- ‘oz az (45)



PoloZme nyni « = -;E.potom priristek 4z = it je ryze imagindrni,
oznadme ho idy a ’podle (43) dostaneme
{u(z, y + dy) — ul=, y)} + i{v(z, y + Ay) — v(z, W _

"z) — i
r'e \ml:»no o idy
. ou. w
=—dp t 2 46
. o (46)
Porovninim pravych stran rovnic (45) a (46) dostaneme
u | o v |
' o 3y | a_y B | (47)

Rovnice (47) se nazyvaji Cauchy—Rzemannovy diferencidlni rovnice.
Doka.za,h jsme tedy, Ze pro diferencovatelnost funkee w = f(z) v bodé

Z]e nutna: 1. existence parcidlnich derlvaci ou zu 2: Z_; a 2.

splneni Cauchy- -Riemannovych d1ferenc1é,lnich rovnie.

Hledejme nyni postadujici podminky. Pfedpoklidejme, Ze funkee
u(z, y) a v(z, y) maji ‘v bodé z totalni diferencil*) a dokazeme, Ze pak
z platnosti Cauchy-Riemannovych rovnic plyne existence derivace
f'(z). Z diferencovatelnosti funkce dvou proménnych plyne, Ze lze
jejich prirtstky psat ve tvaru

du =2 g 1 2 % dy +nil e,

 (48)
o= 22 do 4 2 " dy + mlda), |
kv’de |dz| = VAxZ + Ay2 a5, —0, n,—> 0 pro 4z — 0. Podle (48) je
Aw  Au + 1A:c
A4z — Ax + 1Ay
B (E Az +- P Ay) +i ( Az + = Ay) + (1, + ins) |42
B Az ;Ay '

*) Jak zndmo, neplyne z existence prvnich parcidlnich derivaci jesté
existence totalniho diferenciilu. K tomu vSak stadi, aby uvedené parcialnf
derivace byly spojité v bod$ z. [Viz V. Jarnik: Uvod do pottu diferenciélniho,
II. vyd., str. 389, Piirodovédecké nakladatelstvi, Praha 1951. Pozn. pfekl.]
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Pouh]eme Cauchy- Rlemannovych rovnic a piSeme —% misto

ou o — mifsto — o Po malé uprave dostaneme

@ ‘0z En
u ov
Zw_(%Jr )Ax+( =t 3x)Ay+( N )| |
Az ' Az + idy i
sili ’ !
Aw fou - .o} RV E1
v —(35 + 15) + A+ dma) Z0
Z '‘toho
Aw ou v
W—(a—x—k az) ln1+1112|—>0 pro Az—0 \
a konedné ‘ _
Aw ou )
Im o =@ =g tig

existuje. Tim jsme dokazali tuto vétu:

Véta. Aby funkce w = }(2) = u(z, y) + iv(z, y) byla. dzferem:ovatelna
vbodé z = x 4 iy je nutné, aby v tomio bodé existovaly parcidini derivace
ou du v o

oz’ oy’ oz’ By a byly splnény Cauchy-Riemannovy dzferencwln{ rovnice

ou v ou w
oy *7)

Splnéni Cauchy-Rienwnnovy’ch diferencidlnich rovnic staéi pro dife-
rencovatelnost’ funkce w = f(z), kdyZ pFipojime dopliujici predpoklad
o existenci totdlnich diferencidlt, funket u(z, y)a 'v(z, y) ve zkoumaném
bodd.

Dodejme jests, ze v&‘echna pravidla a vzorce pro derivovdni finkci
redIné proménné zistdvaji v platnosti i pro funkce komplexni proménné.
To plyne okamzité z toho, Ze.definice derivace, véty o limitdch a
algebraické operace, na kterych spoéivaji dikazy, jsou stejné platné
jak v redlném, tak v komplexnim oboru.

Funkce v pf. 1—5 § 11 jsou diferencovatelné v celé. oteviené ro-
viné z. To si snadno ddkdZeme ovéfenim platnosti Cauchy-Riemanno-
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‘vyeh diferencislnich rovnic pro tyto funkee a ‘ovéfenim spojitosti
prvnich parcidlnich derivaci pfisluinych funkei u(z, y) a v(z, ). Tak
na pf¥. pro-funkei w = 22 (pr 5):

u =2 —y: v = 2xy \
a o ov dou - ov
E=@_2$,5=—E=—2y
Funkee
w=z|z| - (31)

(pf. 7) je diferencovatelnd v bodé z = 0. Dikaz: Je 4z =z, dw =
= lim |z| = 0 existuje. Pro Ziddné
Az 0 Az 2->0
z + 0 nenf viak djferencovatelna, jak se snadno pfesvédéime pifmym
vypottem parcidlnich derivaci funkei v = :r:l/:z:2 +ytav= ny2 + 42
a dosazenim do Cauchy-Riemannovych rovnic. Také pro funkei
z pf. 6 si snadno ovéfime, Ze rovnice Cauchy-Riemannovy nejsou
splnény pro Zadny bod uvnité definiéni kruznice. .

Nakonec uvedeme je#té dvé definice fundamentilniho vyznamu:

Definice 1. Funkce w = f(z) jednoznaéni a diferencovatelnd ve
viech bodech oblasti D se nazyva reguldrni v oblasti D.

Definice 2. Funkce w = f(z) se nazyva reguldrnt v bodé z,, lze-li
najit takové okoli bodu z,, Ze w = f(2) je v ném regularni.

Podtrhnéme je§té tu okolnost, Ze nafe definice se vztahuji na
jednoznaéné funkce. Kromé toho jsme se nezabyvali diferencova-
telnosti a regularitou funkce w = f(z) v nekoneéné vzdileném bode
(viz § 6).

Podminky regularity a deerencova.telnostl funkce v celé oblasti
jsou stejné. Naproti tomu jsou podminky regularity.v bodé& silnéjsi
nez podminky diferencovatelnosti. Tak na pf. funkce (31) je v bodé
z = 0 diferencovatelns, ale neni regulérni, protoze neni diferencova-
telnd v Zddném okoli bodu z = 0.

=w=2z[z] a f(0

ULOHY.

1. Na.p-iéte v kartézskkych soufadnicich rovnice stereogfafické projekce. Co
odpovidé v stereografické projekei: a) dvojici bodu za —2; b) dvojiei bodu
zaz?
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.2.) Tvoii oblasti geometrickd mista bodu:
8) |2 —1] S I; -
b) cosp <r < 2cos¢p; — n < ¢ < n (r a ¢ polarni soufadnice)?

3. Stanovte limitu posloupnosti: -
- n
z,, = (_1 +E-) (poloZte z = z + iy & z, = 7,67 astanolte limr, a
= n : ' noo
lim ¢,),
n->o

n
ik - .
@ z, = z % (zndzorn&te graficky).
k=0

24) Jakymi kiivkami jsou tvofeny hodografy komplexnich funkef reélné pro-
ménné
(@)= = aslt £ fo—it (a, f redlne),
(D z = e** (a komplexni)?
@ BudiZ z = z(t) dréha, po niZ se pohybuje hmotny bod v roviné. Stanovte
sloZky rychlosti a zrychlenf do sméru Oz a sméru k nému kolmého.
6. Necht bod z obfhé po kruZnici o polomé&ru R s konstantni uhlovou rychlosti
@ = 1. Stanovte vektor rychlosti bodu w pohybujiciho se spoleéns s bodem’
z podle vztahu w = f(z).
*Stanovte ustdleny proud v obvod$ sloZeném z ohmického odporu R a ka-
pacity C zapojenych v serii, je-li na svorky pfiloZena -sinusoiddlni e.m.s.
MBE Na je)(ou mnoZinu zobrazuje rovinu z (s vyloudenim bodi z = 0 a z = o)
funkce (42)?
9. Zobrazeni, definované &vojicl redlnych funkei dvou promé&nnych
u=o0z+ By + v, ‘
v = 0% + By + Vs
(%18, — ayfy = 0) se nazyvé afinni. DokaZte:
a) afinni zobrazeni zobrazuje libovolny &tverec roviny z na rovnob&Znik
v roviné w, .
b) jestlie obrazem alespoil jednoho &tverce je op&t &tverec, pak funkce
B w = u + iv je linedrni funkei komplexni proménné z = z + iy.
iQf ‘Co odpovidé.'vpi'i zobrazeni w = 22 soustav® pfimek y = a (x > 0) a soustavs
<. “polopfimek z = B, y > 01
zl) V jaké k¥ivky roviny w se zobrazi

T 1
@pi‘imkyra:=aay=ﬂfm1kciw=—;
z
FPSSN 1 3
v o b)) polopfimky argz = « funkef w = +.z§
: —z
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¢) kruZnice |z] =7 (0 <7 < 1) & vysele argz = o, 0 < |z| . £'1 funkef

+1
w=-|z+-—1;
2 .z

d) kruZnice |z| = 1 funkef w = Vz + 1.

7N . . 2n g
1\2)N & jakou oblast se zobrazi vysed 0 < argz < 5 funkef w= 231 Co odpovidé

v tomto piipad$ soustavém Rew = «, Imw = §?

13*. Uvedte piiklad takové funkee w = f(z), pro kterou limity podél libovolné

14.
15.

16.

17.

piimky existujf a jsou si rovny, ale lim f(z) pfesto neexistuje.

z2—0
Prozkoumejte spojitost funkce w = tg (arg z).
DokaZte: jestliZe je funkce w = f(z) v n&které oblasti fegulérni a reilns,
pak je konstantni. P
Dokaizte: je-li funkce w = f(z) regulérnf v oblasti D a je tam vSude f’(z) = 0,

pak je f(z) konstantni v oblasti D.

‘ 3
, L - .
Prozkoumejte regularitu funkef: a) w = 23, b) w = i e)w= Vz; d) w=
} z

=z Rez.’



KariTorna II.

KONFORMNI ZOBRAZENT.

§ 15. Konformni zobrazeni. Budi# w = f(z) funkce diferencova-
telnd v bodé z a budiz f'(z) + 0. Polozime

Az = Ar . €%, Aw = Ag e‘;:rf’(z) = Aei‘;,
a podle definice derivace a podle véty [2] § 12 bude*)

L J
F@ =4 =1m%2 ergfle) =a=limy—p). (1
dr—0 AT dz~0 R
Necht se nyni blizi bod ¢ = z 4 Az bodu z po jisté k¥ivee C. Jemu od-
povidajici bod w = f({) se bude blizit bodu w = f(z) po jiné k¥ivce y,
ktera odpovid4 kiivee C v zobrazeni w = f(2) (VlZ obr. 17). Kfivka C
je definovina pomoci komplexni funkce redlné proménné i

£ =1L (k) = z) ‘
a OdeVlda]lm knvka. y ma rovnici:
o = olt) = flL@)] (0(t)) =w). __
Predpoklidejme, Ze l'd'ivka, C ma teénu v bodé z. Pak mﬁiemé pred-
pokladat, Ze existuje £(f,) + 0. Z pravidla o deriva.ci sloZené funkce
a z predpokladu f'(z) + 0 plyne, @(t,) = f(2) L(t,) *+ 0, t. j. ¥ ma téi

teénu v bod& w. Oznadme si @,, resp. y,, Ghly, které tyto teény sviraji
8 osami z, resp. u. Pak ¢, = lim¢ a y, =limy a druhy vyraz v (1)

4z2—0 . 4z—0
piejde na tvar**)

arg ['(2) = vo — o (2)

*) JestliZe o = 7 + 2kn, pak vybereme takové hodnoty ¢ a y, aby jejich
rozdfl ¢y — @ leZel v intervalu (— =, n) a (1) pak ddva hlavni vétev argumentu.
Je:li « = @ + 2ka, vybereme ¢ a y tak, aby rozdil ¢ —y leiel v intervalu
<0, 2z}, a pak z rovnice (1} dostaneme & = =.

**) Jako dopliujicf pfedpoklad pro vybér hodnot zp a'y potrebujeme jefits,
aby existovaly jejich limity pro 4z — 0. Pak je arg v rovnici’(2) hlavni v&tev
argumentu.
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Vzorec (2) dokazuje, Ze

a) dhel, o ktery se pootoli teCna kfivky C v bodéz pfi zobrazeni w = f(z),
je mezdvislyj na smé’ru a tvary lcrwlcy _

Budeme zde, i dé,le,
vzdy predpokladat, zZe
sméry os. x a u, Tesp. ¥
-a v, spolu souhlasi, a dh-
lem pootoéeni pak bude-
me rozumét ihel, ktery
svira pivodni te¢na s od-

Obr. 17. povidajicim smérem v ro-
viné viech obrazli. Pak
miiZeme vlastnost rovnice (2) vyslovit geometricky takto:

ihel o = arg f'(2) je roven Wuhlu poototeni v bod€ z pfi zobrazeni w =

= f(2)- .

Oznaéme si 4s, resp. do, délku oblouku kﬁvky C mezi body z a £,
resp. kiivky y mezi body w a w. Jak je zndmo z analysy, jsou obé
nekonec¢né malé veli¢iny 4s a Ao ekvivalentni vzhledem k Ar a Ap
a miZeme tedy prvou rovnici v (1) pfepsat na tvar*)

ds,

Fel=Aa=lma (®)

\
_Tuto limitu nazyvame modul zobrazeni. Ze vzorce (3) plyne

b) pfi_zobrazeni w = f(z) nezdvisi modul zobrazeni v bod¢ z am na
tvaru ani na smé'ru Icrwky C' ' v

To miZeme geometricky vyslovit té% takto:
Modul derivace A = | f (z)] v bod€ z je roven moduly zobrazeni v tomto
bodé w = f(z).

Vlastnostem a) a b) naSeho zobrazeni w = f(z) je moZno dat je§ts
jiny geometricky tvar (obr. 18).

Budeme se nyni zajimat nejen o velikost, nybrz i o orientaci uhlu «,
t. j. bhdeme hledat smysl otodeni, kterym pfejde prvé rameno uhlu do

*) Viz Vojtéch: Zaklady vyssi matematiky, dil I, str. 240, vyd. VII, JCMF,
Praha 1946. [Pozn. pFekl.]
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polohy shodné s druhym ramenem. Pro orientaci si zavedeme Gmluvu
bé%nou v analytické geomdtrii. Uhel, jehoZ prvé rameno splyne
s druhym ramenem pohybem proti pohybu rucmek hodmovych
budeme nazyvat kladnym.
Viechny uhly, které nebu-
dou kladné (a budou rizné
od nuly), budeme mnazyvat
zaporné.

PHi zobrazeni w = f(z) se
podle vlastnosti a) teény ke
viem kiivkim v bodé z po-
otodi o stejny thel (i co do Obr. 18.
smyslu). MiZeme tedy vy-
slovit tuto vlastnost jistého , konservatismu tahla« jako vlastnost
charakteristickou pro na%e zobrazeni:

a’) Uhel dvou libovolngjch kiivek C, a C, protinajicich se v bod¢ z je
roven co do velikosti 1 smyslu dhlu mezt kfivkams y, a y,, které odpom-
daji krwkam C, a C, v zobrazeni w = f(2).

Pfi zobrazeni w = f(z) se body z vzdilené od bodu z, o 4r, kde Ar je
velidina nekoneéné wmala, zobrazi na body w, vzdilené od bodu w,
(aZ na veliéiny vysSich fada) o AAr. MuZzeme tedy vlastnost b) geo-
metricky vyslovit téZ jako invarianci nekoneéné malych
kruznic takto: C

b") Kruznici o nekoneéné malém,poloméru Ar a stiedu v bodé z odpo-
vidd v z_¢_7bmzem W= ]‘(z kfivka » Liici se od kruzmce se stredemf v bodé
w a polomérem AAr o veliliny nekoneiné malé vy§$’zho mdu vzhledem
% A r. ,

Definice. Zobrazeni w — f(z) majici v nékterém bodé z_vlastnosti
a’), b’) se nazyva konformni v tomto bod&. Vysledky shrnuje ‘

Véta [1]. Budif w = {(z) funkce diferencovatelnd v bodé z a budiZ
f(z) % 0, pak zobrazeni zprostFedkované funkci w = f(z) je konformni
v bodd z a arg [ (2) uddvd velikost pootodeni v bodé z; @) je modul
zobrazeni v bod¢ z.

Poznamka. arg f'(z) nazyvame téz nekdy argument zobrazeni
v bodé z.



Jak jsme ukézali jiz vySe, konformni zobrazeni zachovivé Ghly
mezi kfivkami nejen co do velikosti, nybrz i co do orientace. Tuto
posledni vlastnost nem4 na p¥. zobrazeni w = z, které geometricky
znadi zreadleni roviny z podle redlné osy. Zobrazeni w = z zachovava
sice velikost ahld, ale obraci jejich smysl. '

Zkoumejme superposici zobrazeni w = f({) a ¢ = z (kde ¢ je nova
komplexni proménnd, f({) reguldrni funkce), t. j. w = f(z). Ob& zob-
razeni w = f({) i { = z zachovavaji velikost Ghli a tedy i zobrazent
w = f(z) bude zachovavat velikost tihlti. Zobrazeni w = f() zachovivi
i smysl 4hld, ale zobrazeni { = z jej méni na opaény. Z goho plyne, Ze
zobrazeni w = f(z) bude ménit orientace whli.

Nikdy se nazyvé zobrazeni w = f(z) konformnim II. typu (na rozdil
od vyse zkoumaného konformniho zobrazeni, které pak nazyvime
konformnim I. typu). Zé,}?]érem jestd nékolik pozniamek o vlastno-
stech konformnich zobrazeni.

Poznimka 1. Podminka f'(2) & 0 ve vété [1] je podstatni. Jako
priklad vezméme funkei w = 2* z pf. 5 § 11. Funkce w = 2* je regu-
lérni v bodé z = 0, ale jeji derivace v tomto bodé¢

dw
'd—z = 22

z=0

= 0.
z=0

V § 11 jsme si dokdzali, Ze zobrazeni w = 2% zdvojnasobuje Ghly
v podéatku soufadnic, t. j. neni konformni v bodé z = 0.

Poznamka 2. Z vlastnosti b) plyne, Ze plocha ohraniéend kiivkou
« je a3 na nekonedn& malé veli¢iny vy$sich ¥a4dd rovna A2z Ar2. Z toho
vidime, Ze koefic_ieht A? s uvedenou presnosti je pomér ploch ohrani-
genych kiivkami C a x. Nazyvidme jej koeficientem plosné dilatace
konformniho zobrazeni v bodé z. Je tedy koeficient ploSné dilatace
konformniho zobrazeni v bodé z roven |f'(2)]%. K témui vysledku
dojdeme i jinak: UvaZujme Jakobian zobrazeni w = f(z), t. j. Jakobidn
funkei v = u(z, y), v = v(z, y)
Hu,v) |0z oy| _ (ow\* | [ow\* . .
R ( ax)‘ + (ay) — F P, @
oz oy
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kde jsme pouzili Cauchy-Riemannovych rovnic. Jak je zna,mo z ana-
lysy,*) modul Jakobiédnu je roven koeficientu plosné dilatace.
Odvodime si jesté jednu ggomet.nckou interpretaci |f'(2)|.

Poznimka 3. Jestlize je v nékterém bodé f'(z) + 0 pak podle
o(u, v)
(=, y)
nosti Jakobidnu a spojitosti prvnich parcidlnich derivacf funkef
u(z, y) a v(z, y) plyne, Ze lze nalézt takové okoll bodu z, Ze v ném je
zobrazeni w = f(2) jednofjednd_zria,éné. Je moZno dokazat i opak:
Je-li w = f(z) reguldrn{ 'v bods z a je-li f'z) =0, pak nelze najit
#4dné okoli bodu z tak, aby v ném bylo zobrazeni w = f(z) jedno-
jednoznaéné.

(4) v tomto bodé %+ 0. V analyse se dokazuje, e z této vlast-

§ 16. Konformni zobrazeni oblasti. Definice. Zobrazeni w = {(2)

se nazjvd konformnim v oblasti D, je-li konformni v ]qqgiémfbgdé’ oblasts.

Z véty [1] plyne, Ze k tomu, aby zobrazeni w = f(z) bylo konformni
v oblasti D stadi, aby w = f(z) byla v této oblasti reguldrni a f'(z) + 0
viude v této oblasti. Zobrazeni p¥. 1—4 § 11 jsou zfejmé kqnformni
v celé oteviené roviné. V daldim najde &tendf da,lél piiklady konform-
niho zobrazen.

Piedpoklédejme, %e zobrazeni w = f(z) je konformni a pro jedno-
duchost i jedno-jednoznaéné v oblasti D. Budiz A oblast, kterd od-
povida oblasti D v tomto zobrazeni. V oblasti 4 vezmeme dvé sou-
stavy piimek u = ¢,, résp. v = ¢,, které jsou rovnobéZné s osami.v,
resp. u, v roviné w. V zobrazeni 3 = f(z) odpovidajf témto piim-
kam dvé soustavy kiivek v roviné€’z, jejichZ rovnice jsou

1 Uz, y) = ¢;, vz, y) = Cy (5)

Diikaz. Jestlize se' bod z pohybuje podél nékteré z ktivek, na pf.
prvni soustavy, potom — jak ukazuje prva z rovnic (5) — funkce
u(z, y) je konstantni. To vSak znamend, Ze bod w se pohybuje po
pfimce » = const rovnobézné s osou v. '

Budeme predpokladat, Ze hodnoty konstant ¢; a ¢, v rovnici (5)
rostou ve stejnych intervalech. To znamend, Ze oblast 4 je rozdélena

*} Viz Bermant: Kurs matematideskogo analysa II., str. 181 a dalsf, Gostech -
izdat, Moskva 1950.
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na &tveretky o strané Ac. Budeme pak fikat, %e v oblasti 4 je sestro-
jena kartézskd soufadmicovd sit. Této 'siti odpovidd v oblasti D sif
kiivek (5); Sit (5) nazyvime s$if konformné ekvivalentni ke ka.rtézské
soufadnicové siti.

Jesthze Ac >0 (t. ] 4dc je velidina nekone¢né mald), pak podle

- vlastnosti a’) a b’) kon-
formntho zobrazeni sit
v oblasti D se skladd
z kfivoc¢arych nekonecéné
malych &tvereska*) (obr.
19). .

KNS ' . "P¥iklad. Funkee

: — 6
' Obr. 19, . E";-—z:] (6)
poskytuje zobrazeni hor-

ni. polorovmy Im z >0 na rovinu w s vylouéenim kladné reilné po-
l_oosy u (§11). Toto zobrazen{ bude v celé horni poeloroviné kon-

formni nebot je tam viude %z— 2z % 0.

A% bode z2=0 zobrazeni dvojnasobuje Ghly (viz § 11). Je
u=xt— 1y, v = 2xy; (7)
P e S )

je ihned vidét, Ze konformné ekvivalentni sif je tvofena vétvemi
hyperbol .
2t — g = ¢y, 2wy = ¢y (8)

leZicimi v horni poloviné (obr. 20). Kromé pravé zkoumané sité
muZeme je$té vySetfovat sif konformné ekvivalenini siti poldrnich
soufadnic. V\na,éem ptipad8 je tvofena siti kiivek v Im z.> 0, které
se zobrazi na kruZnice |w| = ¢, (s vylouéenim bodu w = ¢, na kladné
redlné poloose) a na polopaprsky arg w = c,. Je ihned vidét, Ze to jsou
pilkruznice |z = |/c,, Im z > 0 a polopaprsky argz = }¢,, 0 < ¢, <27
(viz obr. 16). ‘ ’

. '*) 8 pfesnosti do nekoneéné malych velidin vys§ich Fada; étyruhelnik Ehr-
kovany na obr. 19 je podle a’) pravothelnik a podle b’) jsou si jeho strany rovny.

\ .,
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§ 17. Diferenciil a jeho geometricka interpretace.
Z deﬁmce derivace plyne

Aw ,
W‘—f(z)—% n— 0 pro 4z — 0,
z toho

dw = f(2) dz + n4z.

Velid¢ina f'(2) Az se lit od piiristku Aw o Veliéill.ll ndz, nekonedné
malou vy3siho fadu*) vzhledem k f'(z) 4z (pro f'®) + 0, # ). Na-

Obr. 20.

zyvame ji podobné jako v analyse funkei redlné proménné — hlavnd
édsti Aw. Kromé toho pii pevném z z#visi tato veliGina linedrné na
Az. Je tedy zcela pfirozend

Definice. Velitina, -
’ dw = f'(z) 4z,

kterd je hlavni dasti pfirustku dw, se nazyvé diferencidl funkce f(2)
v bods$ z.

Budeme-li aphkova,t nasi formuli na fun.kcl f(z) = z, proni% f'(z) = 1,
dostaneme dz = Az a vzorec pro diferencidl pak nabude koneéného
tvaru -

dw = f’(z; dz. . (10)

*) To zna.rnena podobnsd jako v a.na.lyse reilné prom&nné, ¥e
" Adw — f'(z) 4z
im

Az—o0 f ( )~AZ =0
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Abychom nadli geometricky smysl diferencidlu, budeme fixovat body
z a'w a'budethe studovat vztah mezibody Z =2 + Aza W = w 4 Aw:

W — f(2).

Vztah mezi body Z a W se pii pevném z a w ziejmé redukuje na
vztah mezi A2 = Z —z a Aw = W — w, pro které plati pro diferen-
covatelné funkce

Aw = f'(2) Az + ndz. _ (9)

 Budeme studovat vztah mezi 4z a Aw v dostatednd malém okoli
bodu z a ptedpoklidejme jesté, Ze f'(z) + 0. Zanedbime-li na pravé
strané rovnice (9) &len 74z jako velidinu nekoneénd malou vyssiho
fadu, miZeme pfiblizné psit

w = f'(z) 4z = dw. (11)

Rovnice (11) ndm udavs jednoduchou linearni zavislost mezi 4z
a dw. :

Pouzivajice geometrické termmologle muZeme tedy Fieci: je-li funkce
w = f(z) diferencovatelnd v bodé z a je-li f'(z) + 0, pak se zobrazeni
v _okoli tohoto bodu (a% na velidéiny nekoneéné malé vysSich Fadd)
redukuje na linedrni zobrazeni

W —w = f'(2}(Z —2). (10,)

Toto zobrazeni se nazyvd hlavni linedrni Edst zobmzem w = f(2).
Takze, v bodech, kde f'(2) *+ 0, definuje dzferencml dw hlavni linedrni
édst zobrazeni w = [(2).

MiZeme opét provést analogii s analysou funkce reilné proménné,
kde ziména funkee f(z) jejim diferencidlem v okoli bodu z geometricky.
znamend zaménu &asti oblouku kiivky y = f(z) usekem teény v bodé =
8 rovnici

; ¥ —y) =f) (X —a).

Z (11) plyne .
W —w~ f(2) (Z—2)
¢ili

Waf()Z +w—2zf(2) =aZ + b,

kde a = f'(z), b = w— 2f'(2) jsou konsta,\nty Ppii pevném z.
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Je to-linedrni zobrazeni vyZetfované v pf. 4 § 11. Pougijeme-li
vysledku tam odvozeného, dostaneme

Véta [2]. Budiz w = f _diferencovatelnd v bodé z a_necht f'(z) + O,
pak se zobrazeni zprostredkovane funket w= f(z) v dostatecné’ 'm,além
oIcolz bodu 2 redukuje na linedrni zobrazeni (az na veliéiny nekcmecné
'malé vy.é'é'wh Fdda), t. j. na : -

1. rovnobéZné posunutz z bodu 2 do bodu w,

2. dilataci s modulem I)‘ (2)],

3. pootocem o dhel arg f'(z).

Jinak feeno, konformmt zobrazeni se jevi jako lokdlni (t. j. v okoli
bodu 2) podobnost. Odtud je téZ jeho nizev — konformni — t. j.
zachovivajici tvar (formu).

§ 18. Linedrni lomené zobrazeni je definovano na ﬁp]né ‘kouli
komplexni prom&nné z lirtedrni lomenou funkci

az+ b

, Y= wrd (12)

dl’ d , _ : a

proz*—z,#oo%?proz=—?w—ao a8 pro z =, w=-.
Predpoklidejme jests, Ze &

ad — bY =+ 0, (13)

nebot jinak by bylo% = %a, funkce (12) by degenerovala na kon-

stantu.

. Linedrni lomend funkee zprostifedkuje jedno-jednoznadné zobrazeni
uplné koule z na dplnou kouli w. Inversni zobrazeni k zobrazeni (12)
je definovéno a je jednoznaéné na taplné kouli w a ma tvar:

_ —dw+b
T cw—a 7 .
a a i d
prow#;:l:ooaprow:;,z: &prow—oo 2= ——

c

~ Pro ¢ = 0 (12) prejde na linearn{ (celistvé) zobrazeni w= }% z -I—%,
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které jsme podrobnéji vysetiovali jiZ v § 11 pf. 4. Pro ¢ + 0 miZeme

psét
a
w ==+

bc — ad
clez + d) :
n

a miZeme poklidat zobrazeni w = f(z) za superpos101 téchto prostswh
zobrazeni

!

{=cz+d,
w =L
ool (14)

~

w = a_,+ (bc — ad) w,

\' [ [
pFi GemZ pro druhé zobrazeni ze(14) w = 0 pro { = o0 a w = © Pro
{ = 0; prvni a posledni zobrazeni z (14) zobrazi nekoneéné vzdaleny
bod na nekoneéné vzdileny bod. :

\

Prvni a posledni zobrazeni (14) jsou linedrni a redukuji se na dilataci
v §ir$im slova smysla, otodeni a rovnob&iny posun, jak jsme vidéli jiz
vyse. Zbyvi vySettit geometricky smysl druhého zobrazeni (14). Po-
zménime oznaceni a pifeme

w = —:— (156)

Pro ujasnéni si pfedstavme obé roviny soumistné, t. j. poloZeny na
sebe tak, Ze se jejich soufadnicové osy kryji. Zobrazenf (15) pak znadf

piechod od é&fsla z k éislu%. Piisluinou konstrukei jsme vyloZili
v § 3 (obr. 5). Je to superposice dvou zobrazeni: 1. inverse vzhledem
k jednotkové kri#nici (pfechod od bodu z k bodu { = %, pii ]:{terém‘
se neméni argument a modul pfechdzi ve svou reciprokon hodnotu)
a 2. zrpadleni podle redlné osy (pfechod od bodu ¢ k bedu w = t = 1

pii némz se nemén{ modul a argument méni znaménko).

Je ihned vidét, Ze pfi takovém zobrazeni se kruh |2| < 1 zobrazi na
kruh|w| > 1ge stiedem v bodd w = oo a kruh |2 > 1 na kruh |uw| < 1.
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KruZnice |2| = 1 v kruZnici |w| = 1, polopaprsek argz = ¢ v polo-
paprsek arg w = — ¢ (obr. 21). - \

Derivace funkce w =% existuje ve viech bodech krom& bodu

!
argz- z2=08a2z=0wo aje
dw 1

Podle véty [1] je tedy zob-
razen{ (15) kqnformni v celé
roving kromé uvedenych
dvou bodt. ’
Abychom si mohli ujasnit
vlastnosti zobrazeni v téchto
bodech, musime si nejprve

lObr. 21. zavést pojem twhlu mezi
, dvéma kfivkami v. bod&
z =00. Tentd tthel se m&¥i jak zndmo tvihlem, ktery sviraji pisluiné

tetny (pokud existuji) a staéi se tedy zabyvat uhlem dvou piimek
protinajicich se v bodé z = co.

Pod tthlem mezi dvéma pfimkami ¥ bod® z = co budeme rozumét
tihel mezi témito pfimkami v jejich druhém (kone¥ném) prisediku,
vzaty se znaménkem minus:

Po tomto doplnéni bude zobrazeni
(15) zachovavat thly i v dfive vy-
louéenych bodech. Necht se dvé /
piimky I a II protinaji v bod&
z=0 pod tdhlem a. V zobrazeni - ¥
(15) jim odpovidaji piimky I' a II'
protinajici se v bodé w'= 0 pod
vhlem — o¥). Tim je dokdzipo, Ze Obr. 22.
zobrazeni (15) zachovava ihly v bodé
z = oo . Podobné se dokdZe, Ze zobrazeni (15) zachovivé thly i v bodé
z=0,

*) Nebot pfi zobrazeni (18) odpovidé. polopa.prsku arg z=g9 polopaprsek
arg w = — ¢ (viz obr. 22).

' 59



.Zobrazeni (15) mi tedy obé vlastnosti konformniho zobrazeni
ivbodechz=0az=o0 (viz § 15).

Ostatni dvd zobrazeni (14) jsou konformni v celé roving z, A jelikoz
superposice konformnich zobrazeni.je opét konformni zobrazeni, je
i (12) konformni v plné roviné z.

Zakladni vysledky shrneme do

. Véta [3]. Libovolnd lomend linedrni funkce

az + b
w_—cz+d,ad.—bc=|=0, (12)
(pro 2= ——, w= oo, pro z = o, W= 24) zprostfedkuje jedno-
c R4 c

jednoznaéné konformni zobrazeni wplné komplexni roviny z na dplnou
komplexni rovinu w.

§ 19. Zobrazeni kruZnic. Rovnici libovolné kruznice v roving z
A@* +y*) +Bx +-Cy +D =0 (16)

jve mozno pomoci substituce .

r = }(z + 2), y=%(z—;)

psét ve tvaru
A2z +az Loz +D =0, . (17)

kde & = }(B — Ci). Pro 4 = 0 pfejde rovnice (16) v rovnici primky.
Budeme-li pfi svych dvahich pouZivat koule komplexnich éisel, ne-
budeme tuto vlastnost zvldsté vyluovat (viz § 5).

Zobrazenim (15) pfejde rovnice (17) na tvar
A +ow 4w+ Dww =0, - (18)

ktery je ziejmé opst rovnici kruZnice na kouli w. Zobrazeni (15)
zobrazi tedy libovolnou kruZnici koule z na kruZnici koule w. KruZnice
prochéazejici bodem z = 0 (t, j. pro které v rovnici (17) je D = 0) se
zobrazi v pfimky (nebot pak D = 0 v rovnici (18)) a pfimky roviny 2
se zobrazi na kruZnice v roving w prochazejici bodem w = 0 (nebot
A = 0 v rovnici (18)). Ptimky roviny z prochédzejici bodem\z = 0 (pro
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néZ A = D = 0 v rovnici (17)) se zobrazi opét na piimky roviny w
prochézejici bodem w = 0 (4 =D = 0 v rovnici (18)).

ProtoZe druha dvé zobrazeni (14) zobrazi téz kruZnice na kruZnice
(to plyne okam?Zité z jejich geometrického smyslu), je jasné, Ze tuto
vlastnost bude mit i superposice (12). Dokazali jsme tim -

Véta [4]. Libovolné linedrni lomené zobrazeni

_az4+b .
w—m,.ad—'bc—o

(proz = — %, W= 00,Pro z = 00, W =% pfevddi kruZnice koule
komplexni proménné z opét v kruznice koule komplexni proménné w.

Poznamka. Libovolné
konformni zobrazeni zacho-
vava (aZ nanekonetné malé
veli¢iny vysSich ¥ada) neko-
nectné malé kruznice. Linear-
ni lomené zobrazeni zacho-
vava viechny kruZnice.

§ 20. Invariancz sdruZe-
nych bodd. Definice. Bo-
dy z a {, jei leZi na témize
(prodlouZeném)  primeéru
kruznice C a pro néz plati

02.0; =R, (19)-

kde O je stfed a R polomér Obr. 23.

krutnicer G, se nazyvaji i
sdrufené (nebo té% symetrické) vzhledem ke kruinici C. Stied O je
sdruzen s pekoneéné vzdalenym bodem.

. Se specialnim p¥ipadem, kdy C byla jednotkova kruznice se stfedem
v potatku, jsme se jiZ setkali v §§ 3 a 18. Konstrukce sdruZenych
bodi, tak jak byla zndzornéna na obr. 5, zistava v platnostii pro obec-
ny piipad. .

Sestzgjime svazek kruznic (I') prochizejicich body z a { sdruZenymi
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podle C (obr. 23). Ka#d4 kruznice ze svazku @) protind kru#nici C
pod pravym thlem. Podle znimé véty z elementirni geometrie se
étverec délky teény rovnd soudinu z délky sedny a jeji vnéj&i &asti.
Podle (19) je viak tento souéin roven R? a tedy tetna ke F je polomé-
rem v C a kruZnice jsou ortogondlni.

Naopak, jsou-li body z a ¢ zikladnimi body svazku (I") kruZnic
ortogonalnich ke kruZnici C, pak jsou sdruZeny vzhledem ke kruZnici
C. Nebot pfimka z{ patiici do svazku (I') je kolma k C a prochazi zfejmé
stredem O kruznice C. Kromé toho, protoZe je I" ortogonalni k C, je
0z = O = Ow? a podle vyse uvedené véty Ow? = R?. Tim je doka-
zéna

Véta [5}. Nuind a postadujici podminka k tomu, aby body z a ¢ byly
sdruzené vzhledem ke kruinici C, je, aby kruinice svazku (I") s body
z a { jako zdkladnimi byly ortogondini ke kruznici C.

Z véty [5] plyne nova '

Definice. Body z a ¢ se nazyvaji sdrufené podle piimky p, jsou-li
zédkladnimi body svazku kruZnic (I') ortogondlnich k p¥imce p.

V tomto pipadd sdruZeni prechdzi zfejm& v obyCejnou symetrii.

Véta [6]. Zobrazeni w = f(z) zprostiedkované libovolnou linedrni
lomenou funkci zobrazuje dvojici bod@ z a ¢ sdrufengjch podle kruznice C
ve dwojict bodt w a o sdrufengch podle krusnice C', kterd je obrazem
krusnice C,

. Dukaz Sestrojime svazek kruZnic (I) procha,zejlcmh body z a (.
Ty ]sou podle véty [5] ortogonilni ke kruznici C. Podle véty [4] se.
zobrazi C' na kruZnici (pfipadné piimku) C’, svazek (I') na svazek
(I, kruznic kolmych ke kruZnici " a podle véty [5] jsou tedy body
w a w sdruZeny podle C'.

Piiklad. Hledejme sif konformn& ekvivalentni siti polirnich sou-
fadnic pfi zobrazeni '
_z—2z _
w=_——" 2’ (20).
kde 2z, a z, jsou libovolné hody roviny. V zobrazeni (20) odpovida
bodu z,, resp. z,, bod w = 0, resp. w = co. Odpovidaji tedy podle
véty. [4] polopfimkam argw = ¢ (t. j. ,,polokruznicim prochézejicim

\
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body w = 0 a w = o0 ‘) oblouky kruZnic prochizejicich body z, a z,
(8arkované na obr. 24). .

Dale: body w = 0 a w = oo jsou sdruZeny podle viech kruZnic
|w| = ¢,, tedy podle vét [4] a [6] bdpovidaji témto kruZnicim kruz-
nice, podle nichZ musi byt sdruZeny body z, a z, (vytaZené plné na
obr. 24). Oba svazky jsou navzijem ortogonalni. -

Poznimka. Dokdzali jsme jako specidlni piipad, %e geometricksé
misto bodd, jejich? pomér vzdilenosti od dvou danych pevnych
bodi z, a z, je stily .

z2—z

lw| = = const

z2—2

je kruznice. Toto tvrzeni je obsahem wvéty Apolloniovy, a proto se

. z—z S, . v .
kruznice * L| — const nazyvaji Apolloniovy kruZnice.

z—2,

§ 21. Urceni zobrazeni zprostFfedkovaného linedrni lomenou funkéi.
Obecny tvar zobrazeni (12) linedrni lomené funkee zavisi na tiech
nehomogennich (4 homogennich) parametrech, nebot muZeme libo-
volnym nenulovym koeficientem z koeficientt a, b, ¢, d délit Citatele
a jmenovatele zlomku napravo v (12), t. j. miZeme tento koeficient
polozZit roven 1.

Jednoduchy pripad konstrukce linedrniho lomeného zobrazeni je
tento:-Budtez dany na kouli z tfi rizné body z,, z,, z; a na kouli w
tfi rtzné body w,, w,, w,. Jest t¥eba najit zobrazeni tvaru (12), které
prevadi z, v w, (k= 1, 2, 3). Pro koneéné z;, w, ma toto zobrazeni
tvar

W— W Wy — W, z—2, 23—2,

= . (21)
W— Wy, Wy — W, 2—2y, 23— 2 »

* Dikaz. Pro pevna z,, w, je (21) zfejmé lineirni lomena funkce
a ptevadi z, v w, (k = 1, 2, 3). Jestlize nékteré z &isel z, nebo w, je
nekoneéné, pak v Citateli a jmenovateli ve vyraze (21), kde se ono ¢islo
vyskytuje, nahradime pfisludny rozdil éislem 1. Tak na p¥. pro z; = ©
w, = oo vzorec (21) bude mit tvar

1 Wy — Wy z—z2, 1
CwW — w, 1 Toz—z, 1
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¢éili ' z—z,

w = w, + (wy — w,) (22)

z2—2

Ztejmé bodu z = 2, odpovidd bod w = o a bodu z = z, bod w, = O«,‘;
a bodu z =0 bod w = w,.

DokéZeme nyni, ze feSeni dané vzorcem (21), resp. vzorci analogic--
kymi (22), v pfipad8, Ze nejsou viechna z,, w, koneéna, je jedno-
znaéné. Nechf tedy existuji dvé zobrazeni zprostfedkovani linedr-
nimi lomenymi funkecemi w = I,(z) a w = ly(z), kterd prevddsji z,
ve w,. Sestrojime jeité zobrazeni w = l{w) ptevadéjici w, v body
0, 1, 00 a budeme zkoumat superposice ‘

o' = l[l}(2)] = Ly(z), 0" = Il[l5(2)] = Ly(2).
To jsou lineérni lomené funkce prevadsjici body z, v body 0, 1, 0.

Sestrojime zobrazeni
0" = Ly[L{* ()],

kde Lj?! je inversni zobrazeni k L,. Pak " je linedrnf lomend funkce
" aw' + b

=+ d a pfevadi body 0,1, © v sebe sama. Pak je to ale

identita. Dikaz: pro o' = o, " = % =w a tedy ¢c =0, a ¥ 0;
podobné pro o' =0, " = % =0atedy b =0, d + 0; takie 0" =
=%w'. Ale pro o =1, o =% =1, t.j. 0" = o'. A dale: je tedy

Lyt inversni k L,, odtud L, = L, a koneéné I, = [,.
Vysledky vyslovime ve vété.

Véta [7]. Existuje jedno a jen jedno zobrazeni zprostfedkované linedrni
lomenou funkci, které prevddi t#t rizné libovolné dané body z, koule z ve
tFi rizné libovolné dané vody w; koule w (k =1, 2, 3).

Podle véty [7] lze najit linearni lomenou funkei prevadéjici danou
kruznici C koule z v danou kruZnici €’ koule w. K tomu staéi podle
véty [4] najit zobrazeni pfevadsjici tfi libovolné body prvé kruznice
ve tii libovolné body druhé kruznice.
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Poznamenejme je§té, Ze toto zobrazeni zobrazi kruh ohraniéeny
kruznici C' bud cely dovnitf kruZnice ¢’ nebo cely vné kruznice C'.
Dikaz: Nechf obrazy w’ a w” bodt 2’ a 2" z vnittku kruZnice C leZf na
ruznych stranich kruznice C’. Pak tsecka z'2” neprotind kruznici C,

l "

ale oblouk w'w” ji odpovidajici protind kruznici C’, coZ neni moZné.

Abychom zjistili, ktery pii-
pad nastane, stadi najiti obraz
jediného bodu z vnitfku kruz-
nice C; lezi-li tento -obraz
uvnit¥ C’, nastane prvy piipad,
lezi-li vné, nastane druhy pfi-
pad. MuZeme téZz postupovat
jinak. Zvolime na kruZnici ¢
t¥i razné body: z,, z,, 25; jejich
pofiddek definuje jisty smysl

b) w22, oblouku na C (viz Sipka na

Obr. 25. obr. 25). Kdyz odpovidajici

body w,, w,, w, definuji tentyz

smysl na C’, pak se vnit¥ek kruznice C.zobrazi na vnitfek kruZnice
¢’ (obr. 25a). v opaéném piipadé vné kruznice ¢’ (obr. 25b). Diikaz:
vezmeme bod z na poloméru proch]é.zejicim bodem z,; usetce 2z, od-

povidéd oblouk ww, kolmy k C". Uhel mezi obloukem ;172 a polomérem
22, (rovny + in) musi v disledku konformnosti zobrazeni odpovidat
i co do smyslu Ghlu mezi oblouky @2 a w7v;: Odtud ihned plyne,
jak je vidét z obr. 25, naSe tvrzeni:

Pro dany smysl ob&hu na kruznici C lezi vnitiek C nalevo od C. P
zobrazeni zistdva v obou pfipadech obraz tohoto vnitiku nalevo od
C’. Mtzeme tedy Fici, Ze zobrazeni (12) zachovivd smysl ob&hu na
hranici kruht.

§ 22. Specidlni pFipady. Hledejme zobrazeni horni poloroviny na
jednotkovy kruh previdsjici dany bod z, poloroviny do stfedu
jednotkové kruznice w = 0. Podle véty [6] je bod z, sdruZeny s bodem
zo podle realné osy a z, tedy prechazi v bod w = co (sdruZeny s w =0
podle jw| = 1).
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Bude tedy mit hledané zobrazeni tvar

z2—z,

w==k —.
z2—2,

Zbyva uréit k. Body redlné osy maji ptejit v body jednotkové kruznice
|w| = 1. Pro z = x (z redlné &islo) je viak z = 2 a ¢&itatel a jmenovatel
zlomku jsou komplexné sdruZeny a jejich modul je roven 1. Mime
tedy konedn8 |k| = 1, t. j. k = e'? a nafe zobrazeni m4 tvar
z—z,

—— (23)

w = el

Funkce (23) pro libovolné ¢ fesi nali tlohu, protoZe podle své
konstrukce zobrazi ,kruZnici“ y = 0 na kruZnici [w| =1 a bod

Obr. 26.

2z, horni poloroviny dovnitf kruhu |w| < 1. Zména ¢ v rovnici (23)
znaéi pootoeni kruhu |[w| < 1 okolo pocatku, coZ neni v rozporu
s nadi tlohou. Na obr. 26 je nakreslena pfisludnd sit sdruZzenych funkei
konformné ekvivalentnich siti polarnich soufadnic kruhu |w| < 1. Je
ziejmé Gasti sité z obr. 24.

Hledejme jesté zobrazeni jednotkového kruhu |z2| <1 na jednotkovy
kruh |w| < 1 zobrazici bod zo z vnitiku kruhu |z[ < 1 na stfed kruhu

lwl <1, w =0. Bod = sdruien)’r s bodem z, podle |2| =1 musi

0
pii tom piejit v bod w = o, takze hledane zobrazenf mé4 tvar

— z2—z

w=k = 1 8 =k -

z ——= 1 —2z,
Zy




kde k = — k,2, je jistd konstanta. Ke stanoveni k& pouZijeme toho, Ze
body z = e'? kruZnice |z| = 1 pfejdou v body kruZnice |w| = 1:

= k] |e*?]

1 —zpele
1

— zgel?

Je |e'?| = 1 a ¢itatel zlom-
ku je komplexné sdruZen
'8 jmenovatelem; modul
1 ]"p zlomku je tedy roven L.
o0 G A tedy k=1, k=e"
S e a naSe zobrazeni ma tvar
i NP

Obr. 27. w=e ]_ _Zzo. ( )

Vzorec (24) dava FeSeni nadi tlohy pro libovolné y aZ na pfipadné
otoleni kruhu |w| < 1 kolem podatku.
Derivace funkce (24) v bodé z = z, je rovna
1 — 2z, 1

r_ ol —— 070 — al
w, = e'¥ E— = elv
° (1 —2¢2)? 2=z, 1 —r%

kde 7, = |2,| < 1. Z toho je zfejmé, Ze y = arg w, geometricky znadf
uhel pootoleni zobrazeni (24) v bodé z,. MiZeme tedy vhodnou
volbou z, a y dosdhnout toho, aby bod z, a smér — y piesly v bod w =0
a smér osy u¥*).

. Na obr. 27 je nakreslena sit sdruZenych funkei, konformné ekvi-
valentnich siti polarnich soufadnic kruhu |w| < 1 (je 84sti sit& obr. 24).
Zobrazeni (24) tedy deformuje vnitfek a hranici kruhu |z| < 1, po-
nechdvaje ho celkové beze zmény. ‘

Odvodime je3td zobrazeni kruku |z| < R na kruh |w| <1, které
prevadi bod z, v podatek w = 0. Toto zobrazeni ma tvar

. Bz — zy) o5
w=e @ ——— :
} .R2 _ ZOZ 3 ’( )
jak sisnadno odvodime, nahradime-li ve (24) z, resp. z, %, resp. %.
*) To znamen4, %e kiivky dotykajici se v bod& z, polopaprsku argz = — ¢

se zobrazi na kfivky, dotykajici se v bod®¥ w = 0 osy u.
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§ 23. Obecné principy theorie konformniho zobrazeni. Linearni
lomena funkce zobrazuje jedno-jednoznac¢né a konformné tplnou
rovinu komplexni proménné z na uplnou rovinu komplexni proménné
w. Je moZno dokdzat, Ze je to jedind takovi funkce. Funkce jiného
typu neZ je linearni lomend funkce mohou jedno-jednoznaéné zob-
razit pouze ¢ast roviny z na &ast roviny w.

V predeslych paragrafech jsme vidéli, Ze jedno-jednoznaéné konformni
zobrazeni libovolného kruhu roviny z na libovolny kruh roviny w (ve
zvla§tnim piipadé jeden nebo oba z téchto kruhd se mohou ,,rozsiFit*
v celou rovinu) lze vidy provést prostfednictvim linedrni lomené
funkce. Vznikd otdzka, je-li moZno séstrojit’ jedno-jednoznaéné zob-
razeni libovolné oblasti D na libovolnou oblast 4.

V takovéto obecné formulaci je odpovéd ziporni. Tak neni na pf.
mozné zobrazit vicendsobné souvislou oblast na jednoduse souvislou
oblast. Neprovedeme uplny dilkaz a poukiZeme jen na hlavni prin-
cipy nemo#nosti konstrukce takového zobrazeni.

Piedpokladejme, Ze takové zobrazeni vicendsobné souvislé oblasti
D na jednoduse souvislou oblast A existuje. Vezmeme v oblasti D
uzavienou k¥ivku C, skladajici se z bodt oblasti D, a to takovou,
Ze v ni lezi body nepatfici do D (takova kifivka podle predpokladu
vidy zfejmé existuje). Pfi naSem zobrazeni pfejde kfivka C v kiivku
C’, ktera se skldda z bodid oblasti A. Protoze je 4 jednoduse souvisld,
je mozno ji spojitou deformaci stahnout v jediny bod aniZ pfitom ¢’
vystoupi z A. Ze spojitosti zobrazeni plyne, Ze se odpovidajict kiivka
C v D musi také stihnout v jeden bod, aniz vystoupi z D, coZ je ziejmé
nemozné, ‘

Pro jednoduse souvislé oblasti plati

Véta o existenci a unicité. Nechf D a A jsou dvé libovolné, jednoduse
souvislé oblasti riizné od iplné koule, resp. koule s vyriatym bodem,*)
a necht 2z, a w, jsou libovolné dva vnitini body oblasti D a A a necht g,
je libovolné redlné &islo. Pak existuje jediné jedno-jednoznaéné kon-
formni zobrazeni w = f(z) oblasti D a A vyhovujici podminkdm

f(zo) = wy, arg f'(2) = @o. (26)
Dikaz této.véty se vymyka ramei této knihy, a proto jej neuvidime.

*) Nutnost vylougeni t&chto oblasti se ukéZe v dalsim (§ 53).
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Poznamka 1. MoZnost zobrazeni libovolné jednoduSe souvislé
oblasti na jistou libovolnou jednoduse souvislou oblast bude dokazana,
dokiZeme-li moZnost zobrazeni kaZdé z nich na horni polorovinu
nebo na jednotkovy kruh. Necht funkce ¢ = f(z) a ¢ = g(w) zobrazi
oblasti D a 4 jedno-jednoznaéné a konformné, na pf. na jednotkovy
kruh |{] < 1,a budiz w = (p(C) inversni zobrazeni k zobrazeni £ = g(w).
Pak superposice

w = g[f(2)] = F(2)

zprostiedlkuje ]edno-]ednozna.cne a konformni zobrazeni oblasti D
na 4.

Znime-li jedno zobrazem { = f(z) oblasti D na jednotkovy kruh,
muZeme jich sestrojit nekoneénd mnoho pomoci pomocného zobrazeni
jednotkového kruhu |{| < 1 na jednotkovy kruh |w| < 1. Toto po-
mocné zobrazeni je dano vztahem (24), kde misto z piSeme £ a libo-
volny bod {, se zobrazi na pocitek w = 0 a argument teény v bodé
£, ma danou pfedem zvolenou hodnotu.

Poznidmka 2. Jak ukazuji rovnice (26), zdvisi konformni zobra-
zeni dané oblasti na druhou na tfech redlnych parametrech (prva
z rovnie (26), jako rovnice mezi komplexnimi ¢isly, je ekvivalentni
dvéma rovnicim mezi redlnymi é&isly). Misto (26) se dasto pouZziva pro
stanoveni jedno-jednoznaéného konformniho zobrazeni jinych pod-
minek, obsahujicich rovnéz tfi redlné parametry. Na pf. jsou dany
obrazy jednoho vnitfniho bodu a jednoho bodu hraniéniho:

[(z0) = wy, f(z,) = wy

(29, wy Vnitini, z;, w, hraniéni body oblasti D, resp. 4) nebo jsou dany
obrazy t¥i hrani¢nich bodu oblasti D:*)

Y f(a) =we (k=1,2,3)

(21, w, hraniéni body oblasti D resp. 4).
O podobnych poédminkich fikime, Ze normuji hledané konformni
zobrazeni. N&kdy jim té% fikdme okrajové podminky.

*) Poloha hraniéniho bodu je urena jedinym realnym parametrem, na pf.
.délkkou oblouku méfeného od zvoleného pevného bodu na oblouku.
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Podtrhnéme jeité to, Ze v existendni vété se mluvi jen o zobrazeni
vnitifku oblasti D na vnitfek oblasti 4. Jak se pii tom zachova
hranice? Na tuto otdzku ndm divd odpovéd

Prva véta o pfirazeni hranic. P#i jedno-jednoznaéném konformnim
zobrazeni oblasti D na oblast A

a) existuje jedno-jednoznaéné a spojité
zobrazeni hranic téchio oblasti, jestlize hra-
nice oblasti A se sklddd z komeénych bodé
a pocitdme-li kaZdy hraniéni bod tolikrdt,
kolikrdt jej projdeme pfi dplném ob&hnuti
hranice.*)

b) funkce zprostfedkujici zobrazeni md
na hranici oblasti D spojitouw derivaci,**)
jestlize hranice oblasti D, resp.- A, obsahuji
pouze koneéné body a maji ve vdech bodech
spojitou kitvost. V téch bodech, kde neexis-
tuje teCna k hranici, derivace neexistuje nebo md hodnotu 0, resp. co.

Poznamenejme jests, Ze vlastnost odvozend v § 21 pro zobrazeni
(12) ma obecny charakter:

P# jedno-jednoznacném a konformnim zobrazeni oblasti D a A se za-
chovdvd smysl obéhu jejich hramic.***)

Jinak Feleno, jestlize pfi ob&hu hranice oblasti D oblast zlstane
vlevo, pak pii odpovidajicim obéhu hranice oblasti 4 zistane i oblast
4 vlevo.

Vétsi vyznam pro praxi konformniho zobrazeni ma

Druh3 véta o pFiFazeni hranic. Necht D, resp. A, jsou jednodude souvislé
oblasti ohranilené kitvkami C, resp. C', necht funkce w = f(z) je regu-

*} Na pf. na obr. 28: bod z, projdeme jednou, l:;ody z, & 2z, dvakrat a koneéné
bod z; étyfikrat. Jestlize hranice oblasti D i hranice oblasti 4 neobsahuje né-
sobné body, pak je zobrazeni jednoznadné a spojité v b&iném slova smyslu.
(fz)—1(=)

**) Derivac{ funkce f(z) v hraniénim bod& z rozumime limitu lim 7 —z

kde {z’} je posloupnost hraniénich bodi. Tz

***) V kursech analysy se dokazuje. ¥e tuto vlastnost ma libovolné spojité
jedno-jednoznadné zobrazeni s kladnym Jakobidnem. Podle (4) § 15 maji kon-
formni zobrazeni vidy tuto vlastnost.
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ldrni v D a spojitd v D a necht w = [(z) zprostredkuje vzdjemné zobrazeni
kfivek C a C'. Pak funkce w = [(z) zprostfedkuje jedno-jednoznaéné
a konformni zobrazeni oblasti D a A.

V zavéru uvedme jesté dulezity

Princip zachovéni oblasti. Je-li funkce w = f(z) reguldrni v oblasti D
a riznd od konstanty, pak bodovd mnoina A, na kterou funkce w = f(z)
zobrazi oblast D, je téZ oblasti.

Poznamenejme jesté, Ze tento princip ma obecny charakter. Jak
jiz bylo feéeno v poznamce 3 k vété [1] této kapitoly, je-li f'(z,) + O,
pak funkce w = f(z) zobrazi okoli bodu z, oblasti ¥ na okoli bodu
wy = f(z,) roviny w. V celku nebude obecné zobrazeni oblasti D na
oblast 4 jedno-jednoznaéné, v obecném piipadé bude 4 oblasti na
Riemannové plose funkece w = f(z). Takové plochy budeme bliZe
zkoumat v piiSti kapitole. Bodiim, pro nez f'(z) = 0, odpovidaji
body rozvétveni Riemannovy plochy (o nich bude fe¢ téz v pridti
kapitole), v jejich okoli se naruluje jedno-jednoznalnost zobrazeni.
Princip zachovani oblasti se ovSem nenarusuje a obrazy takovych bodii
jsou vnitinimi body oblasti 4.

ULOHY

1. Budi w = f(z) = u(z, y) + iv(z, y). DokaZte: Nutné a postedujici podmin-
ka proto, aby f(z) byla v bod8 z diferencovatelnd, je, aby du + idv (kde
du & dv jsou diferencialy redlnych funkei u a ») bylo tmérné dx + i dy (kde
koeficient iim&rnosti zavisi jen od z).

:ZDIa.k se najde délke obrazu ktivky C a plocha obrazu oblasti D pti jedno-
jednoznaéném konformnim zobrazeni?

- z —1i
@Stanovte modul & argument zobrazeni w = o v bodech z; = — 1,
- z 1 ‘
Zy = 1.

q\ﬁtanovte plochu obrazu ¥tverce 0 <z <1, 0 <y < 1 pfi zobrazeni
w = 22 g délku jeho obvodu‘.

5. Stanovte délku obrazu kruznlce |z] ‘= 1 pki zobrazeni w = Vz——-i-—_l (viz pf.
11 d, kap. I).

6. DokaZte, Ze podminky konformni ekvivalence sitd sdruZenych funkef
u(z, ¥), v(z, y) se siti kartézskych soufadnic lze psdt také takto:

lgrad u| = |grad v|.
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" 7. Najddte hlavni linedrni &ist zobrazeni w = 2z* v bod¥ z = i. Odhadnéte
chybu pro hlavni &ist tohoto zobrazeni v kruhu |z — i| < 0,1.

" . 1
@Na jakou oblast se zobrazi funkef w = — oblast, uzaviend mezi t¥i kruZnice
: 2z

navzédjem se dotykajici (vn8), je-li jeden z t&chto bodu dotyku v podétku?

. 1
9.)Na jakou oblast zobraz{ funkce w = — oblast polopdsu 0 < = < 1,y > 0?
_ z . X

10. Stanovte jedno-jednozna¥né konformni zobrazeni prstence omezeného
kru¥nicemi-|z| = 1 & |z — 1| = § na mezikruf 1 < |w| < R. Stanovte hod-
notu R.

11. Najdate vdechna zobrazeni zprosttedkované linedrnimi lomenymi funkcemi,
kterd ponechévaji body + 1 na svém mists.

a
12¥tanovte konformnf zobrazeni kruhu |z] < 1 na hornt polorovinu, pievédé-
_/]icibody —1,+1,ivbody o, 0, 1.

\jtanovt’e zobrazeni horni poloroviny na sebe samu tak, Ze boddm o, 0, 1
-odpovidajf 0, 1, co.

14. Stanovte zobrazeni w = f(z) horni poloroviny Im z > 0 na kruh |w| < R
tak, Ze f(i) = 0, f'(i) = 1. Jak velké je R?

15 s Jaky je geometricky smysl uhlu @ v rovnici (23)? V jakou soustavu prevadi
—" zobrazen{ (23) kartézskou soufadnicovou sit v roving z?

l-é‘ Stanovte konformni zobrazeni horni poloroviny na sebe samu tak, aby tti
” dané (razné) body a,, @y, a3 (a3, < @ < ay) na reélné ose preily na body
0, 1, co.
. . az + b . :
17. Jaké jsou podminky pro to, aby funkce w = prary zobrazila hornf polo-
cz

rovinu na sebe samu (roviny z & w piedpoklédédme soumistné)?
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Karrrora III.

ELEMENTARN{ FUNKCE

§24. Funkcew = z" a jeji Riemannova plocha, Funkece
w =2t (1)

byla jiz diskutovana v §§ 11 a 16.
V polarnich soutfadnicich z = rel?, w = ge'? Ize psa.t (1) pomocti
dvou rovnic mezi realnymi veli¢inami

e=r% yp=2p, (2)
z kterych ihned plyne geometricky smysl naSeho zobrazeni.
Z rovnice 2} = 2} plyne
2, = 1+ 2,. ' (3)

Ziejmé jsou tedy pfi zobrazeni stejné obrazy jen téch bodd, pro néz
plati (3), t. j. splyvaji pouze obrazy bodi soumérnych podle podatku
soufadnic. Aby bylo zobrazeni (1) jedno-jednoznainé, zejmé stadi a je
nutné, aby oblast D neobsahovala #4dné takové body.

Témto podminkdm vyhovuje horni polorovina 0 < r < o0, 0 <
<@ <=, jak ostatné ukazuje rovnice (2). Funkce w = 2* zobrazi
horni polorovinu na celou rovinu (w) s vyfezem podél kladné reilné
pglgo_y Odpowda]1c1 si soustavy kiivek pii tomto zobrazeni jsou
zakresleny na obr. 16 a 20; zobrazeni je konformni viude kromé bodu
z=0az=o0c0%) (viz § 16).

. Dolni polorovina 0 < r << 00, n < ¢ < 2xn se zobrazi téZ na celou
rovinu (w) vyjma kladné redlné poloosy. Je tedy zobrazeni (1) jedno-
znatné, ale nikoli uz jedno-jednoznaéné! kazdému bodu w kromé bodi
w = 0 a w = oo odpovidaji dva rizné body z. Z této vlastnosti plynou
nékteré disledky, které nebyly mozné pro jedno-jednoznaéné zobra-
zeni. Tak na p¥. neuzaviena kfivka |2| = 1, 0 < ¢ < # (pilkruZnice)
se zobrazi pii zobrazeni (1) na uzavienou kifivku jw| = 1.

*) Pfesné feéeno, funkee w = 2? neni v bod$ z = oo definovdna. Budeme

definovat jeji hodnotu v tomto bods jako lim 22 = co.
Z—>m
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Je viak mo#no udat nékolik zptsobi geometrického zobrazeni
bodi w, které vyhovuji nafemu zobrazeni (1) tak, aby bylo mo#no
interpretovat zobrazeni (1) opét jako jedno-jednoznaéné.

Vezmeme dvé roviny (w) (dva , listy”) s vyliatymi redlnymi k_lad-
nymi poloosami a budeme iikat, Ze prvy
list (I) nese obrazy véech bodi hornf polo-
roviny. a list (II) obrazy vSech bodd dolni
poloroviny. Predstavime si oba listy uloZeny
nad sebou tak, Ze body se stejnymi soufad-
nicemi budou lezet privé nad sebou. Aby
byla zachovana spojitost funkce w = 22 po-
dél realné zaporné poloosy, ,,sklizime® mezi
sebou dolni okraj vynaté poloosy v roviné (I) (t.j. obraz této poloosy p¥i
zobrazeni horni poloroviny) a horni okraj této poloosy v roving (II)
(t. j. obraz této poloosy pfi zobrazeni dolni poloroviny) tim, Ze p¥iddme
(jeden) polopaprsek leZici nad kladnou poloosou % (obr. 29).

Zbyvé zajistit spojitost zobrazeni v bodech kladné poloosy x. K tomu
stadi ,,skliZit* navzdjem oba zbyvajici volné okraje vytatych kladnych
realnych poloos rovin (I) a (II) pomoci polopaprsku leZiciho nad osou
u. Abychom zachovali jednoznaénost naeho zohrazeni obéma sméry,
musime oviem tento polopaprsek odlidit od polopaprsku jiz dfive
pouzitého ke sklizeni okraji obou vyhatych poloos, tfebaZe geo-
metricky v dusledku své polohy v prostoru oba paprsky nutné spolu
souhlasi (viz obr. 29). Pro nafe Gvahy budeme .pfedpoklidat, Ze jen
oba konce obou paprsku lezici nad body w = 0 a w = 0 se spolu
ztotoznuji.

Takto sestrojens dvouhsta plocha se nazyva Riemannovou plochou
funkce' w = 2% Je rozprostrena. nad -celou rovinou (w) tak, Ze nad
kazdym bodem w kromé bodu w = 0, resp. w = o0, le?i dva rozliéné
body Riemannovy plochy R patfici dvéma riznym listim plochy.*)
Jen nad body w = 0, resp. w = o0, leZi jen po jednom bodé plochy R.
Jestlize néjaky bod obéhne kolem bodu z'= 0 jedenkrdt po kruZnici
|2| = r, pak zfejmé podle rovnice (2) jemu odpovidajici bod w ob&hne
bod w = 0 po kruZnici |w| = ¢ privé dvakrit. TotéZz plati pro bod

*) Body osy u netvoii vyjimliu, nebot jsme se umluvili, Ze body plochy R,
které vznilmou pfi priniku plochy samé se sebou, budeme poditat jako ruzné.
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w =00. To nds opraviiuje k tomu, abychom body plochy R leZicimi
nad témito dvéma body nazyvali body rozvétvent druhého fddu. V téchto
bodech, jak jsme jiz uvedli, jsou ,,seSity‘‘ oba listy Riemannovy
plochy, t. j. oba tyto body patii soudasné obéma listim.

Podle nasi konstrukce tedy funkce w = 22 zobrazuje spojité a jedno-
jednoznacné dplnou rovinu na pfistusnou Riemannovu plochu. Abychom
vyjasnili na§i konstrukei, budeme. jesté studovat pfifazeni bodit
jednotkové kruznice K a ji odpovidajici kiivky K’ na Riemannové
ploSe pfi naSem zobrazeni. Horni ptilkruznice K (pro 0 < ¢ < 7) se
zobrazi na kruZnici |w| = 1 s vynétim bodu w = 1 leZiciho na listé
(7). Dolni pilkruznice K (pro z << ¢ < 2x) se zobrazi na podobnou
kruZnici na listé (II). Pak sklizime kiiZem viechny ¢tyfi volné konce
na8ich kruZnic, pii ¢emz budeme opét poklddat oba body, kterymi
jsme doplnili nage kruznice, za rizné, tfebaze spolu zfejmé geometricky
souhlasi. Vysledna kfivka bez dvojnych bodii K’ -bude lezet na obou
listech Riemannovy plochy nad kruZnici |w| = 1 a bude spojitym
a jedno-jednoznaénym obrazem kruZnice K (viz obr. 29).

Pro lepsi porozuméni pojmu Rieman-
novy plochy uvedme si jesté nékteré ana-
logie. Realny analogon funkce (1) je funkce
y = 22, ktera zobrazuje osu x na kladnou
poloosu y. Toto zobrazeni je jednoznaéné,
ale ne jedno-jednoznacné, nebot kazda
dvojice bodt 4 a B, jejichz z-ové sou-
fadnice se li§f pouze znaménkem, se zob-
razi na jeden a tentyz bod, totiZ bod
A" = B" (obr. -30).

MiZeme tedy vzit dvé kladné poloosy ¥, slepit je navzijem v bodech,
y = 0ay = o0 a povazovat bod 4" za leZici na jedné z nich a bod 4"
na druhé z nich. Tim jsme sestrojili analogon Riemannovy plochy
funkce w = 2* a nafe funkce y = 2? nim ted zobrazuje vzdjemné&
jedno-jednoznaéné osu = na kladnou (dvakrit poditanou) poloosu y.

Geometricky vyznam zobrazeni y = 22 se stane ihned nizorngjsi,
sestrojime-li v roviné (z, y) parabolu y = #* a budeme-li konstruovat
bod 4" jako postupnou dvojndsobnou projekei nejprve 4 v 4’, pak
A’ v A" (obr. 30). Dvojnisobnou poloosu y miZeme nyni povaZovat

i
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za projekei nasi paraboly nebo, chceme-li, za jeji jednorozmérny mo-
del. Analogickou tivahu miZeme provést i pro funkei komplexni pro-
ménné w = z%. Rovnice w=-2* je ekvivalentni dvéma redlnym rov-
nicim

u =z —y: v =2y, (4)
které ve ¢tyfrozmérném prostoru*) (z, y, u, v) definuji*jistou dvou-
rozmérnou plochu. Tato dvourozmérna plocha nemiize byt vnofena
(pfenesena) do trojrozmérného prostoru, podobné jako parabola
y = a* nemohla byt vnofena (pfenesena) na osu y. Proto se pfi jejim
studiu omezime na jeji projekei na rovinu (u, v) étyrrozmérného pro-
storu, ktera je shodna s rovinou w = u + iv. Vysledkem této projekce
je pak Riemannova plocha funkce w = 22, kterd se sklddd z rovin
(podobné jako projekce paraboly z pfimek, t. j. os y).

Nag3e analogie objasiiuje i to, pro¢ nebereme v ivahu nisobné body
Riemannovy plochy, t. j. body, v nichZ se protinid sama se sebou.
Takové body se mohou vyskytnout pfi studiu promitanych geometric-
kych obrazt. Poklidime-li na p¥. k¥ivku majici podobu osmitky
v roviné (na pf. lemniskatu) za '
primsét prostorové smycky, tak
jak je to znazornéno v obr. 31,
nebudeme jisté brat v tivahu jeji

nisobné body (t. j. oné rovinné i
kfivky). w

Uplné obdobnymi vlastnostmi
se vyznaduje i funkce

Obr. 31.
w=2z" (5)

pro libovolné celistvé a kladné n (pro z = oo definujeme w = ).
Vztah (5) prechdzi v polarnich soufadnicich ve dvé rovnice mezi
reilnymi proménnymi r, g, resp. @, ¥
e=r1"y=np. (6)
Jejich geometricky V)’rznam je zfejmy.
*) V tomto prostoru jsou &tyki osy =z, y, u, v. Kaidy pa.r téchto os uréuJe

jednu soufadnou rovinu. Existuje tedy Sest soufadnych rovin. Jsou to roviny:
= y)» (2, u), (x,0), (y,u), (y,0), (u,v).
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Aby zobrazeni (5) bylo jedno-jednozna®né v oblasti D, je nutné a
staci, aby oblast D neobsahovala body, které maji tentyZz modul

byl , 2 . . ey
a argumenty liSici se o ndsobek _n , nebot jen takové body maji pii

zobrazen{ (5) tenty% obraz. Spemalne ]e (5) jedno-jednoznadné v kai-
dém z n sektord

2 2
£k<¢p<£(k—|—1),k=0,1,2,...,-n—1,

které se zobrazenim (5) zobrazi na celou rovinu w s vyiiatou kladnou
realnou poloosou. Vezmeme tedy n takovych rovin, navrstvime je na
sebe a skliZime pomoci polopaprsku leZicich nad kladnou reilnou
osou u jako na obr. 32 pro'n = 5. Tyto paprsky budeme poklidat za
rizné a spojené pouze ve svych koncich leZicich nad body w = 0
a w=oc0. Takto sestrojend n-listd plocha se nazyvid Riemannova
plocka funkee w — 2.
Jak je vidét z rovnic (6), obéhnedi bod z po kruZnici |z| = bod
z = 0 jedenkrat, obéh-
ne jemu odpovidajici
bod w bod w = 0 po
kruznidi|w| = p n-krat.
Totéz plati i o bodu
w=oc0. Proto nazve-
me body lezici nad bo-
dem w =0 a w= o
body rozvétveni n-tého
Fddu,
Obr. 32. Funkce w =z" pak
zprostfedkuje jedno-
jednoznaéné spojité zobrazeni Gplné roviny (z) na Riemannovu plo-
chu R. Jako zobrazeni (1) je i zobrazeni (5) konformni v8ude kromé
bodii z = 0 a z = 0, kde nasobi Ghly pravé n-krat.

§ 25. Pojem reguldrni vétve funkce. Funkce w = ]/2. Definice.
Regularni funkce f(z) se nazyva v oblasti r reguldrni vétvt mnohoznadné

funkce F(z) v této oblaétl jestlize v kazdem bodé z této oblasti jsou
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hodnoty funkee f(z) shodny s nékterou z hodnot funkee F(z) v tomto
bodé. Vezméme si na piiklad funkei

w =z, (7)

kterd je inversni k funkei z.= w? Zprosttedkuje jednoznaéné zobra-
zeni dvoulisté Riemannovy plochy R nad rovinou (z) s body rozvét-
veni nad body z = 0 a z= oo na tplnou rovinu (w). To si snadno
ovéfime takto: ze dvou hodnot ]/z jednu z nich (na p¥. pro y + 0
tu z nich, kterd lezf v horni poloroviné (w)) budeme povaZovat za
odpovidajici bodu z listu (/) Riemannovy plochy R a druhou z nich
(t. j. tu, kterd le#i v dolni poloroviné (w)) budeme povaZovat za od-
povidajici bodu z listu (1) Riemannovy plochy R. Pfi tom samoziejmé
oba tyto body z listu (I) i (II) lez{ nad bodem z roviny (z). Bodim
z2=0 a z = o0, nad kterymi lezi jen po jednom bodé Riemannovy
plochy, bude podle (7) odpovidat téZ jen po jednom bodu w. K témto
hodnotém se bliZi obé hodnoty funkce |/z, kdyz se z bliZi k 0 resp. oo,
Bod z = 0 resp. z = 0 se nazyva bodem rozvétvend.

Jakym podminkim musi vyhovovat oblast D roviny z, aby v ni
existovala regulémi vétev na,éi funkce VE? Dokéieme si, Ze geometricky
kychkoliv vytezi (t. j. bez vyloqcem kterehokohv bodu) na R;eman-
novu plochu B tak, aniz by se dotykala bodi rozvetvem plochy R,
Oblast se mize prltom rozprostirat celd na ]ednom ¢i druhém hste
Riemannovy plochy nebo mize prechazet z jednoho hstu na druhy
(asi tak jako koberec po schodech). Tak ku piikladu mezikruzi
1 < [#] < 2 zfejmé neni moZno rozprost¥it bez vyfezi na nadi plochu,
ale lze jiz tak uéiniti s timtéz mezikruzim s vyfezem podél poloméru.

Ztejmé, je-li oblast D rozprostfena uvedenym zpisobem po nadi
plose, pak Ize definovat )z pro hodnoty z oblasti D jako spoptou
a ]ednoznacnou funkei. Hodnota této funkce v libovolném bods
oblasti je pak jednoznains definovdna poukazem na to, v kterém
list¢ Riemannovy plochy R tento bod lezi. Podle véty o derivaci
inversni funkce existuje pak v ka#dém bodé z plné definovani denvaoe
nadi funkce

dw 1 1
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kde }/z je ta hodnota z rovnice (7), kters je pfifazena bodu z. Je tedy
takto sestrojend funkce reguldrni v oblasti D a je zfejmé regulirni
vétvi funkee |/z. '
Ku p¥. v mezikrui 1 < |z| < 2 s vyTfezem podél poloméru je moZné
sestrojit regulirni vétev |/z. Na riznych krajich vyfezu bude tato
vétev nabyvat riznych hodnot (lii-
cich se co do znaménka). V tGplném
mezikruzi 1 < |2| < 2 nem4 funkce
|/z regularnich vétvi. V oblasti na-
‘rysované na obr. 33a nebude mit |/z
té% regularni vétve, nebot tato oblast
obsahuje bod rozvétveni nasi funkece.
V oblastech b) a c) téhoz obr. budou
rgguldrni vétve existovat, nebot bo-
y rozvétveni lezi na hranici a nikoli
uvnit? uvaZované oblasti.-
Obr. 33. Jestlize oblast dovoluje spojité
: rozprostfeni po Riemannové ploSe
R, je ‘toto rozprostieni mozné dvéma zpisoby. Tak na pf. kruh
z obr. 33b je moZno rozprostiit bud tak, Ze nejprve umistime vrchni
pllkruh na list () a dolni ha list (/I) anebo naopak: horni pilkruh
umistime na. list (/I) a dolni na list (I). Témto dvéma zplisobim roz-
prostieni odpovidaji dvé rizné reguldrni vstve funkce ]z v této
oblasti, lifici se navzdjem pouze znaménkem.

. Poznamenejme k tomu, Ze zafazeni bodu z do toho ¢i onoho listu
je uréeno tim, jakd hodnota argumentu mu patii, nebof hodnota
argumentu z defiiﬁujﬁq hodnotu V% Je tedy moznost sestrojeni regu-
larni vétve funkce }/z v oblasti nerozluénd spojena s regularitou a
jednoznaénosti funkce Arg z v této oblasti.

Objasn&me si tuto tlohu na p¥Fikladé oblasti z obr. 33c. Nejprve bu-
deme v daném bodé, na piiklad z, = 1, fixovati libovolnou hodnotu
argumentu, budiZ @, = 0. Pak hodnota kofene (|/z), = + |/1 = L.
Budeme nyni spojité ménit z po cesté (I) zobrazené v obr. 33c. Pak
bude hodnota arg z vzristat od 0 do hodnot vétiich nez = a potom
opét klesat k nule. Zfejm& i hodnoty |/z se budou spojité ménit, pki
tem? v kaZdém bodé budeme mit plné definovanou hodnotu kofene.
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ProtoZe pak v bodé z; bude hodnota arg z rovna nule, bude hodnota
kofene |/z, opét kladnd. Naproti tomu pijdeme-li cestou un, hodnoty
arg z*) budou ubyvat od hodnoty 0 do —2x, a proto z vychoziho bodu,
kde bylo ]/z, = 1, pfijdeme do bodu, kde bude hodnota odmocmny

zaporna
Jae= < e—i|/a = —Ja.

UvaZujme jedté rovinu z s vyiezem podél kladné redlné poloosy.
Tuto oblast je mozno dvojim zpisobem rozprostfit na Riemannovu
plochu w =}z a kaZdému z téchto rozprostfeni .odpovidd jedna
regulérni vétev funkce. Vezm&me vtev |/z regularni v této oblasti
a zobrazujici ji na horni polorovinu (k tomu sta¢i poéitat argumenty =z
od 0 do 2x). Jak vypadd obraz tohoto zobrazeni? Ze z = w? mame

— 2 _ 2 —
T =ut—v% y = 2up. Y

Polozime v téchto rovnicich # = « a vyloudime v; potom poloZime
v=f a vylouéime u a dostaneme sif konformné ekvivalentni, sfti

kartézskych soufadnic v roviné w:
: 2

2
z:az'—%“z,'z Ez-—‘ 2 ”‘)"/),‘;/;
Sklida se z parabol, jejichZz osy jsou totozné s osou z (viz obr. 76).

Pro cel4 kladnd n m4 funkce |/z vlastnosti zcela obdobné vlastno-
stem funkce VE. Je jednoznaénd na odpovidajici n-listé Riemannové
plose nad rovinou (z) a zobrazi ji na- plnou rovinu (w). Predstavuje

piiklad t. zv. mnohoznaéné analytické funkce (viz dale § 63). Dovoluje

konstrukcl Jednozna.cnych regulirnich vétvi v libovolné oblasti D,
v ni% je mozno konstruovat jednoznalné vétev funkce Argz.

Jako dalsi pfiklad mnohoznaéné funkce uvedme funkei

A

w = |z —a) (z—b). ' (8)
Polotimé z — a — re®, z—b = r,e'™ a dostaneme )

w = V;;‘eil(wﬁm)_

\ *) Zde se uchylime od dohody § 2 — arg z oznaduje hodnotu vétve argumentu
odliéné od_hlavni hodnoty.

~\
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Vezmeme dvé roviny (z) s vyfezy podél tsecky {a, b). V kazdé z t&chto
rovin je moZnad konstrukce regulirni vétve funkce (8). Dikaz. Pii
probéhnuti cesty (I), k )
uvnitf které neldii Zad-
ny z bodi a, b, vraci se
argumenty ¢, a @, k pi-
vodni hodnoté. Pii pro-
béhnuti cesty (II), uvnité
které lezi oba body a, b,
se kaidy z argumentid
zvétsi o 2w atedyi (g, +
+ @,) se zvétsi 0 2z a w
nabude opét ptivodni hod- _
noty. Cesta typu (I/II), kterd by jedind umoziiovala zménu hodnoty
w, neni mo¥n4 pro existenci vytezu (a, b>.

Slepime nyni obé roviny pomoci dvou usedek <{a, b), které budeme
kromé okrajovych bodt povaZovat za rizné, tfebae jsou ziejms
geometricky totozné. Takto vzniklou plochu nazveme op#t Rieman-
novou plochou funkece w = l/(z — a) (z — b). Je zfejmé dvoulista s.dvé-
ma body rozvétveni druhého fadu nad body z = a a.z = b.*) Funkce
(8) je jednoznaténi a spojitd na této ploSe a zobrazi ji na uplnou
rovinu (w). Toto zobrazeni neni jedno-jednoznaéné, protoze funkce

. S 2
z = jla+b) + l/(a, 3 b) + wt kterd je inversni k (8), je dvou-

znadna na roving w.
§ 26. Funkce w = ;—(z + jz—) a jeji Riemannova plécha. Stanovme

podminky jedno-jednoznaénosti zobrazeni

t 1 .
w=1% (z + ;). 7 (9)
. ‘ .

*) Nad bodem z = o0 nejsou listy Riemannovy plochy spojeny, tiebaZe
obd hodnoty funkce (8) jsou v tomto bod8 sob& rovny a rovnaji se . To si
objasnime snadno sledovanim chovéni funkee (8) v okoli bodu z = . Jednomu
ob&hu kol dokola bodu z = oo -po kontufe (II) odpovidé jeding. obSh bodu
w = o0 a naopak. Doporudujeme &tenédfi, aby se sdém o tom piesvédéil.

AN
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Rownici |
& 1 1
(3 —_ = -—
Bl 21+zl Zz+zz
piepiime do tvaru

(2, — 24) (1 — 1 ) =.0.

242,

Z toho plyne, Ze pro z; =+ z,, zléz = 1, t. j. zobrazeni (9), zobrazi do
jediného bodu ty a jen ty body z,, z,, pro které plati’

224 = 1 (10)

Pro jedno- ]ednoznacnost naseho zobrazem (9) tedy stadi a je nutné,
aby oblast D neobsahovala __zadné boély Vyhovupm rovnici (10).

Takové oblasti jsou na pf. “vnitfek nebo vne]sek ]edng_pl_;_gvg kruZnice.
Pro objasnéni geometrického obrazu nadeho zobrazeni polozime
z=re®, w=u 4 iv a (9) prejde ve dvojici rovnic mezi redlnymi

proménn}'rmi

=1 (1' + %) cosp, v =} (T ——:) sing. (11

Z (11) plyne, Ze kruinice |z| =r < 1 piejdou pfi zobrazeni (9)
v elipsy s poloosami o

1
R A

jejichZ ohniska jsou v bodech (4 1, 0). ProtoZe pro r <1 je r —%

zaporné, plyne z (11), Ze se zobrazenim n:;ém' smysl obéhu. Pro r - 0
poloosy @, - «, b, - oo, pfi ¢em% a, — b, = r — 0; vidime, Ze nase
elipsy se zvétSuji a postupné se zaokrouhluji. Pro r — 1 — poloosy
a,—~ 1, b, > 1 a naSe elipsy se tedy postupné smrituji v Gsetku
(—1,1 osy u. Zobrazeni (9) zobrazuje vzdjemné ]ednoznacne kerub

|z| < 1 na vnéjdek usecky {(—1, 1) rediné osy u.

KruZnici [z| = I odpovidé dvojndsob poditani usetka (—1, 1),
pii ¢emZ body —1 a 41 jsou samodruzné (to,plyne z (9)), a to tak, Ze
vrchni pllkruZznice se zobrazi na dolni ¢ast Gseéky (plyne z (11} pro
r—1— a ¢ — }n) a dolni pilkruZnice se zobrazi na svrchni &dst

°
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Gsedky (plyne stejnym zptsobem z (11)). Vzijemné pfifazeni bodd
kruZnice a roviny je zakresleno v obr. 35.-

Svazek piimek arg z = @ brtogonilnich ke kruZnicim |z| = r pfejde,
jak je vidét z rovnic (11) vyloudime-li r:

ut v?
cos?p sinfp

>

ve_svazek hyperbol orthogonilnich k na$im elipsam a ma.]icich ta.té,é
ohniska (41, 0) (éirkované na obr. 35).

.
~0SeL {"1/‘)

Obr. 35.

Z rovnic (11) plyne jesté, Ze kruzmce |z] == r > 1 se zobrazi zobraze-
nim (9) na elipsy s poloosami —

a’r=’1' (7+_) br = %‘(T_—l');
R s

@E‘E_ Pror—1+jea,— 0 b —~0a ehp»y se tedy smrsﬁu]i v tisetku

. ' wow 1
{—1,1y. Pro r > © je a,—> o b, — oo, pti demZ a, — b, === 0

a elipsy se postupné zvétsuji a zaoki‘ouhluji. Zobrazi se tedy zobrazenim
(9)ondjsek kruhu jedno-jednoznatné na vnéjsek tsefky (— 1, 1.
nice |z] = 1 se zobrazi opét na tsetku (— 1, 1> dvakrat poéitanou,
ale horni ptlkruZnice se nyni zobrazi na horni okraj useéky a dolnf
pilkruZnice na dolni okraj.

Z vyse uvedeného plyne, %e obrazem uplné roviny (z) jsou dva listy
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roviny (w) s vyfezem podél Gsecky <— 1, 1), slepené podél této tisedky
kifZem. Takto sestrojena plocha s body rozvétveni nad body w = 4- 1

je Riemannovou plochou funkce w .=} (z ———i—) Géometricky se

ni¢im nelidf od Riemannovy plochy z obr. 34.

Inversni funkce k funkeci (9)

\z_w+Vw2+1 (12)
je jednoznaéna na zkonstruované Riemannové ploSe; riizné hodnoty,
jich% nabyvé v bodé w, vztahujeme k dvéma rozlitnym bodim Rie-
mannovy plochy, lezicim nad bodem w roviny (w). Zptisob konstrukce
reguldrni funkce je zcela obdobny konstrukeim v predeslych piipa-
dech. i

Funkce (12) ma dvé regulirni vétve (navzajem rdzné) vné tsetky
{(— 1, 1) realné osy u. Jedna z nich zobrazi vngjsek této usetky na
vnéjSek, druhd tutéz oblast na vnitfek jednotkového kruhu roviny (z).

Poznamenejme jén, Ze tyto v&tve nelze tentokrit charakterisovat
znaménkem kotene. Tak na pf. ona regularni vétev, kterd zobrazi
vnéjsek usetky na vnéjSek kruhu, mé pro w = 2 hodnotu 2 + V3
aprow=—2 hodnotu — (2 + V3)

Obg zobrazeni jsou jedno-jednoznaénid a konformni v¥ude wvmé
tsetky {(— 1, 1>. Sité konformné ekvivalentnich sdruZenych funkeci
jsou nakresleny v obr. 35, kde vidime, Ze sif konformné ekvivalentni
siti poldrnich soufadnic je tvofena svazkem konfokdlnich elips a
hyperbol. .

§ 27. PF¥iklady. Vlastnosti elementdrnich funkei odvozenych vyse
muZeme pouZit k feleni #lok o konformnim zobrazeni. Cilem takovych
uloh je konstrukce jedno-jednoznaéného zobrazeni zobrazujiciho danou
jednoduse souvislou oblast na kanonickou oblast (t. j. jednotkovy
kruh nebo piirovinu). Jak uvidime v dal3i kapitole, maji tilohy tohoto
druhu velky prakticky vyznam.

Podle zakladni véty v § 23 ma kaZd4 takova tdloha v piipadé jedno-
dule souvislé oblasti nekonedn& mnoho FeSeni (zdvisicich na tfech
redlnych parametrech). Jeji obecné fefeni oviem nelze vyjadfit ele-
mentirnimi funkcemi. UkdZeme si nyni fadu pfiklada oblasti, kde je
hledané konformni zobrazeni fe¥itelné pomoci elementirnich funkei.
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Pi"ikla,dj‘ 1.V Hledejme jednozna¢né konformni- zobrazeni horni
poloroviny+s vyfezem. velikosti ~ podél imag’mami osy od podétku
smérem do horni poloroviny (obr. 36a). Uloha spocwa, v tom, a.bychom
tak Fkajic ,,ubrali vyiez a narovnali jej v &ist reilné isy_lAbychom
likvidovali Ghly v bodech B a D hranice, je p‘i"lrozené pouzit zobrazeni

:w—zz:('ﬂ 7”' !

T JpH tom maji pravé
thly ADG), resp. |ABC,
prejit v dhly velikosti
n, t. j. vyrovnat se.

Cog—----- L-‘ MgﬁTﬁ: )

Zobrazeni w = 2?2 je

i | DI0) @ YA nadi oblasti jedno-
() - A R P jednoznaéné a tato
' o 610/ Afoc) operace ]eétedy moZné.
Orh? @ . Awo) - P —zobrizent prejde

? o Bth? Aoy  Paprsek AD (pro jehoZ

body je argument rov-

T I rmeAle) | 1Y nule) sém v sebe:
Aloo)  Bth) cro) D(h} asedka DC (pro jejiz
Sl . body ‘je argument ro-
‘Obr. 36., (. 3 ven }7) piejde v tseé-

CJ?;J " ku na ziporné redlné
poloose od O do — A2 (pro z = ih, w'= — h?); Gsetka CB pfejde ve

spodni okraj Gsetky na zdporné poloose)gﬁaprsek BA (pro jehoz body je
argz = x) ve spodni okraj reilné kladné poloosy. Oblast roviny z
lezela pfi obdhu kontury 4BCDA stéle vlevo a bude tedy lezet vlevo
i odpovidajici oblast v roviné {w) pti obshu kontury odpovidajici
kontute ABCDA. Vidime tedy, Ze odpovidajici oblasti je révina

s vytezem podél redlné osy: Imw = 0, Re w = —A? (obr j@bj/i(’?
suneme si nyni podatek vyfezu do poditku soutadnic transformaci

(wl_—_w—h;lz;' (1
Body B a D pfejdou v body B a D realné kladné poloosy roviny (w,)
s usetkami - A% (obr. 36c¢). V nasi oblasti je moZno konstruovat
_]ednozna.énou vétev funkce »
cw = Jor. (2
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Pii konstrukci budeme poditat yrgumenty bodd oblasti v intervalu
od 0 do 27. Funkece w = le zmensuje uhly dvakrat a oblasti roviny
(w,) odpovida zfejmé horn{ polorovina (obr. 63d) a -bodim 4, B, C, D
body ©, + h, 0, — k v témZe pofadku. ¢

’lAJ'
Funkce zprostredku]ici konformni ‘zobrazeni dane oblasti na polo-

rovinu ma tedy tvar ~
( £)

" (5)—)w = V‘I 1= Vo + 72 i Vz?- + Rt (13)

Piiklad 2. Hledejme konformni zobrazeni roviny (z) s dvéma
vyfezy —o0 <z < —1a 1< z< 00 podél redlné osy na vrchni
polorovinu. (Na kouli komplexnich' é&isel se. oba vyfezy zfejmé
stykaji v bodé oo a oblast je tedy ]ed.noduée souvisld). Linearni
lomenou funkei zobrazime bod B |do bodu O a bod C do bodu oo:

z+1 N
= T 6 A K \ A
z— A 14 @ A .
frrrerrrrissetssrrre]ad Q2270 — =
A ~1 1 A X

Nasim dvdma vyfezim odpovida
nyni jediny polopaprsek spojujici O 3 Bo) Al1) @c
s o0 (viz obr. 37a,b). Protoze (14)

All c
n}g& P'ouz.ebreél'né lfoeiicienty, 'od})o- c O am B A W) c
vidaji dosazeni realnych z realna w ; ? ”

a vySe zminény polopaprsek miiZe y Obr. 37
byt bud kladnd nebo zaporni real- ’

néd poloosa. Bod z = co prechdzi \

v bod w = 1, musi tedy leZet bod @ = 1 na vytezu a vytez je tedy
tvofen kladnou poloosou. Nyni staéi jen odmocnit dvéma a méme
hledané zobrazeni ' :

‘ w='l/5=']/z+1. ‘ (15)

z—1

Vya—czau\e.no
Piiklad 3. Hledejme konformni zobra,zem pilkrubu |z] <1,
Im z > 0 na horni polorovinu (obr. 38). Pomoci lineérni lomené funkce
muZeme zobrazit piilkruZnici na polopiimku tak, Ze.pramér zistava
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leZet na jisté piimce. K tomu staci zobrazit jeden z koncd priméru
na bod co *). To zprostiedkuje na pi. funkce

z+1

z—1

Priimér AC se pfi tom zobrazi na tu redlnou
poloosu, kterd obsahuje obraz bodu z = 0,
t. j. bod w = — 1, tedy na zépornou polo-
osu (viz predchazejici pf.). Pilkruznice se
zObrazi téZ na poloosu O, ato na tu, ktera
je kolmi na obraz priméru (zobrazeni je
konformnil) a obsahuje obraz bodu z =1i, t.j.
11

‘ bod @ =- = —1i,. tedy na zdpornou
v 1
© . DA AL Bl) 1 .
C rormmmmrrrmrr e C imaginarn{ poloosu. Oblast v roviné v mus{
Obr. 38. lezet vievo od kontury ABC a je to tedy

zfejmé cely ttetf kvadrant 7z < argw < $=.
Zbyva jen aplikovat jedt& zobrazeni w = w? pfinémZ se argument mén{
v intervalu od 2z do 3a; obrazem naSeho kvadrantu bude ziejmé
horni polorovina. Midme tedy vysledek

w7w2=(:i})z. (16)
Mohli bychom té% zjistit pfimo a najednou, Ze zobrazeni
w=1 (z 4+ %)
zobrazuje na§ pilkruh na dolni polorovinu a zobrazeni
‘ w= —%(Z-i*%‘) ‘ (17)

je tedy také feSenim nasi dlohy. Odpovidajici dvojice bodd budou
oviem pro oba pfipady rizné. Tak pro zobrazeni (17) mdme: 4 «— 1,
B < ©0,(0 <—> —1, D <— 0a pro piipad (16): 4 «—> 0,B<«—1,

*) JestliZe zobrazime na nekoneénd vzdaleny bod néktery z bodid pulkrui-
nice, ktery neleZi na redlné ose, nebude obraz redlné osy obsahovat nekoneéné
vzdéleny bod, t. j. bude kruZnicf a nikoli pfimkou.
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C<«—0, D« —1 _(Konstruu]me jesSté doplitujici zobrazenf polo-
roviny Imw > Ona polorovmu Im W > 0 pfevadéjici body w =0, 1, o0
v body W =1, 0, —1 v tomtéZz pofddku. (Vzorec odvodime podle
(21) kap. II):

. \

g
1—w
Dosadime (16) & mame
2
1+(zii)
W = ;=
=
1 —
z—1

Vidime, Ze ve shodé

Z 4
8 vétou § 23 zobraze- b - cl) 7 @ A
RN, Fl-3 Dr
of (16) a (17) se daji 4 T T A
navzijem pievést po- c)  cio Bt
moci linedrni lomené =, : Lo D& @
funkece. a
_ BI%)
Prik.lad 4. Z horni A Flo) AM
poloroviny vyjmeme C 7 , 7€
vnittek  jednotkové Btz o)
kruZnice a vytez podél Obr. 39

imagindrni osy y > 2,
z = 0. Hledejme zobrazeni této oblasti na horni pilrovinu. Pouil-

jeme-l zobrazenf
1
'w =4 (z + ?) . "o

(které je jedno-jednoznaéné v nadi oblasti), zobrazime pulkruZnici
na Usetku do redlné osy, aniz tim principidlné zménime ostatni &isti
hranice oblasti (viz obr. 39a,b). Funkce

0, = o
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zobrazi tuto oblast na rovinu s dvéma vyiezy (obr. 39¢). Zobrazenim

1 9 9
v‘*’z':w—l(“’l*“ﬁ)— '+ Too,

prevedeme nasi oblast v rovinu s vyTezem podél kladné reilné poloosy.
Zbyva jen provést zobrazeni

w = |,

Hledané zobrazeni je pak superposici viech diléich zobrazeni a mé
tvar

R CEY
o 2(z2 + 1)

, (18)
¢mZ je nage tloha vyFeSena.

§ 28. Profil Zukovského. Pifklad, ktery zdé uvadime, méa velkou
dileZitost v theorii kiidla letadla. Hledejme konformni zobrazenf
vnéjsku oblouku'A_’J_?? jisté kruznice na Ynéjéek oblouku kruZnice C
(obr. 40). Pomoci linedrni lomené funkce

‘79 :

C.=2—|—2

(19)

zobrazime vngjiek oblouku AB roviny (z) na vnéjSek polopfimky
AB v roviné ({). Je

[5)z0 ‘
a sklon polopfimky, méfeno od zé,porné poloosy, je
/ ‘ « = 2 arctgh.
Z obr. 40a plyne: sinzx ='§; cosq = — 2h = 1 — h'sinx, kde r je
polomer oblouku AB a tedy A = ufzm = tgix. Déle misto to-

ho, a.bychom hledali zobrazeni nasi nové oblasti na vnéjsek oblouku
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kruhu C, budeme se snaZit najft inversnf zobrazeni vnéjsku kruhu na
nadi oblast. K -tomu tdelu opdt pouzijeme linedrnf lomené funkce

)

[

w —

w+

A

o _‘\\\v,g

(=

\
Pritom C prejde v pHimku, kterd — p‘rotoie (-d—w)= > 0 — bude
\ .

] duw, w=1
s kladnou poloosou svirat thel g = }n — arctgh (obr. 40b, odtud
cotgf = h) a vnéjSek kruhu pfejde v polorovinu ohraniéenou touto
primkou. Zobrazen{ ' ’

i
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w—1\

zobrazi tuto polorovinu na vnéjek polopfimky svirajici s kladnou
poloosou thel 28 = x — 2 arctgh = » — «. Timto zpdsobem dossh-
neme toho, %e obé polopfimky jsou shodné (obr. 40c). Vylouéenim £
z rovnic (19) a (20) dostavame hledané zobrazeni

.(w—l _z—2
‘ w+l._z+2
a z posledni rovnice '

z=w —l—.%, w=3}z+ Vz2 — 4).' (21)

Sestrojime nejprve v roving (w) kruZnici C* dotykajici se kruZnice C
v bod& w = 1, Zobrazeni (21) ji pfevede v jistou uzavienou kiivku *C
roviny (z), v jejim% vnit¥ku bude leZet oblouk AB. Ktivka se dotyka
oblouku v bodé z = 2 a mé tam tedy bod zvratu (obr. 40a). K¥ivka

*C pfipomind svym tvarem profil ki{dla.
Privé popsani methoda zkoumani profilu kfidel pochdzi od zna-
menitého ruského védce N. J. Zukovského. Profil ziskany timto
zplsobem se nazyva profil Zukovského a jeho

vypodet je velmi prosty.

Nikolaj Jegorovi¢ Zukovskij (1847—1921)
prvni pouZil v Sirokém méfitku methody kon-
formniho zobrazeni v hydro- a aeromechanice.
Jeho prace byly zakladem theorie vzducho-

Obr. 41. plavby.
Tvar uvedenych profili Zukovského zavisi
na dvou parametrech: A — ktery charakterisuje proknuti kiidla a
d — ktery je vzddlenosti stredu kruznice ¢ a C* a charakterisuje
tloudtku kiidla.
V specidlnim pfipadé pro A = 0 je profil symetricky podle osy
{obr. 41).

§ 29. Exponenciilni funkce a jeji Riemannova plocha. Exponencial-
pi funkei komplexni proménné budeme definovat vztahem

w = e = e® cosy + ie® siny = e® (cosy +isiny). (22)
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Ve specidlnim piipadé dostaneme pro z = 0 znimy Eulertiv vzorec
&' = cosy +isiny,

ktery muZeme povaZovat za definici ryze.imagindrni mocniny
Ysla e (viz § 2). Pro redlns z — x funkce (22) je totoZnd s obyéejnou
exponencidlni funkef redlné proménné. Pro komplexni hodnoty z m4

v3echny vlastnosti této redlné exponencidlni funkce. Tak na pf.
!
e”e”™ = e™(cosy, + isiny,)e™(cosy, + isiny,) =

. . (23)
— e+ oos(y, + ) +isin(y, +y.)] = e |
nebo : )
lim (1 + i) = e (24)
n—w n

(viz pt. 3a ke kap. I.). To ovéfuje nasi definici (22).

Zbyva ukazat, Ze funkce e* ma jedté nékteré nové vlastnosti. Tak
na pf. Ze je periodickd s imagindrni periodou 2ni, mebof zFejmé pro
libovolné % celé plyne ze vzorce (23)
z4-2knf

e z 2knl __ e’,

e".e

Funkece e* je té% reguldrni v celé otevfené roviné, nebot z (22) méme
ihned
ou ov ou ov
E=a—y=e“cosy, —Fy—=6_z
t. j. podminky Cauchy-Riemannovy jsou splnény pro. viechna kom-
plexni z. Diferencovatelnost obou funkei  a v je zfejma (viz § 14).
Podobné jako v analyse redlné proménné plati o derivaci

de? u .oV
i i

Abychom si objasnili vlastnosti zobrazeni w = e?, polozme z = z + iy,
w = pe'® a z rovnice (22) dostaneme

g=¢e%5 9=y
Zkoumejme podminky pro jedno-jednoznadnost zobrazeni. Z rovnice
wy = w, Cili 0 = 0y 91 = @ + 27 VYPIYVE 2, = 2, Y1 = Y, + Zkne

eili 2, —2, = 2kni, . ) (28)

= % cosy + ie® siny = e*. (26)
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kde & je libovolné celé éislo. Aby zobrazeni w = e* bylo jedno-jedno-
znaéné v oblasti D, je nutné a’'stad, 'ﬁby oblast D neobsahovala Zidné
dva body vyhovujici fovnicim (28). _
Témto podminkim vyhovuji pisy rovnobézné s osou z o ifce 27,
na pf. pasy ' :
—o<r<d
2k <y <2k +1)=z

} k=0, +1, +2,,..

AN
p

Id ¥ ol A o h 4
LI T T T T LT T T TT

i B
I T T T T T 3T T 1T T 1T O T T T T T T I TITTTT

A
Z Z X

-1

2w - O

Obr. 42.

Kadému takovému pasu odpovida oblast, bodi w, pro které plati
0<p< oo, 2kn<<p<2(k 4+ 1) =,

t. j. rovina (w) s vjrfézem podél kladné reilné poloosy. Pfi tom pfimky
y.= const piechizeji v polopaprsky ¢ — const a tsecky na pfim-
kich z = const (pokud leii v pdsu) v kruZnice. Funkce w = e* zob-
razi konformné a jedno-jednoznaéné pis — oo <z <0, 0 <y <=
§itky n na horni. polorovinu, zdpornou Edst tohoto pdsu na jednotkovy
kruh atd. (viz obr. 42). '

~ Hranicim ka?dého pasu odpovilaji okraje vyjezu, a to spodnim
hranicim horm'}‘)Q_ okraje a hornim:spodni okraje. Abychom zkon-
struovali jedno-jednoznadny a spojity obraz roviny (z), nutno vzit

94



nekoneén& mnoho rovin (w) s vyfezy podél reilné poloosy u; kazdému
¢islu k pifadit jeden list (k) a slepit je v tom pofadku, jak jsou na
sebe pfilepeny odpovidajici pasy v roving (z). Za¢neme s rovinou (0)
a ke spodnimu okraji jejiho vyfezu ptilepime horni okraj vytezu
roviny' (1). K volnému (spodnimu) okraji vyfezu roviny (1) pfipojime
horni okraj vyfezu roviny (2) atd., ani% tuto operaci ukonéime.
V roviné (0) ziistal jeSté volnym horni okraj vyfezu a ten nyni spo-
jime s dolnfm okrajem vyiezu roviny (—1). Volny horni okraj vyfezu
roviny (—1) spojime s dolnim okrajem. vyfezu roviny (—2) a tak opét
bez ustini pokra¢ujeme do nekoneéna. Viz obr. 43.

Obr. 43. Obr. 44.

’

Konstruovana plocha o nekoneéné mnoha listech tvofi Riemannovu
plochu_funkce ef. Funkce e* zobrazi jedno-jednoznadné a konformné

plochu na otevienou rovinu z.*)

Pro ujasnéni uvaZujeme zobrazeni vertikilniho pésu 0<z<a.
Tento pds se ziejmé zobrazi na nekoneény zavit nad mezikruzim
1 < |w| < e°, podobny Sroubové plose (konoidu). Viz obr. 44.

Dodejme jeits, %e nale funkce nilsdde nenabyva hodnot w=0 a
w = oo aZese tedy nad témito body nerozprostira plocha R. Budeme-li
obchézet bod w = 0 nebo bod w = co po plofe R po kfivce lezici-nad
kruznici |w| = r v jednom sméru, obejdeme tyto body, jak ukazuje

*) NemiiZeme spojité pokradovat naSe zobrazeni do bodu z = co, nebot
lim e* neexistuje (pro z—> oo po kladné redlné poloose e — 0, jestliZe z — o
Z—> 0 ) .
po zaporné reilné poloose e — 0).

>
)
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obr. 44, nekoneéné mnohokrit. Z tohoto divodu nazyvime body
w = 0 a w = o0 body rozvétveni nekoneéné velkého fadu. Tyto body
nepatii plose R.

§ 30. Logaritmicka funkce. Logaritmickou funkei budeme defi-
novat jako funkei inversni k funkei exponenciilni, t. j.

w= Lilz, (29)
jestliZe plati
e’ = z. (30)

Polozime z = re @+ u — 4 1 iy a z (30) dostaneme
et =z, v=¢ 4 2kxn.
Z toho u = Inr = Injz|,’ v = ¢ + 2kn = Argz a
‘ w= Lnz = ]n]z] +i Argz, (31)

Logaritmickd funkce je nekenetné mmnohoznacéni a zobrazi Rieman-
novu plochu funkce z = e® na rovinu (w). Je definovina pro viechna
konedéna z + 0, nebof funkce e” nenabyvi hodnoty nula pro zadné w

(to je patrno z (31) nebo z toho, %e Argz neni definovan pro z = 0).

Nad body z = 0 a z = o0, jak jsme ji% vidéli v piedeSlém paragrafu
(t. j. nad body w = 0 a w = oo v oznabeni pifedeslého §), lezi body
rozvétveni nadi funkce. Nazyvaji se logaritmické body rozvétweni
a jsou ziejmé nekoneéné velkého fadu.

Ze vztahu (31) plyne jesté

el®?* = z; Lne®* = z + 2kni. (32)

Funkce w = Lnz je dalsi piklad mnohoznadné analytické funkce
(viz § 63). Podle své definice dovoluje funkce w = Lnz konstrukeci
regularnich vétvi v téch a jen v téch oblastech, kde je moZno kon-
struovat jednoznadné vétve funkce Argz. BudiZ na pt. oblasti D rovina
(z) s vyfezem podél ziporné reilné poloosy. Tuto oblast mozno zfejmé
nekoneénd mnoha zpisoby rozprostfit na Riemannovu plochu funkce
e?. Udinime to tak, Ze vrchni polorovinzi, lezi na listu (0) a dolni
polorovina na listu (— 1). Pak v = Argz se méni v intervalu od = =
do 7z a je totozna s hlavni hodnotou argumentu, kterou jsme v § 2

9
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oznadili symbolem argz. Ziskanou jednoznaénou vétev funkce Lnz
budeme analogicky nazyvat hlavni{ hodnotou logaritmu a-oznadime ji
symbolem

w = Inz = In|z|] +iargz. (33)

Tato funkee je regularm v uvaovand oblasti, protoze podle véty
o derivaci inversni funkce existuje ['

dinz 1 1
dw

Obr. 45.

Funkce (33) zobrazi jedno-jednozna&né a konformné (protoZe podle
(34) dl—: * 0) rovinu s vyjfezem podél zdporné redlné poloosy*) na

pds — 7 < v < m. Na riznych' okrajich vyfezu nabyvi ruznych
hodnot. '

Hornf polorovina se pfitom zobrazi na pis 0 < v < 7, polomezi-
kruzi y >0, a < |z| < b na &tyrihelnik atd. (obr. 45). o\

Pro reilné hodnoty z argz = 0 a Inz = Injz| piechdzi v obydejny
logaritmus reilné proménné. MiZeme tedy povazovat funkei (33) za
,,prodlouzeni‘‘ logaritmu do komplexni roviny.. Ctenaf si snadno do-

kéze, Ze funkce (33) mé i vlastnost, obyéejného logaritmu

In(2,2,) = Iz, + Inz,, - (36)
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oviem jen pro takova z,, z,, jejichZ argumenty i soudet jejich argu-
menttd lezi. v intervalu (— =, #). Hodnoty funkce Lnz dostaneme
z hodnot funkce Inz pfipoétenim p¥islu§ného celistvého nisobku 2ni.

§ 31. Goniometrické a hyperbolické funkce. Budeme si definovat
goniometrické funkce komplexm promenne vzta,hy

o - oy
- sinz = Ei(e" —e™%), cosz = }(e* 4 e7¥),
! : (36)
| tgz = 2 cotgz = L
’ g cosz’ & tgz'

Pomocf Eulerova vzorce i ¢tenaf snadno dokizZe, Ze pro rea,lné. z jsou
tyto funkce totoZné s obyéejnymi goniometrickymi funkcemi reilné
proménné. Zachovavaji mnohé jejich vlastnosti. Tak na pf. z perio-
dicity funkce e* plyne i periodicita funkei (36); funkece sinz a cosz majf
periodu 27z a funkce tgz a cotgz maji periodu . Ovéfme si jesté

phatnost adlcmho teoremu pro sinz:

. . | .
sinz, cosz, + cosz, sinz, = 5 (el — e—i21) L(elss 4 e—im)

(elz. + e—iz.) (eiz. . e—iz,) — % [ei(z.+z,) _ —i(z.-Fz.)] —

~

= sm(z1 + z,). (37)
Stejné bychom si ovéfili i platnost ostatnich vztaht mezi gonio-
metrickymi funkecemi.

Ze vztahi (36) a vzorce pro derivaci, exponencidlni funkce plynou

rovnice , .
dsinz cosz d cosz sinz d tgz 1
dz - > dz T > dz  cos%’
L J
d cotgz 1
= = — . 38
dz ' sin?z . (38)

Z nich bezprostiedné plyne regularita goniometrickych funkei sinz
a cosz v celé oteviené roving (z) a funkei tgz pro body z + (2k + 1) %n
a funkee cotgz pro body z + kn. Ne ovSem viechny vlastnosti gonio-
metrickych funkei redlné- proménné zistanou zachovany pi jejich
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prodlouZeni do komplexni roviny. Tak na, pf. nemiiZeme tvrdit, Ze by

funkce sinz, resp. cosz, mély vzdy modul menél nez 1. Je na pf.

-6

cosi= (e + e1) i'l,54, sini = (e —e—l) = —1, 171

Prozkoumejme blize .ja,ko piiklad zobra,zeni zprostfedkované funkci
w = cosz. (39)

Jak plyneé z rovnice (36), miZeme je pokladat za superposici tif
zobrazeni

() § =iz (II) 0 =et, (III) w =.=’z(w + %), (40)

z nichZ kaZzdé jsme uz vyS3etfili diive. Nejprve pokud se tyka jedno-
jednoznaénosti zobrazeni (39). Necht oblast D se zobrazi zobrazenim
(I) na D,, pti (II) prejde D, v 4, a pHi (III)'pfejd_e 4, v A. Zobrazeni
(I) je jedno-jednozpa¢né vsude, k jedno-jednoznaénosti (II) je nutné
a stadi, aby D, neobsahovala body, pro néz ¢, — ¢, = 2km (viz (28)),
t. j. aby D neobsahovala body, pro néz

2, —zy = 2km. (41)

Pro jedno-jednoznaénost (I17) je nutné a staéi, aby 4, neobsahovala
body, pro néz w,w, = 1 [viz (10)], t. j. aby v D neleZely body, pro néz
el | elsn — el z'\) = 1, to jest body, pro které pla.tl

“2y 2y = 2ken. (42)

Pro jedno-jednoznaénost zobrazeni (39) tedy je nutné a stadi, aby
oblast D neobsahovala.body vyhovujici nkteré z rovnic (41), (42).
Této podmince vyhovujf na pi. polopisy

0<x<<2m, y>0.

Na obr. 46 jsou vyznaleny postupné etapy nadeho zobrazeni.
Vyse zminény polopas se zobrazi na rovinu (w) s vytezem — 1 < u <
< 0, v = 0 podél realné osy.*) Riemannova plocha funkece w = cosz
bude mit. sloZitéj¥ strukturu neZ predellé. Bude zfejm& nekonedné

*) Pro vyjasnéni etapy (III) si vzpomeiime (§ 26), Ze jednotkovy kruh se zob-
razil vn8 usedky <(—,1, 1> a vyfezu podél poloméru pfitom odpovidé uselka
(1, ) realné osy. 7

7*

99



mrnobolistd a podrobngjdi zkouméni ukazuje, %Ze bude mit nekonedns
mnoho bodd rozvétveni druhého fidu leZicich nad body w = 4 1
a logaritmicky bod rozvétveni nad bodem w = oo. Lelice si ovéiime,
%e na pf. obrazem reilné osy roﬁ:iny (z) na této ploSe je nekoneénd
klikaté Séra sloZend z nekonedn® mnoha Gsedek (7—1’ 1).

Funkece . i .
) sinz = cos(z — }7x) .

]
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Obr. 46.

a s nf i zobrazeni ji zprostiedkované se li3i od ptedeslé jen posunutim
roviny (z). Zobrazeni prosttedkovang funkcemi tgz a cotgz se zkoumayji
zcela obdobnym zptsobem. *

Funkce inversni k funkcim (36) se nazyvaji cyklometrické funkce
komplexni proménné. ProtoZe jsou vSechny Riemannovy plochy
funkef (36) nekoneéné mnoholisté, jsou cyklometrické funkce neko-
nelné mnohoznalné. Jsou to opét daldi mnohoznaéné analytické
funkce (viz § 63). Funkce (36) jsme vyjadfili pomoci exponencidlni
funkce a je teidy nasnadé se domnivat, Ze funkce cyklometrické
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budou mit vyjadfeni pomoci funkce logaritmické. Najdéme si takové
vyjad¥eni aspofi pro jednu z nich, na pf. pro w= Arccosz Z- deﬂmce
w = Arccos z mime e e o
Z2 = cosw = «}(e + eT‘-"‘),
z toho ' »
et —2zelv | 1 =0, e =z4 [Z—1 -

w = Arccosz = —iLn(z + |2 — 1).
V dusledku vztahu

)

L [

z—'l/z’—l

znamend zména znaménka pfed odmocninou zménu znaménka pied
logaritmem a protoze v poslednim vzorei jak logaritmus tak odmoc-
nina jsou vicezna¢né funkce, miZeme znaménko potlaclt

w o= Arccosz =iLn(z + sz —1). : (43)

Pravé odvozeny vztah zfejms zna.m, Ze je moZno pro Arqcosz kon-
struovat jednoznaénou regulirni vétev na pf. v roviné (z) s vytezem
— 1< z> o, y= 0 podél reslné osy. Tuto vétev budeme znadit
arccos z a nazyvat hlavni hodnota arkuskosinu.

Podobné vzorce miizeme odvodit i pro ostatni cyklometncké
funlkee:

Arcsinz = lmw — Arccosz = in—iLn(z + |22 —1);
3 7 _

Arctgz =-7}n'—Arccotgz = l Ln 12 (49
1 + z
-Hyperbolické funkée komplexm promsnné
sinhz = l(e‘ —e—%), coshz = 1(e* + e2), ,
sinh z 1 : (45)

tghz cotghz =

si
cash 2’ tghz

se daji vyjadfit velmi jednoduSe pomoci goniometrickych funkei:
sinh z = — isiniz, coshz = cosiz, tghz = —itgiz,

. (46)
cotghz = i cotg iz o
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a nijak podstatné se od nich nelisi. Hygerbolomemcké funkce komplexn{
proménné jsou definovany jako inversni funkce k funkeim (45).
Daji se ]ednoduse vyjadriti pggnoci logar1tmu '

Argsin 2 = Lin(z + Vz2 + 1), Argcosz = Ln(z ]/z2 — 1),

(47)
Argtgz =} Ln l—i—:, Argeotgz = Ln 2t 1

§ 32. Obecnd expgnenciilni funkce. w = 2%, kde a "= x +1if je
libovolné komplexni éislo, je definovana rovnici

2 = ™, (48)
Poloz{me-li z = re'®, dostaneme Lnz = Inr 4 i(p + 2kn) a tedy
20 — e(a+lﬂ)an — eulnr—ﬁ(w-'-an) . el[a(np+2kn)+ﬂlnr] . (49)
Z (49) je vidét, Ze iu._x_i_kce 2% je pro f + 0 nekoneéné mnohoznaénd
& jeji hodnoty pro pevni z a a leZi na soustavé kruznic
o] = estorfe+2n g 0, L1, £ 2.,
jejichZz poloméry
o = ealnr—ﬂw . e—2krlﬁ — goe—zbnﬁ (50)

tvo¥ dvé geometrické posloupnosti s kvocientem e~* pro kladni k
a kvocientem e®" pro zdporns k. Pritom argumenty hodnot funkce z2
tvoli aritmetické posloupnosti g

¢ = o(p + 2kn) + fInr = @y + 2kna (61)

s dlferenceml 4 27x. Pro § = 0, t. j. pro redlna a, lezi véechny hod-
noty, jak je ihned vidét z (50), na. kI‘llZIllCl

[w| = eV = 7o, (52)

N

VA (51’)_ Plyne, Ze a.rgument'y téchto hodnot jeou
| 9e = ap + 2kna. (53)
BudiZ a raciondlni &islo, pak je muZeme psit ve tvaru a = r

kde p, q jsou dvé nesoudélna celd é&isla, a mezi hodnotami (53) je jen
g riznych hodnot argumentu g, definujicich rizné hodnoty funkee 2°.
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Dtkaz: polofime-li ¥ (53) k =0,1,2, ..., q'—/‘/l‘, pak mezi hodno-
tami @

(p0=a'(p) ?71:‘1"77‘?‘27'5%, ¢2=(L(P+'§'47[,-...,
(54)

\ o
Pe—1 = AP +% (@—1)2=

s

se Z4dné dvé nebudou lifit o celistvy nisobek' 2, nebot jestlize pro
nékteré celé k < q k = . P bude rovno celému &slu n, pak P Z pied-

stavuje zlomek s ]menovatelem mensim nez g, coZ je proti pfedpokladu
o nesoudélnosti ¢isel p a g. Naopak viSechna ostatni k& da]i pouze
hodnoty @, lidfcf se od (54) o nasobek 27,

Vidime tedy, Ze pro raciondini a = % se funkce 2° shoduje s funkei

'_

Vz’:
? —
FANES Vz’,

(viz §§ 4 a 25) a je tedy konelné viceznaénd.

Pro irractondini (reilna) @ mezi hodnotami (53) se 74dné dvé nelisf
navzijem o nasobek 2z, nebot kdyby pro dvé cela &sla ky, k,, k; + k,
bylo 2k,ma - - 2k,na = 27n, kde n je celé, bylo by a = kLk‘
: . 1
raciondlni, coZz neni mozné. Je tedy v tomto piipadé funkce

28 — ef Lnz

nekoneéné mnokoznaénd a divd nidm tak -pfiklad dalsi mnohoznaéné
analytické funkce.

Piiklad 1. Funkece '
’ w = 2 — e—(®+3km gilar

je definovéna pro z # 0, + co a je nekoneéné mnohoznaéni. Pro
pevné. 2z se jeji hodnoty rozprostiraji na polopaprsku argw = Inr tak,
ze jejich moduly tvofi dvé geometrické posloupnosti s kvocienty
e*?" Hodnoty odpovidajici kladnym % konverguji k bodu w = 0
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a body’ odpovidajici zdpornym %k k bodu w = oo. V piipads r =1
jsou viechny tyto hodnoty reilné.

Priklad 2. Funkce

4
w =2 = el _el(iw+i3kﬂ) = V,Taeu(wzkn)\

je Gtyfznadnd. Abychom ziskali véechny jejt hodnoty, nutno postupné
dosazovat za k ¢&isla 0,1, 2,3 (k =4 neda,va. nie nového, dostaneme
tyté#% hodnoty jako pro k = 0).

Piiklad 3. Funkce
Li(wp - 2knt)

w=2"=1r"¢

je nekoneéné mnohoznaéna. Jeji hodnoty lezi pro pevné z na kruZnici
|w] = ¢", pfi éemZ je moZno dokizat, Ze jsou po ni r&prosti"eny
viude stejné hustd.

N W
— )

—
:!77———;(-
L p—— ’ g v

/ -~

Obr. 47.

Regulé,mi'vétve obecné exponencidlni funkece, jak je vidét ihned
z jeji definice, moZno konstruovat véude tam, kde je mozno konstruovat
jednoznadnou vétev funkce Argz. Tak na pf. je tato konstrukce
mozna v roviné s vyfezem podél zaporné reilné poloosy (klavni hod-
nota). Tato vétev je regulirni, nebot podle véty o derivaci sloZené
funkce a vztahu (34) existuje derivace :

dze dealnz oins @ - -
E = dz —- € ; = az* . (55)
Omezme se na pfipad kladnych redlnych a. Proag > 1 zprostf‘edkuje

hlavni hodnota 2° jedno-jednoznaéné a konformnf zobrazeni vysete

-~

¥ 4 R - . [
—= <argz < — ha rovinu (w) s vyfezem podél zdporné- poloosy
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(viz obr. 47 pro a = 4). Vysel 0 < argz < gse pii tom zobraz{ na

horni polorovinu.

Pro @ <1 nenf moZné jedno-jednoznaéné zobrazen{ na rovinu

8 vyfezem. Pro hodno-
ty + <a <1 je viak
mozné  jedno-jedno-
znadné zobrazeni sek-

toru 0 < argz < % na

horni polorovinu (viz
obr. 48 pro a = 2).

§ 33. PFiklady. Uve-
deme je$té fadu . pfi-
kladi feSeni tdlohy o
konformnim zobrazeni
pomoci elementirnich
funkef.

Priklad 1. Hledej-

me zobrazeni srpku
z obr. 49a na pas 0 <
< Imw < h. Nejprve
linedrni lomenou funk-
ci zobrazime srpek na
sektor
z+a
© =

T z—a

(obr. 49b) a tuto vysed
pomoci vétve logarit-
mu

w; = Ino =

= Inju| +ismgw,

0Largw < 2n

/B7r+

Obr. 49.
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na pas §ffky f: # 4+ o < Imw, < % 4o« 4 f. Pi prvém zobrazeni.
bod B = i cotg}s prejde v bod — (cosx +-isinx) a pfi druhém kroku
vbod (z + «)i. Body A4 a C se pfi tom zobrazi na konce pisu. A zbyva
jen pfevést ziskany pas vhodnym linedrnim zobrazenim v dany a vy-
sledné zobrazeni ma tvar:

by mtak Mz
Piiklad 2. Hledejme zobrazeni w = f(z) polopdsu — 37 < z < 3,
' y > 0 na polotovinu tak,
aby bylo: f(4 $7) = £ 1,
f(0) = 0.

Poototime polopéas o pra-
vy thel proti sméru hodi-
novych ruéiéek a zobraze-
nim (22) jej znazornime na
jednotkovy pulkruh:

— (7 + «) i.] (56)

w = 6"

Pravy jednotkovy polokruh,
ktery jsme takto ziskali
(obr. 50b), poototime o pra-
vy thel ve sméru hodino-
vych rucicek a zobrazime
pomoci funkce (9). Po tpra-
vé dostivame hledané zob-
razeni

w=,f —lw.—f— =

—iw

1 1
= - W — — =
2i w
Obr. 50. \ elz _ elz

R = =sinz. (57)

Je ihned vid&t, Ze vysledna oblast je horni polorovina a %e zobrazenf
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mé predepsanou vlastnost, pokud se tykd zobrazeni bodd + 3=,
resp. 0. Je§té jedrfodudeji bychom dostali vysledek pomoci § 31.

Piiklad 3. Pis s vyrezem (obr. 51) zobrazime pomoci funkce
w = e* na horni polorovinu s vyrezem 0 < Imw < 1 podél imagindrni
osy. Jeji zobrazeni na polo-

rovinu bylo diskutovino
v § 27, vzorec (13). Mame A\"323222225522322322222%245323332%2?3225%%%2? .
tedy koneéné zobrazeni \ -

‘ ' O,
w = sz I 1= Vezz F 1. Crhi) .
(68) A B!D [N
7 7
al

cre™) @

E A B! D) E

Z % Z
0
C/ug
B!D @
Obr. 51. Obr. 52.

Priklad 4. TentyZ pas s vertikdlnim vyrezem (obr. 52a)se zobrazi
pomoci funkce w = e* na polorovinu s vyfezem podél oblouku jednot-
kové kruznice (ob1;. 52b). Zobrazeni w, = g—_'__—i zobrazi tento oblouk na
—1
GRS
V zavéru pouZijeme znovu zmin&né formule (13) § 27 a vyslednd
superposice zobrazenf mé tvar:

, s ey .. . . el
usedku, ]ejig koncovy bod bude lezet v bodé ———— pra 1 tgl h)(obr 520)

w = ol + tg¥h = V(e T 1) + tgth, = Vight iz + tg'3h.  (59)

Piiklad 5. Hledejme konformni zobrazeni roviny (z) s dvéma
vytezy — o <z < -—a aa< < o podél redlné poloosy na pis
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0 < Imw < 2F,. Kromé toho budem klist podminku, aby levy vyfez
piedel v dolni okraj pisu a pravy vyfez v horni okrdj pasu. To uréuje
pouze.dva parametry zobrazeni a tieti tedy zistane libovolny. Nej-

prve pievedeme ndas vyfez ve vyfez (0, co) zobrazenim

A @ ;
77772 5 F 7%

C -a

a) '

'C, D177 ‘©
AF

,/,,,' 1 oy 2(V
F E o
A A © c
’/WW/W/O”W/W/W/W/W
Obr. 53.
w1=k1+ ]/z——a+]/z—|—a _
l—ow ’Vz—a—]/z—|—a

z4+a

) z—a

(obr. 53b) a pak v redl-
nou esu zobrazenim

w = JE= l/z+'“..

z2—a -

Cor =

UvaZovana oblast se pfi
tom zobrazi na horni po-
lorovinu (obr. 53c). Po-
sléze ji pomoci logarit-
mické funkce zobrazime
na pas. Abychom viak

8plnili podminky kladené

na zobrazeni vyfezi, mu-
sime pfedem zobrazit po-
lorovinu nasebe samu tak,
aby body 4, F, resp.C, D
ptesly v 0, resp.co. Toto
zobrazeni zprostfedkuje
linedrni lomena funkce

2+ V7 —a),

kde k je libovolna kladnd konstanta. Nyni u% zbyvé jen provést zob-
razeni pomoci logaritmické funkce a mdme hledany vysledek

2V,

=—1

’ ) \
kde C =
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In - je libovolnd reilna konstanta.



ULOHY.

l 'Najd&te redlnou a imagindrnf Shst funkef w = sinz, w = cosz, w = tgz.

2\ Odvodte vzorce (46) a (47). i

3 Dokaite platnost vztahi: cosh’z — sinh?z = 1, cosh 2z = coéhﬁz + sinh?z,
ginh 2z = 2 sinh z cosh z. 3
- ‘{;,‘Dokaite, Ze je mo#no konstruovat reguldrni vétev funkce V(l 4 2z) 2? vné
usetky 0 < z <1 osy z. Stanovte hodnotu v bod& z = i té v&tve, kterd mé
v bod$ z = 2 zdpornou hodnotu. Jak veliké jsou ostatni hodnoty v tomto bodd?

15 DokaZte, Ze je moZno konstruovat reguldrni vétve funkece Ln(l — 2z2)
v rovmé 8 vyfezem podél usedek (— 1, i), (1, i} a polopfimky = = 0, . > 1 na
ose y Jaksd je v.bod® z = 2 hodnota té vEtve, kterd mé v bodéz = 0 hodnbtu 0?

8. DokaZte, %e je moZno konstruova.t regulé.rni vétev funkce w = Ln(z 4
Vz’ — 1) vrovind s vyfezy — w <z < — 1,1 < z < oo pbdél redlné osy.
7 Pod funkef z* = e’lnz budeme rozumét fl.lIIkCI, kde In je hlavni hodnota

logarltmu ‘Jaké je hodnota této funkee v bod¥ z = — e na hornim i dolni.m
okraji vytezu?

7 8. Najd&te rovnice kiivek ]ednotkového modulu a jednotkového.argumentu
zobrazeni pro zobrazeni w = 2%,

7. 9, DokaZte, %e funkee w = 23 -+ 2z + 3 zprostfedkuje jedno-jednozna&né
zobrazeni vnitfku jednotkového kruhu na sebe sama.

10. DokaZte, Ze zobrazeni } (z + —1) je jedno-jednoznaéné v horni poloroving
a stanovte ollast, v kterou zobrazi horni polorovmu' P
11." V jakou oblast zobrazf: ’
a) w =cosz pas 0 <z < im;
b) w=1tgz ps — {n < T < inm;
Jak vypadé sif konformné ekvivalentni s kartézskou soufadnicovousfti roviny (z) ?
c)w—z+e‘pés—n<y<n, |
d) regulérni vétev funkce w = Vz, kterd ma v bodech kladné re4lnd poloosy
kladné hodnoty, oblast ohranienou kardioidou
' z = 2(1 — cosp) cosp, ¥ = 2(1 — cosp) sing;
\e") funkce w =2z — "3z3 oblast ohranidenou levou polovinou Bernouilliho

lemniskaty (23 + ¥?) [(z — 4)* + %] = 16; co v tomtbo zobrazeni odpovida
sfti polarnich soufadnic v roving (w)? ?

12. Dokaite., %e je moZno vihorni polorovind konstruovat reguldrni vitve
funkef a) w=Ln cosz; b)w = Arccos cosh (k cos z); (k relnd konstanta.) V jakou
oblast je zobrazena horni polorovma.
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a) libovolnou vétvi funkee w = Ln cosz;

b) tou vétvi fun.kce Arccos cosh (k cosz), kterd mé v bods = hocinotu }n?

13. Najd&te konformn{ zobrazeni:

a) vysede jednotkového kruhu 0 < argz < «, |2| < 1 na kruh |w| < 1;

b) jednotkového kruhu [zl < 1 napds 0 <v <1ls podminkamx H(—1) =
= — o, f(1) = o, f(l) =i

.
c) vnéjsku elipsy 2— + iyé = 1 na vné&jfek jednotkové %kruznice;
v

x-VZV eyl

E 4/**/} X=yt=7
Obr. 54.

d) vn&jiku paraboly (t. j. oblasti, v ni# neleZf ohnisko) y? = 2pz na horni
polorovinu;
2 2
e) vné&jsku hyperboly (t. j. oblasti, v niZ neleii  ohnisko) = — .yn = 1ns
horni polorovinu; COS"x SN

f) oblasti omezené dvéma podobnymi logaritmickymi spirdlami r = xek?,
r = Pe*? (x < B a k redlné konstanty) na pés 0 < v < 1.

14. Najd&te' konformnf zobrazeni oblasti vyznadenych v obr. 54 na hornf
polorovinu, resp. na jednotkovy kruh.

rd
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Karrtora IV, !

APLIKACE NA THEORII ROVINNEHO POLE.

§ 34. Rovinné vektorové pole. Vektorovym polem rozumfime éast
prostoru, v jehoz kaZzdém bodé je definovin jisty vektor. Budeme se
zv1as§té zajimat o tyto tii pfipady vektorovych poli:

a) Rychlostni pole proudéni kapaliny. V kaZdém bodé jisté oblasti D,
kterou proudi néjakd kapalina, je v kaZdém okamZiku definovén
vektor rychlosti pohybujici se kapaliny. Souhrn vSech téchto bodd
oblasti D spolu se viemi vektory V v nich definovanymi zobrazuje
naSe pole.

b) Elektrostatické pole. V prostoru obklopujicim ndboj existuji
jisté elektrické sily, o jejichZ existenci se presvédéime vnesenim t. zv.
,,zkufebnich* ndboji do tohoto pole. Sila pisobici na jednotkovy
naboj pfeneseny do jistého bodu pole se nazyva ¢ntensita pole v tomto
bod8é. Souhrn viech bodd prostoru obklopujicich dany naboj spolu
8 vektory intensity E tvoii naSe pole.

c) Pole tepelného proudéni. V prostoru obklopujicim zahraté téleso
8 body o riizné temperatute »(M) proudi teplo z mist o vy33i tempera-
tufe na mista s nizd temperaturou.” Vektorem tepelndho toku mazy-
vame vektor ' '

Q= —_]c grad v(M), (1)

kde k& je koeficient vnitini tepelné vodivosti. Vektor ma smér normaly
k ekvithermalnim plocham a mifi na mista s mensim tepelnym obsa-
hem (t. j. v tu stranu, kam se &ifi teplo). Souhrn vektori Q zobrazi
nase pole. . ‘ o

Nage dalsi avahy se budou tykat vektorovych poli vektori libovolné
fysikdlni povahy, nicméné pro konkretnost naSich ivah budeme mit
vidycky predevsim pfed oéima uvedena t¥i pole.*)

. (4

*) Mnoho &iselnych prikladi z theorie pruZnosti nalezne &tendiv knihdch:
G. V. Kolosov: Priménénije kompleksnoj perem&nndj k tdorii uprugosti, ONTI
1935 & N. I. Muschelidvili: N8kotoryje zadadi t8orii uprugosti, izd. AN SSSR,
1935. ° .
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V obecném piipadé budeme zkoumat vektorovd pole ménici se
s dasem. Analyticky jsou takovd pole déna tfemi skaldrnimi funkcemi
(komponenty vektort pole) étyi proménnych (tfi soufadnice z, y, z
bodi pole a Gas t).

Omezime se zde jen na zkoumani staciondrnich poli, t. j. poli & Sasovd
neproménnych, jejichz vektory se s pribéhem &asu neméni a zivisi
jen na poloze bodu daného pole. Vzhledem k tomuto omezeni je pole
uréeno tfemi skalirnimi funkcemi ¥ proménnych.

'Obr. 55. Obr. 56.

Omezime se dile pouze na pole pseudorovinﬁ,d, t. j. takova pole,
jejichz vSechny vektory jsou rovnobéiné s jistou rovinou a vektory
viech bodu lezicich na nékteré kolmici k této roviné jsou stejné co do
velikosti i co do sméru, Takové pole je tiplné uréeno rovinnym vek-
torovym polem leficim v nékteré z rovin s, rovnobéinych s na8i
rovinou 7. :

Pseudorovinné pole jsou tedy uréena dvema, skalérnimi funkeemi
(komponenty vektorti rovinného pole) dvou proménnych (soui‘admce
bodi roviny rovinného pole). Komponenty vektoru A vzhledem k osam
= a y budeme znaéit 4,, resp. 4,, takZe plati

A=A4, +id,.
§ 35. Priklady rovinnych poli.

Ptiklad 1. Zkoumejme elek_tfické pole homogenné nabité primky.
Je ziejmé pseudorovinné a za rovinu z, muZeme volit kteroukoliv
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z rovin kolmych k pifimce I. BudiZ ¢ linedrni hustota ndboje nal (t.].
mnoZstvi niboje na jednotku délky) a hledejme vektor intensity E
naseho pole v libovolném bodé P roviny 7, Pro vypodet si zvolime
kartézskou soufadnou soustavu (z, y, k), jak ukazuje obr. 56. Podle
principu superposice znamého z fysiky miiZzeme vektor E povaZovat
za vektorovy soucet intensit elementdrnich niboji dE soustfedénych
na elementu d? piimky 'l. Podle Coulombova zikona jeé element
intensity dE pole bodového néboje ¢ dk umisténého ve vzdalenosti A
na pfimce [ roven )

dgj = 192 _ -qdh
MP: 24 A2
kde r2 = OP = l/ar:2 + % = |z| je vzdalenost bodu P od poéatku sou-

fadnic. Protoze vektor E le#f.v roving m,, je jeho modul roven soudtu
projekef vektord elementdrnich intensit dE na rovinu sz,

@

q-cosp
|E| =fcos<pldE| =f oy da,

—w

kde y je uhel, ktery svird vektor dE a rovina =, Z pravotuhlého troj-
tihelnika MOP méme h = r tgp a

1 __ cos’p
e SR
tedz' ‘ ?
i
L q cosg . E]
lh—f—T—w—,- (@)

—ix

Vektor E ma smér vektoru OP =z a jednotkovy vektor v tomto

sméru bude zfejmé — | K , & tedy”
29 z- 2qz  2qx 2qy .
T ETR Ete i Ere ®

Zkoumané pole je uplné urfeno rozprostfenim vektort E v roviné
7,. Budeme tedy dile pod rovinngm polem bodového ndboje vidy
rozumét pole homogenné nabité piimky !. Velitina ¢ uddv4d linedrni

[}
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hustotu naboje, t. j. velikost niboje usetky délky 1. Silové éary tako-
vého pole (t. j. éary, které maji v kazdém svém bodé za teénu vektor
pole) jsou tvofeny svazkem piimek s vrcholem v poéitku (obr. 57).
Pro kladny nidboj sméfuji vektory E od podatku, pro zdporny naboj —
k pocatku. :

Vzgree (2) ukazu]e Ze modul mten51ty rovinného pole bodového
ndboje je nepifimo Umérny vzdilenosti bodu od niboje a ne
étverci vzdalenosti, jak je tomu
v prostoru. Vlastnosti rovinného
pole odlisné od prostorového pole
pozniame dale jesté hloubéji.

Obr. 57. Obr. 58.

Ptiklad 2. Pro pole soustavy bodovijch ndbojs T G o Imr ¥ bodech
24y 29 oiny Zpy. ]e vektor intensity E roven

E — En: 2q,(z — 2z;) _ < " 2q(x— x)
=1 e —2f? =1 (@ —x)* 4+ (y —yi)? e

2¢(y — Yr)
+ Z L (@ — o) + (¥ — ) )

Nebot ziejms bude-ll bodovy naboj ¢, v bodé z = 2, ane v poéa;.tku,
pfejde (3).na tvar

T 2qu(z —z)
E, = ———F—.
k |z — 2[?
Podle principu superposice je intensifa pole systému néboji rovna
souétu intensit E; jednotlivych naboji. Seétenim dostdvime vzoree (4).

-Piiklad 3. Vektor rychlosti V postupné proudwz kapaliny je kon-
stantni co do velikosti i sméru. Vybereme si za rovinu =z, libovolnou
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rovinu rovnobéZnou s rovinou vektori V. Pak je pohyb popsén rovin-
nym polem konstantniho vektoru

A V="V, + iv, (5)
(V; = const, ¥V, = const). Proudové ¢iry — proudnice — (silové

éz’u‘y vektoru pole V) tvoii svazek rovnob&inych pfimek (obr. 58).

Piiklad 4. Zkoumejme proudéni kapalmy charakterisované vek-

torem rychlosti ,
/ H

Q - ! e
= %2 o (6) - - \

kde @ je reilna konstanta, jejiZz fysi / I ’-‘ \
kilni vyznam se teprve ukéze. Proud- | / "T\\ x \
nice tvoif svazek piimek s vrcholein C / ) / N
v poditku (obr. 57). Pro @ > 0 maji k \ \ s / ',"
vektory V smér od pocéatku, pro T\ N . ‘
@ < 0 — k potétku. V obou dvou pH- N\ NomeeF 4
padech ubyvd modul rychlosti s reci- \ /,/ .
prokou hodnotou vzdalenosti od po- = Tv- -
¢atku. Pole se nazyva rovinné pole bo- Obr. 59.

dového zdroje (zfidla). V piipadé @ < 0

rovinné pole bodového noru. Rovinné pole bodového ziidla muZeme
pokladat za pseudorovinné pole ptmky, z ni% vytéké kapalina do
okolniho prostoru.

Piiklad 5. Zkoumejme proudéni kapaliny cha,ra,ktensova,ne vek-
torem rychlosti

I'n =z Iy . Iz

V e o 7~ Znw ) T Im@ it )

kde I' je realni konstanta, jejiz fysikalni smysl se objevi teprve
pozdéji. V kazdém bodé z je vektor rychlosti vzhledem k vektoru
z otoCen o pravy thel, a to proti pohybu rudié¢ek hodinovych pro I" << 0
a souhlasné s rucickami hodinovymi pro I"' < 0. Z toho: proudnice
tvoii kruZnice se stfedem v poéatku. Modulu rychlosti ubyva s reci-
prokou hodnotou |z| (obr. 59). Takové pole se nazyva rovinngm' vifi-

(7)

n
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v

vym polem. Pro I' > 0 kapalina viii proti pohybu hodinovych ruéiéek,
pro I' << 0 souhlasné s jejich pohybem. '

Piiklad 6. Tepelny tok bodového zdroje

-1 _= .
Q - 27'5 Izlz ’ (8)
kde ¢ je realna konstanta. Pole (8) je Gplné shodné s rovinnym polem
bodového zdroje kapaliny (6).

§ 36. Vlastnosti rovinnych vektgrovych poli. Zkoumejme nejprve
rovinné elektrostatické pole tvof';!hé libovolnym systémem naboji
(bodovych, pfimkovych i plosnych). Podle Gaussovy véty, jeji
znalost predpokliddme, tok*) N vektoru intensity pole libovolnou
uzavienou kiivkou C je roven 4n-nisobku celkového nidboje uzavie-
ného kiivkou: ' .

N = _cﬁ(E, n%) ds = 4xq \ (9)

o

(kde n® je jednotkovy vektor vnéjsi normaly ke kfivce C). Gaussova
véta objasiiuje fysikilni smysl toku vektoru intensity elektrostatic-
kého pole. Povrchovou hustotu naboje v libovolném bodé pole charak-
terisuje divergence vektoru intensity pole, ktera je, jak znamo, defino-
véna takto: '

. 1 ol oE
. e 0 ok, v
divE = jlamo e (E, n°) ds = p —l—’ 3y’

Aa—> p

(10)

kde Ao je ploska ohranidend libovolnou uzavenou kfivkou C, ktera
ve svém vnitfku vzavird zkoumany bod. Limitni po~hod provadime
pak zfejmé tak, aby kiivka C pfe§la v limité v na8 zkoumany bod.
Podle vzorce (9) tok % (E, n° ds kfivkou C je roven 4z-nisobku celko-

¢
vého naboje Ag uvnitt kiivky C a tedy

g . dqg
divE = 4n EUTOE = 47!@, (11)

*) D. Ilkovié: Vektorovy podet, II. vyd., Pfirodovédecké naklada.tels&ri,
Praha 1950 nebo M. Lagally: Vorlesungen iiber Vektorrechnung, Akademische
Verlagsgesellschaft Leipzig 1928. [Pozn. prekl.)

I 4

116



kde g je ploind hustota naboje v bodé 2. Z toho ihned plyne, Ze v bodé,
'v ném# neni Zidny naboj, je
divE = 0. (12)
Pole, jehoZ divergence je rovna nule identicky ve viech jeho bodech,
se nazyvé solenoiddini. Z (10) a (12) plyne, Ze podminku solenoidal-
nosti pole lze vyjadfit analyticky takto:

. oE, OE,
divE = P P = 0. (13)
Cirkulace vekioru intensity E podél uzaviené kfivky C je
A= _cﬁ(E, s%) ds, (14)
¢

kde s° je jednotkovy vektor teény ke kiivee C. Jeho fysikdlni vyznam:
je to price potiebhd pro pfeneseni jednotkového niboje po kiivce
C.*) V dusledku konservativnosti elektrického pole ‘je tato price
rovna nule. V opaéném piipadé bychom po probéhnuti uréité uzaviend
drihy kolem dokola urditym.smérem ziskali prdci koneénou a' + 0.
Opakoyénim tohoto procesu bychom dostali perpetuum mobile, coz
nenf moZné. '
Je tedy v kazdém bodé pole

oF ,
(rotE), Allfémﬂg‘f = 1

kde (rotE), znad projekei rota.ce na normilu k plosce 4o ohranidené
kiivkou C (jedind nenulovd komponenta rotace rovinného pole), kde
pfi limitnim pochodu se kfivka C, obklopujici zkoumany bod, v tento
bod stahuje. Pole, ]ehoz rotace je v celém poli identicky rovna nule,
se nazyvd potencidlni (nerotaéni, irrotaciondlni, nevirové). Vzorec
(15) pak ukazuje, Ze elektrostatické pole je v¥ude potencidlni.
Zkoumejme jiné druhy poli. Pro rovinné proudéni kapaliny je tok

vektoru rychlosti V¥ uzavienou kfivkou C roven
L ]

Q =§ (V. ) ds (16)
N c

*) Skalérni soudin (E, s°) df = E, ds vyjadiuje element prace. Integrovinim
podél C dostaneme uhrnnou préaci podél k¥ivky C.
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Fysikdlng znadf mnoZstvi kapaliny protékajici za jednotku &asovou
uzavienou k¥ivkou C ven.*) Na p¥. pro rovinné pole bodového-zdroje

(§ 34 pi. 4) a kruznici 2] = r méame (V, n%) = £ V| = 2_2; a

Q - Q
0 — = = i
§ (V,n% ds = Y- ds Sy 2nr = Q. |
c
Tim je vyjasnén i fysikdlni smysl konstanty @ ve vzorci (6). JestliZe
je pro néjakou uzavienou k¥ivku tok kapaliny nenulovy a kladny, pak
v dusledku nestladitelnosti kapaliny, kterou predpokldddme, must
leZet uvnitt kiivky néjaka ziidla. V piipadé zaporného toku leZi
uvniti kfivky néjaké nory.
Divergence ryclﬁlosti
v, v,

aw T oy (17)

de = lim 2 §(V, n®) ds =

Ad-—'O AO'

charakterisuje intensitu (vydat-
nost) zdroje: (noru). Fakt, Ze
v jJisté oblasti neexistuje ani zFidlo
ant nor -pfi proudéni nestladitelnd
(incompressibilng) kapaliny vyjdd-
Fime analyticky tedy takto .~

v, o,
T T oy

=0. (18)

Cirkulace rychlosti podél uzavfe-
né kiivky C je

Obr. 60. = 3€(v, s9ds  (19)
' ) ¢
a rovna se tedy integrilu z projekce vektoru ¥ na tednu ke kfivee C.
Jestlize je pro néjakou k¥ivku cirkulace rtzni od nuly, prevladaji
v integralu (19) projekce jednoho znaménka nad projekcemi druhého

*)} D. llkovié: Vektorovy poéet, IL. vyd., Pfirodovédecké nakladatelstvi,
Praha 1950. [Pozn. prekl.]
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znaménka (viz obr. 60, kde pfevlidaji projekce kladného znaménka,).
Na pf. pro rovinné vifivé pole (§ 35 pf. 5) a pro kiivku lz| = r

. : I
3 0) — = —
mame (V, s%) = 4 |V|: ooy ¥
. r
0 = 4_1 = = =
§ (V,s% ds § pyo ds = oy 2nr = I
c .

‘Tim je objasnén i fysikélni smysl konstanty I' ve vzorci (7).

Rotace rychlésti v jistém bodé pole je dana vztahem

v 14
- 50 v -z
(rot¥), = ,111:—130 A § s2) ds = ox — oy

a charakterisuje vii‘ivost pole v okoli tohoto bodu. Body s nenulovou
rotaci se nazyvaji viry. '
Analytické vyjddreni staciondintho nevifivého rovinného proudéni
md tvar g
‘ v, v, '
(I'OtV)" = %— — 3y = 0, (20)
Zkoumejme jesté stacionarni rovinné tepelné proudéni. V -theorii
tepelné vodivosti se dokazuje, %e mnoistvi tepla protékajiciho za
jednotku &asu elementem délky je imérné elementu délky a,-deriyaci

. . oo O .
temperatury ve sméru normaly T t. j.

—k % ds = (— k grad v, n°) ds = (Q, n%) ds
kde % je koeficient vnitini tepelné vodivosti. Znaménko minus bereme
proto, Ze teplo tede s mist o vysokém tepelném obsahu na- mista
s niz3im tepelnym obsahem (t. j. proti sméru gradv).
Tok vektoru uzavfenou kfivkou C tedy uddvé mnoZstvi tepla pro-
tékajiciho za jednotku &asu z kontury ven a divergence'Q v jistém

bodé

divQ = lim L (ﬁ (Q, n°) ds = pa 2y

Ado->0 Ac J
charakterisuje vydatnost tepelného zdroje umisténého v tomto bod&.
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Fakt, Ze neexistuji zdroje tepla pFi stactondrnim rovinném tepelném
proudéni je analyticky vyjddfen takto: )

: Q. 99,
divQ = _(,fi + éQy =o0. (21)

Pokldddme-li k za konstantu, je

\ rotQ = — krot gradv = 0
a pole je potencialni )
Ry Qs _
% oy = (22)

§ 37. Potenciil a silova funkce. Protoie kazdé elektrostatické pole
je potencidlni, plati v ném viude

(rotE), = ai" _ af;

=0 (15)

a existuje funkce V = V(z, y), jejiz totdlni diferencidl ma tvar

) dV =—E_dz—E, dy
nebo, coZ jest totéz,
oV oV

Bo=—ors Bu=— 5% (23)
Dikaz je snadny. Jak znidmo, je V).'r/raz Pdz 4+ @ dy tehdy a jen
oP  aQ
a—y = 5; ) Pro
vyraz — B, dy — E, dy je tato podminka splnéna podle rovnice (15)
331;}’; = a;i". Funkce V(z, y) je pak definovana svym diferenciilem
a integracf{ dostaneme

tehdy totdlnfm diferencidlem jisté funkce, je-li

2r
V(x,y)=—fLE,dx+E,,dy+0, . (24)

zl
*) Viz Vojtéch: Ziklady vy&Si matematiky II, str. 252, vyd. VI., 1946,

JCMF Praha nebo K. Petr: Podet integralni str. 458, vyd. I1., 1931 JCMF Praha
[Pozn. prekl.] '
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kde integrujeme podél libovolné cesty spojujici dany bod z, naSeho
pole s libovolnym bodem z = z + iy. C je libovoln4 konstanta.
Rovnice (23) je moZno psit kratleji ve vektorovém tvaru

v v
, E = — a—y —grad V. (26)

Funkee V(z, y) se nazyva potencidlni funkce (potencidl) pole, kfivky
V(z,y) = const se nazyvaji ekvipotencidlnt kffivky. Z rovnice (25) je
ihned vidét, Ze v kazdém bodé pole vektor intensity E ma smér nor-
maly k ekvipotencidlni kiivce.

Snadno se vyjddii pomeci potencidlu price, kterou musime vy-
konat pfi preneseni nidboje ¢ = + 1 z bodu z; = z, + iy, do bodu
z, = z, + iy, (podle rovnice (15) je nezivisla na zvolené cesté). Je
E= v —1ﬂ a s°ds = dzr + idy = dz je vektor délky ds ve

ox oy
sméru tecny k C, dile (E,s%) ds = —i dz —ﬂ d =d Ve, )

a kone¢né hledana prace

4=— () ds = f’ AV (2, y) = V(Ze y2) — V(xy, 31)  (26)
c C

je rovna rozdilu potenciald v koncovych bodech.

Ptiklad 1. Pro rovinné pole bodového nithoje q slozky vektoru in-
tensity jsou
2qx 2qy
e

a podle (24) je potencial tohoto Ipole

V='—2quw qln(z2+y2)+0—2qln

= T + G

|2l
kde L je libovolnd cesta s koncovymi body 2, a z neprochdzejici bodem
z = 0, a C libovolna konstanta. Pro z = co potencidl zfejmé vzrista
nade vSechny meze. Ekvipotencidlni &4ry jsou soustfedné kruznice
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se stfedem v poddtku (obr. 57). Je-li ndboj q v bodé ¢, pak potencisl
pole, jak je ihned vidét, '

V—2q1n

¢

it O (@7)

‘Piklad 2. Potencidl pole homogenné nabité kfivky jo*)

4
kde { je proménny bod &ry L, realna funkee () je linedrni hustota
naboje v bodé { a ds element oblouku. Abychom dokézali vzorec (28)
rozdélime kfivku L na n dilkd délky 4s, (k= 1, 2; ..., m) a zamépime
piiblizné néboj na L systémem bodovych ndboji vehkostl n(Ck Aas,
v bodech ¢, (&, leZi na obloudku 4s,). Pro hledany potencidl pak do-
staneme piibliznou hodnotu :

2 C In ——-o——

Z 77 k I ckl

a ‘piejdeme li k limitd pro #» — co a 4s, — 0, dostaneme piesné vy--
jadieni pomom mtegralu (28).

Ptiklad 3. Potencidl pole homogenm nabzte obla,stz*) se vypotte
podle vzorée

; _: 1
. |4 =];f2e(C) In E— do, (29)

kde £ je proménny bod oblasti D, ¢({) plodna hustota naboje v bodé ¢
a do element plochy. Odvozeni vzorce (29) je zcela obdobné odvogent
vzorce (28). '

Zkoumejme velikost potencidlu rovinného pole v nekoneéné vzddle-
ném bodé. Vezméme konkretni piipad pole kiivky L, kterd se celd
rozprostird v koneénu a je nabita s délkovou hustotou n(q. Necht

*) V prostoru tomu odpovida,'pole cylindrické plochy s vytvéfejicimi pfim-
kami kolmymi k roving z a kfivkou L jako Fidfef. Plocha je nablta. homogennd
8 ploSnou hustotou 7({)).

*) V prostoru tomu odpovidé pole cylindrického télesa homogennd nabitého
8 prostorovou hustotdu o(£).
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mimo ni leZ{ bodovy naboj v bod& ¢, velikosti ¢ = [27(f) ds. Bod &,
L

lezi v koneénu. Provedeme superposici obou poli a mdme pre rozdil
potencidla

1 , 1 _
Vo fn gty aram 2 a0 -

[%mm g°s=a

L
Protoze oba bodyt a ¢, lezi v konednu, bude pro z - —-CCO 1
stejnomérné (podle £), a podobné i In CCO -0 ste]nomerné,

z Gehoz konecne plyne « — 0. Tedy
4+ o=
V=V,+« 2q ln oz ¢o — l ,
kde ¢ je uhrnny naboj knvky L, 4‘0 hbovo]ny bod .mimo ni a & —> 0
proz — .

Stejné tak bychom se presvedmh o spravnosti vztahu (30) i pro
rovinné pole nabité oblasti a nebo obecn& pro ]akykollv systém bodo-
vych, kfivkovych &i ploSnych naboju lezicich v koneénu. Pfi tom bude

¢ patrné vidy znacit dhrnny ndboj.

Z (30) bezprostfednd plyne, Ze pro ¢ + 0 potencidl pole” neomezend
varastd pro z - o0 a potencidl takového rovinného pole nelze defino-
vat jako prici vykonanou prenesenim jednotkového positivniho na-
boje do bodu z = co [srov. s (26)). Je-li dhrnnyg ndboj ¢ = 0, pak zfejmé
pro z — 0. potencidl konverguje k nule.

Piejdéme k urdeni silové funkce. Budi% ddna oblast D takova, Ze
v ni nglezi Zadné zdroje ani nory (pole‘jé uvnitf této oblasti solenoidal-
ni). Pak v této oblasti plati rovnice

. oE, , oE,
divE = -—a?' + 3y

Z toho ihned plyne, %e vyraz — E,dz + E, dy je totalnim diferenci4-
lem jisté funkee U v oblasti D, a v D plati
oU U

B.=%0 Bo=—% . (31)

= 0. (13)
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Funkce U(z, %) je pak v oblasti D uréena integrilem

z

Utwy) = [ = B,z +B.dy +C, (32)

2o

kde integrujeme po libovolné k¥ivee L, ktera leZi celd uvnitt D a jejiz
' koncové body jsou dany bod z, a pro-
ménny bod z; C je libovolnd konstanta.

Z (31) je vidét, Ze ve vSech bodech

d.
’ kiivky U(z, y) = const je smérnice teény
nas ﬂ
dy o= _ By
Obr. 61. dz au E,
%y

shodné se smérmici vektoru 'pole E. Tedy kiivky 1:(2:, y) = const jsou
silové kiivky pole a budeme ve shod® s tim nazyvat funkei U(z, y)
silovou funkci pole. ' '
Pomocf silové funkce pole mizeme snadno vyjé,di'it uhrnny néboj
: ou

pole lezici uvniti jisté uzaviené kiivky C. Z (31) plyne E = Y

—i % a. jednotkovy vektor vnéjsi normaly n® ke k¥ivce C dosta-

neme z vektoru teény otofenim o pravy thel (viz obr. 61) ve sméru
hodinovych rudiéek a mame postupné n®ds = —idz = dy —idz,
t.j. (E,n% ds = —3;—; dy + % dz = dU (z, y). Pak aplikujeme vétu

Gaussovu a dhrany ndboj pole uvnitF uzavrené kifivky L je roven
_1 35(5 n% ds = — § dU(z, y) (33)
N q - 47t ' b § = 4n ’ y .
c c

Priklad. Pro ‘rovinné pole bodového niboje jsou komponenty
vektoru intensity pole

__ 2qx A _ 2qy
Ez - :'vz_*_yz: Ev _'$2+ yp
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z toho podle (32)
z
» d d
Uz, y) = 2qf?2+_':l_yx_—y = 2qArctg + C =2qArgz4-C,
al - (34)
kde L je libovoln4 cesta majici koneéné body z, a z, neprochazejici
bodem z = 0. Ve vzorci (34) poloZime z, = 1 a za Argz vezmeme tu
hodnotu argumentu, kterou dostaneme z hlavni vétve argz,= 0 pf
spojitém pokracovani podél kiivky L. Tato hodnota se zfejmé ne-
zméni, zaménime-li cestu L libovolnou jinou cestou L', majici koncové
body z, a z, takovou, Ze mezi L a L’ nelezi bod z = 0. Cestu L miZeme

Obr.62. Obr.63.-

ziejmé nahradit cesteu I, spojujici zp =1 s z a leZici cele bud
v horni nebo doln{’ poloroving a kruZnici C, kters prochéazi ]1st.ym
bodem n-krat (obr. 62, n = 2).

Integral podél I ndm dd hlavni hodnotu argz a podél C' hodnotu
4 2n7, kde znaménko zavisi na sméru eb&hu*) a tedy -
Uz, y) = 2q argz 4 2nnq + C.
Vidime, Ze v nalem piipadé je funkce U(z, y) mnohoznaéné.
Pozndmka. Dodejme, Ze funkce ‘definova,né.\svym totélnim dife-
rencidlem v jednoduse souvislé oblasti je jednoznaéna. Mnohoznacériost

* Znaménko + odpovidd kladnému a znaménko — zdpornému smyslu
ob&hu. ‘

.«
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funkce (34) v pfedchazejicim piipadé je zpiisobena vicendsobnou
souvislost{ zkoumané oblasti (oteviens rovina s vyiiatym bodem z = Q).
Pii konstrukei silovych a potencidlnich funkei elektrostatickych
poli méme velmi asto co &init s mnohonsobnd souvislymi oblastmi.
To je zpiisobeno tim, Ze funkce £ a E, jsou nespojité v jistych bodech
(na jistych kiivkach, v jistych oblastech), v nichz jsou rozloZeny néa-
boje pole, a takové body, kiivky nebo oblasti pak musime vyloudit
z uvaZované oblasti D, kterd je pak jistym zptisobem ,,prodéravéna‘‘.
Tak jako prdvé v uvaZovaném piipadé zlstane obecné hodnota
funkece U(z, y) definované svym totdlnim diferenciilem beze zmény
pti libovolné deformaci- cesty L wuvnitt oblasti tak, aby oblast mezi
kiivkou L a jeji deformaci ziistala jednoduse souvisla! Ale p¥i'ob&hu
oblasti ,,diry*“ se hodnota funkce U(z, y) zméni podle toho, je-li

integral
6 = 550k e+ S ay (35)

’

podél uzaviené kiivky, obsahujici ve svém vnittku oblast ,,diry*’,
roven nule nebo od nuly rtzny. Jako v nafem specidlnifn piipadé je
mo#no dokazat, Ze hodnoty (obecné mnohoznaéné) funkce Uz, y)
v daném badé dostaneme podle vzorce

U, y) = Uylx,y) + 716, + 795 + ... + emCom, (36)

kde Ugy(z,y) je dand hodnota funkce a c,,¢c,, ..., ¢, integrily (35)
integrované po viech kfivkich obsahujicich vie¢hny ,,diry‘‘ oblasti
D a tisla ny, 7y, .... Ny jsou celd (kladnd, zdpornd nebo rovna nule)
¢isla- uaavajlcl pocet a smysl obéhi kolem dér po kiivkach, které je
obchvacuji.

Integrily (35) se nazyvaji cyklické konstanty funkce U(x, y) v ob—
lasti D a ze vzorce (35) plyne, Ze funkce U(x, y) je tehdy a jen tehdy
jednoznactnd, jsou-li vdechny jeji konstanty v dané oblasti rovny nule.

Tento posledni pfipad nastivd pro potencidl, nebof, jak vime
z § 36, je pr'é.ce podél libovolné uzaviené kiivky rovna nule a jsou tedy
nule rovny i viechny cyklické konstanty % miZeme vyslovit vétu:
Potencidl rovinného elektrostatického pole je funkce véude jednoznaénd.
" Naproti tomu, jak ukazuje vzorec (33), cyklicksd konstanta silové
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funkce pii ob&hu diry s Ghrnnym nabojem g je rovna 4ag. Silovd
funkce rovm_ného elektrostatlckeho pole je mnohoznacna

§ 38. Komplexnl potencial v elektrostatice. Porovnénim rovnic
(23) a. (31) vidime, Ze v oblasti D, kterd neobsahuje Zadné niboje,
jsou potencial a silovd funkce vazany vztahy

w_w ow A,
ox oy’ oy = ox \ '
Je-li oblast D jednoduSe souvisld, budou v ni, jak bylo ukazano
v pfedeslém paragrafu, obé funkce jednoznacéné. Pak mtZeme rovnice
(37),- které maji zfejmé tvar rovnic Cauchy-Riemannovych z § 14,
povaZovat za podminku regularity funkce komplexni proménné

=F(@)=Ulx,y) +iV(z,y). (38)

Tuto fynkei nazyvdme kbmplexm’m po-
tencidlem  elektrostatického pole. Podobng
jako funkce U(z, y) a V(x, y) je i komplexni
potencial jednoznééné uréen aZ na jistou ,
adiéni konstantu.

Ve vicendsobné souvislé oblasti je obecné
komplexni potencidl viceznaénou funkei né-
sledkem mnohoznaénosti své realné casti.
Jak vyplyvé z uvah- predchazejlclho para-
gtafu, v libovolné jednoduse souvislé oblas-
ti, kterou obdriime z mnohondsobné souvislé oblasti vhodnym.x vy-
fezy (obr.:64) nebo v obecné ]ednoduée souvislé oblasti, je mozno
konstruovat regulirni vétve komplexmho -potencidlu. Komplexni
potencidl je v daliim pfipadem analytické mnohoznaéné funkce
‘(jeji obecnou definici, viz § 63).

Obr. 64.

V disledku jednoznaénosti derivaci (37) maji vSechny vétve kom-
plexniho potenciilu jednu a tutéZ derivaci v daném bodé. Tuto jedno-
znaénou funkei nazyvame derivaci komplexniho potencidlu.

Pomoci k‘omplexniho potencidlu je mozZno vyjadfit vSechny za-
kladnt vehcmy spojené s pojmem pole. Tak na pf. podle (37) a (23)
méme
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, ou - .9V v .oV
F(z)—%—i—lw ——ag—l-—l—la_r
odtud E,=iE, = iF'(z). Pomoci komplexné sdruZenych velidin
snadno vyjidiime vektor intensity pole

—E,—iE, = —i(E, —iE,),

E=E,+iE, = —iF'(2). (39)
Vzorec (39) ukazuje, Ze ke konstrukei vektoru intensity z vektoru
derivace F'(z) stadi posledni prevratit podle redlné osy a.pak pootodit
o pravy uhel ve sméru pohybu rudi¢ek hodinovych (obr. 65). Z téhoz
vzorce plyne jesté, Ze modul vektoru intensity pole je

E— |E| = |F'()| = V(%Z—) + (Z—Z) . * (40)

Komplexni potenciil zprostiedkuje zob-
razeni pole roviny (z) na rovinu (w), jez
je konformni ve véech bodech oblasti D,
v nichZ je intensita pole od nuly rtzna.

" Podle definice odpovidaji tedy silovym
a ekvipotencidlnim dJardm rovnobéziky
s osami U a V. Zname-li tedy komplexni
potencial pole, muZeme (principidlné, ne
vidy prakticky) sestrojit jeho silové a
ekvipotencidlni &¢iry, &ili jak Fikdme, mua-

) Zeme ,,pole zmapovat‘. l

Jak jsme fekli jiz vySe, je komplexni potencidl uréen af na adiéni
konstantu jednoznaéné. ProtoZe velikost této adi¢ni konstanty nema
vliv ani na mapu pole ani na intensitu pole, budeme ji v dalsich
uvahach prosté vypoudtét. '

Dokézali jsme si tedy, Ze libovolnému elektrostatickému poli bez
naboju v jisté jednoduse souvislé oblasti je pfifazena regularni funkce
— jeho komplexni potenciil. Tvrzeni plati v8ak i naopak: Je-li ddna
v libovolné jednoduse souvislé oblasti D jistd reguldrni funkce F(z) =
= Ulz, y) + iV(z, y), pak ji odpovidd pole, jehoZ ndboje lezi vné oblasti
D a jeho# komplexni potencidl je pravé funkce F(z).

Dtikaz: Uvaiujme pole vektori E = — iF'(z). Z Cauchy-Riemanno-
vych rovnic plyne, Ze toto pole je v oblasti regularity funkce F(z)
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potenciilni a sclenoidalni,; a je to tedy jisté elektrostatické pole. Existu-
je tedy v jistém, ndmi podrobné vyloZeném smyslu, Gplné ptitazeni
navzdjem mezi elektrostatickymi poli a regularnimi funkcemi.
Ptiklad 1. Pole bodového mdboje velikosti g, ktery je umistén
v potatku. Potencidl i silovou funkei naSeho pole jsme si odvedili jiz

Obr. 66.

diive (vzorce (27) a (34) pfedeslého §)' a pro komplexni potencial
méme ihned .

w=F() = 2qArgz—|—2qiln% = 2qi{1n|iZI + iArg—lé} =
. 1
= 2qi Ln =

Mapa tohoto pole je zobrazena na obr. 57. Komplexni potencidl
zobrazi dvojndsobné souvislou oblast (otevienou rovinu s vydatym
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poditkem) na jed.nodué.e souvislou oblast (otevienou rovinu). Té nenf
oviem nijak ve sporu 8 tvrzenim § 23, nebot ?obra,zem je mnohoznaéné.
Je-lj ndboj v bod& z = z, a ne v podatku, pak je potencisl roven

w = 2¢giLn (41)

z— 2,

Piiklad 2. Pro systém dvou bodovych ndboji velikosti +q a —g¢g
v bodech z, a z, je komplexni potencial

22—z y
. _ o4 2
) — 2¢i Ln  —2 = 2qi Ln P— (42)

/ w = 2giLn

Ekvipotencialni éary pole jsou kfiv-
ky

—z
Imw = 2¢In | = 22| — const,
z—z .
coz jest totéZz jako
z—z
2| = const,
z—z,

coz jsou Apolloniovy kruZnice, po-
dle nichZz jso? oba body 2z, a .z,
sdruzeny (viz § 20). Silové éary '

Obr. 67. . Rew — 2¢ Arg ; _:2 — const
2, ¢

jsou kruznice prochazejici boc)Iy 2, a 2, (viz § 20). Na obr. 66 jsou ekyi-
potencidlni ¢iry vytaZeny plné a silové éary &irkované.

Piiklad 3. Pro “systém  souhlasnych bodovyjch ndboji velikosti ¢
mame pro potencial mista (42) vztah

'w=2qian 1 +2qian 1 = 2¢iLn 1
— 2 _

— @ —a) e—zy) *?)

Ekvipotencidlni éary

|2 — 2| |z — 2,| = const
jsou Cassiniho ovily. Jsou to geometncka, mista bodd, jejichz soudin
vzdalenosti od dvou danych pevnych 'bodd z, a z, je konstantni (viz
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|z, — ézlz

pf. 12 dvod). Pro const = je to Bernouilliho lemniskata,

pro const = 0 se rozpadnou v dvojici bodi z,, 2y, Pro 0 < const <
|2, — 2,[*

< se rozpadnou veé ‘dvojici kiivek ovalovitého tvaru a ko-

4
tvar promackmitého ovalu (viz obr. 67).

, 2 . “ . o PR
neéné pro Iz < const jsou tvofeny jedinou ¢arou, kterd ma

Piiklad 4. Pro systém bodovych ndboji q,, q,, ..., ga V bodech
2y, 2y, ..., 2, M4 komplexni potenciil tvar v

RN 1
=2 > ¢ Ln . (41)
k=1

Z-——Zk

Piiklad 5. Elekirostaticks pole dipolu. Dvojice nesouhlasnych bo-
dovych ndboji + g v bodech z; = 0 a z, = — h mé podle vzorce (37)
kompléxni potencial

1
-w=2qiLn h=2qiLn(1—}—-z’—L)=2piLn(l +£)7,
kde p = gk. Budeme nyni niboje pfiblizovat k sobé a soudasné
zvétiovat velikost nibdje tak, aby soudin p = gh zistal konstantni.
Limitni pfipad, ktery tak dostaneme, budeme nazyvat bodovy dipol
s momentem p.

v #

Komplexni potencidl dipolu leziciho v podatku bude

h\— 1 . 1 2pi
w=2pilim Ln {1 + = 2pilne? = - (45)
h—o
Je to linedrni lomend funkce (pfi vypodtu jsme pouii]i vzorcu (24)
a (32) kap. III).*) Mapa pole je konformné ekvivalentni sit k siti
‘kartézskych soufadnic v roviné (w) pii zobkazeni

. 2pi

z

Ekvipotencidlni éé,ry' V = ¢ tvoii na kouli (w) svazek kruZnic dotjrkﬁ-

+ *) Pfi pouZiti vzorce (24) stadi dosadit h = % Ve vzorci (32) jsme vypustili
adi®ni konstantu 2k, .
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jicich s¢ v bodé w = co. Podle véty (4) kap. II odpovidé tomuto
svazku svazek kruZnic dotykajicich se vbods z = 0. Reilné ose V = 0
odpovidd imaginirni osa z = 0 (pfi dosazeni redlnych z do (36)
dostivame ryze imaginarni w). Ekvipotencialni éary v roviné z tvoii
tedy svazek kruZnic dotykajicich se osy y (na obr. 68 zakresleny pIné).
Zcela analogicky odvodime, Ze silové &ary tvoii svazek kruznic do-
tykajicich se osy z (na obr. 68 vytaZeny ca,rkovane)

Obr. 68.

Vektor intensity pole odvodime podle ,(39) a dostaneme
(2pi) 2p 2
E=+ 1(—11)== ;f__ rf 2lg
kde z = re'?. Jeho modul je nepiimo Umérny &tverci vzdalenosti
bodu 'od dipolu, jeho slozky jsou
2p cos2p 2p sin2¢p
—p o B=—0

E, =

§ 39. Komplexnf potencial v hydromechanice a theorii vedeni
tepla. Pro oblast D, ve které nejsou ani zfidla ani viry pfi stacionar-
nim proudéni nestladitelné kapaliny, plyne z analytického vyjadieni

o, W W
ox oy ’ 0% oy

=0,

132 ‘ -



Ze v oblasti D jsou vyrazy —V,dx +V,.dy a V.dx + 7V, dy totdl-
nimi diferencidly jistjwh funkef:
- Vv dz + Vc dy‘= diP(x., y): Vz dz + Vv dy ='.d‘P(3: y) (46)
Druhou z nich nazyviame potencidlni a plati
V. = 8¢V-—Z,V=QMM%W (47)

fV dz + V,dy + C.

Pomoci funkce ¢ mizZeme vy]adrlt cirkulaeci vektox\'u rychlosti podél
uzaviené kiivky C. Je (viz str. 121)

v, ) ds = (V, dz) — (V. +iV,, dz +idy) =V.dz +V,dy,

a podle posledni rovnice (46) je posledni vyraz roven de(z, y) a cirku-
lace veltoru rychlosti

= §(v,s) ds = § dp(z, ). - (48)
¢, ¢ _
Ekvidistantni &iry y(z, y) = ¢ prvé funkce souhlasi s ;}:jektoriemi
pohybujicich se. éistic kapaliny, t. j. s proudovymi Garaini kapaliny.
Proto nazyvdme druhou funkei proudovKu funkci a je

oy %
C Ve=gp V==
pay) = [, —V,de+V,dy+C. (49)

Ve vzorcich (49) 'a (47) maji kiivky L a L, tentyZz smysl jako v (24)
a (32)a
Pomoci proudové funkce ¢ mujeme vyjad¥it tok kapaliny kiivkou
le¥ict cele v oblasti D. Je (viz str. 124)
(V, n% ds = (V, ——1dz) V. +iV,, dy —idz) =V, dy —V, d=.
Podle rovnice (46) je posledm vyryz roven dy a tok
Q= [(V,n0)ds = [dy = y(®s y2) — (1, 92, (50)
F -

, C

kde z, = x, +1iy, a z, = %, + iy, jsou koncové body kiivky C.
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Funkce. K ‘
. w = D) = @z, y) +iy(x,y) (51)

se nazyva- komplexnim potencidlem proudé’m Rovnice (47) a (49)
ukazuji, Ze komplexni potencidl proudéni je 7ednoznacna, funkce v jedno-
duse souvislé oblasti D, ktera neobsahuje ani zfidel ani viru.

Podle vzorce (48) je v pHpads vicenisobné souvislé oblasti cyklicks
konstanta funkce g(z, ) pti obéhu jisté ,,diry** jen tehdy nenulova,
je-li pfi tom nenulové cirkulace I' (t. j. je-li nenulova celkova vydat-
nost virl v této oblasti). Z (50) pak vidime, Ze cyklickd konstanta
funlkece y(x, ¥) je nenulova pfi obéhu jisté diry jen tehdy, je-li @ + 0
(t. j. je-li nenulové vydatnost vech z¥idel v této dife). Zfejms tedy
ve vicendsobné souvislé oblasti se miZe jak redlnd taki imaginarni
¢ast funkce @(z) stit mnohoznadénou. V tom spociva rozdil v zavedeni
potencw,lu v hydromechanice a v elektrostatlce

Poznamene]me ze i zde jsou sp011te vétve funkce @(z) viude re-
gulirni a @(z) je dalsim piikladem analytické funkce. Tak jako
v pfedeslém paragrafu je derivace @’(z), viude jednoznacna.

Pomoci komplexniho potencidlu miZeme vyjadfit viechny zdkladni
veliéiny svdzané s rovinnym proudénim. Tak na pf. z (47) a (49)
mame

, 2 N .
P@) =2 +ige =Va—iV,,

|
a pro vektor rychlosti proudéni

V=V, +iV, = 5@ (59)

o0\ | [og)" ‘
= [2'(2) =]/(%) - (a—y) : (53)
V rovind komplexniho potencidlu odpovidaji proudnicim pHmky
Imw = const a ekvipotencidlnim liniim pfimky Rew = const.
P#iklad 1. Pro postupné proudéni (p¥. 3 § 35) potencidlni funkce:
i funkce proudova jsou linedrni '
y=Vx +Vy +C,y=—V3z +Vy +0C, ’

a pro jeho modul
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Komplexni potencial je
w=0r) =g +ip =2V, —iV,) +iglV.—iV,) =Vz, _(54)
kde V =V, —iV, je komplexni &islo — t. zv. komplexné sdruZens
rychlost. Potencidl je zfejmé linedrni funkce.
Priklad 2. Pro bé)dové zFidlo (pf. 4§ 35) jsou komponenty rychlosti

_e =z oy Qv
o2+ y? Y 2m a4 g

a p'otencia'mlni a proudova funkece se stanovi podle (47) a (49):

¢
_ @ _ @
p = %—nlnlzl, V=5 Argz
a komplexni potenciil:
_ _ @
w = P(z) = o Lnz. (55)
Priklad 3. Pro bodovy. vifivy pohyb (pf..5 § 35) se najde analogicky
r ro.
p = EArgz, p = ——%ln|z|
~ a komplexnf potencial_
r
W= Lnz (b6)

se lidf od (55) jen faktorem % Z toho plyne, %e ekvipotencialn{ linie
a proudnice si v pf. 2 a 3 vymén{ mista.

Piiklad 4. Bodovy dipol je v hydromechanice zcela apalogicky
dipolu. v elektrostatice (pf. 5 § 38). Pro komplexnf potencidl misto (45)
dostaneme

w=—3 -, (57)

kde M = Qh je moment dipolu. Proudnice (57) souhlasi s ekvipoten-
cidlnimi &arami (45) a ekvipotencidlni éary (57) 56 silovymi Garami (45).
Komplexni potenciidl v nauce o vedeni tepla se definuje zcela ana-
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logicky. Pro stacionarni rovinné tepelné proudéni v oblasti D, v které
nejsou tepelné zdroje, plati podle (21) a (22)
9 0 _, B 0., (5%)

+—= 32:_63/

Roli potencidlu ¢ hraje temperatura v:

v 1 ov 1
Q = —kgrady; T _%'Qm Ei —IQy'

Z prvého z vyrazi (58) plyne, Ze vyraz —%(Q, dz — @, dy) je to-

talnim’ dlferencmlem jisté funkee u = u(z, y), kterd se nazyva funkef
proudéni (proudovou) a je s temperaturou spojena vztahy

ou ov 1 ou ov 1
%_E=_7‘:—Qw a_y':_'a=7‘:‘Qm

co% jsou ziejms Cauchy-Riefnannovy rovnice. Funkee u(z, y) je kan-
stantni podél éar zvanych opét analogicky proudnice. Funkce kom-
plexni proménné

w=Y() =ulz,vy) + w(a: Y)

se nazyva. komplexnim potencidlem tepelného proudéni. Je reguldrnf
v celé jednoduSe souvislé oblasti D, v niZz proudéni vyhovuje rovnicim
(58). Vektor tepelného proudéni je

ov ou . o
—_ — | Y A _
Q = —kgradv klaz ik P ki (6:1: 8z)

= — ki¥'(2). (59)

§ 40. Methoda konformniho zobrazeni. Uvedeme zde éty¥i typy
charakteristickych tloh, pro jejichz feSeni je velmi vyhodné pouZit
methody konformniho zobrazeni. Budeme je formulovat pro elektro-
statické pole a pak uvedeme piislusné zmény, které je tieba udinit

v vy

v jejich formulaci pro jiné fysikalni'piipady.
Jsou to tyto dlohy:

1. Stanoveni elektrostatického pole v zakﬁveﬁém’,,pdsu“ mezi dvéma
vodic‘l:’i C, a C,, které maji obecné spoleéné jen svoje konce leZici v bodé
z = o0 . Potencidini spdd mezi C, a.C, je ddn.
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II. Stanoveni uzavfendho pole v zakfiveném ,mezikruZi (prstenci)
mezt dvéma uzavrenymr navzdjem nesouvisicimi vodili, rozprostirajicimi
se cele v koneCnu. Potencidlni spdd mezi obéma vodiéi je ddn.

III. Stanoveni pole nekoneéného vodice C. Je ddn modul vektoru in-
tensity pole v bodé z = 0 a pfedpokliddme, Ze v bodé z = o0 nemd ne-
koneény vodi€ ndsobné body.

IV. Stanoveni pole vné uzavieného vodzce rozprostirajictho se zcela
v koneCnu. Je ddn vektor intensity pole v bodé z = oo co do sméru i ve-
likosts.

Voditem ve viech téchto p¥padech rozumime kiivku C, v jejichz
viech bodech méd potencidlni funkce pole konstantni hodnotu (je to
prusecnice vodivého vilce s osou kolmou k roviné pole s rovinou pole}.
Pole je uréeno aZ na adiéni konstantu svym komplexnim potencidlem.

V hydromechanice tyto tlohy jsou #lohami obtékdni. Jako cil si
klademe popsini proudéni kapaliny obtékajici dané kiivky C. Kapa-
linu poklidémie za idedlni, bez viri a bez ziidel. K¥ivky C v tomto
pipadé jsou proudnicemi piislusného proudéni. Ulohu potencidlniho
spiddu zde md spid, tak jak mu rozumime v b&Zném Zivotg, t: j.
mnozstvi kapaliny protékajici za jednotku éasovou libovolnym pri-
Fezem oblasti D (viz vzorce (50) a (39)). V al. ITT a IV je ddn modul,
resp. i smér vektoru rychlosti v nekoneénu. '

Tytéz otdzky mohou byt té%Z ddny v theorii tepelného proudéni.
Ulohu vodi¢t pfevezmou tepelné vodide konstantni teploty, potenci-
4Ini spad je dan teplotnim spiddem a konedné vektor intensity pole je
totozny s gradientem teploty.

V dal§im budeme zkoumat z kazdé kategone rizné konk.retm pfi-
klady z rozliénych fysikédlnich obort.

Ve viech téchto pfipadech ziskdme jedno z moZnych FeSeni. V § 70
dokdzeme, %e podminky v piipadé IV lze doplnit tak, Ze existuje
jedno jediné feSeni naSeho pfikladu. TotéZz je moZno provést i v ostat-
nich pfipadech, ale diikkazy zde nebudeme provadét. V nagich pifkla-
dech je jednoznatnost fefeni ihned vidét z fysikélni podstaty, takZze
nalezené obecné feSeni bude i jednoznaénym fesenim naseho problému.

§ 41. Pole v pasu. Zainéme s piiklady typu I. Pfedpoklidime,
Ze pas D neobsahuje Zidné naboje, které vytvareji pole. Pak podle
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tvrzeni § 38 existuje v pasu D komplexni potencial, ktery je regulérni
funkei komplexni proménné (protoZe D je jednoduse souvisld oblast,
je i potencidl jednoznaénad funkce). Potencidlni funkce V(z,y) ma
na kiivkich C, a O, konstantni hodnotu a rozdil té&chto hodnot
V,—V, je dén (V; a V, jsou zfejmé hodnoty potencidlni funkce na
ktivkich C, a C,). .

i
Z toho plyne, Ze funkce w = F(z) zobrazi jednoznadné oblast D

na vodorovny pas roviny (w) Site V, — V, = V,. Dile dwojici totoz-
nych bodi (budeme je oznadovat symboly o0 a — co0) na koncich
okraji pfimého pasu v roviné (w) odpovidaji body hranice oblasti D
lezici v nekoneénu (které budeme souhlasné oznadovat + o). To
plyne okamZité z toho, %e body w = -- oo prochizi nekoneéns
mnoho ekvipotencidlnich ar V = const a podobné se musi dit i pro

body, které jim odpovidaji. Z fy-

Pz sikdlnich podminek je jasné, Ze

, o - ’2 to nemohou byt hraniéni body
A -y L ,," w, £ ¥ koneénu.

B £ Gz Viem uvedenym podminkim

) vyhovuje jedno-jednoznaéné

Obr. 69. konformni zobrazeni oblasti D

na pas 0 < Imw <V, s okrajo-
vymi podmin.kann pro nekonetns vzdalené body F(+4 w0)= 4 .
Z véty § 23 plyne, Ze takové zobrazeni vidy existuje a je urdeno aZ
na adiéni konstantu jednoznaéné, t. j. fedens slohy I je vidy mozné.

Priklad 1. Kondensdtor sklddajic;i se ze dvou nekorieéné vellych
desek, z nichZ druhd leZi v drovni pruni ve vzddlenosti 2a. Potencidlni
spdd &ini 2V,

Na obr. 69 je fez kondensitoru rovinou kolmou k roviné desek.
Uloha pfejde v uréeni pole dvou polopfimek —o0 <z < —a a
@ <x'<oo 8 danym potenciidlnim spidem. Je to specidlni pfipad
pHpadu 1: &ira C, predstavuje vyfez ABC podél ziporné reilné
poloosy a &ara C, vyfez DEF podél kladné realné poloosy. Zobrazeni
oblasti D na vodorovny pas 8ifky 2V, zprostfedkuje funkce (60) § 33
s piisluSnym normovénim. Vypustime-li pro nae ivahy nepodstatnou
adiéni konstantu, dostaneme komplexni potencial
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- 27V° In(z + & —a). . (60)
Modul vektoru intensity pole podle.(40) je

B dw : 2V0 1 2V, 1
x E—al ® Vrr
kde r, = |z + a| a r, = |z —a| jsou vzdalenosti bodu z od konct

obou polopfimek. V poéatku soufadnic je £ = -271;"

, t. j. E se jen
malo 1i&f od intensity pole obyéejn'ého deskového kondensitoru l;-.

Pii pfiblizovani ke koncovym bodim polopfimek intensita vzristd
(defekt na hrané), pfi vzdalovani
bodu z do nekoneéna intensita
konverguje & nule.

P#iklad - 2. Proudéni idedlni
kapatiny v pfimé trubici §ifky 2H,
v nif je kolmo na jeji stény wmi-
sténa  prepdika wvysokd polovinu -
jeji cellové vydly. Potencidlnt spdd Obr. 70.

@ je ddn. Uloha spod&ivé v podstaté
v tom, zobraz1t oblast D (obr. 70) na vodorovny pas Funkef tva,ru

¢ = 2—H z pfevedeme oblast D na obla,st pi. 4 § 33, kde je b =

Vzorec (59) pfedchazejiciho paragrafu nam davi moznost zobraz1t
oblast D na horni polorovinu Im w > 0:

. 0= Vtgh“{'—i—tgz,n = -l/
Pitom okraji ABCDE trubice odpovidd tsedka (— )/2, /2) a okraji
FGH poloptimky (]/2, ©) a (— o0, — |/2). Zobrazime jedté polorovinu
o na sebe samu tak, aby body 4, H a E, F ptedly v body 0 a co:

NN

~ nz
= = (V2 cosh —+
/2 —o 1 —tghe 2 4H 4H

tgh2— + 1.

w; =
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. - —
+ l/cosh'2 %4— sinh? 7}5) = (Vé-cosh 4_1[3 - V@Sh ;_Izi)
(pro vypodet zobrazeni viz vzorec (45) a pf. 8 kap. IIL.). Protoze bod
C = Hi prejde postupné v bod w =0 a pak v w, = 1, odpovidd
okraji ABCDE kladni a okraji FGH zporna reilna poloosa. Nakonec
zobrazime je§té polorovinu na péas &ifky @, coZ zprostiedkuje loga-
ritmicks funkece:

@ 29 - nz nz
w=_ lnw, = 7ln V2 cos + coshﬁ . (61)

§ 42. Prstencové pole. Piipad II se lisi od pfipadu I tim, Ze okraje
oblasti D nemaji spoleéné body a oblast jimi uzaviena je dvojnisobns
souvislda. Methoda -pouzitd v predeslém paragrafu zde nevede k cili,
protoZe neni moZné zobrazit jedno-jednoznaéné a konformné oblast D
na pas (viz § 23). Uloha se snadno vytesi, budeme-li znat jedno-jedno-
znaéné a konformni zobrazeni oblasti D na mezikruzi*) r < |o| < R.
Pro mezikruzi je ziejmé komplexnim potencidlem logaritmicks funkce

w = ki Lno, (62)

kde k je realni konstanta (imaginirni &ist funkce (62) nabyvé na
okrajich mezikrui, t. j. na kruznicich |w| = r a || = R, konstantnich
hodnot). Velikost konstanty uréime z daného potencidlniho spadu V,.
Staéi potom jen dosadit f(z) za w do (62) a dostdvime komplexni
potencial v dané oblasti fesici naSi dlohu:

w = ki Lnf(z).

Potencidl, ktery jsme zkonstruovali, je zfejmé funkei mnohoznaé-
nou v dusledku mnohoznadnosti své readné &asti U = — k Arg f(z).
Fysikalné je tento fakt zcela pfipustny, nebot derivace potencidlu,
kterd charakterisuje pole, je. jednoznadna.

Ptiklad 1. Pole dvou souhlasné nabitych kruhovych vdlei s rovno-
b&snymi osami. '
NV podfobnéjiéfch udebnicich theorie funkei komplexni promé&nné se do-

kazuje, Ze se libovolrs dvojnésobnd souvisld oblast d4 zobrazit konformnd na
mezikruZi. . :

~
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Uloha vlastng prechizi v tlohu sestrojit pole vné dvou kruznic C,
a C,. BudteZ a, a a, stfedy téchto kruznic. Sestrojime nad jejich spoled-
nou vnéjsi tetnou b, b, jako nad priimérem pulkruZnici C* (obr. 71). Pra-
sediky kruZnice C* se sttednou &,a,, které oznadime z, resp. z,, jsou
soucasné sdruZeny v kruhové
inversi podle obou kruznic. To
plyne z toho, Ze kruznice C*
a pfimka a,a, jsou orthogo-
nilni k obéma kruZnicim C,
a C, (viz § 20).

Pomoci linedrni lomené funk-
ce

w=r"" ]
22 !

zobrazime nyni rovinu (z) na pomocnou rovinu (w) tak, Ze body z, a

z, pfejdou v body 0 a o, a dile necht kruznicim C, a C, odpovidajf

kruznice C, a C, v roviné (»). Body 0 a co jsou pak sdruzeny v inversi
podle kruznic C, a C; (§ 20). To v3ak. znamens, ze C; a C} jsou kon-
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centrické se stfedem v w /= 0. Komplexni potenciil pomocného pole
je podle (50) w = Ic1 Lnw a pro dané pole

(62)

Zsdaného potenclalmho spa.du dosahneme vhodnou volbou kon-
stanty k.

Komplexni potencidl nageho pole souhlasi s komplexnim potencidlem
(42) pole dvou souhlasné nabitych bodovych naboju (pf. 2, § 38),
jestlize poloZzime k& = 2q.*) Mapa pole vné kruhit €, a C, tedy zcela

o souhlasi s mapou pole na obr.

65. Ekvipotencialni éary jsou

g // C, Apolloniovy kruZnice a silo-

kiivky jsou kruzZnice procha-

zejici body z; a z, (obr. 72),

Obr. 73. Kiivky C,, C, patii do svazku
' ekvipotencidlnich kfivek.

Z nageho ptikladu vidime, Ze se mapa pole nezméni, nahradime-li
kteroukoliv ekvipotencialni éiru vodiéem (aspofi v jisté Gasti pole).
V hydromechanice tomu Afysikilné odpovidd umisténi tvrdych stén
podél nékteré z proudnic.

Ptiklad 2. Pole dvoj#ilného vedeni je specidlnim piipadem
pravé uvazované tulehy (obr. 73), z-ové soufadnice bodi z, a z,,
soudasné sdruZenych v inversi podle obou kruznic, uréime z rovnice
(¢ +z) (@ — z) = %, odkud

Ty = Va,? — 2
Vzorec (62) nabyva tvaru . »
z + Va?— 72
z— Vaz .

Vy]adrlme si jesté podmmku toho, Ze potencmlm spad mezi C; a C,

w=kiLn (63)

*) Snadno se dokaze Ze i v naSem pr1pade q'= 3k ddava vehkost dhrnného
nabole na jednotlivych kruZnicich. Dikaz: Podle Gaussovy véty § 36 je vekto-
rovy tok intensity pole libovolnou uzavienou kfivkou C, uvniti které leZi
nékterd z kryZnic, na pi. C,, roven 4ngq, kde ¢ _]e Jihrnny ndboj na C,. Protoze
(62) je shodn4 s (42), je tento tok v souhlase s vyse uvedenym vykladem roven
2xk.

1]
142



je V. Vycislime si rozdil imagindrnich &isti funkece (58) v bodech
a—ra—a-+r:

_ /e __ — . 2 __ 2
v,—kmle—r Ve —rl L l—atrtlE—r
¢z—7‘—]/¢12——1'2 —a+r—V¢_z2—r2
_ogmatle—r
: r

Vs

Z2

~

Z toho vypodteme k pomoci V,:
. Vo ~ VO ;-
2

In a -+ Va ‘ 7

r

k= ; 9 »
2 21n 22
’
kde r je velitina nekoneéné mala oproti a.

‘Piiklad 3. Rozdéleni temperatury mezi dvéma cylindrickymi ez-
centrickymi troubami vyhidtymi na temperaturu t, resp. 1, (obr. 74).

Nast ulohou je konstruovat tepelny tok v prstenci mezi kruZnicemi
C, a C,. Sestrojime nejprve dva body soucasné sdruZené v inversi
podle obou kruznic C, a C,. Konstrulkce je provedena na obr. 74. (V kon-
covych bodech stfedné na kruznici C, vztyéime kolmice, a% protnou
v bodech a, b a ¢ kruzniti C,. Priseciky spojnice ab resp. b¢ se stfednou
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jsou hledané body z, resp. z,). Dilkaz pfenechivame ¢tenafi. Pomoef
pomocného zobrazeni -

‘ | zZ—2
w = 1

z— 2,

pievedeme tilohu .na konstrukei pole v mezikruzi C a C Reseni

7 w2

diva imaginarni édst komplexmho potencialu

v = ImYP(w) = kIn|w| 41,
kde konstanty k a l uréime z danych hodnot temp;ara,tury na krunicich
C, a C,. Po dosazeni ~—

“1 ya wdonasilogaritmické funkce dostavame
2 H

hledany pribéh teploty v roviné (z).

§ 43. Uloha o obtékani nekonené k¥ivky. Pii rozboru tlohy III
budeme pouZivat hydrodynamické terminologie. Oblast D bude
v naich ivahach jednoduSe souvisld; komplexni potencidl w = @(z)
bude tedy jednoznadna funkce. Proudnice budou vyjddreny kiivkami
Im &(2) = const a kromé toho mizeme jako v § 41 dokazat, Ze bodu
z = oo odpovida nekonecéné vzdileny bod kfivky C. Funkce w = &(z)
zobrazi jedno-jednoznaéné a konformné oblast D na horni polorovinu
s okrajovou podminkou ®(c0) = c0. Neni-li bod z = o0 ndsobnym
bodem kiivky C, miiZzeme jeSté stanovit velikost rychlosti v bodé
z=o00, t.j.|® ()] = v,.* Je moino dokazat, Ze takové zobrazeni
je jednoznaéné urdeno aZ na adiéni konstantu. V piipadé, Ze bod
z =00 je dvojnfm bodem kifvky C, je hodnota [®’'(z)| rovna bud 0,
nebo oo, podle toho, je-li Ghel teCen ostry nebo tupy (viz § 23); rychlost
musime definovat v jiném, regularnim bodé kfivky C. .

Ptiklad 1. Obtékdni desky vysky H nekomelné Sirokym proudem
kapaliny danou rychlosti v, (obr. 75). Znime jiz z dfivéjSich dvah
funkei zobrazujici oblast D na polorovinu:

1

w= ]/z2 + H2.

*) Hodnotou derivace @’(z) v bodd z = o, t. j. @’(o), budeme rozumét
limitu lim @’(z), pokud tato limita existuje. Viz § 69:
Z2—r®
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(§ 27, pt. 1). Derivace této funkce je

dw z
& JE+ B
dw 2
odkud Ez=m_ 1-»1:: m = 1; hledany komplexni potenciél
tedy bude

= |FTE (64)

Obr. 75. Obr. 76.

Rychlost proudéni (64) nekonedné vzriustd v bodé desky C, pi'o né&jz
z = iH (defekt na hrané), a klesd k nule v bodech B a D, kde z = 0.
Vysledek je fysikdln& zcela samozre]my

Priklad 2. Obtékdni 'pa,mboly y? = 2px. Rychlost proudéni.v bodé
z= 0 je v, (obr. 76). Hledejme zobrazeni oblasti D na horni polo-
rovinu. Vzpomeneme si, Ze funkce w = ]/5 zobrazi na polorovinu
vnéjiek parabol s ohniskem v bodé z= 0 (§ 25). Ohnisko nasi para-
boly je v bodé z = {p; pouZijeme tedy funkce

w = Vz = 1p. (65)
Polozime w = u +iv a 2 = x +iy a najdeme
w— % = — }p, 2uv = y.

! .
Dosadime » = 2—‘1/1) z druhé rovnice do prvé a mame
/
y2
i ¥ =z — ip.

Komplexnf prom&nni—10 145



Z posledni rovnice je ihned vidét, Ze parabole odpovidd pfimka
v = V%p. Funkce (65) zobraz{ oblast D na polorovinu Imw > V%p
a modul derivace v bodé z = 0 je

dw = lim| ! ~ L
d_z 2=0 z->o| 2Vz———ﬂ) Vﬁ) ’
komplexni potencial feSici danou dlohu bude
w = v, |/2pz — P~ (66)
Rychlost proudéni v obecném bodé z — ~+ iy dané paraboly bude

PV _ 'UoVZ—’. )

(pz — P + 4% V22 +p
Rychlost proudéni se bude zmensovat k nule s postupnym vzdalo-
vénim bodu po parabole do nekonetna. Bude maximalni ve vrcholu
paraboly. Proudnice -jsou paraboly konfokdlni s danou parabolou
(obr. 76).

Piiklad 3. Obtékdni téfe paraboly. Proudéni je symetrické podle
redIné osy a bliZi se parabole zleva (viz obr. 77).

4

d_w‘_
dz_"'
V

Z danych podminek je vidét, Ze zdporna reilnd poloosa je proudnici,
a podle principu vyloZeného v § 42 miZeme misto dané tilohy zkoumat
obtékani kontury 4ABC (obr. 77). Funkce (65) zobrazi oblast D ohra-
nidenou konturou 4BC v kvadrant roviny. Pfitom se oblouk BC

zobrazi na pfimku v = V%_p a primka 4B na pifmku % = 0. Funkce

2
w=( z—%p—il/%) =z—p—iv2pz—p2

zobrazuje tedy oblast D na horni polorovinu. Snadno se pfesvédéime,
%Ze rychlost v nekoneéné vzdalenédm bodé definovana nasi funkei jako
komplexnim potencidlem je rovna jedné, a tedy proudéni s rychlosti
v, ma komplexni potencial

W= Vo(z —p—1i l/2pz —p?). (67)
Poznamenejme jeste, %o rychlost proudéni ve vrcholu paraboly je
dw P

dw_ 11— =0
dz,_, ( V2P — p? )z=0
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Rychlost konstruovaného proudéni v bodé z =0 je tedy rovna nule
($akové body se nazyvaji kntlcke) Tento vysledek je fysikilng ihned
ziejmy.

§ 44. Uloha o GpIném obtékani. Podminky Caplyginovy.

Priklad 1. Rozbor tlohy IV zacéneme specidlnim pfipadem, kdy
kfivkou C bude kruznice |z| = R. Diskusi provedeme opét v hydro-
mechanické terminologii. Re¥me nejprve tuto lohu: Najit proudéni
idedlni kapaliny kolem kruZnice |2| = R rychlosti V., = 1, kde smér prou-
déni je ddn smérem kladné redlné poloosy (obr. 78).

Obr. 77. Obr. 78.

Doplnime predpoklady jesté tim, Ze proudéni je symetrické podle
realné osy, to znamend, Ze polopfimky (— oo, — R) a (R, c0) jsou
proudnicemi naSeho proudéni. Podle principu vyloZzeného v § 42 budeme
tedy FeSit proudéni obtékajici tyto polopfimky a horni ptlkruZnici
|z2| = R, coz je v podstaté tloha III. Podle § 43 bude komplexnim
potencidlem funkce w = P(z), zobrazujici konformné nafi oblast na
horni polorovinu s okrajovymi podmmkarm D(o0) = 00, P'(0) = 1.
Touto funkei je ziejmé funkce .

R?
=¢(Z)=Z—I—7,

kterd zobrazi pllkruZnici |2{ = R na tsetku — 2R < u < 2R a polo-
piimky — o <2 < —Ra R < 2 < 0 na polopiimlly — oo < u <
<—2Ra 2R <u<oo (viz § 26, kde R = 1, dikaz pro obecpé ‘B
prenechivame ¢&tenafi). Vedle sestrojeného symetrického proudéni
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dostavime vifivé proudéni s virem v bod® z = 0, jehoj komplexni
potenciél je

w = D,(z) = Lnz,

27

kde I" je ibovolné redlnd konstanta (§ 39). Protoze rychlost vifivého
proudéni v nekoneénu je nula, méd proudéni s komplexnim poten-
cidlem ‘

SO R? r
w = (D(z) + @i(z) =z + - + oy Lnz, (68)

které obtéka |z| = R rychlost{ v nekoneénu rovnou jedné. V § 70 do-
kézeme, Ze (68) Yei tuto dlohu pro viechny mozné piipady, nabyva-li
Jen konstanta I" viech moinych hodnot.

“Rychlost proudéni (68) je

N\

- |dw R? r
dz| —ll—?—'_zmz’

J N
kritické body proudéni jsou tedy body vyhovujici rovnici

r
2 2 __
z+2niz—R 0,

odkud

I yiemm o
zk,—EiEl/lﬁnR”' T2,

. } _ ! .
Je-li | < 4nR, pak |z, = — JTFF 1625 —TI% = R, pro || >
: p 47 -

> 4R je |z| = Zly? T + JT* —162°FF|. Odtud je ihned vidst, %o

v prvém pifpadé lez{ kritické body na kruznici [2| = B a v druhém
p¥{padé nikoli, pti dem# jeden z nich leZi vné kruZnice a druhy uvnit¥
(jak ihned plyne z vlastnosti kofent kvadratické rovnice z,25, = — R?.
Dile se omezime na zkouméinf prvého piipadu. Poloiime pro body
kruZnice z = Re'® a dostaneme '

dw

dz

Ti “

;=ll——e"""’—2 2 sing —

el

T |
2zR|
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pro  argumenty kritickych bodid plati: ——

= aresin —
¢1 475.R,

. (69) \/
@y = 7 — arcsin —— r » v
xR a) < 47R

V bodg& Re'™ se proudnice rozdéli ve dvé &asti; '

jedna z nich obtékid po svrchni Casti, druhd

po spodni &asti oblouku kruznice. V bodé Re'®

se obé opét spojuji (obr. 79a). Prvy z obou bo-

di se nazyva bod rozvétveni, druhy bod sjedno-
cend. '

Pro symetrické proudént (I"= 0) jsou kritické
body v bodech 4 R. Vifivé proudéni se snaZi
sbliZit oba body; se vzristanim konstanty I se.
oba body k sobé ptiblizuji, aZ pro I' = 4R
splynou (obr. 79b). PH dalsim zvé&tSovani vzni-
kaji pfi proudéni uzaviené kiivky.

Konstrukce proudéni obtékajiciho s danou
rychlosti ¥V, a s danou cirkulaci I" jistou uza-

¢/ '=47R
vienou konturou, nazyva se dloha o dplném N
obtékdni. Vzorec (68) fesi tlohu o Gplném obté- Obr. 79.
kini pro pfipad kruZnice [z| = RaV_=1.Pi
dostateéné malych hodnotdch I" je moino k FeSeni pouz1t misto I{)d-
noty I' soufadnic bodu sjednoceni, které jsou s hodnotou I' svizany
rovnici (69).

Budiz nyni déna libovolns uzaviens kontura C lesici cele vkoneénu,
na ni bod 2, (bod sjednoceni) a komplexni &islo ¥, (rychlost v ne-
koneénu). Abychom vyfesili Glohu o Gplném obtékam na]deme kon-
formni zobrazeni '

{ = f(z)

vnéjiku kontury na vnéjiek kruhu [¢(| > R s okrajovymi podmm
kami*)

*} V naSem ptikladd sice normujeme velikost derivace f'(o), alg zato ne-
chévéme livobolnou velikost polomsru R, které se uréi z okra.]ovych podminek
(viz pf. 2).
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"Heo) =00, f(o)=V, (70)
(kde jsme oznaéili- pruhem komplexné sdruZenou hodnotu). Pfitom
piejde bod z, v bod {, = Re'”. Pro zobrazeni potfebujeme, aby
|po] < $%. Pak sestrojime podle vzorce (68) proudem 8 rychlostl 1
v nekoneénu a s bodem SJednocem Lo

r .
"Z.‘.'f‘ T an‘ (71)

(cirkulaci I" ve vzorei (71) uréime podle (69) ze vztahu I = 4=R sing,).
Superposice w = ®,[f(z)] diva komplexni potenciil proudéni ob-
tékajiciho konturu C s bodem sjednoceni z, a s rychlosti v nekoneénu:

= ¢1(4') =+

dwl _
dz l.,,,,d?{(oo) f(o) =V
Je tedy (71) zfejmé FeSenim nasi dlohy. -
Piiklad 2. Uplné obtékdni krunice |z = R s danou rychlosti V
vbodéz = o0
Funkee (70) mé v naSem piipads tvar £ = ¥V _z; polomér B ve vzorci
(71) je ziejmé& |V |R a posledné jmenovany vzorec. nabude tvaru

= BV, r
= V — —
) w? + sz + Py

P

Lnz =

[(72)

(kde jsme zanedbali adiéni konstantu 2—5:1 LnV_).

Ctenaf si sim dokaZe, %e vztah (69) mezi cirkulaci a soufadnicemi
kritickych bodi mi v nafem pfFipadé tvar

I = 4zw_ R sin(p, — 0), (73)
kde v, = |V,|, @ = argV,, a g, je argument badu sjednocen. .

Poznamka. Misto (70) je moZno zkoumat konformni zobrazenf
¢ = g(z)-vn8jsku kontury C na vndjek kruhu |{| > R s okrajovymi
podminkami g(e0) =00, g'(c0) =1, a potom sestrojit proudéni
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s rychlosti V', podle vzorce (72). Toto fefeni tilohy o tplném obtékini
bude dino funkei
Vo R?
- 9(2)
P#iklad 3. Uplné abtékdni profilu Zukovského (viz § 28).
Funkee (21) predchizejici kapitoly,
0 = o) =}z + |2 —49), (75)
zprostfedkuje konformni zobrazeni vnéjiku kontury C na vnéjiek

jistého kruhu C* (§ 28). Sestrojime je¥té linedrni lomenou funkei s okra.
jovymi podminkami

¢ = lw), Uo) = 0, Uw) =1,

L Lnga). (14)

/ w =Vaglz) + oo

+ al

ktera zobrazi vnéjsek C* na vnéjek jis-
tého kruhu |{| > R. Pak superposice
funkei lw) a (75) ¢ = lo(z)] = g(2)
zobrazi vndjiek kontury C' na vndjiek
kruhu |{| > R s okrajovymi podnn’n.kami Obr. 80.

g(o) =0, g'(w0) = (o) . &'(0) =
Hledany komplexni potencidl ma proto tvar (74).

Na ostré hrané kiidla 4 (z = 2) ma derivace funkee (75) hodnotu

dw 1 . d¢
1 + ——— || = o (defekt hrany), protoze derivace — =
dz sz 2 ( sz_‘;)z:‘2 ( ) P dw
= l'(w) je koneénd viude na C*, je
d¢
| @ k= e i

Cili, jak dokézal znimy rusky védec _S. A. Caplygin (1869—1942),
pit obtéledni profilu s ostrou hranou A je na ni vlivem vazkosti a vifi-
vosti bod sjednocent proudéni. Podle této Caplyginovy véty v tom bods

kruznice |¢| = R, ktery odpovidd hrané A4, je derivace 3—? nulova
dw dw d¢
dz  d "dz

Vy%e uvedend véta se nazyvi vétou Caplyginovou. Podle véty
Caplyginovy je p¥i obtékini profilu s ostrou hranou jednoznadnd

a vyslednd velikost — rychlosti je koneéna.
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uréena poloha bodu sjednoceni a tedy podle rovnice (73) i velikost
cirkulace I" ve vzorci (74). Rychlost ¥V zistivi komplexnim para-
metrem (tak na pf. zména sméru vektoru V_ znamena zménu sméru
proudéni). | ‘

§ 45. Jiné methody. Uvedeme je$té nékolik typickych prikladi,
které budeme FeSit jinymi methodami neZ témi, které byly vyloZeny

v predchéazejicich paragrafech. n

Piiklad 1. Rozprosti‘eni temperatury v prostoru ohranifeném dvéma
nekoneénymi vertikdinimi sténami s teplotami 0° a dnem vyhfdtém na
temperaturu t° (mezi vertikdlnimi sténami a dnem je tepelnd ¢solace).

Ulohou je konstrukee komplexniho potencidlu v pasu D zobrazeném
na obr. 81, kde pro jednoduchost predpoklidime &iFku pasu .

Uloha patii vlastné do skupiny III, ale pfitom-
nost isolujicich bodi v dolnim okraji ponékud
méni dlohu. Budeme predpokladat, Ze FeSeni Glohy
je z fysikalnich dtvodu ziejmé jednoznaéné. Tak
jako WMp¥ipadé III zobrazime nejprve oblast D na
horni polorovinu. Toto zobrpzeni nam zprostied-
kuje funkce

w = sin(z — }x) = — cosz

(viz pf. 2 § 33). Isolujici body 0 a 5 prejdou pii
tom v body — 1, 1. Budeme se nyni snaZit najit
funkei regulirni v horni poloroviné w = g(w) takovou, Ze jeji ima-
ginarni éist nabyvd na tseéce redlné osy (— 1, 1), kterd odpovidd
dnu AD, hodnoty ¢ a na polopfimkédch (— oo, —1) a (1, o), odpo-
vidajicich sténam AB a DE, hodnoty 0. Pak stati pouze provést su-
perposici w = g(— cosz), abychom obdrzeli hledany komplexni poten-
cial. ' N

Imaginarni ¢ast funkce g(w) ziskdme zfejmé jako linedrni kombinaci
funkei arg(ow + 1) a arg(w — 1):¥) ,

*) Funkce redlné prom&nné 0 0

pro x >
g T = <n prox < 0

ma nespojitost v bods Iy = 0, takZe funkce arg(w + 1) a arg(w — 1) maj{ ne-
spojitosti v uvedenych bodech redlné osy.

s
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Img(w) = C, arg(w + 1) 4 C, arg(w — 1) 4- C,.
Pro vypocet tii konstant C,, C,, C; méme tyto uréujici rovnice:

pro —o <z <—1 Im g(w) = Oi%w +Cyw +C; = 0,

. Pro— 1<z< 41 Imglw) = Con +Cy =1,
pro l<z< o Im g(w) = C,=0.
Odtud Cy =0, Oy = 21, Gy = — 18
Img(w) = = t[a,rg(w — 1) —arg{w + 1)] = — a,rg g i
Regularni funkce, kterd mé vySe uvedenou imagindrni édst, je funkce
w = i In (D———l
T x w417
Dosadime-li je§té w = — cosz, dosta‘neme.hled&ny komplexni potenciil
cosz + 1

— — — _2_t i 1,
w = T(Z) = . m = g In(lACOthZ).

Méme ‘
W) = 2t etls | o=t} 2t ncos)‘z:z:cosh y —isin}jx sinh}y
T on et? _e—H2] 7 7 coslxrsinhly —isin}z coshly

2t sinh}y cosh}y + i sinjx cos}x
n cosljx s1nh2§y —|— sin®}z cosh?}y

a konedné

i) — 2 1 Sinhy + i sinz 76)
» 7 @ U coshy — cosz” -

.Odtud vypodéteme vyraz pro temperaturu

. ® . .. .
v(z, ¥) = Im¥P(z) = % arg sinhy + i sin =2 arctg i

coshy — cosx 7 sinhy

(77)
a pro proudovou funkei tepla

. 2 sinhy + isinz| ¢ sinh®y + sin’rz
p(@ y) = Re¥(z) = 3 In coshy —cosz| = In (coshy — gosz)®
_ -t—l coshy + cosz (78)

n~ " coshy — cosz’
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Z rovnic (77) a (78) snadno najdeme rovnice isothermickych &ar
a proudnic: ' )

«

s?ﬁlkfy = const, cioc;% = const. (79)
Popsané methody lze pouZit i pro fefeni pf. 1 a 2 § 41: Je-li zndmo
zobrazeni oblasti D na polorovinu, pak misto daldfho hleddni zobra-
zeni poloroviny na pis, odpovidajici podminkim p¥ikladu, je mozno
' najit reguldrni funkeci v této polo-
roviné s hledanymi vlastnostmi (jak
jsme to délali vyse).

Této methody pouZivame téZ pro

N

% konstrukei pole v libovolné jedno-
duse souvislé oblasti, na jejiz kon-
tufe m4 imagindrni ddst komplex-
niho potencialu po tsecich dané hod-

2 2 noty (srov. dale § 57). Tato methoda

“-q % je zv148té vyhodnd pro feSeni elek-
trostatickych tloh, v kterych je na
hranici jednodu$e souvislé oblasti
ddno nékolik isolujicich bodi, rozdé-
Obr. 82. lujicich hranici C na nékolik useki

' 8 riznymi potencialy.

Piiklad 2. Elektrostatické pole uvnitf dhlové vijsete 0 < argz < {=n
vytvdfené bodovym ndbojem q v bodé z, = aeid™ (obr. 82). V prostoru
tomuto poli odpovidd pole mezi dvéma nekoneénymi rovinami svi-
rajicimi dany thel, vytvdfeny homogenné nabitou pfimkou rovno-
béznou s prise¢nici obou rovin. Zobrazime vyseé D na horni polo-
rovinu pomoci funkce .
=28
N4boj ¢ ptejde pi tom do bodu ¢, = a®i.

Uloha se tim zménila na konstrukei komplexniho potencidlu bodo-
vého naboje v poloroviné. K feseni tlohy pouzijeme toho, Ze vliv vodiée
tvofeného pifmkou Im¢ = 0 muZe byt nahrazen ufinkem niboje —q
v, bodé ¢, = — a?i. Dikaz: Pro pole danych dvou nidboji je zfejmé osa
Im{ = 0 jednou z ekvipotencidlnich dar; v horni polorovind je
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tedy pole dvou bodovych ndboji shodné s polem jednoho bodo-
vého niboje a ndbojit jim indukovanych na p¥mce Im ¢ = 0. Kom-
plexni potencidl pomocného pole bude podle (42) § 38

. . ¢+ ad
w = 2q1 Ln CTa,-"_i—
a hledany komplexni potencidl dostaneme substituci { = 2*:
. 2 4 adi )

Ekvipotencidlni ¢iry pole jsou diny rovnief-

2 +adi
22 —ddi

Il = const.

Pomoci polarnich soufadnic z = re!? piejde tato rovnice na tvar

o 1% 4203 sindp 4 a® = c*(r® — 2a% sindp 4 a%),
odkud ‘

21
::2 ) (r® + a®) = 4a%° sin3p

a koneéné
i c (’r" @
Sln3tp = +.? ,

kde C je libovolns konstanta. Specidlng v p¥ipadé C = 0 tvoii ekvi-
potencidlni ¢aru polopaprsky ¢ = 0 a ¢ = 4=, tvofi¢i hranici pole.

Methoda pouZité k feSeni posledni dlohy (zdména pimého vodice bo-
dovym nébojem symetrickym s danym nabojem podle daného pfimého
vodice) se nazyva methoda zrcadlent. Misto tohoto pomocného konform-
nfho zobrazeni, jsme mehli té% pouZit pravé odvozené methody a na-

hradit hranice thlové vysede systémem nibojd ¢, = —¢, ¢, =_+ ¢,
§&s=—q, qa= +q, ¢s=—q v bodech 2z, = ai, z, = — ae—47,
2, = — ael¥?, z, = —ai, z; = ae— 47 (obr. 82). Ctenaf se sim snadno

plesvédé, Ze toto pole a pole s komplexnim potencidlem (80) navzijem
souhlasi.

Methody zrcadleni se mii%e s tispéchem pouit i p¥i FeSeni daliich
piiklada jak z elektrostatiky, tak z _hyd.romechanikx. V hydromecha-
nice pit této methodé v poli bodového viru s cirkulaci I" nahrazujeme
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sténu ohraniéujici polorovinu bodovym virem cirkulace — I"' v bodé
symetricky sdruzeném s prvnim bodem podle vyﬁa’oé st.eny Pri
feSeni analogického pfipadu pole bodového ziidla vydatnosti @ je
moZno sténu nahradit symetricky poloZenym ziidlem téze vydat-
nosti @ (a ne vydatnosti — @ jako v pfipadé viru resp. bodového na-
boje). Pfenechivime &tenafi podrobnéjsi rozbor tohoto piipadu.

ULOHY.

1.

. Potenciélnf funkce pole mé rovnici Y = arctg

Najd&te ekvipotencidlni &éry, silokfivky a vektor intensity pole komplex-
niho potencidlu

tgny . . .
. Najd&te silokfivky
nz

&8 komplexni potencidl pole.

. Ekvipotencidlni kiivky pole jsou kruZnice z? 4+ y? = 2az. Stanovte velikost

intensity pole v bodech (24, 0) & (g, a).

. Proudé&ni kapaliny’ mé v poédtku vir s cirkwlaci I’ a zidlo vydatnosti @

(,,vifivé zf¥idlo*'). DokaZte, Ze proudnice jsou logaritmické spirély.

. Stanovte ekvipotencidlni &iry v pf. 1 § 41 a proudnice v pi. 1 § 43.
. Jakymi ndboji je urdeno pole s komplexnim potencidlem

1
» = 2qi L 24+ 1
w gl n(z—}-zz) (

“~

1
. V bodech z, = a, z, = - jsou zf{dla vydatnosti @ a v bod& z = 0 nor téZe
a i

vydatnosti. DokaZte, e kruZnice |z| = 1 je proudnici tohoto proud¥ni.
(Srv. s methodou zrcadlenf v § 45). - -

. Na polopfimece 2 = 0, ¥ > 1 je potencidl roven V, a na realné ose je roven

' nule. Stanovte hustotu rozdsleni néboji na reilné ose (v elektrostatice se

10.
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» 1
udf, Ze hustotae ndboje na vodié¢i je rovna ¢ = =4 E).
T

. Na kruZnici [z — 2i] = 1 je hustota na,bOJe o = 1. Jak se rozprostfe ndboj,

uzemnime-li redlnou osu?

Najd&te elektrostatické pole v prostoru mezi dv&ma vélei, jejichZ ‘prisednice
8 rovinou kolmou k jejich osém jsou kruZnice [z| = 1a |z — 1| = §. (Valae
jsou ztejmd kruhové a maji ‘.rovnobéiné osy.) Potencidlni spdd mezi vélci
je roven jedné. Jaka je nejmensi a ne]vétél hustota naboje na véleich?



11. Na ehpse s poloosami 2 a V3 je teplota rovna nule & na isefce mezi ohnisky
je teplota 100°. Stanovte rozloZenf teploty.

12, Najdéte rozloZeni teploty v kruhové vysedi 0 < ¥y < a, ]e-h teplota na ra-
menech thlu rovna 0° a na kruZniei 1°.

13. Najit komplexni potencidl rovinného proudéni kapaliny, proudici{ z levé
poloroviny do pravé poloroviny otvorem na imaginérni ose mezi body — i
a8 + i. Spad @ je dén.

14, Najd&te komplexni potencidl a proudnice pro proudéni kapaliny v prvém
kvadrants, je-li v bod8 z = 1 + i ziidlo vydatnosti @ & v bod$ z = 0 nor
téZe vydatnosti. ' '

15. Najd&te elektrostatické pole v pilkruhu [z| < 1, Imz > 0, je-li na obloucfch
0 < argz < }n resp. §n < argz < = potencial — V- resp. + V, a na pra-

. méru je potenciél roven nule. Body i @ + 1 jsou body isolujici.

16. Stanovte proudéni kapaliny ve vyseéi 0 < argz < }mse zrid.lem vydatnostl

Q v bod3 z, = aelln (srv. s pi. 2, § 45).
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Karrrora V.

HARMONICKE FUNKCE. VYJADRENI REGULARNICH
FUNKCI POMOCT INTEGRALU

§ 46. Integral funkce komplexni promé&nné. Budiz v jisté koneéné
oblasti D definovana jednoznadnd a spojita funkce

w = f(z) = u(z, y) +iv(z, y) (1)

a budiz C libovoln, po tsecich hladka (viz § 8) kiivka, naleZejici cele
oblasti D v&etn& koncovych bodi a, b. K¥iviku C rozdélime libovolnym
zplisobem na n dild body z, = a, 2, ..., 2,-1, 2, = b, které budou
lezet na kiivece v pofddku uréeném jejich indexy. Oznadime 2, — 2, ;=
= Az, = A=, -+ 14y, a vybereme v kaZzdé <dsti (2,-;, 2) kiivky C
libovolny bod ¢, = & + in, a utvofime soulet

. =k§f<ck) Aty = S (06 1) Ay — v(Ews i) Ay} +
. :l ! . (2)
+i§1:{v(§m ) Az, + u(Ery i) AYi}.

Soudet (2) nazveme integrdlnim souétem funkce f(z) pro dané délenina
kiivce C*a dané body ¢, (velikost sumy s, zdvisi zfejmé jak na vy-
béru bodu z,, tak na vybéru bodu £,). Nakonec budeme uvaZovat
libovolnou posloupnost déleni kiivky C takovou, Ze pro délku nej-
nejvétsitho z dilkt n-tého déleni plati
max |4z| =6,—> 0 pro n— . (3)
k=1,2,...,n
Definice. Limita integralnich souétd (2) pro libovolnou posloup-
nost déleni k¥ivky C vyhovujicich rovmici (3) se nazyva integrdlem
funkce f(z) podél kiivky C a znaéi se symbolem

[eras = tim S s @)
.C

n—mw k=1l

Za uvedenych podminek limita (4) vidy existuje a je nezdvisld jak
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na vybéru posloupnosti rozdéleni krivky, tak nd volbé bods &) (existendéni
véta pro integral). Dikaz: Podle (2) je

f/(z) dz = lim Z{u(fk, M) Az, — (& M) AYi} +

Ao k=1

+ ilim Z{v(ék, M) A2, + v(E, 771:) Ay}

' n—o k=
a v kursech analysy se dokazuje, Ze ¥umy vpravo pro libovolné
spojité funkee u(z, ¥) a v(z, y) a po secich hladkou kfivku C konver-
guji k pevnym limitam, jsou-li splnény podminky (3), a Ze tato limita
je nezavisla jak na-vybéru &isel (z;, y;), tak na vybéru (S, 7).
Tyto limity jsou kfivkovymi integrily reilné proménné, a tedy

J 16 dz = [ ulz,g) &z — (s, y) dy +if v(z,y) dz +u(z, 9) dy (5)

vlastnosti_ kfivkovych integrld reilné proménné. Uvedme na pi.

vétu o odhadu integrdlu:
Véta [1]. Je-li funkee f(z) omezend na kfivce 0 t.j. |f(z)} £ M, pak
UMM<M (6)

Z (5) plyne, Ze integril funkce komplexni proménné m4 véech.ny

kde 1 je délka oblouku kfivky C.

Dikaz: Vybereme libovolnou posloupnost déleni knvky C, kterd
vyhovuje podmince {3). Mame

o] = L"glf(ck) 42| gkillf(ck)l |4z < Mkillmkl
a odtud
|f {(2) dz| = |lim Zf (&) 4z] < M lim Z[Azk] =M.l

n—owok=1 n—o>w k=1

nebot podle (3) Z ]Azkl t j. délka lomené &irky interpolujici kiivku C
Pro 7 —> o konvergu]e k délce oblouku kiivky C.

§ 47. Cauchyho integrilni v&ta. Hledejme podminky pro to, aby
integrl ff(z) dz podél libovolné kfivky C leZici v oblasti D nezévisel
T

na kiivee C a byl pouze funkei svych koncovych bodi. K tomu stadi
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a je nutné, aby integril funkce f(z) podél uzaviené kiivky C leZici
v D byl rovny nule:*)

§ flydz = o. (1)
0 \

Dikaz: Bude-li-rovnice (7) splnéna a C, a C, budou dvé rizné
cesty spojujici body aa b (a, b, 'cl a C, lezi v D), vezmeme uzavienou
kiivku C sklidajicf se z kiivek O, a C,, z nich% druhou bereme
v opa¢ném smyslu: C = C, + O] (viz .obr.
83). Pak podle (7) a vlastnosti kfivkovych
integrali méme

$ 0= i) dz = [Hz) dz— [f(2) d,
c C, Ce

odkud

[1(z) dz = [{(z) dz,
C. Gy

a integral v oblasti D je nezavisly na inte-

Obr. 83. gradni cest$. Naopak necht integral v oblasti

D nezavisi na integraéni eesté a G budiz li-

bovolna. uzaviend kfivka v D. Vybereme na ni dva libovolné body
a, a a, a oznadime C, a C, oba oblouky kiivky C takto z1ska,ne Pak

mame (obr. 83)
$1(z) dz = [f(2) dz — [f(2) da
c C, C,

a je tedy vyplnéna rovnice (7).

’

Dile pla,t'i tato integrilni véta Cauchyho:
Véta [2], Je-li f(z) reguldrni funkce v jednodude souvislé oblasti D,

pak v této oblasti integrdl z funkce f(z) nezdvisg na integraéni cesté’ i 3.
pro libovolnou uzavienou kfiview C plati

*) KrouZek v integralu (7) znaéf uzavienost integracni cesty.
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ou.
v ox’
existuji v kaZdém bodé oblasti D a vyhovuji rovnicim

Z podminek regularity na${ funkce plyne, Ze -parcidlni derivace
u v
% Gy \
Cauchy-Riemannovym (viz § 14). Dokdzeme vétu Cauchyho za do:
pliujfefho p¥edpokladu, %e tyto derivace jsou spojité.*)" Jak
plyne z rovnice (5), pfevede se tloha (7) na otdzku anulovani reilnyck
kfivkovych integrala -

ff"ddz—vdy a §£)dx +udgj.; (8)
¢ c
Jak je zndmo z kursu analysy, k tomu, aby integral
| _§Paztody
c .

podél uzaviené kiivky C leiici v)jednodude souvislé oblasti D
byl rovny nule, stadi, aby**):

1. parcialni derivace funkei P(z;y) a Q(z,y)_existovaly a byly

véudo spojité v oblasti D,
2. v kadém bod3 v oblasti D byla splnéna’ rovnice
P _2
oy 0z’
Pro integrily (8) je podminka 1. splnéna v disledku nalich pfed-
pokladi. Podminka 2. nabybé tvaru '
. [ ou v ou ov
@ = T %5’ (9

coZ jsou zfejmé Cauchy-Riemannovy rovnice (§ 14), které jsou splnény

ve viech bodech oblasti. Tim je nale véta dokizéna.

Pozndmka. Plati i véta obricend k vété Cauchyho:

*) Podrobny diikaz v8ty Cauchyho nalezne étenat v knize I. I. Privalova:
Vvedenije v téoriju funkcij kompleksnogo pereménnogo (Uvod do theorie
funkei komplexni promé&nné) GOSTECHIZDAT, Moskva, 1948. [Nebo v knize
K. Knopp: Funktionentheorie I, Sammlung Géschen, 1937, Berlin. Pozn.
prekl.]

**) Doporuéujeme &étendfi, aby si zapamatoval dukaz této vdty a jeji pfed-
poklady o jednoduché souvislosti oblasti D a spojitosti parcidlnich derivaci.
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Véta. BudiZ f(z) spojitd p jednodule souvislé oblasti D a necht
ﬁ@a=o'
T c

poddl libovolné uzaviené kfivky C. Pak je f(z) reguldrni v oblasti D. |

Dikaz této vEty zde nebudeme uvadét. Cauchyho véta nam dovo-
luje definovat novym zplisobem regularni funkce. Stard i nova definice
‘ je ekvivalentni. J ednoznacna. funkece se na-
zyvé regularni v ]ednoduée souvislé obla,st1
D, je-li spojita v této oblasti, a jeji inte-
'gra,l ;podél libovolné uzaviené kiivky leZic
v _této oblasti je roven riule.

Véta Ca.uchyho se da zevSeobecnit i pro
vicenasobné souvislé oblasti. Budiz déna
{n 4+ 1)-ndsobné souvisld oblast D ohra-
ni¢end kfivkami €, (vnéjii hranice),
C, 0,0, ...,.Ch (vmtrm hranice) a fun-

kee f(z) reguldrni v uzaviené oblasti D
(obr.84).Provedeme vyIezy y1,92, %3 - -s¥ ns
které prevedou oblast D v jednoduse sou-
vislou oblast D', a oznaéime C’ jeji hranici. ProtoZze je D’ jednoduse

souvisld a f(2) reguldrni v D, je podle véty Cauchyho
: : \

$i(2) dz = o. ’

! ¢

Zvolime si nyni takovy smysl obéhu na C’, aby oblast D’ leZela
vlevo. Pak bude smysl obéhu na C, kladny, na C,, C,, ..., C, zdéporny
a pesﬁy Y1 Vasg -+ ¥n budou probéhnuty vidy dvakrit v opaénych
smérech. Podle vlastnosti kfivkovych integrala je

§f0)dz =y dz—3 ffydz—0 (o)
& c, k=1lg,

(integraly podél y, se vzéjemné rusi).

Jestlize pfi ob&hu hranice oblasti D budeme orientovat kiivky tak,
aby i v tomto pfipadé leZela celd oblast D vlevo, zméni se smysl
ob&hu na k¥ivkich C,, C,, ..., C, a bude (piSeme C; misto C,):

162



ﬁ@a=ﬁma+§ﬁ@a=a (1)

Vzorec (11) nim davé zevdeobecnénou. vétu Oauchyho pro oblast
libovolné souvislosti:

Vi&ta [3]. Je-li f(z) requldrni v uzaviené oblasti D, pak jeji integrdl
podél hranice oblasti D, vzaté tak, Ze celd oblast leZi po jedné strané,

je_roven nule. "

Pozna.mka Podrobpa, a,na,lysa. ukazuje, Ze véta 3 zistava v plat-
nosti, je-li f(z) regulérni v oteviené oblasti D a pouze spojita
v uzaviené oblasti D.

§ 48. Residuovai véta. Vzorec Caplyglnuv Ze vzorce (10) téZ plyne,
%e je-li f(z) regulérni viude uvniti kiivky C, kroms $4sti ohranidenych
kiivkami C,, C,, couy O,,, ]e

. ‘ ff/ dz = Zfﬁf(Z)dz - (12)

(ve vzorei (12) problhame v§echny knvky v Kladném sméru). Special-
né je-li f(z) reguldrni v prstenci mezi k¥ivkami C;, a Cp, je

ﬁm&=ﬁw@ (13)

Déle se dasto vyskytne pnpad Ze funkce f(z) bude regulirni viude
uvnit¥ C s vyjimkou koneéného podtu bodu ay, ay, ..., a,. Tyto body
budeme nazyvat singuldrnimi body*) fpnkce f(z). Okolo kazdého znich
opfSeme dostateéns malou kruZnici ¢, tak, aby uvnité ¢, nelezel uz
#4dny daldi singulirni bod, aby jednotlivé kruZnice ¢, nemély 74dné
spole¢né body a véechny lezely uvnitt C.

Podle (13) se mtegral z f(z) podél C nezméni, nahradime-li C libo-
volnou kfivkou leZici cele uvnitt C' a obsahujici jen ]edmy singularni
‘bod a;, a tedy zdvisi jen na funkei f(z) a bodu g,. Velikost tohoto
integralu, kterou pro zjednoduseni daliich ivah déime faktorem 2zi,
se nazyvé residuem funkee f(z) v bod8 a, a znaéi se symbolem

resf(ae) = 5 $i(e) da. (14)
(A

*} Podrabnou definici viz § 61.
A
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Pomoci vzorce (12) miZeme vyslovit Cauchyho residuovou vétu:

Véta [4]. BudiZ f(z) reguldrni v oblasti D ohraniené kfivkou C a% na
koneény poet singuldrnich bodd a,, a,, ..., a, leficich uvnitf 0 pak
integrdl z [unkcghf(z) podél krwlcy C je roven souctu reszduz v bodech L @y
nasobenému faktorem 2ni: .

| m
\, §f(z) dz = 27i > resf(a). (15)
l o k=1

Pozdéji (v kapitole VI) se budeme podrobnéji zabyvat charakterem
singuldrnich bodd a uvedeme téZ nékteré zplsoby vypoétu residui,
aniz poéitame piislusné integrily. Véty [4] mozZno pouZit k vypocétu
integral funkei komplexni proménné a jistych integrlt funkei redlné
promeénné (viz kap. VII). Zde se omezime pouze na uvedeni fady
vzorcd, v nichZ najde nd$ vzorec uplatnéni.

a) Stanoveni dhrnného ndboje a dhrnné prdce. Budi% dino libovolné
elektrostatické rovinné pole a budiz C libovolni uzaviens kiivka,
kterou je moZino opsat jistym prouzkem, nemajicim naboje. Pak
podle vzorci (33) § 37 Ghrnny naboj pole rozprostfeny uvniti C je

1 : 1 -
(= &m0 @ = fave, 16)
c ¢ ’

kde U(x, y) je silové funkee pole. Oznadime F(z) = U 4 iV komplexni
potencidl pole. Podle nafich pfedpokladi je funkce F(z) regularni
v jistém prouzku opsaném kolem kiivky C. Pak Uf(zx,y) = Re F(z),
dU(a: y) = Re dF(z) = Re F'(z) dz a vzorec (16) bude mit tvar

g — ﬁ Re § F'(2) da. (7

Je-li specidlné uvniti kfivky C pouze koneény potet bodovych

nébojt v bodech-a,, a,, ..., a,, pak podle residuové véty
1 - hid . n .
q = —— Re {2xi D resF'(a,)} = — }Im . resF’(a,). (18)
' 47 k=1 k=1
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Podobné ze vzorce (26) § 37 plyne, Ze price potiebnd k pfeneseni
naboje ¢ = + 1 podél kiivky C je

A = [dV(z,y) = Im[dF(z) = Im[F'(z) dz. (19)
¢ ¢ ¢

b) Stanoveni toku a cirkulace rychlosti. Na zakladé vzorce (50)
§ 39 zcela analogicky odvodime, Ze tok vektoru rychlosti uvnit¥
uzaviené kiivky C, okolo které je mozno opsat jisty prouZek neobsa-
hujici ani zfidla, ani viry, je '

Q = §(v, n% ds = §dy (z, y) = Tm §&'(2) dz, (20)
C C c

kde y(z, y) je proudova funkce a &(z) = p(z, y) + iy(z, y) komplexni
potencial proudéni.
Ze vzorce (48) téhoZ § plyne, Ze cirkulace rychlosti podél kiivky C je

= 3§(v, s9) ds = 5§ do(z, y) = Re 5€¢'(z) de. (21)
Spojenim vzorcu (20) a (21) dostaneme_vztah

I'+iQ = Re 3§q5'(z) dz + ilm 5£q5'(z) dz = 3€<p (2)dz.  (22)

Jsou-li specialnd uvnitié kiivky C zndla. a viry jen v koneéném
pottu bodt ay, a,, ..., a,, miZeme pomoci residuové véty piepsat (20)
a (21) ve tvaru

- Q = 27 Re Y res®’(ay),
k=1

n (23)
I' = — 27 Im  res®’ (ay).
¥=1

¢) Caplyginiw vzorec. Velikost tla-
ku pfi rovinném proudéni idedlni
kapaliny je dana Bernouilliho vzor-
cem

p=A4—3oV? i (24)

kde A je jistd konstanta, ¢ hustota kapaliny a V = |V| modul rychlosti
proudéni.

165



Necht kapalina obtéka néjakou uzavienou k¥ivku C. Tlak na kiivce
C ma smér normaly namifené dovnitt, a tedy velikost sily-piisobici na
element oblouku ds = |dz| kiivky C je

pidz = Aidz — }pil2 dz
a Gihrnn4 sfla piisobici na cefou kiivku C je rovna vektorovému soudtu
pidz, t. j. -
P=X +i¥ = ffpidz = —4oi §V2dz
¢

(kde integral §Al dz podle residuové véty je roven nule). Na kiivce

C ma rychlost v dusledku obtékini smér tedny
V=0 = Ve,

kde ¢ = argdz (dz = ds.e'?). Odtud V = &’(z) .e'* a na§ vzorec
nabude tvaru

P = — 10 §[B @I e dz = — ol $[F N &z,
‘e c

nebot e*® dz = ¢ ds = dz. Prejdeme-li ke komplexns sdrufenym
veli¢indm, dostaneme hodnotu vektoru komplexné sdruzeného s vek-
torem R, Vektor P uddv velikost a smér vztlaku, piisobici na Liiv-
ku C:

P=X_—i¥ = ,}gif}@[@'(z)]z dz. (25)
C

_ Posledns uvédenjr vzorec pochazi od S. A. Caplygina. Nema-li
proudéni Z4dné zdroje ani vichry vné obtékaného profilu, miZeme
podle residuové véty nahradit konturu C' libovolnou jinou (a k vy-

poétu vhodnéjsi) ktivkou, le?ici vné obtékaného profilu.
|

§ 49. Neurqty mtegral Funkce F(2) se nazyva. prlmltlvm funkei

N F)L=f@)

Libovolné dvé primitivni funkee jedné a téze funkee f(z) se navza-
jem li%i jen o konstantu. Dikaz. Z definice plyne, Ze obé dvé
primitivni funkce F,(z) a F,(2) i jejich rozdil

/
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P(z) = Fi(z) — Fy(2) = Ulz, y) +iV(z, y)
jsou regulirni v jisté oblasti D. Dile .

/ ’ 7 3V

(2) = Fy(z) — Fyl2) = + =0,

tedy QC—, = 36( = 0. Z Cauchy- Rlemannovych rovnic plyne — 3U

) dy
= % — 0 aodtud, plyne jak se dokazuje v analyse, Ze funkce l‘] (z, Y)

a V(z,y) jsou konstantni v oblasti D. Tedy i @(z) = C = const a
F\(z) = Fy(z) +C.

Je zfejmé, Ze pripodtenim libovolné konstanty
k primitivni funkei dostaneme opét primitivni
funkci. Ma-li tedy funkece f(z) aspoii jednu pri-
mitivni funkei, ma jich nekoneéné mnoho.
Mnozina viech primitivnich funkei se nazyvé
newrdity integrdl a _oznatuje se symbolem

o ff(z

Z toho, co bylo receno plyne, #e neurdity
integril pfedstavuje mnoZinu funkei, liicich se

navzéjem jen o libovolnou a_.d;cm konsta.ntu

Véta [5]. Budif f(z) reguldrni v jednodude smwzslé oblasti D a budiZ
z, jisty pevny ‘bod v této obla,stz Pak funkce

F(z f f(z
kde integrujeme podél lzbovolne cesty L ;7;ez1, body =z, a z lezici mmztf
oblasti D, je reguldrni wvnitf D a je przmztzmz vzhledem k f(z).

Z Cauchyho véty plyne, Ze f f(z) dz definuje ne]a.kou jednoznadnou

funkei F(z). Zbyvi jen dokazat ze F'(z) existuje a je rovna f(z).
BudiZ z libovolny bod v D a zvolme si &islo ¢ > 0. Pak najdeme takové
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komplexni &islo A, Ze tsedka I s koncovymi body z a z + kb jets lezi

‘¥ D a Ze pro viechna {, pro kterd je |l —z| < [h|, plati nerovnost
O—=fn<e

* \Z vlastnosti kfivkovych integrili plyme, Ze \

z+h -

F(z + k) — F(z)
L hfﬂ@@

pii ¢emZ muZeme pfedpoklé.d—a,t, Ze intégrujeme podél asecky ! (obr.
86). Z definice integrilu plyne ihned
z+ A

[ 4 = lim S1. 4 =h,

n—o@ k=1 ~

nebot soudet
|

zﬁgk—@l—z)'l'(cz_gl)‘l' b —a-) = .

h=l1 — +h_.z = h.
MiiZzeme tedy psit
z4-h
F(z + h) F(z) —f(z) = z{ff(C)di_f(z)f dC}
‘z4 M

/=%fﬁm—mﬂ@

PouZijeme-li nerovnosti |f({) — f(z)] < ¢ a véty [1], dostaneme

—f())éms k| = e,

F(z 4+ h) — F(2)
h

~
coZ znadi, Ze limita

L Fe+h) —F@)

h—>0 h

= F'(z) = f(2)
existuje. Tim je véta dokazina.
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Dusledek. BudiZ funkce f(z) reguldrni v jednoduse souvislé oblasty
D; pak miZeme psdt 7371, neurcity integrdl ta,ké takto:

ffz)dz—fL z)dz—]—C (26)

kde integrujeme podél lzbovolne cesty v D mezi body 2,0 2 a kde C je
lzbovolna. konstanta.

Dusledek plyne piimo z véty 5 naseho paragrafu a z existenéni
véty integrilu (viz § 46). . N

Dusledek 2. Vzorec Newtoniw-Leibniziw. Budif f(z) reguldrni
v jednodude souvislé oblasti D; pak integrdl podél cesty lefici cele uvnit¥
D s krajnimi body 2y, a' z.je_roven rozdilu funkénich hodnat _pmslu&'né

primationt funkce v téchto bodech.

[1 1) dz = Flz,) — Fizy). (27)

Ditkaz. Podle véty b6 je -
F@z) = [LH(z)dz +C,
. " \
kde C je konstanta. PoloZme z = 2 a mame F(z,) = C. Odtud
[1#e) &2 = Fz) — O = Fley) — Fle).

Z uvedeného je vidét, Ze se definice primitivni- funkce a vypodet
omezeného integralu (vzorec Newtontv-Leibniziv) pro komplexni
proménnou shoduje s ekvivalentnimi pojmy pro funkei redlné promen-
né. V disledku toho plati pro primitivni funkce elementdrnich funkei
vzorce platné v theorii funkei realné proménné.

-‘§ 50. Integrovam mocnin (z—ad). Nejprve budeme mtegrovat
funkei w = —. Tato funkce m4 singuldrni bod v bodé z = 0, tedy

integral podél kruznice C:. |z| = R mi%e byt nenulovy. Pro vypocet
dosadime: z = Re'?, odtud dz = Rel? idp a

2z 2n

dz [ Revidp . .

— = —— = . : 28

z f Rel® 1 f d'P' 27l (28)
c 0

0
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Odtud a z (19) plyne, Ze se residuum funkce w = % v singuldrnfm
bodé z = 0 rovna jedné.
Zkoumejme nyni hodnotu integrilu z %— podél libovolné cesty I
s koncovymi body 1 resp. z, kters neprochdzi bodem 0. Za oblast D
vezmeme rovinu z s vyfezem podél zaporné reilné osy. Pak hlavni
vétev logaritmu v oblasti D
Inz = In|z| +iaréz, —ra<argz< =

je jednou z primitivnich funkef funkce % nebot d;:z - % . Také

. (
f _(i_z je p}'imitivni funkef téZze funkce a tedy podle (26)
c :
1 z

d7z=lnz+0.

(o]
Vl-z’

Polozime v nai rovniei z,= 1,
dostaneme C = 0 a

% e (29)

Vyraz (29) nazgvime integrdlni

BudiZz nyni cesta L kiivka
s koncovymi body 1 resp. 2, li-
. Obr. 87. bovolnékrat opisujici bod z= 0,
ale neprochazejici jim.

Vezméme si nyni takovou kruZnici ¢ se stfedem v bodé z = 0, uvnitf
které nelezi Zadny z bodd cesty ! resp. L (takovd kruZnice vidycky
existuje, protoZe ani jedna z obou cest neprochdzi bodem z = 0).
Nyni sestrojme je§t s ni koncentrickou kruZnici C' takovou, Ze obé
cesty ! v L, lezi uvnitt této kruznice (obr. 87). Oznatme L’ uzavienou
kiivku sklddajici se z kiivky ! a L , kde L~ znaéi kiivku L oriento-
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vanou ve sméru od bodu z do 1. Podle vzorce (13) se hodnota inte-

gralu f ‘dTZ nezméni, jestlize deformujeme L’ libovolnym zpiisobem,

ale tak, Ze je§té zistane celd v prstenci mezi kiivkami ¢ a C. Defor-
mujeme tedy L' v L” takto: L tvoii dvakrit probéhnutd (v opatnych
smérech) kfivka [, a dsetka na redlné kladné poloose mezi bodem 1 a
kruZnici ¢ (taktéZ dvakrat prob8hnutd) a konednd n-krat prob&hnuta
kruZnice c. C‘islp n budeme brat kladné, bude-li oblouk L orientovan
proti pohybu hodinovych rudiéek, v opatném piipadé zdporné (tak
na pf. na obr. 87 n = — 2). Pak se integrily podél dvakrat poé¢itanych
obloukd_ resp. Gisedek rusi a zbude jen integral podle kruZnice, ktery
se podle (28) rovna 2zni (pfi ¢em% dbame na znaménko &isla n podle
nadi amluvy), a tedy '

[ES f_

c

f f — — 2ani = Inz — 2zni = Lnz. (30)

Tim jsme odvodili hodnotu integrilu z %— podél libovolné cesty

s koricovymi body 1 resp. z. Je jasné, #e vyraz (30) dé p¥i vhodné
volbs.cesty L liboyolnou hodnotu funkce Lnz. Vztah (30) je tedy
integrdlnim vyjddfenim funkci Linz.

Nyni pfejdeme k obecnéjsi funkei (z — a)*, kde n je libovolné celé
dislo, kladné, zdporné nebo nula. BudiZ C libovolnd uzaviend cesta
opisujici jednou bod a. Oznaéme ¢ dostateéné malou kruZnici o stfedu
v bodé z = a, leZici cele uvniti C. Pak je funkce (z — a)™ reguldrni
pro kazdé n v prstenci mezi kiivkami ¢ a C' a podle (13) je

l§(z—la)"dz= 5£(z—a.)"dz

C

kde obé kontury probihime v tomté% (tfeba kladném) smyslu. Druhy

. 171



z integrild vyéislime podobng jako v (19). Poloime z —a = re'®,
kde r je polom8r kruZnice ¢, dz = re'®i dp, a dostaneme

27 2n :
é(z_ a)n dz = f rnelnwrelq d(P — Y f el("-H)’d(p.
Y 0
c

Funkee "% je vSak integrabilni a integruje se podle pravidel platnych
v analyse realné proménné (viz § 8); pro n + — 1 dostaneme '

- n+1
_ n — I(n+1)p)27r 12(R+1)r ___ i %*
§e —apdz = T oo = T (o 1} = 0,9
c
nebof, pro libovolné celé n e!**17 = 1. Pro n = — 1 zfejms
2n
$e—a)tdz=1i[ dp = 2ai. ;
~ 0 g
4

Shrneme-li ziskané vysledky, méme pro celistvd n

i /0pro n + —1,

f(z—a)"dz=\2ni pro n = — 1. (31)

Odtud vidime, Ze regularita funkce uvnitf
integradni cesty nenf nutnou podminkou pro
anulovani integrilu; funkee (z — a)" se sin-
gularitou v bod8 z=a a 7 + — 1 m4 in-
tegral (31) pro kladna celd n roven nule.

TentyZ fakt plyne i z Tesiduové véty, podle

Lteré integral §f(é) dz je roven nule nejen
J ,

tehdy, je-li funkce f(z) regularni uvnitf in-
‘tegraéni cesty C, nybr# i tehdy, mé-li uvnitt
C singuldrni body, jejichZ soucet residui je
nulovy, nebo pouze jediny singulidrni bod, ale s nulovym residuem.

Laore 4 ‘
§ 51. Integrélni v&ta  Cauchyho. Obsahem této véty je fundamen-
talni vlastpost reguldrnich funkei. Ukazuje se, Ze funkce reguldrni
v oblasti D je plné definovéna svymi hodgotami f({) na hranici D.

-*) Pro kladné n plyne tato rovnice téZ piimo ze zdkladni v&ty Cauchyho.
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Jinak feceno, pomoci hodnot funkce na hranici jisté oblasti je mono
definovat hodnoty ve viech bodech uvnitf této oblasti.
Integralni vzoreec Cauchyho zni

1 £ fe)de

f()_2n1 T—z

(32)

Predpoklidime, %e funkee f(z) je reguldrni v uzaviené oblasti D,
z je libovolny vnitfni bod této oblasti a integrujeme podél hranice
oblasti D tak, Ze pfi obéhu hranice leZi oblast stile vlevo. (Hranice
se oviem muZe sklidat po pfipads i z vice riiznych kiivek, viz obr. 88.)

’E)_Ekaz Zvolime si hboyvo].ne malé &islo ¢ > 0 a opiSeme okolo bodu z
kruZnici-c |{ —z| =7 takovou Ze pro viechny body ¢ této kruZnice
plati nerovnost

If6) — fz) < e (33)

(kde oviem tuto kruznici volime tak, aby leZela celd v D). To lze
vidycky uédinit, nebot funkce f(z) je spojitd. V oblasti D*, kterd
vznikne z oblasti D Vynetim kruhu |{ — 2| < r, je funkce Cf_(i)

gularnf. PouZitim véty Cauchyho (§ 4335 dostaneme

(odr _ frode -
{—=z t—z’

kde ¢ probihdme v kladném smyslu. Podle vzorce (31) § 50 miiZeme
psat*)
1 [ fx)d¢

f()_2m =z

a odtud

i ¢ — 27 {—z
c

L o 1§ — 1)
2—25 — 1) = a;

*) Podle vzorce (31) je 1 = -21; §¢%cz’ a f(z) je konstantni p¥i integraci podle .
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a podle (33) vty [1] § 46
! f(&) d¢ f(z)} <‘i . ; 2nr = e,

2m {—=z = 2x

Podle pi‘edpokladu jsme volili ¢ libovolné malé; levd strana rovmice
nezavisi na ¢, tedy je rovna nule. Tim je véta dokazana.

Poznidmka 1. Budeme-li volit bod z vné kiivky C, bude funkce

gf (_C_) regularni viude v D a podle véty Cauchyho bude
| 1 §fd
“2mi ) t—z =0 (34)

C ’
Poznimka 2. Véta ‘Cauchyho neztrici platnost, je-li funkee f(z)
reguldrni jen uvnit¥ oblasti D a spojité v uzaviené oblasti D. Dikaz
této véty nebudeme zde uvidét, nicméné ji budeme dile pouzivat.

§ 52. Existence derivaci vyS3ich Fadi. Cauchyho integralni véta (32)
nam umo#fiuje konstrukei reguldrni funkee f(z) v oblasti D z jejich
hodnot n4 hranici této oblasti. Tento vztah mé smysl i v obecnéjdim
piipadé, kdy C je libovoln4 (po piipadé neuzaviend kiivka) v oteviené
roviné z a jsou na ni diny hodnoty jisté spojité funkce f(¢):

[:(z) _ f(©) dg

2m C —2 (35)

(
[

Integral (35) se nazyva iniegrdlem typu Ca,uchyho.

Vé&ta [6]. Funkce definovand integrdlem typu Cauchyho je reguldrni

v_kaZdém (konecném) bod¢ z, ktery nele#i na kfivce C.VevSech takovijch
bodech md funkee F(z) derivace aZ do lzbovolneho Fddu dané vztahem
! !
{0 de . (36)

.F(")(z) = (C — z)"+1 .

Doka,zeree nejprve, ze v bode, ktery nelezi na knvce C existuje

F'(z _ @) d¢ d€ (37)
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Dtkaz. Odhadneme rozdil mezi pravou stranou rovnice (37) a
vyrazem

F(z + k) — F(2) 1 1 1
h =2niha[{C—z—h_C—z}f(C)dC=

_ lf f(¢) d¢ '
T2 ) E === ‘

Budi% 2d nejmen$i vzdilenost mezi bodem z a
‘body ¢ kiivky C. Zvolme |h| < d; pak pro vSechna
¢ kiivky C bude | —z|>d a dile [ —z—h|>d
(obr. 89) a odtud

RS VS SR |
& —z] ~d’ [{—z—h|
Budiz ddle M maximum funkce |f({)| na kfivce Obr. 89.

C (které vidycky existuje, nebof f(z) je spojita f
na C a proto ohranitend, § 13). Pak podle véty [1] pfedeslé kapitoly

Fet+h)—F@ 1 [ fQd| 1 MEd |
| h 27 ) C—2F| " 2] C—2—h C—2P =
Ml
= 2 da Ihlr

kde [ je délka kiivky C. Pravé strana konverguje k nule s |h|, a tedy
derivace

B0 h : ‘2711 (C — z)2

existuje, T1m je dokdzdna prva Cast véty. Dukaz existence druhé
derivace
Fz+h)—Fz ., . 2 f(¢) d¢
= PO =5 ) T —2p
c

i
ey h

vw?

a vysiich derivaci se dokdZe postupné stejnym zpusobem.

Poznidmka. Vziorec (36) pro derivaci funkce pomoci mtegré.lu
typu Cauchyho (35) obdrZime téZ n-nasobnym derivovanim integrilu

.

175



(35) podle parametru z a véta [1] nefika nic jiného, nez ze toto deri-
vovani podle parametru je p¥pustné.

Z véty [6] plyne ve specidlnim piipadé z regularity funkce f(z)
v jisté uzaviené oblasti existence vSech derivaci funkce v této oblasti.
To je ihned vidét z této tivahy: funkce f(z) je definovdna integrilem
Cauchyho, ktery je specidlnim pfipadem integrilu typu Cauchyho
a tedy podle vty [6] m4 derivace viech ¥4dd. Tim je dokadzdna tato
véta:

V&ta [7]. Libovolnd funkce requldrni v uzaviené oblasti D md uvnitf
této oblasti derivace lz'boz)olného fddu dané vztahem

{
fe) = 27‘61 §(C iy z)n+1 df, n =1,2,3, (38)

kde C je hranice oblasti.

Poznimka 1. Vsechnx derivace regularni funkce ‘jsou regularni
funkce. To plyne okamzité z véty [7], podle které jsou viechny derivace
diferencovatelné funkce.

Poznémka 2. Definujeme-li 0! =1 a f%(z) = f(z), pak vzorec
(38) plati i pro » = 0 a souhlasi s integrdlnim vzorcem Cauchyho (35).

Vidime, Ze z pouhé existence prvni derivace plyne v jisté uzaviené
oblasti bez jakychkoliv dalsich omezeni existence a regularita viech
ostatnich derivaci libovolné vysokého fadu. Touto vlastnosti se pod-
statng 1isi diferencovatelné funkee komplexni proménné od diferenco-
vatelnych funkef redlné proménné.

§ 53. Vlastnosti regularnich funkci. Vytknéme jesté nékolik dalsich
vlastnosti reguldrnich funkei plynoucich z Cauchyho integrilni véty.
Budiz C kruZnice |z—¢| = r a polofme ¢ —z = re!?; Cauchyho
vzorec bude mit tvar

A 1 {(8)] fC)rleW’
=ty [ {102

— 2z
|{—2|=T (
2n f
, = %{f{(z + re'?) de. ; \ , (39)
0 '
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Vzorec (39) se nazyva vzorec Gaussiv. Z ného okamzité plyne
véta o stredni hodnoté reguldrnich funkci.

Véta [8]. Budif f(z) reguldrni v uzavfeném kruhu, pak jeji hodnota

ve stredu tohoto kruhu je rovna jeji stredni hc}dnqtc_!’@q keruhu: .
f 2n ' ! :
) 1
L 0= it (40)
. 0

Z véty o stfedni hodnoté plyne véta
o maximu modulu: v

Véta [91. BudiZ [(2) reguldrni v uzaviené
oblasti D a nikoliv identicky rovna konstan-
1€, pak jeji modul nenabjvd svého mazi-
ma _ve wnitfnim bodé oblasti D.

Diikaz provedeme sporem. Necht tedy_
funkce |f(z)| nabyva svého maxima M ve
vnitfnim bod& oblasti a oznaéme E mnoZinu viech bodd (vnitinich)
z D, v kterych [f(z)] = M. Je-li E totoina s D, t. j. vdude v D plati
|f(z)] = M, pak je f(z) identicky rovna konstants viude v D.

Ditkaz. Je-li M = 0, je torzfejmé. Je-i M =+ 0, je f(2) + 0 a funkce

' Inf(z) = In|f(z)| + iargf(2)
je reguldrni (jako slozena funkce reguldrnich funkei) v D. Jeji redlné
&4st je ale podle predpokladié konstantni a z Cauchy-Riemannovych
rovnic '

dargflz) _  olnif(e) _
ox . ay

. dargf(z) _ 9lnlf(z)] _
0, = = =0
oy ox :
plyne, Ze i jejf imagindrni ¢4st je konstantni.*) Funkce Inf(z) je tedy
konstantni, a tedy i f(z) je konstantni viude v D, coZ je proti pred-
pokladu.
'Neni-li E totoind s D, existuje jeji hraniéni bod, oznadme jej z,**)
ktery bude vnitinim bodem oblasti D (viz § 6). Protoze je f(z) podle
*) JestliZe jsou obd pi'vni parciélni derivace ndjaké funkee v jisté oblasti
identiclky rovny nule, je tato funkce konstantnf v této oblasti. (Viz K. Petr:

Podet diferencialni, str. 317, JCMF, Praha, 1923. Pozn. prekl.)
*#*) Hranice mnoZiny je definovéna stejnd jako hranice oblasti.
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predpokladu spojita, bude |f(z,)] = M, nebof v kazdém okolf bodu z,
Ize najit body patiici do E. Sestrojime pak krtuZnici |z —2,| = r patiici
cele do D tak, aby na ni leZel bod z,, ktery nepatii do E (to je vidy
mo#no udinit, protoZe bod z, byl podle pfedpokladd hraniéni). Pak je
[f(z:)] < M a muZeme najit takové okoli C; bodu 2z, na této kruznici
v ném% plati |f(z)] < M —e. Oznatme dile C, zbytek z kruZnice

|2 — 2o| = r (obr. 90) Pak podle (40) bude .

flzo) = §f@ = ;,L[ﬂads+J}mds}

Podle véty [1] predchazejici kapitoly

_ (M —e)ly+ Mly _ el
= |Hzo)! é/ 2nr =M — 2nr’

kde !, je délka kruznice C, a I, délka kruznice C,. Posledni nerovnost
vede v3ak ke sporu a tim je nase véta dokdzéna.

. e
Poznimka 1. ProtoZe |f(z)| podle véty [2] § 13 nabyvé svého ma-

xima v uzaviené oblasti D, musi tohoto maxima nabyvat na hranici
oblasti D (pfedpoklidame, Ze funkce f(z) je regularm v D a nerovn4 se
identicky nule).

Poznimka 2. Je-li {(z) # const reguldrni v uzaviené oblasti D
a nemd v této oblasti Zddné nulové body, pak plati zcela obdobni
véta i o minimu modulu funkce f(z). V dikazu staéi nahradit pouze

funkei f(z) funkef g(z) =

vétu [9]. ftz) ( )
Ze vztahu (38) plyne pro odhad derivace funkce regularni v kruhu

t—2 < EB: |

rovné% regulirni v oblasti D a aplikovat

n! (&) de nM.2aR nM
lf (z)l 275 § (C . z)n+1 = 2an+1 R” 3 (41)
. |t—s|=R
kde M je maximum modulu funkce f(z) na kruinici |{—z2| =
Specidlné pro prvou derivaci plati p
e <. (42)

178 .



Predpoklidejme nyni, Ze f(z) je reguldrni v celé oteviené roviné
a je tam-ohranidend, t. j. viude plati f(z) < M. Nerovnost (42) plati
pak pro viechny koneéné body a viechna kladni R. Provedenie-li
v nerovnosti (42) limitni pfechod pro R — o0, dastaneme vztah

@) = o,

ktery plati v-libovolném bodé roviny. Odtud f'(z) = 0 a f(z) = const,
(viz p¥. 16, kap. 1). Tim jsme dokézali tuto vétu: '

Véta [10). Funkce [(2) requldrni a ohraniCend v celé oteviené
roviné; je konstanini (Liouville).

Poznamka 1. Pfi formulaci existenéni véty o konformmim zobra-
zeni libovolné jednoduse souvislé oblasti na jednotkovy kruh jsme vy-
loudili pfipad, Ze by touto oblasti byla celd uzaviend rovina nebo
rovina s jednim vyfhatym bodem. Pfi¢ina tohoto vylouceni je nyni
jasna: Nebot funkce f(z), sobrazujici otevienou rovinu na jedni¢kovy
kruh, byla by regularni v celé, oteviené roving a kroms toho by byla
omezeni: |f(z)] < 1. Podle Liouvillovy véty by to viak byla konstanta
a zobrazeni by nebylo konformni. Neexistuje tedy konformni zobra-
zeni oteviend a tim spiSe uzaviené celé rovinw na jednitkovy kruh.
Rovinu s vyliatym bodem z = a pfevedeme na privé uvedeny piipad

1

z—a

pomocf zobrazenf { =

Poznimka 2. Véta Liouvillova mﬁié byt znaéné zesilena:
Necht funkce f(z) je requldrni v celé oteviené romné’ a nechf nenabijvd

‘hodnot ! leZicich na jisté krwce 1 v roviné w. Rak je tato funkce TOUNG
konstanté.

N———— = \

Abychom dokézali nagi vétu, sestrojime konformni zobrazeni w =
= p(w) vn&jiku k¥ivky I na vnit¥ek jednitkového kruhu (co% je vidy'
mo#né podle existenéni véty § 23) a budeme zkoumat sloZénou funkei
a= ¢[f(z)] = D(z). Je ziejmé regulirni vSude v oteviené roviné
a ohranidena, nebot jeji hodnoty le#i uvniti jednotkového kruhu. Pak
podle Liouvill®dvy véty @(z) = const a odtud, protoze ¢(z) =l= const

plyne f(z) = = const.
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§ 54. Harmonické funkce. Budiz

f(z) = u(z, y) + w(z, y)
funkce reguldrni v jisté oblasti D. Pak v ka?dém bodé oblasti D exis-
tuje derivace d o o
f()_—-l" %~ oy (43)
ou ou ov dv
ox’ 8y’ ox’ By
AvSak podle tvrzeni § 52 je f (2) téz regu.la,rni funkece v D a existuje

(viz § 14). Odtud plyne i existence parcidlnich derivacf —

I‘(fq ayz —a—gﬁ_ia_yZ‘ - (44)

[kde jsme znovu pouz1h (43)). Z (44) plyne existence druhych parcial-
nich derivaci funkee u(z, y) a v(z, y). Jelikoz je f*(2) spojita, jsou i par-
cidlni derivace spojité. Podobn& bychom mohli totéZz odvodit pro
derivace viech Fadu.

Z (44) plynou vztahy ,
Fu  Pu Pv P
o2 oy’ e oy’
t. j. funkee u(z,y) a 'u(a: 'y) vyhovuji parcidlni diferencidlni rovnici
druhého Fadu " "
w u
du = — 7+ 3.'1_,%0 (45)

t. zv. rovnici Laplaceové (4 je t. zv. Laplaceiv diferenciélni operator).
Definice. Redlnd funkce dvou proménnych se nazyva funkci har-
monickou v oblasti D, mé-li spojité parcidlni derivace prvniho a dru-
heho fadu a hov1-h La,pl_ayce_q_vg diférencidlni rovnici (45).. '
Dokazah jsme vétu '

Véta [11]. Redlnd a imagindrni édst regulamz funkce komgplexni pro-
ménné f(z) = w(z,y) + iv(z, y) v oblasti D jsou harmonické funkce
v této oblasti.

e

Dve harmomcke funkce u(a: y) a v(x ) svazané rovnicemi Cauchy-

ou 80 3'u, . ov
A T ) o
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Dokazeme si nyni, Ze v jednodude souvislé oblasti je mozno k libo-
volné harmonické funkei u(z, y) sestropt funkcl v(z, ¥) s ni sdruZenou.
Uloha pre]de na konstrukei funked v(z, y) z danych ]e]wh prvnich
parmalmch derivacf. Tuto tlohu Fesi integral

kde z, je pevny, z =z + iy p£>menny bod Podle (45) nezévisi tento
integrdl na integradni cesté a je funkei pouze z nebo, coZ je totéz,
z a y. Je tedy funkee v(z, y) uréena aZ na adiéni konstantu integrilem

o(z, y) f—— dy+0 47

/

kde C je libovolna konsta.nta,. Funkce

f(z) = u(z, y) +iv(z, y) (48)
je regulirni v oblasti D, nebot spliiuje Cauchy-Riemannovy rovnice
(46); funkce (47) je tedy harmonicka.

Stejnym zptisobem se konstruuje lg‘da.né harmonické funkei v(z, y)
s ni konjugovand funkce u(z, y). Tim jsme dokazali tuto vétu:

Véta [12]. KaZdd harmonickd funkce v jisté oblasti D twoi regilnm_i
nebo imagindrni Cdst jisté reguldrni funkce v této oblasti.

Poznamka. Je-li oblast D vicendsobné souvisld, nemusf byt funkce
dand integrilem (47) ani funkce (48) jednoznadné uréena Viz § 38,
kde se fesi kvalitativné podobné problémy.

Véty [11] a [12] dovoluji pfenést vlastnosti funkei regularnich i na

funkce harmonické. Pfedeviim vyslovime dileZitou vétu:

Véta [13]. BudiZ u(z)*) harmonickd v jisté jednodude souvislé oblasti D
a budit z = qu({') regula,rm v oblasts A, a necht funkéni hodnoty /unkce
z = (&) le%i v oblasti D. Pak slofend funkce u[tp@:)l = u({) je harmonicka
v _oblasti A.

") PiSeme pro jednoduchost u(z) misto u(z, y). Tohoto oznadeni budeme
pouZivat i v dalSim.
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Dukaz. Sestrojime reguldrni funkei v oblasti D, jejiZ redlnd &ist je
funkee u = Re f(2). Pak U() = Re f[p({)], a protoZe f[p(l)] = F({) je
regula.rm vd,jeUl)v 4 harmomcka

derivace viech Fdda, které jsou opét harmonické.

Oddélenim redlné castl v (39) dostdvame vétu o stfedni hodnoté
harmonickijch funkcz )

2n

1
. _— — |¢
1u(i_ﬂ) o f u(z + re'¢) do. (49)
0
O extrému harmonickych funkci plati véta:
Véta [14). Je-li u(z) == const harmowickd v uzgvfené oblasti D, ne-
nabjvd svého extrému v Zddném vnitfnim bodé oblasti D.

. Vétu stati dokazat pro maximum harmonické funkce. Pro dikaz
vety o minimu harmonické funkce staéi uvaZovat funkei v(z) = — u(z),
jejiz maximum je minimem funkce u(z), a pouz1t dokazané véty
o maximu [v(z) je téZ harmonicka].

Dikaz provedeme sporem. Nechf harmonicks funkece u(z) nabyvi
svého maxima v nékterém vnitinim bodé oblasti D, ktery oznadime z,.
Oblast D pfevedeme vhodnym zplsobem pomoci vyfezii v jednoduse
souvislou oblast D’ (viz § 47) tak, Ze bod 2z, zlistane vnitinim bodem
oblasti D', Pak sestrojime funkei v(z) sdrufenou k funkei u(z) a ozna-
éime ¢(z) = u(z) +iv(z). Funkce e”® bude regulirni v D’ a jeji
modul bude ]e”“’l = ¢"®), Podle pfedpokladu vSak funkce e*® = |e*®)|
nabyvid maxima ve vnitfnim bodé oblasti D’, coZ je ve sporus vétou
[9]. Tim je véta [14] dokizana.

Pro harmonické funkce plati i véta qumlleova z § 53:
Je-li harmonickd funkce w(z) ohraniéend v celé oteviené roviné, m <

< u(z) < M pak je konstanini. Dikaz. Sestr0]1ir—1e~;égularm funkei
[(2), kde u(z) = Re f(2). Podle predpokladu lezi hodnoty funkce f(z)
v pisu m < u < M, a tedy podie pozndmky 2 k vété Liouvillové je
f(z) = const a odtud ihned u(z) = Re f(z) = const.

§ 55. Problém Dirichletiv. Mnohé ukoly matematické fysiky v dou
na tlohu sestrojit funkei harmonickou v jisté oblasti z jejich hodnot na
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hranici této oblasti. Se-specidlnim p¥ipadem této tlohy jsme se setkali
vlastné jiz v § 45, kde jsme konstruovali potenciil z jeho hodnot na
realné ose.

Budeme nyni pfesné formulovat na& ulohu. Pro zjednoduseni
nafich Gvah' zavedeme né&kolik pfedpokladii: oblast D budiZz jedno-
duse souvisié, hranice oblasti D ktivka C budiz hladk4 a hodnoty
funkce u(z) na této kiivee #(f) — budte? dany spojitou funkei
bodi ¢ kfivky C.

Problém Dirichletdw neboli prvy hranicng problém harmonickych
funkei spoéivd v konstrukei funkee u(z), ktera, ]e

1. harmonickd v oblasti D,

2. spojitd v uzavFené oblasti D,

3., na hranici C oblasti D nabyvd dangch hodnot

wut) = (0). |
DokaZeme si nejprve jednoznaénost Fedeni. '

Véta [15]. V- dané oblasts D pro dané hodnoty %({) neexzstuye vice
nez jedno fedeni Dirichletova probléma.

‘Dtkaz véty [15] provedeme za dopliiujiciho predpokladu, Ze
predpokladané feseni je harmonické v uzaviené oblasti D.

Necht u,(z) a u,(z) jsou dvé takova FeSeni. Jejich rozdil je funkce
harmonick4 v D na kfivee C rovna nule. Maximum i minimum této
funkce je pak rovno nule a podle véty [14] je u(z) = 0. Odtud ihned
plyne platnost vztahu u,(z) = u,(z) véude v uzaviené oblasti D a naSe
véta je dokazana. ' y

Pozndmka. Podrobnéj$im rozborem se dokaze, Ze véta [14] za-
stane v platnosti i v p¥ipads, kdyZ je funkce harmonicka v oblasti D
a pouze spojitd v uzaviené oblasti D. Odtud ihned plyne dikaz vety
[15] za téchie predpokladi.

Teprve nyni dokiZeme methodu FeSeni Dirichletova problému.
Necht z, je libovolny vnitini bod oblasti D a necht funkce

w = [(2z; 2), [(2952,) =0 (50)

zobrazi ]edno jednoznaéné a konformné oblast D na jednotkovy kruh
jw| < 1 (funkee (50) zavisi na volb& bodu z,, to je zdiraznéno jejim
oznatenim). Predpoklady, pro které byl vysloven Dirichletiv
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problém, doplnime predpokladem, Ze funkce (50) je reguldrni v uza-
viené oblasti D.*) Funkee u(z) harmonicks v oblasti D pfejde pomoct
funkce z = p{w), p(0) = 2z, [inversni k funkei (50)] na funkei

Uw) = ulpw)],

harmonickou v uzavieném jednotkovém kruhu |w| < 1 (viz vétu 13).
Podle véty*o st¥edni hodnoté (§ 54)
. H on

v©) = 5- f Uw) 46, (51)

0
kde o = ¢'® je bod .na kruznici |w| = 1. Pfejdeme v (51) k velid¢indm
vztahujicim se k roving z. Je U(0) = u[p(0)] = u(z,), U(w) = ulp(w)] =
= u({), kde ¢ je'bod na kontufe C. Zavedeme
na kiivece C jako parametr oblouk s méfeny
v kladném smyslu od pevného bodu ¢, takze

de = @ ds.
os

Vzorec (51) piejde na tvar

u(zy) = %Z §u(£) % ds. (52)
/ _ c
Zavedeme déle (obr. 91) smér vnitini normaly n» ke kiivce C
a mime ' ‘
cos(s, x) = cos(n, y), cos(s, y) = — cos(n, x);
odtud ‘

20 90 30 : 90 . 96
% = 7z cos(s‘, z) + a—y— cos(s, y) = o cos(n, y) — a_y cos(n, z). (53)

Sestrojime nejprve funkei .
1 1

g(2320) — i0(z; 2,),

Imn—=In——"— iarg — =
Tz Tzl 28 )
jejiz realns S4st je funkce R
' 1
22) =Iln ——— 54
76 %) S0 ) (%4

' *) To bude zajidt&no, bude-li kiivka C analyticka, viz poznémka.'v § 82.
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ktera byva obyéejné nazyvana Greenova funkce v oblasti D pro bod
2zg. Odvodime si n8které jeji vlastnosti. Pfedns je zfejmsé, Ze
1 1
9e020) =10 fi gy = 5 9E2) = Iy =0
kde ¢ je libovolny bod na kontuie C (vzpomefime, Ze w = f(2; z,) zob-
razi oblast D na jednitkovy kruh s okrajovymi podminkami (50).
Greenova funkce je vude.v D kromé bodu z = 2, harmonicka, nebot

g &g
i Ty

(je redlnou &asti regulirni fl’mkce). .
Bez diikazu uvedeme: Greenova funkce je symetricks
9(2; 2o) = g(2g; 2);
odkud specidlné plyne, Ze pro z, + z je téZ harmonickd vzhledem
k 2o = @ +iye:

Y

o9 % _
oxy ' oyp
ProtoZe funkce In 7(2%7 je na kontufe C regulé,rni', Je podle
s “0 *
. . .8 20'sg 00 .
Cauchy-Riemannovych rovnic WS oy o z (53)’ plyne*)
00 g '3g g i ,
i @ cos(n, ) + %% cog(n, z) = B (55)'
A (52) ma tvar ,
_ 1 89(¢; 20) '
#(zo) = o § u(¢) o ds. (56)
c

*) Jak je viddt z odvozeni (55), plati tento vztah pro vSechny reguldrni
funkee f(z) = u(z) + iv(z) a pro libovolné dvojice navzajem kolmych smért s
a n, zvolenych jako na obr. 91. PouZijeme-li tohoto nového oznageni, bude mit
(556) tvar

v ou ,

% o (85°)

Tento vzorec obsahuje v sobd jako speciédlni pfipad i Cauchy-Riemannovy
rovnice, jak se snadno piesvédéime dosazenfm n = x,.8 = —y, resp. 8 = z,

u=uy.

’
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-Vzorec (56) se nazyva vzorcem: Greenovym. Pomoci Greenova vzorce,
jak jsme prdvé dokdzali, maZeme sestrojit harmonickou funkci v oblasti
D z jejich hodnot na hranici oblasti D, t. j. vzorec Greentw Fefi Dirichle-
tiw problém. »

BudiZ nyni ddna na hranici oblasti D libovolné realnd spojitd
funkce %(Z). Pomoci Greenova vzorce miiZeme sestrojit-v oblasti D
funkei

u(e) = o= fﬁ«i(c) Bliz) g 57

- ’
N

[kde jsme proti (56) dosadili za z, z a misto u(¢) %(¢)]. Oviem znaSich
avah nikterak neplyne, Ze tato funkce FeSi Dirichletiv problém.
Abychom to dokizali, museli bychom se presvédéit, %e takto konm-
struovand funkce je harmonicks v oblasti D a Ze jeji hodnoty konver-
guii k hodnotd u(¢), kdyZz konverguje bod z k hraniénimu bodu ¢.
Uvahami, které zde nebudeme pro jejich sloZitost uvadst, 1ze dokazat,
%e zanagich pfedpokladi [%({) je spojitd a hraniéni k¥ivka C hladka]
tomu vskutku tak je. Vzorec (57) je tedy fedenim Dirichletova problému.

Poznamka 1. V aplikacich se velmi ¢asto stane, %e funkce %(()
mi na hranici body flespojitosti ‘prvého druhu (t. j. limity zprava
i zleva ex1stu]1 a li§i se o koneéné &islo). Pak je mozné dokazat, Ze
funkce u(z) definovana vztahem (57) je harmonicks v oblasti D a jeji
hodnoty konverguji k hodnotdm funkece %((), bliZi-li se bod z k hra-
niénimu bodu ¢, v n8m? je funkce %({) spojitd. Pro hraniéni body ne-
spojitosti funkece %({) limita funkce u(z) neexistuje a zdvisi na zplisobu,
jakym se bod z blizi bodu nespojitesti { funkee %(¢). Viechny takové
hodnoty 'le#i viak mezi hodnotou limity funkce %(f) zleva a zprava.

Poznimka 2. Z pravé uvedenych uvah plyne, %e zname-li jedno-
jednoznaéné konformni zobrazeni dané oblasti na jednitkovy kruh,
muZeme pomoci Greenovy formule fe$it Dirichlettiy problém. Doké-
Zeme, Ze naopak umime-li reit Dirichletiow problém pro jistou oblast D,
lze sestrojit 9edno-7ednoznacné konformni zobrazeni této oblasti na jed-
nickovy kruh.

Podle existenéni véty § 23 takové zobrazeni pomoci funkce w'= f(z),
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f(z) = 0 existuje. Predpoklidejme, Ze toto zobrazeni jiZ znime,
a uvaZujme funkeci 1)
2

Pz) = ——— 2 (58)

Funkce ¢(z) je reguldrni a od nuly rizna pro viechna z riizné od z,.

Pro z— 2, ¢(z) = f'(z,) + 0 (zobrazeni je konformni). Odtud plyne,

jak dokdZeme pozdéji (§ 66), reguldrnost funkce ¢(z) v celé oblasti D.

ProtoZe p(z) je v D vSude nenulovi, je funkce g(z) = In|p(z)| harmo-

nicka v D. Na hranici D je

] rrn N

nebot w = f(z) zobrazi D na jednotkovy kruh..

Pritom ovSem funkei w = f(z) zprostiedkujici zobrazeni dosud
nezndme. Z okrajovych podminek (59)~zkonstruujeme harmonickou
funkei g(z) (co% lze podle véty [15] udinit jen jednim zptisobem), a pak
sestrojime s ni sdruZenou funkci A(z) (kterd je uréena kvadraturami
aZz na adiénf konstantu %,). Funkce Ing(z) = g(z) +ik(z) + ik, je
tedy urdena a% na ryze imaginirni adiéni konstantu ik, Pak odtud
a z (58) urdime f(z) = (z — z,) e'"*** (a% na &initel e'™, ktery geo-
metricky znaéi pootoéeni kruhu w) v souhlase s okrajovymi podmin-
kami \pro funkei f(z) (viz § 23). ' '

1

§ 56. Integral Poissoniv a Schwarzlv. Dile budeme se zabyvat
velmi dastym pfipadem, kdy oblast D je tvofena kruhem |z] < R.
Podle (25) § 22 je zobrazeni tohoto kruhu na jednotkovy kruh dano

funkei 0 — fe 2 — R(z —z,)
e R —zz
a Greenova funkce mé tvar ! B
R(z — z,)
s 2) = — In |————-
g(z . 0) R 7z

Zavedeme si pOlE’l,I:I]i soufadnice vztahy z, = re!?, { = Re'? ({ le?{ na
kruznici |z| = R) a zavedeme na kruZnici obecny parametr yp misto
oblouku s. Pak ds = R dy a podle (55)

og _ dargf(tz) _ 1 dargf(l; z)

om0 R Oy
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Protoze g{L; z,) = 0, plati

d argf({; 2,) - —i 0 Inf({; z,)
oy oy
a’ ' ) .
o9 _ _iolnflGz) i 0, Relv—re?
amw ~ R, oy Rop "R —rewo
1 _ "R —
/: R R* —2Rrcos(y —o) +

Dosadime-li tento vyraz do (57) a piSeme-li jeSté u(y) misto %({)
a R dy misto ds, dostdvime kone&né
2n

1 R:—
u(rei?) = o f’u,(np) B R cbsip —g) T 7 dy. (60)

O .

[
Vzorec (60) se nazyva integrdl Poissoniv a fe$i Dirichletiv problém

pro kruh.

. Zcela obdobny tvar m4i piisluiny Greeniv vzorec pro horni polo-
rovinu y > 0. Odvozeni je zcela analogické, jen misto vztahu (25)
§ 22 vyjdeme od vztahu (23) téhoZ paragrafu, ktery ndm poskytuje
zobrazeni poloroviny na jednotkovy kruh. Po provedeni pfisludnych
vypoltt dostaneme Poissondv integrdl pro polorovinu

«@

, ulz,y) = f u(&)(—%, (81)

—m

kde u(£) jsou dané okrajové podminky pro harmonickou funkeci podél
redlné osy. Funkce «(¢) musi byt viude spojitd aZ na konecny pocdet
bodi nespojitosti prvého druhu (viz poznémku v predchazejlcim para-
grafu). -

Ctenaf si sanr snadno dokéze, Ze pro t. zv. jddro Pdissonova integrdlu
pro kruh plati vztah .
' R2—> 4z

R — 2Rrcos(y —¢) + 12 -
(kde ! = ReW¥,z = rel®).
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Zkoumejme funkeci
. . 2n

@) = 5= [ utn 52

0
kde A4 je redlnd konstanta. Podle véty [6] o Cauchyho integralu (§ 52)
je tato funkce regularni uvnitt kruhu |z| < R. Z konstrukce vyplyva,
Ze jeji realnd Gast je totoZna s Poissonovym integralem (60). Vzorec
(62) nam tedy umoZziiuje konstrukei regulidrni funkce wnvitié kruhu
z hodnot u(y) jeji redlné &éasti na hraniéni kruZnici. Nazyvé se bézné
Schwarzovym integrdlem.

'62)

Ve Schwarzové integrilu ziistava neurcena. konstanta A. PoloZme

z=0a je
v i )
! - . 2=

£(0).= u(0) + in(0) = f u(y) dy + 4i.
]
Podle véty o stfedni hodnoté je integril vpravo roven u(0) a tedy
A4 = v(0) a integrdl Schwarziv nabyvi koneéného tvaru

2n

fz) = f uty) +E2 2 dv -+ (0 (63)

0
Snadno se presvéddime, ze Schwarziw integrdl pro polorovinu mé tvar

o = 1;(‘5’ %+ e

—_—m

. :
kde B je reilnd konstanta; spojitd redlnd funkce v(f) splfiuje pred-
poklad: existuji dvé realné konstanty C a « takové, %e pro dostatedns

velké [&} plati nerovnost [v(£)] < Vzorec (64) ndm umoziiuje

If = .
konstrukei reguldrn{ (funkce v hornf poloroviné z hrani¢nich hodnot
jejf imagindrn{ ¢4sti na redlné ose. K dikazu stadi uvazit, Ze nisledkem
vztahu "

w—trty 2

-
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je imaginarni ¢ist (64) totoini s Poissonovym integrilem (61), kde
misto % je funkce v. Pfedpoklady pro funkeci »(¢) zajistuji existenci
integralu (64).

Poznidmka. Podobné jako jsme postupovali v pfipadé Poissonova
integralu d Cauchyho integrilu pro jednodufe souvislou oblast D
s hladkou hranici C, mliZzeme misto funkce f(¢) uvaZovat libovolnou
spojitou funkei f(C ) = u(¢) +iv(l) a obdriime tak integral Cauchyho
typu, ktery podle véty [6] § 52 definuje funkeci reguldrni v oblasti D:

' f(z) = 1 f Hedd (65)

. 27 {—z
c

Proti Poissonové integralu je tu ten rozdil, Ze funkce definovand
integralem typu Cauchyho nekonverguje k ?.(L‘ ), konverguje-li z k hranic-
nimu bodu {. Snadno odkryjeme pii¢inu tohoto faktu. Tak na pf.
integral Schwarztiv (62) je funkce regularni uvnitt kruhu, jednoznaéné
uréend aZ na adidni konstantu, kterd je urdena reilnou &&sti své
hraniéni podminky. Tedy i imagindrni ¢ist limity reguldrni funkce
(aZ na adi¢ni konstantu) je uréena jeji reilnou é&isti. ProtoZe vsak
~ naSem pripadd nejsou spojité funkce () a v({) vézdny Zidnym
vztahem, neni Zadnych divodi se domnivat, Ze soucet f(C )= u(t) +
+i9(¢) bude nabyvat limitnich hodnot funkce reguldrni v D.

§ 57. PouZiti v theorii pole. Uvedeme zde nékteré vysledky theorie
pole zaloZené na vysledeich odvozenych v pfedchizejicich paragra-
fech. Predns: d

a) potencidlni a silovd funkce elektrostatického pole bez-mibojiz;

b) potencidl a proudovd funkce rovinného proudéni kapaliny v poli,
ve kterém mejsou ani zfidla ani viry;

) proudovd funkcé a teplota tepelného rovinného proudéni v poli bez
tepelnijch zdroji

jsou vesmés harmonické funkce.

To plyne okam?ité podle véty [11] z regularnosti odpovidajicich kom-
plexnich potencidlti. Mista bodovych ndbojt resp. zfidla a viry resp.
tepelnd zfidla jsou singuldrnimi body t&chto funkei.
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Dale uvedeme nékolik vlastnosti t&€chto poli, pfi éemZ budeme pro
konkretnost formulovat tyto vlastnosti pro elektrostatické pole.

1. JestliZe je v elektrostatickém poli uzavFend ekvipotencidlni édra C
o konstantnim potencidlu V(z) = V,, pak bud v jejim vnitiku lei sin-
guldrni body pole, nebo je potencidl véude wvnits C konstantni (v posled-
nim piipadé je i U(z) = const, t. j. F(z) = const, a odtud £ =0
a pole vymizi).

Dikaz plyne pfimo z véty [15], kde potenciil je funkei Felici D1-
richletiiv problém s okrajovou podminkou V(z) = V,. Resenim tohoto
pfipadu je zfejmé konstanta V(z) = V, kters je harmonicka v oblasti
D, a jak plyne z existenéni véty, je to jediné feSeni nasi dlohy.

2. V elektrostatickém poli nemohou existovat uzaviené silokfivky.

Dukaz provedeme sporem. Necht existuje uzaviend silokiivka
U(z) = C; pak v jejim okoli leZi s jedné strany body, v nichZz je U(z) >
> C, a s druhé strany body, pro néz U(z) < C, a tedy ve sméru vnéjsi

resp. voitfni normaly — oU < 0. Nechtf uvedeny 'vztah plati pro vnitinf
p. = Y plati p

normélu. Pak podle (55') ve sméru s (viz obr. 91) ptati & =,

0s
= — % = 0 a funkce V(z) v tomto sméru roste. Pak bychom viak
pfi probéhnut{ silokfivky kolem dokola obdrZeli hodnotu funkece
V(z) odlisnou od vychozi hodnoty, co% je ve sporu s jednoznaénostf
funkece V(z) (§ 37). Tim je nase véta dokdzdna.*)

3. Ani silokfivky, ani ekvipotencidlni Edry nemohou zalinat mebo
konéit ve vnit¥nim bod€ pole. '

Diikaz provedeme pro ekvipotencidlni éiry. Dikaz provedeme spo-
rem. Necht ekvipotencialni ¢ira V(z) = C kondi ve vnitinim bod$ z,
pole; pak si 1ze zvolit dostateéné malé okoli tolioto bodu tak, Ze v ném
je vBude bud V(z) < C, nebo V(z) = C (obr. 92). Takové okoli lze
vzdy najit, nebot &asti, pro nez V(z) < C nebo V(z) = 0, jsou oddéleny
¢arou V(z) = const, ale nase okoli je pravé tak zvoleno, Ze ¢ara V(z) =
= const je ned&li na dvé &isti. Funkce V(z) tedy nabyva svého mi-

*) Vlastnost 2. plyne také z toho, Ze podél uzaviené siloééry by msly viechny
projekce E, totéz znaménko, a tedy cirkulace Z podél této kiivky by byla
od nuly razné, co je nernozné (viz § 36).
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nima nebo maxima v bodé z,, coZ je ve sporu s'vétou [14]. Tim je
naSe véta dokédzana. Dode]me jedté, ze tato veta plati zfejmé pro
libovolnou harmonickou funkei.

Z vlastnosti 2. a 3. plyne: ‘

4. V elektrostatickém poli. mohow silokfivky spojovat pouze okrajové
body pole (na p¥. mista bodovijch ndboji) nebo probihat do mekonetna.

Zévérem uvedeme jest& ndkolik prikladd na poufiti integrilu
Poissonova a Schwarzova.

OBr. 92. Obr. 93.
Ptiklad 1. Polorovina s n + 1 elektrodami (— oo, a,), (a,a,), ...,
- (@, 00 ) nesoucimi po fadé potencialy v,, vy, ..., v,, kde body a, jsou
zfejmé body isolujicimi. K stanoveni potencidlu pole v horni polo-
roviné pouzijeme Poissonova integralu (61):
! /

a9y

, _ 1 [ y dé _ '"oyf - d¢ .
Vi y) —n_fV(E) (@—E&F+ 4 z J (@—8 49 +

dé VY dé ._
(x — &P+ ¢ ot m (@ —&F+9*

)

vl —-.’l:

T

= % (a,rctg h—% %n) + 2 (arctg

- arctg

."—17 v0+v-
9 -

+ v,,;—v arctg ly_z-i—'... 4 Un=1 T n orotg I —2

)+ N (n—-arctg
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Jak je vidét z obr. 93, je arctg D —7% _ Yy = @p — 37, kde P =

= arg(z — a,) je Ghel mezi vektorem z — a, a osou z, takZe pro po-
tencial dostdivime vyraz

Vg, y) = v, + 2 g ... 4 22t "%,

(66)

—v, + Yo% arg(z —a,) + ... + 'v,,_l—n—-v,, arg(z —a,).

Znime-li potencidlni funkci, snadno stanovime komplexni poten-
cial jako reguldrni funkei, majici funkei (66) za svoji imagindrni 4st:

Vo — Uy

F(z) =iv, + =2 In(z—a,)+... + —v,, In(z —a,) (67)

(kde In je libovolna z hlavnich hodnot loga,ntmu). Podle (34) kap. IV
stanovime vektor napéti pole: '

7 ’Un] Vp 1
E-—iff@) = ( )+t t_J=

V- :l Up 2 — 0y
iz |z —ayf? in [z — a2

(68)

Piiklad 2. Polorovina s tfems elektrodami (—co,—1), (—1, 1),
(1, ), nesoucimi po fadé potencidl 2v, v, 0, je zfejmé specidlni pfipad
predchéazejiciho piikladu; kom-
plexni potencial pole je podle
(67)

F(z) = gln(z +1) +

= gln(z —1).  (69)

Silova funkce
U =ReF(z) = £1n|z + 1) |z —1
a silokfivkami pole jsou k¥ivky.
|2 + 1] lz — 1| = ¢ = const,
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coz jsou Cassiniho kfivky s ohnisky v bodech 4+ 1 (viz pf. 12 avodu
a pi. 3 § 58). Na obr. 94 jsou ¢irkovany, ekvipotencidlni linie jsou vy-
taZeny plné.

P¥iklad 3. Rozdélent potencidlu na rediné ose je ddno obr. 95. Ukolem
je najit komplexni potencidl v horni poloroviné.

K podobnym tlohim vede vy-

C oy v pocet transformatori, providime-

V:_/E i vypolet pomoci konformniho

v ' zobrazeni a chceme-li registrovat

— :' \ zménu potencidlu podél civky o
I

A B 0! C’ D vysokém napéti (na obr. 95 od-
IR I I 5~ bovidaji polopiimky AB a CD

v konformnim zobrazeni uzemné-
Obr. 95. nému plésti transforméatoru, tsed-
ka BO civece o nizkém napéti
a OC civee o vysokém napéti). Ulohu budeme Fesit pomoci Schwar-
zova integralu (64) a dostaneme:

@

Pl) = f VO Fe + B=

—m
0

1 d& - _
—;f”g_z —o)E+to)g— + B=
__vl z 1{ 4 (v }‘lnz—1+vz—vl+B
‘—;nz—{—l—'—; 21 32— V1) 2 p 7 .
Vypustime nepodstatné konstanty a dogtaneme:
_ z v+ (v, —v)z, z2—1
F(z)—nnz+1+ - In ot (70)
ULOHY.
Vypoitdte integrély:

’

i
1. [ |z} dzpodél: a) usedky, b)levé pilkruZnice |z| = 1, c) pravé pilkruZnice
—1 . :

jz| = 1.
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3 22 -1 d
S ————— da.
v z(z — 1)

|8|=3
ot
/3. fzsinz dz.
0
T14i
‘4. [; o dz podél: a) lomené &ry 0, 1,1 + i, b) lomené éry 0,1, 1 -|- i.
0 .
5. Jakou hodnotu mé integrél f|dz|? Jaky je jeho geometricky smysl?
i

v bod&§ z = i? Urdete pomocf

. 6 Jak je velké residuum funkee f(z) = -
: o241

a) pfimého vypo&tu, b) pomoci Cauchyho integrilni véty. !

7. Vypodtéte pomoci Cauchyho integrilni véty:

I- § sin}}:z d,
23 — 1
(o]

kde C je kruZnice a® 4 y? — 2z = 0.

8. Vypottdte
ef dz
CJ @+
c

kde C. je elipsa 4y 4 y* — 2y — 3 = 0.

9. Doka#te, %e je-li |f(z)| = const na hranici jednodusSe souvislé oblasti, f(z)
reguldrni v oblasti D, leZf uvnit? této oblasti aspoii jeden nulovy bod funkce
f(z) (kde pfedpoklddédme, %e funkce f(z) neni konstantnf). Na zédklads této v&ty
dokaZte, %e se kiivka, kterd je geometrickym mistem bodd, jejichZ soudin
vzdélenosti od n pevnych bodi zvanych ohniska je stdly, rozpadne nejvyse
na n &asti.

10. Budi¥ f(z) % const reguldrni v kruhu [z| < R a budi¥ M(r) maximum
funkee |/(z)| na kru¥nici (z) = 7, 7 < R. DokaZte, Ze funkee M(r) je rostouci.

/ 11. Stanovte podminku pro to, aby trojdlen u = az?® + 2bzy + cy® byl har-
monickou funkef.

12. Budi# f(z) regulérni a od nuly riznd v oblasti D. Doka¥te pimym vy-
podtem, Ze vdude v této oblasti A In|f(z)|= 0 a A|f(z)] > 0 (kde 4 je Leplaceiv
diferencialni operétor). .

V' 13. Stanovte regulérni funkci w = f(z) s podminkou f(}7) =0, jejiZ redln4,
&hst je :

sin2z

cosh2y — cos2z
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14. Najdéte funkei harmonickou v jednotkovém kruhu, kterd mé na oblouku
ofﬁ hodnotu 1 a na zbytku oblouku jednotkové kruZnice hodnotu nula.
15%. DokaZte, Ze pro jddro Poissonova integrdlu pro kruh platf
R — 42 B IC* _ zl
R3 — 2Rr cos(y — @) + 72 _l C—zl’
kde £ = R!e v al*je druhy konec seény {z.

16*. Pomoci vysledku prikladu 15* doka¥te, %e pro integrand Poissonova
integrélu pro kruh plat{

R —
R?* — 2Br cos(y — @) + 72

dg = dw,

kde w = arg{*. Pomocf vysledku interpretujte geometricky piiklad 14.

17. DokaZte: Funkce, harmonické v hornf poloroving a ha.b}'rvajici hodnoty 1
na uselce ab redlné osy a hodnoty nula na zbytku osy, geometricky znad&{
zorny thel, pod kterym vidime useéku ab z bodu z.

1

18*. Odvodte Schwarziv vzorec pro pis — iz < y < }m

dé

1) = —f{u+<e) +u )

ds
cosh(f — z) cosh2¢’

- % sinh z f {4 (6) — u_(&))
kde u, (§) a u_(£) jsou hodngty redlné ésti funkce f(z) na pifmkéch y = + 4=
ay = — 7.

-~

196



KAPITOLA VI

VYJADRENI REGULARNICH FUNKCT POMOCI RAD.

§ 58. Rady v komplexnim oboru. Budi Oy =0,+if,n=0,1,2,...,
posloupnost komplexnich disel; jeji pomoci miZeme vytvorit fadu

D, =ay +a;+a +... +a, +... (1)
a=0

Oznalme jesté ay +a, + ... +a, = s, Cdstelné soudty fady (1).

Definice. Rada (1) je konvergentni, existuje-li koneéns limita

lims, = s,
t. j. pro libovolné malé kladné ¢islo ¢ > 0 Ize nalit takové kladné é&islo
Nz N(s) Ze pro fréechna n> N jie
|s — 8. < e

Cislo s nazyvame souétem r?zzy' (1). Neexistuje-li soutet, nebo je-li
roven o0, fikdme, Ze Fada dwerguye (je divergentni).

Na.sledupcl véta prevad.l theorii fad s komplexnimi ¢leny na theorii
fad s redlnymi éleny. Jeji pomoci snadno pfeneseme znamé vysledky
7 theorie ¥ad s reilnymi éleny do komplexniho oboru;

Véta [1]. Rada (1) je tehdy a jen tehdy konvergenmini, konverguyz It

fady
oo + oy o ot B FB A+ +ﬁ,, @)

#_redngmi deny. |

Dikaz. Oznadme oy + o, +... + & =0, fo +5 +... + 8=
=1, pak s, = o, +ir, a

lims, = limo, +ilimt,.
Odtud ihned plyne nase véta. Pomoci véty [1] dokaZeme na pf. snadno:
konverguje-li fada (1), pak je
lim |a,| = 0.

n—ao.

Podobné jako pro fady s realnymi cleny definujeme:
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Definice. Rada (1) se nazyvi absolutné konvergentni, konvergu-
jodli fada _

l2] + 1o + oo+ lan] .. (3)

~ PYenechidvime Gtendii aby dokazal, Ze absolutné konvergentni fada
konverguje a Ze ma vlastnosti zndmé z analysy reilné proménné (na
PE. je mozZno libovolné prestavét jeji cleny).

Budiz f,(z), » = 0,1, 2,..., posloupnost libovolnych funkci komplexnf
proménné. Pomoci této posloupnosti snadno utvoiime fadu

Z_Ofn(z)=f0(z) —|—f1(2) +... +fn(z) +... (4)
Bude-li v kazdém bodé z, n&jaké oblasti D pfisluiné fada s koi;-

stantnimi &leny > f.(z,) konvergentni, budeme fikat, 7e fada (4)
n=0 13

jé >_konvergentni v oblasti D. V tomto ptipadé jeji soucet definuje

v_oblasti D jistou funkei F(z).

Vznikaji otazky béZzné v theorii fad: bude funkce F(z) spojita
v oblasti D, budou-li v této oblasti spojité vSechny funlkece f,(2)?
Kdy je mozné fadu (4) derivovat a integrovat &len po &lenu? Jako
v theorii fad s redlnymi éleny i zde formulujeme pfislidné véty pomoci
pojmu stejnomérné konvergence.

Definice. Rada (4) konverguje stejnomérné v oblasti D¥) k funkei
F(z), jestlize lze pro libovolns malé kladné é&islo ¢ > 0 najit takové
éislo N = N(e), Ze pro viechna » > N a pro v8echny body z
oblasti D plati_ !

|F(z) — Fa(2)] <e, (5)
kde
Fo(z) = folz) +11(2) + ... +fal2). (6)

Smysl této definice je tento: Konvergence fady (4) v bodé z, ndm
zaruduje existenci limity ].i.triF,,(zo)‘= F(zy), t. j. ke kaidému libo-

L]

volné malému ¢ > 0 lze najit takové ¢islo N = N(g), Ze pro viechna
n > N plati nerovnost (5). Cislo ¢ ndm ud4va, jak rychle fada (4)

*) ProloZenim jsme zduraznili, e naSe definice se vztahuje k celé oblasti.
Pojem stejnomérné konvergence v jednotlivém bod& nemé smysl.
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konverguje k uvedenému souétu. Zvolime-li nyni pevné &islo ¢ a mé-
nime-li bod z,, budou se ménit i dleny nadi fady a obecné muZe byt
dslo N(e), pro néZ je splnéna nerovnost (5), v bodé z, vétsi nez v bodé
2,. Vidime tedy, Ze ¢islo N(e) nezavisi jen na volbé ¢isla g, ale Ze
z4visi t6Z na bodé z: N = N(e, 2).

Volme pevné &slo ¢ > 0 a budiz 2, 2,, ..., 2, nékolik bodu oblasti
D. Cisla N, ,pro né% je splnéna nerovnost (5) v téchto bodech, budtez
N,=DN(e,z), Ny=N(gz,), ..., N, = N(c, 2;). Budeme-li nyni chtit miti
zarudeny jisty spad konvergence fady (dany éislem ¢) pro v3echny
body 2, soucasné (stejnomérng), vidime, %e sta¢i vzit nejveétsi
z &isel Ny, Ny, ..., Ny — N*(e) = max (N,, N,, ..., Ny) —a pek je
nerovnost (5) splngha pro vSechna n > N*(¢).

Rozsifime-li nyni tento pozadavek na celou oblast D, muZe se
nam stat, ze aé budou existovat éisla N{g, z) v jednotlivych bodech =z
oblasti D, nebude existovat jejich maximum. To vyplyva z toho, Ze
nekoneéna ¢iselnd mnoZina nemusi byt vidy shora ohranifend.

Existuje-li takové maximum ¢&isel N(e, z) v oblasti D, je zfejms
nerovnost (5) splnéna pro vSechna n > Max(N (e, z)) a pro viechny
body oblasti D. V tom spoéiva pojem stejnomérné konvergence,
zavedeny nasi definici. Misto oblasti D uvedené v nasi definici miZeme
té% uvarovat kfivku L nebo uzavienou oblast D nebo jakoukoliv
jinou nekoneénou bodovou mnozZinu; definice se pfenisi na tyto pii-
pady bez jakychkoliv omezeni.

Jelikoz naSe definice souhlasi s obdobnou definici pro fady s reél-
nymi ¢leny, je moino bez zmény pfenést viechny véty o stejnomérné

zdrzovat ani jejich formula.01 ani jejich dukazy

§ 59. Véta Welerstrassova. Znam4i véta o derivovani fad pripousti
v komplexnim oboru podstatné zesileni. Jak znamo, fadu s redlnymi
proménnymi &leny miizeme derivovat &len po &lenu, je-li dana fada
konvergentn{ aspoii v jednom bodé uvaZovaného intervalu a je-li fada
derivaci stejnomérné konvergentni v tomto intervalu. Jak se snadno
nahlédne, plyne odtud okamf?ité, Ze je pak i dani fada stejnomérné

*) NejdaleZitdjsf jsou v8ty o spojitosti soudtu, o moZnosti integrace &len po
&lenu a konetn¥ dostateiné podminka stejnomdrné konvergence.
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konvergentni v celém intervalu. S druhé strany vidime, Ze stejno-
mérnd konvergence dané fady v uvaZovaném intervalu nestaéi, neni
tim jeSt® zajiSténa stejnomérnd konvergence fady derivaci.

V komplexnim oboru plati véta, kterou prvni dokazal Weierstrass:

Véta [2]. Necht jsou fo(2), f1(2), .- funkce reguldrni v jisté oblasti D
a_mechf fada ‘ '

fo@ +h() + .o 1) A+

v této oblasti konverguje a md soucet
F(z). Konverguje-li nade fada v li-
bovolne uzavfené oblaslz D* leFict
uvnitf D steynomerné’ pak 1. F(z)
je reguldrni v oblasti D, 2. derivace
F®™(2) vdech fddu obdriime, bu-
deme-li derivovat fadu (4) élen po
Slenu vzniklé Fady jsou opét stej-
nomé'l‘né’ konvergentni v libovolné
uzaviend oblasti D*, leici uwmitf
oblasti D.

Nejprve dokdZeme, Ze F(z) je reguldrni. BudiZ z libovolny bod ob-
lasti D, D* libovolns uzaviend oblast leZici i se svou hranici v D a
obsahujici bod z, budiz C* hranice D* a bod ¢ budiz libovolny bod
kiivky C* (obr. 96). Rada

FQ) _ fo®) | HO Fall).

{—z (—2z (— ¢ —
stejnomérnd konverguje na hranici C* a muZeme tedy integrovat
¢len po ¢lenu (pro jednoduchost délime obé strany éislem 2zi):

1 F@@de 1 fol8)
27 {—z 2ni C —z

L e
f,.(C)

.ProtoZe funkece f,(z) jsou podle predpokla,du regulirni v D, existuje
podle Cauchyho integralni véty funkce

Obr. 96.

+ A

1 (%)
¢ + 2mi ﬁcl_de—}—

+ ot 5

2m
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2m g« fol2) + hi(2) + ... + fa(2) . = F(2). U

Funkce F(z), ktera je definovdna jako soudet stejnomérné konver-
gentni fady reguldrnich funkei, je na hranici C* spojit4, a tedy integral
vlevo v (7) je typu Cauchyho. Je tedy funkce F(z) representovina
integralem typu Cauchyho a tedy podle véty § 52 je regularni v D*
a tedy i v bodé z. ProtoZe bod z byl podle predpokladu libovolnym
vnitfnim bodem oblasti D, je F(z) regularm viude v oblasti D. Tim
jsme dokézali prvou éast nasi véty.

Abychom dokézali druhou &ist, zvolime si libovolnou uzavienou
oblast D* a sestrojime libovolnou uzavienou kiivku C, lezici mezi
hranicemi oblasti D a D*. Budi% d nejmensi vzdalenost mezi body
oblasti D* a kfivKkou C, budiz z libovelny bod oblasti D* a ¢ libovolny
bod na kfivce C. Rada

PO fold) fi(8) falt)
=2t ~ Tt T Ty T T g T

kde k je libovolné célé ¢islo, konverguje stejnomérné na C. Tedy

F({) k! fol0) [ X8
27“5{; Tt T framr i zmﬁg Toapm
c

k! fn@ )

2mi
c

a podle vzorce pro derivace analytickych funkei (§ 53)

FO(z) = f9(=) + /) + .. + 1¥@) + ... (8)
Dostaneme tedy derivace libovolného ¥i4du funkce F(z) derivovinim
fady (4) élen po élenu. Zbyva dokazat, Ze fady (8) stejnomérné kon-
verguji pro libovolné celé k.

Protoze je fada (4) podle predpokla,du stejnomérné konvergentni
na C, Ize k libovolnému dostateéné malému &> 0 zvolit éislo N =
= N(e) tak, Ze pro n > N plati pro viechna {

Q) —F D) <e -
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[kde F,(f) je ¢4steény soudet Fady (4)]. Kromé toho pro vSechna ¢
plati
|t —2l=d
a podle véty o odhadu integrilu mame (§46) pro viechna n > N
F(L) — F,(0) el
2 1§ z)""‘1 <

|F(k)(z) __Fu:)(z)l = < 2n dk+1 ,

kde I je délka knvky C.- Protofe na%e merovnost plati pro v¥echna
k&

n> N a pro viechny body oblasti D* a oo JoF

= ¢, je libovol-
’
né, dokizali jsme tim stejnomérnou spojitost Ffady (8) v oblasti

D*, a timi i celou vétu [2].

§ 60. Potendni Fady. Potencni (mocninnou ) fadou nazyvame fadu typu

2 Calz—a)" = ¢ +-01(z—a) +exz—af +... +cq(z—a), (9)

amQ
kde z je komplexni proménna a ¢, a a konstanty. Konstanty c, se
nazyvaji koeficienty fady (9) a konstanta a jejim stfedem.

Zakladni vétou theorie potenénich fad je Abelova véta.

Véta [3]. Konverguje-li fada (9) v bod€ z,, pak konverguje a,bsolutné’
v celém krubu |z — a| < |2, — al. V kafdém uzavieném kruhu [z — a| <
g q, kde g < |2, — a|, konverguje stejnomérné.

Podle predpokladu konverguje fada

@ R
Z cn(zo - a)"
n=0 N

a tedy lim c,(z, — a)* = 0. Posloupnost ¢,(z, — a)* konverguje a je

normo

tedy podle § 7 ohranifend; existuje tedy &islo M tak, Ze

_ lea(zo —a)*| < M

pro viechna n.

* V uzavieném krubu |z — a] < ¢ tedy plati
n n

z—af M( 9 ) _

Zg—a| = 2o — a|

lea(z — a)"| = lealzo — a)"|
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V kruhu |z —a| < ¢ jsou &leny fady v absolutni hodnoté mensf

17
|20 — al
¢ < |2y — a]. Pak geometricka fada konverguje a podle znamé véty
o majorantnich faddch Fada (9) konverguje stejnomérné viude v kruhu
|z —a| < |z, — a]. Tim je véta dokazina.

nez éleny geonietrické fady s kvocientem < 1, pokud

Dusledek. Diverguje-li ¥ada (9) v bodé z = zo, je divergenini 1 ve
vech bodech, pro néZ |z—a] > |zo—a[

Dukaz. Kdyby fada (9) konvergovala v néjakém bodé z’, pro néjz
|#" — a] > |z, — a|, pak by podle Abelovy véty konvergovala i v bod&
24, COZ jo spor.
© Ptiklad 1. Geometrickd Fada

1 +z4+22+...+20 +..
absolutn konverguje v kruhu |2| <1. V lzbovolnem uzavieném kruhu
2| £ q, kde g < 1, konverguye stejnomérné. Pro |z > 1 diverguje.
Dikaz plyne ptimo z Abelovy véty, uvazime-li, Ze fada konvergu]e
pro viechna redlnd z =g, kde 0 <'q < 1, a diverguje pro g = 1.
Pro ¢ = 1 fada diverguje, nebot lim 2, + 0. Pfenechdviame ¢tendii,

a->o

aby si dokdzal, Ze pro |2| < 1 plati
l14+z4+22+...422+... =
Piiklad 2. Potenéni fada
1 42z42122 4 ... +nlzn4 ...
konverguje jen v bodé z = 0. Dukaz: I‘)ro libovolné reilné z = z

n
n-m n' z e

L}

a odtud podle D’Alembertova kriteria pro fady s kladnymi é&leny
plyne divergence fady pro viechna z #+ 0. Podle Abelovy véty ne-
miZe tedy konvergovat pro Zidnd komplexni z +.0.

Piiklad. 3. Potendni fada
142 +2,+ + +

konverguje podle D’ Alembertova kriteria pro vdechna komplezni z + .
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Pfi vySetfovini oboru konvergence libovolné fady (9) mohou nastat

jen tyto tfi pfipady: 1. fada konverguje jen ve svém stedu, 2. fada

konverguje_pro viechna koneind z, 3. fada konverguje pro urdité
koneéns z a pro ostatni diverguje. VySe uvedené tii piiklady ukazuji,
%e se viechny t¥i pfipady skuteiné vyskytuji. Probereme si podrobné
posledni piipad. Necht fada (9) konverguje v bodé z, a diverguje
v bodé z,. Pak podle Abelovy véty konverguje pro vSechna z, pro
kterd plati |z—a| < |z, —a| = R,, a diverguje pro viechna z, pro
néZz |z —a| > |2, —a| = R, (ziejmé R, < R,). Je-li R, = R,, po-
lozime R, = R, = R a fada (9) konverguje pro viechna z uvnitf
kruhu |z — a] < R a diverguje pro
vSechna z vné tohoto kruhu.

Je-li R, + R,, sestrojime bod z, =
= }(R, + R,)= R,. Konverguje-li fada
(9) v tomto bodé, konverguje i v kruhu
|z — a] < R,, diverguje-li v tomto bods,
diverguje i ve vech bodech vng kruhu
|z —a] = R,.

V obou piipadech se mezikruZi,
v némz je tfeba jeSté urdit konvergenci
resp. divergenci fady, ziZi na polovi-
nu. Na takto sestrojené mezikruzi opét
aplikujeme na$§ postup a v limité ob-
drzime takové é&islo R, Ze Fada (9) konverguje viude uwnit¥ kruhu
|z — a] < R a diverguje viude vn& tohoto kruhu. Konvergence fady
na kruZnici |z— a| = R ziistdvéd nevyfefena. Cislo R téchto vlast-
nosti budeme nazyvat polomérem konvergence fady (9) a kruh
|z —a| < R jejim oborem konvergence. )

Pokud se tyka pfipadu 1., budeme povaZovat za polomér konver-
gence ¢islo R = 0 a v piipadé 2. ¢islo R = 0.

Tim jsme dokézali vétu. '

Obr. 97.

Véta [4]). Kaddd potenéni ¥ada (9) md konebnyj nebo nekoneényj polomér
konvergence.

V kadém uzavieném kruhu [z —a| < R’ < R konverguje fada (9)

pg@l;;&b‘eilrafryivétyr st@jnomé;'né: Odtud a z véty Weierstrassovy
Plyne, Ze fada
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fey=1¢ t+elz—a) +ez—a) +... +eulz—a) +... (10)

definuje svym souétem funkei reguldrni uvnit¥ jejiho oboru konver-

gence. Déle podle Welerstrassovy véty pla,tl.pro kazdy bod z vnittku
konvergenéniho kruhu

F@) = ¢+ 2c(z—a)+... +nc,,(z—a)"-1 +...
1'(2) = 2¢4 +3.2(z—a) +... +n(n—1)c,(z—a)"-2+...(11)
[P(2) = nlen +(m + 1) Cpyslz —a) + ...
Dosadime-li v (10) a v (11) z = @, dostaneme

f'(a) f")(a)

Go=f(a), Clzfl(a)> Cy = ,..-.,G,. oy ,... (12)
a fadu (10) miZeme psat ve tvaru
o) = fa) + LD e —a) 4 T e oy 4
" _(13)
+ l‘% (z—a)+ ...

Radu (13) nazyvime Taylorovou fadou funkee f(z). Tim jsme dokézali
daldi vétu.

Véta [5]. Soulet potenéni fady (9) je requldrni uvnitf konvergenéntho
krubu a fada (9) je Taylorovou fadou svého souctu. _

Z véty [5] plyne: af obdriime rozklad nsjaké funkce v_potend&ni
fadu jakymkoliv zpusobem je tato fada vidy Taylorova.

§ 61. VyjadFeni regularnich funkci pomoci Taylorovy Fady. Budi%
f(z) funkce reguldrni v kruhu |z —a| < R. Vybereme dvé libovolné
¢iSla R,, R, tak, Ze 0 < R, < R, a oznaéime C kruinici |z —a| =
Pak podle Cauchyho integrilni véty (§ 51) je pro viechna z z kruhu

|z—a| <R,
1 flg)
"z>=.§;i3€¢_z .
odkud ¢
_ 1L f(d) d
fz) = 2::13g € — —(z—a,) = 2nij¢—-a ,_z—a’ (14)

{—a
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Predpokladejme, Ze bod z lezi v kruhu li—al < R,. Protoze bod ¢{
lezi na C, je

z —al R,
C—:—a <R—2<1.

Odtud plyne, %e v kruhu e —a|] < R, koilverguje stejnomérné fada
1 z—a z —a\’ z—a\"
_z—a ‘1+(c—a)+(c—a) +"'+(c—a) L

t—a

(viz pt. 1 § 60). Dosazenim tohoto vyrazu do (14) a integrovianim &len
po &lenu (coZ miZeme ulinit v disledku stejnomérné konvergence)
dostaneme

_ 1 fQd¢ | z—a [ f()dL
f(z)—'ﬁjc_a-F o §(c__a)2+...+
c

(z—ar { fO&
+ 27l ff; ( te
c

C . a,)"“

(16)

Koeficienty potendni fady funkce f(z) jsou

_1 {(9K:18 _
Cp = 2ni§ € —apet’ n=20,12,...
e R (16)
PouZijeme-li vzorce (38) § 52, je moZno
piepsat fadu (15) jako fadu Taylorovu

) = fla) + @) (e —a) + 1 (o —ap 1

R )
[ +...—|—%(z—a)"+... (13)

QObr. 98.

a vztah (16) udéva integrilni tvar koeficientd Taylorovy fady.

Poznamenejme jeité, e jsme ve své Givaze mohli volit &islo R,
libovolné blizko &slu R, takZe rozklad v fadu (13) plati pro viechny
body z krubu |z — a| < R. Kroms§ toho za kruh |z — a| < R mtZeme
vidy volit nejvétsi kruh se stfedem v bodé a, v jehoZ vnitfku je funkce
1(z) regularni. Tim jsme dokézali tuto vétu:
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Véta [6]. KaZdd funkce reguldrni v bodé a maZe byt rozvinuta v Taylo-
rovu fadu (13). T . Tato tada konverguje v negvé’t&%m Feruhu |z — a| < R,
v né’mz je 7ea"té’ funkee f(z) reguldrni.

Poznimka. Funkce f(z) nemlZe byt reguldrni ve vSech bodech
kruZnice |z— a| = R. Dikaz: Necht je ve vSech bodech kruZnice
|z2—a| = R funkce f(z) reguldrni. Pak pro ka%dy bod ¢ kruZnice
|z — a| = R existuje takova kruZnice |z — {| < r, se stfedem v bodé
{, Ze [f(z) je uvmiti této kruZnice reguldrni. BudiZ r > 0 nejmensi
z téchto r, (od dikazu, Ze takové nejmendi 7, existuje, upoustime);
pak je f(z) regulairni v8ude uvnitf kruhu |z—a| < R 4 r a podle
véty [6] by fada (13) konvergovala i v tomto kruhu, coZz je proti
predpokladu.

Neni-li funkce f(z) regularni v bodé z = a, ale je regulérni v libo-
volném okoli tohoto bodu, nazyvame bod a singuldrnim bodem funkce
12) (viz vyde § 48).

Rada Taylorova tedy konverguje vSude uvnitf kruhu, ktery ne-

obsahuje Zadné singulirni body dané funkece a procha,z1 singularnim
bodem, nejbliz§im ke stfedu konvergence.

Podle vét [5] a [6] muzZeme vyslovit novou definici regula,nty funkce
{(z) v bodé z = a, ekvivalentni s definici § 14: Funkce f(z) je reguldrni
v bodé z = a, da-li se v jeho okoli rozvinout v Taylorovu fadu. Z této
definice by bylo moZno odvodit vﬁechny vlastnosti regu.la.rnfch funkei.

Rady

e? —1+Z+ + + (17)
- (38 2 4
sinz=z—%+%+---; cos2=1—%+%— (18)

3’ 5
sinhz=z+%—|—%|-+...;coshz—1—|- + -|— . (19)

konverguji pro vSechna koneéna z a funkce jimi definované jsou re-
guldrni v celé koneéné roviné. Hlavni hodnota logaritmu In(1 + 2z) je
regularni v8ude kromé bodu z = — 1 a muZeme ji tedy rozvinout
v Taylorovu fadu

22 2t

1n(z+1)=z—%z—{—§——

ey (20)
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konvergentni v kruhu |2| < 1. ProtoZe se di4 obecnd exponenciilnf
funkce definovat pomoci logaritmické funkce (§ 32), plati i pro jeji
hlavni hodnotu rozklad

m(m — 1)

Q42" =1+ mz+ 51 Zz—l—m(m—l)(m—z)z

30 3 ... (21)

a fada konverguje pro |z| << 1*) (m je libovolné komplexni &islo).

Rozklady (17)—(21) dostaneme ihned ze vzorce (13), dosadime-li
a = 0. Nelisi se od rozvoju znamych z analysy fun.kcl reé,lné proménné

v komplexnim a relném oboru j J§9u tedy shodné.

§ 62. Nulové body reguldrnf funkce. V&ta o jednozna&nosti. De-
finice. Bod z = a se nazyvé nulovy bod funkee f(z), je-li f(a) = 0.

Budiz f(z) funkce regulirni v bodé z = a, ktery je jejim nulovym
bodem, a necht neni identicky rovna nule v Zadném okoli bodu z = a.
Pak nejsou viechny koeficienty Taylorova rozvoje rovny nule (nebof
pak by byla funkece f(z) = 0 v nékterém okoli bodu z'= a) a Taylorova
fada ma tvar

f@) = calz— @) + Cpprlz —a)" + .., (22)
kdec, £ 0an>1. Cislo n nazyvime fddem nulového bodu.
Ze vzorce (22) plyne: Rdd 1 nulového bodu 2 = a se rovnd Fddu proni
nenulové derivace v bodé z = a.
Podle (22) mize byt regularm funkce v okoli svého nulového bodu
vyjadfena ve tvaru

12) = 2 — )" (@), (23)
kde

9(2) = Cn +Cpralz—a) +...; (@) = c, + O.

Funkce ¢(z) je spojitd v bodé a, nebof fada, kterou je definovana,
konverguje v jistém okoli bodu a (a je téZ reguldrni jako soudet po-
tenéni fady) a je lim ¢(z) = ¢(a). Podle pfedpokladu ¢(a) =c, + 0

Z—®

a tedy i v jistém okoli bodu a ¢(z) + 0.

¥) Bod z = — 1 je regularnim bodem funkce (1 + z)™ jen tehdy, je-li m
celé kladnsé &islo nebo nula. V tom pfipads m4 (21) jen koneény poéet élend.
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Dikaz: Zvolme ¢ = |c2,,| 3V dﬁsledku spojitosti existuje pak takové

okolf bodua |z —a| < é, v nemz lp(z) —@a)] < & t.]. |o(z) —c,] <

]—"—'-, a tedy v okolf [z — a] < 6 bodu z = @ je funkece ¢(z) razna

od nuly.
Odtud a z (23) plyne dal3i véta:

Véta [7]. Necht je f(z) reguldrni v bodé’ a a nech? nent idedticky rovna
nule v Fddném okolz bodu a. Je-li bod a nulovym bodem funkce f(z),
vzdyclcy existuje takové okoh bodu a, v kterem je funkce f(z) riznd od
nuly.

Z véty 1] plyne

Dusledek. Je-li 1. funkce f(z) requldrni v bodé z = a a 2. existuje-li
posloupnost nulovych bods konvergujici k bodu a,.pak f(z) = O v jistém

okoli bodu a.
Dukaz: Ze spojitosti funkece f(z) v bod& a plyne f(a)"= lim f(a,) = 0,
t.j. bod a je nulovy bod funkce no®
f(z), a predpoklad, Ze f(z) + O
v jistém okoli bodu e, je ve sporu
s vétou [7].
Z v&ty [7] plyne jesté du.lemta,
véta: .

Véta [8]. Jsou-li },(2) a f,(2) dvé
funkce regulamz v oblastz D a jsou- -

li jejich hodnoty steyné _pro jistou
bodovou posloupnost konvergujici
k bodua, ktely je vmitinim bodem Obe. 9.
oblasti, je - '
i) = f(2)

viude uvnitf této oblasti. ‘

Dikaz. Utvoime funkei f(z) = f,(2) — f.(z). f(z) je regulirni v D
a body a, jsou jejimi nulovymi body. Odtud z disledku véty [7]
plyne, Ze f(z) = 0 v jistém okoli |z— a| < r, bodu a. Zbyvi jen do-
kézat, Ze f(z) = 0 v celé oblasti D. BudiZ z, libovolny bod oblasti D..
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Spojime bod z, s bodem a libovolnou. kfivkou L, ktera leZi celd v D
(obr. 99). Oznaéme b, libovolny bod kiivky L leZici v okoli |z — a| < r;
bodu a. ProtoZe je v tomto okoli f(z) = 0, jsou vSechny koeficienty
Taylorova rozvoje

fz) = (b)) + —~

roviy nule. Tato fada definuje funkei f(z) v jistém nejvétiim kruhu
{z2—by| < 7, ktery leii cely v D, a zfejmé viude v tomto kruhu
f(z) = 0. Bod b, volime co nejblize kruznici |z — a| = r,, takie kruh
|z—b,] < r, padne zcela urdité dasteéné mimo kruh |z —a| < r,.
Nyni zvolime na kiivee L bod b, v kruhu |z — b,| < 7, a cely postup
opakujeme. Snadno zjistime, Ze funkee f(z) = 0v celém kruhu|z — b,| <
< 14, ktery opét padne ¢dstedné mimo kruh |z —b,| < ;. Po koneg-
ném poétu krokii padne koneéns bod z,*) do kruhu [z —b,| < 7, a
bude tedy f(z,) = 0.

Poznimka. Z véty [8] plyne, Ze funkce reguldrni v jisté oblasti
je plné definovana svymi hodnotami v v bodech jisté bodové posloup-
nosti konvergujici k bodu a. Otidzka existence funkce, pfijimajici
apriori dané hodnoty v bodech takové posloupnosti, neni tim oviem
nikterak “vyfeSena zrovna tak jako methoda skuteéné konstrukce
takové funkce. Témito otdzkami se zabyvaji rdzné interpolaéni

theorie. N

fby) (bl) (2

-f(n)
120 (e

—b) 4 ... +

§ 63. Analytické pokracovani. Pojem analytické funkce. Nechf dvé
oblasti D, a D, maji spolednou &ast, kterou oznaéime oblast 4. Maji-li
oblasti D, a D, vice spole¢nych ¢asti (obr. 100b), budeme uvaZovat
jen jednu z nich. BudiZz déna v oblasti D, reguldrni funkce f,(z) a
v oblasti D, téz regularni funkece f,(z). .

Definice. Nabyvaji-li funkee f,(2) a f,(z) v oblasti 4 t&chze hodnot,
nazyvame funkei f,(z) analytickym pokratovinim funkce f,(z) v oblasti
D, pres oblast 4.

Pro dané. oblasti D,, D, a A4 je analytické pokracovani funkce
f1(z) v D, definovino jednoznaéné, coz plyne okamzité z véty o jed-

"*) Nebudere zde uvadst presny dikaz toho, Ze mi¥eme skuteén¥ doséhnout
bodu 2, koneénym poétem kroki.
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noznacnosti [8] predeSlého paragrafu. Maji-li oblasti D, a D, vice
spolednych &isti, mize byt analytické pokradovani funkee f,(z) pres
oblast A riizné od analytického pokradovéni té%e funkee Ppies oblast
A’ (v téze oblasti D,, viz obr. 100). Ujasnime si to na piiklads.

Budi? dan Fetézec oblasti D,, D,, ..., D, tak, Ze ka?dé dvé za sebou
nésledujici oblasti D, a D, ,, maji spoleénou ¢ast 4,. Vkazdéz oblasti
D, je ddna regularni funkece f;(2)

Definice. Nabyvaji-li funkce fi(z) a f.+:(2) pro kazdék =1, 2,
3, ...,n — 1 stejnych hodnot v obla,st1 Ak, na,zyva se fn( z) ana _ytwkym

pokracovamm funkce f1 2) v obla.stl D, ptes fetézec oblastl {D,,}

Obr. 100.

Pro pevnd D, D,, ..., D, a 4,, 4,, ..., 4, je analytické pokradovani
jednoznadné uréeno. Zménime-li jakymkoliv zpisebem élanky v fe-
tézu nebo spoleéné oblasti A, muze dojit i ke zméné a,na.lytlckeho
pokra.covam Muzie se stat, Ze prvni a posledni glen Yetdzce jsou
shodné (viz obr. 101); pak miZe byt analytické pokradovani f,(z)
v oblasti D, které dostaneme prob&hnutim celého fetézce kolem do-
kola, rizné od vychozi funkece f,(z). Objasnime si to na konkretnim
piipadé. Budiz dan krubh |z— 1| < } a oznadme tuto oblast D,.

V D, budiZ déna regulirn{ funkece f,(z) = f %z’ kde L je cesta spoju-
7
1
jici libovolny bod této oblasti s bodem 1. Pak
f1(z) = Inz = Inlz| +iargz,
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pfi ¢emZ argz znaéi hlavni hodnotu argumntu a nabyvdi v horni
poloroviné kladnych a v dolni poloroviné zipornych hodnot. Budiz
dale D, g D} oblasti zobrazené na obr. 102 a budiz D, jejich spoleéna
&ast. Analytickym pokratovénim funkde f,(z) = Inz v oblasti D, resp.
D7 budou

o= [ & s pre = [ %
i 2

L, ? -4
1

kde L, resp. Ly jsou cesty spojujici bod 1 s bodem z, ledicim v D, resp.
v D}. Tyto funkee jsou té% rovny Injz| 4iargz, ale argument pro

Obr. 102.

prvou z nich nabyva jen kladnych hodnot, pro druhou z nich jen
zépornych hodnot. V oblasti D, definuji tyto dvé funkce dvs rozlidna
pokradovéani analytické funkee f,(z) = Inz, nebot je na pf. f,(— 1) =
=i a fy(— 1) =—azi. Z naSeho prikladu vidime, Ze analytické
pokrafovani ‘muze byt zavislé na volbé fetézce oblasti.

N43 piklad ndm dovoluje vyjasnit jeité dalsi pomeéry, o nichZ se
jiz mluvilo. Necht je oblast D tvotena body oblasti D, a D}; pak m4
s oblasti D, spoleéné dvé navzijem nesouvislé dasti 4 a AF (obr. 102).
Analyticks pokradovani funkce f,(z) = Inz z oblasti D, do oblasti D
pres oblast A resp. oblast A¥ se navzéjem lifi. Pro prvé z nich nabyva
argz v Inj2| +iargz hodnot kladnych, pro druhé z nich hodnot zi-
pornych. Sestrojme je§té analytické pokratovani funkee f,(z) z ob-
lasti D; do oblasti D, pomoci Fetdzce D,D,D;D,. Ob& dvé funkce se
budou lisit o konstantni hodnotu 2xi. '
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Zavedeni pojmu analytického pokradovani ndm dovoluje zformulo-
vat obecny pojem analytické funkce, o kterém bylo jiZ mnohokrit
hovoteno (§§ 25, 30, atd.). BudiZ f,(z) v oblasti D, analytickym po-
kra¢ovanim funkce f,(z) z oblasti D,. Zahrneme-li body oblasti D, a D,
do jedné oblasti D, budeme se divat na funkece f,(z) a f,(z) ]a,ko na
]edlnou funkei v oblasti D, danou rovnicemi

oy 1@ Jeti ¢ Dy
—\/2 je-li zeD,.

“Maji-li oblasti D, a D, jen jednu spoleénou dast, pak funkee f(z)
podle toho, co bylo vyse Fedeno, je jednoznatni a regularni v D.
Maji-li oblasti D, a D, nékolik spoleénych ¢asti, miZe mit analytické
prodlouZeni funkce f,(z) pfes rizné tyto céisti v oblasti D, rtizné
hodnoty. Funkece f(z) se miZe stit mnohdznaénou. V obou’ pfipadech
ji viak budeme nazyvat analytickou. o '

V obecném piipadé analytického prodlouZeni funkee f,(z) z oblasti
D, ptes fetézec oblasti D,, D,, ..., D, do oblasti D, miZeme té% body
v3ech D, zahrnout do jedné oblasti D a povaZovat f,(2) za jedinou
funkei definovanou rovnicemi

@) =filz) pro zeD,, k= 1,_ 2,...,m

Definice. Funkce f(z), kterd je analytickym pokratovénim regu-
larni funkce do oblasti D, se nazyvé analytickow v oblasti D.

Jak jsme jiz fekli, mize byt tato funkce jednoznacni nebo téZ
mnohoznaénd. V prvém piipadé bude reguldrni.

Dile se umluvime uvaZovat i fetézec oblasti D,, D,,..., D, jen
o jednom &lanku D,. To ndm umozni nazyvat kazdou funkei reguldrni
v jisté oblasti analytickou v této oblasti.

" Definice. Budiz ddna v oblasti D jednoznatnd reguldrni funkce
f(z). Sestrojme viechna mozné analytickd pokracovani této funkce
ve vSech moZnych fetézcich v roviné z. Shrneme véechna, takto
ziskana. prodlouzéni v ]e&mou, obecné nekonecne mnohoznaénou

funkcl F(z), budeme ji nazyvat #“plnou analytwkou funket.

Regularni funkce sestrojené jako analytické pokradovéni v riznjch
&astech roviny budeme nazyvat jejimi regularnimi vétvemi.
}
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Viechny funkce o kterych jsme hovofili v kapitole III, byly ana-
Iytické.

Principialné velmi prosty zpisob konstrukce analytické funkce po-
chizi od Weierstrasse. Jako zdklad konstrukce vezmeme potencm

fadu Z ¢.(z — a)* = f(z) s nenulovym polomérem konvergence — t. zv.
n=0

requldrni element analytické funkce.
ProtozZe f(z) je regularni v§ude v kruhu
|z—a|] <7, lze ji v okoli bodu a,,
ktery nalezi do tohoto kruhu, rozvi-
nout v Ta,ylorovu fadu

f1(z).= Z f( d a1 —a)".

Takto konstruovand fada je jisté

. konvergentni v kruhu se stfedem v bodé

Obr. 103. a,, pokud cely tento kruh leii jeité

v kruhu |z —a| < r. MiZe se v3ak stat,

Ze tato fada konverguje i ve vet&um kruhu, a pak definuje analytické

pokragovéani funkee f(z), nebot ve spolecne ¢asti obou kruht (édrkovano

na obr. 103) fl(z) = f(z). Pro body kruhu |z —a|. < 7, leZici v kru-

hu |z —a| < r to plyne okamiZité z konstrukce funkce f,(z) a pro
ostatni z jednoznaénosti rozvoje.

Tuto konstrukei miZeme libovolné opakovat, vybirajice za stiedy
konvergenénich kruznic Taylorovych fad vidy regulirni body pfed-
chazejici funkce (elementu). V zdvéru obdriime dplnou analytickou
funkci obecnd mnohoznadnou. Jednotlivé elementy (t. j. soudty
jednotlivych potenénich fad) budou tvofit jeji reguldrni vétve.

Potenéni fady*) pfedstavujici elementy @plné analytické funkce
konverguji, pokud jejich konvergenéni kruZnice neobsahuji néktery
ze singuldrnich bodt funkce (§ 61). Singuldrni body budou tedy tvofit
hranici oblasti, na kterou je mozno prodlouZit tu kterod funkei (exis-
tencm oblast fumnkce). Ta.to hranice miZe byt tvofena uzavienymi
kr1vka.m1 (t ZV. p'rzrozem hmmce), oblouky knvek nebo téZz jednotli-

vymi bo body

%) Dalsi vyklad md ]en mformatwni popisny charalkter; presnj dukaz
zévéru § .63 je mimo rdmec nasf knihy.
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Pro jednodussi-funkce je jejich existenéni hranice tvofena jednotli-
vymi isolovanymi singuldrnimi body. Singularni body maji jedno-

je v dostatetné malém okoli jednozna¢énd ¢i mnohoznaénd. Tak na
PE. singulérni bod jednoznadény je singularni bod z = 0 funkce w =%
(v bodé z = 0 ma funkce %nespo’jitost). Podrobné se budeme témito

body zabyvat v § 65 a dalsich.
Mnohoznaénym singuldrnim bodem - &astji takové singu]z'u‘hi

”
body nazyvime body rozvétveni — je bod z = 0 funkce |z (derivace

c—ié neexistuje v tomto bodé). Dali piklad poskytuje funkee Lz

v bodé z = 0 (funkce je tam nespojitd). Obecnou diskusi téchto bodu
se nebudeme v nasich tvahich zabyvat. :

Z jednotlivych konvergendnich kruhii elementd analytické funkce
miZeme sestrojit Riemannovu plochu, na niz bude naSe funkce jedno-
znaénd. KdyZz pf pokrafovini elementu néjaké analytické funkce
pomoci jistého Yetdzce konvergenénich kruhti padne novy konver-
genéni kruh na jeden z pfedchazejicich, musime si ho myslet umistény
na drubhém listé Riemannovy plochy, lezicim nad ¢éi pod listem, na
néms lezi predchazejici kruhy fetézce. Obecnou konstrukei listd
Riemannovy plochy analytické funkce se zde nebudeme zabyvat, jen
Stenafi pfipomeneme, aby si zopakoval strukturu Riemannovy plochy

funkei |/z & Lnz, jak byla vyloZena v kap. III.

§ 64. Laurentovy Fady. BudiZ f(z) reguldrni v jistém mezikruzi
K :r < |z—a| < R. Sestrojime jeité mezikruii K': v < |z —a| <
<R a K":7r" <|z—a|] < R" tak, Ze mezikrui{ K’ leZi uvnitt K
a K" uvnitf K’ (obr. 104). Funkee f(z) je reguldrni v uzavieném mezi-
kruzj K’ a mozno ji tedy vyjadfit Cauchyho integralem:

_ Y4 fg)de 1 f(¢) d¢
ﬂz)_2nic T —z _Iﬁc I—z°

(24)
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kde Cp, a C,~ jsou kruZnice tvofici hranici mezikruZi se sttedem v bodé a
(viz § 51). Pfedpoklidejme, Ze bod z leZi v mezikruZi K”. Pak v prvém

4 ihtegré,lﬁ (24) je Z_%Z < % = ¢, < 1 a zlomek v integrandu je
moZno rozloZit v geometrickou fadu '
.11 1 1 z—a. (z—a)?
t—z C',—a'l_z—'a_t—a+ C—af T E=apt
(z—a) /
T =g T

ktera konverguje stejnomérné pro
viechna { na kruZnici C,.. Dosa-
dime do prvého z integrali (24)
a. integrujeme d&len po élenu. Do-
staneme
1 ¢) d¢

?1(2) = om fé(. —

=\ Cr! )
= 6o+ ez —a) + oz —a) +
. + ... F ez —a)* 4 ..., (25)
Obr. 104. ' kde T

_ 1 ffeyas
LI 27-tic ' ¢ __a)n+1’

n=0,12 ... (26)
h Poznamenejme viak, e zde neni moZno v (26) vyjadiit koeficierity
f™(a)

nl
V druhém z integrila (24) je

nebot f(z) neni v bodé z = a regulé,rni;
{—a '

’
— < = =gy <1, a tedy
1 1 1 1 t—a

r

¢, ve tvaru

t—z z—a . t—a  z—a (z—a)

z2—a

\ C—ap _  _ (f—ap

(z—a)®* 7 (z —a)
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geometrickd Fada, kterou jsme obdrZeli, konverguje stejnomérné pro
‘viechna { na kruZnici C,.. Dosadime do druhého z integrild (24),
integrujeme ¢len po élenu a dostaneme

1 [f0d _ g
fz(Z) 2311 C —2z o ¢
N .o (@
- C_q C-y C_p
Tia T e T T e T
kde — S e
Com = ff/(c ) (¢ —ay-1dl, n=1,2,3, (28)
i g' PR e

Zaménime nyni je$té index — » ve vZorcich (27) a (28) indexem =,
probihajicim hodnoty — 1, —2, — 3, ...; a midme koneény vysledek

@

f(z) = f1(2) + fol2) = Z (2 —a) + Z (7——a)-_=
$n=0 =t (29)

; Z Calz —a)™.

Dile je moZno podle (13) § 47 zaménit v (26) a (28) integradni cestu
libovolnou kruZnici, leZici v mezikruzi K’. Pak — po z4méné indexu
— n na n v (28) — je moZno psat (26) a (28) jako jediny vzorec

1 (&) dg _
cﬂ_%%(}pw, n—O,:tl,:l:2,... (30)

ProtoZe je moZno volit polomery r" a R” libovolné blizko polomerum
r a R a podle (30) koeficienty c, nezdvisi na volbs téchto polomeru
plyne z toho hned, Ze rozvoj (29)'plati v celem mezikruzi K.

Definice. Rada (29), jejiz koeflclenty ]sou dany vztahem (30), se
nazyva Laurentovou fadouw funkce f(z) v mezikruzi K. Rady (25)
resp. (27) se nazyvaji normdini resp. hlavni dasti Laurentovy Fady.

Normilni ¢ast Laurentovy fady

@

. fi(z) = D colz —a) (25)

n=0
je obycejnd potenéni Fada. Z konvergence této fady v mezikruzi K
plyne jeji konvergence v celém kruhu |z —a| < B a podle § 61 mii-
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zeme konvergenéni kruZnici rozsifit aZ k nejbliz§imu singulérnimu bodu
funkce. ,
Hlavni ¢ést Laurentovy fady

@ /

hie) = 3 —==2o (27)

no1 (2 —a)®
je pofenéni fada pro proménou Z = ﬁ Podle predpokladu kon-
verguje v.mezi.k_mii% < |Z| < % a podle Abelovy véty konverguje

tedy v kruhu |Z| < -:7, t. j. konverguje pro viechna z vng kruhu

|z — a] < r. Polomér konvergence miizeme zmengovat, pokud nepad:-
ne na hranici konvergencmho kruhu néktery ze singuldrnich bodi
funkee.

Mezikruzi K, ve kterém'konverguje Laurentova fada, je tedy maxi-
malmm mez1kruz1m v kterem je funkece regu.larm ana ka¥dé z obou
jeho hranic leZi aspoii ]eden singularni bod funkce. Pfi tom se miiZe

mezikruzi K rozi¥it a7 na kruh s vyjmutym stfedem, 0 < |z — a| < R,

vIv

po piipadé se miize vné rozsifit aZ na cely vnéjsek kruhu s vyjmutym
bodem z =00 : r < [z —a| <.

Z Abelovy véty jesté plyne, Ze uvnitt kazdého uzavieného mezi-
kruZ{ patiiciho do mezikruzi K konverguje Laurentova fada stejno-
mérng.

Vysledky obsahuje véta:r<

Véta [9]. Kazdou funkei reguldrni v mezikrusi K: r < |2 —a| < R
mdifeme rozvinout v Laurentovy fadu

@

)= 2 eafz—a)y, (29)

- gy ———— e —

kde se koefwzenty Cn vyyadn pomocz (30) mezzkruzz K 9e pfitom mazxi-

rady Iconverguye vé’ude v [z—a] < R a hlmmz dst viude oné kruhu
1z — a] < r. Laurentova fada kom;erguye stejnomérné v kazdém uzavie-
'ném mezzkruzz r <J_— al < < R, jeZ pat#i do K.
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Poznadmka. Z (30) plyne podle véty o odhadu mtegra,lu § 46 pro
koeficienty

1 f(£) d¢
ﬁj(é‘_{z)n+l <

= 27zg"+1 = E
e

Y4

.2 .
M.2m M o511 4.,

Icnl =

kde M je maximum |f(z)| na kruznici C, a ¢ jeji polomér. Neroviosti
|c,,|<f[n—-0:|:1:i:2 (31)

se nazyvaji Cauchyho odhady pro. IcoefzczentgL Laurentovy fady.

Necht je nyni ddna libovolna fada v kladnych a zapornych moeni-
nach (z — a):

@

> ez —a).
k=—m

Podle toho, co bylo d¥ive fééeno, se snadno preswéddéime, Ze ta Cast
fady, ktera obsahuje jen positivni mocniny (z — a), konverguje
v jistém kruhu |z —a| < R a &ist obsahujici jen negativni mocniny
(z — a) konverguje vné jistého kruhu |z — a| > r. Bude-li r < R, pak
naSe fada konverguje stejnomérné v kazdé uzaviené oblasti patiici
do mezikruzi K: 7 < |z—a] < R. Qznadme f(z) jeji soulet, ktery:
podle pravé feteného existuje viude v mezikruzi K a je tam i vSude
regularni (vétaWeierstrassova § 59). Budiz C, kruZnice [z —a| = ¢
lezici v K; v disledku stéjnomérné konvergence fady
na kruZnici C, miZeme integrovat &len po &lenu podél této kruznice.
Podle (31) § 50 bude z integralt na pravé strané rizny od nuly jen

integral pro b —n—1=—1, t. j. k = =n.
Jako vysledek jsme dostali >
" far
. (—C —a,)"“",l = 27'516,,
c?

a tim je dokdzina tato véta:
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‘Véta [10]. Libovolnd fada typu
!
\ : Z Ck(Z. - a’)k:

konvergentni v jistém mezzkruzz r < lz — a,] < R, je v tomto mezzkmzz
Laurentovou mdou funkce definovand jejim soudtem.

Z véty [10] ihned Plyne, Ze jakymkoliv zpisobem ziskany rozvoj
funkece f(z) podle positivnich a negativnich mocnin (z — a) je jejim
Laurentovym rozvojem. o

Piiklad. Funkce °

1
16 = —he—3

je reguldrni v ,,mezikruzich* (I): |z] < 1,
(I1): 1 < |z] < 2, (III): 2 < |z|. NeZ bu-
»deme hledat jeji Laurenttw rozvoj, napi-
geme si ji ve tvaru

1. 1
z2—2 z—1

fz) =

V mezikruzi (I) pro |2| < 1 konverguji
geometrické Fady.

1 1 1 1 z 2%
R P vl §(1+T+T+”')
) . (32)
Py e e S D AN
a fada Laurentova pro funkei f(z) je obyCejnd potendéni fada
1 2 ; ™
foy = —g\1+5+ 7+ "')+(1+z+z2+~..)=
\ -
1 3 1. 3
=—2——|—-4—z.+-§'22+... !

Tento rozvoj je zfejmé spravny, ‘nebot bod z = 0 nent singularnim
bodem.funkce f(z)
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V mezikruzi (II) prvni z fad (32) plati dile, ale druhy z rozvoja je
tfeba nahradit rozvojem

1
z—1

1

1 1 1
=;b+;+§+rl

1
zl_l
z

konvergujicim pro viechna |2] > 1. Odtud je ihned vidét, ze v mezi-
kruzi (II) m4 f(z) rozvoj '

f(z)———(1+ +——+ ) (+ 4= +)

V mezikruzi (III) je tieba nahradit prvou z fad (32) fadou

-1 1

z2—2

1 2 4

w |~

1 —

w | b

konvergentni pro véechna |2] > 2, zatim co'rozvoj pro ~ Z mezi-

—1
kruzi (II) plati i v mezikruzi (III), funkce f(z) ma v mezikruzf III
TOZVOj

1 1 1
f(z)-( + + +. )—(_z_+z_2+§?+'") + + .
/ .

-Objasnime si je3té souvislost mezi Fourierovymi fadami znadmymi
z analysy funkei reilné proménné a fadami Laurentovymi.*) Necht je
funkce f(z) reguldrni v sebemen3im mezikruii 1 —e < |z2] < 1 +e,
vidy tam miZe byt rozvinuta v Laurentovu fadu

!

&y =3 e,

fl==——a

kde |

1
=g § =g [0 oo
tei=1 2

" *) Viz K. Petr: Podet mtegré,lni str. 367 a nésl.,, II vyd., JOMF; Praha,
1931. [Pozn. prelcl IR
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Pro body z = e na jednotkové kruZnici obdrZime

L RO =fey = 3 e T
kde
¢, = ;n F(0) e—1® do. (35)

0

Rada, (34) s koeficienty (35)'ﬁi'edsﬁavuje Fourierovu fadu v komplezxnim
tvaru pro funkeci F(t). To plyne ihned z rovnice

F(t) = 6o + 2. (ca8™ + 0-07™) = §aq -+ 2, (ancosnt + bysinnt), (36)

kde jsme pfi odvozeni posledniho vztahu poloZili ¢, = }a, pouZili
Eulerovy formule a dosadili ¢, +¢_n = @,, ilc,—c_,) = b Pro
koeﬁmenty a, a b, plati podle (35)

an

Gy = 2¢y = -}’fF(@) de, a,=c,+ c-,-:-fF(@) cosn® dOy

0
2n

b, = Somn O _ % f F(O) sinn® d6;
0

@y, Ay, b, jsou tedy koeficienty Fourierovy fady pro funkei F(t). Tim
je tvrzeni dokdzano. Na jednotkové kruZnici je Laurentova fada shodnd
8 Fourierovou fadou funkce F(t) = f (e, kde pro okam#ik povaujeme
Laurem}p_zm _mdu 2a funkei rediného argumentu ¢ (parametru na kruz-
nict). | . N

V analyse re4lné proménné se dokazuje, Ze ve Fourierovu fadu lze
rozvinout kazdou funkci reilné proménné v mtervalu 05t < 2x,
pokud vyhovu]e jistym dosti obecnym predpokladum (t. zv. podm.mky
Dirichletovy). Odtud plyne ze se libovolna komplexni funkce F(f) =
= u(t) +iv(t) dé té% rozvést ve Fourierovu fadu, pokud funkce u a v
vyhovup uvedenym podminkém. Provedeme-li postup opaénym

smérem, dostaneme Kourierovu fadu v komplexnim tvaru (34).
Komplea:m tvar Fougierovy mzy plati tedy vidy, kdyz plati pmslu§ny
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tvar redlny. Obecné nemusi existovat reguldrni funkce f(z) na kruZnici

|z] =1 tak, Ze f(e") = F(t). V tom p¥ipad® ¥ada - Z cn2", kde
-2 fe—

F(O) e—in® do,

On = 27:

o

diverguje pro viechna [z| + 1.

§ 65. Isolované singuldrni body. Definice. Budiz f(z) reguldrni
v ,mezikruzi“ 0 < |z —a| < R. V bodé z = a neni ]‘( z) regularni.
Bod a pak nazyvime zsolova,nym smgularmm bodem funkee f(z).

Z Gvah pedeslého paragrafu plyne, Ze v ,,mezﬂn'qz'“ 0<|z—a| <
< R, plimykajicim se k isolovanému bodu, muze byt funkce f(z)
rozvmuta, v Laurentovu fadu (29) Ptitom je mozno rozsifit polomér
R aZz do ne]bhiéiho smgularmho bodu. Normélni &ist Laurentovy
tady konverguje viude ¥ |z—a| <R a hlavm  %4st véude kroms
bodu z = a.

~Ze vzorce (30) pro koeficienty Laurentovy fady pro n=—1

dostaneme *

61 = 5 ﬁf ©dL, 37

kde C, je kruZnice |z —a,| =pap hbovolné ¢islo 0 << o < R.

Porovnénim s definici residua v § 48 dostaneme ihned dulezitou
vétu: .

Véta [11]. Residuum funkce f(z) v isolovaném smgulamzm bodé a
je rovno koeficientu pri (z—a)-Y v Laurentovd rozvoji funkce /(z)
v okols bodu a. W j

Pouziti této véty bude vénovana celd dalsi kapitola.

Rozlifujeme tii druhy isolovanych singulirnich bodi podle chovani
funkee v jejich okoli. '

Definice. Isolovany singulérni bod se nazyvé

a) odstranitelngm singuldrnim bodem, jestlize existuje konedni
limita

lHm f( z) = A %= 0,

z—»a
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b) pélem (hepodstatnd singulérnim bodem), je-li
lim f(z) = o0

20

c) podstatné singuldrnim bodem jestlize lim f(z) neexistuje.
’

Z—a

Déle si probereme podrobné vsech.}xy t¥i piipady.

'§ 66. Odstranitelné singularni body. Z definice plyne (jelikoZ limita
je koneéna) Ze funkee f(z) je v okoli bodu z = a ohrani¢end. Budiz
|f(z)] £ M; pak v Cauchyho nerovnosti pro koeficienty Laurentovy
fady

M
‘cnl < ? = -MQ—" (31)

muZeme zvolit &islo p tak malé, Ze pro viechny koeficienty se zApornym
indexem platic, = 0 (nebof pron <0 g-"— 0pro g—0). V Laurentové
rozvoji zbudou tedy jen ¢leny s positivnimi mocninami z -— a-a rozvoj
v okoli bodu z = a bude obsahovat jen normalni-éast:

f2) = ¢y +z—a) +cyz—a) +... +c.(z—a)* +...- (38)

Naopak ma-li funkce f(z) v okoli isolovaného singulirniho bodu
Laurenttiv rozvoj typu (38), existuje lim f(z) = ¢, + c0 a singuldrni

z—a

bod je odstramte]ny Tim jsme dokazah

Véta [12]. N utna a postatujict podmmka, pro to, dby bod z = a byl
odstranitelngm smgulamzm bodem funkce f(z) je, aby Laurentiv rozvoj
funkce f(z) obsahoval jen mormdlni édst:

fz) = oo + sz —a) + ez —aP +... +ealz—a) +

Poznidmka 1. -JestliZe rozvoj (38)/plati i v bodd z=a, t. j.
f(a) = ¢,, je f(z) regularni v kruhu |2 — a| < R a fada je shodna s po-
tendni fadou. Jestlize je bod z = a podle pfedpokladu singulirnim
bodem funkce f(z), kterd v ném neni reguldrni, pak v ném bud neni
f(z) definovana, nebo f(a) + ¢,. Tuto singularitu muZeme odstranit,
polotime-li definitoricky f(a) = ¢,. Odtud byl také odvozen néizev
odstranitelny singularni bod. )

Poznamka 2. Je-li bod z = a odstranitelnym smgularmm bodem
funkee f(z), je funkce f(z) v jeho okoli ohranitena. Toto tvrzeni plati
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i naopak: Je-li funkce f(z) ohranilend v okoli nékterého svého isolovaného

singuldrniho bodu, je tento bod odstranitelngm singuldrnim bodem.

Priklad. Funkce
sinz

fz) =

neni definovana pro z = 0. Proz + 0jilze rogvést v fadu

3 b

\ 2 2
) z2—— 4+ = —

sinz 3! + 5!

— .
= R TR

z z

Bod 2z = Olje zfejmé odstranitelnym singulirnfm bodem funkce

fz) = % Z rozvoje plyne

. sing : o
lim = 1. v N7

\ z—0 %

J
Doplnime-li definici nasi funkece pro bod z = 0 ta,kto f(0) = 1, bude
nade funkce regularni i v bodé z = 0.

Viimnéme si je$td toho, Ze podle v8ty 11 § 65 je residuum na$t funkce
v bodé 2 = 0 rovno nuyle. -

§ 67. Pély. Z definice plyne, %e lze vidy najit takové okoli 0 <
< |z—a| < R bodu z = a, v kterém je funkce f(z) rizni od nuly
(nebot podle § 12 je vidy |f(z)] > M at si zvolime jakkoliv velké
M> 0,

V takto konstruovaném okoli je’ funkece g(z) = ﬁlz_)’ jejiZz jmeno-
vatel je podle uvedeného pfedpokladu od nuly rizny, regulirni. Je
zfejmé lim g(z) = 0 a tedy g(z) ma v bodé z = a odstranitelnou singu-

laritu. PoloZime g(a) = 0 a funkee g(z) bude regulérni v kruhu |z —a <
<Rabodz=a bude jejim nulovym bodem, Naopak bude-li bod
z=a nulovym bodem funkee g(z) == 0, kterd je regularni v tomto
bodé, pak (podle existenéni véty § 62) v jistém okoli 0 < |z—a| < R

bodu a bude funkce g(z) ruzna od nuly. V tomto okoli bude funkce

() =Rz—)

jsme dokazali vétu:

, pro kterou bude bod z = a ziejmé pélem, regulédrni. Tim

Komplexni proménnd—15 295



' Véta [13]. Nutnd a postalujici podminka pro to, aby funkce [(z)
requldrni v fistém okoli bodu a: 0 < |z—a| <'R méla v tomto bod¥
svitj pdl, je, aby funkce
‘ 1
g(z) = ol

méla v bod¢ z = a svu7 nulovy bod. Pfitom prfedpokldddme, Ze g(a)

= lim 9(z) =0, a pro dukaz opatnym smérem g(z) == 0 a g(z) je regu-
z—Q

ldrng v. jistém okoli bodu z = a. (
Definice. Réd nuloyého bodu z = a funkee g(z) = 1) se nazyva
rddem pélu 2z = a funkce t(z!
BudiZ z = a pélem radu m funkce f(z). Podle véty [13] a vysledku § 62
g(z) = m =Cp(z —a)™ -~}— Cnii(z —a)™tl 4 . = (2 —a)™ ¢(2),

kde funkce @(2), p(@) = c, + 0, je regularni v okoli bodu z = a.
Odtud pro jisté okoli bodu z = a plati

_ 1 1 1 . e
f(Z) - (Z __a)m Q(Z) - (Z _a)m {bo + bl(z a’) + bz(z a) + "'})
nebof funkece q)le) je regulirni v bod® z = a, a miZeme ji tedy
rozvést v Taylorovu i'a,du (bg = 1 _1 # 0). Zménime-li ozna-
#@) v Cm

denf koeficientd a zavedeme-li vhodné pojmenovéini, d& se posledhi
rovnost prépsat ve tvaru

fle) = =2 + LTS

—a)™ " (z—a)""

kde ¢_pn = b, + 0. Hlavni 9_@51} _Ii@_urentova rozvoje v okoli pélu mé
tedy jen konedny pofet &lend. Naopak, mé-li hlavni éast Laurentova
rozvoje v okoli jistého isolovaného singularniho bodu jen koneény
p'd(*:'e't-élenﬁ, je tento bod jejim pdlem. Dikaz: Nechf md fada tvar
(39); znasobime celou rovnici (z — a)™ a dostaneme

P2) = 1(2) (r— )™ = c_m +C_msrle—0) +C misle—a) +...
Funkce ¢(z) je regularni, nebot podle definice ¢(2) = c_, v bod¥

Az —a)r, (39)
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z = a. BudiZ m index posledniho ¢lenu v hlavni &isti Laurentova
rozvoje (39); pak jec_, + 0 a

lim f(z) = lim Z(z;)m = w,

L gm L
fe) plz)
=(z—)a™b_n. + b_m+1(z —a)+ ...}, kde b_,, = El_ #* 0, fad pélu

je pravé m. Tim jsme dokazali vétu [14].

t. j. z = a je ‘pélem funkce f(z), Protoze

Véta [14] Podminka nutnd a postalujici pro to, aby bod z = a byl
pélem funkce 1(z) de, aby hlavni Cdst Laurentova roz'voye funkce f(2)
v okoli bodu z = a obsahovala 7e'n, konecni’

- Index posledniho lenu hlavni édsti (podle predpokla,du ruzny od nuly)
uddvd Fid pélu z = a. i

Vety [1 3] a [14] slouzi ]ako knterla k identifikaci péla. )

_ (— ) (z — 2)
=@ F Doy
mé tii poly: z,,, = :‘l: i prvého fddu a z; = — 3 druhého Fddu (tyto

/())

Objasnéme si zde je$té hydromechanicky viyznam pélu. Komplexni
potencial pole s virem intensity I" a ziidlem vydatnosti ¢, kde oba
jsou v bodé z = a (viFfivé zfidlo), se rovna

D(z) = Q —2;il’ ILn(z —a)

body jsou nulovyml body téchZe ¥ada pro funkei

(viz pF. 2 a 3 § 39 a t&3 p¥. 4 Glohy ke kap. IV)! ViFivé z#dlo ,,inten-
sity* @ — iI' =g ma tedy komplexni potencidl P(z) ='% In(z — a),
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ktery mé v bodé z = @ bod rozvétveni. M&me nyni pole se dvéma

vifivymi zfidly intensit ¢’ %2 aqg =— %2 v bodech z, = a —h
a 2, = a. Pole, které obdrZime jako limitni pifpad tohoto pole, p¥i-
blizuji-li se obé ziidla navzijem, nazyviame polem d@pélu MOMENLU Py.

Jeho komplexni potenciil je

B,(z) = lim{ P2 1n(z—a+ ) — nh Ln(z — a)}

h—0 27h
_Pepn Ln(z—a+h)—Ln(z—a)_£§ 1
27:;._,0 h . 2nz—a’

kde jsme pfi odvozeni limity pouZili definice derivace. Komplexni
potencidl ma ziejmé v bodé z = a pbél prvého Fidu. Tento limitni
postup mfizeme opakovat pro pole dvou dipéli s nekoneénymi mo-

menty p, = %a Pa = —% v bodech 2z, =a —% a 2z, =a, t. zv.
pole dipblu. Jeho komplexni potencidl bude
1 Ds 1 .
®4(2) _1,.13% {27: z—a-+h 27k z‘—a} -
p4h 1 P 1 .=_&;
27t;._,oh z+h—a z2—a 27 (z —a)?

a budeme mit v bodé z = a pbl druhého fddu. Indukei snadno odvo-
dime, %e obecné multipél nisobnosti 2m jako limitni p¥ipad splynuti
dvou multipolt nésobnosti 2(m — 1) s nekoneénymi momenty bude
mit komplexni potencial

o me1 pzm(m _— 1)! 1
¢21’1(z) - ( 1) 27Z . (Z _Ta/)m )
ktery bude mit v bods z = d pél Fddu m.

Naopak kaZdy pdl fddu m funkce f(2) v bod€ z = a maZeme povaZovat
za_souhrn multipélé, v bodé z = a, jejichZ na,sobnost neprevy$uje 2m
a 7e;nchz momenty jsou rovny koeﬂczentum v hlawni &dsti Laurentova

rozvoje funkce f(2) v okolt bodu z = a.

V zivéru odvodime vzorce _p_rg @oéét residui v pélech funkce
{(2). Z rozvoje (39) plyne
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(z—a)"f(z) =c_pm +C_mii(z—a) +... +c_4(z—a)" ' +
+co(z —a)™ + ...
Abychom uréili koeficient c_, budeme (m — 1)-krat derivovat; do-
staneme
dm-1
g [(z—a)™fz)} =(m — ) c—y + m(m —1)...2¢(z —a) + ...

a budeme limitovat pro z— a (piHmé dosazeni neni moZné v levé
éasti, nebof f(a) = o). Hledany vzorec md tvar

ﬂc_i -~ i o ! 1;51 ;i 1'11 [z — @)™ f(a)] (40
(41)

BudiZ f(z) definovina v okoli bodu z = a jako podil dvou tegulirnich
funkei '

_ote)
SO =y

pFi Sem3 p(a) + 0, p(a) = 0, '(a) + 0. Z prededlého je vidst, e funkee
f(z) ma v bodé z = a pébl prvého Fidu. V tomto pnpade viak miZeme
napsat vzorec (41) ve tvaru

o(2) . 1 -\p(a)

“'1=13-’fl(z_“’ o) 7 Se = T V@

e e 2 — @ -

| (42)

(kde jsme pouii]i véty o limitich a toho, Ze y'(a) 3+ 0). Vzorec (42)
]e velmi vyhodny pro stanoveni residui v pélech prvého ra,du

5 nkla,d \Funkce

1) =

smz2

mé p6l druhého ¥adu v bodé z ="0 a pély prvého fadu v bodech
2z, = + VE, F'=+1, 4 2,... (nebot g(z) = sinz® a tedy g(z) = 0,
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g9'(z) = 22, cosz; + 0 pro k + 0 a ¢'(0) =0, g"(0) + 0). Residua
v bodech 2, k + 0 najdeme snadno podle (42),

1- 1 (— 1)

c(k) = = =
g (zx) 2z, cosz? 2z,

b

a residuum v bodé z = 0 podle (40):

d 2 2z sinz2? — 223 cosz?

o _ _ ; —

-1 lgl.,o dz {smz2} 933 sin2z?
\ »
22(22——-{- )—27}’(1———}—...)
! 27
= lim 2! = 11m’3 + - =0.
£2—0 (22 _~ + ) * z—0 Z +

Posledni vysledek plyne téz z toho, Ze f(z) pro 0 < |z| < VE je regu-
larni funkei argumentu 22 a proto jeji Laurentiv rozvoj mé jen sudé

mocniny. .

§ 68. Podstatné singuldrni body. Blizime-li se k podstatné singular-
nimu bodu funkce, neexistuje ani konedénd, ani nekoneénd limita
lim f(z). Z toho plyne, Ze existuji aspoii dvé bodové posloupnosti

Z—)G

majici za limitu bod z = a takové, Ze posloupnosti ptstusnych funk-
¢nich hodnot f(z;) resp. f(z,) maji rézné limity. Plati vdta Weier-
strassova:

Véta [14]. Je-li bod z = a podstainé singuldrnim bodem_ funkee f(z),
lze ke kazdému libovolnému komplexnimu &islu A najit takovou bodovou
posloupnost {z,} konvergujici k bodu z = a, Ze plati

Vétu dokéZeme nejprve pro A = co. Funkee f(z) nemiZe byt ohra-
nidena v Zddném okoli bodu a, nebot pak by byl bod a podle poznimky
2§ 66 odstramtelnym singuldrnim bodem. To znamend, %e se pro

libovolné = na]de yZdy v okoli 0 < |z — g < bod 24, pro ktery
|f(z4)] > n. Pak zfejmé limz, =a a lim f(z,) = o© a véta pro 4 = o

je dokazana.
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Budiz nynf 4 + . Pak bud v ka#dém okolf 0 < |z — a] < % loif

bod z,, pro ngjz f(z,) = 4, nebo existuje okoli 0 < |z —a| < -l—t,-,

v kterém f(z) + A.V prvém piipadé véta zi"ejmé plati, nebot posloup-
nost bodt z, je pravé hledani posloupnost. V druhém p¥padé je

funk
unkce 1

W)= —4
v okoli 0 < |z —a| < %regulé,rni. Bod z = a je isolovanym sfngu-
larnfm bodem této funkce. Muize byt jen podstatné singulirni, nebof
v opaéném pifpadé by existovala koneénd nebo nekoneénd limita
v bodé z = a funkce ¢(z), a tim.i koneéni nebo nekoneénd limita
funkce f(z): lim f(z) = lim (A + ?(lz—)
dasti pak existuje posloupnost bodu z, konvergujicf k bodu z = a tak,
ze lim g(z,) = co. Pro tuto bodovou posloupnost je zfejmé lim f(z,) =
n—a

= A + lim o é. y =.4 a véta je ﬁplné dokézéna.

). Podle pravé dokézané prvni

Poznamka. Podobné vlastnosti m4 redlns funkce y = sin é vokolf

bodu # = 0. Tak na p¥. pro bodovou posloupnost z, = 1 — 0 ma

4mh
limsin ! _ limsinaz = 0 a pro posloupnost z, = 2 =5 0
PR, zn_n—nz: - P P P "_(477/—'—1)75 4

T | N " c oy
jelimsin— = limsin(4n + 1) 3z = 1. Zménou posloupnosti mizeme
a—+wo Zy n—>w :

zménit 1 hodnotu limity, pro posloupnosti z, - 0 miZeme pi"edepsat
limit¢ A4 viechny mo#né hodnoty intervalu —1 < 4 < 1. Podle
Weierstrassovy véty muZe funkce komplexni proménné f(z) = sin%
pro z, — 0 nabyvat viech moZnych limitnich hodnot.

Funkee, jejichz hlavni &4st Laurentova rozvoje v bodé z = a ma
jen koneény poéet ¢lenii, maji podle vét [14] a [12] v tomto bodé ne-
podstatnou singularitu; plati proto zfejmé véta [16].

231



Véta [16]. Nuind a postalujici podminka, aby funkce f(z) méla

v bodé z2=a podstatnou singularitu, je,, aby hlavni Cdst jejiho
Laurentova rozvoje v okoli bodu z = a, méla nekonelny pocei Clents
s c_,, v .
e T Z calz — @)™, (43)
Poznamenejme jeSté, Ze pro urceni resudua. fun.kce v podstatné
singuldrnim bod& byvéa obytejné nutné stanovit pfimo koeficient c-,
v rozvoji (43). '

—PHETEE T \Funkee

L
f(2) = e*
md v bodé z-= 0 podstatnou singula,ritu nebot uz pro realnd z ==z
1 1 .
neexistuje limita lim e* (hmez = o0, lime* = 0) Laurentav rozvoj

z—0 204 £8—0—

v okoli bodu z = 0 m4 tvar

1

1 1
S Ry ~+

2! 22 + 3! 23

+ ...

'7 i
(stad®i v rozvoji (17) § 51 dosadlt — misto z). Odtud

/

g - resf(0) = 1.

"I Pfklad 2| Funkee
T af 1
f(z) = ef('_?)
kde z=a je komplexni konsta,nta, ma v bodé z = 0 téZ podstat-

nou singularitu. Mame
!

5 21 a 1{a\®, la,aa 1{a\*, -
](z)—e .e % 1+§Z—|—2—'§Z2+§‘§'Z+Z'§-Z‘+. X

al 1 (a\*1 1{a\®1 1 fa\*1 .
-X{l—?;+27(§);—§z(§)z—a+a(§)?—---’
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S . . o 1
z &ehoZ uréime koeficient pfi >
/

a 1 {a\® 1 [a\® 1 [(aY
feSf(°)=—§+a('z‘) —21—37(5) +m(§) =

. @ (_ l)" (a)Zn+1*
s AWmroie 7

§ 69. Rozvoj funkce v okoli nekonecn& vzdileného bodu. Budiz
funkce f(z) reguldrni v jistém okoli nekoneéné vzdileného bodu.
Zékladni definice § 65 ztstdvaji beze zmény, nebof pojem limity je
formulovén stejné pro z — oo jako pro z— a + . Nicméné se kri-
teria pro klasifikaci singularnich bodt (véty [12], [14] a [16]) zméni, jak
uvidime v néasledujicich tvahach.

Dosadime z = % a
o) = f (%) — F(z),

kde funkce F(Z) je regularni v jistém okolf 0 < |Z| < % bodu Z = 0.

Charakter singularit funkce f(z) v bodé z = o a funkce F(Z) v bodé
Z = 0 je tentyz (nebof lim f(2) =Zlim F(Z)). V ptipadé odstranitelné
L—>m —.0 T T

singularity mame tedy
f2) = F(Z) =co+ 1% + 022 + ... = ¢o + % + % 1 o... (45)

V pitpads pélu fddu m__

— _ _c’—_'m cI—’m+1 _c’—_l S o =
f(Z) - F(Z) - Zm + Zm—l + + Z _{_ﬂzocnzn
= m2™ + Cp-12™ 1 + .+ 02 +‘E On (46)

n=0 zﬂ'

*) Viz R. O. Kuzmin: Besselevy funkeii, ONTI, 1935, str. 40. [Nebo Relton:
Applied Bessel Functions, London, 1946. Tabulky Besselovych funkei najde
dtenét v jiz citovaném dile.E. Jahnke-F. Emde na str. 90—174 ném. vyd. a str.
224 —368 rus. vyd. Pozn. pfekl.] :
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(kde ¢, = c_,) a konedn& v p_pade podstatné singularity
fz) = F(Z) = Z o+ Zc Zr = o+ Z

n=l
(kde ¢, = ¢__,).

Vidime, Ze v Laurentové rozvoji v okoli nekoneéné vzddleného bodu
(45), (46) a (47) hmye rolz hlavni édsti souhrn vdech Elent. s positivnimi
mocniteli a t':'le'ny s negatwmmz mocnitels hraji roli normdint cdsti.

Poznamka 1. Mé-li funkce f(z) v’ bodé z = oo odstranitelnou

singularitu, klademe obycejné definitoricky l(oo) = hm Lf(z) a funkce
f(z) je regulirni v nekonedénu. e

c-..

(47)

Poznidmka 2. Liouvilleové vété § 53 miuZeme nyni dit trochu
jinou formulaci: Je-li funkce f(z) reguldrni v uzavfené'roviné, je iden-
ticky rovna konstanté.

Dikaz. Protoze f(z) jeregularni v bodé z = o0, je v jeho okolf ohrani-
dend. BudiZ |f(z)] < M, pro |z] > R .S druhé strany, protoZe je regu-
lirni v uzavieném kruhu |z| < R, je tam ohranitend (§ 13). BudiZ
1)) < M, pro || £ R. Oznadime M .vétsi z &sel M,, M, Pak
|/(z)] < M pro viechna z a podle véty Liouvilleovy je identicky rovna
konstants,

/

Piiklad 1. Raciondlni funkce lomena

flz) = 2" + @@ 4 ...+ aq

T bpz™ + bpogz™ 4 L by
kde a, + 0 a b,, + 0 je reguldrni v bodé z = co pro n < m (pFesnéji:
mé tam nulovy bod f4du m — n pro # < m) a mé v bodé z = oo pdl
fadu n —m, je-li m 3% n. O tom se snadno pfesvédéime, poloifme-l

z = Zla zkoumdme-li funkeci F(Z) = f (Zl) Specidlné pro m = 0

dostaneme mnohoélen n-tého stupné '
f(z) = ayzn —]—a,,-g”'-l + ... +a,
kde a, + 0, ktery mé v nekoneénu pél fidu n.
Piriklad 2. Znimé rozvoje pro funkce ef, cosz, sinz; sinhz, coshz

(§ 62) v okoli bodu z = 0 muZeme povaZovat za Laurentovy rozvoje
v okoli bodu z = . JelikoZ viechny tyto rozvoje maji nekoneéns

f
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mnoho ¢lenti s positivnimi exponenty, maji v3echny tyto funkce
v bodd z = co podstatnou smgula.ntu

Naproti tomu je funkce e' regularni v bodé z = o0, neboﬁ jeji
Laurentiiv rozvoj v okoli bodu z = oo (viz pf. 1 pfedchoziho paragra-
fu) nem4 Z4dné Eleny s positivnimi exponenty.

Piiklad 3. Funkee f(z) = si_111z mé v bodé z = o neisolovany

singularn{ bod, nebot pély z, = kn této funkce jsou nakupeny v ne-,

koneénu (lim z, = o). .
k—+w .

V zivéru uvedeme jeité poznimku o residuu funkce v nekoneéné
vzdéleném bodé.

 Definice. BudiZ f(z) regularni v jistém okoli bodu z = co. Residuem
této funkce v bodé z = c0 budeme pak nazyvat integral

resf(e0) = 51 o ds (48)

kde C* je kruZnice |z| = o, o > R, probéhnutd v zdporném smyslu
(tak, abylbod z = co zlstal vlevo). Integrdl (48) je zfejmé nezavisly
na g pro g>R (§ 47).

Z definice plyne dalsi véta:

Véta [17]. Md-li funkce f(z) v 4plné komplexni rovme konecny polet
singuldrnich bods, je soucet jejich residui roven mule.

Dikaz. Necht z,, 2y, 2y, ..., 2, jsou koneéné singuldrni body leZici
v kruZnici €. Pak podle Cauchyho residuové véty (§ 48) mame

Sl 1

0=5- §f(z) dz + o— jgf(z) dz = (49)
¢ c-1
= resf(z,) + resf(z,) -+ -.. -+ resf(z,) + resf(co).

Na konec jesté jedna poznamka.

Véta [18]. Residuum funkece f(z) v bodé 2 = co je rovno koeﬁcientﬁ
pfi 2-! v Laurentové rozvoji v okoli bodu z = o s opacnym znamén-
kem. . \
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Dukaz. BudiZ f(z) reguldrni pro R < |z| < co. Pak jeji Laurentova
fada konverguje stejnomé&rné na kruZnici |z| = ¢ pro ¢ > R (v roz-
voji je jen koneény pocet c, + 0, viz § 64). Integrujeme podél C
v klad.nerq smyslu obéhu élen po ¢élenu:

resf(oo) ——ﬁfff( _—ﬁn——-m § ndz,

ale na pravé strané bude podle § 50 rizny od nuly jen integral
ot
c

resf(0) = —c_,. (50)
Tim je véta dokdzina. ‘ \

Koneéné dostavame

. Poznémka. Podobnost této vty s vétou [11] § 65 je jen vnsjs;
mezi obéma je podstatny rozdil. Spoéiva v tom, Ze zde clgg'_c ,-nalezi

do no;'ma,lm a nikoliv hlavni ¢asti Laurentova rozvoje a resf(oo)
mae byt rizné od nuly @ tehdy, je-li f(z) requldrni v bod€ z = o

fiklad. Méjme

216 dz

I= 5{;4(;:2 + 1R (2 + 2)3

lz|=

Vypocet residui v koneénych singuldrnich bodech je znaéné obtiZny;
proto pouZijeme (48) a mame .

I = —resf(c0) . 2ni.
V bods z = 0 mé f(z) nulovy bod fidu n = 1. Normélni éast jeho
rozvoje bude tedy zadinat élenem —l— Tedy c_, = —resf(o) =1 a
I=—

§ 70. Zukovského véta o vztlaku. Vratme se k tloze o tplném
obtékani, probirané jiz v § 44. Budeme hledat komplexni potenciél
proudéni kolem uzavieného konetného profilu C s danou hodnotou
cirkulace I" a s danou rychlosti proudéni v nekoneénu V.. Jako
fefeni této tlohy jsme naSli (vzorec 74)
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= " Vo B2 r
w=P(2) = Vyog(z) + 92 + o

kde { = g(z) je funkce zprostfedkujici konformni zobrazeni vnéjéku
profilu C na vnéjSek kruhu || < R s okrajovymi podminkami

Ln g(z), (51)

g(0) = 0, g'(0) =1,
ale nedokdzali jsme jednozna&nost tohoto ¥eeni.

Budeme zkoumat jednoznaénost Fedeni tlohy o ﬁp]ném obtékani.
Necht je z poéatku profil C kruZnici |¢| = B v roving {. Redeni tlohy
je pak dédno vzorcem
Vo R? r
¢ T
Budif w = @,({) druhé Féenf této tlohy. Derivace @)(¢) definuje
vektor rychlosti pole (V = @.(¢) viz § 39) a je tedy jednoznaéni a
reguldrni pro R < [{| < o. Pro { - o konverguje ¢,;({) podle pred-
pokladu ke konedné veliging V. M4 tedy v bodé £ = oo odstranitelnou
singularitu a jejf Laurentiv rozvoj v okoli bodu { = o bude mift tvar

w=g(t) =Vl + Lnt. (52)

, = C—y , Coy . C—yg

P(l) = Vo + z + I + 3
Podle véty [9] tento rozvoj plati pro viechna |{| > R, nebot ¢,({) je
pro tato { regularni. Cirkulace rychlosti proudéni definovaného funkei
w = @,(¢) mé byt podle pfedpokladu podél kruznice |{| = R rovna I’
a tok touto konturou se md zfejmé rovnat nule, Pak podle (22) § 48
(kde polozime @ = 0) je '

T = $i(t) 4 = 2mic_,,
C.

+ ... (53)

kde C* jé"h'bovolnai k¥ivka, leZief vné nasf kruZnice. Odtud snadno

vypodteme ¢_, = 2—5_:1 . Integrujeme-li (53) a vypustime-li nepodstat-

nou adiéni konstantu, dostaneme
#(6) = Val + - Lng — %52 — %2 (54)
1 ® 27i
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Podle det"iﬁice obtékéni na kruZnici || = R musi byt Im¢,() =
= const, odkud, poloZime-li { = Re'' = R cost +iRsin?, ¢, = og +-
+ipy, Vo = V. +1iV,, dostaneme .

RV, sint — RV, cost — 2£ InR + p—, cost — x_, sint n
L 43 R
+ B-s 0082t2;2 o3 sin2¢ + ... — const
&ili
+ B-s — RV, cost + RV, — =2 sint +
. R u T R ' \
ﬂ 2 c0s2t,— ——28in2t + ... = 0, .

2R2 2R2

kde 4 je bliZe neurdena konstanta. Protoze posledni vztah pla.ti pro
viechna ¢ 1dentlcky, jsou vSechny jeho koeficienty nalevo rovny nule
a jer*)
_ 13— -3
4=0, "B RV =0, RV 573
ﬂ-—k=0‘—k—-0 (k>3)

=0’

Odtud .
g =0-y +if~, = RV, +iRW, = RV,

Cop = K= +iﬂk= 0 (kz3)

a rozvoj (54) je shodny s (52). Tedy ¢,({) = ¢({) a pro specidlnf
pfipad vnéjsku kruhu |{| > R je jednoznaénost feSeni dokdzéna.

Obritime se nyni k obecnému p¥ipadu libovolného profilu C. Budiz

w = @,(z) Feleni nali tlohy. Budiz z = A() funkce inversni k funkei

¢ = g(z), zprostfedkujici konformni zobrazeni vnéjsku kruznice || >
> R na vnéjSek profilu C za poéateénich podminek

o) = — L

_h) =, K@) = 5

~.

= 1.

~—

*) Posled.ni vztah predstavuje rozvoj funkce identicky rovné nule ve Fou-
rierovu, fadu. Z jednoznalnosti takového rozvoje viak plyne, Ze viechny jeho
koeflclenty musi byt rovny nule.
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Jak je poznamendno v pozndmce pod ¢arou na str, 149, jsou funkce
g(z) a tedy i h({) jednoznaéné urceny Sestrojime dale fu.nkc1

' (AL )] = ¢1(0),
kterd je analytickd pro R < |§ | < oo a kterd tedy miZe byt povazo-
véna za komplexni potencidl jistého rovinného proudéni v roviné ¢.
Na kruznici |[{] = R je »
Im ¢,({) = Im @,(z) = const, '

nebot body kruZnice se pfi zobrazeni z = h({) zobrazi na body profilu
C a ®(z) podle predpokladu Fesi obtékani profilu C. Timto zpisobem
w = @,(¢) Fedi obtékéni kruznice |{| = R. Cirkulace rychlosti proudéni
je

Iy = §9i(0) 4L = $SBRI H() AL = $0](2) dz,
ct c c*

kde Cf je libovolna uzaviend kfivka vné kruZnice || = R v roving
¢.a C* jeji obraz pii zobrazeni z = k(). Tento obraz je zfejmé uzavieny
a lezi vné profilu C. Podle predpokladu se integral napravo a tedy
i Iy rovnd I'. Kromé toho rychlost proudéni v nekoneénu je

¢1(0) = @y(0) ' (0) = V.

Funkce w = ¢,(z) tedy Test obtékani kruZnice |C| R a podle toho,
co bylo vy%e dokizano, je shodné s funkei w = @(z) z (52). Potom
viak @,(z) = @(£) = @[g(2)] je totoini s funkei D(z) z (51) a véta je
dokdazina.

Zbyva stanovit velikost vztlaku P na obtékaném profilu C. Podle
Caplyginova vzorce (25) § 48 se velikost komplexné sdruZené velidiny
vztlaku P rovna

P2 wpra, \
Cc*

kde C* je libovolnd uzaviena kiivka vné profilu C. Prepideme si tuto
formuli pomoci residua funkee [P'(z)]* v bodé 2 = 0.

Derivace komplexniho potencidlu Gplného obtékani je reguldrni
vné profilu C a v okoli bodu z = o0 m4 Laurentiv rozvoj

0—2

O =Vo+ 2+ St ..
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(To bylo dokéazino na poéitku paragrafu pro specidlni p¥ipad kruZnice,
ale dilkaz se provede stejnyin zplisobem i pro obecny piipad.) Uvazme
déle, Ze cirkulace rychlosti proudéni je

 I'= $&'(2) dz = c_,2xi,

odkud c_; = ZLm A dale

’ ~_ F C—2 2_
N A T
_yr . Tel T N
TEIZ z

kde ¢’_,, ... jsou bliZe neurdené konstanty, a residuum funkce [P’'(z)}?

v bodé z = o je. . Tedy koneéné

P = e 271 Vm.P = igI’VQ.
7i

Prejdeme-li ke komplexné sdrufenym veli¢inim, dostavame hledany
vysledek
P=—iplV,, (55)

ktery je obsahem véty Zukovského:

Velikost vztlaku na obtékaném profilu je rovna soutinu cirkulace,
hustoty a rychlosti v nekoneénu a smér vztlaku je kolmy na vektor rych-
losti v nekoneénu (pro I' > 0 ve sméru hodinovych ruditek, pro I' < 0
proti sméru hodinovych rucicek).

Bude-li mit profil C ostrou hranu,.bude na brané podle Ca.plygma.
bod sjednoceni proudéni vySinuto a podle (73) § 41

I' = 47w, R sin(p, — 0), (56)
kde v, = |V,|, @ = argV, a ¢, je argument, obrazu bodu sjednocenf
proudéni pfi zobrazeni { = g(z) vnéjsku profilu C na vnéjsek kruznice
[¢] > R s okrajovymi podminkami g(co) = 00, g'(c0) = 1. Vzoree pro
absolutni velikost vztlaku ma pak tvar

P — |P| = dmpBol.Jsin(po — O)]. (57)
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Pi{klad. Obtékdni rovinné destitky, kterd mé v roviné (z) stopu
—a < 2 < a na ose z (obr. 106). Funkce {; = Tzz_ zobraz{ tuto dsefku

- 2 ___ 2 .
na jednotkovou, £, = {; V{f —1 = _z—l—_l/:_a ]1 zobrazi na

vnéjsek jednotkového kruhu .(§ 26). Derivace posledn{ funkee v bodé
z = o je ' '

dg, _ 1 2
“F(IW =)

Za funkei { = g(2) tedy volime

'dz

2 __ g2
g : g(z) = %Cz ZZ—FV#;

N/

Obr. 106.

polomér kruhu, na ktery tato
funkce zobrazi Vne]éek tisedky,
bude R = }a. Komplexni poten-
cial (51) ma tvar

14

w=0e) =26+ JF—a) + V=2

2(z + l/z2 — az)v

T e
+ omi Ln(z + Vz“ — a?).

AvSak \ o3
[
1 z — sz —a’

z+Vm a?

s Vo = 90619, a tedy
w = Pz) = Vo2 cpsO —1i ]/22 — a? sin@) + 5 Ln(z + Vz2 — ad).,

Predpoklidejme nyni jests podle Caplygina (§ 44), %e pravy konec
usedky z, = a je bodem sjednoceni proudéni. Funkce { = g(z) ho zob-
razi do bodu Co 3a, p, = arg {, = 0 a podle (56)

r = 47y R sin(py, — ©) = — 2nv a 8ind,
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Komplexni potenciil mé tedy koneéné tento tvar:
w = D(2) = vy[z cOs@ — i]/z2 —a?sin@ + ia sin@ Ln(z + |22 — a?)],
a jeho derivace

V = @'(z) = vo | cos® —isin®@ =0 -
l/zz P

. . z2—a
= vw{cos@—lsmO V2+t_l}'
4

Na tsetce —a < z < a je redlnd rychlost

’ _ 1 a—z
V=d5(z)—vm{cos@is%n@‘l/a_kx}.

Z posledni rovnice se snadno najde kriticky bod proudéni. Mame

A

a

2 —% _ 2
. etz cotg?@,
odkud

Z, = — a cos?6), '

kde a je bod rozvétveni proudéni. Bod sjednoceni proudéni neni ziejmé
kritickym bodem proudéni, nebot je na ostré hrané obtékaného pro-
filu (§ 44). Proudnice proudéni jsou zakresleny na obr. 106. Vztlak
udinkujici na desticku je roven podle (57),

P = 2napv?, sinBte'®

a jeho modul o )
P = |P| = 2nagv?, |sin0)|

je umérny sinu whlu proudéni 6.

§ 71. Jednodussi t¥idy analytickych .funkci. Definice. Funkce
}(z) regulérni v celé kone&né roving se nazyva celistvd.

Rozvineme f(z) v Taylorovu fadu v okoli bodu z = 0:
f(z‘)=cc‘,+clz 422 ... Fcpz® 4., (32)
Podle véty [6] § 62 tato fada konverguje pro vSechna konetnd z

a (32) je 1 jejim Laurentovym rozvojem v okoli bodu z = oo.-
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Odtud vidime: 1. je-li celistvd funkce reguldrni v bodé z = w0, je
konstantni: f(z) = ¢y; 2. ]esthze je | bod 2z =c0 jejim_ pélem tadu 7,
je f )‘(z) mnohoclen‘_s_i;_upne n-tého; 3. je- h bod z =00 podstatné
smgula.rnl pro cehstvou funkcl 1 z) nazyvame ]1 celzstvou transcen-

Deinice. Funkce , iejit viechny an,ecne, S,l,ngul.%nty jsou pbly, se
nazyva meromorfm

Poznamenejme jesté, Ze v libovolné uzaviené sasti roviny ma mero-
morfnf funkce pouze koneény podet péli. V celé konetné roviné
miize byt podet péli i nekoneéné veliky. Funkce meromorfni jsou na

.1
Pri—— , tgz, cotgz.

Dokézeme nisledujici vétu:

Vé&ta [18]. Meromorfni funkce f(z), kterd m4 v celé kone&né rovind
koneény podet péld, je raciondlni funkce lomeni. -

Dikaz. Budiz a,, a,, ..., a, kone¢ny poéet péli. Budte

o) = o e

L a,)™ ' (z—a,)™? z—a,
c(_ﬁ)m. c(f)m +1 G("“ .

HWO =g t Eagmt Tt g,
o7, ¢ i1 <

gv(z) = (Z —a,,)'"" + (Z ) + + P _ap

hlavni &dsti Laurentovych rozvoji v okoli téchto péla. Budiz jestd

g(z) = Az + 4,22 ... + Apz™
hlavni éist Laurentova rozvoje funkece f(z) v okoli bodu z =
(je-Li f(z) regulérni v z = co, nemusime tuto funkeci uvaZovat).
Oznaéme
(2) = [(2) — g1(2) — ga(2) — g5(2) — ... — gx(2) — g(2).
Tato funkce je reguldrni ve vSech koneénych bodech kromé z = a,
(je to soudet reguldrnich funkei). V kaZdém z bodt 2 = a, mé odstra-

nitelnou singularitu, nebot podle konstrukce funkei g,(z) hlavni ¢ist
jejiho Laurentova rozvoje neexistuje (hlavni éist rozvoje funkce f(z)
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v bodé z = a,, se vyrudi s ¢,(2) a ostatni funkce g,.(z) pro &' % k jsou
v bod$ z = a; regularni). TotéZ plati i pro bod z =-c0. Doplnire-li
vhodnym zpisobem definitoricky funkei ¢(z) v bodech z = a, @z = 0,
dostaneme funkci regularni v \iplné roving 2. Ta je podle pozndmky 2
§ 69 identicky rovna konstanté. Budiz ¢(z) = 4,. Pak

\,

f(z) = 4, + g‘z) +ﬂ§19k(z) =A,+Az+ ... + AmZm.+

c‘l’ e ey
m, R -m +1
+(z_a)ml+(z_a),,,,1+ gt +(33)
c? v )
-m -mp+1 s
+ (2 —a,)™ + (z — a;)m™? toee g —ay’

¢imz ]e naSe veta dokazdna.

Poznamka 1. Vzorec ( 33) ném dava rozklad raciondlni lomené
funkce vlparclalm Llomky a cehstvou cast Znamy z mtegralniho poctu

mtegra,lu raclona,].m funkce lomené.

Poznimka 2. Sloudime-li v (33) véechny zlomky; dostaneme jako
vysledek podil dvou mnohodlenii (dvou celistvych racionalnich funkef).
Kazd4 raciondlni lomend funkce se tedy da vyjadrit jako podil dvou
ra.clona,lmch funkcl cehstvych |

' i

U’LOHY

‘

1. V jakém oboru absolutn® konvergu;i fady a) Z — b) ° 4+ L' a cosnz +

n=1

+ b, sm.nz), kde a,, b, Jsou komplexni (komplexni tvar Fourierovy fady)?

n @
2. Sta.novte polomér konvergence fad a) Z( ) , b) ann”z". P
na=l n=1 '
3. Najdéte Tayloriv rozvoj viech vtvi funkef a) ]7£ b) Lnz v okolf bodu z = i.
. 1
4. Najdste prvni t¥i &leny Taylorova rozvoje té vétve funkee f(z) = (1 4 2)z
v okolf' bodu z = 0, pro niZ f(0) = e.

. a
5. DokaZte, Ze kruZnice |z| = 1 je hranici existen&niho oboru fady Z 22"

‘Nl
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6

10.

11

12.

13.

14.

Jsou nésledujici funkee jedrioznadné nebo mnohoznainé? !

a) V;_’, b) Vcosz, c) cos Vz—, d) Vl — siﬁ’z, e) sin}/z , f) Lne?, g)_ Ln sinz?

V2

. . . L 2
. Koeficient pfi n-té mocning z v Taylorové rozvoji funkce f(z) = —z
— 42t + 2%
(=1 <t £ 1) v okoli bodu z = 0 se na.zyvé Cebyseviv polynom (symbol
Ta(1). . Dokaite: »
L] t
T.(t) = T cos(n arccost).

’

- Najdéte Founeruv rozvoj funkef (|a| < I):

asmt
e b In(1 -2 3,
a')1—2¢J,cost-|-a:: ) In( a cost + a?)

. Rozvedte v Laurentovu fadu v okoli bc_)dp z = w funkee:

— Z

d) Ln<
» d) Lo

. Co
8) sin— ,b)V(z—l)‘z—Z),c)Lnl_ —
‘ tf 1
Koeficient pfi n-té mocning z v Laurentov® rozvoji funkee f(z) = ea_('_ ?)
v okolf bodu z = o se nazyvéd Besselova funkce fddu » (symbol J(t)).
Odvodte vyjédfeni Besselovy funkce v integralnim tvaru & odvodte jeji

rozvoj v potenéni fadu.

- 1 . 1

Nulové body funkce f(z) = sin T %= 1— T k=12, ... tvoif
z 7

bodovou posloupnost, konvérgujici k bodu z = 1. Funkce f(z) neni identicky

rovna nule. Pro& nenf tento vysledek v rozporu s vétou o ]ed.nozna,énostl

§ 62?

Jaky je rozdil v rozvop v Ffadu v okoli bodu z = 0 funkce
1 .
e = pro z & 0
a) redlné proménné y = .
: Oproz =0
1
@ = pro z =+ 0
b) funkee komplexn{ pror}xénné w =
0 pro z =02 .
Ovéite pfimym vypoStem v&tu Weirstrassovu (§ 68) pro funkei w = sinz
vokoli bodu z = a tim, %e dokéZete, ¥e pro libovalné komplexni 4 =+ ,bo-
dy pro né% sinz = A4, tvoii bodovou posloupnost konvergujief k boduz = .

Jaké sigularity maji funkce:
. 1 1—e®

a) —, b) — » ©) , d) z%e~%?
e — 1 sinz -} cosz 1+ e* .
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16. Pro jaké a bude jednoznadné funkce

e fepde

/> Najdéte resldua. téchto funkci v jejich singuldrnich bodech:

zn zin . - o

a)si—nz(z %+ ), b) gy c) T z)ﬂ'-d) cos? ginz, e) z"er, f) _ﬁ’
g) o In T a,
z—b

17. Stanovte tok a cirkulaci rychlosti proudsni s komplexnim potenciédlem
4
&(z) = arctg’z podél kruZnice |z — ei'il =1
18. Najdéte sumérni ndboj rozprostfeny v kruhu |z} < n + 1, je-li. potenciél

i

1
pole F(z) = 2gi Ln
sinnz

1]
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Karrrora VII.

POUZIT] THEORIE RESIDUI.

- 2n .
§ 72 Vypoiet integrili typu [ R(sinx, cosx) dx, kde R(z) je racio-

nélni lomend funkce. Pfedpoklidejme, Ze R(sinz, cosz) je spojitd funkee
argumentwr v ~intervalu <0, 27>. Methodu vypodtu vysvetlime na

jednotlivych typlckych piikladech,

)

;P¥iklad 1. .
- dx
I_fl—2pcosx+p2’o<p<l' v
0
PoloZime n
1z __
_ Lo =2 (1)
. dz e® e~ % 1 1 .
tedy iz = Inz, dz = o= — =5 (z —i—;), a pro inter-

val 0 < z < 27 obéhne bod z jednotkovou kruznici. Tedy

I—§ dz _'§ idz
=9 N P E—ErDetp
2f=1 12(1 —pz — % +P2). z1=_1p P P

Integrand m4a dva pély, které uréime z rovnice

— @ +)z+p=0,

\

odkud méime ihned z, = p, z, = % . Z obou péli jen pél z, lezi uvnit¥

~
jednotkové kruZnice a tedy podle Cauchyho residuové véty (§ 48)

. dz N
I= 1Iz;fi1pzz By g ) P = i[271 res f(2,)].

o] _
Residuum funkce za integraénim znaménkem v bodé z = z, vypoéteme
podle vzorce (42) § 67:

1 1
[p# —(P* + D)2+ P, PP—1°

. res f(z,) =

} 247



TakZe -

2 A
dz - 1 1
= T = — —_— 2 —_—
I fl—-2p cosx -+ p? 2 pt—1 "1 — p? 2)
0 7

Poznamenejme je§ts, %e se integral snadno vydsli pomoci Poisso-
nova integralu (60) § 56, polozime-li y =z, ¢ =0, R=1, r ="p,
1
v = s
1— P .

Ptiklad 2. Toutéz substituci (i) je té% feditelny integral '

I— e dz . v dz _
'__[(zﬂrqcosvc)Z fﬁ q 2
0 =121 P + 5 l2+

2 dZ.

\

- i P
l2]=1 {% 2+ pz + %}

ﬁntegrand mé.pély druhého ¥¢du v bodech z, = % (—p+ Vp’—q’),

2y = % (—p— sz —¢%). Budiz p > q> 0; pak pél z; lezi vné
jednotkové kruZnice. Residuum ¢/, v bodé 2z, se vypoite pomocf
vzorce (40) § 67, polozime-li m = 2. UvaZime-li, Ze '

3g2* +pz + ¢ = 3 —z,) (2 —zy),

dostaneme

o

Clim 3 e—ap _[11-;] -
M- T UUCEER (T ERpAT) B Pk CR AL I
4wtz D |

¢ (m—2z)0 (=)
Podle residuové ’v_éty dostivame hledany vysledek:

2n
\ I=fL=—i2nic_1=ﬂ;;p>q>0. (3)
J (P + g cosz)? (r* —¢°)* '

Analogicky éé vypodtou i integraly podobnych typi.
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Piiklad 3. K vypoét\.l integralu
I = fgtg(z—a)d:v

kde a = & +if, B + 0 (pro § = 0 integril diverguje), pouZijeme

substlttlc_e
l ez_l(H) = 2.

. : (z—a) —i(z—a)
V);poéteme jestd dzx = %; cotg(x — a) = ;@ +e 241

ej(z o) __ g—i(m—0) lz —1
Ménf-li se = v intervalu 0 do 7, obfh4 bod z kruznici

_ |a28+2i(e—d) __ 28
2| =l | = e,

Tedy

7= f}; z+1dz=l§z—|—1£1§
z—12iz 2 Jiz—1 z°
. |z|=02ﬂ . [z|=e2ﬂ
Pro > 0 je polomér kruZnice e%* > 1; tedy uvnmitt le#f oba pély
integrandu z, = 0, z, = 1. Oba tyto pély jsou prvého ¥4du a p¥istuins
residua vypotteme podle (42) § 67; dostaneme

#(0) (1)

ry = 7 = — 1, Te — 7 =

) YD)
(v prvém piipads jsme dosadili o(z) = z—i% , ¥(2) = 2, ve drubém
p(2) = il, \1p(z) = z—1). Pro ﬁ'< 0 je polomér kruZnice e¥ <
< 1. Uvnitt tedy leZi jen jeden pél mtegrandu, a to pol z, =0
s residuem r, = — 1, takZe koneénd pro > 0 I = $2xi(r, + 7r,) =
= zi a pro- f < 0 I = §27ir, = — =i.

Oba piiklady miZeme shrnout v jeden a piSeme

J

I—fcotg(x—a)dx_mslgnﬂ Ima = g #+ 0, (4)

kde mg'nﬁ]e znaménko f a rovnd se +1pro f > 0a —1pro f < 0.

/§ 7}/Integrély typu f R(x) { } ax,dx, kde R(z) je raeionalni lo-

—@
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mend funkce argumentu z. Nejprve se budeme zabyvat vypodtem
integréld, kde goniometrickéd funkce xypadla: '

_f Rl@)dz. ° ) (6)

Pro konvergenci integrilu (5) je nutno udinit tyto pfedpoklady:
Funkce R(z) je pro viechny hodnoty z spojitd a stupeii &itatele je
nejménd o dvé mensi ne? stupeti jmenbvatele. Neni li_totiz splpén

posledni piedpoklad, mtegré,l (5) diverguje.
{PFiklad 1. Pro vypodet integrdlu
L—

' I = f _dz
! ~J @t oy
dai. zvolime za integraéni cestu dsetku (— R,, R)
1 redlné osy a horni pilkruZnici [o| = R (obr
-R ~ RX  107) a budeme zkoumat funkeci

Obr. 107. -
. \f(z) (z’ + az)a
Uvnit# cesty L le#i jeden z péla nadi funkee, a to z, = di, ktery je
tretiho fddu a mé residuum

_ 1l d (z—m)a} [1 @ 1 ] _
TR EF e T & et aplea T

1 3.4 3

T2 (2ai)®  16a%i
Pedle residuové véty \

R
§f(z) & = f (=) dz + f fle) dz = 2i ooy = 22, (8)
L —R [+]

kde C, je horni pilkruZnice |z| = R. Podle v8ty o odhadu integrélu
§ 46 pro dostateénd velkd R je

1 c
ff(z) dz‘ oo IIPIB,:;; l—;—?’. nR o
1+ -z—ii

A
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13
14 %I velmi

kde C je jfsté konstanta (pro dostatedn® velké R je

blizké 1). Odtud
' lim [ f(z)dz =0

B> Cp

a ze vztahu (6) dostivime pro hledany v;"siedek‘)

.I=ff(x)dx=f-wi“az)s=83;. (7)

Analogicky se vypodétou i integrily obsa.hu]ici goniometrické
funkce.

P¥{klad 2. Pro vypodet integrilu

- -
I = cosz dx
, —J 2+ a?
1]
zvolime tutéZ integralni cestu jako v pf-edeélém piiklad® a budeme
zkoumat funkei . ¢t 1 i :
e S [
f(z) = m: vc‘«,'»m ,«2;*-4 ‘,

kterd je pro z = z shodnd s funkeci za integraénim znaménkem.: Na
pillkruZnici €, je |e'] = e < 1, nebot y = Imz 3.0, a pro dosta-
tetné velkd R dostavime jako v predcha.ze]icim piikladé odhad**)

f Hz) df <

Z kterého je vidét, zeﬁ{im [ Hz) dz = 0. Uvnitf L leZi jen jeden pol

nR—R, .

® Cp
funkee f(z) z = a{ 8 rediduem,
(al) e* 1
v(al)  2ai  2ae%

€y =

*) Integrdl (7) miZeme vy&islit téZ elementarnd bud trojndsobnym postup-
nym integrovanim per partes, nebo pomoci goniometrické substituce. Oba
zpasoby vypoétu viak jsou dosti sloZité.

o e __ cosz

} Kdybychom poloZili f(z) = Ao
nebot na C, by |cosz| rychle vzristala.

nebyl by podobny odhad -moZny,
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(kde p(z) = e, y(z) =.2* I a?) a podle residuové véty.

gﬁf(z) dz = f = f’; + f = +d”‘ + f fe) dz = 2mic_, = —.  (8)
L Cr

Prvy =z integrila (8) pre]ae substituef 2’ = — =2 na integral
0 R »

e dz’ e~z dx ) . Yyers 5 .
— f pron i m, kde jsme se opét vratili k staré prpmenqe.
R

cosx dx

Secteme-h oba mtegraly, dostaneme 2 AL g Rovnice (8) pfejde

na tvar )

cosz dx
ff(z)dz=2f T & —|—ffz)dz 2"

Pouzueme-h odhadu lim [ f(z) dz = 0, dostaneme pro R —> o z po-

R—>w Cp
sledni rovnice -hledany vysledek*)

-]

cosz . ° 7
= = . 9
I 22 + a? o 2ae°® (9)
0
y ¢ P¥iklad 3. Pro vypocet integrilu
CR L] T o
. f smz
far
R T [ r =% » DouZijeme pomocné funkce
: .
Obr. 108. if(z) _

jejiZ imaginarni é4st pro z = z je shodna s funkc1 za integradnim zna-
ménkem. Cesta zobrazend na obr. 107 je pro integrovini v nafem

cosz dz

*) Neurdity integral f > neni moZno vyja.drlt pomoci elementérnich

funkef.

252



pifpadé nevhodnd, nebot f(z) nabyvi nekoneéné velkych hodnot pro
z = 0. Abychom se vyhnuli tomuto dskali, pouZijeme mensi pulkru-
nice |2] < 7,y > 0, leZici uynit¥ pilkruznice C,, obr. 107 (viz obr. 108),
a budeme dvakrit limitovat r — 0 a. R — oo. V takto sestrojené
oblasti je f(z) reguldrn{ a podle Cauchyho véty §47

femdz+fe;-dz+f%'fdz+f%“dz’=o. (10)

\\P_r’vyf' z. mtegra,lﬁ (10) pfejde substituci ¢ = — z na f —dt =
R

-l
= — eT dz, kde jsme presli opét ke staré promél_mé; slouéime-li

r

ho 8 tfetim z integra',lﬁ; 10) dostdvime 2i f ST 4z. Pro odhad

modulu gtvrtého z mtegralu (10) nestadf omezenost funkce |e¥| na
kruznici C, nebof délka pilkruznice a modul jmenovatele ]sou ste]—

ného ra,du pro |z]. ‘Budeme proto integrovat per partes, kde 7 =
¢* dz = dv, a dostaneme .

. :
_ e“dz eft+e 1 [e”

i _,,+f @ ~ iR +szz dz.

. G

R Cr

Cést mimo integral ziejmsé k.onverguje'l k' nule pro B — o a modul
integrilu je mens{ nebo roven 1122 R = ;, a tedy téZ konverguje
knule pro BR— . Ctvrty zintegrdlt tedy konvergme k nule pro R— .
Pro odhad druhého z integrdld (10) pro r— 0 pouzijeme Laurentova

rozvoje funkce i: v okolf bodu z =0: .
2 12\3
o 1o ELEL
== - =—+ P(2)
z z - z ?
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kde P(z) je normalni ¢4st Laurentova rozvoje, kterd je zfejm& regu-
larni v okoli bodu z = 0. Protoze pro r — 0 délka oblouku pilkruZnice
C, konverguje k nule a P(z) je ohranidend, je im [ P(z) dz = 0 a tedy

r-0 C»

lim. —dz—hm{f——{—f }—hm dz
r—0 70 ) r—0 2

Cr
V poslednim integrilu poloZime z = re'?, dz = ne"’ dp a integral
- 0
piejde v [idp = — in. Dostdvime tedy kone¢ns z (10) pro-r > 0 a

I_Z—)CD

mfﬂ’fdz—m_o

0
odkud

I_fﬂ”‘dz=g (11)

je hleda.njr vysledek. /o

P¥iklad 4. Zeela analogicky vypodteme integral®)

. fcosa,a: — cosbx dz, a>0, b> 0.

Pouzijeme pomocné funkce

fz) =

elas _ elbl

z /s

a budeme integrovat podle cesty obr. 108. Dostaneme

—r R
[ {(z) 4z + [ {2) dz + [ {(=) 4% + [ 1(2) d. (12)
—R C, ) T C, .
* , R -
*) Poznamenejme, Ze tento igtegrél nelze vyjadrit jako rozdil integréli

f cosaz . f cosbz dz, nebot tyto integraly jsou divergentnf.
0 ’
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Ziménou z na — z sloudime tf¥eti integrdl s prvym a dostaneme
R

2 f (w dz. Odhad étvrtého integralu bude jednodu#si ne#

v pf‘edchz"tzejicim piipadé, nebof vzhledem k tomu, Ze [e?| = e~ < 1,

ale®| =e % =1 (proa = 0,b = 0), mame |f(z)| < % a

2
ff(z)dzlg-EnR—>0 pro R — oo.
Cr

Pro odhad druhého integrilu rozvineme funkei f(z) v Laurentovu fadu
v okoli bodu z = 0:

. ;o 2 (1 2
(e — B) 7 4 92— (02 > L @—b)
) = — = %i—z— + PG,

kde P(z) je reguldrni>v okoli bodu z = 0. Odtud jako v pifkladé 3
dostaneme '

lim ff(z)-dz =i(@—b)(—in) = (a—b) =

r~0C,
az(l2) pror— 0a R—> oo dostivimb

2fcosa:v——cosbx dz+ (@ — b) 7 ~ 0,

x2
0
hledany vysledek je

-

cosaz — cosbx . 1 , i
sz—xz——dx_i(b—a)n. (13)

-0

;-

§ 74. Ostatni integrily. Usp&¥né pouZiti residuové véty pro v;y"poéet
ostatnich integrald je obydejné v4zdno na vyb&r vhodné integradni cesty.

Priklad 1. Tak zvané Fresnelovy integraly

@ @
[ cosz® dz, [ sinx? dz
0 9 .

i 255



je vyhodné poéitat soudasné. PouZijeme funkce
f(z) = &*, .

jejfZ redlns resp. imagindrni ¢ist pro z = z je shodna s prvnim resp.
s druhym z Fresnelovych integrald. Poznamenejme jeitd, Ze na ose
Iprvmho kvadrantu, t. j. pro z = er ]e funkce f(z) = e~ " shodna
8 integrandem Poissonova integralu*) Lo

y , f e dr = 3|z (14)

RIT _ °
' Pouzijeme tohoto faktu a zvolime si inte-
gradni cestu z obr. 109. f(z) je regulirni
4 uvnit¥ takto konstruované,oblasti a podle
< Cauchyho véty

-

/R t 0
Obr. 109. fedz+ [edz+ [e " )idr =0 (15)
0 Cr R .

(pro integrovani podél osy prvniho kvadrantu volime za proménnou
7, takze je z = rVi_ dz = dr/fi). Jako v predeslych piikladech budeme
limitovat pro R — co. Abychom odhadli druhy z integrild (15),
budeme integrovat per partes®
AT 1 fent
s T Eif = 4
Ca

de* e

1 — -~

f e dz _f 21z Ziz
Cr Cg

Modul funkce mimo integraéni znaménko se rovna

I e—n' eln’ | e—R -
T = + P
l2i)ir 2LR| 2R
u.
a konverguje pro E.— o k nule. Modul integrandu 7| =
el(n'cosl:p+lx'sln2? e—x'siln2¢ . - L.
= = = kde jsme polozili z = R(cosg + ising),

je na kruznici C, men3f nez F’ nebot je sm2gu =>0a e“"‘““" <1l
*) Viz pt. 9 cviden{ kap. VIL
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Podle véty o odhadu integrilu

a pro R—> konvergUJe k nule, takZe v (15) pro R— o0 dostivime
3 .

—RfR:B,Tz

Jerdz —)iferdr =0
(1] . 0
a ze (14) po dosazeni

@ @ ®

fe"'d:c =fcosz2dx+ifsina:’da: =-}Vi_v':§ = lv—g_i M;—T

Porovname-li redlné a imaginirni ¢isti obou stran rovnice, dost4vime
hledany vysledek:

0 0 0

fcos:z:” dz =fsi.nz" dz = 1 VZ. (16)
. 2 2 .
0 0
Piiklad 2. Pro vypodet integral
—— BT S SO VIpocet miegra w 2ml
f e% dx w .
T e ni n
0 .
volime pomocnou funkei "R I 1 RX
- Obr. 110,
Hz) = Tt

Pouzijeme toho, Ze funkce e* ma ryze imaginarni periodu 2xi, a toho,
ze se funkce e** zméni jen o konstantnf soudinitel e*™! pro piirastek
27i argumentu z (e*¢+*™ = *%¢*). Vybereme si tedy integraéni
cestu podle obr. 110. Uvnitf étyidhelnika lezi jen jediny singuldrni
bod funkce f(z): pél prveho fadu v bodé z = zi (kde e* 41 = 0)
s residuem

ani ani
C_l € = e = — %™,

1+ é’):-m en_i R :—

Komplexnl prom&nni—17 257




Podle residuové véty je
[ fz)dz + [ f(z)dz + [ f(z) dz + [ f(z) dz = — 2nie™™. (17)
I I . IIr Iv

Aviak
R

a(3+ 2m 8z (.
ff(z)dz f‘dx,/ff(z)dz flz_ez+:m =__eamff+:¢
R

- X -—

eHB+ )

Na fGsetce II mime If(z)l_l1 Py =

e‘ 7 nebot podle (18)

avodu je |e**¥ 4 1| > [e*+¥] — 1 = e® — 1, a tedy

| [r0a
143

kém’rerguje k nule pro R — o a pro a < 1, coi pfedpoklidéme.

et ee—12
< S ) A
SE il s Rl ey

Analogicky na tseéee IV

e—R+1w' A e—or
IH=)] = ItLe-Mr+m)| =1 _g-&’
nebot
N |l + e—l+l'| ; ‘1 _ le—3+lv| =1— e—B
a tedy

lff(z)dz‘g_zn%
w

konverguje k nule pro BR— co a pro a > 0, coZ té% pfedpokladamo.
Tak pro 0 < a < 1 dostdvame z (17) v limité pro B — co

e%*dz . e dx
— a2n — — 9xiesn
f1+e' ea|f1+e‘ 27ies™!
a odtud hledany integrél -

e®? dx es™ 2i E ]
= — 21 = = 1. (18
f 14 e® 2l I —e%n T tm _g-ot  g§ingxw’ 0<a<l. (18)
—m®
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Pro a < 0 a té% i pro a > 1 integral diverguje, jak se snadno presvéd-
¢fme.

P#fklad 3. Integrél Wi w
Fose gt ) m
f € e dz. 4 J{’
1 —e°
— -R / [ I R X
neni moZno rozloZit na dva in- _Obr. 111.
tegraly -
es? et
fl —e® dz’fl —e® dz,

nebot kaidy z nich diverguje v bodé z = 0, kde integrand vzristé
nade vSechny meze. PoloZime-li 2 =z + 7, pak 1 —e*=1—
—e**™ = 1 4 ¢° je od nuly rizné pro z = 0 a pro vypodet miizeme
pouzit vysledku pfedeslého piikladu. Zvolime tedy pomocnou funkei

f(z) _ @95 ebs

el

a integraéni cestu volime podle obr. 111, kde se vyhneme bodu
z = 0, protoZe funkce f(z) v ném neni definovdna. Uvnitt oblasti
obr. 111 je f(z) reguldrni a podle Cauchyho véty*)

JHy+f+ S+ +]=0 (19)

1 Il 1v 14

V okoli bodu z = 0 rozvedeme funkei v fadu

14az+ —(1+b + 52 )
flz) =
L Lﬁp+z+§+“)
a—b+a;bzz+...
g e =(b—a)+clz+...

w~

*) Pro jednoduchost nepfiieme vyra.z za integrafnim znaménkem. ktery
zustdva beze zmény.
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a bod z = 0 je pro ni bodem odstranitelné singularity. Je ohraniéena
pro z — 0 a tedy v (19) konvergu]e f — 0 pro r — 0. Integraly podél

tsetek III a V konverguji k nule pro RBR>waprod<a<l 0<
< b < 1(coZ predpokléddme). DokaZe se to zcela obdobnym zptisobem
jako v predelém piikladé, takZe (19) ndm v limité& pro » — 0, B — 0
dé.vé,

—w

ez ebz es? — ebz ed(@+7) __ ab(z+7al)
fl-—e’ dz +f lﬁ-eE f 1 —ez+m dz =0,

-] T -
neboli
eaz ___epz e ol bmf ebz
f——l—e’dx_e fl-{—e"dz e 1+e’da:.

—m —mo —wo

Odtud pomoci (18) dostavame konedné hledany vysledek
@
%t —_ ab® 7707 sed™
-3 dx = < _ " ==
1—e° singz  sinbx

= n(cotgan + i) — a(cotgbm + i) = m(cotgam — cotghr),

0<a<l 0<b<l. (20)
Piiklad 4. Integril
4 i
25 M [ e-a=* cosbz dz,
* 0
4 u ktery se fasto vyskytuje v theorii vedeni
- — ¥ tepla, je zevieobecnénim integrilu Poisso-
nova (14). PouZijeme pomocné funkce
Obr. 112.

fle) = o=, ’

kterd na redlné ose prechaz{ ve funkci e~9%, jejiZ integral vypoéteme
podle (14). Na piimce y = h prechdzi ve funkci e—%=+™' =
=g~ e~ 2ahz b’ — et -9 (cos2ahx — isin2ahz), jejiZ redlnd ddst je

pro h = % shodné s funkef pod integraénim znaménkem naSeho inte-
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gralu. Zvolime si tedy za integra¢ni cestu obdélnik na obr. 112 a po-
dle véty Cauchyho je integrdl po jeho obvodu

[+ +[+]=0

1 11 1r I

Bude

R R)a
Lf=f —"”dx—v—af et dt

(kde jsme ,,;losadﬂi :z:Va— = t a pouzili toho, Ze integrand je funkce suda)
aintegral pro R — o konverguje podle (14) 2 Vn l/ . Pro tfeti

Va

z integrala plat

R _..(=+"_‘)’ Y or
f — j e 24 dx — e4a f e—azze—-biz dz.
II1I1 —R —R

Pro integrily na tiseSkach I/ a IV jez = 4+ R a

13

-az'l — ¢ Rez* __ e—u(n'—u') S eds e 9%

e

(kde jsme misto y dosadili jeho maximum 2b ) a tedy ]esthze a>0

(co# predpoklédame), konverguji integraly f f k nule pro B — .

Dostavéme tedy z na&f rovnice v limité pro R - @:

@

l/_ _640 fe—a:c‘ —b3 dy — 0

odkud porovnanim redlnych éasti plyne*)

*) Porovndnim imagindrnich &asti dostavime trividlni vysledek
@
J e—9%' sinbz dz = 0,
—®

nebot integrovand funkce je licha.
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JelikoZ je integrand funkee sud4, dostivame po snadné Gpravé hledany
vysledek ‘

a

. 1] /z >
e~ cosbx dz =z ;e % ae> 0. (21)
0

§ 75. Integrily mnohozna&nych funkei.

) P¥iklad 1. Hledejme integrévl

fol—x

Pouzijeme pomocné funkce

VAT —aF
10 =

ktera ma v komplexnim oboru tyto vlastnosti: 1. v roviné s vynatou
tisedkou (0, 1) se f(z) rozpads na &ty¥i regulirni vétve, 2. na opadnych
okrajich vyTfezu ma f(z) rizné hodnoty, 3. kazd4 z vétvi f(z) ma v bodé
z= o0 nulovy bod druhého ¥idu. Vlastnost 1. plyne z toho, Ze
pfi obéhu bodu z po libovolné kiivee jednou kolem dokola bodu
z.=0az=1 vzroste arg z i arg(l —z) o 4 2z a tedy arg z(1 —2)

4
02r4+3.2n=8na Vz(l — 2)% nabude opét vychozi hodnoty. Pro dalsi
vypodty vybereme si tu z vétvi f(z), kterd na hornim okraji vytezu(l)
nabyvi kladnych hodnot, tak¥e argz = arg(l — z) = 0 (viz obr. 113).
Pfi obdhu bodu z =1 ve sméru naznadeném na obr. 113 se argz
nezméni, ale arg(l — z) bude rovny — 27, t. j. hodnoty odmocniny
na hornim (I). a dolnim okraji (II) vyFezu se budou lidit koeficientem
e—i87 — e—1i9n — j (vlastnost 2.). Vlastnost 3. plyne nakonec z toho, ze
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po dostatedné velké |z| je ¥ad &itatele roven fidu z a f4d jmenovatele
fadu 28.%) ) o

Zvolime si integraéni cestu podle
obr. 113 a v dvojnisobné souvislé ob-
lasti, kterou takto obdrzime, se budeme
zabyvat jednoznadnou vétvi funkee
H(z), kterou jsme si vySe zvolili. Podle
residuové véty, kterd plati i pro vice-
nasobné souvislé oblasti, pokud jsou
v nich uvaZované funkce jednoznaé-
né, mame

[+ [ +[=2xic,, Qbr. 113. -
1 Ir Cp

4

kde ¢_, je residuum zvolené vétve funkce f(z) v bodé z = — 1. Podle
vlastnosti 3. je integral f = 0 pro dostateén® velkd R, nebof residuum

funkce f(z) v bodé z = oo je rovno nule (§ 69). Z vlastnosti 2. plyne
pro integrly [ a [ podél dsecky (0, 1)
. i

[ =y =
I Ir

takze
27 c
1—i v

I = (22)

Presndji se to doké¥e takto: Pro dostateind velké |z| lze &itatele rozloZit
v fadu

4
e e o ) Mt LR
z -z z z z

a f(z) mé Laurentiiv rozvo)

Z(l—[-ﬁ—}-—b—z-f-n )

. .
1) = T =—2(1+ﬂ+i§+...)
KA 2 4
zs(l +—+—2+—2—)
zZ -4 z

a odtud ihned plyne naSe tvrzeni.'
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Zbyva jen najit residuum ¢_;. Reguldrni vétev funkce f(z) ma v bodé
z = — 1 p6l tietiho Fadu a tedy podle (40) § 67

1 . d2 , 1 d2 §—x

. — 2 m E — )9
0.1 =5 Iim S5 ()1 + 2°] = 5 35 Vall =2k
Pri vypoétu je tieba dbat ostraZitosti
a nezaménit vétve funkce f(z). Vétev, kte-

y rou jsme zvolili, je v bodé z = —1

/' charakterisovina hodnotami argz = =,

. of Cr arg(z — 1) = 0, a proto musime po deri-

/ AS vovani dosadit z = e™, 1 —z = 2. Deri-

® ~ \r B x vujeme podle Leibnizova vzorce (zde neni
mozno odstranit zavorky, abychom nepo-

Obr. 114. rudili pfedpoklady o argumentech) a dos-

tdvame

c—x-‘l‘[i(— 24(1—z4+2iz4 3(1 —2) 2‘_|_

7ai 3 3al 1

A} (1 —2) e, = H— CIREE K
al 5 ni
.— 1ged 279) = ——?: et = 3V2 (1 + 1).
64)/2
Dosadime do (22) a dostavéame hledany vysledek
I
(Ve == 27zi 1/2 37!]/—
Piiklad 2. Pro vypolet integrilu

7 Inz dz
@+ 1?

volime integraéni cestu naznacenou na obr. 114. Bod z = 0 vypousti-
me, nebot funkce za integratnim znaménkem nabyvi v bodé z = 0
nekonecéné velkych hodnot. V takto konstruované oblasti je pomocna

funkce
' Inz

fz) = —W
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jednoznadni, bereme-li hlavni hodnotu logaritmu (t. j. 0 < argz <
< zn). M4 pél druhého faddu v bodé z = i, jehoz residuum najdeme
podle vzorce

.o d gy . 4 Inz w2
61 = lim -+ [f(z) (z — if] T LT b, 8~

Podle residuové véty

—r R

I . . zi
f—l—f—{—f—l—f:%zw_l:%—g.
—R Cr r Cr

Abychom odhadli f, uvézime, Ze pro z = Re'?
Cr

. nz| = JI*R + ¢ < JI* R + =% < 2 InR

1 C
FTiF= R
kde C je konstanta. Podle véty o odhadu integralu je tedy
2C InR |
f < B =R
/ “/ Ce
a integral f —» 0 pro R — 0. Abychom odhadli f uvéiime, Ze pro
Ca
z = re'? ]
IInz] = J/in®  ¢* < 2ln >
a
B 1
<
J2% 4 112 = ¢
Tedy
f <20~ . ar

a integral f konverguje k nule pro r — 0. V limits pro+ - 0 a R — o

vdost.a,va,me tedy
1] @

Inzdz | [ Inzdzx .
I e
0

-0
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V prvém integrélu je z < 0 a tedy Inz = In(— 2) + =i, odkud plyne

1]
In(—2z) dz Inz dz 9
f(z2,+ Ty +’“f 1)2+f( -k G i

Dosadime v prvnich dvou integrilech —z = z a po zdménd mezi
dostavame
Inz dz dx )
2-[(:':2 1 s+ @ f = }nti — . (24)
0

Integral f (xz—j—T)z dz vypodlteme jako v pt. I § 73, takze je

@©

0 @

f _dz i
AV 5 (2 + 1)

K Ca Porovnanim imaginé,rnich Casti v (24)

BN dostdvame hledany vysledek:
/ P h L

: K e d
7 nzdr
(x® + 1) - i”'. (25)

Piiklad 3. Pro vypodet integralu

®

Obr. 115. f Inz dz
(= + a) + b
0
zvo]irge integraéni cestu podle obr. 115 a pomocnou funkci
In?z
&) = e rar v o

kde bereme regulirni vétev logaritmu, pro niz 0 < argz < 2xn. Na
hornim a dolnim okraji vy¥ezu nabyvé In% hodnot In%z resp. (Inz +
+ 27i)2 = In?x -+ 47i lnx — 422 a hodnoty InZr se navzijem vyrusi,
coZ nam umoZiuje vypoctet hledaného -integralu. Uvniti takto kon-
struované oblasti m4 ‘funkce f(z) dva poly prvého ¥adu v bodech
2,4 = —a -+ bi, jejichZ residua jsou
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In? In?(— bi 1 . .
T = et B iy 4 i gl

(1)

= [(z + a,)2 + b2];.=,, 2bi ,
In2 In?2(—a — b1 1 .
LG a)rzliz— A = — ) - g o7 T il + o

kde r = |/a? + b2ag= arctg é Podle residuové véty -

f_|_f+f+f— 27i(c™, + ¢®) = %4¢(n—ilnr).
I

C, Cr
Jako v pfedeslém piikladé se dokéZe, Ze lim [ = lim [ = 0, takZe
7—0C, R—ro Cg
v limité pro » - 0 a B — oo dostivime

0 @®
In(z + 2#ip n2x g Inz dx
CET Y f(x+a)2+b= B TR

dz dap .
2 e .
+ 4n f(:v T B2 5 (x.—1ilnr).
Aviak
dz 1 f de 1 o 2)
X iFE —5) FrI B \FT¥cteg) =
0} s
1 b o
E &I‘Ctg—- = T)‘,
po zkriceni a upravé dostivime hledany integral
Inz dz. _@lor In}/a? + b,
Grait® — b b arctg Pt (26)

Pf{klad 4. Pro vjpodet integralu

@™

fa:“‘1dx
14 =2
0
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znova pouZijeme integratni cesty, z obr. 115 a pomocné funkce

26—1 e(u—l)lnz
kde za Inz bereme tu vétev logaritmu, pro kterou 0 < argz < 2x.
Tato funkce je jednoznaéna v takto konstruované oblasti a je tam
viude regularni kromé v bodé z = — 1, v némZ mé pél prvého fidu.
Residuum v tomto bodé je rovno "

e(a—Din(—1)
- (1 +2),.1

(kde jsme poloZili — 1 = e™) a podle residuové véty

J 4]+ [+ [ =—2nie

I C, 14 Cr

= eme—M _— ___ ga=i

resf(— 1)

~0

Ro-1

K odhadu [ pouZijeme toho, Ze pro |z| = R > 1 je |f(2)] = <
Cr 114 2|
Re-t
< g a tedy
: -
f < R_l aR < CRe-1,

Ce

kde C je jistd konstanta, Odtud pro a ¢§ 1 (coZ pfedpoklidéme)snadno
zjistime, Ze pro B — oo integral [ — 0. Stejné tak pro
Cr

-1 -1
e < o
+2=1—7r

CE=r <1 el =g

: -1
f <al
Ce

r < O,
— T a—

Z toho ptimo plyne, Ze pro a > 0 (co% pfedpokladidme) [ — 0 pro r — 0.
Cr .

Tedy pro r — 0, B — co bude v limité pro 0 <a <1

0

Jri(z) dz. +6}DH f(z) dz = — 2mie®™

@

V druhém integrilu.integrujeme podél horniho okraje vyfezu a je
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a—1

z=2za f(z) = 1£+'—x, v druhém integrujeme podél dolnfho okraje

‘a je z = ze?™ a

i = ELETY

1 4 e 1+ 2

takZe posledni rovnice nabyva tvaru -

W @

CEa_]' za—l o

—2ani d - = —9 3 ami
e fl—{—:uz—}—fl—i-xdz nie
0 0
a .
o4 .
201 27ies™ 2i 7
T fz 0 T glam —1 Tem _eem  singm 0<a<l. (27)

Tento integrdl se dd téZ substituci z = e’ pfevést na integral pf. 2
§ 74.

\@ ‘VyjadFeni funkci pomoci inte- LV\CR\ _
gralt. Mgjme integral a+h
a4-im @
R C
. 1 ezt C; a R
f (‘é) =34 f — 4z, 7y
a—jm ’ ’

Q

©
]

>

kde integrujeme podél pi¥imky Rez = a
(@ > 0) rovnobéZné s imaginirmi osou. _)/J /

Budiz nejprve ¢ < 0. Pro kruhovou used

omezenou piimkou Rez = @ 'a obloukem Ce'lL
C, kruznice |z| = R podle Cauchyho in- Obr. 116.
tegralni véty § 47 plati .
a+ih '
f ezt d fezt d .
— 4 + — dz = 0 $28)
a—ih Cp !

(kde & L /R* —a? a integrujeme po obvodé C, v zdporném smyslu
obéhu). Abychom odhadli druhy integral, integrujeme per partes
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a+t+ih 1

E'_‘dz=lfde" _le -
z t z t 2 ja—tn ¢ 2%
c

Cr 03 B
[eta+mye e(a—m)tl

TlTTFE T =H|=F R’
konverguje k nule pro R - o (a, it ]sou pevné). Na C, je
eft et

2T R=

funkce m.lmo integradni znaménko tedy

< = (podle predpokladu z > 0 a t < 0 a tedy e®t < 1).

Od'tud R

dz‘ —; nR = = a integral f té%Z konverguje k nule
R
pro B — . Tedy pro vdechna ¢ < 0 konvergu]e druhy z integrild
(28) k nule pro B — o a vztah (28) v limité pro B —.co nabyvi tvaru
é+lm

. .
f J°zi dz = 2aif(t) = 0,¢ < 0,
. a—io
a tedy f(t) = 0 pro vSechna ¢ < 0. Budiz nyni ¢ > 0 a budeme in-
tegrovat podél kruhové tsele dopliiujicf kruhovou tseé¢ piipadu
t < 0 (viz obr. 116). Uvniti Gsefe mé nafe funkce jediny singularni

bod, a to pél prvého ¥adu v bod& z = 0 s residuem c_, = % = 1,
0.
takZe podle residuové véty bude
atih
f+f+f+f_2mcl_2m (29)
a—ih C OB cy &
Délky oblouktt C, a C” jsou‘rovny «R = R arcsin % ~ R% =a
a konverguji k a pro £, - 0. Modul integrandu na téchto obloucfch
¢ 2 e9
]eez. e;,'<—a,konvergu]eknuleproR—->czo(]et<Oa,:z:<a.
a, t jsou pevné) a tedy f—>0af—>o0pro R—> . Abychom odhadl
c, ¢ '
integral [, budeme integrovat per partes
o ,f_le"‘“’ 1 e“dz
- 7 7 +i8 t
c cy
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kd e— izt elBt < R et et < 1 bot "

e je —% % 3 z—z—l—pf=—1?2(neo f>0 a na C}

je z < 0). Tedy | — 0 pro R — oo, tak¥e pro viechna f > 0 a vlimits
Cy

pro R — oo nabyva (29) tvaru
a+iw

¥ 1
37 dz = 27if(t) = 2ai, > 0,

uTlm

F frel.

0 t E 0 , ot !

Obr. 117. Obr. 118.

a tedy f(¢) = 1 pro vSechna f > 0. Sh.rggme oba vysledky do jediného
zdpisu

e+lw
1 st 0 pro f <O,
’Iﬂ) 27i f-;dz={l pro f > 0. (30)

” a—lco

Integral*) (30) tedy representu]e ]mtou funkcl, ]e]iz graf je se-
strojen na obr. 117.

a+im
*) Pro t = 0 dostaneme divergentnf integrail -2—:!; f de . Budeme-li viak

a—io

misto n&ho brét t. zv. hlavnf hodnotu nevlastniho integralu ve smyslu Cauchyho,

1 iv 1

. . a +

Jm g [ T =g fm i iy —gmn U = g
a—IN

bude existovat a bude roven aritmetickému pn'xméru\hod.not funkce (30)
v bod& ¢ = 0 zprava a zleva. (V tvaze je podstatné, Ze integrél bereme v sy-
metrickém intervalu od a — iN do a + iN.)
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Zaménou t na t — z v (30) dostaneme integral

a+im
1 e'¢ ‘r) Oprot<t -
271 Tz "l prot<rt
a—im

Polozime-li dile v (31) nejprve r rovno 7, a pak 7 rovno 7, (7; < 7,)
a odeéteme-li od prvého integrilu druhy, dostaneme integral

6tim
—-ZT), ___ a—2Ty
f1t) —2% o S — dz =
=™ frt) o—lo
Oprot<rmy,
={1lproT,<t<Tt, (32
0 pro 7, <'t, -

ktery representuje funkei, jejiZ
graf je na obr. 118. Timto zPﬁso-
bem je moZno representovat ja-
koukoliv ,,schodowtou“ fun.1 jejiz graf je na obr. 119:

o+im
27!1 kgo /( k) f et‘ =5 dz -
T a+i:_im o
= 2—,1,1 f { Z f(za) e Ark}dz (33)
kde e
dr, — 1 —e*rm)

z
1 2 1 \3 ,2
= (Tp+1 — Tx) T (Terr — )2 +ﬁ (T — 7)) 22—

JestliZe nyni zvét§ime &islo n tak, Ze nejvétsi z rozdild 7+, — 7,
bude konvergovat k nule, t. j. Av, bude veliéinou nekoneéné malou,
ekvivalentni 8 7., — 7, pak se i suma (33) bude li3it velmi milo od
integrilu a v limité bude )
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a+lo T

e {' f(z) e~ dt} dz,

—l> Te
kde f(t) je funkce z obr. 119 v intervalu (t,, v), vyjidfend pomoc{
integrdlu. Nebudeme se zde zabyvat pPesnym dikazem limitniho
pfechodu k integrilu. Pdsledn_i vzorec ve tvaru .

a+im !

fit)y = 5= f e*t {ff(t) et dt} dz . (34)

plati pro hl_)ovo]nop funkm 1), defmova.nou ‘na redlné ose a spliiujicf

tyto pfedpoklady: \
a) funkce f(t) je v libovolném (konetném) intervalu (— T,T

realné o8y po usecich h.la,dka, (t j. ]e]1 graf je kiivka po tsecich hladk4,

viz § 8),

16) = 5

b) mtegra,l f e-9¢f(t) dt je absolutné konvergentni

T —m

(34) je moZno téZ prepsa.t do dvou vzé.jem.né oddélenych vzorct

LEST

fO)=5— [ e*g(z) dz,
]

kde o e

9(2) = [ e-*rf(z) ar (35)

! /
s

| —m ’

Funkclona,ln.i zobrazeni které bm&iuje flmkcl f(t) funkgi g(z)

,,obrac{‘* druhou, t. j. vy]a,druje funkei f(¢) pomoci jejiho obrazu g(z).

Druhy ze vzta.hﬁ (35) mizeme oviem téZ povaZzovat- za obriceni

prvgho. Proto’ nazyvame vztahy (35) inversnimi vztahy Laplaceovy

transformace. Laplaceovy transformace se velmi ¢asto pouZivéd v mate-
matické fysice.*) . ‘

*) Viz na pf. Carslaw-Jaeger: Operational Methods in Applied Mathematics,
Oxford University Press 1941 (rusky pfeklad Karslou i Eger: Operacionnyje
metody v prikladnoj matdmatike, Gosinoizdat, Moskva, 1948), Wagner: Opera-

( Pokrabovdnt na ndsl. str.)
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_'§ T1.)Logaritmické residuum. Princip argumentu. Logaritmickym
r&lﬁem funkee f(z) v bod®$ z = a nazyvime residuum jeji logarit-
mické derivace % v tomto bod8. Logaritmick4 derivace f?((—:;)- mize
mit singularity v singulirnfch bodech funkce i v jejich nulovych bo-
dech. BudiZ z = a nulovy bod ¥4du n funkce f(z); pak jeji Laurentiv
rozvoj v okoli tohoto bodu mé. tvar (§ 62):

f(z) = caflz —a)» + c”+1(z—a)"41.+ iy Cp O

a tedy
f(@) =ncaz—a)*-* +(n + 1) cpri(z—a)* +...
Odtud pro Lauréntovu fadu logaritmické derivace v okoli bodu z = a
méme
f(z) _ meq(z —a) + (n + 1) Cata(z —a)**! + ...

flzy — . Ca(z — a)"1 4 Cppy(z —a)™ B =
v 1 nc, + (0 + 1) Cpiy(z —a) + ...
. T z—a’ Cn + Cot1(z —a) + ... )

Podil dvou regulérnich funkef je regulirni v bod¥, v ném je délitel
rizny od nuly, a tedy v.okoli tohoto bodu je funkce rozvinutelnd
v potenéni fadu. Absolutni &len se uréi jako podil absolutnich élenii.
Tedy ‘

f'(2) 1

@) ~z—a

n

= + ¢ + ¢z —a) + ... (386)

zZ2—a

{n +colz—a) + ¢z —al + ...} =

torenrechnung nebst Anvendungen in Physik und technik, Leipzig,. 1940,
Vodigka: Operdtorovy potet a jeho technicko-fysikalni pouZiti, JCMF, Praha,
1949, kde je té%Z uvedena dalsi literatura. M. I. Kontorovié: Overacionnoje
isZislenije i nestacionarnije javlenija v elektri¥eskich cepjach, GOSTECHIZDAT,
Moskva, 1949. T. Karmén, M. Biot: Mathematical Methods in engineering,
(rusky preklad: T. Karman i M. Bio: Matematifeskie metody v inZenernom
déle, O(gIZ, GOSTECHIZDAT, Moskva, 1948), kap. X., V. A. Ditkin i P. J.
Kuzn¥cov: SpravoSnik po operacionnomu iséisleniju, GOSTECHIZDAT,
Moskva, 1951, Lurje: Operacionnoje isdislenije, Moskva, 1951 (zaméfeno na
mechaniku), M. Gardner, J. Byrnes: Transients in Linear Systems, (rusky
preklad: Gardner i Berns: P&rechodnije processy v linejnych systemach s so-
sredototennymi postoja.n.nymi, GOSTECHIZDAT, Moskva, 1951, Lavrentdv-
Sabat: Metody funkeij kompleksnogo pereménogo, GOSTECHIZDAT, Moskva
1951, kap. VI (v této knize najde dtenidF mnoho dopliujicf latky k latce vyklé-
dané v této knize). (Pozn. ptekl.) . :
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je Laurentiiv rozvoj logaritmické derivace v okolf bodu z = a. Odtud
je ihned vidét, e m4 v bodé z = a pél prvého ¥idu s residuem rov-
nym n. Logaritmické residuum v hulovém bodé funkce f(z) je rovno radu
tohoto nulovéha bodu.

BudiZ nyni z = b pélem Fddu p funkce f(z); pak lze v okoli bodu z = b
rozvinout funkei f(z) v fadu

C—p C—p+1 . ’
fte) = (z—0b) + (z — b)»—? FTom e ® 0,
a f'(z) v fadd
' ey . PC—y —(p_l)c—n
f@) = —pper + @by T
a tedy
flz) _ .1 —poipy— (P— Dotz —b) ..
fla z—0b" ccpt Cpt1(z—08) + .. -

Tz —b { ’
odkud dostivédme Laurentiv rozvoj logaritmické derivace v okoli
bodu z = b:

— P+ colz—0b) + ci(z—bp + ...},

@ _—=p sy
f(2) =;—pTotakz—b+.. (37)
Z (37) vidime ihned, %e z = b je pélem prvého.fadu funkce ff ((z))

s residuem — p. Logaritmické residuum funkce v pélu je rovno zdporné
vzatému fddu tohoto pélu.

PouZijeme téchto vysledki k dikazu jedné véty o argumentu
funkece, t. zv. principu argumentu. BudiZ f(z) reguldrni vSude v uza-
vtené. oblasti D kromé koneéného podtu bodd b,, b,, ..., bn, kde mé
poly rada p,, pg, Py, ..., Pm» & necht mi nulové body v bodech a,,
a, ...,a; ¥4dd n,, n,, ..., n,. Predpoklidejme jeité, Ze funkce f(z)
nem4 na hranici C oblasti D ani pély, ani nulové body.*) °

Za t&chto predpokladi je logaritmicka derivace regulérni na hranici

%) Lze dokézat, %o konefnost po¥tu nulovych bodd a péli vyplyvé z této
P . :

180 278



C a ma uvnitf C jen koneény poéet singularit. Podle residuové véty
& pouZitim privé odvozenych vysledki je
LS

§ /ﬂ(z)) dz = 2nilny + Mg + ... + 79— Py — Py — ... —Pm) = (38)

‘= 27i(N — P),
kde N'a P oznaduji polet nulovych bodi a podet péla funkee f(z)
uvnitf C, pH ¢em?Z ka?dy poéftdme s ndsobnosti jeho fidu.
Ujasnime si geometricky smysl nadi véty. Je

1@ L o ,
$ ey 2 ji dInf(z) — j dmife) + 1 f d arg {(2),

Obr. 120. ' |

(kde In i arg jsou n&které jednozn/a.éné a spojité vétve obou funkef).
Protofe funkce In|f(z)] je jednozna®né, nabude op&t pti obéhnuti
kontury C od jistého bodu z, vychozi hodnoty a je

$d In|f(z)] = In|f(z,)] — In|fzo)| = 0. '

c
P¥i ob&hu kontury C se miize hodnota argf(z) zménit, jestliZe pfi tom
bod w = f(z) ob&hne poditek w = 0 (na obr. 120 se kone&n4 hodnota
arg f(z,) li&f od vychozi o 6z). Je tedy .

;ﬁd arg f(z) = 4 arg f(2),
pa
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kde jsme symbolem 4, oznaéili zménu arg f(z) pfi ob&hnuti kontury C
(t. j. rozdil)imezi koneénou a vychozi hodnot.du) Tato zména miZe
byt obecnd nenulova. ’

Tedy
f'(2)
§ ) dz = ide a,r'gf(z) i
a vzorec (38) moZno psit
f@ 4, 1 '
= _(f Tt 8 = 5 desrefls) =N —P. (39)

Vzorec (39) v-y]a,dru]e tento princip:

Princip argumentu. Je-li funkce f(z) requldrni véude v uzaviené
oblasti D kromé koneéndho poltu, péli a nemd na hranici této oblasts-ani
Ply ani nulové body, pak rozdil nulovijch bodd a pélu této funkce wvnit¥
oblasti D, kde ka%dy pél resp. nulovy bod poéitdme s ndsobnosti jeho Fidu,
je roven przrustku arg {(z) pii obéhu hranice C dé'lené’mu 2.

Jako piiklad dokdZeme Rouchéovu vétu:
Jsou-li f(2) a g(z) requldrni v -uzaviend oblasti D a je-li na hramici

této oblasti |{(2)|'> |g(2)] > 0, maji funkee f(z) a f(z) +g(z) v thto
oblasti stejny polet '{m_lovych bodi, (kaidy nulovy bod politdme s phsluJ-

nou_ndsobnosti). '
Dikaz. Budﬁ C hranice oblasti D. Je arg []‘(z) + g(z)] =

= argﬂZ) + arg {1 + ";(( ))} a tedy Ao arg [z) + 9()] = Adcarg f(z) +

+ Ag arg {1 + % ; } Podle pfedpokladu pro vechna z na C je vSak

5/]((z)) < latedybodw =1 + !f](( )) lezf uvnit¥ kruznice |@ -1 <1

Tento kruh neobsahuje bod w = 0, a tedy w se pfi obéhu knvky C vréti

ke své vychoz{ hodnoté. Tedy Ad¢ a,rg {l + '(;Ez;} 0a

A arg [{(2) +9(2)] = 4¢ arg f(z). |
Jeliko? ani f(z), ani f(z) + g(z) nemaji v D #4dné pdly, posledni vztah

N [
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podle principu argumentu znamend, Ze obé funkce maji v D stejny
podet nulovych bodd (neboﬁ_ na C je |f(z)| > 0 a |f(z) +g(z) =
= )] — |g(z)| > 0, takZe je moino poliZit principu argumentu).

Rouchéova véta je velmi piihodnd pro vypodet poétu nulovych
bodi.

P#iklad 1. Abychom stanovili podet nulovych bodd funkee

— 42 42— 1=0,
lezicich v jednotkovém kruhu [z] < 1, poloZime f(z) = 2% — 42% a
g(z) = 2> — 1. Na kruZnici |2| = 1bude |f(z)] = |2* — 4] = 4 — |¢|* =
9) = |2 —1] < |?| +1 = 2. MiZeme tedy pouZit véty

Rouchéovy a pocet nulovych bodii nasi funkce je roven poétu nulo-
vych bodi funkce 28 — 425 = 2%(23 — 4) uvnité kruhu |2| < 1, ktery
dini 5, nebof 22 —4 + 0 pro |2| < 1. ~

P¥iklad 2. Abychom stanovili podet nulovjrch bodi funkece

e =12 11

uvnitt jednotkového kruhu |z| < 1, poloZime f(z) = z, g(z) = e*- "
Na kruznici |2| = 1je|f(z)] = 1, |g(z)] = e*-* < e!~2 < 1, nebof 4 > 1,
a pouZijeme-li opét véty Rouchéovy, je pocéet nulovych bodi
nasi funkce roven po¢tu nulovych bodu funkece f(z) = % uvnit¥ jed-
notkového kruhu. Funkce f(z) = z ma jediny takovy bod, a to z = 0.
Vsimneme si jeSté toho, Ze reilna funkce ¢(r) = e*-2— x nabyvai
kladné hodnoty v bodé z = 0 a zdporné hodnoty v bodé z = 1, t. j.
koten lezi v intervalu (0, 1). Odtud plyne, Ze hledany kofen je reéln}’r
a kladny.

Piiklad 3. DokaZeme si zde jako piiklad t. zv. fundamentilni
vétu algebry: Libovolng mnohotlen n-tého stupné

P() = ag" +-az"~! +... +aa (2 + 0)

md prdvé n kofeni,. (PFitom pobitdme mnohondsobny kofen s piislusnou
ndsobnosti.) PoloZime f(z) = az® a g¢(z) = a;z"-* +... +a,. Na
kruznici |z| = R je |f(z)] = |ao] B™ a |g(2)] < |a,| B~ +... + |a,].
ProtoZe mocnind R® pro pfirozené n roste rychleji nez libovolny-
mnohoélen stupné n — 1, 1ze najit tak velké R, %e na kruZnici |z| = B
plati |f(2)] > |g(z)|. S druhé strany je lim g(z) = oo, a tedy pro dosta-

Z—>w®
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teéné velké R je na kruZnici [z] = R |g(2)] > 0. Pak podle véty
Rouchéovy je potet nulovych bodd funkee P(z). = f(z) + g(z) a funkce
f(z) uvnitt kruhu |2| < R stejny, ale poéet nulovych bodd druhé
funkce v tomto kruhu je roven
pravé n, coi se mélo dokizat.
Protoze lim P(z) = o0, leZi ziejmé

2> @m

v tomto kruhu ySechny nulové
body funkce P(z).

§ 78. Rozklad funkce cotg z
v nekoneény soucet zlomkai. Mit-
tag—Lefflerova véta.

Funkce

1z —~iz )
cotgz = ¥ _ & e Obr. 121. .

sinz e —e

je meromforni (§ 71) a m4 pély prvého ¥adu v bodech z, = kxn (k = 0,
. cosz
(Sinz)l 2w K
je ohranilena v celé roving (z) s vynétim libovolng malych okoli bodid
2. |2 — 2| < r. ProtoZe cotgz je funkce periodickd s periodou u,
nabyvi stejnych hodnot v pasech kx < Rez < (k + 1) = a staéi tedy
dokéazat jeji ohraniéenost v pisu 0 < Rez < # 8 vyhatymi pilkruz-
nicemi |z| <r,Rez>0a |z—ax| <r, Rez < 7. Je

+ 1, 4+ 2,...)sresidui R, = = 1. DokéiZeme, %Ze naSe funkce

e 4l _ e ob
leotezl < o —Joz)) =l — e’ \
v -2y -2
a,tedy proy—l]e |<3otgz]<e —er _1Her 1+te

v — eV 1l —62v =1 —e2

a fu.nkce je ohrani¢ena. Podobn& pro y << — 1 dostaneme

v 4 e 14 e 1+ e2
leotgz| < S T T e =1 ot

\

a funkce je op&t ohranitend. Potom viak z vlastnosti spojitych funkei
(§ 13) plyne, Ze funkce je ohraniend ipro —1 <y < 1.
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Tedy |cotgz| je ohranifend v celé roving (z) s vynetlm bodi =z,
pro néz plati |z — z,] < r, a lze najit takové &islo M, %o s vyjlmkou
uvedenych bodi je pro vSechna z ;

1fz)] < M. (40)

JelikoZz cotgz mé v bodé z = 0 pél prvého fadu s residuem rovnym
jedné, je hlavni -¢ast jejiho Laurentova rozvoje v okoli bodu z = 0

rovna 1;, a tedy funkce
f(z) = cotgz — 1
z \\
mé v bodé z = 0 odstranitelnou singularitu. Z lichosti nasi funkce
plyne lim f(z) = 0 (neboﬁ pii prichodu bodem z = 0 tfeba po ose «

musf n:;:ut znaménko a._ zhstat spojitd). PoloZime tedy definitoricky
f(0) = 0 a funkece f(z) bude regularni v bodé z = 0.

Oznadme C, kruZnici 2] = (n + 3)7 a budiz z bod, lezici uvnitt
| —C% ma pak ﬁvniti" C.,
plly prvého fddu v bodech { =za { =z, (0 < |[k| £ n) s residui
¥t fmz) . @« = cc(ccﬁcz—(ssxﬁ) -in “m

Podle Cauchyho residuovlé véty pro z + k=

této kru#nice a rizny od bodu z,. Funkce

LIOL gy 5

2xi t—z ik — 2
Cn

(41)

kde znak Z' znamend, e p¥i séitdni vynechivame index k = 0 (nebot
bod { = 0 neni pélem funkce f(£)). Dosadime-li z = 0 do (41), dosta-
neme : ‘

1 ffQde < 1
27 § ¢ B k;,. kn’ (42)
Cn
nebot f(0) = 0. Dosadime-li (42) do (41) amtZeme piepsat (41) na tvar
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_ s 1 S, 1 1 [fpdt 1 -Lf0dE
i) = kgﬂ kn —z +k=§;,; kn + o7 J t—z 2l § ¢ -
) Cn Ch

Ly 1 ,
’ _k.cz_ﬂ(z—kn+kn)- S ffg(;—z) (&)
A
Nechme nyni n — © a z nechf zistane pevné. Protoze pro r < i«
lezi v8echny C,, v oblasti, pro kterou plati (40), a v poslednim vzorei

o 1 1 1 _ N
ICI - eﬂ) u— Z] —- Ié-l T [Z| Qn _ ,|Zl’ kde Qﬂ - (n + %)TC Je p?lo
mér kruznice C,, j je ) *

4; ©)d¢ | . M. 270,

|72e =2l = et — i

a tedy f — 0 pro n — co. V limité nabyva (4‘1') tvaru

@

: 1 1) ‘
f(Z) =k_—_z_.m(2'—-k7'£ + E)a z % kTZ,

odkud

‘c;otgz = -i: + > ( + = ), z + km. (43)

k=—wm

z—kn

V koneéném kruhu [z| < 4 pro dos_ta,teéﬁé velkd |k| plati pro modul
obecného élenu fady (43)

4

1 2] A 1

\ 2 %l
N +®
Koeflclen’o pii — k2 - je ohranideny a rada\}c gm = konverguje. Odtud

ihned vidime, %e ¥ada (43) korverguje poéinaje n-tym &lenem stejno-
mérné a absolutné v libovolném kruhu 2| < 4.

Z toho plyne, Ze pro libovolné koneéné z + kn miZeme v fadé (43)
piestavit &leny libovolnym zpiisobem. Slouéime-li v (43) vidy dva
¢leny, které maji stejny modul a jejichZz indexy ma]i opacné znamen.ko
muzeme (43) prepsat ve tvaru .
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cotgz = - + Z —k“, z =|= kn. (44)

Odvodime je§té vzorec, ktery dostaneme z (43) a (44) zaménou z na
nz: T

1 = 1 1
7 cotgmz = > +,k=§—:m (m + Tc) -|—,Z Py (45)

Residua péla funkee cotgz z = kn se vesmés rovnaji jedné, a tedy

! ~ (k=0,4+1, £ 2 ) jsou hlavnimi dstmi jejich Laurentov-
”

skych rozvoji v okolf bodii z = kn. Rozvoj*(43) se sklddd z hlavnich
&ast{ Laurentovych rozvoji a je v tomto smyslu analogicky rozkladu

racioné,lni lomené funkce na parcidlni zlomky (§ 71). Rada ?15-—}—.

+ Z k ——— pozustavajici jen z hlavnich &isti{ Laurentovych rozvo;fl

k m— & —

]e divergentni, 1ak se snadno dokéZe. Proto byly v rozvop 43k hla.vnim

éastem pnpo]eny jesté cleny kl’ které zaruduji konvergencl fady (43)

. o . A1z
Na,p_iéeme-h si Tayloriv rozvoj pro ey el il v R

vidime, Ze IcL je prvym &lenem Taylorova rozvoje hlavni dasti podle

mocnin %, vzatym se znaménkem minus. Podobné tvrzeni plati pro
meromorfnf funkce’obecns. Platf

Mittag-Lefflerova v&ta. Nechf je f(z) meromorfni a md pély v bodech

. . . ‘ . 1
z2 =y, |a, < |a,| < ... shlavnimi &dstmi Laurentova rozvoje g, ( T ) =

G
= Gi(2); necht BP'(0) = G4(0) + Gi(0) 2z + ... + Z)’( ) 2? 7oza¢‘fatek Tay-

lorova rozvoje hlavni &dsti g,,(z — ) podle mocnin z. Pak existuje

posloupnost celyjch &isel p, a celistvd funkce fy(z) tak, Ze rozvoj

1) = fole) + 2. {g,;(z - a,,) hi’*’(Z)} (46)

/
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konverguje absolutné a stejnomérné pro vdechna z + a, v kaZdém ko-
neéném kruhu |z] < A.

Rozklad (46) je analogicky rozkladu raciondlni funkce lomené na
celistvou &ast a parcidlni zlomky a nazyva se Mittag-Lefflerovim roz-
vojem funkce f(z). Setkdvdme se s nim v mnoha dileZitych problémech.

§79. Rozklad sin z v nekoneény soutin. VE&ta Weierstrassova. Rada
(44) konverguje stejnomérné v libovolném koneénémy kruhu |z| <4
pro z + kn. Lze tedy najit pro libovolné ¢islo ¢ > 0 takové &islo
N, = N(e), Ze pro viechna N > N, je v rozvoji '

cotgz —_% _,,Z k2 T + ay(2), (47)
lxa(2)] < e, ' (48)

pro viechna z + kx v kruhu |z| < A. Levé strana rovnice (47) je
funkece regulérni v bod$ z = 0, kdy% polo#fme levou stranu v bods
z = 0 rovnu nule (viz pi'edché.zejici paragraf). Integrujeme-li podél
libovolné cesty od bodu z =0 do bodu z + kxn (mtegra.éni cesta
neobsahuje body z = k=), dostaneme
o+ f oy(z) dz.
0

Funkce ﬁ je v bodé z = 0 rovna jedné (plyne z pfedpokladu 'o re-

A . z N
In % = In(2 + kn?)

’ 0 k=1

gularité) a tedy ln — =1In % —Inl =1In H aln(z? + kznz) =
— kP 22 . .
=In —W =In|1 — %) Nase posledni rovnice nabude tvaru

N 2
— S (1 _Ez‘;—z) + Byl2), (49)

kde v disledku (48) pro viechna z % kx z kruhu |z] < 4

lﬂN(z)|,= lj"‘N (2) dzl <e.24 .(50)

1
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(libovolny bod z + k= z kruhu |z| < 4 muZeme spojit v bodem z = 0
kfivkou, jejiz délka < 24; v tvaze piedpokliddme, Ze mtegru]eme
podél takové kiivky). .

PiepiSeme (49) na tvar

. n
sinz I_I 22
— eﬂﬂ(‘) (1 —_— -kz—ytz-),

2 k=1

kde II je znak pro nésolSem’. Z nerovnosti (50) plyne, Ze pro z + kx
z kruhu |z| < 4 je lim §4(z) = 0 a tedy pro N — o0 ef¥®) — 1 a
Noo -

. . 22 - sinz
lim J] l—os) = —

N-ow k=1 K4
Definice. Existuje-li limita
1(2) —th k]_[ 1+ .fk(z)) (51)
- !

a je-li riznd od r;uly v kazdém bodé jisté oblasti D, fikdme, Ze
nekoneény soulin | (1 + fi(2)) konverguje v oblasti D k funkei /(z).
k=1 ' .

Poznamka. Snadno se dokaZe, Ze v konvergentnim nékoneéném
soudinu' tvaru (51) je fi(z) > 0, Ze soudin twaru (51) konverguje sou-

dasné s fadou . f,(z) (jsou-li funkee fy(z) od jistého indexu poéil’mje
k=1 '

téhoZz znaménka pro pevné z), Ze soudin (51) konverguje absolutné
a %e je moino libovolné premisfovat jeho é&leny, konverguje-li fada

z fkkz) absolutné atd.
k=1

Poznéamka 2. Jestlize jsou mezi &leny souéinu (51) &leny, které
nabyvaji hodnoty 0 v bodé z, a jestlize po vynéti téchto éleni je (51)
konvergentni v naSem smyslu, fikdme, Ze (51) konverguje k nule
v tomto bodé. Predpokla.d Ze limita (51) je od nuly rizni, je nutny;
chceme-li, aby si nekonecny soudin zachoval vlastnost konedného
soutinu, totiz Ze je rovny nule tehdy a jen tehdy, je-li aspon jeden
z Ciniteld rovny nule.

284



Muzeme tedy nyni ¥ici, Ze pro z + kx z kruhu Izl < 4 muZeme sinz
psat jako. nekone¢ny souéin -

sinz =z ,E ( kznz) (52)
Pro z = kn konverguje tento soudin k nule a naSe vyjadeni sinz
nekoneénym soudinem je platné pro vSechna z z kruhu |z| < 4. Pro-
toze miiZeme &islo 4 volit libovolné veliké, plati naSe vyjddfent funkce
sinz ve tvara nekoneéného soubinu pro vdechna koneénd z. Tento soucm
po prvé odvedil (jinym zpasobem) Euler.

Kdybychom v na$i ivaze vy&li misto z (44) z rovnice (43), dostali
bychom misto (52) souéin

P 2
sinz =2 [ (1 —é) ek (53)

k=—m
kde znak " znaéi, Ze v so‘uéi'nu vynechévéime index k = 0. Vyjadieni
(563) je rovnéz platné pro v3echna koneéna z.
Vztah (53) pfipomina rozklad mnohoélenu v kofenové &initele
. on z
P(z) = Az —a,) (z—ay) ... (z—a,) =B ][] (J ——),
. k=1 Qy,

znidmy &étenafi z algebry (pro funkei sinz jsou body a; = kx rovnéz

nulovymi body). °Rozklad n (1 _Ez_) obsahujici jen &initele, ktefi

k=1 k,

odpovidaji nulovym bodim, je divergentni, jak se snadno dokaZe.

V rozkladu (53) byli proto jestd pr1p01en1 dinitelg ek:l ktef{ zarudujf
konvergenci souéinu (53).

Podobny rozklad je mo#no najit pro libovolnou celistvou funkei a plat{

Weierstrassova véta. Budif f(2) celistva funkce s nulovgmi body v bo-
dech z = ap (0 < |ag] £ lay| £ ... < x| £ ...); nulové body pocitdme
s pFislu$nou ndsobnosti; ddle necht’ md funkce v bodé’ z = 0 nulovy bod

Fddu n(n = 0); budif AP(z) = — z_z2 ... -
K H
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i ! :
lorova rozvoje- funkce In (1 —5) podle mocnin z. Pak eXistuje posloup-
(3

nost celych &isel p, a celistvd funkce fo(z) =+ 0 takovd, Ze pro véechna
koneénd z plati rozklad

f2) ﬁ (1— —) —HPe) (54)

Rozklad (54), ktery je analogicky rozkladu mnoho¢lenu na kofenové
¢initele, se nazyva Weierstrassovym rozkladem funkce f(2).

Obr. 122..

Priklad. 'Méjm; nekoneénou fadu bodovych virt se stejnou inten-
sitou P, jeZ jsou rozprostieny v bodech z = a, + ki, t. j. leZi na jisté
piimce ve stejné vzdalenosti, ktera je rovna I od sebe (virovy fetézec,
obr. 122).

Z pocatku budiZz pocet virt konecny a roven 2N +1 (|¥ < N).
Komplexni potencml proudéni v libovolném bodé z°4 @, se pak rovna
soudtu komplexnich potenciali jednotlivych viri:

- r (z — ay) & z — —a; |\l
Pylz)-= 2mi {Ln i +k§1 (Ln S+ I kl )}

"(kde' jsme nasobili z — a, ¢islem %a»(z - ) éislem:lﬁ, ¢imZz se

zménila jen nepodstatns adiéni konstanta; viz § 39). Po tpravé
muiZeme psat:

I [ae—a) & [ c—ap)
Py(z) = 5= L“{ — H(I—Tp)}-

k=1

Cleny tohoto vyrazu se lisf od 8lentt vyrazu (54) jen tim, Ze misto z
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(2 — ag)
l
potencidl virového fetézce:

w=q><z)=2iniLn{"(z ao)l—[( w}=

k=1 k2l

zde mame . Dostavame tedy v limité pro N — oo komplexzni

(85)
_ T g e
2m
Analogicky se odvodi vzorec pro komplexni potencidl nekoneénd
mnoha bodovych naboji velikosti +g¢ rozprostfenych. v téchZe
bodech a,: ‘
C F() = — 20iLnd TE—%) 77 (; 2E—a*)l _
w=F(z) = —2q Ln{ 7 11 (1—- 7 =

k=1

T ey
sin——7—

§ 86 Eulerova funkce I'(z). Budeme ‘nejprve definovat logagitmic-
kou derivaci Eulerovy funkce I'(z):

(1 +“)=—C—Z(;ﬁ—%)’ (56)

kde C je konstanta, jejiZ velikost jests urdime. Rada (56) sestivé
z ¢lend fady (45) pro & cotgnz se zapornymi indexy.*) Je to vlastnost,
které si viimneme jedté pozdéji. Rozvoj (56) je ziejmé Mittag- -Leffle-
rovym rozvojem funkee (1 + z), ktera je tedy meromorfm a md poly
prvého fadu v bodech z = — 1, — 2, — 3, .

Eulerova funkce I'(z), nazjvans té% gamm@;funk_%_jgé@i@?ﬁ!é&&

svou logaritmickou derivaci

k=1

InI'(1 + 2) =f1p(1 +2)dz. = —Cz —'i {ln (1 +%)—%} : (57)
‘0

kde z =|=/— k(k=1,2,3,...); integrujeme podél libovolné cesty, kters
*) Vzorce (45) a (56) se lisi jest$ znaménkem k. '
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neprochéz{ pravé uvedenymi body. K tomu nis opraviiuje stejno-
mérné konvergence fady (506).
Odlogaritmovanim rovnice (57) dostdvame

1 e ] (1- + %) e ¥, (58)

I'l+2) =1

kde nekonedny souéin konverguje, nebot je &asti Weierstrassova roz?}
voje pro s}nnz, odpovidajici zdpornym indexdm k,**) Z (58) plyne,
ze funkce 1"(1—1-|-z) je celistvd a mé nulové body v bodech z = —k
(k=1,23,..) a jen' v téchto bodech. Funkce I'(1 4-2) nenabgjvd
nikde hodnoty nulové, je meromorfni a md pély prvého fadu v bodech
r=—Fk(k=123,. )ajenvté’chtobodech

~Z (58) plyne dale: I'(1) = 1. JelikoZz podle piedpokladu I'(2) & 0
a konstanta C neni jeité uréena, polozme I'(2)a 1. Pak uréime kon-
stantu C' takto: Z (57) plyne

0 = —C—él{ln(l +%)—%} ‘

— lim i{%—ln({w 1)}.

n—w k=1

Piidame-li k vyrazu v zivorce Glen n;—l—'l’ ktery nezméni hodnotu

limity, nebof v Limité je po _]i'_ TG 0, a jestlize misto » + 1 piSeme n,

dostdvime koneéné pro C vyjadieni-

¢ =lim {1+1}+...+71b—1nn}§ (59)

n—+w

© #*%) Viz vzorec (53), kde jsme zamé&nili k za — k a z za 47z.
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Konstanta C se nazyvéd Eulerovou konstantou*) a nadi tvahou je do-
kézana jeji existence.

Odvodme si nyni nékterd vztahy pro funkm I'(z). Predeviim z (56)
dostaneme pro z + k

§(L + 2) — () = Z{W+;_1—Zik}=§

nebof viechny ostatni 8leny se zrudi. Integrujeme a dostaneme rovnici
InI'(1 +2) —Inl'(z) = Inz- + 4, kde zbyva jesté urdit integraéni
konstantu 4. Je ra +z) AzI'(z); poloZime-li z =1, dostaneme
4 =1, nebot F(l) =T1(2)=1, a konetné hledany vztah

jr(l +2) = 2I(2). (60)

.Rekurentni vztah, ktery jsme pravé odvodili, umoziiuje vypocet
I'(z) vpasechk <Rez<k+1 a k—2<Rez<k—1, jsouli
znamy hodnoty v pésu F1< Rez Lk Pomoci ( (69) dostaneme
postupné:

e +2) =@ +)E + 1) = & +1) 2I(), -
T +3)= (42T ¢ +2) = @ +2) + 1)2l@)
a koneéné pro celistvd kladnd n:
Nz +n)=(z+n—1)( +n—2),..200) (61)

Pomoci vzorce (61) mitfeme stanovit hodnoty funkce I'(z) v celé
rovingé, zname-li hodnoty v pasu 0 < Rez < 1.

Specidlné polozime-li z = 1, dostaneme

I'(l1 +n)=mnal. (62)
odkud je vidét, Zze I'(z) je pokracovamm celobiselné funkce n! do kom-
plexniho oboru.

Pomoci (61) miZeme t6éZ najit residua funkce I'(z) v jejich pélech.
Podle uvedeného vzorce je

: T +n+ 1),

() = 2(z+1)...(z2 + n)

+ ¥) Jeji piibliZnd hodnota je 0,5772157. -
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odkud podle (41) § 67

resl'(—n) =
. . 1
=zl—];gln(z + n) F(Z) =$]~.—1>I-I-lﬂ Z(Z + 1) ces (z + n — 1) F(Z T + 1) =
1 ) ‘
gy iy ) oy | L
a konecéné ‘I
resl'(—n) = .(—n'l)n. (63)

Déle plyne ze vzorce (58)

1 z . 2. (. 2 —%
Te) — TA+9 ~=° El(l*%)e

1 e z) %
o9~ H(l—z)e :

k=1

Vyndsobenim téchto rozvoji tak; Ze nidsobime odpovidajici &leny
(snadno se dokaze, Ze je tento postup dovolen), dostaneme;

1 = 22
TR T —2) ° ,11 (1 _F)' |

i

Porovname-li nd§ vyraz s rovnici (52), vidime, Ze se pravd strana

L1
rovna — sinnz, a tedy
: .

Iz Il —2) = (64)

sinnz’
Vzorec (64) ndm dovoluje vypolet hodnot funkece I'(z) v pdsu
0<Rez< 1l (atedy i hodnot funkce I'(z) v celé roviné) pomoci
hodnot z pasu 0 < Rez < 4. Specialné pro z = 4 dostaneme I'*(}) = =,

odkud '
rg) = J=. : (65)

V zavéru uvedeme jesté tabulku s hodnotami funkce I'(x) v inter-
valu (1, 2) realné osy:
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T 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 | 1,9

I'(x) |0,9514|S,9182(0,8975)0,8873|0,8862 (0,8935 | 0,9086 {0,0314 | 0,9618

Pribéh funkce F(x) je pro '
realnd z graficky zndzornén
na obr. 123, kde je téZ zob-

razena funkce L Obecny

I'(z) 2
prib&h funkce I'(z) jasné 1 i
Plyne z jejich vlastnosti, i ,7-‘3 1
které jsme vyse uvedl. Po- 1h-r ;
znamenejme jedts, Ze rychlé | 2] 0l i .Zi’
priblizovéni{ minim funkce i 4

I'(x) k zaporné ose pro xz —
— — o je spjato s rychlym

ubyvanim jejichresiduf v pé-

lech. Podle (63) je v okolf

_ Dl
- N
1
[
prs
\\
L
Nja
-
Y
w

bodu z = —n
_ (— 1) 1
I'(z) = n! _+.:v—|-n+;
+ e+ ez +n) + ... Obr. 123.

a s ristem » velmi prudce kles4d koeficient hlavni éastl Laurentova
rozvoje.

\@8?. VyjéidFeni F-funkce pomoci integrilu.
Integral
= [e-ts-1ds, (66)
0

kde ¢ jo redlnd proménni, z = z - iy komplexni parametr a pod
t*-1 rozumime e=-¥" (§ 32), konverguje pro viechna z z pravé
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;poloroviny Rez'> 0. Dikaz: |e-t:-!| = e-t+@E-DI — g-ta-1 (-
nitel e~* zarutuje konvergenci (66) na pravém okraji pro viechna z
‘g ginitel -1 konvergenci ha levém okraji pro z > 0.

Mgjme posloupnost funkei

4 " ‘z—l
N ‘fﬂ(Z) —:f(l—?—l) 7 ds.
0

Protoze (1—%) —~e~t pro m—> co a horni mez integrilu v f,(z)

té% — o0 pro n — oo, i fa(?) > f(2). Presny dikaz tohoto tvrzeni
nespadd do rdmce. nasi knihy, a proto od ného upustime. Dosadime

< t . N
do vyrazu pro f,(z) novou proménnou v = ) integrujeme per par-

tes:
1 1
i £
f,,(z)=nff(1—‘r)"t“ldt=n‘f(1—r)"d%-——
g ’ 0
X 1 ’ 1
=£z1:' 1—7)" +7inf(l — )l dr =Eznf(1—r)"—1r‘dr,
2 o 2 -z
0 0

kde vyraz stojici mimo integrdl je roven nule. Budeme nyni znova
integrovat per partes tak dlouho, aZ nam za integraénim znaménkem
zmizi vyraz (1 —z). Vyrazy stojici mimo integril budou vidy po
dosazeni mezi rovny nule a po koneéném podtu kroki dostaneme:

1

- n*n! s4n—1 —
f’”(z)=z(z_—|—1).'..(z+n—,-l)ft+ dv =
L 5
. o ntn! .
_z(z+1)(z—i—.z)...(z—|—n—1)(z+n)-_ ’
ezlnn

'z(l +%)(1 +§) (1+7"L)

i
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Vysledek si jedté trochu upravime. Nésobime éitatele i jmenovatele

a1
" — Xz ‘
zlomku &fslem e %-1* a dostaneme: !

1 1
—z 1+E+...+;—lnn)

e
jﬂ(z) = 2 £ 2\_® =
2(1 4 2) e—~‘ (1 + E)e—i...(l 4+ ;)_;
N 1
1 1 n ; s
v z.ez(1+E+...+;—lnn) knl (1 _'_%)e—i
y =
Pouzijeme-li jeté (59), (58), (60), dostaneme koneénd
\
. 1 I'l 42
fle) = lim f(z) = ——— R (©)
n—> v -
ze% | (1.+_z_)e k
k=1 k
Jako vysledek jsme tedy dostali integrdini vyjddfent I-funkce:
| I'(z) = [ e-#z-1dt, Rez > 0. (67)
o . —
Mgjme nyni integral ’
4
F) = fo-tzr-1dz,
° i c /
kde integrujeme podél cesty vyznatené _; — "

na obr. 124. Cesta je sloZena z horniho
a dolniho okraje redlné poloosy a oblouku
kruZnice |{| = r. Pod {*-!budeme rozumst
funkei e~ kde In je ta vétev loga-
ritmu, proniz 0 < arg ¢ < 2x. Na tiseku (I)je = ta ¢ = e-yint —
— tz——l’ na dseku (II) je &= te2 g cz—l ' gle—Dlnt+2al) eanlztz—l’
a tedy

Obr. 124, -

Fey=[+[ +[=[ettr-1dt + [e-t{=-1dl +
I I IIr © . 14

+ et [ e-tz-1dt — (g2 _'1) fe-t-2dt 4.
r r I

293



Predpoklidejme nyni, %e Rez > 0; pak na tseku (II) { = re'?,
le=€ (2= = e-rcosp p=-linr—pv > Ay2-1 kde A je jistd konstanta, a
1f| < Ar*-2nr = A,r?, takie [ — 0 pro r — 0. V limit& dostaneme
ir I

po odedteni (67)
F@) = (e™=—1) f e-ttz-1dt = (et" — 1) I'(2),
a tedy konedné |
! I'(z ém—_l f e=¢(*1 dZ. (68)
-

Integrilni vy]adreni I' funkce jsme odvodili pro body z lezici v pravé
poloroving. Citatel vyrazu (68), t. j. mtegra.l f e~-tf==1d(,. je viak

funkee celistvé a rovnéZ. jmenovatel ]e fu.nkce celistva s nulovymi
body v bodech z =k (k= 0, 4-1, + 2,...). Pravd strana rovnice
(68) je tedy reguldrni ve viech koneénych bodech kromé boda z = k.
Levé strana rovnice (68) je podle toho, co jsme si dokizali diive,
regularni ve vSech koneénych bodech kromé bodd z=F% (k= 0,
—1,—2,...). Pro pravou polorovinu jsou ob# funkce shodné, a proto
podle véty o jednoznacdnosti (§ 62) budou shodné pro vSechny body
oblasti, v ni% jsou regulirni, a rovnice (68) ndm ddvd integrdlni vy-
jadfent I'-funkce, platné pro vdechna koneénd z kromé wvedenijch vi-
jimek.*)

"Vyjadfeni (68) je zajimavé také z toho divodu, Ze definuje mero-
morfni funkei I'(z) jako podil dvou celistvych funkei (viz § 71).

Polozime-li v (68) misto z vyraz 1 — z, dostaneme:

T —2) = —— f omtgrap = S f e~f(— )= df =
C

(o]

i - -3
~ 2sinnz fe “—¢)de

c

’

Ziaménime jesté { a — {, pfi CemZ se integraéni cesta C z obr. 124
*) Pro Rez < 0 nelze v nf pfejit k limit§ pro r - 0 jako v pifpadd Rez > 0.
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zaméni cestou C, z obr. 125, a pouZijeme,(64). Po tipravé dostivime
integrélni vyjddteni funkce I'(2):

C,

Integrilni vyjadieni (68) a (69) se
nazyvajil Hankelovy vzorce.

‘.I/ ¥ e X
CI
Obr. 125. Obr. 126.
ULOHY
\l) Vypoitséte integraly:
@, a0 \
dz cosaz dzr . . sinz \"
sd dz;
\B)f )fcosx+ ,a>10)f EA | )f(:c)
‘ —
a @
y sinvds -, il l<a<1 <i<
Q) ; — a —=n 7
2wl 4+ 2?4 2h)’ ) 1 + 2z cosd + %
0 0
1 @ . cn/ e

)f dz h) o Inz dz . _)f Inz dz
g s 0 HE .
S Ja=aarep Y @FA 1A

‘2>, Které funkee mé integralni vyjédient
~ etiw
1 etz -
— dz,
f) = 2 22 z
a—im

" kde integrujeme podél piimky Rez = a > 0; ¢ redlné prom¥nné.
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\3_.) Dokazte, %e rovnice A — z — e~% = 0, kde 4 > 0, mé v pravé poloroving
jediny kofen, a to redlny.
) *

4. Dokaite: Je-li /(z) regulérnf v kruhu |z| £ 1 a |f(2)| < 1, mé rovnice f(z) = z
uvnité tohoto kruhu jediny kofen (t. zv. samodruZny bod pfi zobrazenf
w = f(z)).

5. Najdéte rozklad funkef:

7 1

. 1
t 3 b ] d
a) tgz; b) sinz c)» cosnz e d) e — 1

v fadu parcidlnich zlomk.

6. RozloZte v nekone¥né soudiny funkce:
a) e* — 1; b) cosmz — cosnzy; c) coshz — cosz. !

7. Stanovte komplexni potencidl pole nekonednd mnohe bodovych néboji
stejné velikosti se stfidavygi znaménky, kterd jsc'>u rozprostteny v bodech:
ze=kd (k=0 +1, 4+2..)

8. Jaky je komplexni potencidl prouddni kapaliny v nédob¥ zobrazené na
obr. 126, kde je ve stfedu dna vyvrtén maly otvor, jimZ vytéké @ litri
kapaliny za sec. PouZijte methody zrcadleni na sténéch (§ 45).

@ Vypoétste pomoef I'-funkce Poissoniv integrél

!

@
I={e=dz.
0

10. DokaZte, %e v pésu 0 < Rez < 1 je

alz

w
[ r-le-tdt = I'(z).e 2,
0

& pomoc{ uvedeného vztahu vypoét&te pro n» > 1 integrély

@ [ -]

/ | - [ singer
a) | cos(t?) d¢; b) [ sin(e®) d¢; c) - de. .
; o

0 0 \
11. DokaZte, Ze se Eulerova funkee prvniho druhu (t. zv. betafunkee) B(p, q) =

1 .
= [tr=1(1 — t)?~1 d¢, kde Rep > 0, Req > 0, vyjadif pomoci I'-funkce
0

vztahem- ¥
I'(p) I'(q)

B(p, q) = —— 2,
®9= 1,59
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\12.) Vypobtéte pomoct I'-funkes iniegrély:
- in in
a) fsin®p cos®p dyp; b) [ tgPp de;
0 ) 0

@

1
) dz ™ dx -
¢ . .
Vl—a:" d) (a+b.’l")p Ka>0)b>01@>m+1)

0 0 ‘
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Karrrora VIII.

ZOBRAZOVANT POLYGONALNICH OBLASTI

§ 82. Princip symetrie. V této, kapitole si odvodime pro praxi
velmi duleZity zpusob analytického pokracovani funkei zprostiedlkuji-
cfch konformni zobrazeni. Nejprve si dokdZeme obecnou vétu o ana-
lytickém pokraéovini regularnich funkei, kterou budeme nazyvat
principem spojitého pokralovdni,

Necht D, a D, jsou dvé oblasti majici spoleénou &dst svijeh hraniénich
bod# a necht je tato spoleénd Edst tvofena kfivkou C. Necht ddle f,(z)
resp. fo(2) jsou funkce reguldrni v oblasti D, resp. D2 a spojité vuzavrene
oblasti D, resp. D, (obr. 127). Jsou-li hodnoty funket f,(z) a f.(2) na .spo-
leéné hranici shodné, je jedna z funke! analytickym pokralovinim druhé.

Oznaéme si C, a C, onu &ist hranic, ktera
neni spoletnd, a definujme si funkci spoji-
tou na C, + C, + C: N

f1(¢) na Cy,
@(8) = § f2(£) na C,,
£:(8) = fa(£) na C.

Pomoci takto definované funkce ¢(() sestro-
jime integral typu Cauchyho,

1 [ o) d¢
2mi {—z
C,+C,
a podle § 52 je funkce f(z) reguldrni’v oblasti D, + D,. Pfidame-li na
levé strané rovnice (1) integrily podél C, které se nayzajem rudi,
protoZe je bereme v opaénych smérech, dostaneme

1 @(¢) d 1 p(f)df 1 (&) d¢
fz) = 2ni§ i—2 T P i—2z 2m Y r—2 "

Ci+C Cy+C Ci+C

z(C
Snai § C (2)

Ci+C

1) = (1)

Obr. 127.
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nebof na C; + C ¢(f) = f,(£) a na C, + C (L) = f4(L). LeZi-li bod 2z
uvniti oblastl D,, pak podle Cauchyho véty § 47 je v rovnici (2)
(C

druhy z 1ntegralu napravo roven nule, nebot 22— , 2 ie viude v ob-

lasti D, regularni funkef { a

_ 1 'fl(c
o) =2t ) T—>
a.re
Podle integrdlni véty Cauchyho*) je tedy vSude v. D, f(z) = f,(2).
Zcela stejnd odvodime, Ze viude v D, je

1 2(£)
= omi fC——Z df = f,(2),

’ - CatC
a véta je dokdzana. ' d
‘Poznémka. Jsou-li
funkce f,(2) a f,(2) re-
guldrni nejen v oblas-
tech D, a D,, nybrzi
na hranici C, je véta
zfejma. Dikaz: V tom-
to piipadé jsou f,(z) a
fa(2) regularni v jisté
oblasti D, obchvacuji- .
<i C a podle véty o jed- Obr. 128.
noznaénosti (§ 62) jsou
shodné v této oblasti, protoZe jsou shodné na C, coi znadi, Ze f,(z)
a fy(z) jsou analytickym pokradovanim jedna druhé.

ds.

Dulezitym dusledkem této véty je tento princip:

Princip symetrie. Necht hranice oblasti D, obsahuje oblouk kru%-
nice nebo dselku a necht funkce w = f,(2) zobrazi oblast D, konformné
na oblast’ A, tak, Ze C prejde na Edst hranice I' oblasti A, a necht je I
1¢Z tvofena obloukem kruZnice nebo useCkou. Pak existuje analytické po-

*) Pouzili jsme Cauchyho vzorce za pfedpokladu,. %6 funkce f,(z) jo regulérn{

pouze v oblasti D, a spojité v D,. V- § 52 bylo dokézéno, Ze Cauchyho vzorec
plati i za t8chto piedpoklada (poznémka 2).
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kradovdni funkce w = f,(z)-do oblasti D,, kterd je symetrickd s oblasti D,
podle C. Analytické pokrafovdni -w = f,(2z) zprostfedkuje konformni
zobrazeni oblasti D, na oblast A,, kterd je symetrickd s oblasti A, podle T,
a funkce

\ h(@) na D,
fe) = { f4(z) na D,

zprostiedkuje konformfi zobrazeni oblasti D, 4+ D, na oblast A, 4 A,.

- Abychom dokazali naSe tvrzeni, sestroj‘ime Hneé,rﬁi_ lomené zob-
razeni :

az + b ow + B '

~ { = CZ—|—d’ w=yw—|—6’ (3)
které zobrazi kiivku C
resp. I' na usek C* resp.
I'* redlné osy v roviné {
resp. w rak, %e se oblasti
D, a A, zobrazina oblasti
D} a Af. Funkce w =
= f,(2) pfejde pfi tom na
funkei

7 o = [*(£),

ktera zprostfedkuje kon-
formni zobrazeni oblasti
Df na AF. Budiz D* oblast symeétrickd s oblasti D podle C*; se-
strojme v Dy funkei

Obr. 129. -

o = [3(8) = f{(¢)
a dokaZeme, Ze je analytickyfn.pokraéové,nim funkee (£ ) Na usetce

C* je f#(£) = [#(2), nebot pro redlna ¢ a f#(2) je £ = £ a f¥(0) = fF(C
Abychom mohli pouZit pravé dokazané véty, staéi dokézat, Ze funkce
F(C) je regularni v D¥. BudteZ { a ¢ + AL dva body v D¥; je

fHE+ A0 — 0 _ [+ 40) — (/;"(5 + A7) —‘fi"(f))
Yila AL aAc ’
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kdeZa ¢ + Az:jsou body v Df a limita

* *
*/(£) = lim (f1 (¢ + 49 —/1(¢)) — 70
AT-0 Vil '
existuje, protoze f; ({) je regula’mrni v bodé {. MtZeme tedy pouZit nasf
véty a vidime, Ze funkce () je analytickym pokradovanim funkce
).

Z konstrukce nasi funkce okam?ité plyne, %e w = f¥(¢) zprostied-
kuje konformni zobrazeni obfasti D na oblast AF, ktera je symetrické
s oblasti Af, podle I'}, a funkce

0 = f¥¢) = {f‘ {) na Dy
f2(£) na D

Zprosttedkuje konformni zobrazeni -oblasti D} 4 Df na oblast
4F 4 4f

Posléze .se vratime pomoci substituei inversnich k substitucim (3)
k pivodnim proménnym z a w. V oblasti D, symetrické s oblasti D,
podle C dostaneme funkei w = f,(z) (§ 20), ktera je analytickym po-
kratovianim funkce f,(z) v oblasti D, a zprostfedkuje konformni
zobrazeni oblasti D, na oblast 4, symetrickou s 4, podle I". Pfi tom
funkece (2) zprostfedkuje zobrazeni oblasti D, - D, na oblast 4, 4 4,.
Tim jsme dokazali nase tvrzeni.

V piidtim paragrafu ukizeme na konkretmch prlkladech pouz1t1
principu symetrie.

Poznamka. Princip symetrie pfipousti jisté zevSeobecnéni:

Necht_hranice C oblasti D je analytickéd a necht funkce w = f(z)
zprostfedkuje konformnj zobrazeni oblasti D na oblast A tak, Ze
hranice C' pfejde v analytickou hranici I'. Pak funkece f(z) pfipousti
analytické pokralovani pfes tuto hranici a je tedy regula,rm na této
hranici.

O hranici C fikdme, Ze je analytickd, je-li kiivka tvofiel hranici
déna funkef redlného argumentu z = 2(¢), ¢; < ¢ < #,, kterd je v okoli
ka?dého bodu ¢ intervalu (¢, t,> rozvinutelnd v potenéni fadu.’

.f,sou-ﬁ celé hranice oblasti D-a A analytickymi k¥ivkami, je funkee
f(2) regularni v uzav¥ené oblasti D.
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* § 83. Pfiklady. Pfiklad 1. Hledejme konformni zobrazeni vnéjiku
pismene ,, T* (obr.*130) na horni polorovinu. Ulohu si nejprve doplnime
pomocnymi vyfezy EA a AB podél imaginirni osy (teckovanit na
obr. 130) a na horni le_orovinﬁ zobrazime pomocnou oblast ABCDEA,

Er0)
\ {Aloo) Al ool 72777777 D 1)
! Bi-4) ' ceoo
! ®
: .
[41(¢]}
D-1) 2227277, 22D Dt
zCIO)
%
|
U
g . o
| @
7
|
Z
Bi-21) . 8-¥510)
1
]
! @
]
Aleo
| Dr-¥5)
Eloo) 27— 22772 B(0)
5 o5 . @
. L)
D1-V3) 8co) ‘ D73
E /co} 7. 77 7 / 21777, / E foo)
] ’ Obr. 130.

t. j. pravou polorovinu 8 vyfezem podél intervalu (0, 1) 'reélné kladné
poloosy. Tato pomocné iloha je FeSena timto sledem zobrazeni:

C=.zzs wl = V&'—l = sz—]..
Funkee o = sz-—l, jez vznikla superposici téchto zobrazeni, zob-
razi oblast ABCDEA roviny (z) na pravou polorovinu (w). Pfitom

tse8ka EAB hranice na kouli (z) (od bodu £ = 0 po imaginirni ose
pres bod z = o do bodu z = B = — 2i) pfejde v tiseku EAB hranice
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na kouli (w) (od bodu w = E = i po imagindrni ose pies bod w =
do bodu B = — i}/5). Niynf aplikujeme na funkei w = |/Z~—1 princip
symetrie a podle tohoto principu zobrazi analytické pokratovani
funkce w = sz——-l pies tisetku EAB levou polorovinu (z) s vyfezem
podél intervalu (— I; 0) zdporné realné poloosy na levou polorovinu
(w). Pfi tom body rovin (z) a (w) oznadené &arkovanim budqu vniti-
nimi body oblasti a spoleénymi body obou oblasti budou jen body
pismene ,,T* v rovin€ (z) a body tsetky BE na imaginirn{ ose v ro-
ving (). Funkee o = VzE:_f bude spolu se svym analytickym po-
kradovanim (které oznadime stejnym-symbolem) prostiedkovat zob-

AH) -Br3)  cid) D
E T - - - - - - - 2T, E o)

d--calp -~ Alzl Ell) D(3)
——————— BI0) 27T, C o)

® @

7 Bl0) At) EN) DIV3)

Cle)
wW

Obr. 131.

razeni vn&jsku pismene ,,T“ na celou roviou o s vyfezem podél
usetky BE imaginirni osy. ’

Nyni uz zbyvé jen zobrazit vnéjif tiseéky BE imagindrni osy v ro-’
ving (w) na horni polorovinu. Tuto {lohu fesi lineirni lomens funkce
w + 1V_5-

), —
1 w—i

2

ktpré. zobrazi uvasovanou oblast na vnéjsek Gsetky B =0, =i=- @©

roviny w,. ProtoZe se bod D = 0 zobrazi do bodu w, = — VE, je tato
tselka shodnd se zapornou poloosou. Na konec jeité zobrazime tuto

oblast pomoci funkce w = V— @, na hornf polorovinu (w). Funkce
vznikld superposici téchto zobrazeni )
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w=]/“"+iv5 ]/Vz2—1+ i/'s @

i—w z2 —1
je hledanym feSenim na$i Glohy.

Piiklad 2. Hledejme konformni zobrazeni pisu — iz < x < 3=
s vyfezy podél intervald (— 4z, — }n) a (}#, $n) redlné osy na horni
polorovinu. Nejprve opét provedeme dopliiujici vyfez podél intervalu
(— iz, in) redlné osy (¥arkovino na obr. 131) a budeme nejprve
konstruovat zobrazeni polopisu EABCDE (obr. 131) na polorovinu
(w). Podle pt. 2 § 33 fesi tuto ulohu funkce

) w = sinz.

Aplikujeme-li princip symetrie na tise¢ku BC, dostaneme, Ze naie
funkce zprostfedkuje zobrazeni dolniho polopisu na dolni polorovinu
a danou oblast zobrazi na rovinu (w) s vyfezem podél polopfimek EB
a CE reilné osy,(¢irkovany usek na obr.,131 se pri analytickém po-
kradovani ,,setfe a ostatni body reilné osy zistanou hraniénimi
body).

Zbyvi uz jen zobrazit takto ziskanou oblast na horni polorovinu.
Zobrazime nejprve usetku CEB na kouli (w) na kladnou realnou polo-
o?u rovmy (w,) pomoci linearni lomené funkce

o+ %

w—}

a pak takto ziskanou oblast zobrazime na horni polorovinu (w) po-
meoci funkee w = Vw_l Superposici naSich zobrazenf dostavame hle-
dané Yeeni nadi alohy:

w = |, = V-—2 sinz + 1. (5)

2sinz —1

wl =

Piiklad 3. Hledejme zobrazeni vnjsku ,,mlynského kola“ na
vnéjiek jednotkové kruZnice (obr. 132). Nejprve provedeme pomocné
vytezy podél polopfimek AB a EA a zkonstruujeme zobrazeni vysece
ABCDEA na podobnou vyseé tak, aby body B a E byly ,,Raroznf*
(t. j. aby tselky BC a DE se ,smrtily“ v oblouk kruZnice). Nejprve
sestrojime zobrazeni ¢ = 28. Zobrazenim

/
\ w=%(€+%)
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zobrazime vyseé na vnpéjek polopfimky —1 < w < oo, pfi demi

bodim B a E odpovidd bod w =d = % (h" + %) Linedrnim zobra-

\
zenim w, = aw + f zobrazime useku — 1 < w < d na tusedku

cw B(d)
| O, — = = Alos]
D1 E(d) @
C Bl1)

D Ert) @

Obr. 132.
—1 < w, < 1. Z pfifazenf bodih —1 = —ax 4 fal=ad+ § do-
2 1—d
staneme & = 1+4d af =174’ po dosazeni
. 2w +1—d
P, = 1_|_d

Pak zobrazime vné&jek useéky — 1 < w, < 1 na vnéjsek jednotkové
kruZnice zobrazenim

w2=w1+Vw§—1

Komplexni proménné—20 3056



[viz § 26 (12)]. Pii tom <¢arkované vyfezy pfejdou v polopfimku
1 < wy << 00 a zobrazenim _

s_
w = Va,

dostaneme vyset |w| > 1, 0 < argw < }=, pii éemZ Earkované vyfezy
pfejdou v polopfimky argw = 0, [w| > 1 a argw = =, |jw| > 1.
Na funkeci vzniklou superposici vSech téchto zobrazeni

1 1 1
-I/zs—l—;s—}-l—d+l/(z°+z—s—|—2)(z°—|—;———2d)

1+d

w =

(6)

aplikujeme princip symetrie. Podle tohoto principu pfipousti (6)
analytické pokradovani pfes tsedku 4B, které zobrazi vyse¢ AE'EA
roviny (z) na vyse¢ AE'EA roviny (w) (body tsetky BA jsou pii tom
vnitfnimi body oblasti). Takto konstruované analytické pokratovani
muZeme opét dile pokradovat pies useéku AE' a dostaneme zobrazeni
vysete AE"EA roviny (z) na vyse¢ AE"EA roviny (w) (body usecky
E’'A jsou vnitinimi body oblasti). Pokraéujeme-li nasi funkei je3té
pies tsedku AE", dostaneme zobrazeni vnéjsku ,,mlynského kola‘
s vyfezem podél polopfimky AE na vnéjSek jednotkové kruZnice
s vyfezem podél polopiimky A E. Aplikujeme-li na polopfimku princip
symetrie znova a pokradujeme-li funkei (6) pres tuto polopiimku,
dostivime koneén& hledané konformni zobrazeni.

Poznamka, Je vidét, Ze (6) pro « = 1 pfejde (6) ve w = 2, coZ je
vysledek zcela pochopitelny, viimneme-li si toho, Ze pro d = 1 jsou
»lopaty‘ kola rovny nule (A = 1). Pro lopaty o malé délce (A ~ 1) je
1
k8
tedné malé &islo a dosadme do (6). Pouzijeme-li pfibliznych vzorcd pro

veligina d = —;—(hﬂ + ) blizks 1. Polozme d = 1 4 7, kde 7 je

odmocninu, kde vyraz pod odmocninou je blizky 1, Vl +6~1+4

+ % (6 malé), dostaneme
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8 1
16[/22% 28 —1
Roznisobime-li zidvorky a zanedbdme-li veli¢iny nekoneéné malé
druhého ¥adu, \Elosta,neme piibliznou hodnotu '

8
wmz—% (z—f— }_z—f—l); (7)
)2 28— 1

Pro dostate&ns velkd |2| je druhy é&len v zdvorce zanedbatelng maly
v porovnani s prvym Glenem a dostivime kone¢né velmi jedpoduchy
vzorec

wm(l—%n)z. (8)

Vzorce (7) a (8) davaji hlavni 84st zobrazeni (6), linedrni vzhledem
k parametru 7.

Vlastnosti konfotmnich zobrazeni pfi nekonednd malych ‘zmé&nich
nékterych parametri zobrazeni (specielné v piipadech nekoneéné
malych deformaci oblasti) se studuji pomoci variaénich method. Dile-
7ité a hluboké vysledky z tohoto oboru jsou uloZeny v pracich sovét-
ského matematika M. A. Lavrentéva.*)

N L]

Piiklad 4. Hledejme konformni zobrazeni ,,mfi%e‘‘ z obr. 133 na
horni polorovinu. Vyfezy jsou podél tseéek z = kn, 0 <y < h, k=

*) Zaklady t8chto method jsou vyloZeny na pf. v knize M. A. Lavrentév:
Konformnyje otobraZenija (Konformni zobrazeni), GOSTECHIZDAT, Moskva
1946, Lavrent$v-Sabat: Metody teorii funkeij kompleksnogo peremsnogo,
GOSTECHIZDAT, Moskva, 1951, kap. IV (v této knize najde &tenaf mnoho
doplitujici latky k ldtce vykladané v nasi knize). (Pozn. prekl.)
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=0, £ 1, ... Nejprve sestrojime pomocné vyfezy podél polopfimek
AB a EA (¢irkované na obr. 133). a sestrojime konformni zobrazent
takto sestrojeného polopisu na podobny polopas tak, %e body B a E
budou ndrozni. Funkce

{ = cosz (9)
1A AE
; | . |
B E} l
) c o[} ”
-2n -7 0 7 o @
Al) Br-coshh) Efcoshh) _ Alw)
T 7R ®
Aleo) __ e C!"cuﬁ' Dlcgy) Aloo)
BH) T @
i ] )
S
1 ] | H '
1 i ! ! '
WWWW@
Obr. 133.

zobrazi na§ polopéds na horni polorovinu, nebof pro z = z probihajici
asedku CD probiha ¢ interval (0, 1), pro'z = iy probihajici polopfimku
DA, ¢ = cosiy = cosh y probiha polopiimku (1, iy) a pro z= —ax 4 iy
probihajici polopfimku AC, { = cos(— n + iy) = — coshy probihd
polopfimku (— oo, — 1) (viz princip zachovani hranic § 23). Body
B a E pii tom pfejdou v body — cosh’ a cosh h; pak provedeme
kontrakei roviny ¢ tak, aby tyto body ptesly v body — 1 a + 1. Tuto
tlohu Fesi funkce: |
~ 1

® = coshh ¢

Nakonec pomoci zobrazeni
W = arccosw

inversniho k zobrazeni (9) zobrazime horni polorovinu (w) v polopés
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— 7z < Rew < 0, Imw > 0 tak, Ze bodtm B(— 1) a E(— 1) odpovi-
daji body B(— =) a E(0). Pfi tom bereme tu .vétev arccosw, kterd ma
v bodé w = 1 hodnotu 0. Superposice nafich zobrazeni

cosz

W = arccos coshh (10) e
zprostiedkuje zobrazeni polopdsu —n < A B/ C A
< Rez < 0, Imz > 0 na polopds — n < IR !
<Rew < 0, Imw < 0, pfi éemZ polo-
piimky AB a AE ptejdou v polopfimky A B _______ c__A
Rew = — =z, Imw < 0 -a Rew = 0, -1 1
Imw = 0. Pak aplikujeme na funkei. (10) Obr. 134.

princip symetrie. Aplikujeme-li - princip
symetrie na nadi funkci nekonetné mnohokrat za sebou na obé
strany, vidime, e nage funkce fe&i danou alohu.

Nakonecuvedeme jesté jeden piipad, kde se aplikuje princip symetrie

na oblouk kruZnice. .
Ptiklad 5. Jak je znamo (§ 26), funkee
1 1
w=5 (z + ;) (11)

zprostfedkuje konformni zobrazeni vnéjsku kruhu |z| > 1 na vnéjiek
tisedky (— 1, 1) redlné osy. PFi tom hornf &ist vnéjsku, kruzmce

ABCA se zobraz{ na horni polorovinu (w) (obr. 134). Oblouk BC
kruznice |2| = 1 se zobraz{ na interval (— 1, 1). Aplikujeme-li princip
symetrie, vidime, Ze a.nalytlcké pokradovani funkce (11) zprostredku]e
konformni zobrazeni oblasti symetrické s 4BCA podle oblouku BO’
t. j. vnitfku hornfho jednotkového polokruhu |z| < 1 na dolni polo-
rovinu. Tedy funkce (11) zdroveil se svym analytickym pokradovinim
zprostfedkuje zobrazen{ celé horni poloroviny (2) na rovinu (w) s vy-
fezem podél polopFimek (— o0, 1) a (1, o). '

§ 84. Integril Christoffela-Schwarze nim poskytuje funkce zpro-
stfedkujici konformni zobrazeni horni poloroviny na polygondlni
oblasti, t. j. oblasti, jejichz hranice jsou tvofeny konelnym podtem
aselek. Takové oblasti se velmi &asto vyskytuji v aplikacich a z toho
plyne velky prakticky vyznam Christoffelova-Schwarzova integralu.
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Budiz v roviné (w) ddn libovolny uzavieny mnohouhelnik D obsa-
hujici jen koneéné body.*) Podle véty o existenci konformniho zob-
razeni § 23 existuje jen jedina funkce

w = f(z),

zprostfedkujfef konformni zobrazeni horni poloroviny na mnohothel-
nik D tak, Ze se pfitom tfi libovolné pevné body reilné osy na priklad
(a1, a; a a,) zobrazi na t¥i libovolné body hranice D, na pfiklad na
vrcholy A4,, 4, a A;. Piedpo-
klidejme nejprve, Ze uZz nasi
funkei zname, t. j. zndme body
ay, k= 4,5,6,... oy z, které
v zobrazeni odpovidaji vrcho-
lam mnohotihelnika 4, a bu-
deme se snaZit najit analytické
vyjadfeni této funkece.

ProtoZe na libovolné useéce
(@, Gx+,) 08y  nabyvd funkce
w = f(z) hodnot leZicich na
pfimece A,, Ay.+,, aplikujeme
na ni princip symetrie a jeji
analytické pokradovani pies

Obr. 135. tuto tseSku do dolni poloro-

viny Im z < 0 zprostfedkuje

zobrazeni dolni poloroviny na mnohothelnik D', ktery bude syme-

tricky s mnohothelnikem D podle strany A4;4,.,. Pak miZeme znova

pokradovat nai funkei-pfes libovolnou usecku (ay, @ +;) do horni

roviny a pislusné analytické pokradovini bude zobrazoyat horni

polorovinu na mnohothelnik D” symetricky s mnohot thelnikem D’
podle strany A, A +;.

Predstavme si nyni, Ze jsme provedli vSechna moZns takova ana-
lytickd prodlouzZeni [i pfes Gsecku (a,, @,) na kouli (z), ktera obsahuje’
bod z = 0] v libovolném poétu. Jako vysledek dostaneme tplnou
analytickou funkei w = F(2) (§ 63), pro kterou bude funkee w = f(z)
jednou z jejich regularnich vétvi.

*) V piidtim paragrafu upustime od tohoto omezeni.
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V&imnéme si je$té toho, Ze libovolné dvé regularni vétve w = f*(2)
a w = f**(z) této funkce jsou v horni poloroviné svaziny velmi
jednoduchym vztahem. Podle na$i uvahy vznikly tyto dvé vétve
jedna z druhé sudym poétem pokratovani pres usecky (a, @r+;) 2
zprostfedkuji zobrazeni vrchni poloroviny na dva mnohotuhelniky D*
a D** Mnohothelnik D** dostaneme z mnohothelnika D* (resp.
naopak) sudym poétem symetrii podle stran. KaZdy pir symetrii se
vSak redukuje na otoceni a posun. Tedy mnohothelnik D** dostaneme
z mnohothelnika D* otoéenim a posunem. Z toho plyne, %e v horni
.poloroviné . ’
f¥*(z) = ef*(z) +a, (12)
kde « je realnd konstanta charakterisujici otoéeni a ¢ komplexni
konstanta charakterisujici posun. Podobné tvrzeni plati zfejmé
o libovolnych dvou regularnich vétvich funkce F(2) v dolni poloroviné.

Dile, funkce

-

£
A (e
je reguldrni v hornf poloroviné, nebof funkce f'(z) jako derivace
funkce zprostiedkujici jedno-jednoznaéné konformni zobrazeni je
viude v horni poloroviné rizna od nuly. Z naSich dvah plyne, Ze funkce
@(z) bude jednoznaénou pro vSechna moZna analytickd pokraovani
funkece }(z). Nebotf af vezmeme jakékoliv dvé regularni vétve funkce
F(z), pak z (12) plyne

@) = & @), 14 (2) = e (2)

@) _ f*(2)
)y )
t. j. hodnota funkce ¢(z) v'libovolném bodé je nezivisld na volbé
vétve funkce F(z). '
Mizeme tedy Fici, Ze funkce p(z) spolu se véemi svymi analytickyma pro-
dlouzenimi (kterd oznadime timtéz symbolem) je reguldrni ve vech bodech
roviny z kromé bod# z = a,.*) Objasnime si nyni chovini funkce ¢(z)

*) Regularita funkce g@(z) v bodech z =+ a; reilné osy, v bodé z = « a v bo-
dech dolni poloroviny plyne z toho, ze f(z) je moZno analyticky pokracovat do
téchto bodu tak, %e derivace analytického pokradovédni bude nenulova.
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v téchto bodech.: Ozna®me o,z Ghel mnohotihelnika ve vrcholu 4,
a sestrojme si pomocnou rovinu proménné

1
o = (w—wy)ax.

Uhel mnohotihelnika se p¥i prechodu z roviny (w) do roviny (w)
zfejm& ,,napf{mi‘‘ (obr. 136) a na funkeci
1
o = w(2) = [f(z) — w]™

kters zprostiedkuje zobrazeni jistého pﬁlkruinicového okoli bodu
z = a, v horni poloroviné na pulkruznicové okolf bodu w = 0 v horni

poloroviné (w) aplikujeme princip symetrie. MiZeme tedy sestrojit
analytické pokradovani do celého okoli bodu a,, v némsz ji rozvineme

v Taylorovu fadu:
1

ofr) = [f) —wd™ = ez — @) +olz—al +... (13)
V rozvoji (13) odpadne absolutni ¢len, nebot w(a,) = 0, ale ¢, = o' .
.(ax) += 0, nebot w(z) zprostfedkuje jedno-jednoznaéné konformnf
zobrazeni (viz § 15, pozndmka 3).
Z (13) dostaneme

@) =w, + (—a,)™[c; + ¢z —ax) +...]%*, ¢, £ 0,
kde vyraz v zivorce pod exponentem «, je regulirni funkce v okoli
bodu a;, takZe ji muzeme rozvinout v Taylorovu fadu a dostaneme
1) = wy + e — @)™ [, + e —an) +..] =

: . “(14)
= wk + cl(z —_ alk)ﬁk + cz(z _ ak)“k"'l + .
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Ze (14) snadno vypoéteme

o) = ]‘:’(z) _ (o, — 1’) axCy(z — ap) =2 4 ... _

f(2) oy (2 — @)=~ + ...
1 (op— 1) orgc) + ... !
T z— a, ey + oen

kde jsme si vytkli v &itateli (z — a;)*~1a ve jmenovateli (z — a;)*-!
a zkratili. Drihy z &initeld je funkee regulérni v bods z — @, a mizeme
ji tedy rozvinout v potenéni fadu

(06— 1) + Cl(e — @) +chlz — @) + ...,
kde absolutni ¢len najdeme z hodnoty zlomku pro z = a;. Z toho
1

p(z) = r —a {(ar — 1) +cj(z—ap) +c3(z—ap?+ ...} =
k
\
o — 1 " o ’
= ‘:k_ o tea+ ca(z— ay) + (15)

Rovnice (15) ndm davad Laurentiv rozvoj funkee ¢(z) v okoli bodu
z = @ Z ného plyne, ze funkce @(z) md v.bod¢ z = a, pdl prvého fidu
s residuem rovngm o, — 1, kde o, je dhel mmohotihelnika ve vrcholu A,.

Funkee ¢(z) bude tedy mit v celé roving (z) jen » singuldrnich bodt —
poli prvého Fidu. Odeéteme-li od funkce ¢(z) hlavni éasti jejich
Laurentovych rozvoji v okoli péli

oy — 1 xy—1 Gp—1

'/J(z)=¢(2)'—‘-z_a2—'z_az—---—;-__—d— (16)

dostaneme funkei regulérni v celé roving a tedy podle Liouvilleovy
véty (§ 69, § 71) identicky rovnou konstanté. Abychom stanovili jeji
hodnotu, uvdzime, Ze funkce @(z) je reguldrni v bodé z =0 (ktery
je vnitfnim bodem tsetky (@,, @,)) a mé tedy v okoli bodu z = o
TOZVO0j

o) =+ 22 4+ 22 4 (17)

kde ¢, je prvni koeficient Laurentova rozvoje funkce f(é) Tizny od
nuly. Ze (17) plyne pro funkei ¢(z) v okoli bodu z =
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C"D

» plp+1) 5+ ...
o=f =T
. —pz""l + ...
_1lppt+Neyp+.. _p+1 i
z — Py 2 e

a z toho: (o) = 0. V (16) jsou vSak pro z = o0 "rovny nule i v8echny
ostatni ¢leny napravo a tedy i y(0), t. j. p(co) = 0, a z toho
oy —1  ay—1 xp— 1

p(z) = (;ilnf'(z) = + + ...+

z z—a, z2—a, z—a,

(kde In napravo je hlavni hodnota’logaritmu a In nalevo jeho odpovi-
dajici hodnoty). Odlogaritmovanim naSi rovnice dostdvime vyraz
pro derivaci konformniho zobrazeni

F(2) = Cla — o;)® 7 (2 — ;g)™ 7 o (2 — &xa) ™7 (18)

Integrovanim rovmnice (18) podél libovolné kiivky v horni poloroviné
dostaneme hledany Christoffeliv-Schwarziw integrdl

&) =Cfe—a)* z—a)™ ...z —a)* " dz + B (19)

Znovu si pfipomeiime, Ze body a, jsou body redlné osy, odpovidajici
vrcholam A, mnohothelnika, a «, velikost piislusnych vnitinich
hli méfend v z (Ghel pfi vrcholu 4, je o).
[ Integral Christoffela-Schwarze jsme odvodili za predpokladu, Ze
body a,, a, ..., a, Tedlné osy, kterym odpovidaji vrcholy 4,, 4,, ...,
..., 4, mnohotihelnika, jsou nim zndmy. V praktickych tilohich jsou
viak diany jen vrcholy mmnohothelnika A4,, 4,,... a body a,, a,, ...
zlistanou neurceny. Podle véty o existenci konformniho zobrazeni
(§ 23) muzeme tii z nich (na pt. a,, a,, a;) volit libovolné a ostatni
zaroveil s konstantami C a C, se musi uréit z podminek zobrazeni.
Zpiisoby vypodtu «, C a C, budou ukéziny niZe na konkretnich
praktickych vypodtech. Principidlni moznost jejich vypoétu plyne
z odvozeni vzorce (19). BudiZz dan mnohothelnik D v roviné (w);
vybereme si obrazy tfi libovolnych jeho vrchold, na pf. a,, a,, a,. Pak
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podle véty o existenci konformniho zobrazeni § 23 existuje jediné
zobrazeni z = @(w) mnohothelnfku D na polorovinu Imz > 0. Oznaé-
me si ay, ag, ..., 2, obrazy ostatnich vrcholi mnohothelnika D a bydiz
w = f(z) inversni funkce k funkci z = p(w). Podle toho, co jsme si
dokazali vySe, je funkce w = f(2) definovana vzorcem (19), kde
a,, as, ..., a, jsou vyse uvedené body a C a C, dvé konstanty. Jsou tedy
body a, (pti volbé t¥i-z nich) uréeny jednoznaéné*) ziroveti s konstan-
tami C a C, pro libovolny mnohothelnik.

§ 85. Singularni p#ipad. Piedpoklidejme nyni, e jeden z bodi g,
na pf. a, je bodem v nekoneénu. Abychom transformovali né3 prlpad
na pripad predesly, pouzijeme linearniho zobrazeni**)

t=ap—, (20)

které zobrazi polorovinu Imz > 0 na polorovinu Im ¢ < 0, pfi ¢em%
pevidi body a,,a,, ..., a, = 0 v koneéné body a,, a,, ..., a,. Pak
funkece w = g(C ) zobrazujici Im ¢ > 0 na D je ddana vzorcem

w=C" f (€ —a)* ™ ¢ —a) . C—a)™ T L+
Lo

Provedme v posledné uvedeném vzorei transformaci proménnych (20):

a—1 ag—1 ap—1
w:CIf(a;——a,i——-i—) (a;—a;—%—) (_%) d_z_|_0

Posledni vyraz jesté upra,vinié pomoci vztahu pro soudet ihlan-thel-
nika
o, +0y .. Fop=n—2

znamého z elementarni geometrie. Dostaneme

*) Zm&na konstant C a C, vede k lmearnunu zobrazeni, jsou tedy obd kon-
stanty uréeny danymi vzorci a m.nohouhelm.kem jednoznacnsé.

**) Ve (20) je a, libovolna redlnid konstanta a znaménko bereme tak, aby
horni polorovina pfedla op#t v horni polorovinu. Je-li n&ktery z bodd a; roven

, kde a je rizné od viech g, jinak by

0, pfejde (20) na tvar { = a’, —

jeden z bodi a’;, byl roven co.

3156



w =0 f{(a; —a})z — 1)1 {(a], —aj) z—1)mt

dz L0 =
@t & +...+ap—nta T 1T

... {la, — a;_l)z'z — 1}en-1—1 (— ])en—1
- Of (z—a)™ ' (z—a)> ... (2 —a,,)*-11dz + C;. (21)

Odpovidd-li tedy nékterému vrcholu mnohoihelnika nekoneéné vzddleny
bod, vypadne v Christoffelové-Schwarzové integrdlu jemu odpovidajict
soudinitel. Této vlastnosti se pouZivi k zjednodufieni Christoffelova-
Schwarzova integrilu (viz § 86 a dalsi).

Pro praktické vypodty je dilezity i pfipad
vyloudeny v pfedchézejicim paragrafu, je-li
totiz jeden nebo i vice vrcholi mnohoihel-
nika v nekoneénu. Nechf na p¥. vrchol 4,
mnohothelnika D leZi v nekoneénu (obr.
137). Pak vybereme na polopfimkach A, A,
a Ay.q, A, po jednom bodu, oznatime je 4,
a A]. Spojime pak body 4,a A useckou
a budeme se zabyvat ta.kto sestrojen)'rm
(n 4 1)-thelnikem. Funkce zobrazujici polo-
rovinu Imz > 0 na tento mnohoiihelnik ma
podle (19) tvar

Obr. 137.

3
w—O’f(z—a)""‘1 (z—ag)* 2... (2 — @) (z — aq)*™ ! ...
w(z—a)™1dz +C,,
kde o, ;, jsou vnitini dhly p¥i vrcholech 4, a A; méfeny v = a body
a,, a, jsou body osy z odpovidajici témto vrcholim. Pro A, — 4,
a A, — A, body a;, a, splynou v jediny bod a, odpovidajici bodu A4,
a uvedeny vzorec bude mit v limité tvar

w= Of(z —a)" (e — @) L (z—a,)™ 1 dz +C,.

F :
Oznadéme no, Ghel polopiimek A4,-,4, a A, A,., v koneéném prise-
4ku Af vzaty se znaménkem minus. Pro thly trojihelnika
A, A A} (obr. 137) plati
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o +og—o, =1, ap +op—2=0a,—'1,

a vzorec nabyva koneéného tvaru

\

w= C’f(z—al)“‘1 (z—a))*™ ... z—a,)* ...
’ e z—ay)*™1dz +C,.

Podobnou dvahu bych‘om provedli, kdyby leZelo v nekonednu
i vice vrcholi mnohothelntka D. Tedy: integrdl Christoffeliv-Schwarziw
zistdod v platnosti i pro pHipad, kdy jeden nebo vice vrcholit mnohovhel-
nika le#i v nekonednu, bereme-li za thel dvou pFimek protinajicich se
v nekonelnu vhel v jejich koneéném prasebiku s opalnym znaménkem
(viz § 18).

§ 86. PFiklady. Uvedeme z podatku dva piiklady, které nam budou
ilustrovat methodu vypotétu, ale nedaji nové vysledky.

Pifklad 1. Polopis — 47 << Rew < 3n, Imw > 0 pledstavuje
,trojahelnik s vrcholy A, = — }n, A, = }n, Ay = co. Uhly pii
vrcholech v tomtéz pofadku jsou ¢, = 4, x; = %, oy = 0 (&; + &3 +
+ oy = 1 jako pro kaZdy trojahelnik). Pro pfehlednost si zapiSeme
tdaje do tabulky, do niZ zaneseme také volbu bodt a;:

A, Ok Gy
p— fﬂ * J—
n $ 1
® 0 ©

Integral Christoffeliv-Schwarziiv mé tvar

w=C[@Ez+1) " —1td+C, =
0

~c f ﬁ% +C, = C arcsinz + C,.

0
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Pomoci odpovidajicich si dvojic boda a,,a, a 4,, A, dostaneme

—in =—4nC" + 0, 3n = {nC" + C,,
z toho
C,=0,0C=1

a funkce zobrazici polorovinu na polopas bude mit tvar
w = arcsinz. (22)
Inversni funkei z = sinw jsme odvodili v § 31 elementarnim zpusobem.
Priklad 2. Polorovina v > 0 s vyfezem podél usecky imagindrni
o8y 0 <v<h, u=0 (w=u +iv) pledstavuje cty'ru.helmk Uhly
ve vrcholech a body odpovidajici vrcholim jsou zaneseny v tabulce.
TFi z nich si volime libovolng, étvrty oznadime £, Ghel v nekoneénu je
roven — 1, nebot polopfimky 4,4, a 4,4, jsou jednak pokra¢ovanim
druhé, t. j. sviraji spolu thel 1. Zx,, = 2 jako v kazdém étyrahelniku.

A, & a;
© —1 0
0 3 —1
hi 2 0
0 3. 3

Abychom stanovili bod a, = &, pouZijeme principu symetrie. Hle-
dané zobrazeni bychom téZ obdrZeli jako analytické pokradovani
zobrazeni druhého kvadrantu roviny (z) na druhy kvadrant roviny
(w), pfi ¢emz oo 0, ih 0. Z toho plyne, Ze bod @, musi byt
symetricky s bodem a, podle imaginarni osy, t. j. a, = £ = 1, a in-
tegral Christoffela-Schwarze md tvar

w=C[(z+ 1) 2e—1)tdz = .
zdz
Vz—1

(kde misto omezeného integrdlu jsme vzali neurdity integral, coZ
miZeme udélat, nebot- konstanta C, je zcela libovolnd). Pro uréeni
konstant C’ a C, pouZijeme toho, %e si odpovidaji body a,, 4, a a;, 4,.

- =C)Jz—1+0,
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Odtud 0 =0 4+ C,, ih =1iC" +C,; C;, =0, C' = L a hledani funkce
mé tvar (viz § 27):
w = h|/Z# —1. (23)

Uvedeme nyni nékolik pfikladi nikoliv elementdrniho charakteru,
jejichZ FeSeni bez pomoci Christoffelova-Schwarzova integrilu by bylo
znacné obtiZné. '

Piiklad 3. Oblast zobrazend na obr. 138 je v podstaté étylrﬁhe]nik.
8 tfemi vrcholy v nekoneénu. Jeho zadani a odpovidajiei si body jsou
zaneseny v tabulce. TH body g, jsou voleny ‘
libovolné, ¢tvrty oznatime £, uhly v bodé
w = o0 jsou vesmés rovny nule, nebot od-
povidajici polopfimky jsou vesmés rovno-
bézné. Zu, = 2 jako v kazdém étyrahel-
niku:

A, Oy .
@ 0 el
<) 0 —1
0 2 £
(s} 0 1

- .Christoffeliv-Schwarzuv integral ma tvar

w:(]f(z—i—1)—-1(z—£)(z—'1)_1dz=0f 28 g =

22 —1
=0{1‘;51n(z+1)+lgfln(z—l)}+01

a obsahuje tfi neznamé konstanty C, C, a £&. Abychom uréili C, a &,
provedeme tuto Gvahu: kdyZ bod z obéhne bod a, = — 1 po libovolné
nekoneéné malé pilkruZnici C, poloméru 7 (f. j. vektor z +1 = rel?
se otd¢i a méni argument od x do 0), musi odpovidajici bod 'p?ejit
z polopfimky 4,4, na polopfimku (4,4, t. j. funkce w musi mit
prirastek \

Aw = by +o(r),-
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kde o(r) je komplexni veli¢ina nekoneéné malého ¥adu pro r — 0.

Tuto avahu potvrzuje i fakt, Ze se obraz kruznice C, pro dostateéné
mald r malo li8i od nejkrat$i dsecky spojujici polopfimky 4,4, a
A,A,.*) Pro takovy nekoneéné maly priristek 4z élen s ln(z — 1)
v Christoffelové-Schwarzové integrilu bude mit nekomednd maly
piirustek v diisledku spojitosti této funkce a konedny je jen pfiristek
funkce In(z + 1) = Inr + ip, ktery je roven — zi. Odtud

Adw = — C(1 + &) =i 4 o(r),
kde o(r) je nekonedné mald komplexni veli¢ina pro r — 0. PoloZime-li
oba vyrazy pro Aw sobé rovny a prejdeme-li k limité pro r — O,
dostaneme
| —30(L + &) mi = b,

Analogicky, jestlize bod z obéhne bod a, = 1 po nekoneéné malé
pilkruZnici poloméru r, odpovidajici bod w musi pfejiti z poloprimky
A,A4; na polopfimku 4,4,, t. j. Aw = hy + o(r). S druhé strany

dw =C 1%‘5 (— 7i) + ofr), odtud

— 31— &) i = b,
Porovnanim obou rovnic dostavime hledané hodnoty
i _hy—h,
¢ —;(h1+h2), E—hl_hz

a funkce zprostfedkujici hledané zobrazem'.je
w = % {h, In(z + 1) + b} In(z — 1)} + C,. (24)

Konstantu C, uréime z pfifazeni bodua; = £a 4; = 0:

"2 &
C, = — hyn® 4 7iInhd b} (_117) ,

kde H = h; + h,.
Pifklad 4. Oblast z obr. 139 predstavuje v podstaté ¢tyrihelnik,
jehoZz dva body lezi v bodé w = co. Pomoci pomocného vytezu (éar-

*) Predpokladdme tento fakt jako zfejmy, ale bylo by moZné ho téZ piesné
dokazat.
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kovaného na obr. 139) v ose horizontilni ¢asti a aplikovanim principu
symetrie miZeme celou dlohu pfevést v tlohu zobrazeni poloviny
nakreslené oblasti, na pf. horni na horni polorovinu. UvaZovana

N S
A, © .
‘ A, A, A, 4, A,
; 7 7 %
@
Obr. 139,

polovina nakreslené - oblasti je v podstaté trojihelnikem s dvéma
vreholy v bodé w = o00. Zad4ni a body a,, odpovidajici vrcholim troj-
uhelnika, jsou opét v tabulce:

A, Qe a
o) 0 . 1

) o —1 LS '
0 T3 0

Body @, volim libovolné, uhly v nekonedénu uréim v souhlase s § 85
a Zoy, = 1. Funkce, kterd konformné zobrazuje polorovinu Im & > 0
na tento trojihelnik je -

¢ ¢
w=0f(c—1)“1c*'dc+01=0 ZV'_—Cldc, (25)
0 0 )
kde C, = 0, protoZe si odpovidaji body { =0 a w = 0. Abychom
urt¢ili konstantu C, pouzijeme toho, Ze v blizkosti bodu { = 1 miZeme
ve funkei za integradnim znaménkem ve vyrazu (25) zaménit funkei
J/Z spojitou v bodé ¢ = 1 jeji hodnotou v tomto bodé. Odtud

Komplexni prom&nnd—21 h 321
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=C f =1 ot —1) =C{In(¢ — 1) —ai} + o(C — 1), (26)

kde o({ — 1) konverguje k nule pro { — 1.*) JelikoZz pfechodu bodu
{ po pllkruZnici’ [z —1| =7 s usecky A,A, na polopfimku 4,4,
odpovida. prechod bodu w s polopfimky 4,4, na poloptimku 4,4,,
je Aw = —hi 4+ o(¢ — 1), kde % je polovidni &ifka horizontalni 8asti
oblasti z obr. 139. Naopak podle (26) Aw = Ci darg({ —1) +
+0o({ — 1) = — ali + o({ — 1). Porovname-li nyni oba vyrazy pro

Aw v limité pro { — 1, 'dostaneme — hi = — #Ci, t. j. C = % Tedy

(25) ma tvar
¢

iz h(2VZ'+1nVC‘1)

=17 7= Vi1l
7 s ,
_%hy=, k. JT—1
—;I/H;lnvE e (27)

Pomocnému (4rkovanému) vytezu 4,4, v roviné ¢ odpovidé vytez
(1,0) podél reilné osy. Tedy podle princkpu symetrie funkee (27)
gpolu se svym analytickym pokratovinim zobrazi celou rovinu ¢
s vyFezem podél (1, co) podél redlné osy ne oblast obr. 139. Funkce
z2 = iV{ — 1 zobraz{ posledné zmfinénqQu oblast na hornf polorovinu (z)
a substituci { = 1 — 22 do (27) dostaneme tedy zobrazeni horni polo-
roviily (2) na oblast obr. 139:

- T 12—
w=—l,-2hV1—zz+ihlnM—ki'= '
7 % JT==+1
1 —_— z '
_ —— 1 —22 ln—:_ . 28
nzh{l/ '+ 1+V1—22} (28)

§ 87. Vypoket pole na okrajich kondensatoru. Kondensitor Rogov-
ského. Pri zkoumani elektrického pole mezi polepy deskového kon-
densétoru miZeme je prakticky poklddat za homogenni. Jen v bliz-

*) CoZ je moZno té% presné dokizat.
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kosti okraji kondensatoru dojde k naruSeni homogennosti pole a
musi byt proveden speciélni vypodet. Abychom zjednodusili vypocet,

budeme zkoumat jen pole u jednoho
okraje kondensitoru a zanedbime vliv
druhého okraje. Kondensator si pred-
stavime jako dvé poloroviny navzijem
rovnobéZné a polozené nad sebou (stopa
desek kondensatorn do roviny kolmé
na desky je na obr. 140). Predppokld-
dejme jest&, Ze desky kondensatorh ne-
sou potencidl 4 V. Vypocet takového
pole patii k typu I dloh § 40. Jde nam
v podstaté o lkonstrukei konformniho
zobrazeni oblasti z obr. 140 na pas —
—V <Ime < V.

Sestrojime inversni funkei z = z(w).
V roviné (z) sestrojime pomocny vyiez
AzA, podél osy nasi oblasti (¢drkovano
na obr. 140) a najdeme zobrazeni po-

AZ

© A

3 : '?
Vi, ‘:71/7/7/7//'/// T
Ag 4 ®
S Ay
4,

o~ C,-

—.o_,o._h____. .
A A1) Asl0) A, ®

Ly

Obr. 140.

mocné poloroviny Im z > 0 na ,,trojthelnik 4,4,4,. Zadéni troj-
thelnika a body odpovidajici jeho vrcholim jsou v tabulce:

4, Xy ay
[e's] —1 s}
4, 2 —1
[os) 0 0 L

Body @, volime libovolné, bod 4., zatim neurdime. Zobrazeni polo-
roviny na ,,trojihelnik* zprostiedkuje funkce

z=0f(w+1)w—1dw=0f‘“::ldw= N

— C(w + Inw) + C,.

(29)

K uréeni konstanty C opét pouzueme toho, %e pii pfechodu bodu w
z polopiimky A4,4; na polopnmku AyA, je prirastek dz = —di +

21*
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+ o(w), kde d je-poloviéni vzdalehost desek kondensitoru a o(w) — 0
pro o — 0. Naopak pomoci (29) Az = Ciargw + o(w)y= —Cni +
d

+ o(w), & z toho — di = — =Ci, C = gl (29) m4 tvar

z=i(w+lnw)+0

Konstanta C, charakbensu]e posun kondensatoru*) v roviné (z)
Umistime si jej tak, aby C;, = 0; pak

z= % (0 + In w). (30)

Protoi\e na polopfimece 4,4, v roviné (w) je @ > 0, odpovidaji podle
(30) témto bodum redlnd z a vyiez A;A4A; v roviné (z) je tedy podél
redlné osy. Polohu okraje kondensitoru dostaneme z (30) pro

d d :
w=——1 :Az_=;{—1 + In(—1)} = —;—f—dl.
Tim je poloha kondensatoru plné urdena.

4 oy : .
Zobrazenim - Inw zobrazime jesté polorovinu Imw > 0na polopas

0 <Imw < V. Pfitom se zobrazf poloprimka A4A, na realnou polo-
osu. Odtud

n
—w
w =eY

a dosazenim tohoto vyrazu do (30) dostivdme zobrazeni polopisu
0 < Imw < V na horni polorovinu pole kondensatoru

d | 2 aw

Aplikujeme princip symetrie a pak zobrazeni (31) zprostiedkuje
zobrazeni pdsu —V < Imw < V na celé pole kondensitoru. (31) je
ziejmé inversni funkce*) ke komplexnimu potencidlu pole.

Na obr. 141 jsou nakresleny silotiry a ekvipotencidlni kfivky
pole; jsou to obrazy polopiimek arg w = const a kruZnic |w| = const

: *)‘ Nebo, coz je totéZ, posunuti soufadného systému v roving.
*) Rovnice (31) vzhledem k w neni feSitelnd elementdrnimi funkcemi.
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pfi zobrazeni (30).°Je moZno je -téZ sestrojit jako obrazy pfimek
Im w = const a Rew = const pfi zobrazeni (31). PoloZme z = = + iy
a oddélme v (30) redlnou a imagindrni &ast
d
z = = (o cosy + Ing),
(32)
i

Yy = — (e siny + y).

Rovnice (32) pro y = const ddvaji para-
metrické rovnice ekvipotencidlnich**) kii-
vek a pro p = const parametrické rovnice
silodar.

Vektor napéti pole je podle (39) § 38
roven ‘

1 .V .
_ = — ] —_—— = —— .
dz dl—}—e?"’

dw

Uvnitt kondensétoru, t. j. pro body z blizké bodu Aa, je o blizké bodu
o = 0 a napéti pole kondensitoru

.V
E~ —i 7
se malo lii od napéti homogenniho pole. Pfi pfibliZzeni bodu z k okraji
kondensitoru A4,, bod w - —1 a napéti E vzristd nade vSechny
meze (nebot v tomto pripadé téz w — — 1).
d—f podél ekvipo-
tencionalnich k¥ivek. Jelikoz derivace regularni funkce nezivisi na
tom, jakym zpisobem se Az bliZi k nule, miZeme pfedpokladat, Ze
se blizime k danému bodu po silok¥ivce. Pak |dw| = |dv], kde v = Im w
(nebot podél silok¥ivky u = const) a |dz| = ds je diferencidl oblouku
silokfivky. Pfejdeme opét do pomocné roviny w = ge¥ a mdame

Zkoumeime velikost zmény modulu napéti E =

**) Kiivkdm Imw = + V, t. ] » = + =, odpovidaji desky kondensétoru
d
z=;(lng-—g),y=id. -
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<

— o odkud dv = Zdw a z (32), kde poloZime p = const, dosta-

l:l

neme ds = V(d:z:)2 + (dy)2 = P ng + 2p cosy + 1dy. Odtud.

E=@=V 1

ds d V92—|— 20 cosy + 1 -
Abychom na$li maximum hodnoty E podél ekvipotenciilni kiivky,
staéi najit minimum funkce ¢* 4 2¢ cosy + 1 podél téze kiivky pro
riznd ¢ a konstantni y. Nutnd podminka pro minimum funkce, t. j.
anulovini prvni derivace .
2p + 2 cosy = 0,

neni splnéna pro ta , pro kterd cosy je kladny (nebof je ¢ = 0), t. j.
pro’:—in < p < 7. Pro takovi y se modul napéti pole £ méni
podél ekvipotencidlnich kfivek monotonnég, t. j. nem4d ani maximum
ani minimum. ,

Pro y = + 3x je maximum pro ¢ = 0, t. j. na levém okraji
kondensitoru. Sestrojime-li takovy kondensator, jehoZz desky budou
mit tvar ekvipotencidlnich k¥ivek pro y = + i=*) (silné vytaZené na
obr. 141), bude modul napéti pole takového kondensatoru

=Y __1

d l/ 02+ 1
ubyvat pti piiblizovani k jeho okrajim. Takovy kondensitor byl pro-
pocteﬂ a konstruovdn Rogovskym. Kondensitoru Rogovského se po-
uZivd pii zkoumdni elektrické pevnosti isolaénich hmot na probiti.

(34)

§ 88. Pole deskovych elektrod. Piedpokladejme, Ze elektrody nesoun
potencial -L V. Budeme konstruovat konformni zobrazeni mnoho-
thelnika z obr. 142 na pas — V. < Imw < V. Sestrojime nejprve

*) Rovnice ekvipotencidlnich kfivek vypotteny z (32) jsou:
d d
z=—lng y=+—(—iz +e)
odkud

e
a

da. d
| Z/=:l:(7+;e )
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zobrazeni horni poloroviny pole ,,trojihelnika* 4,4,4, na pomocnou
polorovinu Im¢ > 0. Zadani trojthelnika jakoZ ibody odpovidajici
jeho vrcholim jsou v tabulge:

4, Xk ay
@ l—ax—§8 ©
0 o 0
‘a B 1

Christoffeliv-Schwarzv integril ma tvar

1 ¢
r=C[r¢— 1T =0 e — At (38)
0

0

(kde konstanta C, = 0, protoZe si odpovidaji navzijem body { = 0
a z = 0). K uréeni konstanty ¢’ pouzijeme toho, Ze bod { = 1 pfejde
do bodu z = d, kde d je vzdilenost mezi vrcholy dhli:

1
_ ’ ax—1 _ A—1
i=0 Of i1 — Pt e

Obr. 142.

Integril napravo vyjadiime pomoci funkce B:

1
f g1 — ¢)f—! di = B(a, B) = 1—’:(&)—_1;(/?)
0
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(viz pf. 11 kap. VII). Odtud (S e i ol A Llx + f) a (35) pre]de na

T(x) TB)
¢ .
T g Tlet B f a1 (] — ppt
z=d T I() S 1 (1 .Z_,') d¢. (386)
Ctens¥ si snadno sém ovéfi, Zze funkce
w = 27111 aresin(2{ — 1) (37)

zobrazi konformné polorovinu Im { > 0 na polopds —V < Imw < V,
Rew < 0, pii ¢emz interval (0, 1) reilné osy v roviné (£) piejde v in-
terval (— Vi, + Vi) imaginarni osy v roviné (w) (zobrazeni (37) si od-
vodime pomoci (22) § 86 a pomocnych linedrnich zobrazeni).’

Vylouéenim ¢ z rovnic (36) a (37) dostaneme konformni zobrazeni
horni poloroviny uvazovaného pole na levy polopis — V < Imw <
< V.Rew < 0. Pfi tom usedka (0, d) pfejde v interval (— Vi, Vi)
imagindrni osy. Podle principu symetrie tatdZz funkce zobrazi kon-
formné celé pole na pds —V <Imw <V a je tedy komplexnim
potencidlem uvaZovaného pole.

‘Stanovme si jeité velikost napéti pole v bodech blizkych vrcholu
ahlu A4,. Je

dw
E__di"=d—c v 1 * ’N
~ldz| o dz T =0 B, pac—rta—op|
B

_ 2V 1
 dab(a, f) T 1LY
neboﬁ v blizkostl bodu { =0je 1 —{ ~ 1 a podle (36) v blizkosti 0
\

]ez~Boc,ﬂ)fC“—1dC=t Blo, pd ¢ a z toho

2V 1 V
E = 1 -7 1 =4 T (38)
nB(x, f)ie o' 3x  daalz| % 2a |2| ' 8=

kde A je konstanta.
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:Necht je nyni v blizkosti vrcholu..4, nadi elektrody umisténo jisté
dielektrikum, které chceme zkoumat na pevnost véi probiti. Budeme
zvét§ovat napéti 2V mezi elektrodami p¥i konstantni vzdalenosti d.
Pak podle (38) bude velikost E stoupat nade viechny meze a pro né-
které napéti dojde k probiti dielektrika. Budeme-li povaZovat hodnotu
2V, pii které doslo k priiboji, za konstantni (to miZeme, nebot poloha
v niz doslo k priboji, je uréena bodem z), dostaneme z (38) zavislost
napéti, pfi némz doslo k priboji, na vzdilenosti elektrod:

1

2V, ~ cde, (39)

~

kde C je konstanta.

7 7
b cl
Obr. 143.

Tak - pro pfipad dvou romobéinych rovin (obr. 143a) je a = }
a na,péti . 2V, A~
pn ném? dojde k probiti, je tmérné vzdalenostl elektrod. Pro elektrodu
ve tvaru pravého thlu (obr. 143b) ]e x=4%a
2V, &
a pro dvé navzijem kolmé roviny (obr. 14'30) xa=1a
2V, & CVE
§ 89. Zobrazeni rovnob&Zniku. Pojem eliptického integrilu. Zkou-
mejme zobrazeni poloroviny Im w > 0 na rovnobé#nik se stranami w,
a-w,. Jeho zaddni a body odpovidajici jeho vrcholim jsou v tabulce:
) ‘

A4y tw, to; + iw, ‘ — o, + iw, ’ — tw,
x| % 3 t 3
a, 1 x a, ay
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V ni jsou x, a, a a, redlné konstanty vyhovujici danym pfedpokladiim
(zfejmé = > 1). Protofe jsme si uréili jen vzor jediného vrcholu
rovnob&znika, muZeme poZadovat, aby se body w =0 a w =
zobrazily do bodu z = 0 a do bodu z = iw,. Pak mtZeme povaZovat
nafe zobrazeni za symetrické pokradovéni zobrazeni prvého kvadrantu

- —cmec

A, A, a, A
m,m_ W/’/z/#,WI
% 1 7 X

Obr. 144.
roviny z na pravou polc_)vimi rovnobéznika vzhledem k imaginarni ose.

Odtud plyne a; = —x a a, = — 1, t. j: funkce zprostfedkujici nase
zobrazeni m4 tvar

- . dw
—o [ — C, =
i fhw—mw—ﬁ+l
0 !

(40)

=0 [
V@ =w?) 0 = Fw?)
0
kde C; = 0, nebof body w = 0 a z =0 si odpovidaji navzijem a
k =% 0<k<l) je konstanta. Integrdl (40) se nedd vyjadfit

pomoci elementdrnich funkef a nazyva se elipqiclcy integrdl proniho
druhu. '

K uréeni konstant C' a k pouZijeme vzajemného ptifazeni bodu A4,
ad, =1

»
3

1
dw
%%_OfVa—wu—Ww 4
. 0 : .

a bodu 4, a a, =

&
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dw
O .
boy + o, f V@ =&y (T — 2w?) +
0

1

+ Of JT—wn) (0 —*w?)

1

dw
= 1 .0
boy o+ f Vok —1) (1 — ko)

(rozloiih' jsme integral od 0 do % na dva integrdly od 0 do 1 a od 1 do

1

% @ pouz1h (41)). Odtud - g

1

(42)

f dw

P2=C | Y —1) (1 —w?)
1

Vydélime-li (42) a (41), zkrat{ se konstanta C a dostaneme rovnici jen

- ) (s o .
mezi k a —2 Tedy k zivisf jen od poméru stran rovnobé&Znika.
541

Konstanta C zdvisf na rozmérech rovnobéinika. Z rovmce (41) plyne,
Ze je realna.a kladn4. Elipticky- 1ntegra1

f Ja— tz) (1 — 177

piejde substituci ¢ = sing na integral

!
fl/l—k”sm2

Pro posledné uvedeny integril ve tvaru
~

,, :
. ' - de -
F(, 9) = f — (43)
: . /1 — k2 sin?
. ; It sin%p
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kde k = sinx, jsou sestaveny pedrobné tabulky.*) Uhel ¢ se nazjvé
amplitudou integrilu (43). Pro ¢ = }n nazyva integral (43) #dplnym
eliptickym integrdlem prvého druhw a oznalujeme jej symbolem:

in
. de d¢ )
K = F [2.4 = —_——_ = : ’
. (o, $7) ,f Vl — k2 sin%p B[V(l — &)1 — k) (44)
y !

’

V pfipojené tabulce\je nékolik hodnot aplného eliptického integralu
prvého druhu:**)

o 6° 7° 8° 9° 10° 11°

K 1,6751 1,5767 1,5785 1,5805 1,5828 1,56854

Velitina k = sinx se nazyvé modulem eliptického integrdlu a velitina
k' = J/1 — & = cosx se nazyva doplitkem modulu a integral
in

K = =
f]/l—k'2sm2 f]/(l—t2 Y (1 — ktz)
(45)

_ k_ dz
' fl/(rz—l)(l—k%z) __

) dopliikem iplného eliptického integrdlu proého

(kde je T = :

=%

druhu. _

Pomoci téchto oznadeni muZeme urdit konstanty integrilu (40)
z rovnic (41) a (42):

K’ w

= 2CK = CK'; =222 46
w, y W o K w, ( )

*) E. Jahnke-F. Emde: Funktionentafelnmit Formeln und Kurven, Teubner
Leipzig 1909, a dal8i vydéni, str. 46—68 nebo rusky pieklad posledniho vydéni
z r. 1945 Janke i Emde: Tablicy funkeij, GOSTECHIZDAT, Moskva 1948,
str. 162—167. (Pozn. piekl.)

**) TamtéZz — némec. vydan{ str. 68, rus. vyd. str 1717.
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e
VeliGina -e ="« .se 'obydejné oznaduje g, takZe je
KI

lnq=—nr.

Pro dekadicky logaritmus logg jsou sestaveny tabulky této funkce
v zdvislosti na o*). V pfipojené tabulce jsou pro ilustraci nékteré
hodnoty:

o 6° o 8° 9° 10° 11°

-

logg 41,8367 4,9709 | 3,0872 3,5899 3,2819 3,3611

’

K
Ze znidmé hodnoty log ¢ uréime z fabulky « a podobné najdeme z ta-
bulky i K. Zname-li K a w,, pak pomoci prvého ze vzoreit (46) najdeme
konstantu C.

Jako pifklad hledejme zobrazeni poloroviny Imw > 0 na ctverec
o strang 1 umfstény jako obdélnik na obr. 144. Je w, = w, = 1 a odtud

Zname-li strany rovnobéinika, miZeme uréit a odtud i loggq.

’

LK =2a Ing = — 27z —-'6,283. Ptepodteme plirozené loga,ritmy na

dekadické nasobice modulem M A 0,4343 a dostaneme loggq ~
~ —2,729 = 3,271. Odtud z druhé tabulky « ~ 10° 'a z prvé

K~ 1,583. Dgle: C —W ~ 0,316, k = sinx &~ 0,174, k* ~ 0,03 a nase
konformni zobrazeni je zpros’xtfedkové,no funkef

2~ 0,3'16f __dw . (47)

O =w?) (1 —0,03 w?) :

§ 90. Eliptické funkce jacoblho Funkce inversni k eliptickému
integrilu

(48)

y = _ " dw
B f V@ —=wf) (1 —Fu?)

**) Na pf. rus. vyd. str. 147—149. Vyznam symbolu je vyloZen v textu nasf
knihy. (Pozn. piekl.)
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se oznaduje symbolem w = sn(z, k) nebo jednodudeji w = snz a nazyvé.
se Jacobiho eliptickou funkci sn s modulem k.*) Z (40) plyne, Ze funkce

z . z
w=sn(a—, k) =Sn'a- , (49)

zobrazi. konformné rovnobéznik obr. 144 na horni polorovinu. Pfi tom
jsou Kkonstanty C a If 0<k<l) urceny stranami rovnob&Znika w,
a w, podle vzorca (46).

Zvolime rozméry rovnobéznika tak, aby byla C = 1. Oznadime I,
II, III, IV strany tohoto rovnob&inika. Podle principu symetrie
miizeme symetricky pokraco-
vat funkei w = snz tfeba pres
stranu (I) a dostaneme zobra-
zeni rovnobéZnika (2) na dol-
ni polorovinu. zprostfedkované
funkei w = snz (obr. 145). Pro-
dlouzime-li toto zobrazeni dile
na pt. pres stranu (II), vidi-
me, Ze w = snz zobrazi rovno-
béznik (3) znovu na horni po-
lorovinu atd. (Srafované TOV-
nobéZniky obr. 145 se zobrazi
na horni polorovinu, ne3rafo-
vané na dolni polorovinu.)

Tak postupné prodlouzime funkci w = snz, definovanou ze zadatku
jen v rovnob&Zniku (1), na celou rovinu (z). Pfitom je nafe funkce
zfejmé jednoznaéni, nebot obéhneme-li néjakou uzavienou kfivku
a pfijdeme-li znovu do rovnobézniku na pf. (1), bude novad hodnota
snz shodni se starou, nebot spolu souhlasi staré i nové zobrazeni (1)
na polorovinu (viz vétu jednoznaénosti konformniho zobrazeni § 23).

*) Budeme-li psit inte‘grél (48) ve tvaru z = f V < de , pak podle

— k2 sin®p
predchaze_]iciho paragrafu bude ¢ amplitudou z & tedy w = snz = sing. Proto

se nazyva funkece anz n8kdy téZ sinus amplituda a funkce enz, resp. dnz (viz
dale), kosinus a.mphtuda,, resp. delta amplituda.
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Dile je naSe funkce vSude regulirni uvnit¥ vech rovnobéznikd i na
jejich hranicich s vyjimkou bodu z = w,i a v8ech bodti, které z ného
dostaneme podle principu symetrie (na obr. 145 jsou oznadeny z),
kde m4 funkce pdly, protoze se tyto body zobrazi na w = co. Je tedy
funkce snz meromorfni.

Dile jsou na. obr. 145 oznadeny plnymi krouzky body, kde funkce
nabyvé hodnoty snz, a bilymi krouZky body, v nich% nabyva funkce
hodnoty snz. Z konstrukece téchto bodt plyne, Ze ve vSech bodech z +-
+ 2k, + 2lc21a)2, kde k, a k, jsou hbovolna cels ¢isla, ma funkce
snz tutéZ hodnotu:

sn(z + 2k,w, + 2k,iw,) = snz. (50)

Jinak fedeno, to znameni, %e funkce snz m4 dvé periody T, = 2w,
T, = 2w,; nazyvime ji proto biperiodigkou funkci. Biperiodiénost
funkece snz nim dovoluje zkoumat ji pouze v rovnobézniku se stranami
2w, a 2w, TovnobéZinymi se soufadriymi osami. Vysledky se pienesou
snadno pomoci biperiodi¢nosti na celou rovinu.

Z vyse uvedenych vah plyne jeité, Ze funkce snz je licha, t. j.

sn(— z) = —snz, (51)
a odtud sn0 = 0. ' ’
Uvedené vlastnosti pfipominaji jistou analogii s goniometrickymi
funkcemi. Z (48) pro & = 0 plyne z = arcsinw a tedy sn(z, 0) je to-
toZny s obyéejnym sinem.

Definujme si jeSté kromé snz dvé dalsi Jacobiho eliptické funkce
vztahy:
cnz = Vl —sn%, dnz = Vl — k? sn?z. (52)

Pro k = 0 je cnz totoiny s obydejnym kosinem a dnz degeneruje v 1.

Uvedeme si nékteré vlastnosti Ja,cobihodxheliptick}'rch funkei. Ze
vzorce (48) definujiciho snz dostaneme podle pravidla o derivaci

inversni funkce
1

d snz
2z

= ]/(1 —sn%) (1 — k*sn%) = cnz. dnz.{ ' (53)
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Dile, derivaci vztaht (52) dostaneme "

.denz - snz . cnz . dnz .
dz = —'T = —snz.dnz;
(54)
dsnz _ k? snz . cnz .
P . cnz.
Prok = 0 (63) a (54) davaji zndmé vzorce pro derivaci goniometric-
kych funkei. - .
sn/x,K} . K=1
05} T . Kep=  3m
0 5 k=0 ﬂ.b‘) 7 27
1 2 INT 5 -6/ x «
-0,5¢
\ -IL .
enix,k)

Obr. 146.

Uvedeme zde jestd bez dikazu*)-adiéni theoremy pro eliptické
funkee analogické podobnym vzorcim pro goniometrické funkce

_ snz.cnw.dnw 4 snw. cnz . dnz
sn(z + w) = 1 — k% sn2z . sn?w ’

chz cnw — snz snw dnz dm;; :
on(z + w) = 1 — k2 sn? sn?w ’ (55)

dn(z 4 w) = dnz . dnw — k2 snz . snw . cnz . cnw
- 1 — k% sn% . sn?w )

*) Odvozeni téchto vzorci najde ¢tendl v knihdch: Privalov: Vvedénije
v tdoriju funkcij kompleksnogo pereménnogo, GOSTECHIZDAT, Moskva,
1945, str; 305; N. J. Achijezev: Elementy téorii eliptideskich funlkeij, GOS-
TECHIZbAT, Moskva, 1948. [Nebo v polské knize: S. Saks i A. Zygmund:
Funkcje analytyczne, Czytelnik Warszava 1948. Lavrent$v-Sabat: Metody
funkeij kompleksnogo peremennogo, GOSTECHIZDAT, Moskva 1951, kap. VII.
V této knize i vysSe uvedené knize polské nalezne &tendf podrobné&jsi mate-
matickou theorii, dikazy vét a doplnéni litky k latce vyloZenéd v naSi knize.
Pozn. piekl.]
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Pro k = 0 dévaji prvé dva vzorce (55) znimé vzorce pro gonio-
metrické funkce.

Nakonec pripojime je§t8 na obr. 146 graffcky pribéh funkee gn(z, k)

V_’

a cn(z, k) pro redlnd x a k = 0,

I’JLOHY

1. Poutijte principu symetrie a zobrazte na horn{ polorovinu oblasti z obr. 147.

Obr. 147.

2. Odvodte vzorec pro zobrazen{ vnitikts jednotkové kruZnice na mnoho-
thelnik: '

w = 0f (z — al)ﬂl 1(z — a,)@—1 .. (z — (z,,)"‘ﬂ—1 dz 4- ¢/, N

kde o jsou Ghly mnohouhelnika mé&iené v n, a; (|a;] =1) jsou body na
jednotkové kruZnici, odpovidajicf vrcholim ponohothelnika a C a ¢’
konstanty.

3. Odvodte vzorec pro zobrazeni Jednotkového kruhu na vné_]Eek mnoho-
Ghelntka '

z

T dz
w=C f (z—a)n 1(z ~ay)u1...(z— a,)*n"1 = + ¢,
0

kde a,, jsou vnéjsi dhly mohothelnika méfené v = a g, C, G’ maji tenty¥
vyznam jako v predchézejicim piiklads. Piedpoklddejte ptitom, Ze stied
kruZnice z = 0 se zobraz{ do bodu w = .
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4.

338

. Najdéte konformni zobrazeni vn¥jiku

Najdéte konformni zobrazeni a) vnitiku paraboly y? = 2pz, b) vnitika
2 ¥ z2 a2 !

pravé vétve hyperboly — — — = 1, ¢) vnitiku elipsy — + — =1, na
a? b a? b?

horni polarovinu.

a) pismene ,,X‘\‘, t. j. bodd tsedek (— eli~, elin), (— o—iin, g—iin);

b) pismene ,, ¥, t. j. bodi intervalu (0, — 2i) na imagindrni ose a na dolni
pulkruZniei |z| =

Obr. 148.

¢) pismene ,,H{“, t. j. bodl na tusefkach

(s e (e

na vndjlek jednotkové kruZnice.

. Najddte konformni zobrazeni kruhu |z| < 1 s vyfezem podél usedek (— i, $i)

(— %, 3), na vnitfek jednotkového kruhu |w| < 1.

. Najd¥te konformni zobrazen{ horn{ poloroviny na mnohothelniky z obr. 148



8. Dokaite, Ze elipticky integrdl druhého druhu

1 — k2o
E(z, k) = T dz, O0<k<1
— 22

zobrazi konformng rovmu (z) 8 vyfezy podél polopfimek y = O |:z:| > 1 na
oblast obr. 149.

"

Obr. 149. Obr. 150.

9. Najdste konformni zobrazeni dvojndsob souvislé oblasti obr. 150a na
dvojnésob souvislou oblast obr.:150b. Konstanty a; jsou dény.

10. Budi# oblast D rovina (z) s nekone¥nym poétem vyfezt podél navzdjem
rovnobd¥nych tseéek —a <z <La, y=kh (k=0,+1, +2,...). Na-
'jd8te: a) jedno-jednoznaéné zobrazenti oblasti D na rovinu (w) s nekonenym
pottem vyfezl podél intervali reélné osy; b) jednoznalné (ale ne jedno-
.jednoznadné) zobrazeni oblasti D na vnéjSek jednotkového kruhu.
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RESENI ULOH.

I'T_VOD.

n

i—
1. a) 2¢%, b) Bod z le#f v obdélnfku 0 < Rez<2, —1<Imz<1.

e= 2sing a Q=—-— % + vn, kde » = 0 .nebo » = — 1 urdi se z poZadavku

7
2

N

aby bod z le¥el v uvedeném obdélniku, t. j. — 7—; <L g 2. Z druhé rovnice

pPlyne — z; = 2, + z, a tedy [2; + z5| = |24] = |zy]; t. j. body 2z, 24, 25 8 2, + 2,
leii na téZe kruZnici a Az,2,(z; + z,) je rovnostranny. Vektory z;, a z; + z, tedy
sviraji dhel 60° a podobny vysledek dostaneme i pro vektory z, a z; + z,.
Z toho plyne: vektory z, a z, sviraji spolu uhel 120° a jsou stejnd dlouhs,
Cyklickou zémé&nou dostaneme toté% pro tihel velktora z,, zy resp. z,, z;. Tvoi
tedy z;, z,, 2; vrcholy rovnostranného trojihelnika vepsaného do LkruZnice
o poloméru |z|. 3. 2, = — 2, + 2, + 25, 2y =2 — 23 | % 24 =2y + 23 — 2.
: |2k 27
Mz + M2y + oo + MYz,

4.z, = . L./zk=zl+(z1—z°)

my + my + ... + m, Pl

jé.di'ei‘,e'l v soufadnicich; soudet Etverct 1ihlopfifek rovnobéZnika je"'rovén soudtu
n kn

. ; ‘ —+==J1

dtverci viech jeho stra.n."/.:cos‘q7 — 6 cos?p sin’p - sin‘p. Bl/:l: (2+4+1i); 2«?3(o 3)
. (£+”T")i _

1 +i,1425;i 4 2 10. 1 — i, i; A(1 — i), A(1 + i). 11. a) Osa

tsedky ab, b) pifmka, ¢) lichob&¥nik, d) elipsa s ohnisky a a b pro o« > |b — al,

tseSka ab pro « = |b — a| & prdzdnéd mnoZina pro « < |b — al, e) vnittek para-

boly 3* =1 — 2z, {) Pravd polorovina s vyfatym kruhem z? + »* —

— 22 —1<0. 12. a) = o soustave kruZnie dotykajicich se osy y,

b) _2y—

2+ y:—-1 .
+ ¥? = o2{(z + 1) + y?} soustava kruZnic, d) Geometrické misto bodii maji-
cich od bodu -4 1 staly soudin vzddlenost{ — t. zv. Cassipiho ovaly. Body + 1
se nazyvaji ohniska. Pro o« < 1-se ktivky rozpadaji na dv¥ ,,va&ky*‘‘ okolo bodl
+ 1, pro &« = 1 dostdavéme Bernoulliho lemniskatu (,,brejle‘), pro o > 1 do-
st4vAme uzaviené kfivky majici podobu deformovaného ovalu. Viz obr. 67.
o) 22+ 2az + b = (z — z,) (z — 2,), kde z,, z, jsou koiény trofélenu, kiivky
tedy tvofi soustavu Cassiniho ovéli s ohnisky v bodech z;, z,. 13. Dosadime
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24z z—z

5 Y = a dostaneme 2z 4 (1 4 di)z + 1 -3z =1,

T = -
20—

\
2+ 2 =2 14 f=—"——, 7=

y , u = , U= .
zz_l_yz E2+,’72 4:2_'__,’2
15. a) af + fn + p(€ + n?) = 0 — kruZnice prochézéjici pocatkem; pro y = 0
piimka «f + fn = 0, shodnd s danou. b) o + BE + ynp + 8(E2+ #*) =0

’ ' 3
lauZnice, pro & = 0 pfimka. c) & — n? = (& + »?)? &l [(E - 171-5) + n’] %

1\2 1
x | | £ + =] + #*| = 1 Bernoulliho lemniskata s obnisky v bodech { 4+ —, 0.
Ve ' \" )2

3 2 Ea . '
d) n -9 qs P issoida.
At pE él.ll 7 1= 2pt kissoida

KAPITOLA TI.

. 4Rz 4R% 2Rr?

T dm T e
r = V::z + 4* = 2|, R je poloms&r koule, o8y £ a7 souhlasfs osamizay, osa { sou-
hlasi se svislym primérem koule. a) obrazy bodi z & — z leZi v priseéicich
poledniku a rovnobéZky,které prohdzeji obrazem jednoho z obou bodi. b) obra-
zy bodl z a z leZi na téZe rovnobsice, kterd prochézi obrazem jednoho z obou
bodu, & to na polednicich, které jsou soum&rn& poloZeny podle poledniku

1. Soufadnice bodu Z:§& = kde

x2

] 2 2\"
odpovidajictho re4lné ose. 2. a) Ne. b) Ano. 3. a) Jer, = ”/(1 +§) + 3’_) .

2 2 2 In[1 2t £ (2? 2) 3] .
1im1m”=1imin1n(1+_m+u — lim (14 20+ @+ )8 _
Ao n>o ’ n n? -0 2

2 2t (x? 2 1
—lim— 2 T HE YD de jeme dosadili ¢ ~ — a pousili L"Hospi-
=0 2[1 + 2zt + (2 + 4?) %] n
y
talova pravidla), tedy limr, = . Podobné lim ¢, = lim n arctg =19,
n—o : n—->wo R 1 + - -
n

”w
2
tak¥e koneéné lim (1 + i) = e®(cosy + isiny) = e* b) ——. 4. a) z =
N n : 2—13

= (o« + B) cost, ¥y = (o« — P) sint elipsa 8 poloosami |« + B| & |x — B|, b) r =

& .
=o', kde @ = a + if, z = 76" — logaritmickd spiréla. 5. Jez — e'® +
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. 1d .. .
+ rpiet?, Z = (F + r¢?) &l®  — a'(r’tp) iel?; koeficienty pii e a ie? dajf
r N
. . . dwdz .
hledané veli¢éiny. 6. Hledanéd rychlost je v = T a- ilz]f'(z). 7.Zobecn¥ny

. 1 '
Ohmiv zékon davé (R + 0—) 7 = €, komplexn{ proud 7= Iel@t+e+8),
i '

E 1
kde [, = ———°  _atgd=——.8.w = sin2¢ — jednotkové tsedka.
1 RCo
Rt

V T Cap

9. Dokazte, #p rovnob&zkém odpovida]i v zobrazeni opét rovnob&zky. 10. Pa.ra.-
2 2

boly u = -ﬁ— — o a paraboly u = f* — = 8 vyjmutymi vrcholy.

402 -442

; 1
11. a) KruZnice dotykajici se soufadnych osv podatkuu? + v = — u, u? + »% =
o

1 1
= — 7 v. b) KruZnice u? + v* — 2v cotgax = 1. ¢) Elipsy = = %('r + —) cosg,
ST

z2 _ y2

cos’ | sin’x

= 1; ohniska viech kfivek

1
y = %(r — —) sing a hyperboly

jsou v bodech + 1. d) Lemniskata g = V2|cos26| 12. Rovina s vyjmutou
kladnou po]oosou, u = 79 co83p = &, v = P 8indp = f. 13. f(z) = 1 mezi para-
bolami y = 2? a y = 223, f(z) = 0 v8ude v rovind mimo uvedenou oblast.

14. w = tgp je vSude spojitd s vjji.mkdu piimek ¢ = + 7—; 15. a 16. PouZijte

Cauchy-Riemannovych rovnic. 17. a) Reguldrni pro z % . b) Regularni pro
z %= 0. ¢) Neni nikde regulérn{, je mnohoznaéné. d) Neni nikde regulérni, tfe-
baZe je v bodé z = 0 diferencovatelnd.

KAPITOLA II.

* ) ou  Ov Ou ov . . _
1.du+1dv=($+1_§)d (3 +1a)dy, je-li du +.1dv—
u w1 (au B0

= A(dx idy), pak A = — —
(dr + i dy), pal az+laz 8y+ 3

Cauchy-Riemannovy, opak se ovéH ptimo. 2. L = [ 1) |dz| S = f fr (z)l’d:: dy.

) odlkud plynou rovnice

= —}. 4 8=8 L=2mu+]e+lE 5 L=




1
e de :
=2z f 7=== — dostévéme elipticky integrél, viz § 89. 6. % podminky
— . :
0,

J1

v

kolmosti gradienti dostaneme v A, z druhé podminky plyne 4 =
. Uy u,
= 4 1. Pfipad A = — 1 vede k zobrazenim mé&nicim orientaci, pfipad 4 = +1

k zobrazenim konformnim. 7. w 4+ 1 = 2i(z — i) &l w = 1 4 2iz,
[dw-— Aw|= |z — i|% 8. Polopéss vyfiatym pilkruhem, sestrojenym nad zéklad-
nou polopésu jako nad primérem. 9. Ctvr.t.y kvadrant s vytiatym pulkruhem
lw — | < §. 10. z-ové soutadnice bodt sdruZenych soudasnsd podle obou kru¥nic

. 4z +1 w— 1
jsoua = — }, 8 = — 4. Hledané zobrazeni: w = , B =2 11. =
: z4+ 4 w41

z—1 .. 1 —2z

=a » kde @ je libovolnd komplexni konstanta. 12. w = i Adow =
z+1 142z
1 z — i

= 14, w = 2i .l, R = 2. 15. p je argument bodu na kru#nici lwl =1,

1-—-2 z4+1i
na ktery se zobrazf bod z = . Piimkdm Im z = const odpovidaji kruZnice
dotykejici se kruZnice |w| = 1 v bpd¥ el?, ptimkdm Rez = const kruZnice pro-

. ‘ .. . . Gy — Q3 2 —aQ
tinajicf tutéZ kruZniei pod pravym tdhlem v tomtéZbod8. 16. w = —— — ———,
. a, — a, z— Gy

17. a, b, ¢ a d redlné, ad — be > 0. '

/
KAPITOLA III. -

1. sin(z + iy) = coshy sinz + isinhy cosz; cos(z + iy) = cosz coshy —

sin2z 4 i sinh2y
" cosh2y 4 cos2z
body 0 a 1 ve svém vnitiku v kla.d.né;n smyslu se ’zméni argument vyrazu pod od-

— isinz sinhy; tg(z 4 iy) = . 4. Pfi ob&hu kruZnice obsahujief

7
mocninou o 87, a tedy hodnota odmocniny nabude své vychoz{ hodnoty ]7§ ellzn.
5.In3 + in. 6. Funkece w = z 4- sz — 1 zobrazi danou oblast na horni polo-
rovinu, 7. w, = e—€(1+m) ¢, — g-e(1-m) 8. KruZnice |z| — const a paprsky
argz = const. 9. f(z;) = f(z;) plyne’ bud z, = z,, nebo z; + 2z, + 2 = 0,
v druhém ptipedd |z, = 2 — |z|, & tedy oba body nemohou leZet uvnitf
jednotkového kruhu. 10. .Z [f(z,) = (fz,) plvne bud z, =z, nebo zz, = 1.
V druhém piipadd nemohou oba body le¥et soudesnd v horni polorovins.
Rovina s wvyfezy podél polopfimek — o <u< —1, l1<u& o, v=0.
11. Pravé polorovina s vyfezem podél polopiimky 1 < % < co; b) kruh
|w| < 1, soustava kru¥nic prochdzejicich body 4 i a soustava kruZnic,
podle nichZ jsou tyto dva body sdruZeny; ¢) rovine s vyiezy podél polopfimek
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v=43m — 0 <u< — 1;d) kruh ¥® + »* < 2v; e) kruh |w| < 1, kruZnicim
lw| = ¢ odpovidaji lemm'skatS'r =+ )[4 — 2:)2’ + 3?] = 160> a paprskum
argw = ¢ — hyperboly. 12. a) Rovina,s vyiezy podél polopiimek v = kxn
(k=0 +1, £+ 2, ".')’ — @ < % < 0; b) horni polorovina s vyfezy podél

E
tseGek u = kn(k =0, + 1, + 2,...) 0 < v < h. 13. _a) f =20 zobrazi vysed

2
na pilkruh, o = (E ) na polorovinu, zbyvé pouZit vzorce (23) kap. II.;

f—1
1+2
1—2

1 .
b) w = —In (i ); ¢) substitucf { = Zz dostaneme elipsu s ohnisky v bo-
L) b4 .

1
dech + 1, zobrazenim { = %(m -+ —) pFejde tato elipsa ve kruZnici |w| = 3; dosa-
. o :

dime je5t8 w = 3w a dostaneme jednotkovou kruZnici. Koneény vysledek:
—_— . 2

w = §(z + sz —9); d) o= V{ zobrazi parabolu & = i‘in_z — az na piimku

Imw = «; vezmeme & = ngva. parabola bude 7 = 2p(f 4 ip); zobrazenim

C = z — }p prejde tato parabola v danou parabolu ¥* = 2pz; zbyva jen dosadit

W= — 1V§p a dostaneme koneény vysledek w = Vz —.3p — 1V§p e) Po-
1
uZijeme vlastnosti zobrazeni z = } (C ~+ z_), f) legaritmické spiraly protinaji

polopfimlky argz = const pod konstantnim vhlem, { = Inz pfevadi tyto polo-
piimky v rovnob&’ky a v disledku konforrnnosti zobrazenf pfevadi danou
oblast v jisty pds. DalSf zobrazeni jsou zfejma. 14. a) { = 3=z, {;, = ef, 0 = {3,

1
o =13 ((u + —), dostaneme polorovinu s vyfezy podél polopfimek Re w; <
[

6, —1i

< coshz, Re w; > cosh2z (Imw; = 0), b) { = ‘}nz, L‘l =ef, (= LT
L+

1
a déle jako sub a); ¢) { = —zobrazi danou oblast na vertikdlni pés s vodorov-
z

1
nym vyiezem, dalsf viz p¥. 4, § 33;d) { = - zobrazi danou oblast na pas — 1 <
<Ref <1ls vyrezem /podél polopf'imky Rel =0 Im¢{ > }, e) pomoci { =

=3 (z +. —) zobrazime danou oblast na vnéjéek tsetky — d < Re L' < d, pak

poufijeme w = E { a zobrazeni inversni k prvému a dostaneme vndjEek kruhu;
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1+z Cg'w — &

» b= oy a dostaneme horni polorovmu 8 vyfezem
1

podél lﬁsecky imagindrni osy, déle viz pf. 1 §"27; g) sled zobrazeni je tento:

f) =

_— ) 1
pootodeni, dilatace, w = § -+ l/C2 — 1, podobnost, w, = ‘%(Q + C—) a dosta-
. 1 -
neme vndjSek usetky. Daldf je zfejmé; h) w =}z zobrazi danou oblast na
polopés 0 < Imw < 1, Rew > — 2 a dalsf viz pf, 2 § 33; i) body =+ 1 jsou
9= : -1
sdrufeny podle kruZnice (v — ]/2)2 + 4?2 =1, pak aplikujeme { = 2t 1’
z fa—

= {? a déle jako sub b); k) analogicky jako sub g).

KAPITOLA IV.
/ .
9%
1. 72 = ¢, 8in2¢, 72 = ¢, cos2p, K = ::. 2.w = Insinh nz + ¢, |sinh 77z| = const.
z

~

a® + o :
, By :E, =1:2. 5. Hyperboly s ohnisky v bodech + a,

il

J.V=tp(
2

(VIZ obr. 75). 6. Né&-
2 + 02

kvartiky (kf‘ivky étvrtého stupnsé) y =l/1 + —
14 1
27* Vl + zt
' B : : : &
9. w = 4ni Ln , vV bodd z = 2i + &% je hustota nédboje 6 = ————-
24 i V3 . 2+ sing

i 4z + 1 )
10. w = L Ln—+—; na prvém valci 9a a 25a; na druhém 2a 8._180,, kde

In2  z+4
Ln(z +- sz -1
‘Loz + )3 [

n z P
cosh (— Ln —) 4+ 1 sin —
o 2

a v [»4

anotgh Ln g
T - 2 . 14 r
cosh|—Ln-| — 1 sinh{— In -
3 a

bojem 2qvpo<‘§é,tku a Ctyfmi nabOJL — gvbodech + V +1i.8.0 =

1
a=—— 11. w =100i]1 —
607 In2

12w = —Ln
E 4
o - a

4 :
13. 9Ln(z + Vz” +1). 14 w = —2gln (1 + —‘), proudnice sindp = c¢(rt +
7 2

2V, — 22— In2
+ 4 sintyp). 15. w = —°Ln( 1 Z‘Véz-l- 1)+ Yo . 16. w =£1n(z'+a').
g a - \1+ 2z n 2n E
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KAPITOLA V.

Pl

1. a) i; b) 23; ¢) 2i. 2. 4zi. 3. i(sinhl — coshl). 4. a)el~! — I; b) (e — 1) x
. . 1 9
X (e-' — 1). 5. Délka oblouku kiivky L. 6. T 7. nkz-i. 8. —1=(2i — 1)e
it
9.Funkee |f(z)| nemné extrémy uvnitt oblasti; Cassiniho ktivky s ohnisky defino-
vané rovnici |P,(z)| = const, kde P,,(z) ]e mnohoélen stupnd n. 1t.a 4 ¢ = 0.
sin(z + 3)
cos(z — z) — cos(z + z)
= }(cotgz + cotgz) a tedy f(z) = cotgz + iC, okrajovd podminka d&-
s
. 1
va C = 0. 14. Poissontiv vzorec ddva u = oo f
E

1
13. Dosadime z= }(z + z), y=5(z—-z), pak u =

(1—r)dy _
1 — 2rcos(y — @) + 72 n

1 1 - 1 —
= —| arctg Rk tg o — arctg i tga Li
1 1 1 2

]. 17. PouZijeme (61).
—t 2 -7

*

KAPITOLA VI.

©
1. 2) Polorovina Rez > 1; b) jako v § 64 napiéeme fadu ve tvaru z A elnt;

fN=-—wm

v rovind { = e bude jejim konvergenémm oborem mezikruZi; v roviné (z)

) ,=]/i{1+g-i(z—i) —

vodorovny pés. 2. a) o; b)tl. ‘3. a.) Vl(

1 2 g .5 , 1 2.5.8 \ 3
_-2—15.§2(z—1)+-3!7’ (z—})—-‘L'—T(z—l)-!-_...,kdglh
b , _ . . _. z
nabyvé viech moZnych hodnot; b) Lin(i + 2i) = i(}n + 2kx) + L z 2_21)
' )}
@ — ip . In(1+z)
+ o kde k=0, 4+ 1, + 2,... 4 f(z) =e ? ; dosazenim fa-
1
(1

dy pro ¢ = —+—)do fady pro el dosta.neme Hz) = e (l — 3z + — z2 )

5. /(z) mé zfejm& singularitu v bodé z=1 je f(z) =2*+ Z (2" = 22 +
n=l

+ f(z%), a tedy singularita bude i v bod§ 2z* = 1; déle f(z) = 23 + z¢ +

4 f(z*), a tedy singularita bude i v bod&z* = 1atd. 6.a)dv& jednoznaéné;

b) jedna dvojznaéné; c) jedna dvojznatné; d) dv8 jednoznaéné; e) jedna jedno-

znadnd; f) nekonedn® mnoho jednoznadnych; g) jedna nekonednd mnoho-
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znadnd. 7. Dosadime ¢ = cosp a rozloZime f(z) v parcidlni zlomky: — 1 +

1 ‘

+ T 30 + T 3207 ; kaZdy z nich rozvineme v geometriqkou fadu;
= COsng = COBNP -

dostaneme f(z)=1 +,Z:1 g1 " =ﬂ§0 o1 z"‘, odkud 7', (cosp) = pr= cosng.

@ w n ,
8.a) Z a"sinnt; b) — 2 —2 z ¢ cosnt. NAvod: dosadime e!' = z, ob-

a=1 n=0 7
drZené fady rozvineme v Laurentovu fadu a odtud dostaneme hledany vysledek.
11 5 P 1\ 2\t a
9. a) —— — — — — — e b)) £zl —-}J |1 —-) =+2|14+— +
z 22 629 z z z

+ E:_ + ...}, kde soutinitele a,;, dostaneme vynhsobenim fad; ¢) funkece nemé
2

Laurentuv rozvoj, nebot v okoli bodu z = o nelze konstruovat regularni vétev;

b—ad - b2 — g8 P —agd -
d) rozvoj ka¥dé z vdtvi je ——— 4 2 4 T Lo+ 2k,
' z 223 328 /
(-] ' °
(e =0,4+ 1,42 +3,..). 10. I,(t) = > (_—l)k(wmk Rozvoj do-
. . , s ons)e . I, 20 B T . )]

: 1
staneme substituci { = ¢ (z - —) do fady pro ef a srovnénim podle mocnin z. Ze
. z

dz
Zn+1’

¢
. 1 Y P
vzoree pro koeficienty Laurentovy fady dostdvdme: J,(t) = o § e? l(z 3 )
: . i
c

integrujeme-li podél |z| =1’ a dosadfme-li z = e'?, dostaneme J,(t) =
2n 25 2%
= 2im olf dove—niv | dy = % fcos(mp — tsiny) dy, n’eboﬁfsin(mp — sinyg)dy =0,
0 , 0o . 0
o tem? se lehko plesvdddime! substituci ¢ = 22 — @. 11. Bod z = 1 je singu-
larni bod funkce. 12. Prva z funkef'je spojitd v bod& z=0 spolu se vSemi
svymi derivacemi, druhé mé v bodéz = 0 podstatnd singulérni bod. 14. a) pod-
statnd singularni bod z = 1; pély prvého ¥4du v bodech z = 2kzi; bod z =
je meisolovany singuldrni bod (hromadny bod péld); b) pély prvého fddu
v bodech z = — }a + kn (k =0, + 1, + 2, 4 3), kde sinz + cosz = 0; bod
z = o je neisolovany singuldrni bod; ¢) v bodech z = (2k 4 1) zi p6ly prvého
fidu; bod z = o je neisolovany singularni bod; d) podstatn® singuldrni bod

z = ®.15.a) @ = — 2, pouZijeme Cauchyho residuové vity. 16.1) ( ) =
"\ cosz | ;_pn
izk—+]-'n : 2y ’
= (— l)";/b)zk =e n ,resf(z;) = — —, resf(w) = 0 pro.n = 1, resf(c0) =
- n :

347



= —.1pron = 1; c)resf(—1) = (— 1)n+1(n+1) resf(®) = (— 1')"(";;,1); _d)"\o
e) 0; ) resf(— 1) = e~%, resf(0) = — (1 — —1- + -% ~ El; + .. )= — e

g)pt — e 17.Q = 0, I = 27, 18. (20 + 1) g.

/. KAPITOLA VII

- . a
2 2
1. n) i; b) o

: Tt o) T —_;(cosl/—_ + sin ]7_) d) §m; e) ;,n{ _

JE
o 2 sm( ]/2)} )%, g) V_,h) }r ) §m%. 2.1(t) = Opro < 0, f(t) =

@
1
=1 t = 0. 5. a) tgz = cotgz — 2 cotg2z = 2 E———; —_—
pro a) tgz = cotgz cotg2z zk=1(2lc—1)’in’—z’ pra

S (=1 )43(—1)"(%—1)

z 1
= cotgz + tg 3= + 227221 prm Ty c Zam = @k =1y [zéménou z na
b d | 1 i 1 1 <
L R Dt i T s =zz+4kzn=
z = 22

6. a) e* — 1 = 2iei’sin — = el%z 1—[ 1 4+ ——=]; b) cosmz — cosnz, =

: 2i k=1 4n2?

2tz z—z . > <z+zo) 2=z
= —2sinzx g sinr— =—§7:”(z"—zz)];ll-( e F

} coshz sin2nz it 1 T "y 9 }. L o nz
C) COS. — Cc08BZ = = _ . «- W = 1 L.n co —; PO-
Zenmz | s @k — 12 2. 8 oa' P

uZijeme rozvoje pro sinzz a cosnz. 8. w(z) = g In sin Z—; 9. Dosadfmd z = Vt—, in-
p _ ,

© Egw,
tegrdl ptejde na tva.rif e~#%—tdf = I'(}). 10. Integrovénim funkce f({) =
0

= {#—1le—% po obvodu ¥tvrtiny krphu |¢| = R, 0 < argl < }=z a limitovanim
1 1 E 1 1 1

R w.8) — I'[—=) cos = b) = I' [ =] sin =; ¢) _r(- cosi.ﬂ.Do
n n 2n n n 2n° " n—1 2n

integrélu, ktery definuje B — funkei, dosadime ¢t = 1 :_

a dostaneme B(p, q) =
T
© ©

7P—1 ) o
= f (I_-EA‘UW dz(4). Do integrélu I'(p + ¢) = ft’“"le" dt zavedeme no-
0 ' 0
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1 1
vou proménnou o vztahem ¢ = (1 4 7) o & dostaneme =

I+ap Tpta

@
X f oP +2-1g—(1+7)0 dg. Dosadime tento vyraz do integrilu (4 ) a zamé&nime po-
0

1 - - 1
3 . — -1 —1la—(1+ 7)o _
f4dek integrace: B(p, q) T T q)bfﬂ drafav+q e—(1+7)0 dg T +9 X
N - I(p) I'q)
—lg— . ~lg—(r0) == . B , =
xofa« o= da Of(w)f* o= d(re) = LT 12 @) 8+ g+ b
Iip+§HI'lg+3) 7 ryy) a\m+l g—?
= ; b - ; —; A} |-} » —
2lp + ¢+ 1) )2. (p+ D= 0)4]/2,, )(b) n
S —2—
= n n
- I(p) '

KAPITOLA VIIIL

nz

1. a) Zobrazime horni polorovinu obrazce na polorovinu { = e® a pomoci
principu symetrie dostaneme zobrazeni celého obrazce na rovinu s vytezy podél

¢ hdn
NE

dx dn
polopfimek (— 0, © ;) a (eE, oo). Zbyvé aplikovat zobrazeni w = -

n
sinh —.
1 H
a w=ow-+ sz — 1; b) dosadime { = -, vezmeme jednu osminu obrazce —
z
vyset 0 < argl < im; aplikujeme zobrazeni ¢, = {*, o = §, + Vﬁf -1, w=

4
= V w; dostaneme vyseé 0 < argw < i}z, |w| > 1, pfi emZ uvedenym &astim
hranice odpovidaji polopfimky. Z principu symetrie plyne, Ze takto konstruo-
vané funkee zobrazi danou oblast na vnéjSek kruhu. Dostavédme

4
. -
w = 1 Vl — l/l —27¢8iliz = qw—V2 4.a)Jako v cvié. 13 d) kap. ITI zobrazime
z Vl + w?
parabolu na piimku. Uvnitf paraboly nenf toto zobrazen{ jedno-jednoznaéné.
Nieméng zprostiedkuje jedno-jednozna&né zobrazeni hornf poloviny dané ob-
lasti na polopés. Tento polopés zobrazime na polorovinu a dané oblast se pfi
tom zobraz{ na rovinu s vyfezem podél polopfimky. Dalsi je zfejmé; b) jako
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v cvi€. 13. e) kap. ITI vezmeme funkei, kierd zobrazf hyperbolu na ramena
jistého 1hlu, hornf polovina dané oblasti se pfi tom zobraz{ na vnitfek tdhlu
8 jistym vytezem. Dals{ je zfejmé; c) jako v pi. 13 c) kap. III vezmeme funkei,
kter4 zobrazi elipsu na jistou kruZnici, horni polovina dané oblasti se pfi tom
zobrazi na polovinu jistého mezikru#{. Logaritmick4 funkce zobrazi toto mezi-
kruZi na jisty obdélnik. Z principu symetrie plyne, e se pak i vnitfek elipsy
zobrazf na jisty obdélnik. Pa.k'zbyvé. uZ jen a.plj.kovat eliptickou funkei sn.
—1i
z + i
‘rozd8lit podél imagindrni osy. Dald{ je zfejmé; ¢) roziiznout podél imaginérnf
osy, umocnit dvémea a pak rozifznout podél reélné osy. Dalsf je zre]mé 6. Roz-
Fiznout podél imagindrni osy, umocnit dvéma a pak aplikovat zobrazenf o =

5. a) Rozdélit podél y = z a umocnit dv&ma. Dalif je zfejmé; b) { =

C — :C, w; = Vw, w, =¢% (w1 + - |; dostaneme dqlni polorovinu. Dalsf je
3 Vw H? H? 4 B2
zrejmé7a)z—Af(w_l)(w+ )dw,kdea:F,A—T b) Po-

- -l-a : h
uZijeme principu symetrie a z = 4 fw dw + B, kde A = — &3, B=ih
o w+1 F:1
zobraz{i hdrnf polovinu dané oblasti ne polorovinu;

_Af Vw Kde: An _
== J w1 w—a) @+ dw, kde =M

(@+ 1)1 +0b)

/- —_ w
AézVa' AﬂVb _in ~ww— 1)
_ = — = H = ETo————% — a.
(a—l)(a+b)_h" %+ 1) (@ + b) hyi d)z =ro *fl/(w—k)f* dw—a

(Argument konstanty.pted integrdlern se stanovi z podminky: pro w = u > 1

dz .
je thel pootodeni zobrazeni arg F i {7.) Déle pouZijeme podminky, Ze
' w
\
bodu w =1 odpovidd bod z =ai. Odtud k=%, r =

3a
2]z’
(w+ 1) N .
e) z = Al ——— _dw + a, kde a je redlné konstanta. Konstanty 4 aa
(w _|_ a)a wl [

se vydfsli stejné jako v d) pomoci dvojic odpovidgjicich si boda. 9. Provedeme
pomoeny vyfez podél imaginérni osy, pravou polovinu zobrazime na hornf
polorovinu pomoci Christoffelova-Sechwarzova vzorce a pouZijeme principu
symetrie. 10. a) Rozfiznout podél imagindrni osy a pouZit pf. 2 § 83 a principu
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2nz

symetrie; b) pés 0 < y < h zobrazime pomoci { = e® na rovinu s vyfezem
—2na Zna)

podél kladné redlné poloosy; danym usetkam odpovidaji uselky e * , eh
na hornim a dolnim okraji vyfezu. Pak aplikujeme w = A{ + B, kde konstanty
A a B uréime tak, aby tyto usedky presly v jednotkové

1 2na
A= , B = — cotgh —|.
2na h

1
Pak jeStd pouZijeme w = } |w + —]. PouZijeme-li na konec je§t& principu sy-
@

metrie, dostaneme koneén& hledané mnohoznaéné zobrazeni.
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