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PREDMLUVA

Kdy% jsem pred 40 lety vstoupil na universitu jako student matematiky,
mél jsem ten dojem, Ze geqmelrie, kterou jsem mél po cely Zivot ve zvldsint
oblibé, se stdvd pomérné mdlo vijznamnou Edsti matematiky. Ve skuted-
nosts jsou prdvé dvacdtd léta tohoto stoleti poldtkem viZasného, dodnes trva-
jictho rozmachu geometrie. Nejen v nejricznéj$ich oborech theoretické ma-
tematiky, niyjbrs i ve fysice a technice prokazuji dnes neocenitelné sluzby
rozmanité prostory o Styfech i vice, vétfinou véak o nekoneiné mnoha di-
mensich.

Jesthize véak dneini smélé abstrakini koncepce matematiky znamenaji
nesmirny krok vpfed, je opravdové pochopent jejich vijznamu nemoné bez
znalosti historického vyvoje, kiery jasné prokazuje, Ze skuteiné plodné
matematické abstrakce nejsow ,,svobodnym wvitvorem C&istého rozumu’,
nybrz shrnutim a synthesou velkého mnoZstvi specidlnich konkretnich fakt,
odrdzejicich zdkonitosti skuteéného svéta, a abstrakini matematické theorie
jen tehdy jsou trvalym ziskem védy, jestlite vedou ke zdoldni novych kon-
kretnich probléma kladenych praxi.

Sprdvné bylo Fefeno:l) ,,Lobalevskij podal v geometrii nejvyznamnéjéi
(v celgjch svétovijch déjindch geometrie) a nejprincipidInéjsi vijkon. On do-
kdzal, Ze vice ne 2000 let trvajici pokusy ,,dokdzat’ postuldt o rovnobé:-
kdch nevedly k cili proto, %e jej dokdzat nelze... Prdce Lobalevského mély
dva nejdalezitéjsi dasledky. Jednak byly poldtkem studia rozmanitych
meoznych geometrii, riznych od eukleidovské, cof zase bylo poldtkem studia
vlastnosti skutecného vesmiru, z néhof se pozdéji vyvinul prosluly ,,princip
relativity*’. Za druhé tyto prdce prokdzaly dilefitost axiomatické methody
pro matematiku, a proto v uréitém smyslu jsou jednim z prament abstrakt-
ni matematiky vabec'‘. Je stéZ pfecenit gemialitu a odvahu, kierouw pro-
jevil Lobacevskij, kdyZ 1835 napsal slova, pochopend aZ dlouho po jeho
smrii: ,,Neni Zddného rozporu v tom, jestlife pripusiime, e nékteré sily
v pfirodé se Fidi tou, jiné opét jinou geometrii."

Vijznam dila Lobalevského daleko presahuje hranice matematiky. Pro
péstitele matematiky je v¥ak nesmirné dilezité plné pochopit exaktni smysl
Lobalevského geometrie. Tento sikol fedi autor s plnym zdarem, spojuje vé-

1y B. H. [enore, MaremaTuKka u ed paasuthe B Poccmm, 1948.



deckou presnost s pristupnosti vykladu, plné srozumitelného katdému, kdo
8 uspéchem prostudoval stiedodkolskou geometrii a kdo md zdjem o mate-
matické my¥leni. Neméné zdatile je zpracovdna i ob§irnd Edst historickd.
Preji proto knize co nejvétsi dspéch.

E. Cech

"Tato kniha pojedndvd o Lobalevského neeukleidovské (hyperbolické)
geometris s matematického hlediska. Ldtku jsem rozddlil na dvé &dsti;
proni obsahuje vlastni vijklad elementi, této geometrie, druhd md tento
vijklad doplnit a osvéZit podrobnéjsim vyliéentm jejiho historického vaniku.
Obé édsti knihy jsou na sobé vice méné nezdvislé, takZe je moiné &ist nej-
dfive édst historickou a teprve potom vlastni vijklad.

V prvé édsti jsem se v dvodnich odstavcich snagil nejdfive nékolika slovy
naznalit, jak neeukleidovskd geometrie vznikla a of v ni jde. Shrnul jsem
v nich také nékteré matematické pojmy, jichz se v dalsim vykladu uzivd.

Na &tendfovy znalosti geometrie ze &koly jsem se snaZil navdzat co nej-
pfirozenéji tim, Ze jsem zvolil elementdrné geometrickow formu vijkladu.
Zimysing jsem se vyhnul uFivdni redlngch isel pFi studiu konlinua geo-
metrickiyjch bod#, takze vijklad nezahrnuje na p¥. analytickou geometrii ani
-trigonometrii.

Neeukleidovskd geometrie se v této Edsti soustavné vyklddd od prvijch
elements, takfe celd I. kapitola zahrnuje vély spoleéné neeukleidovské
i eukleidovské geometrii. Teprve potom se Etend? sezndmi se zdkladnimi
fakty Lobalevského geometrie (rovinné ¢ prostorové), totiZ-s metrickymi
vlastnostmsi primek, s riznygmi druhy svazkd a trs@ pFimek ¢ 8 jejich ortho-
gondlnimi trajektoriemi jakoito charakteristickgmi elementdrnimi kfiv-
kami a plochami Lobaéevského prostoru. Protofe Eeskd literatura nemd
dosud termint pro tFi rézné druhy dvojic pfimek Lobalevského roviny,
uftvdm ndzvii novych, takie vedle pfimek riznobéinych je zde také Feé
o pfimkdch soubéinych a rozbéinych.

V historické édsti jsem se snaZil ukdzat pFedevdim spletité cesty, po
nich¥ se ubirali matematikové obou tisicileti béhem svého zdpasu o roz-
feSeni problému theorie rovnobéiek. Hojné citdty maji umoinit étendFi
co nejlepdi pochopent téch, ktefi svou namdhavou praci pfipravovali nové
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geometrii padu. Vedle toho mi $lo o to, aby se v plné §iFi objevila zdsluha
N. I. Lobaéevského, jent svymi spisy vybojoval v dobé plné predsudkd
nové geometrit misto, které §i ndleZelo, a mezalekl se boje proti tehdy
panujicim zpdteénickym noetickym ndzordm na geometrit i celou mate-
matiku. Na Lobalevském vidime, Ze vedle Siroké erudice musi velky védec
mit také odvahu hldsat nové ndzory a nebdt se nést za né odpovédnost.

%k

Tuto knihu jsem napsal na podnét akademika Eduarda Cecha, kterému
na tomto misté s vdéénosti dékuji za %éinnou podporu a rady, jez mi ochot-
né ddval, kdykoli jsem se na ného obrdtil, i za zapijéeni rukopisu prdce
Zaklady geometrie (z r. 1945), jez mi velms usnadnila sepsdni odstaveit
11, 12 a 13.

Ddle dékuji vdem, ktefi jakymkoli zpisobem pomohli mé prdci a pfi-
spéli k zlepSeni knihy. Dékuji zvld$té s. Ladé Vanatové za peélivé nary-
sovdni obrdzk#. Vdéénosti jsem také zavdzdn tiskdrné za lo, Ze ochotné
vydla vstiic mym prdnim.

J.B.P.
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CAST I
VYKLAD LOBACEVSKEHO GEOMETRIE

UVOoD

1. O geometrii vitbec.V ivodu této knizky, kterd mé &tendte sezni-
mit se ziklady neeukleidovské geometrie, pohovofime nejdfive o tom,
jak tato geometrie vznikla, jaky je jeji-vﬂlfﬂl_a v jakém je vztahu ke
geometrii eukleidovské, k té geometrii, se kterou se kaid{s‘éfliﬁ

Zkale. Nejprve viak nékolik slov o geometrii vibec. R

Geometrické pojmy, tak jako vSechny matematické pojmy, jsou
odrazem skuteéného, nis obklopujiciho svéta. ,,Jak pojem éisla, tak
i pojem figury je vypijéen vyjlucné z vnéjsiho svéta a nevznikl v hlavé
z Cistého my8leni. Musely byt véci, které mély formu, a jejich formy
byly pripravovdny, meZ se mohlo dospét k pojmu figury. Pfedmétem
éisté matematzky jsou prostorové tvary a Eiselné vztahy skuteéného svéta,
tedy “velmi redind ldtka. Ze se tato ldtka jevi v nejuyd abstrakini formé,
made jen velmi slabé zastfit jeji pivod z vnéjdiho svéta. Abychom véak
mohli tylto tvary a vztahy zkoumat ryzi, musime je uplné odlouéit od
jejich obsahu a ten jako lhostejny ponechat stranow.*?)

Geometrie, tak jako ostatné celd matematika, obrdZ{ svymi pojmy
a vyvody skuteénost v abstraktni formé. Jak zpisob logického usuzo-
vani, tak i prvotni matematické pojmy se vyvinuly na zéklads tisicileté
praxe a odtud pravé vyplyva presvedcwost a bezespornost matematiky.

S geometrii (a vibec s matematlkou) ]akozto abstrakini védou se
setkavime po prvé u starovékych Rekd. Ve svych zirodeich viak
geometrie vznikala jiZ v Serém davnovéku u orientélnich nérodid a to na
zakladé pruktickych potfeb a zkuSenosti, at uz pfi stavbach nebo vy-
méfovani pozemki nebo jakékoli vyrobé. Hlavnim piinosem feckych
rnatematikid byl jednak pfechod k vy38im abstrakeim, jednak logicky
rozbor jednotlivych Gvah; a pravé tim se feckd matematika dostala na
vyssf aroven nez jakou méla u Egyptani nebo Babylofani. Tim, Ze
poudky byly logicky odvozoviny a ne pouze konstatovany na ziklads

1) F. Engels: Antidiihring, str. 36— 37 &eského vydéni, Svoboda 1949,
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pHmého pozorovin{ a zkudenost{, geometrie pfestala byt zileZitost{ jen
smyslového vnimani a empirického, vice méné ndhodé ponechaného
pozorovani. Nynf vyZadovala naopak uvédomélého pozorovani, cilevé-
domého vyhleddvani problémiu, kontroly tsudkd a jejich tfidéni
v systém. Tim v3im byl ¢lovék podnécovan k dalsim bidanim, jez
geometrii stdle vice obohacovala, takZe nakonec byla také zpisobilejsi
Fedit konkretni ukoly, z nichZ vyrostla.:

Rikame li, Ze geometrie obrazi a popisuje prostor nds obklopujiciho
svéta, pa,k musime hned také dodat, ze ho popisuje jen priblizné, zjedno-
dudené a schematicky, protoZe kazda abstrakce je vlastnd zjednoduse-
nim. Znamensi to tedy, Ze urmty geometricky systém & uréitd geo-
metrie si nemuZe ¢init narok na to, Ze by skuteénost zobrazovala s ne-
omezenou platnost{, za viech okolnosti a podminek. Nékdy proto mtZe
jiné geometrie podavat presnéjsi obraz a 1épe vystihnout uréité prosto-
rové vlastnosti materialniho svéta.

,,Clovek nemate uchvdtit celou skuteénost v jeji bezprostFedni plnos-
ti, on se k tomu mate jen vééné bli%it.”‘?) To plati i o zkoumani geo-
metrickych vlastnosti skuteéného, mimo ndas existujfciho prostoru.
Rozvoj praxe a védy ukézal, Ze eukleidovskd geometrie je pouze
prvnim pfibliZzenim v pozninf geometrickych vlastnosti tohoto skuted-
ného prostoru, p¥es to, Ze dlouho platila za absolutni, plné a proto i je-
diné vyjidfeni téchto vlastnosti, coZ jako by se potvrzovalo jejim &iro-
kym uplatnénim v klasické fysice i denni praxi. Ukazalo se, Ze dal3fm
ptiblizenim ve vySetfovani skutedného prostoru je geometrie neeuklei-
dovskd.
~Tato geometrie zobeciiuje v uréitém smyslu georetrii eukleidovskou
a obsahuje ji jako zvidtni pnpad podobné jako geometne na kouli
8 hlavnimi kruZnicemi jakoZto ,,pnn:’fkaml ‘zahrnuje v sob& plani-
metrii: sférickd geometrie uvaZovaia hia ¢&l kouli se sice podstatn Lisf
od geometrie roviny, bliz se ji viak tim vice, ¢m men#i je vzhledem
k poloméru koule ¢ast jejtho povrchu, na niz geometrii omezime.
\J?Eesnost s jakou eukleidovskd geometrie popisuje geometncke vlast-
nosti té &ésti prostoru, jeZ je nadim smyslim dostupnd, at jiZ jde o bliz-
ké okoli naseho denniho Zivota nebo vzdileny svét stilic, je vic nez

2) V. I. Lenin, Filosofické sesity, 1947, str. 156 rus. vyd.

12



_postadujici. Neeukleidovskd geometrie se uplatiiuje teprve. pfi popisu
svéta v kosmickém méfitku, teprve kdyz pfihlizime k tomu, Ze vesmir-
ny prostor je vyplnén hmotou, teprve kdyZ ve fysikalnich tivahéch na-
hradime pomérné neveliké rychlosti rychlostmi Fadu rychlosti svétla.
Neeukleidovské geometrie se uplatiiuje plné ve fysice relativistické,
zatim co fysika klasicka stoji vSude na geometrii eukleidovsksé..

Pojem neeukleidovské geometrie, o niZ se opira relativisticks fysika,
je svym rozsahem 8irdi neZ pojem geometrie, kterou se budeme v dalsim
zabyvat a kterd se presnéji nazyvi Lobaéevského neeukleidovskou
geometriﬁobaéevského geometrie je jen velmi specidlnim a jednodu-
chym ptipadem neeukleidovské geometrie v $ir&im smyslu, nebof predpo-
klida, ze prostor ma v kazdé &asti tenty? charakter a tytéz \vgm‘:;é
nosti. Neeukleidovskd geometrie v Sir§{m smyslu naproti tomu pracuj
s prostorem, ktery md v riznych mistech charakter razny. Zabyva se
tedy prostorem, jehoZ geometrické vlastnosti jsou v ném, abychom tak
fekli,- nerovnomeérné rozlozeny. Prbtoji geometrické vlastnosti udili
fysikalnfmu prostoru teprve hmota a protoze hmota je ve vesmirném
prostoru rozdélena nerovnomeérné, je odtud snadno patrné, proé se rela-
tivistick4 fysika opird o neeukleidovskou geometrii v Sirsfm smyslu. .

" Vratme se nyni jesté k abstraktni strance geometrie. Jak jsme iz’
jednou fekli, pracujeme v ramei ,,listé‘ matematiky s pouhymi
abstrakcemi a poudky dokazujeme ivahami na zdkladé definic pojmfi
a jinych pouéek, aniZ bychom se pfitom opirali o néjaké experimentdl{
ni ovéfovani. Vidime tak, Ze matematika zaujimd abstraktni stupei
na3eho poznani. -

Pokud se na matematiku divame jako na abstraktni védu, pak je pro
ni pfiznaéné, Ze nevychdzi z rimce abstraktnosti: jeji tvrzeni jsou
logicky dokazovdna, jeji pojmy presné zavddény definicemi. Odtud plyne
dalsi charakteristicky rys matematiky. Jestlize kazdy dikaz spoéi-
vé na dovoldvani se urditych znamych vét a jestlize chceme byt na-
prosto dusledni, pak se musime pfi dikazech odvolavat jen na véty jiz
dffve dokazané. ProtoZe vSak neni mozné dovolévat se dokdzanych vét
do nekoneéna (nékde musi totiz vyklad zaéinat), pfijimdme néktera
tvrzend za spravné bez diikazu a z njch pak celou pHslusnou partii ma-
tematiky lbgicEy"(’)_—&;gzﬂl;j;me. Tvrzen, jejichz spravnost je takto od
podatku predpokladdana; 56 hazyvaji postuldty nebo Sastéji aziomy.
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S axiomaticky budovanou matematikou se setkdvame jiz u Feckych
matematiki. Zndmé Eukleidovy Zdklady jsou prvnim pokusem o axio-
maticky vyklad matematiky a v tom spoéivd jejich velky vyznam
a Eukleidova zasluha. Eukleides vSak nebyl vSude zcela dusledny, a
proto jeho Zdklady jsou skutedné jen pokusem o axiomatisaci matema-
tiky. Sviij vyklad za¢ini sice vyétem axiomu, avSak pii dikazechse
nevédomky dovolavi také takovych vét, které ani neuvadi mezi axio-
my, ani je nedokazuje. Podat dusledny axiomaticky vyklad geometrie
nebo jiné matematické discipliny nebylo ostatné v dobé Eukleidové
jesté dost dobie mozné, uvazime-li, Ze to byla doba, kdy se matematika
jako#to abstraktni véda teprve zadala krystalisovat. Axiomatisace
geometrie byla disledné provedena teprve v 19. stoletf (bliZe o tom
viz odstavec 7, str. 36), u ostatnich disciplin matematiky se tak stalo
aZ ve 20. stoleti.

Ani abstraktni povaha matematjky ani moznost budovat ji Gisté lo-
gickou cestou (axiomaticky) nas nesmi mylit. Nesmime se domnivat, Ze
by se snad matematika vyvijela odtrZend od mimo nés existujici skuteé-
nosti. ,,My$leni, pfechdzejic od konkretniho k abstrakinimu, nevzda-
luje se — je-li sprdvné — od pravdy, nybrZ pfiblizuje se k ni ... Od Zi-
vého pozorovdni k abstraktnimu my$leni a od mého k praxzi — to je
cesta dialektického pozndni pravdy, pozndni objektivni reality.’®) Je
nutné, aby si byl kazdy dobfe védom toho, Ze matematika nemize byt
nikdy chapana oddélené od obklopujici nas skuteénosti, od praxe, ale
na druhé strané také toho, ze v disledku vysokého stupné abstrakt-
nosti matematiky nenf jeji vztah k praxi vidy bezprostfedni, nybrz je
dasto zprostfedkovan teprve jinymi védeckymi a technickymi discipli-
nami. T

Leninova zakladnf these o poznavani, kterou jsme pravé citovali, se
plné ovéfuje na geometrii eukleidovské a neeukleidovské. Geometrie.
piechdzi nejprve od konkretnich dtvari skuteéného prostoru k ab-
strakeim a geometrickym pojmim; dikladnym studiem téchto pojmu
a jejich vlastnosti rozviji tyto abstrakce, na jejich podkladé dochazi
k novym pojmiim a abstrakecim — k objevu neeukleidovské geometrie
doslo vlastné takovymto zptisobem uvnit¥ geometrie jakoZto abstraktni

—

3) V. I. Lenin, Filosofické sefity, 1947, str. 146 —147, rus. vyd.

.
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védy — a odtud se vraci k Zivé skuteénosti, k nasim pfredstavidm o pro-
storu, ktery nds obklopuje, a k aplikacim na fysiku.

“Pravé uvedens slova ndm dédvaji odpovéd nejen na otézku, jaky je
vyznam neeukleidovské geometrie, ale také na otdzku, jak tato geo-
metrie vznikla: pivodni a jednoduché abstrakce skuteéného prostoru
byly skladény do systému po vzoru Eukleidové. Studium téchto ab-
strakei a jejich postupné rozvijeni vyustilo ve vytvofeni abstrakei no-
vych — a pravé takovym zpiisobem doSlo mimo jiné k dilezitému
objevu neeukleidovské geometrie. S hlediska historického bude tento
objev osvétlen v nasledujfcim odstavei.

2. Jak se zrodila neeukleidovskd geometrie. Neeukleidovska geo-
metrie je nauka pomérné nové. V tnoru 1826 s ni po prvé vefejné vy-
stoupil mlady rusky matematik N. I. Lobadevskij a prvni tisténou
praci o nf byl jeho spis O nalalach geomeirii, napsany 1. 1829. Majet-
kem matematické vereJnosti se vBak nova geometrie stala teprve po
1. 1860, tedy aZ po smrti Lobadevského, a tehdy se také ukazalo, jak
velky je vyznam jejiho objevu.

Ackoliv je neeukleidovské geometrie dilem 19. stoleti, sahd svymi ko-
feny o celd dvé tisicileti nazpét. K jejimu objevu doslo totiZ pti Fedent
jednoho velmi starého geometrického problému, tdhnouciho se dsji-
nami matematiky jiz od dob Eukleidovych, Lobadevskij byl nucen se
s timto problémem vypofddat, kdyZ jako mlady docent kazatiské uni-
versity konal pfednddky o zdkladech geometrie, a jeho objev sv&ddf
o tom, Ze tak uéinil zpisobem opravdu skvélym.

Timto problémem byl t.zv. problém rovnobéfek; naznaéime nynf, oé
v ném 8lo. Zminili jsme se jiz o tom, Ze Eukleides pojal vyklad geo-
metrie ve svych Zdkladech axiomaticky. Celou geometrii odvozuje
ze 14 axiomi, z nichZ 5 nazyva postulity a jez zni takto:
I. Dvéma body lze vidy vést jedinou pfimku.
I1. Usetku lze neomezené prodloufiti.
IT1. Z Uibovolného stFedu lze libovolnym polorﬁé’rem sestrojit krus-
nici.

IV. Véechny pravé hly jsou shodné.
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V. Dvé pfimky v roviné, kterd protinaji jinou primku této roviny
a tvofi 8 ni po jedné strané vnitini whly, jejiché soulet je mendi dvou
- pravijch, se vidy protinaji a to po té strané primky, kde je soudet mendi.4)

Posledni postulat je tak zvany ,,postulat o rovnobézkich‘‘, nebot
fika totéz, jak pozdéji podrobné rozebereme, jako tvrzeni, Ze ,,v roviné
lze bodem mimo danou pFimku k ni vést pravé jednu pfimku, kierd ji ne-
protind neboli je 8 ni rovnobéind.” Jiz fedti vykladadi Eukleidovych
Zdkladu si povimli, Ze V. postulat se od ostatnich lidi svou sloZitosti,
a pojali podezfeni, Ze by se dal z ostatnich odvodit, takZe by bylo zby-
teéno ho uvadét. Rikali, e Eukleides v dalsim vykladu dokazuje véty,
které bychom mohli mnohem snaze pfijmout pro jejich jednoduchost
bez dikazu neZ paty postulat. VSimli si také, Ze cela fada dilezZitych
-zdkladnich vét se u Eukleida dokazuje bez tohoto postuliatu. Aby si
ovéfili své podezieni, pokouseli se ho dokazat. Jiz nékolikrat se zdalo,
%e se jim to podafilo, ale po kazdé se ukazalo, Ze pfi dikazu nebylo po-
uzito jenom vét dokazovanych bez pomoci V. postulatu, takie se
dilkaz opiral vlastné o néco, co mél teprve dokazat. Matematikové se
snaZili znovu a znovu najit spravny dukaz, ale ku podivu stile marné.
Tak vznikl problém rovnobéZek: nebylo totiZ jisto, zda pokusy selhd-
vaji proto, ze dikaz nenf mozny, ¢i proto, Ze dikaz sice mozny je, ale
vyZaduje néjakého dosud neznimého obratu. p o

Na otazku, jak je tosdikazem V. postulatu, nedal odpoved’ ani staro-
vék, ani stfedovék, ackoli se o fefenf problému pokouseli matematikové
neustale, od starovékych Rekiu pfes stiedovéké Araby po novodobé
Italy, Angli¢any, Francouze, Svycary i Némce. Rozfesit tento problém
se podafilo teprve v 19. stoleti, a to N.I. Lobadevskému a skoro sou-
¢asné madarskému matematikovi Janu Bolyaiovi. V. té dobé znal jiZ

feseni také némecky matematik C. F. Gauss. 6 viemtorm-budeme-po—
drobagjj jednat v historické~<éanti-nateho—vykindu. Nynf se vSak podi-

viame, jakou cestou roziesil tuto otdzku Lobadevskij.
MitZeme Fici, Ze Lobadevskij uzil v podstaté methody nepfimého di-
‘) N&které rukopisy Zdkladi maji postuldty jen &tyfi, zatim co postuldt
o rovnobdzkach je uveden mezi axiomy, nejéastdji jako axiom XI, n¥kdy jako
axiom IX nebo XII. Diive se vedly diskuse o tom, jaky je vlastn& rozdil mezi
postulatem a axiomem. Dnes se viak mezi nimi £4dny podstatoy rozdil nehled »
a obou slov se uz{vé ve stejném smyslu.
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kazu.]Tato methoda spoéivd, jak zndmo, v tom, Ze z v&t, na zikladé
nichZ” dikaz providime, a z piedpokladu, Ze neplati tvrzeni, jehoZ
spravnost chceme dokézat, se odvozuji disledky tak dlouho, aZ se
objevi spor, to znamen4, aZz dojdeme v diisledcich ke dvéma tvrzenim,
z nichz jedno je negaci druhého. To pak znamen4, Ze pfedpoklad, podle
néhoz dokazované tvrzeni neplati, je faledny, a tudiZ podle principu
o vyloudeném tfetim musi platit tvrzeni dokazované. Lobadevskij vzal
v Gvahu prvni ¢étyfi Eukleidovy postulaty i s jejich dusledky, tedy
wiechny véty eukleidovské geometrie, které se daji dokdzat bez uziti
V. postulitu (o takovych vétich se dnes fikd, Ze tvoii absdlutni geo-
metrii), a k nim pfidal negaci V. postulatu:

Existuje alespori jeden pdr meprotinajicich se pFimek v roviné, které
protinaji tutéf primku a tvor{ s ni po jedné jeji strané vnitini dhly,
jejicht soulet je mendi dvou pravich.

Nyni se dalo ¢ekat, Ze pfi odvozovani vét z takovychto podivnych
predpokladii se jisté objevi spor a Ze tim bude V. postulat dokazin.
Lobadevskij odvozoval vétu za vétou, ale na Zadny spor nepfichazel.
P#i tom bylo zapotiebi velkého ostrovtipu, aby se mezi neobvyklymi,
8 hlediska eukleidovské geometrie lplné absurdnimi dusledky naSel
skuteény logicky spor, to znamena takova dvojice tvrzeni, z nichZ jedno
tvrdi opak druhého, a ne jen néjaky spor zdanlivy, spoéivajici v tom, Ze
urdité tvrzeni odporuje nadim vzitym predstavam. Nenechat se zmaést
navyklymi predstavami, ale vidét logicky spor jen tam, kde skuteéné
je, bylo velmi téiké.lJ iz pted Lobadevskym se néktef{ matematikové
pokouseli Fesit problém rovnobézek nepifmym dtukazem, aviak béhem
svych uvah se zastavili u nékterého tvrzenf v presvédéeni, Ze jisté od-
poruje néjakému disledku absolutni geometrie a negace V. postulatu,
a domnivali se pak, Ze postuldt o rovnobézkich dokazali. Ve skuteé-
nosti vlak jejich posledni tvrzeni neodporovalo Zddnému takovému
dusledku, nybrz odporovalo jen néjaké zdanlivé tak samoziejmé véte,
Ze se pfed tim nikdo nezajimal o jeji dikaz a nevédél, Ze ho lze
podat jen na zakladé V. postuldtu.

Lobacevskij naproti tomu se takové chyby nikde nedopustil a hledal
gkutecny logicky spor, aviak stile marné. KdyZ jiZ mél celou dlouhou
radu neobvyklych vét, pocal si ndhle uvédomovat, Ze se k sobé jaksi
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,,rozumné“ fadi, jako by mély tvofit harmonickou stavbu. Tehdy mu
také pripadla na mysl moZnost, Ze se spor nikde neobjevi, protoze
tiebas viechny disledky z jeho pfedpokladii tvofi bezesporny celek.
Vypofadat se s témito myslenkami znamenalo veliky krok kupfedu.
Této moZnosti nepostiehli ti, ktefi jiz pred Lobalevskym dokazovali
V. postulat nepfimo, pfi ¢emz ani na chvili nepfestali pochybovat, Ze se
dokazat da. Toto jejich presvédéeni bylo tak silné, Ze vidéli spor tam,
l:‘(_lre zadného nebylo, a rroto V. postulat nakonec vidy ,,dokazali.

Od poéateéniho tuleni pfesel Lobadevskij brzy k presvédéeni o beze-
spornosti flovych tvrzeni, takZze potom odvozoval dalsf véty jiz s védo-
mim, Ze mu pod rukama vznikd jina stavba geometrickych pojmi a
tvrzen neZ je geometrie eukleidovsk4, a tak tvoi{ vlastné novou geo-
metrii. Té dnes ffkame geometrie neeukleidovska, pfesnéji Lobadev-
ského neeukleidovskd geometrie.

®==Nebudeme se nynf zabyvat dal¥m historickym vyvojem neeuklei-
dovské geometrie. NemiZeme vSak pominout mléenim, Ze druhd polo-
vina 19. stolet{ ndim dala je§té jednu neeukleidovskou geometrii.
R. 1854 piidel totiz Bernhard Riemann diferenciilné-geometrickymi
tvahami na obecnou metrickou geometrii, jez zahrnovala celkem tfi
typy riznych geometrii: vedle geometrie Eukleidovy a Lobadevského
to byla geometrie, jeZz pozdé&ji byla nazvina jménem Riemannovym.
Eukleidovska geometrie mé s nf daleko méné spoleénych vét neZ s geo-
metrif Lobafevského. V Riemannové geometrii se na pifklad vidy pro-
tinaji kolmice na tutéz pfimku, coZ ma za nasledek, Ze v roviné ne-
existuji pfimky, které by se neprotinaly, neexistuji v nf tedy rovno-
bézky. Dalsf zvlistnosti jejich p¥{mek je, Ze se chovaji — Fedeno néa-
zorné — tak, Ze bod pohybujici se stdle v témzZ smyslu po pfimee vracf
se opét do puvodn{ polohy. Chovajf se tedy jako uzaviené éary.

Obé neeukleidovské geometrie, Lobadevského i Riemannova, byly
v 19. stoleti osvétleny jesté s dalSiho hlediska, a to projektivii geo-
metrii. Tato geometrie vznikla tak, Ze nejdtive byly v geometrickych
tuvahich zavedeny nevlastni body, piimky a roviny (Desargues)*) a po-
tom pozdéji se vySetfovaly vety, ve kterych nebylo rozlifovino mezi
elementy vlastnimi a nevlastnimi. Protoze takové véty vyjadfovaly

1) Viz zalatek odstavce 18, str. 124.
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jenom ty vlastnosti Gtvara, které se pfi promitini (p¥i projekei) ne-
méni, nepatfily mezi né poucky o metrickych vlastnostech a ani metric-
ké pojmy (délka useéky, velikost tihlu) nemohly mit v projektivni geo-
metrii Zddného mista. Dal3f vyvoj ukdzal, Ze pfece viak lze jistym zpui-
sobem zavést metrické vztahy projektivné (Laguerre 1853, Cayley
1859). R. 1872 ukazal F. Klein, Ze projektivné lze zavést metriku v pod-
staté trojim zpisobem, a obdrzel tak vedle geometrie Eukleidovy a
Lobadevského také geometrii Riemannovu. Podle Kleina se pro Loba-
tevského geometrii uZiva také nidzvu hyperbolickd geometrie a pro Rie-
mannovu nazvu eliptickd geomelrie.®)

-

3. Vyznam objevu neeukleidovské geometrie. Objevem neeulklei-
dovské geometrie bylo potvrzeno, Ze se postulat o rovnobézkach do-
kdzat neda a Ze ho tudiz Eukleides uvadél mezi postulity pravem. Tim
viak nebyl vyznam nového objevu vyderpin. Neeukleidovskou geo-
metrii se totiz objasnila mnoha bolava mista v zakladech geometrie,
kterd byla odkryta nezdafenymi pokusy o dilkaz V. postuldtu a kvuli
nim% byla theorie rovnobéZek od 17. stoleti nazyvéna ,skvrnou na
krasném téle geometrie, ,,skandilem zikladu geometrie*, ,,ostudnou
¢asti matematiky a pod. Zmin&€né nedostatky spoéivaly v tom, Ze né-
které pojmy nebyly jesté bliZze analysovany a mnoha tvrzen{ byla po-
kliddna za samoziejma, zatim co ]e]wh dikaz je mozno podat jen po-
moci V. postulatu. —_—

Piikladem takového nevyjasnéného pojmu byla ekvidistance pii-
mek. Néktef{ matematikové si polozili otdzku, zda by se V. postuldt
nedal dokazat, kdyby se rovnobézky definovaly jako pfimky viude
od sebe stejné vzdilené (ekvidistantni) na rozdil od Eukleida, ktery,
jak znamo, nai'—yvg rovnobéikami pH{mky v roviné, které se neprotinaji.
Pritom povaZovali za samoziejmé, Ze takové pHmky existujf, &ili
jinymi slovy, Ze body leZici ve stejné vzdalenosti od pfimky (a po téze
jejf strané) lezi v piimce. Pozdéji ukdZeme, %e toto tvrzeni je rovno-

#) Riemannova geometrie (v uZsim smyslu) zahrnuje vedle eliptické jests také
sférickou geometrii, kterd pfi dimensi 2 splyva s geometrif na obyéejné kouli,
jestliZe za ,,primky“ vezmeme hlavni kruznice. Zde jsou tedy piimky opravdu
uzaviené ¢ cary a vidime také, %e zde neexistuji rovnobé&Zky, protoze kazdé dvs
»piimky** se protinaji. ProtoZe se protinaji dokonce vidy ve dvou bodech ne-

plati ve siérické geometrii v8ta ,,dvéma body je uréena jedna a jen jed a'
& tim se geometrie sférickd odliduje od eliptické, ve které jo ta.to véta splnéna
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cenné s V. postulitem. Jinym takovym choulostivym mistem byl po-
jem podobnosti ttvari, u ného# bylo teprve pozdéji zjisténo, Ze stoji
a pada s postuldtem o rovnobézkach.

Tato nejasna mista, ktera zptisobila, Ze problém rovnobézek pfita-
hoval tolik pozornosti, ukizala také na dfive uvedené vainé nedostat-
ky Eukleidovych Zdklad#: netplny vydet axiomi, z nichZ se viechny
geometrické véty maji dokazovat, a neuspokojivé definice zikladnich
pojmi, tedy jednim slovem — nedisledné uplatnéni axiomatické
methody.

Eukleidova kniha byla dlouhou dobu povazovana za vzor logického
budovani jakékoli nauky a platila jako svrchovand autorita az do
18. stoleti jak u udenct, tak na skolach, kde se ji do té doby uZivalo
jako uéebnice geometrie (na anglickych Skolach jesté i ve stoleti deva-
tendctém). B&hem 19, stoleti viak jeji autorita padla (nejdiive se tak
stalo ve Francii po revoluci z roku 1789), jeji nedostatky byly kritiso-
vény a na 8kolich byla nahrazena prvnimi novymi uéebnicemi. Pro
tuto dobu je charakteristicka Lobaéevského poznamka v tivodu jeho
spisu O nalalach geometrii:

»JKdo by nepfiznal, Ze by Z4dnd matematickéd nauka neméla zaéinat tako-
vymi temnymi pojmy, jakymi my po vzoru Eukleida zadindme geometrii

a Ze by se nikde v materatice nemsélo trpét tolik nepresnosti, jako se to stalo

v theorii rovnobé&Zek. (Lobadevskij [5], str. 185.)8)

Odstranit v8echny nejasnosti v geometrii a nahradit je pfesnym vy-
kladem bylo moZné aZ po objevu neeukleidovské geometrie, nebot te-
prve ona ukizala mnohé pojmy ve spravném svétle. Novy objev vedl
tak k pfezkoumani logickych zdkladi geometrie a posléze se stal jednim
z mocnych podnéti k revisi zdklada celé matematlky Fato revise cha-
rakterisuje matematiku 19. stoleti a spolu s rodici se matematickou
logikou dala vznik nové matematické discipling, t. zv. zdkladam mate-
matiky. Prvnim ovocem této nové discipliny bylo dusledné propraco-
vani axiomatické methody, z niZ se brzy stal dileZity nastroj modern{
matematiky.

O tom, Ze objev neeukleidovské geometrie obohatil na%e nazirdni na
prostor, kdyZz se tato geometrie ukdzala byt hlubdfm vystiZzenim geo-

%) Cisla v hranatych zévorkédch odkazuji na seznam citované literatury,
str. 215.
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metrickych vlastnosti svétového prostoru, a o tom, jaky vyznam to
mélo pozdé&ji pro fysiku, jsme se zminili jiz v prvnfm odstavei. Téchto
disledki nového objevu si byl ostatné plné védom jiZz sam Lobadevskij.
Ve svych spisech se zamyslel nad tim, jak by se novou geometrif zmé-
nila klasickd mechanika, a experimentalné se pokgusel zjistit, do jaké
miry nové geometrie platf ve skute¢ném prostoruj ProtoZe v hyperbo-
lické geometrii je soudet hla trojuhelnfka vidy mensf nez 2R a pfi tom
tim men3i, ¢im vét&i jsou strany trojahelnika, pozistdval jeden zpiisob
experimentu v méfeni souétu Ghli velikych trojthelnfki. Zatim co
Gauss zkoumal velké trojahelniky na povrchu zemském, vysetfoval
Lobadevskij trojuhelniky, jejichZ vrcholy tvofily rizné stalice; zjistil
vak, Ze i tak velké trojuhelniky jsou jesté prilis , malé*, takZze odchyl-
ka od 2R, byla-li viibec jaké, byla je§té v mezich pozorovacich chyb.

Jestlize eukleidovskd geometrie dlouho platila za plné (adekvatni)
a jediné vystiZeni prostorovych vlastnosti materidlniho svéta, pak
Lobadevského objev neeukleidovské geometrie znamenal revoluéni pri-
lom do téchto starych predstav i do idealistického uceni, které na nich
bylo zaloZeno. Presvédéeni o jedineénosti eukleidovské geometrie totiz
zpusobilo, Ze mnozi matematikové i fillosofové zapomnéli na empiricky
pivod geometrickych poucdek, takze pak vyklddali, Ze zptsob geo-
metrického nazirdni nam byl vrozen a din jednou providy a pred
jakoukoliv zkugenosti (a priori). Podle nich Eukleidova zasluha spoéi-
vala v tom, Ze popsal pravé toto naSe vrozené geometrické naziran{.
Nektetf li dokonce tak daleko, %e Hkali, 7& prostor je jen nadf sub]ek-
tivni naziraci formou. S takovymto pojetim véci se setkavame u Kanta
v jeho udeni o synthetickych soudech a priori.

K zapomenuti faktu, Ze eukleidovskd geometrie je odrazem skuteé-
nosti, pfispélo také ké to, Ze geometrie je nauka abstraktni a Ze miZe byt
budovdna axiomaticky. Deduktivni odvozovani z axiomi, i kdy% ne
viude zcela disledné, svddélo mnohé k tomu, Ze se divali na geometrii
jako na vytvor &istého rozumu. S podobnym pojetim se setkivame
jedté i dnes u idealisticky zaméfenych matematikd. To_ySak je ne-
spravny pohled na axiomatickou_methodu, jejiz skuteény vyznam se
pokusime vyloZit v pi{§tim odstavei. Pokud jde o abstraktn{ strénku
geometrie, postaci snad, kdyZ fekneme, Ze ,,abstrakce je mezbyinym
a dilezitym stupném nebo, checeme-li, strankou pozndni; abstrakce obrdZeji
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skutebnost. .. KaZdd abstrakce je pouze stupinkem ve vééném priblifovdni
se k plnému pozndni pfirody. Nesmi tedy byt abstrakce zabsolutnéna
a vylriena z obecné souvislosti, z obecného vijvoje pozndni.“7)

Vidéli jsme, ze v.dobé, v niz byla objevena neeukleidovskd geometrie,
byla noeticka stranka geometrie a vlastné celé matematiky pojimana
na mnoha mistech faleSné. Jednim z prvnich prilomu do fronty myl-
nych nazori byl Lobadevského objev, coz je daldi a jisté ne nejmensf
vyznam objevu neeukleidovské geometrie.

Tyto mylné predstavy vSak neodeily a neodchéazeji samy sebou.
Lobadevskij pfiSel na svoji geometrii pravé v dobé, kdy v Evropé
viude vlddlo Kantovo uceni, o némz jsme se jiz zminili. Psit tehdy
o nové geometrii a plné se k ni hlasit — k tomu bylo zapotiebi velké
odvahy a odhodlan{ za védeckou pravdu tfebas i-bejovat; nebot Ve
svétle kantovského uéeni o prostoru byla jakakoli fed o jiné geometrii
nez eukleidovské absurdnost{ a blaznovstvim. Gaussovi, nesporné veli-
kému matematikovi, se této odvahy nedostalo, a proto o neeukleidov-
publikoval ani ¥adky, adkoliv si byl pln& védom jejtho vyznamu. Na-
proti tomu Lobadevskij si nenechal za nepifznivych okolnosti novy
objev pro sebe, ale pustil se nebojacné do boje proti dogmatismu a
nedal se zastrasit ani nepochopenim, ani vysméchem. O tom viem je
bliZe pojednano v historické éasti nadf knizky.

4. O axiomatické method&. Chceme-li piesné vyloZit zaklady ne-
eukleidovské geometrie a ukazat souvislosti mezi touto geometrii a geo-
metrii eukleidovskou, je snad nejlépe vyloZit vie na zikladé piesné
vyslovenych axiomu geometrie, jak je vytvofila matematika koncem
19. stoleti. ProtoZe vyklad geometrie v nasf kniice je podan timto zpi-
sobem, bude jisté vhodné seznamit se podrobnéji s axiomatickou me-
thodou, coz nyni také uéinime. Nejdfive pojedndme o axiomatické
methodd s obecného stanoviska, pozdéji pak také s ohledem na jeji
uzitf v geometrii.

7) A. D. Alexandrov: Leninskd dialektika a matematika, Priroda, 1951, &. 1,
str. 6. Cesky preklad tohoto &lanku viz Sovstska v&da, Matematika-fysika, 1951,

&. 6, str. 327 nebo také Casopis pro psstovéni matematiky, rod. 76 (1951), str.
239.
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Kazda matematicka disciplina pracuje s uréitymi pojmy, zabyva se
urditymi (matematickymi) objekty, studuje jejich vlastnosti a vzajem-
né vztahy a svoje vysledky shrnuje v pouckach. Rozrtstianim a postup-
nym zdokonalovanim discipliny se stavd, Ze u mnohych vlastnosti,
které byly difve povaZovany za jasné samy sebou, se ukéze, Ze je lze od-
vodit z jednodusdich, a podobné, Ze nékteré objekty, o nichi mame
jednoduchou ndzornou predstavu, mohou byt odvozeny z objekti
jinych a elementarnéjsich (na pf. kruznice miZe byt odvozena z pojmu
bodu a vzdalenosti). Vidime tedy, Ze jak pojmy, s nimiZz uréitd discipli-
na pracuje, tak i véty, které do ni patii, spolu navzijem souvisi tako-
vym zpusobem, Ze nékteré z nich se daji odvodit pomocf jinych. O od-
vozenych pojmech (objektech a vztazich) fikdme, Ze jsme je pomoci
jinych definovali (nékdy také konstruovali), o vétdch, které jsme odvo-
dili, ¥ikdme, Ze jsme je na zdkladé jinych dokdzal:.

Protoie kaida definice prevadi definovany pojem na pojmy jiné
a podobné i dikaz je redukei na jiné, pfed tim jiZz zndmé véty, je
zfejmé, Ze by bylo nesmysIné Zadat, aby vdechny pojmy, s nimi# disei-
plina pracuje, byly definovdny a aby vfechny jeji véty byly dokazany.
Postupné logické rozvijeni discipliny musi vychazet z nékolika pojm1,
jez zustavaji nedefinoviny, a od uréitého podtu tvrzeni, jez didle ne-
dokazujeme, nybrz jejichZz pravdivost prosté pfedpokladame.

Na poéatku kazdé logicky disledné budované matematické discipli-
ny musi tudiZ stit urditd skupina nedefinovanych pojma a uréitéd sku-
pina nedokdzanyjch tvrzeni. To také budou jediné nedefinované pojmy
a nedokazana tvrzeni, kdezto viechny ostatnf pojmy ivSechna ostatni
tvrzeni musi byt z nich pomoci pravidel logické dedukce odvozeny.

dokazana tvrzeni gxiomy a soubor primitivnfch pojmi a axiomu
azigmabiekym. systémem piisluiné matematické discipliny. Zaxiomati-
sovat uréitou disciplinu nebo podat jeji axiomatiku znamend totéz,
jako urdit jeji axiomaticky systém.

Pro matematickou disciplinu nemusi byt axiomaticky systém uréen
jednoznaéné. Podobné jako v geometrii miZe byt taZ rovina uréena
riznymi trojicemi bodu (neleZicich v pfimece), tak i jedna a taz disci-
Plina miZe byt zaxiomatisovana riizné; prohlisit nékteré pojmy za pri-
mitivni a nékterd tvrzeni za axiomy (tak, aby se z nich pak dala celd
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disciplina odvodit), je do jisté miry véc vybéru, pravé tak jako u bodi
urdujicich nasi rovinu. Pfitom ovSem tvrzeni, které v jednom zaxio-
matisovani je axiomem, miZe byt v. jiném dokazovanou vétou a po-
dobné je to i u pojmi. Je tedy zfejmé, Ze mluvit o dikazu néjakého
tvrzeni a o definici néjakého pojmu muZeme jen vzhledem k uréitému
axiomatickému systému. Soucasné je vidét, Ze v tomto pojeti nejsou
axiomy ,,tvrzeni, jeZ nelze dokdzat‘‘ nebo ,,tvrzeni, jez jsou sama sebou
zfejma, takZe dikazl nepotfebuji®, jak se to nékde fikalo jesté u star-
gich autort.

Na primitivni pojmy i axiomy patfici do axiomatického systému
klademe obvykle podminku, aby byly nezdvislé, t. j. aby se Zadny ¢len
axiomatického systému nedal ze zbyvajicich odvodit. Tento poza-
davek neni nutny, umoZiiuje vSak, aby axiomaticky systém nebyl
zbyteéné rozsahly, ale obsahoval jen ty ¢leny, jichz je k vybudovani
celé discipliny nezbytné zapotiebi. To znaéné napomaha piehled-
nosti a usnadnuje dalsf priaci. Axiomaticky systém musi dile nutné
spliiovat podminku, Ze jeho axiomy tvofi bezespornou soustavu, t. j. Ze
z nich nelze odvodit dvé tvrzeni, jez by si odporovala. Kdyby totiz
soustava axXiomu nebyla bezesporné, pak by se z nf dalo odvodit jakeé-
koli tvrzeni, tedy i nespravné.™)

Velmi nam pomizZe hloubéji pochopit axiomatickou methodu, jest-~
lize ji budeme soucasné pojimat nasledujicimi dvéma rdznymi zptsoby.

Prvni spociva v tom, Ze se na primitivni pojmy divame jako na
prazdné bezobsazné symboly, jimZ teprve axiomy davaji uréity obsah.
Jestlize tedy primitivni pojmy oznaéujeme mnohdy slovy s viitym
obsahem (jako bod, pfimka, vzddlenost, ndsobent, éislo atd.), musime
dat pozor, abychom nerozuméli takovym pojmem vic neZ co o ném
fikaji axiomy. Také na dokazované véty se musime divat tak, jako by
tvofily systém &isté abstraktuich vét, dokazatelnych Gplné formalné,
bez zfetele na jejich obsah. V tomto prvém pohledu se axiomatika éasto
pfirovnava ke hfe v 8achy: primitivnf pojmy hraji roli figur, které samy
o sobé nemaji Zddny smysl. Teprve pravidla 8achové hry, jeZ v naSem
pfirovnan{ odpovidaji axiomim, ukazuji, co se s figurami ma délat.

S timto pojetim je nezbytné spojit pojeti druhé, nebof obé se navza-

78) O tom viz blize O. V. Zich: Uvod do filosofie matematiky, JCMF, Praha
1947, 34. sv. sbirky Cesta k v&dé&ni, str. 59. .
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jem doplfiuji: je sice pravda, Ze primitivni pojmy jsou bezobsaZné sym-
boly, ale jsou to symboly, a proto si pod nimi miZeme myslet jakékoil
konkretni objekty a vztahy, jen kdyz budou vyhovovat pfslusnym
axiomum. Ostatné pfi rozvijeni axiomaticky pojaté discipliny nikdy
nepostupujeme ryze formalné, nybrz véechny uvahy providime na-
konec v urditych konkretnich pojmech a predstavach, které si za pri-
mitivni pojmy dosazujeme.

Takto jsme se dostali k pojmu modelu nebo také interpretace ab-
straktni zaxiomatisované discipliny. Refeno obecn&, je to dosazenf
urditych pojmu (o nich? pfedpokladame, Ze je jiz zname) za primitivni
pojmy zaxiomatisované discipliny, dosazeni zcela libovolné, vizané
pouze podminkou, aby dosazené pojmy vyhovovaly danym axiomim.

Zaxiomatisovana disciplina jakoZto systém abstraktnich vét je vidy
schopna rozmanitych modela. JestliZe na pf. axiomatisujeme n&jakou
rozvinutou klasickou disciplinu (na pf. geometrii), pak ona je jednim
(a obycejné nejdilezitéjsim) modelem ziskané axiomatiky. Vedle toho
viak tutéz axiomatiku lze interpretovat také jinymi modely, nékdy na
prvni pohled velmi odlehlymi a nékdy velmi zvla$tnimi. Z tohoto hle-
diska se jevi geometrie Eukleidova a Lobadevského jako dva riizné
modely téze absolutni geometrie (o tom viz pozdéji).

Abychom lépe pochopili viechno to, co jsme dosud Fekli o axiomati-
saci, bude nejlépe uvést néjaky priklad, coz také v odst. 6 uc¢inime.
Nyn{ shrneme je§té v né€kolika poznamkach vyznam axiomatické me-
thody, zejména pro dnedni matematiku. )

Zaxiomatisovat rozvinutou klasickou disciplinu ma piedevsim uréity
didakticky vyznam, nebof tim se v discipliné zavadi systém a lepsi pre-
hled. Na druhé strané to prospiva daldimu rozvoji discipliny samé, ne-
bot se upfesni jeji logické zdklady. Rigorosnost logickych zikladi ne-
probiha béhem staleti stale po vzestupné linii, ale v uréitych vykyvech.
Jsou takov4 tdobi, kdy se hromadi novy a novy materiil, nové a nové
objevy, kdy se postupuje vpred jen zdravym odhadem, zatim co chybi
pevné logické zdklady. Proto se nékdy do leckterych detaili vloudf
i mylné pfedstavy. Piikladem takového idobi mize byt pro infinitesi-
malni podet 17. a 18. stoleti. Nato prichazi idobf, kdy se nahromadény
material pfezkoumdava, provadi se jeho revise a dodatedné se objasiiuje
logicka struktura mnohych, jinak spravnych theorif.
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Zaxiomatisovat nékterou matematickou disciplinu znamené proto
vidy velky krok vpied. Jednim z nejnovéjsich Gspéchi tohoto druhu
bylo zaxiomatisovani theorie pravdépodobnosti zasluhou sovétské
matematické 8koly, zejména pak A. N. Kolmogorova, jednoho z nej-
vétsich sovétskych matematiki. Timto zasahem byl podet pravdé-
podobnosti povy3en na skuteénou matematickou disciplinu, na kterou
pak bylo mozno aplikovat i ty duleZité partie matematiky, které pired
tim stily od poétu pravdépodobnosti stranou (na pf. theorii miry), a tak
z pivodni theorie hazardnich her, pouzivané z podatku pouze v theorii
vyrovnavani chyb a v pojistné matematice, staiva se dnes dilezity
néstroj matematické statistiky, theoretické fysiky a celé fady technic-
kych diseiplin.

Jestlize axiomatickd methoda, jez byla disledné propracovana te-
prve v nejnovéjsi dobé, se stava jednim z charakteristickych znak\
dne$ni matematiky, pak je pri¢inou a zirovenl i disledkem jednoho
dilezitého rysu moderni matematiky, totiZ tendence vic a vic zo-
beciiovat zdkladni pojmy i theorie. Starovéka matematika byla nau-
kou o éislech, veli¢inich a geometrickych utvarech nafeho nazorného
prostoru. Matematika 17. a 18. stoleti postavila ve formé funkcionilni
zavislosti na pfedni misto ideu plynulé zmény (vlivem fysiky) a v geo-
metrii si zadala viimat nejruznéjsich geometrickych pribuznosti (trans-
formaci). Dnesni matematika Se svymi mnoZinami, abstraktnimi pro-
story riznych dimensi a struktur, grupami, algebraickymi télesy atd.
uz rozhodné nezapadd do starych rimeci matematiky. Postupnym
zobeciiovanim dochazi matematika jak k novym, dosud neprobidanym
oblastem, tak také, a to je velice dileZité, k synthese jiZ existujicich
a na prvni pohled od sebe vzdélenych theorii. Odhaluje mezi nimi pa-
nujici souvislosti, abstrahuje jejich spoleéné jidro a propracovava je
dal v theorii, kterd zahrnuje ptvodni theorie jako speciilni piipady.
Je privé znakem axiomatické methody, Ze nim umoziiuje viimat si
vnitin{ stavby té které partie matematiky a neulpivat pouze na vnéj-
8ich formulacich.

5. MnoZiny. Pro nafe dalii vyklady bude vhodné seznamit se s poj-

mem mnofiny, ktery hraje dnes v matematice dileZitou tlohu. Je to
vlastné pojem patiici dologiky, takZe se ho v podstaté uziva jiz v elemen-
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tarni matematice, byt podvédomsé a pod jinymi nizvy, jako je soukrn,
soubor, mnoZstvi a pod.

MnoZinou rozumime souhrn uréitych véci, které nazyvame jejimi
prvky. Tak na p¥. kruZnice je mnoZina v3ech bodi, stejné vzdilenych
od jistého bodu; viechna &isla m takova, Ze m® + 2m?> — 5m — 6 = 0
tvoii mnoZinu, jeZ ma t¥i prvky, totiz éisla 2, —1, —3; mnozZina vSech
kladnych déliteld &isla 600 obsahuje 24 prvka (kterd jsou to &isla?).

MnoZina je uréena, jestlize o kazdé véci vime, zda do ni patii nebo
nepatii; stadi tedy vyjmenovat viechny jeji prvky (coZ Ize jen u mno-
%in 8 koneénym poétem prvki; obsahuje-li takovd mnoZina prvky
a, b, ¢, d, pak ji znadime, symbolicky {a, b, ¢, d}) nebo udat vlastnost,
kterou maji vSechny prvky mnoZiny a u% #4dné jiné; timto druhym
zpisobem jsou na pf. uréeny tyto mnoZiny: mnoZina vSech pFirozenych
éisel od 1 do 2000; mnozZina vSech bodu prostoru, majicich od dané
primky stejnou vzdalenost. Kazdou mnozinu povaZzujeme jejimi prvky
za jednoznaéné uréenou. KdyZ néjakd véc oznadend pismenem a je
prvkem mnoziny A, pak to piSeme symbolicky @ € A. KdyZ dvé mno-
%iny A, B maji tytéZ prvky (¢ili kdyZ pro kazdé a € A platf také a ¢ B
a kdy% pro kazdé a € B platf také a ¢ A), pak je nazyvame identickymi,
symbolicky A = B. V opaéném piipadé fikame, Ze jsou rézné, A + B.

Mnozinu A nazyvime édst{ mnoziny B nebo také podmnoinou mno-
Ziny B (resp. v mnoziné B), jestliZe pro kazdé a ¢ A plati také a € B.
Symbolicky to piSeme A C B nebo B D A. Nékdy misto podmnozina
fikéme také tFida. Je-li na pf. A mnozina vSech é&fsel iracionalnich a B
mnoZina v8ech ¢fsel komplexnich, pak je jisté A C B; obsahuje-li mno-
n
k
Vztah oznaceny symbolem C nazyvime vzlahem inkluse. Podle toho jak
jsme ho zavedli je zfejmé, 7e at je A jakakoli mnoZina, plati vidy
A C A. Dale je patrno, Ze je-li A C B a soudasné B C C, pak je vidy také
A C C. Jestlize je souasné AC B a B C A, pak snadno zjistime podle
toho jak jsme zavedli vztahy C a =, Ze je A = B.

- Soultem mnozin A, B rozumime mnozinu vSech prvki, které patii
alespoii do jedné z nich, neboli nizorng, je to mnoZina sklidajici se
z prvkd obou mnoZin ziroveii. Soudet mnozin A, B zna¢ime A + B
nebo B 4- A. Je-li A= {a,b,¢c,d} a B= {c,d,e, [}, pak A+ B =

zina A n prvki, pak v mnoZiné A existuje ( ) podmnoZin o k prvefch.
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= {a, b, ¢,d, ¢, f}. Necht si étenat promysli, Ze pro jakékoli mnoZiny
A, B, C plati na piiklad: A+ A=A, A+ B)+ C=A+ (B + C);
je-li AC B, pak také A4+ CC B + C.

Primtkem mnozin A, B rozumime mnoZinu vech prvki, které patii
do obou mnozin soud¢asnsé, ¢ili mnoZinu viech prvki spoleénych obéma
mnozindm. Prinik mnoZin A, B znadime symbolicky AB nebo BA.
Je-li na pf. A mnozina viech nasobkii ¢isla 2 a B mnozina viech ndsobkt
¢isla 3, pak AB je mnozina v8ech ndsobki &isla 6. Je ziejmé, Ze prinik
AB je vidy podmnozZinou kazdé z mnoZin A, B.

Nékdy se mize stat, Ze dvé mnoZiny nemaji Zadny prvek spoleény.
Abychom i u takovych mnozin mohli mluvit o priniku, zavidime
t. zv. prdzdnou mnofinu, ktera tedy nemda Zidny prvek. Protoze je
jenom jedna prazdnd mnoZina (mnoZina je totiz svymi prvky jedno-
znaéné uréena), budeme ji vidy znaéit O. Je-li tedy na pf. P mnozina
viech bodi pfimky p a Q mnoZina v8ech bodid pfimky q a pfimky p, g
jsou mimobéiné, pak PQ = O. O mnozinich, které nemaji spoleéné
prvky éili maji prazdny prunik, ifikdme, Ze jsou disjunkini. At je A jaka-
koli mnozina (tfeba i prazdnd), je vidy O C A. Dile snadno zjistime, Ze
A+ O=A; AO= 0. Prizdna mnoZina je zahrnuta i mezi mnozinami,
jeZ jsou urdeny spoleénou vlastnosti jejich prvkia. Tak na piiklad mno-
Zina vSech &isel, kterd jsou soutasné vétsi nez 2 a mensi nez 1, je mnozi-
na prazdna. Podobné i mnozina viech bodu prostoru majicich od kaz-
dého ze tif danych bodu lezicich na piimce stejnou vzdéilenost je
prazdna.

6. Ukdzka axiomatisace: uspofddini mnoZiny. Abychom se blize
sezndmili s axiommatickou methodou, ukdZeme nyni, jak se axiomaticky
zavadi pojem wuspordddni mnofiny. Tento pfiklad volime proto, Ze je
jednoduchy a protoZe pojem uspofadani je dilezity, nebof se s nim
v matematice setkdvime na kazdém kroku a v geometrii patf{ mezi
nejzakladnéjsf pojmy. Budeme ho potiebovat také béhem naeho vy-
kladu geometrie a tento odstavec miZe k tomu proto slouZit jako pfi-
prava. N

Pojem uspofidani je zcela ndzorny. Je v ném zahrnuto na pt. srov-
navéni &sel podle velikosti, orientace piimky a vibec jakékoli fadéni
podle vztahi. men&i — vé&t&i, vpravo — vlevo, nahofe — dole a pod.
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Uvidime, Ze v jistém smyslu sem patii také délitelnost celych &isel a
mnozZinovj inkluse.

Pii axiomatickém zavadéni pojmu uspofiddani zvolime za primitivni
pojmy mnofinu M a dvojélennou relaci R, t. j. pravidlo, které udavi,
zda mezi dvéma prvky z M relace R platf nebo neplati. Ze mezi prvky
a, b ¢ M™) plati vztah R budeme symbolicky psit a R b.

O mno¥iné M budeme Hkat, %e je relaci B uspofdddna, nebo kratéeji,
Ze je usporddanou mnoZinou, jestlize budou splnény axiomy:

1. Pro ka#dé dva prvky a, b € M plati pravé jeden ze vztahi
a=0>b, aRb, bRalb)
2. a,b,ceM, aRb, bRc=aRc.?

O relaci, ktera spliiuje axiom 1, fikame, Ze je vzhledem k mnoziné M
trichotomickd, a o relaci, ktera spliiuje axiom 2, Ze je transitivni.

Relaci, kterd spliluje axiomy 1 a 2, budeme nazyvat také kratce
uspofadanim.

Nyni uvedeme nékolik konkretnich interpretaci (modelt) pojmu
uspofadani (pfesvédéte se sami o tom, Ze jsou splnény axiomy 1 a 2):
1. Za mnozinu M vezméme mnoZinu v3ech reilnych éisel a za relaci R
vztah < (vétdi, mendi). 2. M budiz mnoZina viech bodi na piimce a re-
lace R vztah ,leZi napravo®. 3. M budiZ mnoZina viech bodi roviny, pfi
Gemzrelace R je zavedena takto: @ B bresp. b R a znamend, Ze vzddle-
nost bodi a a m je mendi resp. vétsi nez vzddlenost bodé b a m, kde m je
urdity pevny bod nadf roviny. Bude-li tedy vzdilenost am stejni jako
bm, pak v naSem modelu bude podle axiomu 1 a = b. 4. M budiZ mno-

7s) Misto ,,a e M a soudasné b e M* piSeme krétce ,,a, be M“. Podobny vyznam
ma ,a, b, ceM-.

8) Slivko prdvé mé v matematice zvlaStni vyznam: prdvé dvé pfimky zna-
mena totéZ jako alespori dvé pFimky a soulasné nejvyse dvé pfimky. Ve starsf
terminologii by se misto prdvé jeden ze vztahi feklo jeden a jen jeden vztah.

*) Symool,,p =>q** éteme obvykle,,kdyz plati p, pak platt také q. Presnd vzato
je viak =>3symbol pro logickou implikact. Jsou-li p a ¢ dva vyroky, pak ,,p =>¢**
znamena, Ze ,,vyrok p implikuje vyrok ¢, coZ ma tento vyznam: ze &tyf moZ-
nostf, jeZ se navzijem vyluéuji, totiZ [1] p plati, q plati; (2] p neplati, q neplati;
{3] p neplatl, q plati; (4] p plati, qneplatt, nastane nékterd z prvych tii. Jsou-li
P1» Pe» q tii vyroky, pak ,,p;, p, =>¢q'* znamena, Ze ,,s0ucasnd platnost vyroku p,
a py, wmplikuje vyrok q*‘. — Symbol ,,p <>¢* znamend totéZ, jako ,,p =>¢
a soulasné g =>p** &ili <> je symbol pro logickou ekvivalenci.
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Zina v8ech mocnin é&isla 3 (s celymi kladnymi exponenty) a relace R
vztah ,,je pravim délitelem*’. P¥i tom ,,a je pravym délitelem b*‘ znamena
totéz jako ,,¢islo a je délitelem &isla b, pFi demZ a =+ b“.

Relace miZze mit obecné je3té jiné vlastnosti nez je trichotomie a
transitivnost. Z nich dilezité jsou reflexivnost a symetrie. Relace R je
reflexivni, jestlize pro kazdé a ¢ M plati a Ra. Relace R je symetricka,
jestlize kdykoliv je a Rb je také b Ra. Uvedeme piiklady takovych
relaci. Reflexivni, transitivni a nesymetrickou relaci n4m predstavuje
na pf. vztah < na mno#iné redlnych &isel nebo vztah ,,je délitelem’* na
mnoziné vSech mocnin ¢isla 3. Relaci reflexivni, transitivni a sy-
metrickou je na pf. znamy vztah rovnosti (=). Pfikladem mno-
Ziny s netrichotomickou relaci mitZe byt mnoZina M v3ech ¢isti ne-
prazdné mnoziny A spolu se vztahem inkluse. V M mohou totiz existo-
vat prvky, jez jsou disjunkinimi édstmi mnoziny A, takZze mezi nimi ne-
plati ani vztah C ani D. Jinym pfikladem muiZe byt mnoZina v3ech
pfirozenych éisel spolu se vztahem ,,je délitelem', nebof na pf. mezi
dvéma riznymi prvocisly neni tento vztah nikdy spinén.

O relaci uspofadani, t. j. o relaci R, ktera je trichotomicka i transi-
tivni, plati véak ndsledujici véty, jak se d4 z axiomd 1 a 2 snadno
dokazat:

3. Relace R neni reflexivni.
4. Relace R neni symetrickd.
6. KaZdé dva rizné prvky a,b ¢ M jsou v relaci, t. j. je vidy bud
a Rb nebo b Ra.
6. Zavedeme-li pomoci R relaci S tak, Ze je a S b kdykoli je b Ra,
pak relace S je uspordddnim.
K dikazu véty 6 si staéi uvédomit, Ze z toho, Ze R spliiuje axiom 1
Plyne, Ze i S spliiuje axiom 1. Abychom dokazali, Ze S spliiuje axiom 2
vezméme takové prvky a,b,ce M, Ze je a Sb, b Sc. Potom je ale
také b Ra, c Rb, a protoze R je transitivni, je ¢ R a. Podle definice
relace S je ale také a S ¢, coz jsme méli dokizat. Pravé definované
uspofadan{ S se nazyva inversni k R a fasto se znaéf symbolem R*.
Je zfejmé, Ze uspofadani inversni k B* je opét K.

Nyni se budeme bliZze zabyvat vétami 3,4,5. Lze se totiZ snadno

presvddéit, Ze misto tvrzeni 1 a 2 miZeme vzit za axiomy tvrzeni
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5, 3 a 2, protoZe viechno, co lze odvodit (i to, co jsme dosud je$té
neodvodili) z 1 a 2, lze také odvodit z 5, 3 a 2. To plyne odtud, Ze sama
tvrzeni 1, 2 1ze z 5, 3 a 2 odvodit.

O tvrzeni 2 je to trividlni, protoZze je v obou systémech obsaZeno.
Zbyva to tedy dokazat o tvrzeni 1. Nejdiive dokdZeme tu Gast, kterd
tikd, Ze pro kazdé dva prvky a, b plati alespori jeden z piipadd a = b,
a Rb, b Ra.Vezméme libovolné prvky a, b € M. Je-li a = b,neni jiz co
dokazovat. Je-li @ + b, pak podle tvrzeni 5 je bud @ Rbnebo b Ra a tim
jsme hotovi. DokédZeme nyni druhou éast tvrzeni 1, Ze totiZ plati nej-
vyde jeden z pfipadd a=0b, a B b, b Ra. Kdyby platil ziroveti prvni
a druhy, mohli bychom v @ Rb ,,dosadit* za b prvek a, takZe by bylo
a Ra, coz je ve sporu s 3. Zcela tak se dokaze, Ze nemiize platit zaroveni
prvni a tieti pfipad. Koneéné ani druhy a tfeti nemohou zaroveii platit,
protoZe potom by podle 2 bylo a Ra, coz by bylo opét ve sporu s 3.
Tim je cely dikaz hotov.

Poznamenejme jesté, Ze tvrzeni 3 jsme potfebovali pouze k dikazu
druhé éasti tvrzeni 1. V tomto misté dikazu lze vSak misto tvrzeni 3
uzit také tvrzeni 4. Nebot kdyby platil ziroveil prvni a druhy z disku-
tovanych pifpadi, pak bychom v @ R b mohli nalevo ,,dosadit’‘ za a
a napravo za b podle vztahu @ = b, éimZ bychom dostali, Ze platf také
b R a, coz by bylo ve sporu s tvrzenim 4. Podobné, kdyby platil prvn{
a tieti pripad. Vzhledem k tvrzenf 4 je bezprostfedné patrno, Ze ne-
muze platit ani druhy ani tieti pripad.

Vidime tedy, Ze i tvrzeni 5, 4 a 2 1ze vzit jako axiomy a t{m doché-
zime ke tfem ridznym aziomatisacim pojmu uspoiadani. Viechny tfi
maji tytéZ primitivni pojmy a lidf se jen v axiomech. Prvni ma za
axiomy tvrzen{ 1 a 2, druha tvrzeni 5, 3 a 2, treti 5, 4 a 2.

Axiomaticky vyklad o uspofidéni lze podat také pomoci axiomatic-
kého systému, ktery vychazi z jinyjch primstivnich pojmi. Takovy vy-
klad pomoci jiného axiomatického systému si také nyn{ skuteéné pro-
vedeme. Za tim ulelem se jesté v dosavadni axiomatice (stvrzenimi
1 a 2 jako axiomy) seznamime s jednim novym pojmem.

Méjme opét nadi mnozinu M a predpoklidejme, Ze je relaci R uspo-
Fadéna. Pomoci R zavedeme nyni notou relaci mezi prvky mnoZiny M,
tentokrate trojélennou, t. j. tykajici se ¢ prvki, kterou budeme znadit u.
Jsou-li prvky a, b, ¢ (v tomto pofadi{) v relaci x4, budeme to symbolicky
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psat u(abe). Relace u bude definovana tak, Ze
ulabe) < aRbRc nebo cRbRa.?)

Orelaci 4 mezi prvky a, b, ¢ miZeme tedy mluvit, jen kdyz tyto prvky
jsou viecky razné. Podle interpretaci relace R je vidét, Ze relace p je
abstrakce znimého vztahu ,,mezi*“. Podivejme se nyni na nékteré
vlastnosti tohoto vztahu.

7. u(abe) = u(cba).
Tato vlastnost plyne pfimo z definice vztahu u.

8. Jsou-li a,b,c tfi razné prvky z M, pak nastdvd prdavé jeden

z pripadd p(abe), u(bea), u(cab).

Bezprostfednim dusledkem véty 5 je, Ze nastava aspori jeden z téchto
ti pfipadi. Zbyva tedy dokazat, Ze nastava nejvide jeden z téchto
piipadi. Nejdfive dokdZeme, Ze nemiize souc¢asné byt u(abc), u(bea).
Za predpokladu, Ze oba tyto vztahy plati, odvodime spor. Rozezna-
vejme dva piipady podle toho, co znamena u(abc). Necht nejdiive
ul(abe) <> a Rb Rc. Jestlize u(bca) < b R c R a,pak podle véty 2 je
a R a, coZ je spor, a jestliZze u(bca) <= a R c R b, pak podle véty 2 je
b R b, coz je spor. Budiz nynf u(abc) < ¢ B b R a. Potom i ptedpoklad
u(bca) < b Rc R aipfedpoklad u(bca) <= a Rc R b vede kesporu.
Ve vSech pripadech dostavame spor. Stejnym zpisobem se dokaze, Ze
ze zminénych ti{ pfipadi nemtZe soudasné nastat ani prvni s tfetim,
ani druhy s tfetim.

Dalsi vlastnosti relace 4 uvedeme bez dikazu.

9. u(abc), u(bed) = u(abd).

10. u(abc), u(abd), ¢ = d = u(bed) nebo p(bde).
Tyto véty vyjadfuji nazorné vlastnosti vztahu ,,mezi* pro skupinu
¢tyt boda na piimece.

Nyni se da dokdzat toto: jestliZe se relace u poloZi jako primitivnd
pojem a jestlize se bude pfedpokliadat, Ze vzhledem k mnozZiné M
spliiuje tvrzend 7, 8, 9 a 10 vzatd za axiomy, pak se da pomoci u defino-
vat dvojélennd relace R o niZ se z vét 7,8,9a 10 dokaZe, Ze spliiuje
tvrzenf 1 a 2. Definovat relaci R pomoci y 1ze velmi nazorné na pfiklad
timto zpisobem:

10) Misto ,,aRba soudgsné bR c" piBeme zde krétce ,,.a Rb R c~.
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V mnoZiné€ M zvolime dva pevné prvky a, b a pro libovolné prvky
x,y €« M polozime z Ry, jestlize (viz obr. 1)

1. pfi u(zab) bude u(zya) nebo y = a nebo u(zay)

2. pfi x = a bude u(ayb) nebo y = b nebo u(aby)

3. pfi u(axb) bude p(azy)

4. plic=>budep(aby) 4 X g b _
5. pfi u(abx) bude u(bzy).

- < . ; ax N2
Jinym zpisobem, jak zavést 2 —O— =
pomoci relace y relaci B pro o x 5
usporddani, se budeme zaby- 3. —O——% o
vat v prvni kapitole naseho
vykladu geometrie, kde vét- 4, g % >
ina 11. odstavce bude v pod- )
staté vénovidna zavedeni &5 b J_ox__,(_
pojmu uspofidiani pomoci Obr. 1.
relace u.

Ve zbyvajici &asti tohoto odstavee uvedeme jesté nékteré zvlatni
vlastnosti uspofddané mnoZiny, o nichZz bude béhem naseho vykladu
geometrie Fe¢. Jde zejména o pojem spojitého uspordddni (spojitosts),
jehoZ vyznam pro geometrii bude bliZze probrin v odstaveci 13. Zby-
tek tohoto odstavce staéi proto ¢ist teprve souasné s odstavecem 13.

Viimneme-li si blize uspofddané mnozZiny raciondlnich nebo redlnych
¢isel nebo bodid na pfimce, pak snadno nahlédneme, ze maji nasledu-
jici vlastnost:

11. Ke kazdym dvéma prokiam a, b ¢ M existuje vidy prvek c e M

takovy, Ze je ulach) ¢ili Ze je bud a Rc Rb nebo b Rc Ra.

Uspofddand mnoZina, kterd vyhovuje tvrzeni 11 se nazyva husté
usporddanou mnoZinou. P tom tvrzeni 11 je na axiomech 1,2 (nebo
5, 3, 2 resp. 5, 4, 2, které jsou s 1, 2 ekvivalentni) nezdvislé, t. j. ned4 se
z nich dokazat, jak ukazuje pfiklad mnoZiny pfirozenych &isel s uspo-
fidanim ,,vét3i — men3i‘, které spliiuje tvrzeni 1, 2, nikoli v3ak
tvrzeni 11. Toto tvrzeni musi proto byt pojimano jako dalsi axiom.

Z formulace tohoto axiomu je vidét, Ze kazd4d husté usporadand mno-
Zina mi nekone&né mnoho prvku,
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Nyni pfistoupime k pojmu spojitého uspordddni. Za tim ucelem za-
vedeme pojem Fezu (kterému se Casto také ikd Dedekindiv Fez):

JestliZe rozdélime véechny proky husté uspofddané mnofiny M do dvou
neprdzdnijch tiid, oznadenijch S, a S,, tak, Ze plati

a) tfidy S, a S, jsou disjunkini,
b) kaZdy prvek z M ndlez{ alespori do jedné z obou tFid,
c) jsou-li a, b libovolné dva prvky z M, pro které jea € 8., b € S,, pak je
vidy a R b,
potom fezem mnoZiny M rozumime dvojici obou t¥id (S,, Sz).

Dfive neZ osvétlime pojem fezu na piikladé, uvedeme hned jesté na-
sledujici definici:

Rikdme, %e fez (S,, S;) mnofiny M je vytvoren prokem d e M nebo Ze d
je vytvoiujici prvek fezu, jestliZe pro kaZdé a + d, a €S, a pro kaZdé
b *+=d, beS, plati u(adb) (obé nerovnosti @ + d, b + d piSeme proto,
Ze se nestarame o to, zda prvek d patif do §, nebo S,, pfi ¢emz podle
vlastnosti b), uvedené v definici fezu, jisté nalezi jedné z obou t¥id).

Jinymi slovy bychom tedy mohli fici, Ze vytvorujici prvek d fezu
ma tu vlastnost, Ze viechny prvky « téze tiidy leif po téZe jeho strané,
t. j. pokud je z # d, plati stile B d nebo d R z, a to podle toho, je-li
x € §; nebo z € ;. Z vlastnosti ¢) uvedené v definici fezu plyne, Ze je-li
a prvek tiidy §,, pak kazdy prvek z € M, pro ktery je z R a, patii také
do §,. Podobné to plati pro §,.

Z toho, co jsme dosud fekli, je vidét, Zze kazdy prvek m husté uspo-
fadané mnoziny M vytvofuje jisty Ffez. Ten lze na pf. sestrojit
tak, Ze do t¥{dy S, ddme vS8echny prvky x mnoziny M, pro které je
z Rm, do §, viechny prvky y e M, pro které je m R y, a prvek m sam
dame bud do §, nebo §,. Na zdakladé tohoto faktu bychom mohli nyni{
vymyslet libovolny pofet pifkladi mnoZin s n&jakym Fezem.

D4 se snadno dokazat, Ze fez husté uspofadané mnoziny je vytvoren
nejvyde jednim prvkem. Z piedpokladu, ze by fez (S,, §,) mnoziny M
mél dva vytvorujici prvky d, % d, plyne totiZ spor, jak hned doka-
zeme. Predpokladejme pro uréitost, Ze je d, R d,. Protoze mnoZina M
je relaci R husté uspofddana, existuje prvek m ¢ M takovy, Ze je
u(d,md,) ¢ili ze je d, R m R d,. Prvek m nemiZe tedy néleZet ani do §,
ani do §, (kdyby totiZ nalezel do S,, pak by bylo m R d,, coz by bylo ve
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sporu se vztahem d, R m R d,, pravé tak jako predpoklad, Ze m nalezf
do §,). To vBak neni mozné, protoie (84, S,) je Tez a podle definice fezu
mus{ kazdy prvek z mnoziny M nalezet jedné z obou tiid §,, S,.
Vratme se jesté k definici fezu! JestliZe bychom pro usporadan{
mnoziny M méli misto relace R dinu relaei 4 (jako tomu tak bude v na-
Sem vykladu geometrie), je vhodné podminku c¢) v definici fezu nahra-
dit touto s nf ekvivalentn{ podminkou: '

c’) jsou-li a, b, libovolné dva proky z S,, pak vechny proky x « M,

pro které je u(a,xb,), patii také do S, a podobné je-li a,, b, € S,, pak pro
vdechna x € M, pro kterd je u(a,xb,), je také x € S;.

Dikaz ekvivalence podminek ¢) a ¢’) nenf slozity a proto ho jen na-
znadime. Ze z c¢) plyne ¢’) se dokéZe na zdkladé transitivnosti relace pro
usporadani. K tomu, aby se z ¢’) odvodilo c) sta¢i dokazat, Ze kdyz je
a, b, €S, aa,, b, €S, a pii tom a, R a,, pak je také b, B b,. To se ale
snadno dokaZe sporem pomoci transitivnosti relace E.

Zatim co kazdy prvek mnoZiny M je vytvofujicim prvkem jistého
fezu, opak vidy neplati: nékdy husté uspofiddand mnoZina M pfi-
pousdti takovy Fez, Ze k nému Zidny vytvoiujfcf prvek neexistuje.

Uvedeme pifklad: vezmeme mnoZinu v8ech raciondlnich &fsel s ob-
vyklym uspofaddnim ,,vét8f — mensi‘‘ (ta je jisté husté uspoiiddina)
a fez utvofime takto: do tfidy S, ddme viechna &isla @, pro ktera je
a?* < 2, do tiidy §, vSechna ostatni ¢isla, coZ tedy znamena, Ze to bu-
dou ¢isla b, pro néz je 6% > 2 (racionalni éislo, jehoz druhd mocnina by
bylo &islo 2, neexistuje). Tento fez nemd vytvofujiciho prvku, nebot ne-
existuje racionalni ¢islo d tak, Ze by pro vSechna x ¢ §, (2 < 2) bylo
z < d a soucasné pro viechna y € S, (y > 2) bylo y > d.

Vidime proto, Ze nasledujici tvrzeni, totiZ

12. Ke kaZdému fezu husté uspofddané mnofiny existuje v této mno-

Ziné vytvofugici prvek
neplyne z axiomi 1, 2, 11 a proto miZe byt novym axiomem. MnoZina M
se nazyva spojité usporddand, jestlize jeji uspofadani vyhovuje axiomim
11 a 12,

Na zavér se jesté zminime o supremu a infimu mnoZiny. Jestlize
prvek d e M je vytvofujici prvek fezu (S,, §,) mnoziny M, potom m4
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vzhledem k mnoZiné S, (pro S, by to platilo analogicky) tyto vlast-
nosti: .
a) pro katdy prvek x ¢ S, plati bud z Rd mebo xz = d,
b) je-li &’ € M, d’'Rd, pak pro x ¢S, neni vidy spinéno, e bud
xRd nebox = d', to je, v S, existuje alespori jeden prvek x’ tak, Ze je
dRzx.
Vezmeme-li nyni jakoukoli mnofinu N C M, k ni% existuje prvek
d e Msvlastnostmia), b) pravé uvedenymi (kde misto S, by se psalo N),
potom prvek d se nazyva supremum mnofiny N. Analogicky se definuje
snfimum mnoZiny N. Supremum resp. infimum mnoziny je jakési zobec-
néni pojmu nejvétsiho resp. nejmensiho prvku. Nejvétsi prvek neboli
mazimum mnoziny N je totiz takovy prvek m e N, Ze pro v3echny
prvky z e N, z + m plati £ R m. Obdobni bude definice nejmensiho
prvku neboli minima mnoziny N. Zatim co u mnoZin s koneénym po-
étem prvki existuje vidy maximum a minimum, nemusi tomu tak byt
u mnoZin s nekoneéné mnoha prvky, i kdyZ jsou omezené (mnoZina
N C M je omezend, jestlize existuji prvky k, I ¢ M tak, Ze pro vSechny
prvky z e N plati k Rz R1), jak ukazuje piiklad mnoZiny A é&fsel
+ %, %, ..., obecné L, kterd nemd minimum. Je-li viak mnoZina M,
z nfZz N bylo vzato, spojité uspofidana a pfi tom mnozina N + O je
omezend, pak vidy existuje supremum a infimum mnoziny N. Dikaz
tohoto tvrzeni, kterého ostatné k nafemu vykladu geometrie nepotie-
bujeme, je celkem snadny: na mnoziné M utvoiime fez (Z,, Z,) tak, Ze
do tfidy Z, ddme kaZdy prvek z e N spolu se viemi prvky y ¢ M, pro
néZ plati y Rz, a do Z, dime prvky zbyvajici. Bez obtiZf si lze podle
definice fezu ovéfit, Ze (Z,, Z,) je opravdu fez mnoZiny M, a proto podle
axiomu 11 existuje vytvorujicf prvek tohoto Fezu. Tento prvek je
supremum mnoZiny N, jak se miZzeme snadno podle definice suprema
presvéddit. Analogicky probfhd ditkaz pro infimum.

JestliZe mnoZina N mi maximum, pak zfejmé m4 také supremum,
a to pravé toto maximum. Podobné to platf pro infimum a minimum.
NaSe mnoZina A mé supremum 1, jeZ je souasné maximem, naproti
tomu nema minimum. M4 v3ak infimum, a to éfslo 0.

7. Geometrie a axiomatika. Na jiném misté jsme jiz pfipomnéli, Ze
Eukleides se prvni pokusil pfesné logicky vyloZit urdité partie mate-
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matiky, mezi nimi také geometrii. Rekli jsme oviem také, Ze jeho pokus
neni plné uspokojivy a ani nemohl byt jinaéi vzhledem ke stavu roz-
voje fecké matematiky. Poznamenali jsme pFitom, Ze dasledné zaxio-
matisovani geometrie je dilem teprve 19. a 20. stoleti. V tomto para-
grafu se pokusime struéné shrnout charakteristiky jednotlivych axio-
matickych systémi, jeZ vznikly v posledni dobé.

Axiomatisace spotiva, jak jsme si jiZ Tekli, jednak ve stanoveni né-
kterych pojmi jakoZto pojmiu primitivnich, jednak ve vybéru nékte-
rych tvrzeni za axiomy.

Prvni novodobé pokusy o axiomatisaci geometrie braly za primitivni
pojmy pojem bodu a pojem vzddlenosti & shodnosti (nebo také v odvo-
zené formé pojem kruinice a koule). Tak na pfiklad o Leibnizovi je
zndmo, Ze se touto cestou pokousel (1679) definovat linearni geometric-
ké Gtvary: rovinu jakoZto mnoZinu viech bodu (jako geometrické misto
bodu), stejné vzdalenych od dvou pevnych bodi, a piimku jako pra-
se¢nici dvou rovin nebo také jako mnoZinu viech bodu stejné vzdaile-
nych od tfi boda nelezicich v pfimee. Podobnym zpisobem zavadéli
rovinu a pfimku F. Bolyai a Lobaéevskij: rovinu jakozto mnozinu
viech bodi spoleénych vidy dvéma koulim téhoZ poloméru, opisova-
nych stile kolem tychz dvou stfedd, a pfimku jakoZto mnoZinu viech
bodt spolednych vidy dvéma kruznicim téhoZ poloméru, opisovanym
v téze roviné stile kolem tychz dvou stfedd. Také Lobacevského sou-
¢asnfk, francouzsky matematik A. Cauchy, se pokousel na zikladé
pojmu bodu a vzdalenosti definovat ponékud jinym zpiisobem piHmku
a tovinu. Pfimku uréenou body 4, B definoval jako mnoZinu véech
bodi X takovych, Ze neexistuje v prostoru jiny bod X’ té vlastnosti,
Ze-by bylo soudasné XA = X'A, XB = X'B (symbol X4 = X'A4 zde
znamend, ze Gsetka XA je shodnd s tsedkou X’4 ¢ili ze body X a 4
maji touz vzdilenost jako body X' a 4). Podle toho definoval analogic-
ky rovinu ABC jako mnozinu bodu X takovych, ze v prostoru ne-
exictuje jiny bod X', pro ktery by bylo X4 = X'A, XB= X'B,
XC=X'C.

Vidime tedy, Ze s riznych stran, a to jiz dost brzy, byly ¢in&ny po-
kusy budovat geometrii na zdkladé pojmu vzdalenosti, avSak disledn4
axiomatika pomoci tohoto primitivniho pojmu tehdy nebyla vybudo-
vana. K tomu bylo nutno provést nejdrive logicky rozbor pojmu shod-
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nosti i celé fady pojmi jinych, které se na shodnost pievést nedaji.
Mezi takové patii na pfiklad pojmy tykajici se usporfdddni bodd na
pEimee a rozmistén? bodi v roviné nebo v prostoru, totiz pojmy jako
usecka, polopfimka, polorovina, vztah ,,mezi, vnit¥ek trojithelnika
atd. Po prvé na né upozornil M. Pasch a provedl jejich rozbor. On to
také byl, ktery vlastné prvni podal dislednou axiomatisaci geometrie
(1882). Za primitivni pojmy zvolil bod, tsefku, omezenou édst roviny
(Flichenstiick) a vztah shodnosti. Italsky matematik Peano pozdéji
ukdzal, Ze v Paschové systému lze vypustit primitivni pojem ,,omezena
¢ast roviny*, protoZe ho lze definovat na zaklad& pojmu tsedky. Jesté
0 néco pozdéji ameriéti matematikové Moore (1902) a Veblen (1904)
nahradili pojem dsedky vztahem ,,mezi, tak jak jsme o ném mluvili
v odstavci 6. Je zfejmé, Ze vyrok ,,bod C lezf na Gseéce AB* je tyZ jako
Yyrok ,,bod C lezi mezi body 4 a B.*

Samotnym pojmem shodnosti (Gsecek a uhli) se vedle zminéného jiz
Pasche zabyvali také italsti matematikové Veronese (1891) a Pieri
(1899). Veronese ve své axiomatice bere za primitivni pojmy vedle
bodu, pfimky a uspofdddni jests shodnost dsedek. Shodnost thlu zavadi
definitoricky na zdkladé shodnosti tseéek. Ponékud jinym zpiisobem
postupuje Pieri. Za primitivni pojem klade misto pojmu shodnosti po-
jem pohybu: pii tom se Fekne, Ze Gtvar V lze pohybem pievést v utvar W,
jestlize Ize mezi prvky Gtvaru V a utvaru W (t. j. na pf. mezi body,
z nichZ se V resp. W skliada) uréit jednoznaéné prifazeni, které splituje
jisté axiomy. Shodnost se pak zavadi definitoricky tak, Ze dvé usecky
‘tesp. dva uhly jsou shodné v tom a jen v tom pripadé, jestliZe je lze
v sebe pfevést pohybem. Z pojmu pohybu lze také odvodit na pf.
pojem piimky AB: je to mnoZina v3ech bodd, které zistavaji nezméné-
ny v8emi pohyby, které nechavaji nezménény soucasné bod 4 i bod B.

Pomoci pojmi pohybu, bodu a vzdalenosti (jakozto redlného ¢&isla
piifazeného dvojici bodt), vzatych za pojmy primitivni, odvodil celou
geometrii rusky matematik V. F. Kagan (1902) a podobné Italové
Peano (1902) a Levi (1904) a Anglidan Coolidge (1909). JestliZe vzdale-
nost bodi M, N je oznadena symbolem o(MN), potom Coolidge defi-
nuje pfimku urdenou body 4, B jako mnozZinu, do niZ pat¥i véechny
body X, pro né% je o(AB) = o(AX) + o(XB) (jez tvor{ tsedku AB),
dale viechny body X, pro néz je o(4X) = g(4AB) + o(BX) (ty tvori
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prodlouZeni isedky A Bzabod B), a koneéné viechny body X, pro néz je
o(XB) = o(XA) + o(AB) (jez tvoif opaéné prodlouzeni useéky AB).

Zatim co dosud uvedeni matematikové definovali pomoci primitiv-
nich pojmu pfimku a rovinu jakoZto jisté mnoziny bodi, néktefi mate-
matikové polozili bod, pfimku a rovinu piimo jako pojmy primitivni.
Udinil tak na ptiklad italsky matematik F. Enriques (1898). Vedle
pojmi bod, pfimka, rovina je vSak nutno vzit jeité jako primitivni
pojem vztah mezi témito tvary, ktery je opisovan riznymi slovy, jako
na pf. bod lezi na pfimce, pfimka prochdzi bodem, pfimka spojuje dva
body, rovina proloZena pfimkou a bodem a pod. Zdalo by se, Ze zde jde
o vztahy razné, ale ukizalo se, Ze je zbytedéné je od sebe rozliovat a Ze
podstaté véci lépe odpovidd pojimat tyto vztahy jako vztah jediny.
Nejcastéji se mu pak dava nizev incidence, takze se ¥ikd ,,pfimka inci-
dentni s bodem*’, ,,bod incidentni s piimkou‘* atd.

Dilezitym piispévkem pro axiomatisaci geometrie byl rozbor pojmu
spojitosti, ktery hraje dilezitou roli jak v geometrii, tak v matematické
analyse (v infinitesimalnim poé¢tu). S pojmem spojitosti souvisi v geo-
metrii pfedstava souvislého oblouku éary, ktery se rozpadne na dvé
dasti vyjmutim jednoho bodu, nebo také piedstava patiici spie do
mechaniky, jako je plynuly pohyb bodu nebo plynulé oticeni. Pfeve-
denim pojmu takovéto spojitosti na aritmetické pojmy (na pojem
mnoziny a uspofadani, jak jsme o tom mluvili v odstavci 5 a 6) se
uspésné zabyvalo nékolik matematiki: K. Weierstrass, G. Cantor
(1871), R. Dedekind (1872). (V odstavei 6 jsme se ponékud dotkli
Dedekindova zavedeni pojmu spojitosti.) '

Z toho, co jsme dosud uvedli, je patrné, Ze rizni matematikové se za-
méfili vidy jen na urdity tsek geometrie, ktery se jim pak podafilo
.nélezité osvétlit a zaxiomatisovat. Takové podstatné ruzné useky
v axiomatisaci geometrie miZeme rozeznavat tfi: prvn{ se tykd inci-
dence, druhy rozmistén{ (uspofadani), t¥eti shodnosti.

Podat axiomatiku celé geometrie znamena nyni vybrat nilezité
axiomatiku kaZdého z onéch tfi iseki a vhodné tyto useky skloubit
v jeden celek. Pfi tom je mezi témito tfemi tseky takova souvislost, Ze
rozmisténi nelze studovat bez incidence a podobné shodnost bez roz-
misténi a incidence. Naproti tomu incidence muZe sama o sobé tvofit
sobéstaény celek, ktery se nemusi dovolavat jinych pojmi: obor inci-
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~ dence tvofi v geometrii jakousi kostru, axiomy jinych skupin ji vypl-
fiuji jiz jen daldimi vlastnostmi. KaZzda z geometrii jako je eukleidovska,
hyperbolicka, eliptickd nebo sféricka je dostateéné charakterisovina
jiz vlastnostmi jeji incidence. Vidyt i sdm axiom o rovnobézkéach pati
mezi axiomy incidence.

Spojeni zminénych tfi Gsekd v jedinou axiomatiku geometrie bylo
pfedmétem Gvah riznych matematikt. Velmi Gispé$né se tohoto tkolu
zhostil D. Hilbert, ktery ve spise Grundlagen der Geometrie z r. 1899
podal axiomatiku geometrie, kterd se pozdéji stala klasickou. Jeho
spis vysel postupné v nékolika vydanich, v nichZ byla pivodni axio-
matika jeSté o néco zjednodulena, takze dnes se Hilbertovy axioma-
tiky geometrie velmi hojné uziva. Také vyklad geometrie v nasi kniZce
je zaloZen v podstaté na Hilbertovych axiomech.

8. Pozndmka k dal¥imu vykladu. Forma, kterou se zapife matema-
ticky vyklad, mize byt velmi rozmanitd a je do uréité miry véei médy.
Jiny styl byl viity v 19. stoleti, jiny styl pfevladd dnes. Vieobecn&
vzato jsou moZny dva extrémy. Prvni zilezi v tom, Ze se vyklad i se
viemi nazornymi a heuristickymi poznidmkami podava v souvislém
celku a jen obéas jsou dilezita fakta shrnuta do vét. Druhy extrém by
se mohl nejlépe charakterisovat slovy ,,definice, véta, dikaz‘‘. Misto
plynulého ni¢im nepferusovaného vykladu se zde objevuje vyklad roz-
trhany na drobné celky: z poc¢atku jsou to prisluiné definice a axiomy
a pak stiidaveé znéni vét a jejich dukazy, pfipadné dalsi definice, v3e
to bez zbyteénych slov a v pokud mozno nejpresnéjsi formulaci.

V souc¢asné dobé je patrna tendence k extrému druhému. Tato forma
mé pFed prvni tu nesmirnou vyhodu, Ze je pfehledna, Ze véechny pied-
poklady jednotlivych Gsudkd jsou vidy pfresné uvedeny, coz pfi zpa-
sobu prvnim je nutno mnohdy zpatky hledat v textu; dalsi jeji vyho-
dou je struc¢nost. Jeji nevyhodou je, Ze studium takto podaného vy-
kladu je trochu obtiZnéjsi, protoZe vyZaduje u étenafe vétsi samostat-
noss. Spravny vyklad ma byt totiz takovy, aby ¢tenat nebo posluchaé
v kazdém okamZiku v&dél, co se vlastné déld a za jakym cilem. Ex-
trémni vyklad formou ,,véta — dikaz* ma pravé tu potiZ, Ze ¢tenaki
neni jen tak beze vieho patrno, pro¢ véty za sebou nisleduji pravé
v uvedeném poradi. Vidi sice, Ze véty za sebou nasleduji tak, Ze diikaz
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%4dné z nich se nedovoliva vét uvedenych aZ po ni, pfitom mu ale po-
Fadf pfipada dost umélé. Ve skuteénosti je to tak, Ze ten, kdo takovy
vyklad psal, nevypisoval hned véty za sebou v pofadi, jak jsou nakonec
sepsdny, nybrz jejich vycet postupné dopliioval. Na p¥iklad v uréitém
paragrafu bylo nutno dokizat dvé véty fundamentaln{ dileZitosti. P¥i
promyéleni jejich dikazu se ukédzalo, Ze by dikaz byl snadny, kdyby
se nejdiive dokdzala véta pomocného charakteru.K ditkazu této po-
mocné véty se tfeba opét ukdzalo vhodné odvodit jesté nékolik pomoc-
nych vét. A tak se takovymto zpisobem pozpatku tvofil sled vét, které
pak na sebe kriasné navazuji. Bylo by ovem moZné misto dikazu
hlavni véty, rozkouskovaného na pomocné véty, uvést tento dikaz
vacelku, i kdyZz by zabral nékolik stranek. Je viak 1épe kazdy krok iso-
lovat jako pomocnou vétu, a to jednak kvuli pfehlednosti, jednak
kvuli ekonomiénosti, protoze mnohy krok se v dikazech vét vysky-
tuje vicekrat, takZe pozdéji nemusf byt uz opakovan, ale lze ¥ici prosté
»,podle VETY 11,19 vime Ze...” a pod.

Je tedy nutno, aby étenaf pri studiu vykladu formou véta — dikaz
znal pfedem cestu, proc se od jedné véty pfechazi k druhé pravé v uve-
deném pofadi. To miiZe poznat na piiklad tak, Ze projde nejprve znéni
vét jak za sebou sleduji, zatim bez C¢teni dikazii. Autofi éasto po-
mahaji ¢tenaFi naznalit a zdivodnit smér daldi cesty rdznymi zpu-
soby: bud poznamkami, uvedenymi mezi jednotlivymi vétami, bud
tim, Ze se odlisi véty hlavni od pomoenych (na pf. tak, Ze se tyto oznadf
primo slovy ,,pomocnd véta‘‘ nebo nékdy feckym slovem ,,lemma‘’) a Ze
se bezprostfedni dusledky hlavnich v&t oznaéuji slovem ,,koroldr.
Nakonee je nutno poznamenat, Ze Zadny z obou zminénych extrému se
nikdy neobjevuje v ryzim tvaru, nybrz v miznych vzajemnych kombi-
nacich.

Vyklad geometrie v této knizce je podan formou véta — ditkaz. Pro
vétsf srozumitelnost je na zacatku kazdého odstavce petitem naznaden
jeho program i s upozornénim na hlavni véty, jimZ ostatni slouzi jako
véty razu spile pomocného.
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KAPITOLA I

ABSOLUTNI GEOMETRIE

9. Primitivni pojmy. V nasledujicim vykladu geometrie jsme zvolili
jako primitivni pojmy bod, pFimku, rovinu, incidenci, rozmisténi a shod-
nost. Pfedpoklddame, Ze mame danu mnoZinu, jejiz prvky se déli do
t#{ skupin. Prvky jedné se nazyvaji body, prvky druhé pfimky a prvky
tieti roviny. Pfedpokladdme déle, Ze prvky celé mnozZiny jsou v uréi-
tych vzajemnych vztazich. Tyto vztahy jsou t¥i, a vyjadiujeme je slovy
incidentni, mezi a shodny.

Slova bod, pfimka, rovina, incidentni, mezi a shodny jsou pro nas
dosud spise symboly, jeZ samy o sobé nic neznamenaji. Smysl jim daji
teprve axiomy, které postupné uvedeme. To tedy znamend, Ze ne-
smime s témito slovy spojovat viechny bézné vlastnostl jak jsme na to
zvykli. Naproti tomu si miZeme pod pr1m1t1vmm1 POme predstavovat

Jjakékoli vecl, JestliZe nade ax1omy 'Bu'&'ou spra,vne vyroky o téchto

Axiomy rozdélime do tfi skupin podle toho, kterého ze tfi primitiv-
nich vztaht si hlavné viimaji. Skupiny budeme nazyvat takto:

axiomy incidence (symbolicky ),
azxiomy rozmisténi (symbolicky R),
axiomy shodnosti (symbolicky &).11)

Primitivii pojmy budeme oznaéovat symboly, které utvoiime béhem
vykladu.

10. Axiomy incidence a jejich duisledky. Body budeme oznatovat
velkymi latinskymi pismeny 4, B, C, ..., pfimky malymi latinskymi
pismeny a, b, ¢, ..., roviny malymi feckymi pismeny «, 8, v, ... a vztah

11) Na§ axiomaticky systém je v podstatd systém Hilbertav. Axiomy inci-
dence jsme zde upravili podle Glagoleva (N. A. Glagoleff: Sur les axiomes
d’appartenance de la géométrie euclidienne, Mat. Sbornik 6 (48), 1939). Axiomam
rozmisténi se Sastéji Fikd axiomy uspofadani; tohoto ndzvu se viak v této knize
uZivé jiZ v jiném, byt velmi pfibuzném smyslu (viz odstavec 6). Axiomy odpo-
vidajici Hilbertovym axiomum spojitosti jsme zafadili tak, e Cantorav axiom
(jenZ je ekvivalentni s Hilbertovym axiomem uplnosti) je mezi axiomy roz-
mistént, axiom Archimeduv mezi axiomy shodnost:.
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incidence symbolem V7. Vyrok ,,pfimka a je incidentni s bodem A*‘12)
zapisujeme symbolicky ,,a V A“. Misto ,,4 V a a soucdasné B V a*
piSeme struéné ,, 4, BV a*. Analogicky vyznam mi ,,4 V a, b
Vyraz ,,4, BV a, b tedy znamena: ,,plati soudasné A V a, AV b,
B Y a, BV b“. Misto ,,non(4d V a)‘%) pieme ,, A 77 d*“. JestliZe
4 a B oznacuji tyz bod, pak piseme A = B, oznaduji-li rizné body,
potom 4 + B. Podobné pro pifmky a roviny.

AXIOMY INCIDENCE, 5. )

3, 1. Vztah incidence je reflexivni a symetricky.

3, 2. Vatah incidence neni obecné tramsitivni; je-li viak A Y a
a aV o, pak jetaké AV «.

3,3. Jeli aV A,Ba A, BY «, pak jetaké a ¥/ «.

S, 4. Jsou-li A, B dva razné body, pak existuje prdvé jedna takovd
pfimka a, 2e A, BY a.

DerFinicE. THi razné body 4, B, C jsou kolinedrni, jestlize existuje
takovi piimka a, Ze je 4, B, C V a. V opatném pfipadé Hkame, Ze jsou
nekolinedrnd.

%, 5. Jsou-li A, B, C tFi nekolinedrni body, pak existuje prdvé jedna
takovd rovina «, %¢ je A, B, C V «.

3, 6. Jsou-li roviny o, f takové, Ze existuje bod A, pro ktery je A V o, B,
pak existuje je§té alespori jeden bod B + A, pro ktery je také B \J «, B.

3, 7. Kazdd primka je incidentni alespori se dvéma razngmi body.

3, 8. KaZdd rovina je incidentni alespori se tfemi nekolinedrnimi
body. '

Derinice. Ctyfi rizné body 4, B, C, D jsou komplandrni, jestlize
existuje takovd rovina o, Ze je A, B,C, D Y «.V opadéném pifpadé
fikame, Ze jsou nekomplandrni.

S, 9. Existuji alespori &tyri nekomplandrni body.

Uvedeme nyni nékolik modeli axiomatického systému incidence.

MopeL 1. Pojmy bod, pFimka, rovina a incidentn! miaZeme chdpat v obvyklém
smyslu ndzorné geometrie. Pak jsou zfejm& axiomy J splnény.

13) Vyrok ,,Pfimka a je incidentni 8 bodem A'‘ znamend totéZ, jak jsme jiZ
dfive uvedli, jako réeni ,,pfimka a prochdzi bodem A‘‘ nebo ,,pfimka obsahuje
bod A* nebo ,,bod A lezl na pfimce a*', ,,A je bod pFimky a** a pod.

12s) Je-li p n&jaky vyrok, pak ,,nonp‘‘ znamend negaci tohoto vyroku, tedy
vyrok ,,neni pravda, Ze plati p*'.

43



MobpkeL 2. Bodem budeme rozumét jakoukoli skupinu t#f redlnych &sel

(@, ay, ay), (1)

pfimkou jakoukoli skupinu osmi redlnych &fsel, psanych ve dvou fddeich (ve
tvaru t. zv. matice)

Pr» Pas Pas Py
’ 2
(Qv 92 s 44) 2)
. . . P P2 P3
pli emnZ vyloudime ty matice, pro které joe — = — = —nebop, = p, =p; =0

/41 qa s
nebo ¢, = g3 = g, = 0, a pii dem¥ budeme piedpokladat, Yo matice (2) a matice

T1s Tos Ty Ty

8, 8y, 8y, 84
ptedstavuji tutéZ primku, jestliZe plati r, = kp, + g, (i = 1,2,3,4) a 5, =
=k'p; + Uq; (¢ = 1, 2, 3, 4), kde k, I resp. k', l” jsou dv& libovolné &isla nikoli
soucasnd rovna nule. Rovinou budeme rozumsét jakoukoli skupinu &tyt redlnych
&fsel

(tl' tﬂ’ ts’ t‘)’ (3)
pro kterou nikdy neni ¢, = ¢, = t3 = 0, pfi éemZ budeme piedpoklédat, Ze
Stvefice (3) a &tvefice (kt,, kt,, kty, kt,) predstavuji tutéZ rovinu, jestlize k je
libovolné éislo rizné od nuly. Incidence koneénd budiZz déna takto: bod (1) je
incidentni s piimkou (2), jestliZe plati

P01 + Poay + Pudy + Py = 0,
€18, + G20z + @333 + ¢4 = 0,
bod (1) je incidentn{ s rovinou (3), jestliZe plati
6,a; + taay + tyay + 8, = 0,
primka (2) je incidentni s rovinou (3), jestliZe existuji &isla g, & tak, Ze je
gp; + ha;=t; 6=1,2,3,4).

Pojiméme-li takto zavedenou incidenci jeitd také jako vztah reflexivni a sy-
metricky, pak jsou spln&ny axiomy J. Dukaz je zile¥itosti algebraickou a je
pfedmétem kaZdé udebnice prostorové analytické geometrie.

MobpEL 3. Bodem budeme rozumé&t jakoukoli skupinu &tyf redlnych &isel

(al, g, Gg, Gy), (1)

z nichZ alespoii jedno je ruzné od nuly, a pfi tom budeme ptedpoklédat, Ze tato
skupine & skupina (ka,, ka,, ka,, ka,), kde k + 0, pfedstavuji tyZ bod. Pfimkou
budeme rozumét jakoukoli matici

2

(pp P Ps p¢)
9 99 9 9)’
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ve které v ka?dém Fddku je alespon jedno &fslo rizné od nuly a nikdy nen{

P P _ B ﬂ, pfi dernZ budeme pfedpoklédat, Ze matice (2) a matice
41 9 9s 4

T T T3y Ty
81» 82, 835 84

predstavuji tutéZ pfimku, jestlife plati r; = kp, + lg; ({ = 1,2,3,4) a &, =
=k'p; + U'q; i = 1,2, 3, 4), kde %, ! resp. k’, I’ jsou dv& libovolné &isla, nikoli
soudasnd rovna nule. Rovinou budeme rozumgt jakoukoli skupinu étyt redlnych
&isel

(tlv tS’ ts' tl)v (3) :
z nich% alespoii jedno je rGzné od nuly, pti SemZ budeme predpoklédat, %e tato
skupina a skupina (kt;, kt,, kty, kt,), kde k + 0, pfedstavuji tuté rovinu. Inci-
denct zavedeme takto: bod (1) je incidentni s pifmkou (2), jestliZe plat{

181 + Pa8;3 + P333 + Py = 0,
0101 + 9283 + 9385 + 942, = 0,

bod (1) je incidentni s rovinou (3), jestliZe plat{
’ 1,8, + 38y + 35 + £,8, = O,
pHimka (2) je incidentni 8 rovinou (3), jestlife existujf &isla g, h tak, Ze je
gp; + hq; =1, (1 =1,2,3,4).
Zde opé&t bereme incidenci jako vztah reflexivni a symetricky a op&t se d4 po-
mocf algebry dokézat, Ze jsou splndny axiomy J. Tohoto vyjidieni se také uzivéd
‘v analytické geometrii, pfi fem¥ &sla (1) jsou t. zv. homogennf soufadnice
bodu. '
MobpEL 4. Vezmé&me mno%inu &ty prvka {4, B, C, D} A
a uvafujme jeji podmnoZiny; podmnoZiny o jednom
prvku pojimejme jako body, podmnoZiny o dvou prv-
cich jako pFfimky a podmnoZiny o tfech prveich jako
roviny. Incidenci pojimejme jako mnoZinovou inklusi;
na pi. bod { 4} je incidentn{ s pfimkami {4, B}, (4, C},
{4, D} a s rovinami {4, B, C}, {4, C, D}, {4, B, D};

pimka (A4, B} je incidentni s rovinami {4, B, ¢} 8 0
a {4, B, D}. Snadno se pfesvédéime, Ze pak jsou axi- ¢

omy S splndny (nézorn¥ si tento model muZeme pred-

stavit jako &tyrst&n, viz obr. 2). Tento model ukazuje, Obr. 2.

%o z axiomi J neplyne, %e by pifimmka musela obsaho-

vat nekoneén¥ mnoho bod, a je soudasnd jednim z nejjednodussich pFiklada t.zv.

koneénych geometrii, kterymi se podrobns zabyvé studium zikladi geometrie.
Ve zbyvajicf &asti tohoto paragrafu odvodime nejduleZit&jsf diusledky axio-

mu .
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OznalENi. Misto ,,pfimka tncidentni s body A a B budeme psit
kratce ,,pFimka A_B“. Je-li to pfimka a, budeme psit LAB = a“.

VETa 10,1. Jsou-li body A, B, C rizné a takové, Ze C nent incidentns
8 pFimkou AB, pak body A, B, C jsou nekolinedrn.

VETA 10,2. Dvé riizné pFimky jsou incidentni nejvyde 8 jednim bodem.

DUoKrAz obou vét plyne bezprostiedné z axiomu S, 4.

OzxalENE. Misto ,,rovina incidentni s body A, B, C** budeme psit
kratce ,,rovina ABC*. Je-li to rovina «, budeme psat ,,o0 = ABC*.

VETa 10,3. Je-li ddna pFimka a a bod A, pfi dem% a 7 A, pak existuje
prdvé jedna rovina « tak, e a, A V «.

Dogaz. Podle 5, 7. existuji body B, C tak, Ze a V B, C. Podle
VETY 10,1 jsou body 4, B, C nekolinearni, podle J, 5 existuje pravé
jednarovinax V 4, B,C,podle J,3za V B, C plynea V «.

VETaA 10,4. Existuji alespori t#i nekolinedrni body.

Dvkraz. Kdyby vSechny trojice bodu byly kolinedrnf, pak by v kaz-
dé &tvefici bodt byly kazdé tii body kolineérni, tedy by podle J, 5
ka¥dé &tyf body byly incidentni s rovinou, coz by bylo ve sporu
85, 9.

VEtaA 10,5, Je-li dina pfimka, pak existuje vidy bod, jenZ s ni neni
tncidentnd.

Dtoraz. Podle §, 7 existuji alespofi dva body 4, B incidentn{ s da-
nou piimkou. Kdyby pro kazdy bod C byly body 4, B, C kolinedrni,
bylo by to ve sporu s VEToU 10,4.

VETA 10,6. Je-li A, B Y «, pak pro kaZdyj bod C V AB plati C Y .

Dvkaz plyne bezprostiedné z axiomu J, 2 —3.

ViEra 10,7. Jsou-li A, B dva rizné body a o, f dvé rdzné roviny, pfi
éemf A,BV «,8, pak C ¥V AB nastivd tehdy a jen tehdy, kdys
CV B

Doxaz. Budiz 4, B,C V «, 8. Kdyby nebylo C V 4B, pak by
podle VETY 10,1 body A4, B, C byly nekolinearni a tedy podle &, 5 by
existovala pravé jedna rovina y V A, B, C. Protoze «, VA, B,C,
znamenalo by to, Ze plati « = y a § = y,tedy také « = g, coz by byl
spor. Obracens implikace je dtsledkem VETY 10,6.

VETA 10,8. Dvé riizné roviny bud mejsou incidentni s Zddnym spo-
leénym bodem nebo jsou incidentni se véemi body néjaké pFimky.

Dokaz plyne z VETY 10,7.
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ViETa 10,9. JestliZe rovina a pfimka nejsou incidentni, pak jsou inci-
dentni nejvyde s jednim spoleénym bodem.

Dtxaz. Kdyby byly incidentni se dvéma riznymi spoleénymi body,
byly by podle J, 3 incidentni.

ViTa 10,10, Jestlite dvé rizné pFimky jsou incidentni s tymZ spoleé-
nym bodem, pak existuje prdvé jedna rovina incidentni s obéma pfim-
kamsi.

Dioxraz. Alespori jedna: Necht @ + b; a, b V M. Podle §, 7 existuji
body A + M B, AV a, BYVb Podle VEry 10,2 je 4 + B a
A, B, M jsou nekolinearni. Podle §, 5 existuje rovina ABM, pfi demz
a, bV ABM. Nejvyde jedna: Kdyby pro roviny « + f platilo «, 8 a,b,
pak by body A4, B, M byly incidentn{ se dvéma riznymi rovinami, coz
by vzhledem k J, 5 byl spor.

Oznaceni. Podle VETY 10,3 resp. 10,10 rovina incidentnf spf‘irnkou
a a bodem 4 mimo ni resp. s dvéma pf¥imkami a, b, které maji spolecny
bod, je jedind, a proto budeme Fikat, Ze je piisludnymi prvky jedno-
znaéné uréena nebo prosté uréena. Je-li to rovina «, budeme psit sym-
bolicky « = aA = Aa resp. x = ab.13)

VETa 10,11, Ze &tyF nekomplandrnich bodd jsou kaZdé tFi nekolinedrnd.

Dtkaz. Kdyby mezi nimi byly nékteré tfi body kolinearni, pak
by existovala rovina incidentni s jejich pfimkou a zbyvajicim étvrtym
bodem, takze by viechny &tyfi body byly komplanarni.

V tomto paragrafu jsme se pfi vyjadiovéni disledn& drZeli pojmu incidence,
aby vynikla jeho role jakoZto pojmu primitivniho v rasi axiomatice. V dal8im
se viak takovéto formulace nebudeme pfisng drZet, protoZe by to vedlo leckdy
k tézkopadnostern, a budeme uZivat také takovych réeni, jako bod leZi na primce,
ptimka prochazi bodem, piimka leZi v roving, pfimka protinéd pfimku, prisecik
dvou pfimek atd.

13) V nasi kni’ce bude pruh v symbolech mit zpravidla vyznam t. zv. linedr-
niho obalu: je-li M mnoZina n&jakych elementd, t. j. bodd, piimek a rovin, pak
linedrn{ obal mnoZiny M, symbolicky M, bude linedrni prostor nejmenst dimense,
ktery je incidentni se véemi elementy z M. PFi tom linedrnim prostorem dimense 0,
resp. 1, resp. 2, resp. 3 budeme rozumsét bod resp. pfimku, resp. rovinu, resp. oby-
¢ejny prostor. Je-li tedy na pf. a V A4, pak @4 = a. Jsou-li A,B,C, D Etyti
razné body, pak A BCD je bud piimka, rovina nebo oby&ejny prostor, podle toho,
lezi-li tyto body v pifmce nebo v roving (a pfi tom ne v Jedné pfimce) nebo v pro-
storu (a pfi tom ne v jedné roving&).
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11. Axiomy rozmisténi a jejich dasledky. Vztah ,bod B lefi mezi
body A a C“ budeme symbolicky psit u(4BC).!*) Misto ,,non
#(ABC)* budeme psit ,,u(4BC)“.

AxiomMY RozmisTENI, R.

R, 1. Jsou-li A, B, C tFi rizné kolinedrni body, pro které je u(4 BC),
pak je také u(CBA).

R, 2. Jsou-li A, B dva rizné body, pak existuje alespori jeden bod C
tak, ¢ C V AB a u(ABQC).

R, 3. Ze ti kolinedrnich boda nejvyse jeden les{ mezi ostatnimi dvéma.

c
A 8

A /a 8

Obr. 3. Obr. 4.

DEerINICE. Skupina dvou riznych bodi 4, B se nazyva #dsetka; sym-
bolicky ji budeme znadit AB. Body M, pro néz je u(AMB) se nazyvaji
vnitfni body iseéky nebo prosté body usecky, body A, B jsou koncové
body tselky. Ostatni body p¥mky 4B jsou vnéj¥ body vzhledem
k tGseéce AB. '

DerinicE. Skupina ti{ nekolinearnich bodu A4, B, C se nazyva
trojithelnik, symbolicky A ABC. Usetky AB, BC, AC jsou jeho
strany a body A, B, C jeho vrcholy.

R, 4. Budif ddn trojithelnik N ABC a necht pfimka a je incidentni
8 rovinou ABC, pfi éemZ a nent incidentni s Zddnyjm z vrcholi trojihel-

nika A ABC (viz obr. 3). Je-li a incidentni 8 bodem useCky AB, pak je
incidentni jesté bud s bodem iselky BC nebo AC.

Pojem ,,mezi'‘ 8 vlastnostmi uvedenymi v axiomech R lze zavést na ndkterych
modelech minulého paragrafu. Na MopeErLu 1 mé obvykly nézorny vyznam.

%) Symbol u{ABC) jsem pievzal z rukopisu prace E. Cecha Zdklady geo-
metrie.
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UMoDELU 2 lze pojem ,,mezi‘‘ zavést takto: bod (b,, b,, by) je mezi body (a,, ay, ay)
a (¢, €y C3), jestliZe vechny tfi body leZi na pfimce a jestliZe plati a; < b; < ¢;
resp.a; = b; = ¢; (1 = 1, 2, 3), pti demZ alesponi pro jedno ¢ plat{ ostré nerovnost.
U MopEeLU 3 nelze pojem ,,mezi‘‘ zavést tak, aby byly spln&ny axiomy R, nebot
piHimky tohoto modelu se chovaji jako uzaviené éary (protoZe zde kaZdé dvé
piimky v roving maji spoleény bod, takZe lze kaZdému bodu piimky ptitadit

3

Obr. 5. Obr. 6.

jednojednoznaéng pfimku svazku, jehoZ stfed leZi mimo uvaZovanou piimku;
pohybu bodu po pfimece v jednom z obou smysli odpovidé otdéeni piimky ve
svazku) a na uzaviené éafe neplati VEra 11,2, nebot kterykoli bod miZeme po-
vaZovat za leZici mezi ostatnimi dvdma (viz obr. 4). Diasledkem axiomua 5§ a R
je m. j. v&ta, podle které ptimka obsahuje nekone&nd mnoho bodt (viz Vira
11,7), takZe ani na MODELU 4 nelze zavést pojem ,,mezi‘‘ tak, aby byly splnény
axiomy .

Postup pfi odvozovéni vét v tomto paragrafu je nasledujici: nejdfive jsou
odvozeny zékladnf vlastnosti vztahu ,,mezi‘“. Prvni dualeZity vysledek je véta
(11,8), podle které kazdy bod rozdé&luje pifrnku na dvé razné &asti, které pak
definujeme jako polopfimky. Pomoci vlastnosti polopfimek (véty 11,9 a% 11,14)
zavadime potom uspofdddni (ve smyslu odstavce 6) boda na pfimce a pojem
orientace pitimky. Nato obracime svoji pozornost na rozmisténi boda v roving
a dokazujeme vé&tu (11,18), podle které kaZzda piimka roviny rozdéluje rovinu na
dvé razné &asti. Tato v&ta slouZi jako podklad k definici poloroviny. Zbytek
paragrafu je pak vénovén zavedeni pojmu @hlu.

DEerFINICE. Budeme Fkat, Ze pfimka protind isecku, jestlize pfimka
je incidentn{ s nékterym vnitinim bodem této useky.

VETA 11,1. Jsou-li A a C dva rdzné body, pak existuje vidy na piimce
AC bod B tak, Ze je u(ABC).
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Dogaz. Podle VETY 10,5 existuje bod D, ktery nelez{ na pifmce AC
(viz obr. 5), podle R, 2 existuje bod £ V 4D takovy, ze u(4DE), podle
VETry 10,6 je E V ACD, podle R, 2 existuje bod F V EC takovy, %e
u(ECF), a podle VEry 10,6 je F \V ACD. Body A, E, C jsou nekolinear-
ni a pfimka DF protina tiseSku A E, takze podle R, 4 protind DF bud

Bl ¢\ O A ] o D

Obr. 7. Obr. 8.

tiseéku AC nebo EC. Usetku EC viak protnout nemiiZe, protoze pak by
méla FD s EC dva prusetiky. Tedy DF protin tisetku AC, ¢imz je
dokazana existence bodu mezi 4 a C.

VETA 11,2. Ze tFi kolinedrnich bodi prdvé jeden je mezi ostatnimi
dvéma.

DUkaAz. ProtoZe podle R, 3 nejvyde jeden z kolinedrnich bodu 4, B, C
lezi mezi ostatnimi dvéma, zbyvéd dokazat, Ze alespofi jeden lezi mezi
ostatnimi dvéma. Pfedpokladejme, Ze ani 4 ani C neleZi mezi ostat-
nimi dvéma a zkoumejme, co potom plati o bodu B.

Zvolme bod D (viz obr. 6) tak, Zze D ¥/ AC (to lze podle VETY 10,4).
Podle R, 2 existuje bod @ tak, e G V BD, u(BDG). Body B, G, C jsou
nekolinedrni, podle R, 4 ptimka 4D protina tGseéku CG v prisetiku,
ktery oznaéme E, takie je u(CEG). Body B, 4, G jsou nekolineirni,
podle R, 4 ptimka CD protina tsetku 4G, prisedik oznaéme F, takze
je u(AF@). Body A, E, G jsou nekolinedrni, pfimka FC neprotina
ase¢ku GE, takz- podle R, 4 je u(ADE). Body A, C, E jsou nekolinear-
ni, podle R, 4 ptimka DG protina tsetku AC. Prusedikem je ale bod B,
takze je u(ABC).
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ViETa 11,3. Je-li u(ABC) a u(BCD), pak je také u(ACD) a u(ABD).

Dokaz. Zvolme E (viz obr. 7) tak, ze E V AB (to lze podle VEry
10,4), a zvolme F V EC tak, Ze u(CEF) (to lze podle R, 2). Podle
R, 3 a R, 4 existuje bod G tak, ze GV AE, BF, u(AGE), u(BGF),
a existuje bod H tak, 2e H V CE, GD, u(GHD). Podle axiomu R, 4
aplikovaného na trojuhelnik A ADG a piimku EH plati pro bod C
vztah u(ACD), coz jsme méli dokizat.

Nyni mizeme pfedpoklad psat u(DCB) a u(CBA) a podle pravé
dokazaného je u(DBA) ¢ili u(DBA).
~ VEta 11,4. Je-li u(ABC) a u(ACD), pak je také u(BCD) a u(ABD).

DUKAz. Zvolme bed G tak, ze G V AB (viz obr.8), a bod F tak, Ze
F ¥ BG, u(BGF). Ptimka CF neprotina ani tsetku AB, ani tGse¢ku
GB (podle %, 3 a J, 4), tedy podle R, 4 neprotind ani Gsetku GA.
Podle axiomu R, 4 aplikovaného na trojiahelnik A AGD protind pfimka
CF tsetku GD v prisediku, ktery oznaéme H.Je tedy H V GD,C¥
a u(GHD). Vzhledem k trojuhelnfku A BDG a piimce FH plati podle
R, 4 u(BCD). Protoze je u(ABC), u(BCD), pak podle VEry 11,2 je
w(ABD).

VEra 11,5. Je-li u(ABC) a uy(ABD) a C £ D, pak plati pravé jedna
z moZnosti u(BCD), u(BDC) &li plati u(CBD).

Dvkaz. Body B, D, C mohou splitovat pouze jeden ze tif vztahi:
u(BDC), u(BCD), u(CBD). Treti viak splilovat nemohou, nebot tvrzenf,
Ze by mohlo byt soudasné u(ABC), u(ABD), u(CBD), vede ke sporu.
Podle VEry 11,4 plati totiz soucasné u(ABC), u(ACD), u(BCD),
u(ABD), takie podle VETY 11,2 nemiZe uz byt u(CBD), vedle u(BCD).

Snadno lze nyn{ verifikovat, Ze prvni dvé moZnosti ke sporu neve-
dou, nebot plati:

u(ABC), W(BDC) = u(DBA), u(CDA) (podle VETY 11,4),
u(4BC), u(DCB) = u(ACD), u(ABD) (podle VETy 11,3),
u(ABD), u(BDC) = u(ADC), u(ABC) (podle VEry 11,3),
u(ABD), u(DCB) = u(CBA), y(DCA) (podle VETY 11,4),
PIi cemZ zddna z téchto ¢tyT eventualit nevede ke sporu.
VEra 11,6, Je-li u(ABD), u(ACD) a B + C, pak plati prdvé jedna
z obou moZnosti: u(ABC), u(CBD).
Dtokaz. Pro -body 4, B, C muZe a priori nastat jedna ze t¥{ moz-
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nosti: u(ABC), u(BAC), u(ACB). MoZnost u(BAC) neni viak podle
VEry 11,3 sluditelnd s predpoklady u(ABD), u(BAC) = u(DAC).
Proto plati pravé jeden z obou vztaht u(4BC), u{ACB). Je-li u(ACB),
pak podle VETY 11,4 vzhledem k u(ABD) je u(CBD).

VEra 11,7. Jsou-li A, B dva razné body, pak mno¥ina viech bodi mezi
A a B md nekoneéné mnoho proki.

Dokaz. Podle VETY 11,1 existuje bod C, tak, ze C, V AB, u(AC,B),
a podle téZe véty existuje bod C, V AB tak, ze u(AC,C,). Podle
VETY 11,4 je také u(AC,B). Body A4, C,, C,, B jsou ruzné. Nyni po-
dobné existuje bod C; V AB, pro ktery je u(4AC,C,), a tedy také
#(ACyB) a tak miZeme stile pokradovat.

DEerFiNicE. Body A, O, B budtez kolinearni. Jsou-li body A4, O, B
v takovém vztahu, Ze neni u(4A0B), pak ifkdme, Zze body A a B leZi po
téZe strané bodu O. Je-li u(AOB), pak f{kame, Ze body A4 a B lezi na riz-
nych strandch od bodu O.

VEta 11,8. KaZdy bod O pFimky rozdéluje body této primky, které jsou
rizné od O, na dvé disjunkint tFidy tak, Ze do tése tFidy patfi body leict po
téZe strané od bodu O, do riznych tFid patii body, lefici na raznyjch stra-
ndch od bodu O.

Doraz. BudiZ na pifimce didn bod O. Vezméme na piimece bod
A # O a utvofme dvé tiidy, které oznaéime S, a §,, takto: do t¥idy
S, dime bod A4 a kazdy bod X, ktery lezi od O na téZe strané jako 4,
do t¥idy S, dime bod Y, jestlize body Y a A leZi na riznych stranach od
bodu O. Nyni musime dokazat:

1. KaZdy bod pfimky mimo bod O pat#i prdvé do jedné z obou tFid. To
je ale zfejmé. Je-li totiz X jakykoli bod O + X + A, pak ze tfi bodd
0, A, X leii pravé jeden mezi ostatnimi dvéma.

2. KaZdé dva body téie tFidy lezi na téfe strané od bodu O. Vezméme
dva body X a Y ze t¥idy §,. MuZeme vzit hned X #+ A4 3 Y. Podle
konstrukee tiid §,, §, plati pro bod X bud u(0AX), bud u(0XA4) a pro
bod Y bud u(0OAY), bud u(0Y A). Potom nemuze platit u(XOY), pro-
toze jinak by platilo u(X0Y), u(0AY) = u(AOX) (podle VETY 11,4),
coZ je spor, nebo u(XO0Y), u(OYA) = u(X0OA), coz je také spor.
Jsou-li X a Y body tfidy S,, pak podle konstrukce t¥d je u(XOA) a
#(YOA) a podle VETY 11,5 nenf u(X0Y).
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3. Body raznijch tFid lei na riaznygch strandch od bodu O. BudiZ bod X
z t¥idy §,, t. j. u(OAX) nebo u(OXA) a bod Y z t¥dy S,, t. j. u(YOA).
Potom je podle VETY 11,3 u(0OAX), p(YOA) = u(YOX) a podle VETY
11,4 u(OXA), u(YOA) = u(XO0Y).

DEeFiNicE. Polopfimka, uréend body O a A, symbolicky (0A4), je
mno#ina bodd, do ni% patfi bod O, bod 4 a viechny body pfimky 04,
které leii po téZe strané bodu O jako bod A. Bod O se nazyva pocdtkem
polopiimky (OA4). Kazdy bod polopiimky rizny od jejiho poéatku se
nazyva vnitfni bod polopfimky. Polopiimky znaéime také malymi
latinskymi pismeny.

Kazdy bod O pfimky uréuje podle VETY 11,8 na ni pravé dvé polo-
piimky, jeZ maji tyZz poditek a nemaji mimo bod O spoleény bod.
Tyto polopfimky se nazyvaji opaéné. Opadné polopfimka k (04) resp. &
se znadi (04)* resp. h*. Je-li % polopfimka, pak pfimku, jiZ je A ¢astf,
znadime /.14)

VEra 11,9. Je-li B bod polopfimky (OA), pak je (OA) = (OB).

DUKaz. Zvolme M tak, 7e je M V OA a u(MOA). ProtoZe B je na
(OA), lezi B na opaéné strané od O nez M. Je viak (OB) = (OM)*
a také (0OA) = (OM)*, takie (OB) = (0OA).

Nasim nejbliZzSim ukolem bude definovat uspofddani mnoZiny vS8ech boda
na pfimce a to tak, aby mezi bindrnf relaci tohoto uspofédéni, kterou budemse
znadit -3, a ternarni relaci z byl tento vztah: je-li u(4BC), pak jebudd4d 4B < C
nebo ¢ <3 B -3 A a obrécens.

DEriNicE. Uspofadani bodd pifmky pomoci binarni relace -3, pro
které plati ekvivalence

wWABCYy<=>A 3 B3C nebo C 3B 3 4

budeme nazyvat pfirozenym uspordddnim.

V dalgim nam pujde nejdiive o dukaz existence pFirozeného uspofddéni. Za
tim uBelem ukéZeme, Ze kaZdému bodu X piimky lze pfifadit polopfimku, kterou
oznaéime p(X), tak, %e pro kazdé dva body X a Y na pfimce je jedna z obou polo-
primek p(X) a p(Y) 8asti druhé, &ili Ze jsou ve vztahu inkluse. Nejdfive viak
nékolik pomocnych vét.

VETaA 11,10. JestliZe je na primce ddna polopfimka (OA) a bod X, pak
z obou polopiimek na AO, jez maji poldtek v bodé X, prdvé jedna je
8 polopFimkou (OA) ve vztahu inkluse.

14) Viz poznéamku !3) na str. 47.
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" DURAz. Je-li X = 0, je véc zfejmi. Necht X je na polopiimee
(OA). Podle R, 2 existuje bod M V OX tak, ze u(OXM). Potom podle
VETY 11,9 je (0A) = (0X) = (OM) a polopiimka (X M) je &asti polo-
pifmky (OA) = (OM), nebot pro kazdy bod ¥ V XM, pro ktery je
wW(XY M) resp. u(XMY), plati u(OXM), w(XYM) = u(OYM) (podle
VETY 11,4) resp. u(OXM), wW(XMY) = u(OMY) (podle VETY 11,3).
Naproti tomu polopfimky (XM)* a (0O4) = (OX) nejsou ve vztahu
inkluse; zvolime-li totiz Z V OA4 tak, 7e u(ZOX) (podle R, 2 to lze),
pak Z nenfina (0X), je viak na (X0) = (X M)*. Vedle toho bod M je na
(OX), neni viak na (X M)*,

Neni-li X na polopfimce (0O4), je polopfimka (OA) éasti polopfimky
(X A), nebot je-li u(OY 4) resp. u(0OAY), je u(X0A), u(OY A) = u(XY A4)
resp. u(X0A), p(OAX) = u(XAY) (podle VETY 11,4 a VETY 11,3).
Naproti tomu polopfimky (04) a (XA4)* nejsou ve vztahu inkluse,
nybrz jsou dokonce disjunktni, nebot pro kazdé Y, pro néz je u(Y XA4),
plati u(XO0A), p(YXA) = u(Y0A) (podle VETY 11,4), takZe neni Y
na (OA). .

Sledujeme-li vztahy mezi pary polopfimek téZe pfimky podle jejich pruniku,
vidime, Ze nastavaji pouze tyto moZnosti:

1. dvs polopiimky nemaji spoleény bod,

2. dvé polopiimky maji spoleény pravé jeden bod — poéatek obou polo-
primek,

3. dv& polopiimky majf spoleéné viechny body né&jaké usetky — podatedni
body obou polopfimek jsou pak koncovymi body této usecky,

4. dvé& polopiimky maji spoleéné viechny body néjaké poloptimky, t. j. bud
obé& polopiimky splyvaji nebo jedna obsahuje druhou.

V piipadech 1, 2, 3 nejsou ob& poloptimky ve vztahu ihkluse, v ptipads 4
pak ano. )

VETA 11,11. Je-li polopfimka h obsaZena v polopiimce k, pak je k*
obsaZena v h*.

Dioraz. Budiz u(0,0,4) a mecht k= (0,4), k= (0,4). Je-li
u(Y0,4), pak je u(YO,A4) podle VETY 114, takZe (0,4)* je &asti
(0,4)*,

VETA 11,12, Jestlife dvé polopFimky obsahuji soudasné polopfimku
tieti, pak jsou ve vztahu inkluse.

Dikaz. Necht polopiimky 4, k, (OA) jsou rtzné a na téZe primce
a nechf i.k obsahuji polopifimku (0A). Oznaéme poééitedni bod polo-
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piimky A pismenem O, a pocéatedéni bod polopfimky % pismenem O,.
Podle VETY 11,9 lze psat b = (0,4), k = (0,4). Bod O, nemuze patftit
do (0OA), protoie pak by (0,4) = h neobsahovala bod O. Podobné
nemize patfit do (0O4) bod O,. Je tedy soucasné u(0,04) a u(0,04).
Podle VETY 11,5 je tedy bud ux(0,0,0) nebo u(0,0,0). Je-li na pF.
#(0,0,0), pak je u(0,0,4) podle VETY 11,4 a pak (0,4) je &asti
{0,4),nebot je-li u(0,Y A)resp. u(0,4Y), pak je u(0,Y A) resp. u(0,AY).

JETA 11,13. JestliZe dvé polopfimky jsou soufasné obsaZeny v polo-
pFimce tfett, pak jsou ve vztahu inkluse..

DUKAzZ plyne bezprostiedns z VETY 11,10 a 11,9.

VETA 11,14. Viechny polopfimky dané pfimky lze rozdélit do prdvé
dvou disjunkinich t¥id tak, Ze v téfe t¥idé jsou katdé dvé polopFimky ve
vztahu inkluse, v riznych tfiddch jsou polopfimky, je ve vztahu inkluse
nejsou.

Dv9xaz. Na dané pifmce zvolme polopfimku g. Do tfidy §; dejme
viechny poloptimky, jez jsou s ¢ ve vitahu inkluse, do tfidy S, dejme
viechny ostatni. . )

1. Ve tFidé S, jsou kazdé dvé polopfimky ve vztahu inkluse. Méjme dvé
rizné polopfimky % a k ze t¥idy S,. JestliZe k obsahuje ¢ a ¢ obsahuje k&
nebo obracené, jestlize k obsahuje ¢ a ¢ obsahuje &, pak je véc ziejma.
Je-li & a k obsaZeno soucasné v ¢ nebo obsahuje-li 2 a k soucasné polo-
piimku ¢, pak je tvrzeni zfejmé podle VET 11,12 a 11,13.

2. Podle VETY 11,10 nemie tfida S, obsahovat s polopFimkou h také
polopFimku h*. T¥ida S, obsahuje tedy opaéné polopfimky k polopfim-
kam tiidy S, a podle VETY 11,11 t¥ida S, ma také tu vlastnost, Ze
kazdé dvé polopfimky v ni jsou ve vztahu inkluse.

VETA 11,15. Existuji prdvé dvé pfirozend uspordddni pfimky a ta jsou
navzdjem inversni.1%)

DUxkaz. Pro body na pfimce p zavedeme uspofadani takto: rozdélme
viechny polopiimky na p¥imce p na dvé t¥dy, jak o tom mluvi VETA
11,14, Kazdému bodu X piitadme ze tf¥idy §, tu polopfimku, kterd ma
v bodé X pocatek, a ozna¢me ji p(X). ProtoZe polopfimka mé privé
jeden pocitek, maji dva rizné body pfFifazeny ruzné poloptimky
a naopak. Jsou-li body X a Y rdzné, pak budeme fikat, Ze X je pied Y,

1) Definici inversniho uspofddéni viz odst. 6, str. 30.



symbolicky X 3 Y, jestliZe polopfimka p(X) je obsaZena v polo-
pfimee p(Y).

Je vidét, Ze takto definované uspofadani boda vyhovuje obéma
axiomim 1 a 2 pro uspofiddani z odstavee 6. Dokazme jesté, ze je-li
w(ABC) a A <3 B, pak je také B <X C. Aviak A ~3 B znameni, ze p(4)
je obsaZeno v p(B). Sestrojme polopfimku A tak, Ze do n{ dime vSechny
body p¥imky AB, které jsou od C po téZe strand jako bod B. Je tedy
h = (CB) a k obsahuje p(B). Aviak podle VETY 11,10 existuje k bodu C
pravé jedna polopfimka, jez je s p(B) ve vztahu inkluse, je tedy
(CB) = p(C) a p(B) je obsazeno v p(C).

Z definice pfirozeného uspofadin{ a z VETY 11,14 plyne, Ze existujf
dvé prirozend uspofadani bodid na pfimce. Druhé uspofadani bychom
dostali, kdybychom v definici vzali misto tfidy §, tfidu §,. Obé pfiro-
zena uspofadani jsou navzijem inversni.

DEFINICE. Zvolime-li urdité pfirozené uspoiddini bodi na p¥imce,
budeme fikat, Ze jsme piimku orientovali nebo Ze jsme na nf zvolili
uréitou orientaci. Orientace pifsluSejici obéma inversnim piirozenym
uspofaddnim bodu prinky budeme néz;’rvat opalnymi orientacems.
Pifmku p, na niz jsme zvolili uréitou orientaci, budeme nazyvat orien-
tovanou a budeme ji znadit P, v opaéné orientaci symbolem p*.

OzNACENE. PHmku AB, na ni%z jsme zvolili orientaci tak, Ze je
A4 = B, budeme znadit AB. Polopfimku na orientované primce p, jez
mé podatek A a pro jejiz body X plati A < X, znaéime (47p).

VETa 11,16, PFimka, kterd s body A, B, C leZ{ v téZe roviné a kterd pro-
tind jednu ze t# useCek AB, BC, AC, protind jesté alesport jednu z nich.

DtrAz. Jsou-li body 4, B, C nekolinearn{, iika véta totéz jako
axiom R, 4.

Budte? tedy body 4, B, C kolineirni. Piimka p + AB necht protina
useku A B, takZe (podle definice) je incidentni s vnitfnim bodem M
use¢ky AB, tedy u(AMB). Pro body 4, B, C plati pravé jedna z moz-
nosti: u(ABC), p(BCA), u(CAB). Odtud dostivame pro bod M
vztahy:

u(AMB), u(ABC) = u(AMC) (podle VETyY 11,4),
wWAMB), u(CAB) = u(BMC) (podle VETY 11,4),
W(AMB), u(BCA) = bud u(AMC), bud u(CMB) (podle VETY 11,6).
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ViETa 11,17. PFimka, kterd protind dvé ze tF{ raznych iseéek AB, BC,
CA neprotind tfeti. '

DorAz. 1. Pfedpoklidejme pfedné, Ze body A, B, C jsou kolinearni:
Necht pfimka @ protina tseéky AB a BC v bodé oznateném pismenem
M, takze plati y(AMB) a u(BMC). Pfi tom nemiZe byt u(4AMC),
nebot kdyby tomu tak bylo, pak by podle VETY 11,5 platilo u(4AMC),
u(AMB) = u(CMB), coz by bylo ve sporu se vztahem u(BMC).

2. Necht za druhé body A, B, C jsou nekolinedrni. Necht piimka a
protina Gseéku A B v bodé P, tiseéku BC v bodé . Pak a nemiiZe proti-
nat useéku AC. Pfedpoklidejme naopak, Ze protina také usetku AC,
a to v bodé R. Body P, @, R jsou kolinedrni, néktery z nich musi
byt podle VETY 11,2 mezi ostatnimi dvéma. Predpoklad, Ze je u(PQR),
vede ke sporu, nebot body P, R, A jsou nekolinearni, pfimka CB pro-
tind usecku RP a tedy podle axiomu R, 4 musi protnout bud AR,
bud AP, ale oboji je nemoiné podle R, 4. Pravé tak vede ke sporu
predpoklad, ze u(@RP) nebo u(RPQ). Znameni to tedy, Ze piimka a
nemuze protinat dsecku AC.

DEFINICE. Necht body 4, B a piimka p lezi v téZe roviné, pti éemz
A, B nelezi na p. Potom iikame, %e body 4 a B léii po téZe strané
piimky p, jestlize p neprotina tsecku AB. Protina-li pfimka p tsecku
AB, pak fikdame, Ze body 4, B leii na raznijch strandch pFimky p.

'ETA 11,18. KaZdd pfimka p roviny rozdéluje body této roviny, které
nele#{ na p, do dvou riznych disjunktnich trid tak, Ze do téZe tfidy pat¥i
body leZict po téZe strané pfimky p, do razngch tFid patFi body, jeZ leZi na
raznych strandch primky p.

Dtoxaz. Budiz v roviné dana piimka p. Vezméme v roviné bod P,
jenz neleZina p, a utvoime dvé tfidy, které oznacime S, a §,, takto: do
S, ddme bod P a bod X roviny pP dame do t¥idy S,, jestlize X a P lezi
na téze strané od p, bod ¥ dame do tfidy §,, jestlize body Y a P lezi na
riznych stranach od p.

Nyni musime dokazat: 1. Kasdy bod A roviny, ktery nelefi na p,
patfi pravé do jedné tiidy. To je ale zfejmé, nebof tsetka AP bud ma
8 p spoleény bod nebo nemai.

2. Kazdé dva body téZe tFidy lesi na téZe strané od primky p. Nechf
body X a Y patii do tiidy S,, X + P + Y. Pfimka p neprotini usecky
PX, PY, nemize tedy podle VETY 11,16 protinat ani XY . Necht body
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X-a Y patii do ti¥idy S,. PHimka p protind use¢ky PX, PY, nemiZe
jiz tedy podle VETY 11,17 protinat tsec¢ku XY

3. Kaidé dva body riznych tFid lefi na ruznijch strandch primky p.
Necht X je z tfidy §,, Y z t¥idy S,. Pfimka p protind tedy usecku PY,
ale neprotina usecku PX. Podle VETY 11,16 protina tedy p tseéku XY.

DEFINICE. Polorovina, uréend pfimkou p a bodem P — symbolicky ji
budeme znacit (p, P) — je mnozina bodu, do niz patii body piimky p,
bod P a viechny body roviny pP, jez lei od p po téZe strané jako bod
P. Piimka p se nazyva hranici poloroviny (p, P). Poloroviny zna¢ime
nékdy také malymi feckymi pismeny. )

Podle VETY 11,18 rozdéluje kazdd pfimka rovinu, ve které leii, na
dvé poloroviny. Obéma polorovinam fikdme, Ze jsou opacné. Opaénou
polorovinu k (p, P) znadime (p, P)*. A

Vira 11,19. Necht body A, B, C jsou nekolinedrni. Pfimka AB nemd
s polorovinou (AC, B) jingjch spoleényjch bodi kromé téch, které leZi na
polopfimce (AB).

Doxkaz. Je-li D bod ptHimky AB, ktery nelezi na polopfimce (4B),
pak plati u(DAB) a podle definice poloroviny nemtze bod D lezet
v poloroviné (AC, B). )

DEeFINICE. Rikdme, Ze bod le# uvnité poloroviny, jestliZe lezi v polo-
roviné, ne v8ak na jeji hranici. Podobné fikdme, ze polopfimka lezi
uvnitf poloroviny, jestlize kazdy vnitini bod polopiimky lezi uvnitf
poloroviny.

DeriNicE. Necht p, ¢, r jsou tii polopiimky v téZe roviné a s tymiz
podatkem, p¥i éemz necht p a r nelezf na jedné pfimce. Rikédme, Ze polo-
piimka g lezi mezi polopfimkami p a r, symbolicky u(pgr), jestlize polo-
pfimka g protina tse¢ku spojujici libovolné dva body, lezici na polo-
piimkéach p, r. (Podle R, 4 nezalezi na volbé obou téchto bodi.)

DErFiNICE. Budtez dany dvé polopiimky p, g se spoleénym poc¢atkem
S, které nelezi na téze piimece. Uhlem < pg rozumime mnoZinu polo-
piimek, do niZ vedle poloptimek p a g pati{ kazd4 polopfimka r roviny
pq s podatkem 8, pro kterou plati u(prq). Polopiimky p, q se nazyvajf
ramena Uhlu < pq, o viech ostatnich polopfimkach Ghlu < pg Hkame,
ze leZi uvnit¥ ného. Bod S se nazyva vrcholem whlu.

M4-li Ghel vrchol B a ramena (BA) a (BC), pak ho znadime také
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X ABC. Rikame, zé bod X lezi uvnit¥ dhlu < ABC, jestlize uvnit# to-
hoto tihlu lezi polopfimka (BX).

Nékdy znadime tihel s rameny (PM) a (Pp) také kratce <t MPp.

ViTa 11,20. Méjme thel <t ABC. Bod M resp. polopfimka (BM)
les{ mezi (BA) a (BC) tehdy a jen tehdy, kdyZ M resp. (BM) leZi soutasné
uwnitF obou polorovin (BC, A) a (B4, 0).

Dvoraz. 1. Lezi-li M mezi rame-
ny (BC) a (BA) (viz obr. 9), pak A
(BM) protina tasetku AC, pri- M
setik oznaéme D. Vnitini body
tsecky AC a tedy i priseéik D
lezi uvnit¥ polorovin (BC, A),

(BA, C), takie poloptimka (BM) D
lezi souasné uvnitf obou poloro-
vin a tedy i bod M.

2. Necht M leii soucasné uvnitf £ 8 ¢

obou polorovin (BC, 4), (B4, C) Obr. 9.

a budiz E = B bod polopfimky

(BC)*. Uvaiujme trojihelnik A ACE. Piimka BM protini stranu
CE, tedy podle R, 4 musi jeité protinat bud £4 nebo AC. Podle
VETY 11,19 v8ak stranu EA4 protnout nemuze, nebot body tsecky EA
a bod M leii po riaznych stranach ptimky AB.

VETA 11,21. Méjme dhel < pq. Polopfimka r + q, kterd md poldtek
ve vrcholu 1thlu <X pq a le£t uvnitf poloroviny (D, q), je bud mezi paq nebo
mezi p* a q. '

- DURAZ. Necht M je bod na polopiimee r riazny od jejfho poéatku.
Bod M lezi uvnit¥ poloroviny (p, q), nelezi viak na ¢, nebot r + ¢. Bod
M apodle toho tedy i poloptimka r je bud uvnit¥ poloroviny (g, p) nebo
(4, p)* = (¢, p*). Je-li uvnit¥ poloroviny (g, p), je podle VETY 11,20
mezi p a g, je-li uvnit¥ poloroviny (g, p*), je mezi p* a q.

VETA 11,22. Jestlize tFi polopFimky maji spoleény poldtek a leZi v téZe
roviné, pak nejvyde jedna lesi mezi ostatnimi dvéma.

Dtoraz. Necht polopfimky p, g, 7 spliiuji podminky nasi véty a
necht na p¥. q lezi mezi p a r. Je-li tedy A resp. B bod na p resp. na r,
pak polopfimka ¢ protina Gsetku 4 B. Prisecik oznaéme C, takze je tedy
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#(ACB). Kdyby nyni polopfimka p leZela mezi polopfimkami ¢ a 7,
museélo by byt u(BAC), coz je nemozné vzhledem k VETE 11,2.

Vztah g pro polopfimky nemé vSechny vlastnosti jai{o vztah g pro body ne
ptimce. Neplatf toti% véta obdobné VT 11,2, Ze by ze ti{ polopfimek se spole-
nym poéitkem a leZicich v téZe roving prdvé jedna leZela mezi ostatnimi dvéma.

O torn se muZeme pfesv&déit na pi-

P kladé& polopfimek p, g, r, jestliZe na pf.

poloptimka r leZi sou¢asnd uvniti po-

lorovin (p, g)* a (g, p)*. Potom #idné

z polopfimek p, ¢, r nelezi mezi ostat-
nimi dv&ma. (Viz obr. 10.)

Podobns jako jsme definovali pojem
polopfimky & poloroviny, zavadi se
pojem poloprostoru: je to mnoZina, do
9 nf% patii body n&jaké roviny a viechny

body prostoru, leZici po téZe jeji stra-

né, pii éemZ opst definujeme, Ze body

A, B leii po téZe strané roviny « tehdy

a jen tehdy, jestlie uselka AB nema

8 rovinou « spoleénych bodt. Nebude-

me zde vSak vlastnosti poloprostora

bliZe rozvadét.

12. Axiomy shodnosti a jejich disledky. Vztah ,,ise¢ka A B je shodnd
s usefkou CD*‘ budeme symbolicky psit ,,AB = CD* a vztah ,ihel
<X pq je shodny s dhlem < r3‘‘ budeme psit ,,<x pg = <X rs*.

Obr. 10.

Axiomy sHODNOSTI, &:

&, 1. Shodnost uselek je vztah reflexivni a transitivni.

S, 2. Je-li u(4,B,C)), p(4,B,C,), A,B, = A,B,, B,C, = B,C,, pak
je také A,C, = A,C,.

&, 3. Budtes ddny body A, + B, a nech? p je polopFimka s poédtkem A,.
Potom na polopFimee p existuje vidy alespori jeden bod B, + A, tak, e je
A,B, = A,B,.

&, 4. Jsou-li p, q polopFimky s tymZ poldtkem a p + q, pak je vidy
X pg = < gp.

&, 5. Je-li ddn thel <X p,q,, polopFimka p, s poédtkem S a polorovina w
s hranict p,, pak v w existuje prdvé jedna polopfimka g, 8 poédtkem S
a takovd, Ze < p1gy = <X Pofs-

S, 6. BudteZ diny dva trojihelniky N A,B,C, a A A,B,C,. Jeli
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A,B, = A,B,, A,C,=A,C, a < B,A,C,= < B,A,C,, pak je také
< 4,B,C, = < A,B,C,.

Pojem shodnosti mé v MopELU 1 obvykly vyznam: dvé&iseéky resp. dva thly
jsou shodné, jestliZe je 1ze pfemistit tak, Ze splynou. V MobeLU 2 Ize pojem shod-
nosti zavést tak, %e vsedky AB a CD (kde A = (a,, @y, a;), B = (b, by, by),
C = (¢, €y, €), D = (d,, d,y, dy)) jsou shodné, jestliZe je :

@y — b1 + (@83 —by)® + (a3 — b)* = (6, — d))* + (63— d;)* + (cg — ).
Shodnost dhlt miiZeme zavést pomoci shodnosti vise¢ek na piiklad takto: dhly
< ABC a < DEF budoushodné, jestlizebude AB = DE, BE = EF,AC = DF.
Pak MopEL 2 bude spliiovat axiomy &.

V dal3fm odvodime nejduleZit&jsf disledky axiomu shodnosti. Po vétach
o shodnosti trojuhelnika (12,4; 12,5; 12,8) zavedeme n&které nové pojmy: tvhly
vedlej$t a vrcholové, Ghel pravy (existuje alespoti jeden \ihel pravy — VitTa 12,14;
vSechny pravé tthly jsou shodné — Vira 12,15), déle pojem stFedu tiselky a osy
use&ky i hlu. Na zdklad® primitivnich pojmu ,,mezi* a ,,shodnosti‘‘ je zaveden
vztah ,,men#l — vét¥l‘ pro viseCky a vihly. Nasleduje v&ta pro dalsi vyklad funda-
mentélni daleZitosti, totiZ véta o vnéjsim dhlu trojdhelnika (VETA 12,23).

Pomocf primitivnich pojmu ,,mezi‘‘ a ,,shodnosti' lze také zavést séitdni
vuselek a uhly. Pritom je vSak nutno rozéifit ndmi zavedeny pojem uhlu (ktery
odpovidé dosud jen t. zv. dhlim dutym), aby zahrnoval také thel pfimy a vy-
pukly. Déle je zaveden pojem vzddlenosti dvou bodi A, B jakoZto tiidy vsech
useéek shodnych s tsekou AB a podobnd i pojem veltkosti whlu <X pq jakoZto
tfidy vSech dhli shodnych s ihlem < pg. Nezaviddime tedy vzdalenost a veli-
kost dhlu jakoZto éisla, protoZe v naSem dalsim vykladu se bez toho miiZeme
obejft. V&ta o délce lomené Sary spojujici dva body (VEra 12,32), jeZ je zobec-
nénim duleZité trojuhelnikové nerovnosti (Vira 12,26), uzavird probirané vlast-
nosti vztahu shodnosti v roviné.

Zbyvajici 8ast tohoto paragrafu je vénovéna wdtvardm prostorovym. Jde ze-
jména o zavedeni st&nového ihlu a o pojem kolmosti piimek a rovin. Zavére&né
véty (12,45 a 12,48) se zabyvaji v podstatd tvrzenimi o vztazich mezi thlem
a jeho kolmym primstem.

Vira 12,1, JestliZe pro tFi kolinedrnt body A, B, C plati u(ABC), pak
nemase byt AB = AC.

Dtokaz. Necht je u(4BC) a necht naopak plati 4B = AC. Mimo
pHmku AB zvolme bod D (viz obr. 11). Protoze AB = AC, AD = AD,
X BAD = 4 CAD je podle &,6 <X ADB= < ADC. Proto’e je
#(4BC), body B a C jsou v téze poloroviné (4D, C). Podle &, 5 je
poloptimka DB totozné s poloptimkou DC, coZ je spor, nebof D nelezi
na BC.

61



VETA 12,2, BudteZ diny body A, + B, a necht p je polopfimka s po-
édtkem A,. Potom na polopfimce p existuje vidy prdvé jeden bod B, tak, Ze
plati A\B, = A,B,.

Dokaz. Kdyby byly takové body dva, B, a B,, pak by bylo 4,B,=
= A,B, a soudasné by platilo bud u(4,B,B,) nebo u(A,B,B;). Podle
VETY 12,1 jsou viak ob& moZnosti ve sporu se vztahem A4,B, = A4,B,.

D,

|
)
[}
]
i
!
!
I
]
|
i
1
)
]
5 A B C
Qbr. 12.

8,

Obr. 11.

PozNAMEA. Shodnost viseCek je vztah symetricky a md tu vlastnost, Ze
vidycky plati AB = BA, jak se da z axiomi & snadno dokéazat. Plati-li
totiz AB = CD, pak podle &, 3 existuje na polopfimece (4.8) bod B’,
pro ktery plati CD = AB’, ¢&ili vzhledem k transitivnosti shodnosti
usebek také 4B = AB'. Podle VETY 12,2 je véak B = B’, nebot Ba B’
lez{ na téZe polopi¥imce (4B), takze plati také CD=AB. Ze vidycky
plati AB = BA, plyne z toho, Ze shodnost Gseéek je vztah reflexivni
a Zze symboly AB i BA oznaduji touz usedku.

Pozdéji dokdzeme, ze také shodnost uhlu je vztah reflexivni, sy-
metricky a transitivni.

VETa 12,3. Jestlife body A,, B,, C, jsou kolinedrni a body A,, B,, C,
jsou kolinedrni a jestlife plati u(A,B,C,) a u(A,B,C,) a jestlize ze vztahd
A,B, = A,B,; B,C,= B,C,; A,C, = 4,C, plati alespori dva, potom
plati také treti.

Dtoraz. Necht je u(4,B,C,) a u(d,B,C,). Jestlize je A,B, = A,B,
a B,C, = B,C,, potom je také A,C, = A,C, podle &, 2. Budiz tedy
AB, = A4,B,; 4,C, = A,C,. Kdyby neplatilo B,C, = B,(,, bylo by
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B,C, = B,C,. Podle &, 3 existuje viak na polopiimee (B,Cy) bod C,
tak, Ze B,C, = B,C,. Bylo by tedy C, # C,. ProtoZe je u(4,B,C,),
w(A,B,C,), A,B, = A,B,, B\C, —BCz,bylo by podle &,2 A,C, =
= A,C,, takie by platilo 4,C, = A,C,. To viak je ve sporu s VETOU
12,2, nebot C, a C, jsou na téze polopiimee (4,B,) a pritom C, * C,
Jestlize je B,C, = B,C,a A,C, = A,C,, potom diikaz probfha stejné.
Lisf se pouze zdménou pismen 4 a C.

DEFINICE. O dvou trojahelnicich A 4,B,C, a A A,B,C, ikime, Ze
jsou shodné, symbolicky A A,B,C, = A A,B,C,, jestliZe plat{ vztahy:
A,B, = A,B,; A,C,= A,C,; B,C, = B,C,,
XCi=<9Cy LB =L By g4 4,=<4,,
ve kterych piSeme < C, misto < 4,C,B; a pod. (tohoto oznadeni,

pokud nepovede k nedorozuméni, budeme pouzivat i nadaile).

Viita 12,4, JestliZe pro dva trojihelniky A A,B,C, a A A,B,C,
plati A,B, = A4,B,, 4,C,= A4,C,; X A, = X A,, pak jsou shodné.

Dékaz. Mame dokazat, ze plati B,C,= B,C,, < C,= < C,,
<& B, = < B,. Staéi viak dokizat pouze B,C, = B,C,, protoZe plat-
nost vztahu < B, = < B, potvrzuje axiom &, 6 primo a vztah
J C, =< C, plyne z &, 6,
kdyZ v ném zaménime pismena
BaC, coZ miZzeme uéinit vzhle-
dem k &, 4. Kdyby bylo B,C,=
= B,C,, pak by na polopfimce
(B,C,) existoval bod D (obr. 12)
tak, Zze B, + D % C,, B,C,=
= B,D (podle &, 3). Protoze A,
A,B,=A4,B,,byloby podle &, 6
< B,A,C, = <X B,4,D a body
C,a D by lezely v téze poloro-
viné (B,4,, C,). Podle &, 5 by Obr. 13.
tedy polopfimky (4,C,)a (4,D)
byly totoZné, co% je spor, nebot A, nelezi na DC, = C,B,.

Vira 12,5. Jestlife pro dva trojihelniky A A,B,C, a A A,B,C, plati
AB =A,B,, S A, =< A,, < B, _{B2,pak7.soushodné

Dtkaz. DokaZeme-li, Ze 4,C, = A,C,, jsme vzhledem k VETE 12,4
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hotovi. Kdyby bylo A4,C, == A4,C,, pak by na polopiimce (4,C,)
existoval bod D (viz obr. 13) tak, Ze 4, + D + C,, A,C, = A,D.
Podle &, 6 je za tohoto predpokladu < B, = < A,B,D. Protoze je
také < B = < A4,B,C, a protoze body C, a D jsou v téZe poloroviné
(4,B,, C,), jsou podle &, 5 také poloptimky (B,C,) a (B,D) totoiné,
coZ je spor nebot B, nelezi na C,D = 4,C,.

VETA 12,6. Necht kaZdd trojice polopfimek py, q,, 71 @ Dy, ¢, 7o md tYE
pocdtek, leZi v téfe roviné a plati pro ni u(p,qiry), p(Pegar,)- Jestlize ze tri
vztaht L pigy = X Pofs, L P171 = <L Pafs, L Q171 = <L Qo7 plati ale-
sponi dva, je splnén 1 tfeli.

Dtraz. Spoleény poéitek trojice p,,q,,r, oznaéme O,, trojice
Ps, ¢a, s pismenem O,. Necht plati nejprve <X p,g, = <X p,g, a
X ¢,7y = <X qory, a piedpoklidejme, Ze jest <X p,r; == < pyr,. Pak
v poloroving (p,, r,) existuje polopfimka r’ s poditkem O, (viz obr. 14)
a takova, ze <L p,r; = < por’, pfi CemiZ jest ' F r,. Budiz A, resp.
A, bod na polopfimee p, resp. p, tak, ze 0,4, = 0,4, a bod B, resp.
B, na polopfimee 7, resp. 7’ tak, ze 0,B, = 0,B,. ProtoZe je u(p,q.r1),
protina ¢, GseCku A,B,;; pruseéik oznaéme C,. Na polopfimce (4,B,)
zvolme bod C; tak, ze A,C, = 4,C,. Protoze podle* VETY 124 je
A, B, = A,B,, je podle VEry 12,3 také OB, = C,B,. Ze vztahu
0,4, = 0,4,, 0,B, = 0,B,, < p,r, = < pr’ plyne podle VETY 12,4
X 0,4,C0,= X 0,4,C, a X O,B,C, = X 0,B,0,. Ze vztaht 0,4, =
= 0,4,, 4,C, = 4,C,, < 0,4,C, = < 0,4,C, plyne podle VETY 12,4
< A,0,0, = < A,0,0C,, takie podle- &, 5 lezi C, na q,. Protoze plati
B,C, = B,C,, 0,B,= 0,B,, < 0,B,C,= < 0,B,0,, dokdzeme po-
moci VETY 124, %2¢ <X C,0,B, = < C,0,B, ¢li < ¢,r;, = <X ¢,r'. Pro-
toZe je také <X q,r; = <L q,r, a pii tom je ry += 7" a r, a v’ lezi v téze
poloroviné, je zavér ve sporu s &, 5.

Analogicky probihd dikaz v obou ostatnich p¥padech.

VETA 12,7. JestliZe v trojihelniku A ABC je AC=CB, je ¢ A=
= <X B.

DUkAz je disledkem axiomu &, 4 a axiomu &, 6, pouZitého na
A CAB a A CBA. B

DeriNicE. Trojthelnik, ktery ma dvé shodné. strany, se nazyvi
rovnoramenny.
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Vira 12,8, Jestlife pro dva trojihelniky A\ A,B,C,a A A,B,C, plati
A,B, = A,B,, A,C,= A,C,, B,C, = B,C,, pak jsou shodné.

DORaz. Vzhledem k VETE 12,4 staéi dokazat, Ze <& 4, = < A,.
Kdyby naopak bylo <t 4, = < A,, existovala by podle &, 5 polopfim-
ka (4,D) v poloroviné (4,C,, B) (viz obr. 15) tak, ze <t 4, = < C,4,D,

C,

Obr. 14. ) Obr. 15.

pii ¢emZ by bylo (4,B,) + (4,D). Podle &, 3 lezi na (4,D) bod B, tak,
te A,B, = A,B,. Protoze plati 4,0, = 4,C,, A\B, = A,B,;, X 4, =
= X C,4,B,, je podle VETY 12,4 také A A,B,C, = A A,B,C,, spe-
cialné tedy B,C, = B,C,. ProtoZe shodnost tiseéek je vztah symetricky
a transitivni, trojahelniky A A4,B,C; a A A,B,C, majf shodné strany.
Podobné sestrojme trojuhelnik A A,B,C, s vrcholem B, na opaéné
strané od 4,0, nez je B,, pro ktery plati <t A4, = < C,4,B,a 4,B, =
= A,B; a tedy také A A4,B,C,= A A,B,C,. Uvaiujme trojahelniky
A A4;B,B; a A C,B,B;. Protoie je A,By=A,B; a C,B, = C,Bj, plat{
podle VETY 12,7 X A;B,B; = < 4,B;B, a < C;B,B; = < C,B;B,
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¢ili podle VETY 12,6 je. & 4,B;C, = <X A,B,C,. Odtud pomoei VETY
12,4 plyne, Ze A A,B;0, = A A,B,C,, speoidlné tedy < C,4,B; =
= < C,4,B,. Analogicky dokaZeme, Ze <X C,A,B;= < C,4,B;.
Protoze je (4,B,;) + (4,B3), mame vzhledem k &, 5 spor.

VETA 12,9. Je-li L p1gs = X Poga @ XL PoGe = X Pals, Pak je také
X D191 = <L Pafs.

Dokaz. Zvolme body O,, O,, O,, A,, 4,, A;, By, B,, B, tak, aby
platilo 0,4, = 0,4,, 0,4,= 0,4,, O,B,= 0,B,, 0,B,= 0,B,,
X 4,0,B,= <X P1dry L A,0,B; = < pgsy, X A30,B3 = X pyq,. Podle
VETY 12,4 je potom A,B,= A,B,, A,B,= A,B,. Protoze shod-
nost tsedek je vztah symetricky a transitivni, je 0,4, = 0,4,,
0,B,=0,B,, A,B, = A,B,, takie podle VETY 12,8 plati A 0,4,B,=
= A 0,4,B,, speciilné tedy < 4,0,B,= 4 A,0,B, ¢&ili 4 pyg, =
= < Pags-

PozxAmMErA. Shodnost 4hli je vztah reflexivni, symetricky a transitivni.
Podle &, 4 plati totiz < pg = <X ¢p a soudasné <X gp = <X pq, takie
vzhledem k transitivnosti, o které nas poucuje VEra 12,10, plati
<X pg = <X pg. Dokazme tedy jesté, ze shodnost uhli je také vztah
symetricky. Plati-li < p,q, = < ps¢,, pak podle &, 5 existuje v polo-
roviné (p,, ¢,) poloprimka q: (jeZz ma spoledny polatek s p,) tak, Ze je
X Pgs = <L Pigs- Vzhledem k transitivnosti tedy plati < p,q, =
= < P,q;, 8 protoze 9, i ¢, lezf v té%e poloroviné (py, ¢,), plati podle
&, 5 ¢, = qi, takie jest X pogs = X Piqy.

VETA 12,10. Necht body A, B, C a D, E, F jsou kolinedrni, pfi emé
necht je u(ABC) a E lezi na polopfimce (DF). Je-li AB= DE a AC =
= DF, pak je také u(DEF).

Duxaz. Predpoklidejme, Ze naopak plati u(DFE). Na polopfimee
(CB)* zvolme bod @ tak, aby bylo CG = FE. Protoie je u(ACG) a
w(DFE)a AC = DF,CG = FE, je podle &, 2také AG = DE. Protoze
je také AB = DE a piitom G + BaGa B jsou na téZe strané od A4,
je to vzhledem k VETE 12,2 spor.

VEra 12,11. Budtef ddny dva shodné whly < ab = <X pq. Jestlife ¢ je
polopfimka ihlu < ab, pak eristuje polopFimka r, jeZ je polopFimkou
dhlu <X pq a jeZ spliuje vztahy <X ac = <X pr, L cb= <X rq.

DUKAz. Zvolme body A4, B, C, P, Q, R tak, Ze uhel <t ABC je tyz
jako < aba < PQR tyz jako <¢ pq, pfi éemz vzhledem k &, 3 mizeme
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pfedpoklidat, Ze jest AB = PQ, BC = QR. Pak je také AC = PQ,
<X BAC = < QPR, & BCA = < QRP. Protoze c¢ lezi uvnitf uhlu
<X ab, protina ¢ usedku AC. Priseéik oznaéme D. Zvolme S na polo-
piimce (PR) tak, ze AD = PS8. Podle VET¥ 12,10 je u(PSR), takZe
podle VETY 12,3 je také CD=RS. Podle % -
axiomu &, 6 aplikovaného na trojahel- \ ,
niky A ABD a A PQS je <X ABD = \ m
= X PQS a podobné je < CBD = v
= < RQS. Polopfimka (©S) ma tedy \
vlastnost polopfimky r, o niZz je feé \
v na8i véte.

DEFINICE. Dva Ghly nazyvime vedlej- pf P,
&, jestlize maji spoleéné jedno rameno
(a tedy 1 vrchol) a jestliZe jejich zbyva-
jici ramena jsou opaéné polopfmky. 9z

VETA 12, 12. Vedlejdi ihly shodnyjch
uhla jsou také shodné.

Dtogaz. Necht body trojic 4,, B,, C,
a A4,, B,, C, jsou nekolineirni, pfi éemz
necht < A4,B,C, = < 4,B,C,. Na po-
lopiimece (B,C,)* resp. (B,C,)* zvolme _
bod C resp. Cj. Ps Pr

MuZeme predpoklidat, Ze B4, = Obr. 16.
= B,4,, B,C, = B,C,,B,C, = B,C,.
Podle &, 2 je potom C,C| = C,C,. Podle Viry 12,4 aplikované na
trojuhelniky A B,4,C, a A B,A,C, jeCiA, = C,A,, < C, = <X 4,a
podle VETY 12,4 aplikované na trojihelnfky A C,C14, a A C,Cod, je
CiA, = Cy4,, < 0,014, = ¥ C,Cy4,. Podle axiomu &, 6 aplikova-
ného na A C1B,4, a A C,B,4, je < C;B,A, = < C,B,A,.

VETA 12,13. BudizZ ddn ihel < pq. Pak plati < pq = X p*q*.

Dvxaz plyne z VEry 12,12.

DeriNIcE. Uhly < pg a < p*q* se nazyvaji vrcholové.

DerFiNIcE. Uhel shodny se svym vedlej§im se nazyvéa pravy.

VETa 12,14. Existuje pravy dhel.

DokAz. Vezméme libovolny thel < AOB. Podle &, 5 existuje polo-
piimka OB’ (viz obr. 16) tak, Ze <t AOB = < AOB’, pfi éemi body
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B a B’ jsou na ruznych stranich ptimky 4O a pfi éemz podle &, 3 je
OB = OB'. Oznadme prisedik OA a BB pismenem M. Podle &, 6 je
<X BMO = <& B'MO, takie uhly <t BMO a < B’MO jsou pravé.
VETA 12,15. Viechny praveé tihly jsou shodné.
DUxaz. Méjme dva pravé thly < p,g, a < p,g,- To znamend, Ze
I i = LGPy, L Pga= X ¢:p;. Za predpokladu, Ze neplati
X 141 = <L Pofa, eXistuje podle &, 5
/ pravé jedna polopiimka m (viz obr.
/) 17) s poditkem ve vrcholu 1hlu
< py¢, a v poloroviné (p,, q;) tako-

o~ |~ A4
\\
N
N
N
\\
N \?
AN
. ]
~
Obr. 17. Obr. 18.

va, Ze platf < pym = < p.g,, & piitom m #+ ¢,. Podle VETY 11,20
je bud u(p,mq,), bud u(g,mpy). Je-li na pt. u(p,mq,), pak existuje podle
VEry 12,11 polopfimka n tak, Ze je u(q,np¥) a < pym = X pfn a pFi
tomn + m.Jeale < p,gs = X pin ataké (podle VETY 12,12) X pag,=
=  q,pr = < mp}, coi je vzhledem k &, 5 spor. Je zfejmé, Ze ke
sporu vede také zbyvajici pfedpoklad, ze plati u(g,mp;).

OzNACGEN{. Pravy Ghel budeme v textu znadit také pismenem R. Na
obrazcich budeme pravy uhel vyznadovat malym ¢étveretkem, jako je
to na obr. 18.

Vira 12,16, Budif ddna polopfimka p a polorovina s kranici p. Pak
v této poloroviné existuje prdvé jedna polopfimka, majici poldtek spo-
leény s danou polopfimkou p a svirajici 8 ni pravy vhel.

Doxaz. Existence takové polopiimky plyne z VETy 12,14. Kdyby
existovaly takové polopfimky dvé, q a ¢', pak by podle VETY 12,15
bylo < pg = < pq’ a to by byl vzhledem k &, 5 spor.
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DEeFINicE. Nechf polopfimky p a ¢ maji spoleény poditek a sviraji
pravy uhel. Pak ¥ikdme, Ze pFimky p a g jsou k sobé kolmé, nebo Ze jsou
to kolmice. Symbolicky to znaéime p | q.

VEra 12,17. Dangm bodem na pfimce lze vést v dané roviné (incidentn
8 pfimkou) prdvé jednu kolmici k této pFimce.

DUrAz plyne z VETY 12,16.

Obr. 20.

DEFINICE. Bod O piimky AB se nazyvi stfedem dseCky AB, jestlize
plati 40 = OB. '

Za pomoci VETY 12,1 lze sporem snadno dokézat, Ze stied Gsecky leZf
mezi jejimi koncovymi body. '

ViTa 12,18. KaZdd dseka md stied a to prdvé jeden.

DUYraz. Ezistence: méjme usecku AB (viz obr. 19) a nechf body C
a D jsou v opaénych polorovinich s hranicf AB a pfi tom necht
¥ BAC = X ABD a AC = BD. Usetka CD protiné pHmku AB,
nebot C a D jsou na riznych strandch od AB, priseéik oznaéme S.
Podle VETY 12,4 je A ABC = A BAD, &ilitéz CB == DA. Podle VETY
12,8 je A ACD = A BDC, tedy < ADS = < BCS. Padle VEry 12,5
je A ADS = A BCS, ¢&ili AS = BS.

Jednoznalnost: necht Gsetka AB mé dva stiedy O, a O, je tedy
A0, = 0,B, A0, = 0,B a u(40,B), u(40,B). Bez Gjmy na obecnosti
muZeme predpoklédat, Ze je u(40,0,). Budiz nyni 0’ takovy bod polo-
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piimky (40,), ze je AO" = BO,. Podle ViTY 12,10 plati soudasné se
vztahem u(BO,0,) vztah u(A0°0,), takze je jisté O’ + O,, pti emZ oba
body lezf na polopfimce (A0,). To je ale vzhledem k 40" = A0, spor
(VETa 12,2).

DEeFINIcE. O polopiimee r s poédtkem ve vrcholu uhlu < pg, ktera
leii v jeho roviné a splituje vztah < pr = < rq, Fikdme, %e ihel pali
nebo Ze je to jeho palict polopFimka.

VETA 12,19. Méjme rovnoramenny trojihelnik N\ ABC, AB = AC.
Paulici polopFimka 4hlu <t A stoji na stranu BC kolmo a pali ji.

Dtraz. Oznaéme pruseéitk BC s piliei polopfimkou thlu < 4
pismenem 0. Podle VETy 12,4 je A AOB= A AOC.

ViEra 12,20. KaZdy dhel md pilici polopfimku a to prdvé jednu.

DtoErAz plyne z VETY 12,19 a VETY 12,18.

VETa 12,21, Bodem mimo piimku lze k ni (v roviné uréené danym bo-
dem a danou pFimkou) vést pravé jednu kolmics.

DUkaz. Eristence. BudiZ dina piimka MN a mimo ni bod 4 (viz
obr. 20). Uréeme bod A4’ v poloroviné (MN, A)* tak, aby bylo
X AMN = X A'MN, AM = A’'M. Usetka AA’ protne piimku MN,
pruselik ozna¢me S. Trojahelnik A AMA' je rovnoramenny, podle
VErY 12,19 je tedy A4’ kolmice na MN.

Jednoznaénost. Predpokliadejme, Ze bodem A prochizeji dvériizné
kolmice na pi{mku MN, kterou protinaji v bodech 8, a §,. Jetedy
S, #8, a bez Gjmy na obecnosti miZeme predpoklidat, Ze plati
M +8, +NaM +8, £ N. Na polopfimce (§,4)* uréeme bod A4’
tak, aby platilo S,4 = §,4’; podobné uréeme na (S;4)* bod A", pro
ktery plati 8,4 = 8,4". Pomoci vét o shodnosti trojﬁhelnfkﬁ snadno
dokdzeme, 7e AN MNA = A MNA"a A\ MNA= A MNA", z &ehoZ
plyne, fe A’ = A”. PH{mky A8, a AS,, které jsou riizné, maji tedy dva
rizné priseéfky 4 a A" = A", coZ je ve sporu s J, 4.

DerINICE. PH{mka se nazyvé osou iselky, jestlize ji protind v puli-
¢im bodé a stoji na ni kolmo. Je-li p pilici polopfimka whlu, pak
piimka P se nazyvi jeho osou.

ViTa 12,22, BudiZ ddna siseka AB. Pro bod P plati vztah AP = BP
tehdy a jen tehdy, jestliZe bod P leZi na ose vsetky AB.

Ditxaz. Plati-li AP = BP, pak trojahelnik A ABP je rovnoramen-
ny a véta je podle VETY 12,19 spré,\.rn:i. Je-li bod P na ose usedky AB
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a oznadime-li prusetik osy s AB pismenem H, pak trojihelniky
AN AHP a A BHP jsou shodné. Odtud plyne nase véta.

DEFINICE. Necht 4,8, a A,B, jsou'dvé Gsecky. Jestlize C je vnitini
bod useéky 4,B, takovy, Ze je A4,C, = A,B,, pak f{kime, Ze uselka
A, B, je vét§ nez tisecka 4,B, ¢ili Ze tsedka A4,B, je mendi nez tsecka
A,B,, symbolicky A4,B; > A,B, nebo 4,B, < A,B,.

Z vlastnosti relace u plyne, Ze je-li A,.B, > 4,B, aA,B, > A,B,,
pak také A,B, > A,B,, takie relace < pro uselky je transitivni.

DEFINICE. Necht < p,q, a <L p.gs jsou dva nhly. Jestlize uvnitf
uhlu < p,q, existuje polopfimka r tak, Ze je < p,;r = <X pug,, pak -
kame, Ze Ghel <X p,q, je vEt3f neZ <L p,g, nebo Ze < p,q, je mensf nez
< P1g1, coZ -symbolicky piSeme < pig; > < pogs mnebo <X pyg; <

< X Pt .
Je vidét, ze relace < pro ahly je také transitivni.

DerinicE. Uhel mensi neZ pravy se nazyvéa ostry, thel véts{ nez
pravy je tupy. '

DEFINICE. Vnéj&i dhel trojihelnika je vedlejsi uhel nékterého jeho
thlu. Uhly trojihelnika nazyvame také vnitnimi.

ViTa 12,23, Vnéjsi dhel trojihelnika je vétsi nef kterykoli vnitind,
ktery s nim nent vedlejdi.

Doxaz. Budiz dian trojahelnik
A ABC a necht bod 4’ je na polo-
piimce (BA)*. Dokdzeme, Ze je
X A’'BC > <t ACB.

Budiz D (viz obr. 21) pulici bod

strany- CB a E bod na polopfimce
(DA)* takovy, ze AD= DE. Bod
E je uvniti poloroviny (4B, C),
protoze polopiimka (4D)leziv této
poloroviné a je také uvnitt poloro-
viny (BC, A)* &ili (CB, A’), protoze Obr. 21.
je na opaéné strané od BC nez A.
Proto polopfimka (BE) je uvnitf thlu <t CB4’, takie je <t CBE <
< X CBA'. Je viak <X CBE = <¢ ACB, nebof podle VETY 12,13 je
<X ADC = < EDB a podle VETY 12,4 je tudiz A ADC = N\ EDB.
Skuteéné tedy <t ACB < < A'BC.

£
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Podobné se dokaze, ze < CAB << < CBA’.

VETA 12,24, JestliZe pro dva trojihelniky A A,B,C,a N A,.B,C, plati
A,B, = A,B,, X B, = < B,, < C, = & C,, pak jsou shodné.

DURAzZ. Vzhledem k VETE 12,5 stacf dokdzat, Ze plati C,B, = C.B,.
Predpokladejme, Ze jest C,B; == C,B,, takZe potom pro bod D polo-
pHimky (B,C,) (viz obr. 22), pro ktery je B,C, = B,C,, plati C, + D.

Obr. 22. Obr. 23.

Podle VEry 12,23 platf < 4,C,B, > < A,DB,, zatim co ze vztahu
A AB,C, = A A,B,D plyne, ze jest X A,DB, = < A,C,B,. To vede
viak ke sporu s pfedpokladem, Ze je <£ C, = < C,.

VETa 12,25, V trojihelniku leZi proti véti strané vét&i vdhel a naopak
proti v&t¥imu dhlu vét¥l strana.

Dikaz. Budiz dén trojihelnik A ABC. Mame dokazat, Ze z AC <
< CBplyne x ABC < qt CABanaopak,Zez X ABC < < CAB plyne
AC < CB. Oboji se ale snadno dokaze pomoci VETY 12,7 a VETY
12,23.

DEeFINICE. Soudtem dsefek A,B, a A,B, rozumime jakoukoli Gsedku
AC té vlastnosti, Ze existuje vnitini bod B usecky AC takovy, Ze je
AB=A,B,, BC=A,B,. Pak piSeme symbolicky AC = A,B, + A4,B,.

Je-li AB < CD, pak rozdilem tiseéek AB a CD rozumime tiseéku M N
takovou, %e je AB= CD + MN. Potom piSeme MN = AB —CD.

Vztah AB=CD 4+ CD + ... +CD, pii demZ na pravé strané
je n s¢itancl, budeme psat struéné AB = n . CD nebo také

CDEA—B--
n
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Diive ne% budeme definovat soudet Ghli, rozSifime nAmi dosud zavedeny
pojemn thlu. Souéet Ghla <X p,q, 8 X P,¢; bychom mohli zavést oviem jiZ nyni
a to na pf. jakoZto jakykoli uhel < pg takovy, Ze existuje polopfimka r, jeZ mé
v jeho vrcholu podétek, leZi v rovind pg a ma tu vlastnost, ¥e je < pr = X p,q,
& < r¢ = < Pyq,- Potom by ale pro vzdjemnou polohu polopiimek p, r, ¢ mohly
nastat tyto moZnosti:

1. budto je u(prq), na p¥. v piipads, %e séitdme dva ostré Ghly;

2. nebo nenfi u(prq), takZe potom %4dna z poloptimek p, r, ¢ neleZ{ mezi
ostatnimi dv&ma. To nastane, kdyZ na ptiklad s¢itdme-dva tupé uhly;

3. nebo otézka, je-li u(prq), neméa smysl, protoZe polopfimky p a g jsou opaéné.
To nastane, kdyZ s¢itame na pi. dva vedlejsi uhly.

V piipadd 1 by nafe definice pln§ vyhovovala, kdeZto v pfipads 2 by méla
jistou nevyhodu: jestlize by na pt. «, f, y byly uhly a jestlife by « + ya f +
byly souéty podle ptipadu 2 potom by se mohlo stét, Ze a8koliv by bylo & < f,
pfesto by pro a 4+ y a 8 4+ y pojimané jako uhly v dosavadnim smyslu platilo
a+ y> B+ v (viz obr. 23). V piipad8 3 by pak nemé&lo viibec smysl mluvit
o Ghlu < pq. Abychom se vyhnuli viem témto potiZim, roziifime dosavadni
pojem uhlu zavedenim nevlastnich whldi.

DeFinice. Uhly, které jsme dosud definovali, budeme nazyvat
vlastni. Nevlastnim ithlem < pq, kde p, g jsou dvé polopi{mky se spo-
leénym poditkem S, které nelezi na téZze pfimce, rozumime mnozinu
polopfimek, do nfiz vedle polopfimek p a ¢ pati kazdd polopiimka r
roviny pq s poéatkem S, pro kterou neplati u(prq). Mnohdy nevlastnf
ahel nazyvime také uhel vypukly, zatim co kaidy uhel vlastni se na-
zyva také hel duty.

DEeFINICE. Jsou-li p, ¢ dvé opaéné polopiimky s poditkem S, pak
mnozina polopfimek, do niZ vedle polopiimek p a g patii kazda polo-
pHimka majici podatek S a leici v uréité poloroving s hranici p = g,
je.nevlastni ihel <X pq, ktery se nazyva hel pfimy.

DEeriNicE. BudiZ p polopfimka s poéitkem S. MnoZina v&ech polo-
piimek roviny, které majf potatek v bodé S, je nevlastni thel < pp,
ktery se nazyva whel plny.

Podobné jako u thlu vlastnfho nazyvaji se u nevlastnfho thlu < pgq
polopiimky p, g jeho ramena a o vSech ostatnich polopfimkach
ahlu <X pq se ¥ikd, Ze le#? uvnitF ného. Také zde se spoledny polatek
ramen nazyva vrcholem 4hlu. Nevlastnfi thel s vrcholem B a rameny
(BA), (BC) znadime také <x ABC.

PoznAMEA. Pro nevlastni thly jsme zavedli totéZ oznadenf jako pro
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uhly vlastni. V dalSim budeme v8ak pod symboly <t pqa <t 4BC rozu-
mét jen Ghly vlastni, pokud nebude vyslovné uveden opak. Nékdy
budeme také Ghly, at uz vlastninebo nevlastn{, znadit jedinym malym
feckym pismenem «, £, y atd.

DeriNicE. Shodnost pro thly nevlastni budiZ zavedena takto:
vBechny pfimé dhly jsou shodné; jsou-li < p,q; a <L p,qa dva vypuklé
uhly, pak ikdme, Ze jsou
shodné tehdy a jen tehdy,
kdyz jsou shodné vlastnf
uhly < p1gy, <X Pago.

PoznAmka. NaSe definice
relace < pro uhly vlastni
m4é smysl i pro ihly nevlast-
ni. Podle této definice je tihel

Obr. 24. duty vidy mensf nez thel

pi{my nebo vypukly, thel

piimy je vidy mensf nez ihel vypukly a thel vypukly je vidy mensf
neZ uhel plny.

v vz

DErINICE. Jsou-li <L p,q;, a < pug, dva thly, znich# Zidny neni vy-
pukly ani plny (jsou tedy bud oba duté nebo jeden duty a druhy pimy
nebo oba piimé), pak souctem téchto thlt budeme rozumét jakykoli
uhel < pg (vlastni nebo nevlastni) té vlastnosti, Ze existuje vnitini
polopfimka r tohoto thlu, pro kterou plati < pr= < p,q, a <X rqg =
= < pog,. Ze tihel & je soudtem whla § a y piSeme symbolicky « =
=8+

PozvAMKA. Je ziejmé, Ze soudtem dvou pravych ahlt je thel piimy,
ktery proto znadime také dasto 2R. Nékdy misto nazvi whel duty resp.
pfimy resp. vypukly se uziva nazvu thel mendi resp. rovny resp. vétdi
neZ dva pravé uhly (nez 2R). Déle je ziejmé, %e soudtem dvou piimych
ahli je tthel plny, ktery se proto éasto znad{ 4R.

DEFINICE. Je-li « < B, pak rozdilem 4kl « a B budeme rozumét ten
uhel y, pro ktery je g;/ B + v. Potom budeme psat také y = o — B.

Jestlize je x = # + B + ... 4+ B, pfi éemZ na pravé strand je n sdi-

tancd, budeme psit struéné « = n. B nebo také g =%.
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VETa 12,26. KaZdd strana trojihelnika je mendi neZ soudet a vét¥i net
rozdil obou zbyvajicich stran.

Dtkaz. Méjme dan trojahelnik A ABC a necht bod C’ (viz obr. 24)
lezf na polopfimce (BA)*, pii éemZ BC = BC'. Je ziejmé, Ze
X ACC' > 4 BCOC' = & AC'C, tak¥e podle ViTY 12,25 v trojthel-
niku A ACC’ je AC' > AC,

AC' = AB + BC. Budi# nyni B, B,
na pf. AB > CB. Pak existuje
na tseéce AB vnitini bod C"tak,
e C"B= CB. Uhel <x AC"C
je vedlejdi k thlu < CC"B =
= X C"CB, thel < ACC” je

mensi nez vedlejsf dhel dhlu 4 D
X C'CB, tedy mend{ nez A, A,“—
<X AC"C. Odtud podle VETY S ,

12,25 plyne nade tvrzenf AC <
AC" = AB — CB. Obr. 25.

VETa 12,27. BudteZ ddny troj-
dthelniky N\ A\ B,C, a N\ A,B,C, lakové, Ze A\ B,=A,B,a A,C,=A4,C,.
Potom z <& B,A,C, > < B,A,C, plyne B,C, > B,C, a obrdcené.

Dtkaz. Necht trojuhelniky A 4,B,C,, A A,B,C, splituji pod-
minky véty. V poloroviné (4.B,, C,) uréeme bod C (viz obr. 25) tak, Ze
A A,B,C = A A,B,C,. Je-li < B,4,C, > X B,A4,C,, pak strana 4,C,
bude uvnitf dhlu < B,A4,C a pilici polopfimka Ghlu <t C,4,C bude
také uvnitf uhlu < B,4,C, takze tato pulici polopfimka protne usecku
B,C v bodé, ktery oznatime D. Ziejmé plati A 4,C,D = A 4,CD,
takie také DC=DC,.V trojahelniku A B,C,D je B,Cy, > B,D +DC,=
= B,C, coZz jsme méli dokazat.

Jestlize je B,C, > B,C,, pak nemiZe byt <t B,4,C, << < B,A,C
(podle pravé provedeného dikazu) ani nemohou byt oba ihly shodné
(podle vét o shodnosti trojuhelniki).

VETA 12,28. V trojihelniku je soucet kterychkoli dvou vnitinich d4hld
mendi net dva pravé.

Doraz. Budiz dan A ABC. Mame-li dokédzat, e << A - X B <
< 2R, pak uvaiime, ze <x A < < B*, kde < B* je vnéjii uhel pii
vrcholu B, a Ze < B + < B* = 2R.
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Vira 12,29. Budif ddna pFimka p a bod P mimo ni. Je-li S priseéik
primky p 8 kolmici vedenou bodem P k pfimce p, pak pro kaZdy bod
A + S pFimky p plati AP > SP.

Doxraz. Necht 4’ je bod polopfimky (SA)* (viz obr. 26). Podle
VETY 12,23 je <L PSA = < PSA’ > < PAS, takZe podle VETY 12,25
je opravdu PS < PA.

Obr. 26. Obr. 27.

Derivice. Vzddlenostt dvou bods budeme rozumét kaZdou tsedku
chodnou s tseckou spojujici oba body. Podobné velikosti #ihlu budeme
rozumét kazdy 1dhel s nim shodny.

- DEFINICE. Vzddlenosti bodu A od mnoZiny boda S, do niz A nepatii,
budeme rozumét vzdélenost M N takovou, Ze

1. pro viechny body B z § plati MN < AB,

2. je-li vzdilenost M'N’ takova, zZe plati MN < M'N’, pak emstu]e
v § bod P tak, ze AP << M'N'17)

DEFINICE. Vzddlenosti bodw od pfimky resp. roviny budeme roz-
umét vzdalenost od mnoZiny viech jejich bodi.

VEra 12,30. Budif ddna pfimka p a bod P mimo ni. Vzddlenost bodu P
od primky p je usecka, spojujici bod P a prisetik pfimky p s kolmici
vedenou bodem P na pfimku p.

17) Je tedy vzdélenost bodu 4 od mnoZiny § infimum vSech vzdédlenost{ 4X,
kde bod X probihé vechny body z mnoZiny S. Existuje-li tedy mezi vzdéle-

nostmi AX vzdalenost nejmendt, je to pfimo také vzdélenost 4 od S. Toho je
pouZito pfi dukazu ViTy 12,30.
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DUrAz plyne okamzité z VETY 12,29,

VEra 12,31, Jsou-li AB a AC dvé pFimky a je-li p osa whlu < BAC,
pak v¥echny body osy p maji od obou pFimek AB a AC stejné vzddlenosts.

Dtxaz. Zvolme na ose p bod D #+ A4 (viz obr. 27) a vedme jim kol-
mice DC’ a DB’ na pHmky AC a AB. Podle definice osy a podle VETY
12,13 je <x B'AD = < C'AD. Podle VETY 12,24 0 shodnosti trojtahel-
nika je A AB'D = A AC'D, takze vzdéle-
nosti bodu D od p¥imek AB a BC jsou stejné.

OzNACGENE. Vzddlenost dvou bodi 4 a B
znaéime stejné jako usefku, tedy 4B. Po-
dobné vzdalenost bodu 4 od pfimky a = BC
znadime a4 nebo 4a nebo 4 BC a od roviny
o = BCD symbolem Ax, A BCD. Podobné
velikost hlu znaéime stejné jako thel nebo
také nékdy malymi feckymi pismeny.

DEFINICE. Lomenou darou spojujici body
A, B nazyvame jakoukoli mnozinu n tsedek A
(n > 1), A,B,, 4,B,, ..., A,B, takovych, 7e Obr. 28.
A=A, ,B =4, B,=A4,, ..,B,.,=A4,,

B, = B, pfi femZ alespoit jeden z bodu A4,, 4,, ..., A, lezi mimo
tselku AB.

VETa 12,32. Usedka AB je kratsi ne? jakdkoli lomend &dra spojujici
body A a B.

DtAz. Pro lomenou &ru se dvéma tisekami bylo tvrzeni dokizéno
ViTou 12,26. Pro lomenou &iru s vice tisetkami (jejich poéet oznaéme
n) dokidZeme vétu takto: Vezméme v Gvahu posledni dsec¢ku 4,B,
(viz obr. 28). Podle predesdlého je AB << AA,, + A.B,. Zbytek lomené
¢ary mezi A a A, = B,_, obsahuje jiZ jen n — 1 useéek a pro pfipad
n — 1 Useéek miZeme vétu povaZovat za sprivnou, nebot podobné
jako jsme presli od pripadu s » tsedkamik piipadu s n — 1 tise¢kami,
mohli bychom piejit od n — 1k n—2,0d n — 2k n — 3, a tak déle
a%z k pfechodu od » = 4k n = 3 a posléze od n = 3 k n = 2, pro kte-
ryzto pripad je jiz véta dokdzina. MuZeme tedy psat 44, < 4,B, +
+ A4,B, + ...+ A,-,B,-,, takie je AB < A,B, + A,B, + ... +
+ Au—IBn—l + Aan'

Nynf se budeme zabyvat dusledky axioma shodnosti pro geometrii prostoru.
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VETA 12,33. Necht pFimka OA je kolmd ke dvéma réznym piimkdém
OB, OC. Ptimka OA je kolmd na pFimku OD, p¥i Sem# OB + OD + OC
tehdy a jen tehdy, kdy% pFimka OD le#i v roviné OBC.

Dtkaz. Necht piedné pfimka OD lezi v roviné OBC (viz obr. 29).
Bez (jmy na obecnosti miZeme piedpokliddat, Ze body B, C, D jsou

kolinedrni, pfi demz je

A #(BDC). Budiz A’ bod po-

lopfimky (OA)*, pii Cfemz
04=0A4'. Potom AOBA=
= ANOBA’ a N OCA=
= A 0CA’, takie je AB =
= A’'B, AC = A'C. Protozie
také BC= BC, je A ABC =
= NA'BC &ili < ABD =
=X A'BD == A ABD =

= AA'BD, AD=A’'D. Od-
tud je vidét, ze A OAD =
= AOA’'D, takie < AOD=
Obr. 29. = ¥ A4'0D éili piimky OA4

a OD jsou kolmé.

Nyni naopak ptedpoklidejme, Ze pHmky O4 a OD jsou kolmé.
Dokazeme, ze OD lezi v roving OBC. Roviny A0D a OBC maji spoleény
bod O, maji tedy spoleénou celou p¥imku. Tato p¥imka i ptimka OD
lezi v rovind AOD, obé prochizeji bodem O a obd stoji kolmo na 04
(0D podle pfedpokladu, druhs podle prvn{ ¢4sti naseho dikazu), takze
podle VETY 12,17 obé splyvaji.

DEFINICE. Pfimka je kolmd na rovinu, jestlize ji protind a stoji
kolmo na viechny p¥mky roviny, jez prochazeji jejim priseéikem
s rovinou. V tomto pfipadé také fikame, Ze rovina je kolmd na pfimku.

Protoze dvé kolmice jsou vidy rizné, nemize piimka lezet v roviné,
na kterou je kolma.

ViETA 12,34, Pfimka, jeZ md 8 rovinou « spoleény bod A, je kolmd na
tuto rovinu, jestliZe je kolmd alespori na dvé rizné pfimky roviny o, které
prochdzeji bodem 4.

Didraz plyne z VETY 12,33.
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VEra 12,35. Bodem na pFimce prochdzi pravé jedna rovina kolmd na
tuto pFimku.

Dtraz. Pfimkou vedme dvé rizné roviny a v kazdé vedme danym
bodem na pfimce kolmici k této pifmce. Podle VETY 12,33 a definice
kolmosti pfimky s rovinou je rovina uréena obéma kolmicemi kolm4
na danou p¥mku. Ze tato rovina je jedind, kterd ma vlastnost uvede-
nou v nasi vété, lze za pomoci VETY 12,17 snadno dokdzat sporem.

Vira 12,36. KaZdym bodem roviny lze k ni vést prdvé jednu kolmics.

Dtokaz. Bodem v dané roviné vedeme v ni dvé rizné pifimky a ke
kaZ?dé vedeme danym bodem rovinu kolmou. Obé roviny maji spoleény
bod, tedy i celou pifimku. Ta je podle VETY 12,33 kolm4 na danou ro-
vinu; %e tato kolmice je urdena jednoznaéné, dokaze se pomoci VETY
12,17 snadno sporem.

VETA 12,37. BudiZ ddna vsetka. Bod prostoru md od koncovych bodd
tseéky stejné vzddlenosti tehdy a jen tehdy, leZi-li v roviné, jeZ prochdzi
stfedem iselky a je kolmd na pFimku tisecky.

Dtraz. Vedeme-li pfimkou tse¢ky néjakou rovinu, pak bod této
roviny ma podle VETY 12,22 od koncovych bodu Gsetky stejné vzdaile-
nosti tehdy a jen tehdy, leZi-li na ose useéky. Viechny osy tsecky le%f
podle VETY 12,33 v roviné kolmé na pfimku tsedky a tato rovina pro-
chdzi ziejmé stfedem uvazované usecky.

DEriNicE. Dvé poloroviny se spoleénou hranici, které se nedopliiuji
na rovinu, nazyvame sténovym dhlem. Obé poloroviny jsou sténami
sténového 1hlu a spole¢na hranice je jeho hranou.

Rovina, ktera neobsahuje hranu sténového uhlu, ma s timto sténo-
vym thlem spoleéné dvé polopfimky. O 1ihlu (vlastnim) uréeném té-
mito polopfimkami budeme ¥kat, ze vznikl prisekem sténového 1hlu
s rovinou.

"ETa 12,38. Uhly vzniklé prisekem sténového 1ihlu s jakymikoli dvéma
rovinams kolmymi na jeho hranu jsou shodné.

Dtkaz. Budtez O, a O, dva body hrany sténového uhlu a < 4,0,B,
a < A,0,B, oba thly vzniklé prisekem sténového Ghlu s rovinami
A,0,B, a A,0,B,, jez jsou kolmé na hranu 0,0,. Budiz S (viz obr. 30)
stfed tse¢ky 0,0, a budiz 4, bod na poloptimce (SA4,)* a B, bod na
polopiimce (SB,)*, pfi éemi SA, = SA,, SB, = SB,. Ze shodnosti
A SO0, A,= A 80,4,a A 8O,B, = A SO,B, plyne, ze tihly < 4,0,S a
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& B;0,8 jsou pravé, protoze <t 4,0,8 a < B,0,S jsou pravé, takie
body A4, a By lei v roviné 4,0,B,. Pfitom A, lezi v roviné 0,0,4,
a B, lezi v roviné 0,0,B,, takie < 4,0,B, = X A,0,B;, jeito jsou
vrcholové. Protoze uhly < A4,8B, a < A,SB, jsou také vrcholové,
plati A 4,8B,= A A,8B,, takie A,B, = A,B,. 0dtud plyne shodnost
A A,0,B,= A A;0,B, a odtud
vztah X 4,0,B, = < A4,0,B;,
takZe nakonec také plati
X 4,0,B, = < A,0,B,.
DEFINICE. Velikosti sténového
1hlu budeme rozumét velikost
uhlu, vzniklého prisekem sté-
nového thlu s rovinou kolmou
na jeho hranu. Sténovy uwhel
nazveme pravy, jestliZe bude
mit velikost pravého thlu.

DEerFINICE. O dvou rovindch,
které tvorf pravé sténové uhly,
budeme fikat, Ze stoji na sobé
kolmo nebo Ze jsou k sobé kolmé.

VETA 12,39. Dvéroviny, které
maji spoleény bod, stoji k sobé
kolmo tehdy a jen tehdy, kdyZ
kolmice vedend spoleényym bodem na jednu rovinu lef v roviné druhé.

Doraz. Budiz pfedné pfimka p kolma na rovinuz a budiz P jeji
prisedik s 7. JestliZe g je rovina prochézejici pfimkou p a s priseénice
o a 7, pak rovina ¢ vedend bodem P kolmo na s obsahuje pfimku p
a prusednice rovin o a 7 musi byt kolma na p podle definice kolmosti
pfimky p s rovinou z. Tedy sténovy tGhel rovin z a ¢ je pravy.

Jsou-li naopak roviny x a ¢ k sobé kolmé a bod P na jejich priiseé-
nici s a § rovina vedend bodem P kolmo k s, pak prasecnice g a d stoji
kolmo na 7, nebot je kolm4 na s i na prisecnici # a 6. Obsahuje tedy ¢
kolmici vedenou bodem P na rovinu =n.

Viita 12,40. KaZdym bodem prostoru lze k dané roviné vést prdvé jednu
kolmicz.

80



Dtxaz. Je-li dany bod na roviné, je véta spravnd podle VEry 12,36.
Budi% tedy bod 4 mimo rovinu z (viz obr. 31). Necht b je libovolna
piimka roviny =, B takovy bod na b, Ze AB | b, a budiZ pf{mka
¢V B, n kolmé na b. Je-li AB 146, jsme s ditkazem hotovi. Nen{-li
tomu tak, vedme v roviné Ac bodem A4 kolmici k pfimce ¢, jeji pri-
seéik s ¢ oznaéme C. Roviny z a Ac jsou kolmé, jeito 7z obsahuje kol-
mici b na Ac, a proto p¥mka
d YV C, vedend kolmo na 4e, . A
lezi v n. Je tedy p¥{mka AC
kolmé ke dvéma pimkam ro-
viny 7 a tedy kolma %k ». Nyni
snadno dokéZeme sporem, Ze
bodem P lze k roviné x vést nej-
vyse jednu kolmici. Kdyby to-
tiz existovaly dvé, pak v roviné
¢ proloZené obéma kolmicemi
by existovaly dvé kolmice ve-
dené bodem P k priseénici ro-
vin 7 a g, coZ by byl vzhledem Obr. 3
k VETE 12,21 spor.

Vira 12,41. Vzddlenost bodu od roviny je ddna vzddlenosti tohoto bodu
od priaseéiku roviny s kolmici, vedenou k ni danym bodem.

Dtoxaz. Podle definice vzdalenosti sta¢f dokazat, Zze vzdalenost da-
ného bodu od kazdého bodu roviny, rizného od priseéiku roviny a kol-
mice vedené na ni danym bodem, je vétSi neZ vzdilenost daného bodu
od tohoto prisediku. To je vSak ziejmé podle toho, co plati o vzddle-
nosti bodu od pfimky.

VEra 12,42. KaZdym bodem prostoru lze k dané roviné vést rovinu
kolmou.

Dtraz. Podle VETY 12,40 lze kazdym bodem vést k roviné kolmiei
a podle VETY 12,39 kazd4 rovina incidentni s touto kolmicf je kolm4a
na danou rovinu.

VETA 12,43. KaZdgmi dvéma raznymi kolmicemi k roving lze prolofit
prdvé jednu rovinu.

Diuxraz. Kaida z obou kolmic uréuje s priseéfkem druhé kolmice
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8 danou rovinou rovinu, jeZ je kolmd na danou rovinu, takZfe podle
VEry 12,39 obsahuje i druhou kolmiei.

VEta 12,44. Kasdou pFimkou prostoru lze prolofit rovinu kolmou na
danou rovinu. .

Doxraz. Jsou-li dand pf{mka a rovina navzijem k sobé kolmsé, je to
patrné z VETY 12,39. '

Obr. 32. Obr. 33.

Neni-li dana p¥imka kolma na danou rovinu, zvolme na pfimce dva
body a vedme jimi kolmici k roviné. Podle VETY 12,43 lezi obé kolmice
v roviné, kterd je kolmd na rovinu danou.

VETA 12,45. Necht polopfimka (OA) md poddatek O v roving, v niZ véak
sama neleZi a k niz neni kolmd. BudiZ A, priselik roviny 8 kolmict vedené
k ni bodem A. Je-li B bod roviny, jen? nelef na polopfimce (04,), pak je
vidy X AOA, < <X AOB.

Doraz. Bez Ujmy na obecnosti miZeme pfedpoklidat, Ze je
04, = OB (viz obr. 32). Potom je AB > AA,, protoie <x A4, B je
pravy. V trojuhelnicich A 404, a A AOB je AO = A0, A,0 = OB,
AA, < AB, takZe podle VETY 12,27 je x AO4, < < AOB.

VETA 12,46. Necht polopFimka (OA) md poldtek v roviné «, v niZ véak
sama neleZi a k niz nent kolmd. BudiZ A, priseCik roviny « s kolmici ve-
denou k ni bodem A. NeleZi-li bod B roviny « na (04,) a pfitom < BOA,
je ostry, pak <x AOB > ¢ A,0B.

Doxraz. Bodem 4 vedme rovinu § (viz obr. 33) kolmou na piimku

82



OB. Rovina § stoji kolmo na rovinu « a obsahuje pfimku A4, bodem
4, prochézi kolmo na OB priseénice rovin « a f, kters protinad pfimku
OB v bods C. Bod C lezi dokonce na polopiimce (OB), protoZe je
< BOA, < R. Trojthelnik A AA,C je pravouhly pfi 4,, proto AC >
> A,C. Uréime-li v poloroving (OC, 4,) bod A’ tak, ze A OCA’' =
= A OCA, pak bod 4’ lezi na polopiimce (4,0)*, takze ¢ COA4, <
< X COA' = < COA.

13. Spojitost. V tomto paragrafu se budeme zabyvat axiomem
Cantorovym a axiomem Archimedovym, jejichZ dusledky se tykajf
vlastnosti, jez obvykle shrnujeme pod nazev spojitost. Pfitom Can-
tordv axiom patii svou formulaci mezi axiomy rozmisténi, Archimedav
mezi axiomy shodnosti.

R, 5. (CaNTORUV AXIOM.) Je-li ddna takovd (nekoneénd) posloupnost
usedek A,B,, A,B,, ... na pfimce, Ze

1. kaZdd uselka posloupnosti lefi uvnitf dselky predchdzejici, t. §. pro
1 < k je u(4;4,B,), p(4,B.B;),

2. neexistuje dseCka, kterd by leZela wvnitf vdech tselek posloupnosti
A,B,, A,B,, ..

pak existuje na primce prdvé jeden bod, ktery leZi uvnitf vdech dselek
posloupnosti A,B,, A,B,, .

&, 7. (ARCHIMEDUV aXI0M.) Necht AB a CD jsou libovolné dsecky, pfi
éemZ AB > CD. Pak na pfimce AB existuje konetny pocet boda A,, A,,
e, A4, tak, Ze je u(AA,4,), u(d,4,4,), ... a A4, =4, 4,=...=
= A4, A, = CD a pfi tom u(ABA,) (&l vidy existuje pfirozené &islo n
tak, Ze je AB << n.CD).

V tomto paragrafu si nejdifve ukdZeme (VETa 13,2), Ze soudasni platnost
axiomu Cantorova a Archimedova je ekvivalentni s jistou v8tou o Dedekindov®
fezu, ktery jsme def.novali v odstavei 6. Jde totiZ o to, Ze podle VEry 11,8
kaZdy bod pfimky vytvofuje na mnoZind viech bodu pfimky Dedekindiv ez,
zatim co véta, Ze ke kaZdému Dedekindovu fezu existuje vytvoiujfef bod, nemusf
vidy platit (viz odstavec 6). Jsou-li vak splnény oba nase axiomy, pak tato v&ta
vidy plati a obrécend, oba axiomy se dajf z této v8ty dokézat.

V daldim pak ukdZeme, Ze tvrzeni analogické axiomim Cantora a Archimeda
plati také pro uhly. NejduleZitdjSimi duasledky obou axioma jsou tvrzeni,
Ze uselku (a thel) lze postupnym puilenim libovolné zmendit (VETyY 13,1 a 13,5),
a véta, Ze soulet vnitfnich uhli trojihelntka nent vétst ne dva pravé (VETaA 13,6).
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Vira 13,1. Jsou-li AB a CD dvé iselky, AB > CD, pak existuje vidy
AB
prirozené &islo n tak, Ze o < CD.
AB
DvYraz. Kdyby pro kazdé = bylo o > CD, pak by neexistovalo

pfirozené &islo k tak, Ze by platilo k£ . CD > AB, co? by bylo ve sporu
s Archimedovym axiomem.

Viira 13,2. Tvrzent, Ze ke katdému Dedekindovu Fezu mnofiny bod4d na
piimce (s pfirozenym uspordddnim) existuje bod, ktery tento Fez vytvoruje,
je ekvivalentni se souéasnou platnosti axiomu Cantorova a Archimedova.

Dtoraz. I. Pfedpoklddejme nejdiive soucasnou platnost Cantorova
i Archimedova axtomu a dokatme, Ze pak existuje vytvorujici bod libovol-
ného Dedekindova Fezu. Necht tedy (S,, S,) je Fez na mnozing bodi
piimkyabudiz4,bodzS,a B, bodzS§,. Pilici bod X tsecky 4,8, jebud
vytvorujicf nebo nenf, takze X lezi v jedné z obou tiid fezu. V tomto
druhém piipadé oznaé¢me A4,B, tu z obou poloviénich tselek 4,X, XB,,
kterd ma koncové body v riznych tiidach, pfi éemz A, je v §,. Nyni
miZeme opakovat pravé provedenou tuvahu s pilicim bodem usecky
A,B,. Dostaneme bud vytvofujicif bod nebo tGseéku 4,B, a tak bud
jednou pfijdeme k vytvofujicimu bodu nebo dostaneme nekoneénou
posloupnost seéek A ,.B,, A,B,, ... pii ¢emz vechny body 4,lez{ v §,.
Tato posloupnost mé z¥ejmé vlastnost 1 Cantorova axiomu a podle
ViEry 13,1 i vlastnost 2. Existuje tedy podle R, 5§ pravé jeden bod D
spoleény vSem useékdm posloupnosti.

UkézZeme nynf, ze bod D je vytvoiujici. Podle konstrukce viechny
body A4, lezf jednak v §,, jednak po stejné strané bodu D. Neexistuje
tedy bod X z §, tak, Ze by bylo u(4,DX), protoZze podle vlastnosti 2
posloupnosti 4,B,, A,B,, ... existuje tsetka A,B,, kterd neobsahuje
bod X, takZe nemuze byt u(A4,XB,). Protoze je u(A,A4,D)a u(4,DX),
je p(A.DX) (podle VETY 11,4). ProtoZe je u(A4,.DX) a u(A,DBy), je
bud u(DXB,), bud u(DB,X) (podle VETY 11,5) éili bud x(4,XB,), bud
p#(A4B.X). Musi tedy byt u(A4,B,X), takze X patii do S,, coz je spor.
Podobné dokidZeme, Ze neexistuje bod Y z S, pro ktery by bylo
4(B,DY).

I1. Pfedpoklddejme nyni, Ze ke kafdému Dedekindovu fezu existuje vy-
tvorujici bod, a dokaZme odtud platnost Cantorova i Archimedova aziomu.

84



a) Dakaz Cantorova axiomu: MéEjme posloupnost usedek A,B,,
A,B,, ..., kterd ma vlastnost 1 i 2 Cantorova axiomu. Sestrojme nyni
Dedekindiv fez (S, S,) na mnoZin& bodd ptimky A4,B, takto: pfimku
4B, uspotddime tak, ze 4, & B,. Body 4,, B,, 4,, B,, ... 1ze oznadit
vidy tak, Ze je jednak 4, 3 4, 3 4,3 ...,jednak B, &= B, & B, & .
Do t¥dy S, dame s kazdym bodem 4 vsechny body X, pro néz ]e
X <34, (proi=1,2,...). Do t¥idy S, ddme ostatni body pHimky
A,B,. Je zfejmé, Ze

1. pro kazdy bod X piimky 4,B, bud existuje bod 4 tak, Ze je
X < A,, nebo neexistuje. Jsou tedy splnény podminky a), b) definice
Dedekindova fezu (viz odst. 6, str. 34).

2. Budiz X bodz §, a Y bod z S,. K bodu X existuje bod 4, tak, ze
je X 3 A,. ProtoZe pro vSechna ¢ jest 4, 3 Y, je také 4, 2 Y, takze
je X 2 Y a je splnéna podminka c¢) definice fezu (viz odst. 6, str. 34).

Skupiny (§,,S,) tvoii tedy Dedekindiv ¥ez a podle pfedpokladu
existuje pravé jeden bod D, ktery ho vytvofuje. Tedy pro vSechna 3
plati 4, 2 D, D 3 B,,takie bod D le#i uvnitf viech useéek posloup-
nosti 4,B,, 4,B,, ...

2. Dakaz Archimedova axziomu. Pfedpoklidejme nyni, Ze jsou diny
usecky AB a CD, pii ¢emz na pi. AB > CD, a pfedpokladejme, Ze na
pfimce AB jsou dany body A,, 4,, 4,, ... tak, e A 3B, 4 34,3
<$4,3..,44, = A4 A,= ... = CD.Z pfedpokladu, Ze by pro vie-
chna ¢ bylo 4; 3 B, odvodime spor.

Necht tedy pro viechna ¢ je 4; =3 B. Rozdélme body ptimky AB do
dvou t¥id S, a S,. Do §, dejme viechny body 4, a viechny body X, pro
néz existuje 4, tak, ze X <3 4,. Do S, dejme ostatni body ptimky 4B
(do S, patii na pf. B). Je zfejmé, Ze (S,, S,) je Dedekindiv fez. Exis-
tuje tedy bod D, ktery ho vytvoiuje, takZe viechny body z S, leii
pfed, viechny body z S, za bodem D. Bod D nesplyva s zddnym bo-
dem A4;. Oznaéme E ten bod, pro ktery plati £ 3 D, ED = AA,. Pro-
toze E patfi do §,, existuje k tak, ze je £ < A, = D.Pak je A,.D <
< ED = AA,, takie pro bod F takovy, ie 4, 2 F, A, F = AA, platf
D 3.F. Je viak F = 4,., a to je spor.

Analogicky k Dedekindovu fezu mnoZiny bodi pfimky nebo isetky definu-
jeme Dedekindiiv fez mnoZiny polopFimek vlastniho vhlu v vytvofujici polopFimku
tohoto Fezu, pfi éemZ mnoZinu polopfimek vlastniho ihlu pfedpoklédéme uspofé-
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dénu vztahem u pro poloprimky. Zde musime tedy vzit v ivahu definici fezu
8 podminkami a), b), ¢’) — viz odst. 6, str. 34 a 35.

DokéZeme, Ze pro vlastni uhly plati tvrzeni, Ze ke kaZdému Dedekindovu
fezu existuje vytvoiujici polopiimka a Ze také pro né& plati Archimedav axiom.

ViEra 13,3, Je-li ddn Dedekindiv fez mnofiny polopfimek vlastniho
uhlu, pak existuje poloprimka whlu, kterd tento Fez vytvoiuje.

Dtxaz. UvaZujme Dedekindiv fez mnoZiny polopiimek vlastnfho
thlu < POQ. Kazdé polopiimee dhlu < POQ pfifadme bod na tsedee
PQ, totiz jeji prusedik s PQ. Je vidét, ze Dedekindiiv fez mnoZiny polo-
primek thlu < POQ uréuje Dedekindliv fez mnoZiny odpovidajicich
bodi tseéky PQ. Z existence vytvofujictho bodu D na tdseéce plyne
existence vytvorujici polopfimky, jiZ je ziejmé polopfimka (OD).

Vita 13,4. Cantoraw i Archimediv axiom zastanou v platnosti, kdyZ
v nich nahradime dseCku,resp. bod,resp. pfimku vlastnim aihlem, resp.
poloprimkou, resp. mnoZinou véech polopFimek s tymZ pocdtkem.

Doxaz. Podle predchizejici véty existuje ke kazdému Dedekindovu
fezu mnozZiny polopfimek vlastniho dhlu polopiimka vytvorujicf.
Zbytek dilkazu je analogicky II. ¢asti dukazu VETY 13,2.

VETA 13,5, Jsou-li ddny
dva duté ihly o> B, pak
existuje vidy pFirozené

. &
éislon tak, Ze o < B.

Dogaz. Tvrzeni plyne

z Archimedova axiomu
Obr. 34, pro thly analogicky jako
VETra 13,1 z axiomu &, 7.

VEra 13,6. V trojuhelniku soudet vdech tii vnitinich dhli neni vét&i net
dva pravé.

Duxraz. Budiz din trojuhelnfk A ABC a oznadme uhly pfi vrcho-
lech 4, B, C, postupné «, 8, y anecht x < 8 < y. BudiZ D, (viz obr. 34)
pilici bod strany BC a C, bod na polopfimce (D,4) takovy, Ze AD, =
= D,C,. Protoze A AD,C = A C,D,B, je soudet Ghli trojahelnika
A ABC, tyi, jako v A ABC. Pfi tom je < BAC, < }«, nebof podle
predpokladu je CA < 4B, takZe v trojuhelniku A ABC, je BC, <
< AB, &ili & BAC, < < AC,B= ¥ CAC,.
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Nyni muZeme pomoci ptliciho bodu D, strany BC, sestrojit troj-
thelnik A AC,C,, potom A AC,C,, ... atd. P¥i tom bod D,., volime
vidy na té strané, ktera leZi proti nejmensimu z ahld v trojihelniku
A AC,_,C;abod C;,, spojime s jednim z obou bodii C; _, a C, tak, aby
jeho vzddlenost od C,,, byla men¥ nez od 4. Potom pro kazdy z troj-
ahelnikii A AC;_,C, miZeme opakovat podobnou dvahu jako pro thel

< BAC,, takZe pro uhly trojihelnikt pfi vrcholu 4 je ¢ C;_;AC, < Ea"'

Vedie toho soudet uhli téchto trojihelniki je stile tyZz jako u troj-
dhelnika A A4BC. Predpoklidejme nyni, Ze trojahelnik A ABC
mé soucet hla vétsi nez 2R, abudiz 6 takovy thel, Ze 6« + f + y =
= 2R + 6, Uhel ¢ je tedy vidy duty. Podle Archimedova axiomu

(VETra 13,5) existuje n tak, ze je 8 > 2%. Trojtbelnik A AC,_,C, mi

soucet 2R + 0, jeden jeho thel je viak mensi nei 4, je tedy soudet
zbyvajicich dvou vétsi nez 2R. To vSak neni podle VETY 12,28 moZné
a8 mame 8poT.
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KAPITOLA II

DVOJI GEOMETRIE ROVINY

14. Neprotinajici se pFimky v roviné.

Na ptedchézejicich strankéch jsme se sezndmili se zékladnimi geometrickymi
pojmy, pii 8emZ jsme.se dosud nedotkli otdzky neprotinajicich se pfimek. Tim se
budeme zabyvat v tomto i piiStim odstavei. Svoje tivahy omezfme v obou od-
stavecich pouze na geometrii roviny.

Obr. 35.

DeriNicE. Dvé piimky, které maji spoleény bod (které se protinajf)
n—za:ij'rvéme riznobéZnyms (riznobéikami), v opaéném piipadé Fkame,
Ze to jsou piimky neprotinajici se nebo také neriznobéiné (nertzno-
bézky).

Pfi tom pfimky nertiznobézné lezi bud v roviné nebo nelezi. V prvém
piipadé Ffkame nékdy, Ze pfimky jsou rovnobéiné, v druhém mimo-
bézné. Nazvu ,,rovnobézné‘ budeme vsak pokud mozZno malo uzivat,
protoze se mu dava leckdy jesté jiny smysl, jak uvidime pozdéji.

Y_E'EA 14,1. V roviné existuji pfimky, které se neprotinaji.

Dtraz. Dvé piimky v roving, které maji spoleénou kolmici se ne-
protinaji, protoze jinak by bodem bylo moZno vést k pifimce dvé kol-
mice, coz odporuje VETE 12,21.

‘Vira 14,2. Body C a D budtef na riznijch strandch od piimky AB
a pfitom mecht & CAB = <& DBA. Pak se piimky CA a BD neproti-
naji.
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Doxaz. Kdyby se piimky BD a C4 (viz obr. 35) protly v bodé E,
pak v.trojihelniku A ABE by soudet Ghli pfi vrcholech 4 a B byl 2R,
coz nen{ podle VETY 12,28 moZné.

Ozvadent. Fakt, Ze na pfimkich p, ¢, r 1ze uréit body 4, B,C, D
tak, e p = AC, ¢ = BD, r = AB, p¥i ¢em? body C a D jsou na riz-
nych stranich od pHmky r a pFi tom < CAB= { DBA (resp.
X CAB 5= < DBA), budeme také kritce vyjadfovat tak, Ze soulet
vnitinich bl pFimek p a q s pFi¢kou r po jedné jeji strané je roven dvéma
pravym (resp. rizny od dvou pravych).?)

“VETA 14,3. V roviné lze kaZdym bodem mimo pFimku vést alespon jednu
s ni se neprotinajici pfimku.

DtYraz plyne z toho, Ze bodem muZeme k dané pfHmece vidy vést
kolmici, a z VETY 14,1.

Nynf vzniké otézka, 1ze-li bodern mimo pfimku (v roving, kterou bod a pfimka
urduji) vést k této piimee nertiznobéiku prdvé jednu nebo vice. O tom vSak nelze
rozhodnout na zdkladd dosud uvedenych axiomu, nebot pfipoust&ji jednak mo-
dely, ve kterych je zmin&né neriznob&Zka pravé jedna (takové jsou na pF.
MopELY 1 a 2, str. 43), jodnak modely, ve kterych takovych neraznobé&Zek lze
vést vice (nekoneénd mnoho). Uvedme pfiklad takového modelu.

MobkL 5. Vezmé&me obycejnou eukleidovskou rovinu a v nf n8jakou kruZnici k
(viz obr. 36). ,,Bodem*‘ naseho modelu rozum&jme nyni kaZdy bod uvnit¥ kruZ-
nice k, ,,pfimkou‘‘ kazdou tétivu této kruZnice (oviem bez koncovych bodu)
a ,,rovinou** cely vnitfek kruZnice.l#*) Ponechdme-li vztahum, incidence a mezi
smysl, jaky maji v oby&ejné rovinég, pak jsou zfejmé splnény dusledky axioma J
pro geometrii roviny a axiomy R, 1—5.

. Shodnost usefek zavedeme tak, Ze ,,useky* AB a A’B’ budou shodné, jestlize
Stveficebodd M, A, B, NaM’, A’, B, N’ (kde M, N resp. M’, N’ jsou prusediky
piimky AB resp. A’B’ 8 kruZnici & a kde potadf bodu v kaZdé étvefici odpovida
pfirozenému uspofddani bodi na pfimce) budou projektivni (viz obr. 36).
Z projektivnich vlastnosti étvefic boda plyne, Ze jsou splnény axiomy &, 1—3.
(O t&chto projektivnich vlastnostech viz na ptf. Jan Vojtéch: Geometrie projek-
tivni, JCMF, Praha 1932, str. 43—47 a str. 63.)

18) Vyrok vytiStény kursivou vzat doslova nema smysl, protoZe jsme neza-
vedli pojem uhlu dvou pfimek, nybrZ jen dhel polopiimek nebo polorovin. Uve-
deny vyrok ma tedy smysl pouze jako celek, a a¢koliv bychom se bez n&ho obesli,
uvadime ho proto, Ze se jim zjednodusi nase vyjadfovani. Zmin&ny vyrok se také
objevuje v klasické formulaci V. Eukleidova postuldtu (viz str. 16).

18s) Pnitfek kruinice je mnoZina viech bodu, které leZi uwvnitf kruinice, t. j.
takovych bodu, které maji od stfedu kruZnice vzdalenost menst nez je polomér
kruZnice. Body, které leZi na kruZnici, nele%f jiz tedy uvnit¥ kruZnice.
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Shodnost uhl zavedeme takto: mysleme si nejdfive polokouli, kterd ma kruZ-
niei k za kruZnici hlavnf (na pt. jako rovnik) — viz obr. 37. Je-li nyn{ v nadi ,,ro-
ving** dén ,,ithel“ < ABC, pak vedeme piimkami AB a BC roviny kolmé na
rovinu kruZnice %, které protnou povrch polokoule ve dvou polokruZnicich, které
majf spoleény bod B’. Uhlu < ABC ptitadime nyni thel tefen < A’B’C’ a dva
»ihly* & ABC a < DEF budeme povaZovat za.,,8hodné*, budou-li jim pfifa-
zené tihly & A’B’C’ & < D’E’F’ shodné v obvyklém smyslu. Pro takto defino-
vanou ,,shodnost Ghla* se da dokézat, ¥e jsou splnény axiomy &, 4—7.

Snadno se miifeme presvédéit, Ze
v tomto modelu lze ,,bodem* mimo
danou ,,pimku* vést k nf vice ,,ne-
raznob&%ek*‘ (viz obr. 38).

-

-Obr. 37. Obr. 38.

Uvedeny MopEL 5 bychom mohli zobecnit i pro ivahy prostorové, toti¥ tak,
%e bychom misto kruZnice vzali kouli a jeji vnitiek vzali za ,,prostor‘: a analo-
gicky podle MopELU 5 bychom definovali pojmy ,,bod*, ,,pfimka*, atd.

MobEL 5 se &asto nazyvéd modelem Beltrami-Kleinovym (n&kdy se také spo-
juje se jménem Cayleyho). Jak pozdéji uvidime, vystihuje tento model n&které
vyznaéné vlastnosti Lobadevského geometrie. Podobnych modeli existuje
ndkolik. Na tomto misté se sezndmime je3td se dvéma druhy modela Poincarého.
Abychom snédze pochopili jejich podstatu, seznimime se jeit$ s modelem polo-
kulovym.

MopEeL 8. Polokulovy model odvodime z modelu Beltrami-Kleinova takto:
plocha kulové je hlavni kruZnicf k rozd&lena na dvs &dsti. Jednu z nich bez bodu
na hlavni kruZnici k oznadme ® a budeme ji pojimat jako ,,rovinu‘. Body z ®
budou ,,body*‘ nesf ,,roviny*‘, polokruZnice na ®, jejichZ roviny jsou kolmsé k ro-
vin& hlavni kruZnice k, budeme pojimat jako ,,pfimky‘‘. Vztahy incidence, roz-
mfsténi & shodnosti pfeneseme na nadi rovinu kolmym promitanirn modelu
Beltrami-Kleinova na povrch polokoule (tak totiZ, Ze mezi priaméty budou defi-
nitoricky platit tytéZ vztahy jako mezi origindly).

MopEeL 7. Oba modely Poincarého vzniknou stfedovym promitnutim polo-
kulového modelu na uréitou rovinu (vlechno v Eukleidov® geometrii). V jednom
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se promité na rovinu « (viz obr. 39) kolmou k rovind = kruZnice k, pfi ¢emZ stied
promitan{ S je vzdalensjsf koncovy bod priméru kolmého na rovinu «. P¥i tomto
promitnuti se cely povrch polokoule zobrazi na otevi'enou polorovinul®) roviny o
urfené pruseénici{ p rovin « a =.
KazZdéd ,,pfimka‘* modelu je tedy
bud polopiimka kolmé na pimku
p, na které ma i pocatek (viz obr.
40), bud polokruZnice se stfedemn

/1
/
y A

Obr. 39. Obr. 40.

na pfimce p. Vztahy incidence, rozmistént a shodnosti miZeme pfevést z polo-
kulového modelu promitnutim. Snadno se presvddéime, e v pravé uvedeném
modelu lze ,,bodem*‘ 4 mimo,,piim-
ku* a vést k a vice neZ jednu ,,ne-
ruznobé&Zku' (viz obr. 40).

Obr. 42.

MopEeL 8. V druhém modelu Poincarého se promitéd polokulovy model do

18) Otevfend polorovina vznikne z poloroviny dfive ji% definované vynechdénim
bodu na hranici. Podobnd otevfend polopfimka vznikne z polopfimky vyneché-
nim podatku.

- 91



roviny n kruZnice k z bodu, ktery je pélem ,,doplitkové* polokoule (obr. 41).
Je vid3t, %e pfi tommto promiténi se celd ,,rovina® promitd do vnitFku kruinice k,
pFi SemZ body uvniti kruZnice k jsou ,,body‘ nafeho modelu a ,,piimky** se zde
promitaji bud jako priméry, bud jako oblouky kruZnic (obr. 42), orthogondln{
ke kruZnici k. Také na tento model muZeme pfenést promitnutim pojmy inci-
dence, rozmisténi a shodnosti a také zde je ndzorn® viddt, Ze k ,,piimece** @ miZe
existovat vice ,neriznobs-
Zek‘ prochézejicich tym3Z
,s,bodem‘* A4 (obr. 42). Mo-
DELY 7 a 8 maji podobng
jako MopEL 5 také prostoro-
vou analogii. Zde ,,prosto-
rem‘ bude otevieny polo-
prostor (t. j. poloprostor bez
ohranidujici jej roviny) resp.
vnitfek koule, ,,pfimky‘ a
»roviny** budou pfislusné
é4sti kruZnic nebo povrchu
kouli (jeZ mohou nékdy piejit v piimky nebo roviny), jeZ jsou orthogonalni
k hranici poloprostoru resp. zdkladni koule.

Obr. 43.

DErFINICE. JestliZe bodem A lze k pfimce a, ktera bodem A nepro-
chazi, vést prdvé jednu nertiznobéiku, budeme fikat, Ze par elementt
A, a md viastnost I; 1ze-1i nertiznobézek vést vice, budeme Fikat, Ze ma
vlastnost I1.

- VEra 14,4. V roviné€ md kaZdy pdr elementd P, p prdvé jednu z vlast-
nosti I a 11.

Duxaz. Z piedchazejici véty je ziejmé, ze vlastnosti I a II vycerpa-
vajf vSechny moznosti: bodem P lze totiZz vést pfimku neprotinajfci p
bud jednu nebo jich lze vést vice.

A priori je myslitelné, Ze néktery par 4, a roviny méa vlastnost I a soudasnd
jiny pér vlastnost I1. Pokud bereme v ivahu jen axiomy incidence a rozmisténi,
muZe tomu tak skuteéns byt, jak ukazuje ndsledujici model.

MobEL 9. ,,Rovinou'‘ bude oteviena polorovina eukleidovské roviny,,,bodem**
bude kaZdy bod této poloroviny, ,,pfimkou‘ &¢ast piimky uvnitf poloroviny
(tedy bud oteviend polopfimka nebo celd piimka, viz obr. 43 a pozn. 18) na
str. 91). Vztahy ,,incidentni‘‘ a ,,mezi‘‘ budeme chépat ve smyslu eukleidovské
roviny, ve které je model konstruovin. Nyni je patrné, Ze nafe ,,rovina‘ bude
mit, pokud jde o incidenci a rozmisténi, tytéZ vlastnosti, jaké se daji pro rovinu
odvodit z axiomi § a R. Pfi tom ,,pfimka‘’, jeZ vznikla z pfimky rovnob&iné
8 hranicf poloroviny, bude mit s kazdym ,,bodem* vlastnost I (pfimka p’ na
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obr. 43) a ,,pfimka*, kterd vznikla z pfimky riznob&?né s hranicf, m4 s kaZdym
sbodem* vlastnost II (pfimka p”). .

* Okolnost, Ze n8ktery par v MODELU 9 mi vlastnost I a jiny vlastnost II, je
zplsobena tim, %e v tomto modelu nelze zavést vztah shodnosti tak, aby byl
splndn Archimedtv axiom. JestliZe viak naproti tomu v geometrii pfedpokla-
dame, Ze plati Archimediv axiom, potom kaZdé rovina je viédi vlastnostern I a I1
homogennd, t. j. vechny jejf pary maji budto vlastnost I nebo v8echny majf vlast-
nost II. Ukolem tohoto paragrafu je dokézat na zdklad® nafich axioma tako-
vouto homogennost roviny.

R P , B_A
\J P /rt—__
////
. / ]
P' P M Al a
Obr. 44. Obr. 45,

VETA 14,5. Plati-li vdechny dosud uvedené axiomy 5, R, S a md-li
jediny pdr P, p viastnost 1, pak tuto viastnost maji vdechny pdry ro-
viny Pp.

DUKaz.1?) Necht elementy P, p maji vlastnost I. Oznaéme P’ (viz
obr. 44) pruseéik p s kolmici vedenou k ni bodem P a budiZ p’ jedina
nertiznobézka, kterou lze bodem P vést k p (pfimka p’ je pak nutné
kolmé na PP’). Dikaz provedeme v nékolika krocich:

1. KaZdy pdr A, a, pro ktery plati Aa = Pp, md vlastnost 1. Oznaéi-
me-li totiz A’ (viz obr. 45) pruseéik piimky a s kolmici vedenou k nf
bodem A4 a je-li B & P bod pfimky 2’ a je-li bod B takovy,Ze <t BAA' =
= & RPP’, pak a a AB jsou neriiznobézné. Kdyby se totiZ protly
v bodé M, protinaly by se ptimky p a p’ v bodé N, kde NP’ = MA’.
Pravé tak je vidét, ze AB je jedina nertiznobézka bodem 4 s piimkou a.

2. KaZdy pdr A, a, pro ktery plati Aa < Pp, md vlastnost I. Budiz T'
vnitfn{ bod tisedky PP’ (viz obr. 46) a ST pifmka bodem 7', jez nenf
kolmé na PP’. P¥imky 8T a p se protinajf. Nebot je-li 8P piimka ve-

1%) Podle Baldus [1], str. 52.
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dend bodem P tak, ze je & §'PT = & STP’, pak §'P protina pimku
p, jelikoZ neni kolm4 na PP’ atovbods §’,a s pfimkou ST je neriizno-
bézns podle VETY 14,2. Podle R, 4 musf tedy ST protnout piimku p.

P S
P’ \P —p°

- |

|

g s

)

7 [ P ' ON
S P P S N
Obr. 46. Obr. 47.

Ze viech ptHmek prochazejicich bodem 7' je tedy pouze kolmice na TP’
nertiznobéZnd s pHimkou p, takZe pir 7', p mé vlastnost I. Zavér vyvo-
dime podobné jako v 1. éasti naseho ditkazu.

R
54 \\
£

Obr. 48.

3. Ka#dd kolmice na jednu z pri-
mek p, p’ je kolmd i na druhou a
praseéiky kolmic s obéma pFim-
kami maji konstanitn{ vzddlenost
(pfimky p a p’ jsou ekvidistanini).
Necht S’ 4 P’ je bod na p (viz
obr. 47). Budiz 8 bod, ktery ma
tuvlastnost,Ze < P'S'P=< SPS’,
SP=P'S’" a ze P’ a 8 jsou na
riznych stranach od PS’. Pak PS

w

a p jsou podle VETY 14,2 nertizno-

bézné, takze S lezf na p’. Protoze
A PP'S'=AS'SP, je X PSS’ =
Ra PP’ = 88'. Také < SS'P' =

= R, protoZe podle éasti 1 tohoto dikazu majiS’, p’ vlastnost I, takze
kolmice bodem S’ na SS’ je jedin4 nertiznobézka s p’.

4. KaZdy pdr A, a, pro ktery plati Aa > Pp, md vlastnost I. Necht P,
(viz obr. 48) lez{ na p¥imce PP’ a pfi tom P,P'=2.PP'. Jeli
u(P'PP,), potom par Py, p’ mé vlastnost I, takZe kazd4 piimka bodem
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P,, je% neni kolmé na PP, protina piimku p’, a protoZe priseéik s p’ mé
od p podle &isti 3 tohoto dukazu vzdalenost PP’, protina také piimku
p podle 1. &asti dikazu. Elementy P,, p maji tedy vlastnost 1. Zavér
plyne pomoci Archimedova axiomu a 2. 4sti nageho dikazu.

VErA 14,6. Md-li jeding pdr P, p viasinost 11, pak ji md kaZdy pdr
roviny Pp. - . gl bt A A
" DUEAz plyne z VET 14,4 a 14,5. Kdyby toti% jeden par roviny Pp
mél vlastnost II a kdyby pfitom nemél kazdy pér této roviny vlastnost
II, potom by alespoii jeden mél vlastnost I a podle VETY 14,5 by tedy
dokonce kaZdy par musel mit vlastnost I, coZ by byl spor. 1

DEerINICE. Misto abychom fikali, Ze kazdy par roviny ma vlastnost I,
budeme fikat, Ze rovina md vlastnost I. Podobné pro vlastnost II.

15. Véty ekvivalentni s V. Eukleidovym postulitem.

V minulém paragrafu jsme se setkali 8 dvojim typem roviny. Ackoliv jejich
charakteristické vlastnosti (vlastnost I a II) se daji formulovat pouze pomocf
primitivniho pojmu incidence, pfesto velmi tizce souvisf i s ostatnimi primitiv-
nimi pojmy. V tomto paragrafu se budeme zabyvat pravé t8mito souvislostmi.
UkéaZeme fadu vét, jeZ jsou ekvivalentni s turzentm, Ze rovina md viastnost 1, a tim
také budeme moci ukazat nutné a posta-

&ujici podminky, aby rovina méla vlast-
nost II. ProtoZe mezi vétamiekvivalent- \/
nimi s vlastnosti I je také V. Eukleidiv 8 £

postulét (jeho zn&ni viz v odstavei 2, str.
16), budou vsechny tyto v&ty soudasnd I3
ekvivalentni s timto postuldtern. Mnohé
z nich byly kdysi nevédomky brany za
samoziejmé a tak byl jejich pomoei po-
dén dikaz V. postuldtu; nebyl to viak

skutedny dikaz, jak jsme se o tom zrni- A

nili jiZ v odstavei 2, nybrZ nejvyse objev / D
nové v&ty ekvivelentni s postulatem o

rovnob&Zkéch, a proto mnoha z t&chto vt C

m4 historickou cenu a budeme o nf mlu- Obr. 49.

vit jeStd také v druhé &asti nasi kniZky.

VETA 15,1, Rovina md vlastnost 1 tehdy a jen tehdy, jestliZe plati tvrze-
nt: je-li soulet vnitFnich uhla dvou primek s pri¢kou po jedné jeji strané
razny od 2R, pak se pfimky protinaji.
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Dvgkaz. 1. Necht rovina ma vlastnost I. Jsou-li AD a BE (viz obr.
49) takové piimky, %e majf soudet vnitfnich dhlu s piékou AB = CB
po jedné jeji strané ruzny od 2R, pfi éemi je u(CAB), pak budiz F
takovy bod, Ze <t CAD = < ABF a ze body D, F leii po téZe strané
piimky AB. P¥{mky BF a BE jsou rizné, BF je viak jedind pfimka

jdouci bodem B, kters je s AD nertiz-

'J b nob&in4, takie AD a BE se protinajf.
c
A B £
¢ A B
Obr, 50. Obr. 51.

2. Budiz d4na pHmka 4B a bod P mimo ni a necht C (viz obr. 50)
je na polopfimce (4P)*. Budiz D takovy bod, Ze <t CAB = < APD
a necht bod D leZi po téze strané od AP jako B. Pak piimky AB a PD
jsou jednak neriznobéiné, jednak maji soucet vnitinich dhla s pfi¢kou
AP po jedné jeji strand rovny 2R. Kazda pfimka bodem P rizns od
PD m4 s ptitkou AP (po téZe strang) soudet vnitinich thla razny od
2R, tedy podle pfedpokladu protina pfimku 4B, takZe PD je jedin4 ne-
riznobézka s pfimkou 4B bodem P.

ViEra 15,2. Rovina md vlastnost 11 tehdy a jen tehdy, jestlife existuji
dvé neprotinajici se primky, u nichZ soucet vnitfnich 4hla s pFickou po
jedné jeji strané je razng od 2R.

DUoKaz vyplyva z pfedchazejici véty a z VETY 14,4,

VEra 15,3. Rovina md viastnost I tehdy a jen tehdy, jestlife v ni exis-
tuje alespoti jeden trojiuhelnik, jehoZ whly maji soudet rovny 2R.

Dvogaz. 1. Nechf rovina mé vlastnost I a budiz v nf dén trojahelnik
A ABC (viz obr. 51). Necht E je bod poloroviny (4B, C) takovy, Ze
X ABE + & BAC = 2R. P¥imka BE je neriiznobéina k AC, tedy
podle pfedpokladu a VETY 15,1 je & ACB = < EBC.Tedy <t ABC +
+ X BCA + <& CAB = 2R.
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2. Budiz dén trojihelnik A ABC, jenz ma soudet Ghli 2R. Stadi
nyni dokazat, %e alespoii jeden par roviny m4a vlastnost I. Dikaz pro-
vedeme ve tiech krocich:

a) Je-li bod D + A na pfimce AB, pak i trojihelnik N ADC md
soudet ihla 2R. Nebot je-li u(ADB) (viz obr.52), pak soudet hli u obou
trojahelnikd A ADC, A DBC ¢ini 4R. Kdyby v jednom z obou troj-

A D B
Obr. 52,

uhelnikd byl soudet mensi nez 2R, musel by byt v druhém vétéi, coz
podle VETY 13,6 neni mozné. Proto je soutet u obou 2R. Je-li u(4BD)
(viz obr. 53), pak podle Archimedova axiomu existuje na ptimece 4R
bod N tak, ze u(ADN)a AN = n . AB, kde n je pfirozené éislo. Troj-
thelnik A ANQ, kde @ je takovy bod poloroviny (4B, C), Ze plati
X ABC = X ANQ a NQ = n.BC, ma soucet 2R, nebof je slozen
z koneéného poétu trojihelnfkd shodnych s A ABC. Soudet uhli troj-
dhelniktu A ADC, A DCQ, A DN é&ini 6R. Zde zase podle VETY 13,6
je vidét, Ze kazdy z téchto trojuhelnfkii ma soudet 2R.

b) Vnéj& sihel trojihelnika se souétem 2R je roven souctu obou vnitf-
wich hla, jeZ k nému nejsou vedlejst, jak je bezprostfednd patrno.

¢) Primka CD, pro kterou je <t BCD < f= < ABC (viz obr. 54),
pii dem? body A, D jsou na riznijch strandch od BC, protind pFimku AB.
Budiz A’ takovy bod na opatné strand od BC ne% je A, Ze plati-
< ABC = < A'CB. Uréeme nyni bod B, na polopfimce (BA)* tak, Ze
BC = BB, bod B, na (B,4)* tak, Ze B,C = B,B,, a podobn& body
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B,, By, ... atd. Trojihelnfky A CBB,, A CB,B,, ... maji soudet uhla
2R (nebot podle a) majf trojihelnfky A AB,C, A AB,C, ...soudet 2R)
a jsou rovnoramenné. Podle b) je tedy <t CB,B = 38, <t CB,B = }8.

. obecné < CB.B = ; Snadno se ukaZe, ze < B,CA’ = < CB;B,
takZe < B,CA' = 2£1 Podle Archimedova axiomu existuje nyn{ pfiro-

zené &islo n tak, Ze éin< <X DCA’, takie potom < B,CA’ < <X DCA'.

Lezi tedy polopfimka (CD) mezi polopiimkami (CB) a (CB,), jez obé
protinaji AB. Podle definice pojmu , leZet mezi polopiimkami‘‘a podle
R, 4 protind CD p¥imku AB.
VETA 15,4. Je-li alespor C A

v jednom trojihelniku sou-
cet uhla 2R, pak md tuto
vlastnost kazdy trojdhel-
nik.

DUraAz je ziejmy z bo- A B B, B,
du 2 a) predeslého du- Obr. 54.
kazu.

Vira 15,5. Rovina md vlastnost 11 tehdy a jen tehdy, jestlife v ni exi-
stuje trojuhelnik, jehof soubet uhli je mendi nef 2R.

Dtxkaz plyne z VETY 15,3 a 14,4

DeriNicE. Skupinu étyf bodt 4, B, C, D v roviné nazyvame &tyr-
thelnikem, symbolicky (] ABCD, jestliZe uselky AB a CD resp. BC
a AD nemaji spoleénych bodi, zatim co usecky AC a BD maji spoleény
(vnitfnf) bod. Uset¢ky AB, BC,CD, DA jsou strany, Ghly < ABC,
X BCD, < CDA, < DAB (kratce znadené, pokud to nevede k nedoro-
zuméni, také <t B, < C atd.) jsou #hly Styrihelnika.'®) Dva étyrihel-
niky jsou shodné, symbolicky (] ABCD = [] EFGH, jestliZe se sho-
dujf ve stranach i Ghlech.

19s) Podminka o spoleéném vnitinim bodé& useéek AC a BD zaruduje, Ze ttyr-
thelnik ABCD je konvexni. Pfi tom &ast roviny, jejiz hranici tvofi uzaviena
kiivka k, se nazyva konvexni, jestlize v ni leZi viechny body useéky XY, kde X
a Y jsou jakékoli body kiivky k. Nekonvexni étyruhelnik vyluéujeme tedy ze
svych uvah.
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Je-li [] ABCD é&tyruhelnik, pak podle definice neni na pt. ACBD
Styrihelnik. V symbolu [J ABCD zilezi tedy na poradi pfsmen, pfi
&emz tento symbol oznaduje tyZ étyrihelnik ziejmé jen pfi cyklickych
zaméndach pismen.

ViTa 15,6. Rovina md vlastnost 1 tehdy a jen tehdy, existuje-li v ni
alespori jeden &lyrihelnik se souftem wuhla 4R.

Dioxraz je zfejmy podle VETY 15,3
a 15,4, uvaZujeme-li oba trojihel-
niky A ABC a A ADC &tyithelnika
] 4BCD.

DEFINICE. Dva neshodné trojahel-
niky, jejichZz odpovidajici dhly jsou
A, - B shodné (a tedy odpovidajici strany
jsou neshodné), se nazyvaji podob-
né.

ViTra 15,7. Rovina md vlastnost 1
tehdy a jen tehdy, jestlize v ni existuje
alespon jeden pdr neshodnych podob-
nyjch trojihelniki.

Dvgaz. 1. Nechf rovina ma vlast-
nost I a nechf v ni je dan trojahel-
nik A ABC. Podle bodu 2 a) dikazu
VEry 15,3 existuje A AB,C,, ktery
A B’ B, ma4 shodné tihly s A ABC a pti tom

Obr. 55. je ABj=2.AB (a tedy i B,C,=
=2.BC, AC, = 2. AC).

2. Budtez dany trojahelniky A A,B,C, a A A4,B,C, tak, ze uhly
Pii stejné oznalenych vrcholech jsou shodné (viz obr. 55) a pfi tom
A,B, < A,B,. Snadno dokaZeme nepiimo, Ze pak je také 4,C, < A,C,
(a B,Cy < B,C,). Budiz C’ bod na useéce 4,C, takovy, ze 4,C,= A4,C",
a bod B’ na useéce A,B, takovy, Ze 4,B, = A,B’. Potom < B'C'C, +
+ < B,C,0' = & C'B'B, + <X C,B,B' = 2R, takie ¢&tyriahelnik
O B'B,C,C’" ma soulet uhli 4R. Zavér plyne z VETY 15,6.

VEra 15,8. JestliZe rovina md vlastnost 11, pak v ni neexistuji neshodné
podobné trojihelniky.
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DUxrAzZ je ziejmy z piedchazejici véty a z VETY 14,4.
VETa 15,9. Rovina md viastnost I tehdy a jen tehdy, lze-li kaZdym 'vmt’r’-
nim bodem dhlu (dutého) vést alespori jednu pFimku protmaywz obé ra-

mena mimo vrchol.

Ddraz. 1. Nechf rovina m4 vlast-
nost I a budiz v ni dan thel ¢ ABC
a jeho vnitini bod P (viz obr. 56).
Necht dile pfimka ¢ jdouci bodem P
je nertiznobézn4 s AB a pfimka p ve-
dens bodem P nertiznobéna s BC.
Je-li Dbod na BC takovy, %e Ba D
jsou na riznych strandch od ¢, pak
DP protini 4B, protoze q je jedind
nertiznobézka bodem P k AB.

2. Necht kazdym vnitfnim bodem
dhlu lze vést alesponi jednu piim-

[N

" Obr. 56.

ku protinajici obé ramena. Budte AB a CD = CD’ (viz obr. 57) takové
dvé primky, Zze ¢ BAC < R= < ACD = < ACD'. Je tedy soudet
thlt ptimek AB a CD’ s piidkou AC (po jedné stran&) rizny od 2R.

A

Obr. 57.

Zvolime-li bod B’ v poloroviné
(AC, B)* tak, %e <X BAC =
<X B’AC, pak bod C je uvnit¥
dhlu <t BAB’, takie jim lze
podle predpokladu vést piimku
protinajicf obé jeho ramena.
Pomoci R, 4 a vlastnosti shod-
nosti dokdzeme, ze CD protina
i ABi AF’, takZe podle VETY
15,1 m4 rovina vlastnost 1.
ViTa 15,10, Rovina md vlast-
nost I tehdy a jen tehdy, jestlize
v ni existuji alespor tFi body,

které jsou stejné vzddleny od pFimky, leZi po tée jeji strané a jsou koli-

nedrni.

Duraz. 1. Mé-li rovina vlastnost I, pak podle &isti 3 dikazu VETY

14,5 existuji ekvidistantni pfimky.
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2. Necht body A4, B, C leii na téze strané pfimky p (viz obr. 58)
a jsou stejn& od ni vzdileny a pfi tom jsou kolineirni. Oznaéme A4,, B,,
C, priseciky kolmic s pfimkou p vedenych body 4, B, C na p. '
Nyni plati véta: jestlize ve étyrahelniku [ M NPQ (viz obr. 59) jsou
ahly pfi vrcholech M a N pravé a MQ = NP, pak thly p¥ivrcholech
Q a P jsou shodné. Nebot je-li H piilici bod strany MN a HK kolmice

A B c Q " p

AN

N\

/ .

!
|
)
!
!
Vs t \
|
{
|
|

= D
4 B, c, " H N

Obr. 58. Obr. 59.

bodem H na MN a K praseéik HK a QP, pak A MHK = A NHK,
a proto i A MQK = A NPK,

Jo tedy < A,AB= < B,BA, X A, AB= < C,CB, < B,BC =
= <& C,CB a odtud plyne, ze ¢ B,BA = < B,BC, takie viechny tyto
dhly jsou pravé a tim je dokazana existence &tyrthelnika se ¢tyfmi
pravymi dhly. Zavér vyplyva z VETY 15,6.

DEFINICE. ('tyrihelnik [] MNPQ (viz obr. 59), jehoz thly pi vreho-
lech M a N jsou pravé a strany MQ 'a NP jsou shodné, se nazyva
Saccheriho étyrihelnik (3 MNPQ (pravé uhly jsou vidy pfi prvnich
dvou vrcholech).

Vira 15,11. V Saccheriho Ctyrihelniku (] MNPQ jsou 4hly X P
a <X Q shodné a spojnice palicich bodi stran MN a PQ je spoleénd kolmice
pFimek MN a PQ.

DUgraz. Budiz H pilici bod strany MN (viz obr. 59) a KH kolmice
bodem H na MN a K priseéik HK a QP. Podle &asti 2 dikazu VETY
15,10 je A MQK = A NPK, takZe je QK = KP ¢ili K je pulici bod
strany QP. Odtud plyne také, ze A QKH = A PKH, takie je
KH | QP.
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VETA 15,12. Md-li rovina vlastnost 11, pak viechny body, leZici po téze
strané néjaké pFimky ve stefniyjch vzddlenostech od ni, neleti na pfimce

(ekvidistanta pfimky neni pFimka).
DUraz plyne z VET 15,10 a 14,4,

1
!

7 |
!

By !
Yo
\ H ar q
!
/\/
\
| A'
\OC h
Obr. 60. Obr. al.

ViTa 15,13. Rovina md vlastnost 1 tehdy a jen tehdy, kdyZ ke katdym
tfem nekolinedrnim bodim existuje bod stejné od mich vzddleny (kdyi
kazdé tFi nekolinedrni body leZi na kruZnici).

Dtraz. 1. Necht rovina mé vlastnost I a budteZ v ni diny t¥i
libovolné nekolinearni body A4, B, C (viz obr. 60). Podle VETY 12,22
by bod stejné vzdaleny od A, Bi C musel byt priseéikem os tiseéek AB
a BC. Budiz H resp. K pilici bod usecky A B resp. BC. Souéet vniti-
nich dhli tvofenych osami s ptimkou HK je v poloroviné (HK, B)
zfejmeé vétsi nez 2R, a protoZe rovina mé vlastnost I, obé osy se protnou.

2. Nechf ke kazdym tfem nekolinearnim bodim existuje bod, stejné
od nich vzdaleny. Budte &, p, g (viz obr. 61) tfi pfimky, pfi ¢emz ¢ pro-
tind & v bodé @ a stoji na ni kolmo, p protina i v bodé P a nestoji na ni
kolmo, takZe soudet vnitinich ahla pifmek p a g s ptckou PQ (po jedné
jeji strané) je rizny od 2R. Zvolme mezi P a @ bod A, na polopiimce
(@A)* urdeme bod 4, tak, aby AQ = QA4,, a v poloroviné (pA4)* urde-
me bod A4, tak, aby 44, bylo kolmé na p a vzdilenost Ap = A4,p.
Bod A, nelezi na k, takze body 4, 4,, 4, jsou nekolinearnf. Existuje
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tudiZ bod, stejné od nich vzdileny, atimto bodem prochazi jak p, tak ¢
(podle VETY 12,22), takZe p a g se protinaji a podle VETY 15,1 ma ro-
vina vlastnost I.

VETa 15,14. Md-li rovina vlastnost 11, pak neleZi kazdé tFi nekolinedr-
nt body na kruinici.

DUKAZ je disledkem véty pfedchazejici a VETY 14,4.

Q. A c
o[ —%
P £ R ?
R
B
1 ] 1 ]
v A P,l el el D
Obr. 62.°

ViEra 15,15. Rovina md vlastnost 1 tehdy a jen tehdy, jestlize v ni
existuje alespont jeden pdr riznych pfimek té vlastnosti, e body jedné
2 nich maji od druhé vzddlenosti shora omezeny.

Doraz. 1. Necht rovina ma vlastnost I. Potom podle VETY 15,10
jsou nertznobéiné pfimky ekvidistantni, takZe je splnéno tvrzeni nasi
véty.

2. JestliZe rovina nemd vlastnost I (takZe ma podle VETY 14,4 vlast-
nost II), pak se da dokazat, Ze neexistuji pfimky té vlastnosti, Ze by
body jedné z nich mély od druhé vzdélenosti shora omezeny. JestliZze
je totiz <t BAD pravy tuhel a bod C (viz obr. 62) je po téze strané
pHmky AB jako bod D, pak dokaZeme, Ze at je <t ABC pravy nebo
tupy tuhel, 1ze vidy na polopfimee (BC) uréit bod T tak, Ze vzdilenost
bodu 7' od p¥imky AD je vétsi ne# libovolna pfedem dani tisetka.

Zvolme na polopiimece (BC) body P,, P,, P, tak, Ze u(P,P,P,),
P,P, = P,P;, a vedme jimi kolmice na pfimku AD a pruseéiky oznad-
me Py, P,, P,. Na (P,P,) uréeme bod R, a na (P,P,) bod R, tak, e
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plati P;P, = P,R,, P,P = P,R,. Protoze [] P,P,R,P, je Saccheriho
¢tyrahelnik, jsou za predpokladu, Ze rovina mé vlastnost II, dhly
X P/P,R,a < P,R,P, ostré a podobné i thly < P,P,R, a < P,R,P,.
Bod R, resp. R, padne tedy na usetku P,P, resp. P,P,. Ukéd%eme nyni,
e je R,P, <.R,P,. Zvolme na (P,P,)* bod Q, tak, Ze je R,P, = P,Q,
a na (B,P,;)* bod @, tak, ze P,Q, = R,Q,. Zfejmé plati A P,R,P, =
= A P,Q,P,, takie & P,Q,P, > R. Jeito (J P,R,Q,Q, je &tyrihelnik
Saccheriho, je thel < P,Q.,Q, ostry, takZe bod @, padne mezi body
P, a R,.

Je-li nyni ddna tset¢ka M N, pak podle Archimedova axiomu existuje
plirozené &islo n tak, ze n . P,R, > MN — P P,, tak¥e pro vzdale-
nost bodu P,.,, ktery je uréen vztahy

pP,3P,3P,32...3P,3 P,y
a P,P,= P,P,= ...= P,P,,,, od p¥imky AD plati AD P, , >
> AD P, +n.P,R, > MN.

Jako shrnuti vysledkt tohoto paragrafu uvedeme v piehledu véty
ekvivalentni s V. postulitem, jeZ jsou oviem také navzijem ekviva-
lentni. MiZeme je roztiidit podle toho, kterych primitivnich pojmi se
jejich formulace pfimo tyka.

Véty, tykajici se pouze pojmu incidence:

1. Alespori jeden pdr P, p md tu viastnost, Ze bodem P lze k pfimce p

vést préve jednu nerizznobéiku (vlastnost I).

2. KaZdd pfimka, kterd protind jednu ze dvou neriiznobéZek, protind
£ druhou.

Véta, vyjadiena pomoci incidence a rozmisténi:

3. KaZdym vnitinim bodem dutého whlu lze vést alespori jednu pFim-
ku, protinajict obé ramena mimo vrchol.

Pouze incidence a shodnosti useéek se tyka véta:

4. Ke kaZdym tfem nekolinedrnim bodim existuje bod od vdech tFi
stejné vzddleny.
Véty, tykajici se pojmit incidence, shodnosti iseek a rozmisténi:

5. Ezistuji alespori dvé primky té vlastnosti, Ze body jedné z nich
maji od druhé vzddlenosti shora omezeny.
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6. Existuji alesport tFi body stejné vzddlené od pfimky, kieré leZt po
téZe jeji strané a jsou kolinedrni.
Pomoci pojmii incidence, rozmisténi a shodnosti Ghli jsou vyjidieny
véty:
7. Existuje alespoii jeden trojuhelnik se soubtem ihla 2R.
8. Existuje alespon jeden Styrihelnik se soultem 4whla 4R.
9. Je-li soubet vnitFnich dhla dvou primek po jedné strané pricky
rizny od 2R, pak se tyto primky protinaji. -
10. KaZdd kolmice na jedno rameno ostrého whlu protne i druhé
rameno. (Pfimka je kolm4 na rameno, jestlize je kolma na pfimku, v niZ
rameno leZ{, a protini ji ve vnitfnim bodé ramena; véta 10 je pouze
jind formulace ViETY 15,1 &ili V. Eukleidova postulatu.)
Véta, tykajici se pojmu incidence a shodnosti tisedek i hhi:
11. Ezistuji alespoii dva trojihelniky s odpovidajicimi shodnymi
1thly a 8 odpovidajicimi stranami neshodnyms.
PoznAmra. V. postulit je také ekvivalentni s tvrzenim, které
v podstaté ki, Ze limitou kruZnice s neomezené vzristajicim polo-
mérem je piimka. Pfesnou formulaci tohoto tvrzenf a dikaz ekviva-
lence viz v odst. 18 (VETA 18,4).
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KAPITQLA III

NEEUKLEIDOVSKA GEOMETRIE

16. Novy axiom. Ve druhé kapitole jsme mluvili o dvoji geometrii
roviny a ukézali jsme, %¢ geometrie roviny s vlastnost”sw
V. Eukleicﬁl__\L postuldt. Prekraduje tedy jiz oblast absolutni geometrie
a prechdzi v geometrii eukleidovskou. Podobn& geometrie roviny
s vlastnosti IT se vymyka ji% absolufni geometrii; rozsitena také na
prostorové vlastnosti tvoii [Lobadevského meeukleidovskon geometrii.
Tato geometrie se tedy vedle dosud uvedenych axiomi absolutni geo-
metrie opira je§té o dalsi axiom, ktery miZeme formulovat razné, nej-
jednoduseji v3ak jako axiom o incidenci..

’

AxioM LoBACGEVSKEHO GEOMETRIE:

3, 10. V roviné prochdzi bodem mimo pfimku alespori dvé rivzné s ni se
neprotinajici pFimky. )
" Nékteré véty neeukleidovské geometrie jsme odvodili jiz v minulém
odstavei. Jsou to tyto véty:

ViTa 16,1, Existuji tFi nekolinedrni body, jeZ nelefi na Zddné krui-
nict.

VErA 16,2. Ekvidistanta pfimky neni pFimka.

Vira 16,3. Soudet whli v trojihelniku je vidy mend nef 2R.

VETA 16,4. Soudlet 4hlia ve Ctyrihelniku je vidy mendi neZ 4R.

VETA 16,5. Existuji oba pfipady, Ze dvé neprotinajict se pFimky v ro-
viné tvofi s pFickou po jedné jeji strané vnitini dhly, jejiché soudet je
v jednom pFipadé roven a v druhém rizny od 2R.

VETA 16,6. Existuje kolmice na rameno ostrého whlu, kterd neprotne
druhé rameno.

VETA 16,7. Neexistuji trojihelniky se shodnymi odpovidajicimi wihly,
které by mély odpovidajici strany neshodné. ~

Posledni vété je mozno dat tvar véty o shodnosti trojihelnik:

VETA 16,8. Dva trojihelniky jsou shodné, jestlife maji shodné odpo-
vidajici dhly.
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17. PFimky rdznob&iné, soub&Zné a rozb&iné.

Prednim tkolem tohoto paragrafu je provést klasifikact dvojic pFimek v roviné
podle jejich incidendnich vlastnosti na tfi typy: ptimky riznobéiné, soubéiné
arozbéiné a odvodit z&kladn{ vlastnosti téchto dvojic pfimek (véty 17,1 ai 17,12).
Dile jsou zkoumany pimky v prostoru
a vztah miznob&Znosti, soub&Znosti a
rozbé&Znosti je roziifen na dvojici pfim-
ky 8 rovinou nebo dvojici dvou rovin.
Posledni vé&ta tohoto odstavece (ViTa
17,28) bude mit pozdg&ji duleZity di-
sledek (viz str. 140).

VEra 17,1. V roviné prochdzi
bodem mimo danou primku neko-
neéné mnoho pFimek, jeZ danou
primku neprotinaji. 2 p

Doxraz. Budtez q,, ¢, dvé neriz- Obr. 63.

nobézky vedené bodem P k pfimce

P (viz obr. 63). Na pfimce g, uréeme bod @, tak, aby leZel na opaéné

strané od g, ne? lezi ptimka p. Je-li nyni @ jakykoli bod p¥imky p, pak

tsedka @,@Q protne pfimku g,, prisedik oznaéme @,. Pro kaidy bod M

usecky @,Q lezi polopiim-

ka (PM) mezi rameny Ghlu

< @, PQ,, takze piimka PM

je nertiznobéini s p. Nebot

P kdyby PM méla s piimkou p

priseéik N, pak by bylo bud

wW(PMN), bud u(NPM). Po-

dle axiomu R, 4 aplikované-

p hona A MQN bychom do-

Obr. 64. stali, Ze bud ¢, nebo ¢, pro-

tind p, coZ by byl spor.

Mezi nekone¢nd mnoha pfimkami, o nichZ mluvi pfedchazejic véta, jsou dvs,
které hraji v celé Lobadevského geometrii vyznadnou roli. Dojdeme k nim touto
tvahou: viechny piimky prochazejicf bodem P (viz obr. 64) mohou byt vzhledem
k pfimce p (neprochazejici bodem P) rozd8leny do dvou t#d tak, Ze v jedné t¥ids
jsou pfimky, jeZ protinajf,p, a v druhé ty, které neprotinaji pfimku p. Hranici
mezi ob&ma tiidami tvoii dv& piimky, o nichZ pozdgji dokéZeme, %e neproti-
najf p, a to jsou prav¥ ony vyznainé piimky neeukleidovské geometrie. Loba-
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Zevskij nazyval tyto pimky rovnobdékamile ptimee p, (viz citét z Lobadevského
na str. 182 této kniZky!).

JiZ v odstaveci 14 jsme fekli, Ze se budeme pokud moZno vyhybat ndzvu
, rovnobdzky*‘, protoZe mé né&kolikery vyznam. Tato nejednotnost nevede sice
k 24dnym nedorozuménim, pfesto viak muZe ndkteré pojmy zatemnit.
““Termin ,,rovnob&#ny* mé v matematice t¥i rizné vyznamy. U Eukleida zna-
menaji dv& rovnob&Zné pimky taté% jako ,,dv& piimky v roviné, které se nepro-
tinaji*. Jiny vyznam mé tento ndzev v eukleidovské geometrii, kde se ho pfene-
“sens uZiva pro vyzna&nou dvojici pHmek v rovind (pro pfimky, které se neproti-
najf; obrdcens, k&idé._du@wwciﬁ Ppiimky v roving patif do kategorie
vyznaénych dvojic pfimek, totiZ mezi rovnobsézky). Koneéns s tfetim vyznamem
terminu rovnob&iny jsme se prdvé nyni setkali v Lobadevského geometrii.
V této geometrii nepatii ka¥dé dvsé neprotinajicf se piimky do kategorie dvojic
pfimek rovnob&Znych. Rovnob&iné piimky podle piivodni Eukleidovy definice
by na druhé strand zahrnovaly kaZdou dvojici neprotinajicich se pfimek v ne-
eukleidovské roving.

V dal§im budeme pfimky rovnob&iné ve smyslu Loba&evského radé&ji nazyvat
pHmkami soubé'ényrm nebo soubéZkami, zatim co termin ,,rovnob&Zky‘‘ ponecha-
me pouze geometrii eukleidovské. Pro ptimky v roving, které se neprotinaji, ne-
budeme uZfvat fadného zvlditnitho ndzvu.20)

Lobadevskij mé&l urdité divody, kdyZ soubsiné piimky nazyval rovnob&z-
kami. Jestlife totiZ od,héim.e obé& soub&iky jdouci bodem P pomocf orientace
piimky p, pak plati, jak zanedlouho uké¥eme: N

1. bodem P lze k pi-imce p (orientovand) vést pravé jednu soub&zku, ¢

2. je-li ¢ soub&Zka vedens bodem Pk pﬁmee P a Q jiny bod na primca q, po-
tom soub&Zka vedens bodem @ k p splyvé. 8¢

3. je-li § soubd¥ka k p¥imcep, pakp je soub¥zka k ptimce g ’

4. je-li P soub&zka k p¥imee 7 a'§ (+ 7) také soubszka k pHmce 7, pak pHmky
7 a § jsou soubd¥né.

Je tedy vztah orientované soub&Znosti symetricky, transitivni a vyznaéuje se
jednoznaénosti, pravs tak jako vztah rovnob&Znosti v eukleidovské geometrii.

Pojem piimek soub&Znych lze osvétlit na kaZdém z diive uvedenych model
Lobagevského roviny. Na pf. na modelu Beltrami-Kleinov# (viz obr. 65a) mé
,,pFimka‘¢ p za soubdZky ty ,,pitmky, které s nf maji spoledny bod na kruZnici k
(ktery se tedy uZ nepoditd jako ,,bod‘* ,,roviny‘‘). Soudasng je vidst, Ze ,,s0u-
b&%ky’ r a 7’ tvofi ve svazlu ,,pfimek** uréeném bodem P hranici mezi ,,ptm-
kami'* protfnajicimi a neprotinajicimi ,,pfimku* p. Podobnd je tomu u ostatnich
modeli (obr. 65 b, ¢).

20) Jan Vyiin ve své kniZfce Elementdrnt geometrie I11 (Pfirodovédecké vyda-
vatelstvi, Praha, 1952) uZivé termfinu soubéiné ptimky pravé pro pHmky v ro-
ving, které se neprotinaji.
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Vita 17,2. Budif PA | ABa CP | AP (viz obr. 66), pfi éemZ body
B a C jsou po tée strané pFimky AP. Rozdélime-li vdechny polopiimky
dutého whlu <z CPA na dvé tFidy tak, £e do jedné ddme polopfimky nepro-
tinajici pFimku AB a do druhé ty polopFimky, jet pFimku AB protinaji,
pak

1. ob¢ tFidy tvoFi Fez na mnoZiné polopFimek dhlu < CPA,

2. vytvoFujici polopFimka tohoto Fezu neprotind pFimku AB.

P c
- L
k
P
r P
D
=
A R
Obr. 65. Obr. 66.

Dioraz. 1. Rozdéleni polopiimek Ghlu <X CPA urdené v nasf vété
zfejmé spliiuje podminky a), b) definice fezu (viz odst. 6, str. 34).
Zbyva dokazat, Ze spliiuje i podminku c¢’) (viz str. 35). V dikazu
VEty 17,1 jsme vSak vidéli, Ze viechny polopfimky mezi dvéma polo-
pimkami Gblu < A BC neprotinajfcimi pfimku AB jsou rovnéz nepro-
tinajici. O protinajicich polopfimkach je to zfejmé podle R, 4.

2. Ozpnacdime-li pismenem p vytvofujici polopfimku fezu, o némz
mluvi nase véta, mame dokazat, 7e polopfimka p neprotina ptimku A B.
Predpoklidejme naopak, Ze by p protinala AB v bodé M. Pak by
existoval na AB bod N tak, Ze by platilo u(4 MN). Poloptimka (PN)
by lezela mezi p a (PC) (protoze by leZela v polorovinich (p, 4)* a
(PC, A)) a neprotinala by v disledku vlastnosti vytvofujici polo-
ptimky Dedekindova fezu pi{mku A B, coZ by byl spor.

DEFINICE. O orientovanych pHmkéch p a ¢ v roving, které se nepro-
tinajf, budeme Fikat, Ze jsou orientovdny souhlasné, jestlize polopiimky
(PP) a (Qq), kde P resp. @ je bod na p resp. g, lezi v téZze poloroving,
uréené pfimkou P@Q. (Je vidét, Ze tato definice nezdvisi na volbs boda
P, Q na piimkach p, g). N
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DEFINICE. Soubéika vedend bodem P k orientované piimce ABT jez
neprochizi bodem P, je definovina takto:

Budiz PA | AB a CP | AP (viz obr. 66), pfi éemZ body B a C
jsou po téze strané pHimky AP. BudiZ p vytvofujici polopiimka Dede-
kindova fezu polopfimek thlu < CPA, jeho% jedna tfida obsahuje
polopfimky protinajici 4B a druhé poloptimky neprotinajici 4B.
Soubézkou vedenou bodem P k orientované pfimce AB se nazyvi

orientovand piimka p takova, Ze
P a) P je pHimka, jf% je polopiim-

o Q ka p 8asti,

T . b) orientace pHmky p je takovi,

N m %e jest Pp = p a Ze orientované

N piimky p a AB jsou orientovany

NN souhlasné.

oM VETA 17,3. Bodem mimo orien-

LI %\\\ tovanou primku lze k ni vést prdvé
N\ jednu soubéilu.

P! @ N DYEAzZ je patrny pifmo z definice
Obr. 67. a z toho, Ze ez m4 nejvyse jeden
vytvofujief prvek.

ViTA 17,4, Je-li § soubéska vedend bodem P k orientované pfimce p,
pak q je také soubézka k__z; vedend jakymkoli bodem leFicim na q.

Dtxaz. Necht @ je bod na ¢ rizny od P. Mame dokazat, Ze soubézka
bodem Q k P jeq. Ozna&ime-li Q' (viz obr. 67) prisecik p s kolmici na p
vedenou bodem §), pak stadi dokdzat, Ze libovolnd polopfimka mezi
(Q9) a (QQ’) protina pfimku p. Budiz m takova polopfimka s po¢atkem
Q. Je-li P 3 @, pfi lemz <3 je uspofadani, pFislusejici orientaci pfimky
¢> zvolme na m libovolny bod M #+ @, takie polopi{mka (PM) lexf
mezi (PP’) (P’ je priseéik pfimky p a kolmice na ni bodem P vedené)
a (Pg),atudiZ podle pfedpokladu soubgzinosti proting p, prisedik oznaé-
me N. Podle R, 4 aplikovaného na trojahelnik A PP'N protina piimka
QM a tedy i polop¥imka m p¥{mka p.

Je-li @ < P, zvolime bod M na m* (t.j. opaéné polopfimce k m) a
diikaz je obdobny.

PozniMEA. V disledku ViETY 17,4 mizeme mluvit o ,,soubéice .é
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k orientované piimce P, t. j. miZeme vynechat dodatek ,,vedené
bodem P, kde P je uréity bod na ¢, protoze za bod P muzeme podle
VETY 17,4 volit kterykoli bod piimky ¢.

Viita 17,5. Je-li ¢ soubdfka k orientované piimce D, pak je p soubéfka
k pfimee q.

Dtkraz. Bodem P na p vedme kolmici ke g (viz obr. 68), prisedik
oznadme Q. Staéi dokézat, Ze p je soubéika bodem P ke g &ili ze kazda
polopfimka mezi (PQ) a (PP)
protina gq. ? Q A E_ 9

Necht naopak (PM) leii Y \ {
mezi (PQ) a (Pp) a je s ¢ \
neridznobéind. Budiz 4 na \ c
(@9) a B na (Qq)* tak, aby \
JAPQ=<BPQ=}<IMPp \( n

\
P

a bod C v poloroviné (gP)
tak, ze < PAC = < PBA.
Podle predpokladu, 7e g je Obr. 68.

soub&Zna s p, polopiimka

(AC) protne p; tento priseéik oznaéme D a na polopfimce (BA) urde-
me E tak, e BE = AD. Potom A APD = A BPE, takie < BPE =
= 4 APD = < BPM, takie (PE) splyva s (PM), coz je spor.

PoznimgA. V disledku VETY 17,5 miZeme vedle réeni ,,pfimka ¢ je
soubind k orientované pFimce p* Hkat také ,,orientované primky p a q
jsou soubéiné’* (vztah soubéinosti je totiz symetricky).

DEerFiNIcE. Vedle soubéZnosti orientovanych pfimek mluvime také
dasto o soubéZnosti primek mneorientovanych. Potom nazyvime dvé
pimky soubéZnymi tehdy, jestliZze je lze obé orientovat tak, aby byly
soubéZnymi orientovanymi pfimkami. (Je zfejmé, Ze takto orientovat
dvé pfimky lze nejvy3e jednim zplsobem.)

DEerinice. Dvé splyvajic pfimky budeme vidy povaZovat za sou-
bé&%né (tato definice, ktera Ikd, Ze vztah soubéinosti je reflexivni, je
nutni, abychom mohli dokdzat nasledujici vétu).

Vitra 17,6. Je-li kafdd z orientovangch pfimek P a q soub&énd s orien-
tovanou primkou r, pak pFimky P a q jsou také soub&iné.

Doraz. 1. Lezi-lip a g, p * g (viz obr. 69) po riznych stranich od 7,
vezméme P na p a @ na q. Kazda polopfimka a uhlu < QP; protne

o> P
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pfimku 7, protoZe P a T jsousoubéiné,a protne také g, prototei ga 7 jsou
soubézné. Protoze v3ak piimky p a ¢ se nemohou protnout a protoze
jsou souhlasné orientovany, jsou soubézné.

2. Le#i-lipagq, p + g na téZe strané od 7, oznaéme ¢ tu pHimku, kterd
lezf mezi ostatnimi dvéma (viz obr. 70). Pi{mky p a ¢ se nemohou

p P
\.

Obr. 69. Obr. 70.

protnout, prot?oie jinak by polopfimka piimky p za priseéikem byla
mezi g a r a protla by 7. Zvolme nyn{ na r bod R, na g bod . Budiz polo-
piimka a soudasné v Ghlu < PRri < QR;. Protoze p i § jsou soub&zné
s 7, protne a piimku ¢q (v bodé A) a piimku p (v bodé B). Kazda polo-
piimka b thlu < RBp protne pi{mku 7 v bodé C. Podle R, 4 aplikova-
ného na A ‘RBC protne b také piimku ¢, takZe orientované pfimky p
a ¢ jsou soub&zné.

3. JestliZe je p = ¢, pak tvrzeni je spravné v disledku reflexivnosti
vztahu soubéznosti. »

PoznAmra. Disledkem posledni véty je transitivnost vztahu sou-
bénosti. Jsou-li pHmky P a ¢ sovbé#né a g a r také sonbéiné, pakipar
jsou soubézné.

DErinice. P¥Himka g leZi mezi nertiznobéinymi pfimkami p a r, jest-
lize piimky p a r lei{ v riznych polorovinich uréenych piimkou ¢
v roviné pr.

VEra 17,7. PFimka leici mezi dvéma soubéikami je s obéma sou-
béznd.
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Doraz. Nechf pfimka ¢ leZi mezi pfimkami p a r (viz obr. 71)
a necht P a 7 jsou soub&iné. Je-li P na p a R na r, pak kazd4 polo-
piimka, ihlu < PR se protne s p a podle R, 4 se protne i s g. Jsou tedy
pfimky g a 7 soubéiné. h

A p
—=p
e —]
] )
P9 a 49
Obr. 71. Obr. 72.

VETa 17,8. Dvé soubéiné primky nemaji spoleénou kolmici (t. §. pfim-
ku kolmou k obéma zdroveti).

Dtgaz.” Kdyby soubsiky p a ¢ mély spoleénou kolmici, kters by je
protla v bodech P a @ (viz obr. 72), pak by kazd4i polopfimka hlu
<& QPp protla g a bodem P by prochizela jediné nertiznobézka k p¥m-
ce g, coz by bylo ve sporu s axiomem $, 10.

DEFINICE. Neriznobéinym piimkam, leZicim v roviné, které nejsou
soubézné, budeme fkat pFimky rozb&né nebo rozbésky.

VETa 17,9, Dvé rozbéZky maji vidy prdvé jednu spoleénow kolmici.

Dtraz.2t) Jestlize [] MNPQ je Saccheriho étyriihelnik, pak spojnice
pulicich bodi stran MN a PQ (viz obr. 59 a VETU 15,11) je spoleéna
kolmice ptimek MN a PQ. Pti dikazu na$i véty se budeme proto snazit
nalézt spoleénou kolmici jako spojniei stfedu pifslusnych stran jistého
Saccherihp dtyriahelnfka.

1. Existence. Budtez a, b dvé rozbézky. Na a (viz obr. 73) zvolme
body A4 a B a vedme jimi kolmice na b, priseéiky oznaéme 4, a B,.

1) Podle Hilbert [2] str. 164—165.
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Je-li A4, = BB,, je (] A,B,BA Saccheriho étyrihelnik a osa tGseéky
A,B, je podle VETY 15,11 spoleéné kolmice.

Neni-li A4, = BB,, budiz na p¥. A4, > BB,. Na tusedce 44, zvol-
me bod A4’ tak, 2e 4,4’ = B,B,a bode_m A’ vedme piimku ¢ tak, Ze
8 (A’A4,) v poloroving (4,4’, B) svird ty% thel jako pf¥imka a s (BB,)

Obr. 73.

Obr. 74.

v poloroviné (BB,, A)*. Primky a a c¢ se protnou (dikaz uvedeme na
konci této tvahy), prisedik oznaéme C. Kolmice bodém C vedend na b
necht b protne v C,. Na a zvolme nyni bod D tak, Ze AC = BD a
B 3 D, pfi ¢emZ 3 je dano tak, Ze 4 3 C; na b zvolme D, tak, Ze
A,C, = B,D, a4, 3 Cy, B, 3 D,.Podle konstrukce je (] 4,4'CC, =

= [ B,BDD,, tak¥e (] C,D,DC je Saccheriho étyruhelnik. Osa usecky
C,D, je podle VETY 15,11 spole¢na kolmice p¥imek a a b.

’
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Zbyva jesté dokazat, Ze primky a a ¢ se protnou. Bodem B, (viz
obr. 74) vedme piimku p soubézinou s 4B a bodem A, ptimku ¢, svira-
jici v poloroviné (bA4) s polopfimkou (4,B,) tyz thel jako (B,P)
s (B;4,)*. Protoe ¢ neni soubéZné s p (VETA 14,2), neni soubézné éﬁi'\
sa.Bod 4 L€ Inezi pfimkami a a p,a protoZe ¢ je s p neriznobéznd, do-
kazZeme pod]e VETY 17,7 nepfimo, Ze ¢ protne a, pruseéik oznadme M.
Ze shodnosti utvari pB,Ba a qA,A’c plyne,ze ¢ a g jsou soubéiné.
Piimka ¢ neprotne tedy useku 4,M, takZe podle axiomu £, 4 apliko-
vaného na A A,AM p¥mka ¢ protne fiseCku AM.

X

2. Jednoznaénost: Dvé nertiznobézky nemohou mit dvé spoleéné kol-
mice, protoze by pak existoval étyrthelnik se étyfmi pravymi thly,
coz by bylo ve sporu s axiomem J, 10 (viz VETU 16,4).

VEtA 17,10. Dvé riazné pfimky leZici v téfe roviné jsou rozbéiné tehdy
a jen tehdy, jestlize maji spoleénou kolmici. _

Dtxaz. 1. Jsou-li dvé piimky rozbéiné, pak maji podle VEry 17,9
vidy pravé jednu kolmici.

2. Jestlize dvé piimky (v roviné) maji spoleénou kolmici, pak pie-
devsim mus{ byt neriznobézné (VETY 12,17 a 12,21). Podle VEry 17,8
viak nemohou byt soub&iné, takZie podle definice rozbéZek jsou roz-
béZné.

Okolnost, %e pfimky rozb&¥né maji pravé jednu kolmici a %e obracend pftmky,
které maji spoleénou kolmici, jsou rozb&zné, lze vystiZnd ilustrovat na modelu
Beltrami-Kleinovs. Podle toho, jak jsme u tohoto modelu definovali shodnost
uhly, jeou zde ,,piimky** ,,kolmé*, jestliZe nédleZeji pfimkdm poldrné sdruZenym
vzhledem ke kruZnici k (t. j. takovym, Ze jedna prochézi pélem pfimky druhé).
»Rozb&%Zky* p a ¢ (viz obr. 76) majf spoleénou ,,kolmici‘* na seén¥ ur&ené p6ly
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Pag@. Jsou-li »pliimky* p a q ,,s0ub&iné“ (viz obr. 76), pak pély P a @ le%i na
téZe tedn& kruZnice k, takZe neurduji Zddnou ,,pfimku‘‘. Podobn§ je tomu v p¥i-
pad8 ,,riznob&Zek"’, nebot spojnice péli P a @ kruZnici k neprotina.

VEra 17,11, Dvé pFimky, které s tfeti primkou tvofi po jedné strané
vnitins uhly, jejichZ soulet je 2R, jsou rozbéiné.

Obr. 77. Obr. 78.

Diéxaz. Jsou-li p, ¢ ob& piimky a P, @ prisediky s tietf piimkou,
o nfZ mluvi naSe véta, pak kolmice vedend stfedem useky PQ na
jednu z pfimek p, ¢ je kolmé i na druhou (podle véty o shodnosti
trojahelnikd). Maji tedy pfimky p, ¢ spoleénou kolmici.

DEFINICE. BudteZ p a g dvé soubézky. Je-li @ bod na p¥Hmee ¢ a P
prisedik pHmky p s kolmici vedenou k ni bodem @, pak thel X PQg
nazyvame uhlem soubéZnosti bodu @ vzhledem k pfimce p. Budeme ho
oznadovat I1(pQ), protoze zavisi jen na vzdalenosti bodu @ od p.*'*) Ma-
ji-li totiz body @ a R stejné vzdalenosti od pimky -p, pak je IT1(pQ) =
= JI(pR), jak se snadno dokiZe nepfimo pomoci véty, Ze bodem lze
k orientované pfimce vést pravé jednu soubézku. ‘

VEra 17,12, Je-li pQ < pR, pak I1(pQ) > II(pR).

Dtoxaz. Necht body @ a R lezi na kolmici k pfimee p (viz obr. 77)
tak, Ze pQ << pR; rovnobéiky v téze orientaci vedené témito body k p

"oznacme g a r. Kdyby bylo II(pQ) = II(pR), pak by primky q a r tvo-
fily s @R po jedné stran& vniténi thly o soudtu 2R, byly by tedy roz-
bézné, zatim co podle VETY 17,6 jsou soubéZné. Kdyby bylo II(pQ) <
< II(pR), potom polopiimka (RS) takova, fe <t SRQ = II(pQ), by

21s) Tento symbol zavedl Loba&evskij.
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padla do dhlu < QR7 a pii tom podle VETy 17,11 by neprotla g,
coz by byl spor, nebot by pak neprotla ani p.

VETA 17,13. Je-lt & jakykoli ostry vhel, pak vidy existuje k pfimce p
bod P tak, Ze je II(pP) = a.

Dtxaz. Budiz E orientovanda pi{mka, na niz lez{ bod @ (viz obr. 78).
Uréeme polopfimku r s poéitkem v @ tak, Ze je <t (Qg)r = «. Podle
VETY 16,6 nemohou v8echny kolmice na ¢ {majicf s ¢ praseéik na polo-
pfimce (Q9)) protnout rameno 7. Podle toho miZeme nyni rozdélit body
primky g do dvou skupin §,, §, takto: do skupiny §, dime vSechny
body X, jimi% vedend kolmice na pfimku ¢ protind ramenor, askazdym
bodem X také vSechny body polopfimky (X¢). Do skupiny §; dime
vSechny ostatni body p¥imky ¢. Je ziejmeé, Ze takto dostaneme Dede-
kinduv ez a podle odstavce 13 vime, Ze existuje jeho vytvoiujicf bod,
ktery oznaéime R.

Nynf dokdZeme, Ze kolmice ¢ vedena bodem R k pfimce g je soubéznd
s pHmkou 7. K tomu staéf dokazat dvoji.

1. Jednak to, Ze ¢ neprotind pfimku r, coZ se sporem snadno odvodi.

2. Dale to, Ze kazd4 polopfimka thlu < TRQ (kde T je bod na ¢ po
téZe strané pifimky g jako polopfimka r) protind piHimku 7. Je-li s ta-
kovd polopfimka, potom kolmice vedena nékterym jejim bodem §
protne pfimku ¢ v bodé §’, pro ktery je x(@S’R), takZe s protne i pfim-
ku r; prisecik oznaé¢me S”. Aplikujeme-li nynf axiom &, 4 na troj-
ahelnik A QS’S” a piimku s, pak vidime, %e s musf protnout mezi
body @ a S” piimku 7,

Je-li nyni dina p¥imka p, o niZ mluvi nase véta, pak staéf volit bod P
tak, Ze je pP = Qt, a potom bude /1(pP) = «. *

VETA 17,14. Jestlife se dhel x neomezené zmenduje, pak

1. vzddlenost pP, pro kiterou je II(pP) = «, s¢ neomezené zvétsuje,

2. vzddlenost pP, pro kierou je II(pP) = R — &, se neomezené zmen-
Suje.

DvxAz plyne okamzité z VET 17,12 a 17,13,

Vysledek této vity by bylo 1zé Fici také tak (jestlize bychom zavedli velikost
uselky a uhlu jako &isla), %e uhel soub&znosti konverguje k nule, jestlife pf-
sluSné vzdédlenost konverguje do «, a Ze \ihel soub&Znosti konverguje k R, jest-
liZe pi{slusnd vzddlenost konverguje k nule. ProtoZe v eukleidovské geometrii je
ihel soub&Znosti pro viechny vzddlenosti roven R, vidime, Ze neeukleidovské

117



geometrie e tim vice podobéd eukleidovské, &im mensi je st neeukleidovského
prostoru, na niZ tuto geometrii omezime. Tento fakt lze vyjiddFit jestd jinak.
Kdyby na pf. ve vesmiru platila neeukleidovskéd geometrie, pfi éemZ by tieba
tihel soub¥Znosti pifsludejici k vzdédlenosti 10® svételnych let matil 10-¢ sekund,
potom by se neeukleidovské geometrie v oblasti ném dostupné prakticky nelisila
od geometrie eukleidovské. Srovnej odstavec I, str. 13 a odstavec 3, str. 21.

Q, R c
P Bl __—""1Q,
B i R, R
e
] f A I
P A R’ 23 R D
Obr. 79,

VETa 17,15. Budtef ddny primky AD a BC takové, %e body C a D jsou
po tée stran& pFimky AB, vihel < BAD je pravy, vhel & ABC pravy
nebo tupy. Jsou-li P,, P, dva body polopfimky (BC), pfi éeméz P, + B
a BP, < BP,, potom plati, jestlize pFimku AD oznadime p,

1. BA < pP,,

2. pPy < pPy,

3. je-li ddna jakdkoli diseéka MN > BA, pak existuje na poloprimce
(BC) bod 8 tak, Z2e pS = MN.

DUgraz. 1.—2. Jsou-li pfedpoklady véty splnény a jsou-li P, a P,
(viz obr. 79) prisediky ptimky 4D s kolmicemi vedenymi body P, a P,
na pfimkuAdD, pak ve étyrthelniku (] AP;P,B musi byt souéet tihlt
men&f nez 4R, takZe je St ABC < < P,P,C ¢ili ahel < P,P.C je vidy
tupy. Necht nyni R, je bod na polopiimce (P,P,) a takovy, ze PP, =
= P,R,. V Saccheriho &tyrthelniku [J P;P,R,P, je tihel < P, vidy
ostry, takze polopfimka (P,R,) padne do dhlu < P,P,C, takie R,
lezf mezi P; a P, &ili P,P; < P,P,. Pravé tak je vidst, ze plati BA <
< P,P;.
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3. Budizna BC bod P, takovy, 7e je u(P,P,P,) a P,P,= P,P,, a budiz
P, prisedik AD s kolmici vedenou bodem P, na AD. Budiz dile R, bod
polopiimky (P;P,) takovy, ze P,R,= P,P,. Vime uz, %e R, padne
mezi P, a P,.

DokaZeme nejdiive, Ze pro piiristky R, P, a R, P, plati R,P, << R,P,.
Budiz @, bod polopHmky (P,P,)* takovy, ze P,Q, = P,R,. Trojahel-
niky A P,P,R, a A P,P,Q, jsou shodné, takie <x P,Q,P, > R, pro-
toZe < P,R,P, > R. JestliZze na polopfimce (R;P,) uréime bod @, tak,
ie P,Q,= R,Q,, pak v Saccheriho étyrﬁhehﬁku O P,R,Q,Q, je
X @, < R, takie Q, leZi mezi R, a P, &ili P,Q, << R,P, &ili R,P, <
< R,P,.

Je-li nyni déna tsetka MN, existuje podle Archimedova axiomu
plirozené &slo n tak, ze n . B,P, > MN — P, P,, takZe pro bod P,.,,
ktery je urden vztahy P, 3 P, 3... 3 P, 2 P,,,a P,P,=P,P;=
=...= P,P,,, plati pP,+, > pP, +n.R,P, > MN. Rozdélime-li
nyn{ body useéky P,P,,, tak, Ze do jedné tiidy dame ty body X, pro
néz je pX < MN, do druhé dame zbyvajici, je tim definovan Dede-
kinduv fez a vytvoiujicf bod § ma pak zfejmé tu vlastnost, ze pS =
= MN.

VETra 17,16. Dvé rozbézky se od spoleéné kolmice, na nif les{ nejkratdi
spojnice jejich bodi, na obé strany od sebe neomezend vzdaluji.

Dtoxaz plyne z VETY 17,15 a z toho, Ze ve
Styruhelniku je soudet ihld mens$i neZ 4R.

Vira 17,17. Soubéiné pFimky P, q se sobé
bez omezent (asymptoticky) bli%i, t. 4.

1. jsou-li body P,, P,, P, pFimky q takové,
%e je Pye(Pyg), Pye(P.q), pak plati vatahy
PP, <pPy <pPy, / . FRE R °

2. je-li ddna libovolnd tsebka M N, existuje
na q bod 8 tak, Ze pS < MN.

Doxaz. 1. Body P,, P,, P, vedme na p (viz obr. 80) kolmice P,P;,

PP, PP, Uhel < P,P,P, je vidy tupy, tedy podle VEry 17,15

Obr. 80.

2" 27

je pP, > pP, > pP,.
2. Zvolme orientovanou pimku m (viz obr. 81) a ve vzdalenosti
men3i nez MN zvolme bod K a vedme jim soubdiku 7. Podle VETy
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17,15 existuje na polopfimce (K7 )*bod N tak, Ze mN = pP,. Oznadi-
me-li N’, K’ pruseéiky pHmky m s kolmicemi vedenymi body N a K
k piimce m a zvolime-li na polopfimee (P,P;) bod R tak, %e PR =
N = NK, pak je pR < MN, jak plyne
ze shodnosti &tyrihelnika [] P,R'RP, a

s OO0 N'K'KN.
Nynf se budeme zabyvat geometrii neeuklei-
dovského prostoru, zavedeme vztah riznob&Znos-

ti, soub&¥nosti a rozb&¥nosti pro ptimky a roviny
& odvodime vlastnosti t&chto vztaha.

N’ K m
Obr., 81, DerFivicE. Dvé piimky v prostoru, kte-
rymi nelze prolozit rovinu, nazyvame mi-
mobé&zné. Dvé pFimky v prostoru, kterymi lze proloZit rovinu, nazy-
vame tak, jak se chovaji ve spoleéné roviné.
Vime tedy, co to znamend, ze dvé pfimky v prostoru jsou rizno-
bézné, soubéiné nebo rozbéziné.
" VErA 17,18. Dvé rozbétky maji prdvé jednu spoleCnou kolmou rovinu.
DtrAz. Vedeme-li spoleénou kolmici k obéma pifmkam ve spoleéné
roviné a jsou-li P a @ jeji priseciky s obéma pfimkami a vedeme-li body
P a @ kolmice na rovinu rozbézek, pak podle VETy 12,44 lze obéma
kolmicemi proloZit pravé jednu rovinu a ta je kolmé na obé pfimky a je
jedina této vlastnosti.

VETA 17,19. Budte? ddny v prostoru dvé soubéiné pFimky. Pruseénice
dvou rovin (riznych od roviny obou soubéZek), z nichZ katdd prochdzi
jednow z obou soubéZek, je s obéma pFimkami soubéind.

Doxaz. Budtez a,b dvé soubézky (viz obr. 82), « resp. § rovina
incidentni s a resp. b a ¢ priseénice rovin « a . Rovinu pfimek a a b
oznatme y. Dokazeme nejdfive, Ze pfimky a a ¢ jsou soubézné. Je
jasné, Ze jsou nertiznobéiné, protoze jinak by jejich spoleény priseéik
byl prise¢ikem rovin «, 8, y a tedy by se i piimky aab protly, coZ je
" proti pfedpokladu. Na piimkach a, b, ¢ zvolme postupné body A, B, C.
Piimku c¢ orientujme tak, aby polopHmky (4a), (Bb), (Cc) lezely vidy
v téze poloroving urdené ptimkou AC resp. BC resp. 4B na roving «
resp. f resp. y. Kazda polopfimka uhlu < AC¢ protne pfimku a. Nebot
je-li ¢’ takova polopfimka, potom priiseénice b’ rovin y a Bc’ leZf uvnité
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thlu < ABb,tak#e podle ptedpokladu protne pfimku a. Roviny &, y
a Be’ se tedy protnou v jednom bods, takze ¢’ protne p¥{mku a.
Analogicky se dokazZe, Ze pfimky b a ¢ jsou soubézné.
Vitra 17,20. Je-li kasdd z orientovanyjch pFimek p a g soub&énd s orien-
tovanou pfimkou v, pak také primky p a g jsou soub&iné.

Obr. 82. Obr. 83.

Duxkaz. Jsou-li v8echny tii pfimky v jedné roviné, byla véta doka-
zéna jiz diive (17,6). Necht tedy p¥imky p, g, r nelezi v jedné roviné.
Na ¢ zvolme bod @ (viz obr. 83) a oznatme pismenem x rovinu Q@
a pismenem p rovinu 7Q). ProtoZe p a 7 jsou soub&zné, bude s nimi sou-
bézna priseénice ¢’ rovin = a p. Budou tedy soub&né dvojice piimek
7, g ir, ¢'. Protoze ale bodem Q lze k 7 vést pravé jednu soubézku,
piimky q a ¢’ splyvaji a tedy ¢ a p jsou soubézné.

VEra 17,21. Jsou-li ddny dvé rozbé&Zky a kafdou rozbéfkou prochdzi
rovinag riznd od roviny obou rozbéiek, pak prisecnice obou rovin je roz-
béind s obéma pFimkams.

DtkAz. Zminéna priseénice nemiiZe s nimi byt riznobéind, protoze
by =e pak dané pfimky musely protnout. Podle VETY 17,19 nemohou
byt ani soubéZné. ’

ViTa 17,22. Budif ddna pfimka p a roving «, pfi demZ p 7 «. Pfimky
v roviné «, které leZi s pfimkou p v téZe roviné (které nejsou tedy s p mimo-
bézné), jsou mezi sebou i s pFimkou p bud raznobéiné nebo soubéiné nebo
rozbéZné a to podle toho, je-li p alespori s jednou pFimkou roviny & rizno-
béZnd nebo soubéind nebo rozbéind.
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Dtxaz. P¥{pad, kdy pfimka p je riznobézn4 alespoti s jednou p¥Hm-
kou roviny «, je jasny. V obou cstatnich pripadech nadi vétu snadno
dokazeme pomoci VET 17,19 a 17,21.
 DEFINICE. Pfimka je riznobéind resp. soubéZnd resp. rozbéind s rovi-
nou, jestlize neni s touto rovinou incidentni a jestlize je riznobéina

‘ resp. soubéZna resp. rozbéznad ales-
poii s jednou jeji piimkou.

Je ziejmé, Ze kdyZz pifmka je
Tuznobézné s rovinou, pak s nf ma
pravé jeden spoleény bod. Dile je
podle predchazejici véty patrné,
Ze pfimka nemiZe byt s rovinou
soudasné soubéznd i rozbézna.

VETA 17,23. JestliZe pFimka a ro-
ving jsou rozbéiné, pak maji spoled-
nou prdvé jednu kolmics.

DtgAz. Danou rozbézkou vede-

Obr. 84. me k roviné rovinu kolmou. Podle

VEr 17,21 a 17,22 je pruseénice

obou téchto rovin rozb&zna s danou rozbézkou. Zivér plyne z toho, Ze
dvé rozbézky maji vzdy pravé jednu spoleénou kolmici.

DEFINICE. Dvé rizné roviny nazyvame r#znobéiné, jestliZe maji
alesporni jeden spoleény bod. Podle VEry 10,8 vime, %e pak maji spo-
leénou pfimku, které fikime priseénice obou rovin.

ViTa 17,24. Dvé roviny jsou raznobéiné tehdy a jen tehdy, lze-li kat-
dyym bodem jedné vést k druhé dvé soubéiky.

DvEaz. 1. Jsou-li dvé roviny riznobéiné, zvolme v jedné z nich
bod mimo pruseénici & vedme jim v této roviné obé soubéiky k pri-
secnici. Podle definice jsou obé tyto soubézky zaroveii soub&éiné s dru-
hou rovinou. :

2. Budtez dany dvé roviny « a § a necht bodem M prochazi v roviné
o dvé soubdiky p, ¢ k roviné 8. DokaZeme, Ze roviny « a f maji spo-
leény bod.

Bodem M vedme kolmici MN (viz obr. 84) na 8. Budiz N, pruseéik
roviny o« s kolmicf vedenou k nf bodem N. Bod N, nelezi podle VETy
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12,46 na %adné z pfimek p, ¢, protoze pHimky p, ¢ sviraji s MN stejné
ihly a jsou rizné. Podle VEry 12,46 plati < NMN, < < NMp.
Uhel & NM7P je viak ahel soubéinosti, tedy piHimka MN, protini
priseénici rovin 8 a MN,N. Pruseéik je spoleénym bodem rovin « a B.

VEra 17,25, JestliZe jednim bodem roviny B lze vést pravé jednu v ro-
viné B leZici soubéZku s rovinou o, pak tuto viastnost md kazdyj bod roviny p.

Doxaz. Budiz M bod roviny 8, jim# prochazi privé jedna v roving
f lezici soubéika p roviny «. Kdyby nékterym bodem roviny g pro-
chézely v roving f dvé soubdzky p a ¢ k roviné «, pak by bodem M
k piimkim P, ¢ vedené orientované soubéiky musely byt podle tran-
sitivnosti soubéznosti soubéiné s «, coz je proti pfedpokladu. Zbyva
dokazat, Ze kazdym bodem roviny g lze (za pfedpokladu vytdeného na
podatku naSeho dikazu) v této roviné vést alespon jednu soubéZku
s rovinou «. To je v8ak zfejmé, nebot soubézka s pfimkou p vedena
timto bodem v roviné § je v disledku transitivnosti vztahu soubéz-
nosti soubézn4 i s rovinou «.

DEeFINICE. Roviny o a f jsou soubéZné, jestliZe alespofi jednim bo-
dem roviny « lze vést pravé jednu v roviné « lezici soubézku s rovinou §.
Dvé roviny jsou rozbéZné, jestliZze Zadn4 z nich neobsahuje p¥imky sou-
béiné s druhou.

VETA 17,26. Praselnice roviny s dvéma rozbé¥ngmi rovinami jsou
rozbéiné piimky. .

DioKaz. To je zfejmé, protoze obé prisednice nemohou byt ani riz-
nobézné, ani soub&iné.

VETA 17,27. Dvé rozbéiné roviny maji vidy pravé jednu spoletnou kol-
mics.

DUraz. BudteZ roviny « a f§ rozbéiné. Zvolme v rovinéa bod M
a vedme jim kolmici na rovinu # a budiz N prisedik. Jestlize MN je
kolm4 na «, jsme hotovi. Jinak vedme bodem N kolmici NP na «.
Rovina MNP je zérovefi kolma na « i na § a, pfitom protini « a f ve
dvou rozbézkich. Spoleéna kolmice téchto rozbéiek je spoleéna kol-
mice rovin « a B. Tim je dikaz existence hotov. Tvrzeni, Ze dvé roz-
bézné roviny majf nejvyse jednu spoleénou kolmici, 1ze snadno dokézat
sporem.

VETa 17,28. Je-li p soubéika k roviné n, pak pfimkou p lze proloZit
pravé jednu rovinu soubéinou 8 m.
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Dtxaz. 1. Existence: Budiz P bod na p (viz obr. 85)a P’ budiZ pri-
seik n s kolmici vedenou na » bodem P. Je-li p rovina prochézejici
piimkou p a bodem P’, pak lze ukdzat, Zerovina é prochazejici pfim-
kou p kolmo na p je soubéZni
s #z. K tomu staéi vzhledem
k VETE 17,25 dokazat, Ze bodem
P nelze v roviné 6 vést mimo p
jinou soubézku k z. To je ale
zfejmé, nebot je-li ¢ n&jaké
soubéika vedena bodem P k =,
pak jednak

X P'Pi= < P'Pp=II(P'P),
jednak rovina vedend piimkou
Obr. 85. ¢ kolmo na g protne g v pfim-

ce, kterd svird s (PP’) podle

VETY 12,46 mens&i dhel neZ je II(P'P). Nemuie tedy ¢q leZet v 4.

2. Jednoznaénost: Jestlize by rovina r prochazela pfimkou p a nebyla
kolmé na p, pak prisedik P” roviny 7 a kolmice vedené k + bodem P’
padne mimo p, takze podle ViTy 12,45 je < P'PP" < & P'Pp=
= II(P'P), takze PP" protini =.

18. Svazek a trs pFimek; cykl a sféra. —~ ..t

Pod vlivem rozvoje perspektivy v malffstvi (Leonardo da Vinci 14562—1519,
A, Diirer 1471—1528, matematik G. Ubaldi 1545—1607) se v eukleidovské geo-
metrii vytvofilo pojetf t. zv. bodu v nekoneénu a to jakoZto bodu spoleéného dvé-
ma rovnob&zkém (tak to formuloval okolo 1640 G. Desargues). Casto se takovy
bod nazyvé také bod nevlastni nebo db&iny. K zavedeni pojmu nevlastniho bodu
jsme v geometrii vedeni ivahami o centraln{i projekei, jestliZe nechcermne rozeznéa-
vat riuzné pfipady, ale naopak docflit jednotnosti v ivahdch. P¥i vhodné cen-
tralnf projekei dvou rovin na sebe mohou totiZ, jak zndmo, rovnobdzkéam v jedné
roving odpovidas riznob&Zky v druhé roving, takZe prusediku riznobdiek ne-
odpovidé v pavodnf roviné Zédny bod.

Tento zjev muZeme sledovat také pfi centralni projekei v roviné. Jsou-li p‘a:‘ q
dvé& raznobézky a promitéme-li v eukleidovské roviné p na g ze stfedu S (ktery
leZ{ mimo ob& ptimky — viz obr. 86), pak kaZdému bodu na p je pfifazen pravé
jeden bod na ¢ s vyjimkou bodu @ (pro ktery plati @S || ¢), jemuZ nenf na g pfi-
tazen Zadny bod. Na druhé stran® vSak zbyva na pfimce ¢ bod P (pro ktery je
PS || p), k ndmu? neexistuje na pimce p bod, jemuZ by mohl byt pfitazen.
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Jestlize pfimku p orientujeme a budeme si myslit na ni bod pohybujici se
v jednom &i druhém smyslu tak, ¥e se bude neustile vzdalovat (od n&jakého
pevného bodu), potom jemu pfifazeny bod na piimece ¢ se bude stéle bliZit z té
&i oné strany bodu P. Okolf bodu P na piimce ¢ ndm zobrazuje tedy body
piimky p, které jsou na pf. od bodu @ na ob8 strany nad pomySleni vzdéleny.
Proto bod, ktery pfiddvéme piimee p a o kterém Fikdme, Ze mu je pfifazen na q
bod @, nazyvédme bodem v nekonelnu.

Obr. 86.

Okoli bodu P na ptimce ¢ ndém také ukazuje, Ze z téhoZ ditvodu, proé vibec
zavédime nevlastnf bod, je nutné, abychom zavedli pro pfimku takovy bod
jen jeden, zatfm co naivni pfedstava by ndm vnucovala nevlastni body dva,
ka¥dy na jednom ,konci* piimky. ProtoZe tedy kafdé piimka mé jen jeden
nevlastnf bod, mé kaZdé primka roviny s geometrickym mistem nevlastnich
bodu této roviny spoleény pravé jeden bod. Odtud lze snadno pochopit, proé¢ se
toto geometrické misto pojima jakoZto pFimka, t. zv. pfimka v nekoneénu neboli
pfimka ub&Zna &ili nevlastni (v geometrii se tento pojern vytvofil kolem r. 1750
& je spojen se jmény B. Taylora a J. H. Lamberta).

Zavedenim nevlastnich bodi bylo mo¥no zobecnit pojem svazku piimek. P¥i
vhodné centralni projekci dvou rovin na sebe odpovida svazku raznobéZek jedné
roviny mnoZina pfimek, které jsou vSechny navzéjem rovnobé&iné. Pojem ne-
vlastniho bodu nés vede k tomu, abychom takovou mno%inu rovnob&Zek poji-
mali op&t jako svazek, t. j. mnoZinu v3ech pfimek roviny, incidentnich s jednim
bodermn — tentokrite incidentnich s nevlastnim bodem.V eukleidovské roving,
k jejimZ bodim jsme ptidali nevlastni body, mame tedy dva druhy svazkd pfi-
mek: svazek ruznob&Zek se spoleénym bodem v koneénu a svazek rovnob&¥ek se
spoleénym bodem v nekoneénu.

Obratme se nyni na Lobaéevského neeukleidovskou geometrii. Budeme-li
promitat na sebe body riznobé&Zek p a g ze stfedu S (leZictho v roving ptimek p, g,
avSak mimo tyto pifmky — viz obr. 87), pak misto bodi P a @ obrdzku 86 na-
stoupi dsetky PP’ a QQ’, jestliZe Z4dna z pifmek bodem nebude souéasné sou-
bé2né ik p i ke g. JestliZe p¥i centrélnf projekei piimek v eukleidoveké geometrii
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se piimka zobrazovala na utvar, ktery vznikl z pfimky vyjmutim jediného bodu,
zobrazuje se celd piimka v neeukleidovské geometrii na atvar vznikly z piimky
vyjmutim jisté mnoZiny bodu, kterd je bud prdzdnd (obr. 88a, pfimky p a g se
neprotinajf, primky @ a b jsou ob§ orientované soubdZky bodem § k p; ptimka ¢q
je soub¥iné s a* i s5*) nebo je to polopfimka (obr. 88b, disposice té%, jako na
obr. 88a, a% na pifmku ¢, kterd je soubd¥né s a* & protiné b) nebo jsou to dvé

q - q
;

b _ a ]
- P p
c. d.
Obr, 88.

~

polopFimly bez spolefného bodu (obr. 88¢, tovéZ jako na obr. 88a, a¥ na piimku g,
kterd protind a i b) nebo koneénd to je celd pFimka (obr. 88d, disposice td% jako
na obr. 88a, aZ na ptimku g, kters je soubdZna s ob¥ma piimkami a, *).

Podobng jako v eukleidovské roving, tak také v rovind neeukleidovské by-
chom mohli zavedenim novych bodi rozsifit pojern dosavadniho bodu (ktery
bychom mohli nazyvat vlastnim bodem) na pojem bodu jakoZto ,,prisediku‘
jakychkoli dvou pfimek v roving, i neriznob&Znych. Zde by vSak musely byt
nevlastni body dvojfho druhu. Bod prvého druhu by néleZel dv&ma soubd%nym
piimkam a mohli bychom ho nazyvat limitném nevlastnim bodem. Potom by
ka?da piimka méla dva razné limitni nevlastni body. V modelu Beltrami-
Kleinova by mu odpovidal bod zékladn{ kruZnice k. Nevlastni bod druhého druhu
by néleZel dv&ma rozbdikém a mohli bychom jej nazyvat vnéjéim neviastnim
bodem. Ve zmin&ném modelu by mu odpovidal spoleény bod na prodlouZeni dvou
nertiznob&Znych pfimek neboli vnéjsi bod vzhledem ke kruZnici k.

Odtud miZeme tusit, e v neeukleidovské geometrii budeme mit tfi druhy
svazkl: svazek riznobéfek, t. j. mnoZinu vSech pfimek incidentnich s uréitym
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vlastnim bodem (obr. 89a), svazek soubéfek (v némZ ka?dé dv& pfimky jsou sou-
bsZné), ktery bychom mohli pojimat jako mnoZinu piimek incidentnich s urgi-
tym limitnim nevlastnim bodem (obr. 89b), a svazek rozbézek (v ném% kazdé dvé
piimky jsou rozb&#né), ktery by bylo moZno chépat jako mnoZinu vSech bodi
incidentnich s urditym vnéjsim nevlastnim bodem (obr. 89c).

V této kniZce pojem nevlastniho bodu
zavadét nebudeme a k definici svazki
pouZijerne jiného jednoticfho hlediska,
totiZ centrdlniho promitédnf svazku raz-
nobé%ek. Mimochodem jestd§ pozna-
menavame, Ze jak eukleidovskd piim-
ka s nevlastnim bodem, tak i neeu- 3
kleidovské pfimka se vSemi nevlastnimi
body se chova jako uzaviena &ara. Vedle
nevlastnich bodii bychom mohli v neeu-
kleidovské geometrii zavést také pojem
nevlastni piimky a nevlastni roviny??)
a pak ukézat, ¥e vlastni i nevlastni ele-
menty spoleénd vyhovuji viem incidené-
nim axiomdam . Pro tyto elementy plati
navic je§td na pf., e kaZdé dv® pimky Obr. 89.
v roving se protinaji, kaZdé dvé roviny
maji spoleénou piimku. Takto bychom dostali t.zv. projektivni geometrii a to
obdobnym zpitsobem, jako k nf 1ze zavedenim nevlastnich elernentd dospét z geo-
metrie eukleidovské (o tomto zpisobu viz podrobnéji M. Pasch [3], §§ 5, 6, 7, 8)

Q
(]

DEerINICE. Svazek pFimek je mnozina vSech piimek roviny, procha-
zejicich jednim bodem, ktery nazyvame stfed svazku.

Svazek rovin je mnoZina vSech rovin, prochazejicich jednou pfimkou,
kterou nazyvime osou svazku.

OzNa8eNi. ProtoZe svazek pifmek je uréen stiedem a rovinou, sva-
zek rovin osou, budeme svazky oznacovat tak, Ze symboly prvki, které
svazek arduji, napiSeme do hranatych zévorek, na pt. [4,x], [p], [4B).

22) Pfi tom bychom museli rozliSovat dva druhy nevlastnich piimek: s pfim-
kou prvéno drunu by byly incidentni pouze vnejsi nevlastni body, zatim co
ptimka druhého druhu by obsahovala vedle vnéjSich nevlastnich bodu jest&
pravé jeden nevlastni bod limitni. Piimka, jeZ by vedle vndjsich nevlastnich
bodu obsahovala pravé dva nevlastni body limitni, by byla jiZ vlastn{ (a inci-
dentn{ jeSté s nekoneénd mnoha body vlastnimi). To v8e lze nazorn$ sledovat na
modelu Beltrami-Kleinovs. Soudasné je vidét, Ze geometrické misto limitnich
nevlastnich boda roviny bychom nemohli pojimat jako pfimku, ale byla by to
éara druhého stupnd. Viechny tyto pozndmky bychom mohli nyni prenést na
roviny neeukleidovského (hyperbolického) prostoru.
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DErFINICE. Budtez dany roviny « a § a bod C mimo né. Rikdme, %e
rovinu « promitdme centrdiné z bodu C do roviny B, jestlize kaZdému
bodu 4 roviny « prifadime bod A4’ roviny § jakoito priseéik roviny §

Obr. 90.

8 piimkou CA4 (pokud prisecik A4’
existuje) a jestlize podobné kazdé
piimce a roviny « pfifadime p¥im-
ku o’ roviny f jakoito prisednici
roviny 8 s rovinou aC. Struéns
fikame, Ze bod A resp. pfimka a se
z bodu C promita na rovinu § jako
bod A’ resp. pfimka a’, nebo jesté
stru¢néji, Ze bod A resp. pfimka a
se centralné promitaji jako bod A’
resp. piimka a’.

PoznAmra. Mohlo by se zdat, Ze
kdyz uZ jsme definovali centrdln{
primét bodu, pak bychom prii-
mét piimky mohli definovat jako
mnozinu pruméti jejich bodu. Ta-
kovy primét by v8ak nemusel byt
vidy pfimkou, jak nas o tom pou-
duje obr. 88. Naproti tomu nase de-
finice primétu pHmky je takova,
Ze prumét, jestlize vibec existuje,
je vidy pfimkou.

VErA 18,1. Dany svazek primek se centrdlné promitd bud jako svazek
nebo jako mnoZina pFimek, v nif kterékoli dvé pfimky jsou soubéiné (pfi sou-
hlasné orientaci vdech primek mnofiny) nebo jako mnoina pFimek, v nif
kterékoli dvé pFimky jsou rozbéiné a p#i tom maji viechny spolecnow kol-

mics.

Dtxraz. BudiZ din svazek [4, «]. Mimo rovinu « zvolme libovolné
bod S.Ten s kazdou pfimkou svazku[4, «] uréi rovinu, pfi éemZ mno-
%ina v3ech takovych rovin bude tvofit svazek rovin [S4].

1. Zvolime-li rovinu 7 (viz obr. 90) nepatiici svazku [SA], ale proti-
najici pfimku SA v bodé P, pak rovina n protne kaZdou rovinu svazku
[SA], viechny prisednice majispoleény bod P, takie tvoii svazek [P, x].
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2. Zvolime-li rovinu g soubéinou 8 orientovanou pFimkou S_Z, pak
viechny priseénice roviny ¢ s rovinami svazku [S4] jsou podle VETY
17,21 soubézné s piimkou S4 a tedy podle VEry 17,19 i mezi sebou.

3. Zvolime-li rovinu o rozbéfnou s primkou SA, pak priseénice ro-
viny o s rovinami svazku [S4] jsous ptimkou S4 (VEra 17,22) i mezi
sebou rozbéiné. Zbyvi dokizat, Ze maji spoleénou kolmici. Zvolme
jednu rovinu svazku [SA4] a uréeme jeji priseénici s rovinou ¢. Podle
VETY 17,17 existuje pravé jedna rovina ¢ kolma na tuto prisecénici
a zdroven na pimku SA4. Rovina ¢ je kolmi na rovinu o (protoZe
je kolmé alespoiil na jednu jeji pfimku) a na kaZdou rovinu svazku
[S4] (z téhoz divodu), je tedy kolma na priisednici roviny o s kazdou
rovinou svazku [SA4]. Jeji priseénice s rovinou o je spoleéna kolmice
v3ech nasich rozbézek. _

Vzhledem k pfedchazejici vété miZeme nyni roziifit pojem svazku
piimek.

DEriNicE. Svazek pi{mek, ktery jsme vyse definovali, budeme uréi-
téji nazyvat svazkem riznobé%ek. Je jednoznaéné urden svym stiedem
a rovinou (incidentni se stfedem), v nfZ lezi pfimky svazku.

Svazek soubéZek je mnozina viech primek roviny, soubéinychsdanou
orientovanou pfimkou. Tento svazek je jednoznac¢né uréen kteroukoli
orientovanou pifmkou do ného patffci a s nf incidentn{ rovinou, v niz
lezi pifmky svazku.

Svazek rozbéZek je mnozZina viech pfimek kolmych na danou pfimku,
kters se nazyva bdst svazku. Bas{ a s nf incidentni rovinou, v niz lezf
piimky svazku, je svazek jednoznadné urden.

Obecné muzZeme Fici, Ze dvé piimky uréuji prave jeden svazek, jemuz
obé patii. Svazek mé tu vlastnost, Ze kaZzdym bodem roviny, v nfz
svazek lezi (riznym od stfedu svazku, jde-li o riznobéiky), prochazi
pravé jedna jeho primka. _ \

DEeFINICE. Krunice je mnoZina viech bodi roviny, které majf od
pevného bodu roviny touZ vzdilenost. Tento pevny bod se nazyva
stfed kruZnice a vzdalenost bodi od sttedu polomér kruznice. Kruznici,
kterd ma stied S a obsahuje bod 4, budeme symbolicky znaéit £(S, 4).

V dalSim ukéZeme, %e pojemn kruZnice tizce souvisf 8 pojmem svazku pfimek,

jehoZ zobecn&nf néas vede i k obecnsjifrnu pojmu kruZnice, kterému zde budeme
fkat cykl. S obecn&j§im pojmem kru¥nice se setkdvame jiZ v eukleidovské geo-
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metrii, ve které se ndkdy na pfimku divame jako na limitni pfipad kruinice,
jejiZ polomdr se bez omezeni zv&tiuje. '

DErinicE. JestliZe stied X kruinic £(X, A) probihd polopfimku
(AS) tak, Ze se neomezené vzdaluje od bodu 4 (viz obr. 91), potom
éara m je limitnd éarou kruZnic K(X, A), jestlize pro kaidy-bod M na

¢afe m a k libovolné zvolené vzdalenosti d 1ze uréit na polopfimee (A4S)
bod C tak, Ze pro viechny body Y polopiimky (CA)* ma kruZnice

M

Obr. 91. Obr. 92.

K(Y, A) od bodu M vzdilenost mensf nez d. P¥i tom vzddlenost{ bodu M
od kruénice k rozumime infimum (viz odstavec 6) véech vzdilenosti MZ,
kde Z probfha viechny body kruznice k (pomoci infima jsme podobné

jiz d¥ive definovali vzdalenost bodu od pfimky, viz str. 76, pozn. 17)).

V eukleidovské geometrii lze dokéazat, Ze limitni ¢ara kruZnic s neomezend
rostoucim polomé&rem je pfimka. Toto tvrzeni je piimo. ekvivalentni 8 Eukleido-
vym postulitem o rovnobé&Zkéch, jak nyni dokéZeme. Nejdiive viak odvodime
dv¥ pomocné vity.

ViTa 18,2. Budif ddna krunice k = K(S, A) a necht pro bod M plati
SM > SA. Pak existuje spoleény bod X kruZnice k a vsetky SM a vzdd-
lenost bodu M od kruZnice k je dseCka MX.

Doxraz. Na polopfimee (SM) (viz obr. 92) vidy existuje bod X tak,
ze je SX = S4. Protoze je SM > SA, je ziejmé u(SXM). Budiz nyn{
Y # X libovolny bod kruZnice k. Jsou-li body Y, M, X kolinearni,
pak zfejmé YM > XM. Nejsou-li ¥, M, X kolinearni, pak thel
< YXM je vidy tupy, protoze je vedlejsi k thlu pfi zdkladné rovno-
ramenného trojahelnfka A YSX, ktery je vidy ostry. V trojahelniku
A YXMjetedy YM > XM, takze XM je skutedné infimum (dokonce
minimum) vzdélenosti MY pro véechny body Y kruZnice k.
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VETa 18,3. Budif dhel < SAM pravy. Je-li X jakykoli bod polo-
pFimky (SA)*, pak bod M md od krutnice & (X, A) vzddlenost mensi nef
od kruZnice &(S, A).

Dtoraz. Budiz A’ resp. A" (viz obr. 93) bod na poloptimce (S3) resp.
(XM) takovy, ze je SA’= 84 a XA" = XA. ProtoZe podle VETY
12,26 plati XA’ < XS + SA’'=XA", jest < XA"A' < X XA'4"

X
s
N
4 4"
A M A R
Obr. 93. Obr. 94.

¢ili také 2R — <X XA"A' > 2R — < XA'A". Protoze body X a A"
lezf po téZe strand piimky SM, lez{ poloptfmka (A’M) uvniti Ghlu
I (A"A"WA'X)*, takie je << MA'A” < 2R — <X XA'A". Protoze
je X A’A"M =2R — < XA”A’, je splnén vztah < MA"A’ >
> X A"A'M, takie v trojuhelniku A MA"A’ platf MA'> MA".
Podle VErY 18,2 je dikaz hotov.

VETA 18,4. Rovina md viastnost I tehdy a jen tehdy, jestlize limitni édra
kru#nic, prochdzejicich bodem A a jejiché stfed X se neomezené vzdaluje od
bodu A po polopFimce (AS), je primka.

DorAz. 1. Necht nejdfive rovina md vlastnost 1. Je-li ddna jakikoli
tsedka d, pak zvolme na p¥mce S4 bod A’ (viz obr. 94) tak, Ze je
#(SAA"), AA’ = d. BudiZ nyni N jakykoli bod polopfimky (4 M), pro
kterou je <t SAM = R. Osa tseéky A’'N nestojf na AM nikdy kolmo,
protina tedy p¥mku SA, priseéik oznatme Y. Tento prusecik leif
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vzhledem k vé&té o soudétu dvou ahld trojuhelnika na polopiimee (A4'S)

a je-li d dosti malé, dokonce na (AS). KruZnice &(Y, 4) prochdzi

bodem 4 a ma od bodu N vzdilenost d. Pro v8echna X polopfimky

(YA4)* ma bod N podle VETY 18,3 od kruznice 8(X, 4) vzdilevost
men3{ ne% d, takze pfimka A M je limitni éara kruznic & (X, 4).

2. Necht limitni édra kruZnic je pFimka. BudteZ pfimky

P, r, s takové, Ze pifimka r je kolm4 na s a pfimka p niko-

\ liv (viz obr. 95). DokéZeme, Ze piimky p a r se protinaji.

\ Na pfimce 7 zvolme bod A’ tak, aby leZel v té polo-

\ roving uréené pfimkou s, ve které je souet vnitinich

Ghla piimek r a p s piimkou s vétsi nez 2R. Urteme

| dale bod M tak, Ze A’M protind piimku p v bodé

a |-

Xt

A

)
A Obr. 95.

N’', pti ¢emi A'M | p, A’'N’' = N'M. Vedeme-li bodem M kolmici
na pfimku r, kterd ji protne v bodé A4, pak ke vzddlenosti 44’,
existuje bod C na 7 tak, ze kruZnice £(X, 4), jejiz stfed X lez{ na polo-
piimee (CA)*, ma od bodu M vzdilenost mensi nez AA4’. KruZnice
(X, M) ma podle VETY 18,2 s usebkou AA’ spoleény bod, oznaéme
jej A”; je tedy u(4A4"A’). Je-li N” pilici bod useéky A" M, pak osa ¢
této usedky prochdzi jednak bodem N”, jednak bodem X.

P#imka p protind stranu A’M trojahelnika A A’A"M, protind tedy
jesté bud stranu 4’4", bud A"M. V prvém piipadé (nehledé na to,
miZe-li skuteénd nastat nebo ne) bychom byli s diikazem nasi véty ho-
tovi. V druhém plati pro priseéik @ se stranou A" M dokonce u(4"QN"),
nebof ze vztahu u(AA"A’) plyne A"M < A’M &li N'M < N'M, a
protoze A QN’M ma pii vrcholu N’ pravy thel, je N'M < QM, takze
je u(@N"M) a tedy také u(A"QN"). Pfimka p protind tedy stranu
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A"N" trojthelnika A A”N"X. Stranu N"X protnout nemtze, protoZe
neprotina ani polopfimku (¥"X). Kdyby totiz T byl prisedéik, pak by
uhel X N'QM, ktery je ostry, byl vnéjdim thlem trojuhelnika AQN"T,
tedy mensi nez X QN "T = R, coz by byl spor. Z toho plyne, Ze pifimka
p protina stranu 4"X ¢&ili piimku », coZ jsme méli dokazat.

Obr. 98.

Z Viry 18,4 plyne, %e v Lobadevského geometrii nenf limitni 8arou kruZnice
8 neomezensd rostoucim polomérem ptimka, nybrZ néjaké zvladtni kfivka. Tu lze
vi8ak zavést také bez limitnich pfechoddq, jestliZe vhodn& modifikujeme definici
kruZnice tak, aby nova definice nezavisela jiZ na polom&ru nebo na stfedu kruZ-
nice. Takové definice je skutednd moZna a spodivéd na tom, Ze spojnice koncovych-
bodu dvou riznych priméri kruZnice svird s témito priméry shodné thly.

DeriNiceE. Piimka AC se nazyvé isogondini k pfimkdm AB a CD,
jestlize platf (v ptipads, Ze B a D lezi po té%e strané od AC) ¢ BAC =
= < DCA.

VETa 18,5. Ke dvéma piimkdm svazku lze bodem na jedné z nich véidy
vést primku k obéma isogondlni. Ta je v pFipadé svazku soubéiek a roz-
bééek jednoznalné uréena.

Doxaz. 1. Existence. Dany bod pf{mky svazku oznaéme A.

a) Jde-li o svazek rtiznobézek se stfedem S, pak neméa smysl uvazo-
vat, e je S = A. Je-li 8 *+ A, pak piimka A4’ (viz obr. 96) je isogo-
nalni k pHimkam S4 a SA’, jestlize je SA = SA’ (na SA’ existuje jests
bod A" + A’ tak, 3¢ SA’ = SA").

b) Jde-li o rozb&zky, jez majf spoleénou kolmici MM’ (viz obr. 97),
pak AA’ je isogondlni k pfimkém M4 a MA’', jestlize je MA = M'4’
a body A4 a A’ le#i po téZe strand od MM’ (Saccheriho &tyrthelnik).
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¢) Jde-li o svazek soub&iek, zvolme na obou soubdzkich p, g po
jednom bodu P, @ (viz obr. 98). Pilici polopfimky dhla < PQq a
X QPP se protnou (nebot p a ¢ jsou soub&iné) v bodé S, ktery podle
VETY 12,31 je stejné vzdéilen od piimek p a ¢. Je-li M priseéik pfimky
P 8 kolmici vedenou na ni bodem S a podobné N bod s analogickou
vlastnost{ na piimece g, je trojuhelnik A M NS rovnoramenny a piimka
MN isogonalnf k pHimkim p, ¢.-Zvolime-li nyni na ¢ bod B tak, Ze
A a B jsou po téze strané od MN a MA = NB, pak piimka ABje
hledana isogonalni pifmka vedend bodem A k pHmkim p, ¢, nebot
plati vztah A ABC = A BAD a tedy také A CDA = A DCB.

2. Jednoznadnost v pfipadé svazku soubéiek a rozbéiek dokiZeme
snadno sporem pomoci véty o vnéj§im uhlu trojuhelnika (VEra
12,23).

DerFiNicE. Dva body na dvou riiznych pifmkéich p, ¢ se nazyvaji
korespondujici vzhledem k pFimkdm p,q nebo kratce korespondujict,
jestliZe jejich spojnice je k obéma pHimkim p, ¢ isogonélni.

VETa 18,6. Body A a A’ na dvou raznych piimkdch svazku jsou kores-
pondujici tehdy a jen tehdy, je-li osa iseCky A A’ pFimka svazku.

Duxaz. 1. Body A a A’ budte? korespondujici. Pro svazek riznobéZek
je tvrzeni ziejmé. U svazku rozbéZek budtez B a B’ prusediky base
8 obéma pfimkami. V Saccheriho étyrihelniku [] BB’A’A maji strany
BB’ a AA’ spoleénou kolmici, ktera je puli (VETa 15,11).

Jsou-li p, ¢ soubdiky, prochézejici body 4 a A’ (viz obr. 99),a 8 je
stied Usecky, pak osa tsetky A A’ nemiZe protnout Zadnou z obou p#-
mek p, g, nebof kdyby prisedik s jednou byl C, potom by bylo
A ASC = A A'SC (A8 = A'S, < ASC = <& A’SC = R). Platilo
by tedy < SA’C = <& SA'q, coZ by byl spor. Lezi tedy osa tisetky A4’
mezi soubézkami, takze podle VETY 17,7 je s nimi soubézna.

2. Necht osa tuseky AA’ je pfimka svazku. Pro svazek riznobézek a
rozbézek je tvrzeni ziejmé, protoie jde o rovnoramenny trojihelnik
resp. 0 Saccheriho étyrihelnik. Jde-li o svazek soubézek, pak A4’ je
k obéma piimkim isogonilni, protoze Ghly & SAp = I1(34A4’) =
= < SA'}.

VETa 18,7. Body A a A’ na dvou ruzngjch pFimkdch svazku riznobéiek
resp. rozbézek jsou korespondugjici tehdy a jen tehdy, jestlize maji od stfedu
resp. base svazku touz vzddlenost.
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DvokAz. Necht oba body maji od stfedu resp. base svazku touz vzda-
lenost. Pak je véta zfejmé, nebot pak oba body tvoii se stfedem resp.
s prusediky base s pfimkami svazku, incidentnimis obéma body, rovno-
ramenny trojihelnik resp. Saccheriho étyrihelnik.

Necht spojnice A4’ je isogonalni k obéma p¥imkam svazku incident-
nimi s body A, A’. Jsou-li to riznobézky s priasetikem S, pak je
SA =8A4’podle VETY 12,25. Jsou-li
obé piimky rozbéiky a M a M’

Obr. 99. Obr. 100.

prusediky s jejich spoleénou kolmicf (pfi éemZ A a M resp. A’ a M’ lezi
na téze piimee), je-li H pilici bod tsecky AA’ a je-li K priseéik osy
tsetky AA’ s pHimkou MM’, pak je A KHA = A KHA’, a protote
plati & KAM = < KA'M’,jepodle VEry 12,24 AKMA=ANK'M A
a tedy také MA = M'A’.

VETA 18,8, Budlef p, q, r t#i primky ndlefejici témus svazku a necht
bod Plefina p,Qnaq a Rnar. Jsou-li body P a Q korespondujicia Qa R
také, pak i body P a R jsou korespondugici. ‘

DuUgraz. Véta je zfejma pro svazek riznobézek nebo rozbéiek, pro-
toze v tom piipadé korespondujici body maji stejné vzdailenosti od
stfedu resp. base svazku.

Pro svazek soubézek dokazeme vétu takto: Podle VETY 18,6 osa e
tGsecky PQ (viz obr. 100) a osa [ Usetky @R jsou soub&zné. PatH totif
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do téhoi svazku se soubézkami p, g, r. Vzhledem k VETE 18,6 staci do-
kizat, Ze osa g tsecky PR je soubéind s e nebo f.

Piedpokladejme nejprve, Ze g lezi mezi p a r. ProtoZe prisedik E*
tsetky PR s e neleii mezi q a 7, je < RQE’ > < RQq = < QRr >
> <X QRE’, takie je PE'= E'Q < E'R. Podobné je F'R < F'P,
takze stied G usetky PR lezi mezi E’ a F'. Osa g isecky PR nemtze

protnout ani pfimku e ani f. Kdyby
totiz nékterou z nich protla, byl by
prisedik stejné vzdilen od viech t¥
Q@ boda P, @, R, takie by jim procha-
zely obé piimky e a f, coZ neni moz-
né, protoZe jsou soubéiné. Pfimka
g lezi tedy mezi soubézkami e a f
a je tedy 8 nimi soubéind podle
VEry 17,7.
Piedpoklidejme nyni, Ze na pF.
piimka r lezi mezi p a g (viz obr.
9 101). Kdyby P a R nebyly kores-
Obr. 101. pondujici, mohli bychom vést bo-
dem R isogonilni p¥imku k p a r
a dostali bychom tak na p bod P’+ P, korespondujici bodu R. Podle
predchézejici ivahy by body P’ a @ byly korespondujici, tedy by P'Q
byla isogonélni piimka k p a ¢. PHmky PQ a P’'Q jsou riuzné, pro-
chézejici tymz bodem, a obé by byly isogonaln{ k p¥imkim p, ¢, coZ
neni mozné (VETA 18,5).

DEeFINICE. Cykl uréeny svazkem piimek a bodem A4 je mnoZina
bodi, ktera ma tyto vlastnosti:

1. patii do ni bod 4,

2. patfi-li do ni bod X na pi{mce z svazku, pak do nf patii kazdy
bod Y, ktery lezf na.n&které piimce y svazku, pfi demz body X, Y
jsou korespondujici vzhledem k pi{mkam z a y.

Klasifikace svazki nam dovoluje provést klasifikaci cyklt nasledu-
jicim zpisobem:

oykl uréeny svazkem riznobézek je krusnice, jejiz stied lezf ve sttedu
evazku,
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cykl uréeny svazkem soubéiek se nazyvé horocyk! a muZeme jej
pojimat jako limitni pfipad kruZnice, jejiz polomér se bez omezeni
zvétSuje,

cykl uréeny svazkem rozbézek se nazyva ekvidistanta, protoze jeho
body maji od base svazku konstantni vzdilenost. Je zfejmé, Ze mezi
ekvidistanty patfi i pfimka.?3)

Obr. 102. .

c -
c c
b
AN
—r N 7
- \\ /,
Obr. 103.

Uvedené tfi druhy cykla mﬁieme jednoduchym zpﬁsobein znézornit na na-
Sich modelech. Toto znizorndni se zakldds na tom, %e cykl uréeny svazkem
je orthogonélni trajektorie piimek tohoto svazku. Pfi tom orthogonalni tra-

23) Misto ekvidistanta se také Fiké hypercykl (podle Gausse). Slovo horocykl zna.-
men4 limitni kruZnici, protoze fecké slovo 3909 znadf hranici, mez. V tém¥ duchu
se nékdy misto krunice ¥ikd endocykl (6¥00% — uvnitf) a misto ekvidistanta

_ exocykl (é§w — vn&, mimo). (Gauss pouZival pro horocykl nazvu paracykl.)
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Jektorii n&jaké mnoZiny piimek se rozumi &éra, jeZ je na ka¥dou pfimku mnoZiny
kolma, t. j. takové, Ze teéna v priuseéiku kiivky s pfimkou sviré s touto ptimkou
pravy thel. Uvedend vlastnost by se dala odvodit z nasi definice cyklu limitnimi
tvahami. V modelu Beltrami-Kleinov® (viz obr. 102) se cykl zobrazuje jako
elipsa, ktera mé k zédkladni kruZnici modelu jisté polarni vlastnosti, jez se dajf
odvodit z toho, Ze ,,pHimky*‘ v tomto modelu jsou , kolmé*, jestlize ndleZi piim-
kdm polérnd sdruZenym vzhledem k zédkladnfi kru¥nici (srv.str. 115). Na obr. je
bod S p6lem piimky ¢ jak vzhledem k zédkladni kruZnici, tak vzhledem k ,,cyklu*

Obr. 104.

¢. Na obr. ¢ je b base svazku rozbdZek a pfisluind elipsa zobrazuje ekvidistanty
po obou strandch pfimky b.

U obou modeli Poincaréovych (viz obr. 103 a 104) se cykly znazoriujf jako
kruZnice (u ,,ekvidistanty*‘ jsou to dva oblouky kruZnic), jeZ jsou orthogonalni
ke kru¥nicim znézorfiujicim ,,piimky‘ svazku, protoZe v Poincaréovych mode-
lech se uhly zobrazuji v pravé velikosti. Zde o oznadeni na obrazecich plati
t4Z poznamka jako u obr. 102.

VETA 18,9. TFemi rdzngmi body prochdzi privé jeden cykl.

Doraz. Lezi-li viechny t¥i body na pfimece, je tato pfimka cyklem,
o némZ mluvi nade véta, a je jednoznaéné urena. Nelezi-li viechny t¥i
body P, @, R na pfimce, pak osy tseéek PQ a QR uréuji svazek piimek,
vzhledem k jehoi piimkam jsou body P, @, R korespondujici (podle
VErY 18,6). Svazkem a nékterym z bodu P, @, R je jednoznaéné uréen
cykl, prochazejici body P, @, R.

Jako analogické pojmy svazku a cyklu definujeme v prostorové
geometrii trs a sféru.

DEriNICE. T'rs riznobéZek je mnozina vSech pfimek v prostoru, jei
prochazeji jednim bodem, ktery nazyvime stfed trsu.

Trs soubéZek je mnozina vSech pfimek prostoru soubéZnych s danou
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orientovanou pfimkou. Za tuto piimku muZeme vzit jakoukoli orien-
tovanou pfimku svazku.

Trs rozbéZek je mnozina vSech pfimek kolmych na danou rovinu,
kterd se nazyva basi trsu.

Obecné m4a trs tu vlastnost, Ze kazdym bodem prostoru prochdzi
pravé jedna jeho pfimka (vyjimku é&inf bod, ktery splyva se stfedem
trsu, jde-li o riznobézky). Déle je zfejmé, Ze kterymikoli dvéma piim-
kami trsu lze proloZit rovinu. Miizeme tedy hovofit o pfimee isogonéaln{
ke dvéma pFfimkam trsu a pravé tak o korespondujicich bodech vzhle-
dem k pi{mkam trsu.

DEeFINICE. Sféra uréens trsem pi{mek a bodem A4 je mnoZina bodd,
kterd m4 tyto vlastnosti: :

1. patif do ni bod 4,

2. pat¥-li do nf bod X na pi{mce z trsu, pak do ni patif kazdy bod ¥,
ktery lezf na nékteré pfimce y trsu, pfi femZ body X, Y jsou korespon-
dujici vzhledem k pi{mkam z a y.

Podle trsi miZeme jimi vytvofené sféry roztfidit takto:

sféra urfend trsem riznobéiek je koule, jejiZ stied je totoiny se stie-
dem trsu;

sféra uréend trsem soubéiek se nazyva horosféra a muZeme ji po-
jimat jako limitni pfipad koule, jejiz polomér se bez omezeni zvétiuje;

sféra uréend trsem rozbéZek se nazyva ekvidistantni plocha, protoze
jejf body maji od base trsu konstantni vzdalenost. Je zfejmé, Ze mezi
ekvidistantnf plochy patii také rovina.4)

VETa 18,10. Rovina, kterd prochdzi alespoit jednou pFimkou trsu,
Itery uréuje kouli resp. horosféru resp. ekvidistanini plochu, protind tuto
sféru v kruznicr, resp. horocyklu resp. ekvidistanté.

DoKaz je zfejmy z toho, Ze mnoZina viech piimek spoleénych trsu
aroving, jez prochazf alesponi jednou jeho pfimkou, je svazek, a to téhoZ
druhu jako trs.

DErFINICE. Elementdrni arou na sféfe budeme rozumét kazdou pri-
sednici sféry s rovinou prochizejici alespoii jednou p¥Hmkou trsu,
uréujiciho sféru, tedy kazdou z kiivek, o nichZ mluvi ViTa 18,10.

) Podobnd jako u cykld u%ivé se i pro sféry néazvil horosféra (parasféra),
endosféra a exosféra (hypersféra).
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Kdybychom méli definovén pojem délky kfivé édry, pak bychom pomocf limit-
nich tivah mohli dokézat, e elementérni ira na sféfe mé tu vlastnost, Ze jeji
oblouk mezi jakymikoli dvéma jejimi body A, B nemd vétst délku nez oblouk ome-
zeny body A, B na jakékoli jiné &dfe plochy (jde-li o 8aru uzavienou, rozumime
jejim obloukem mezi body A4, B ten z obou oblouki, na n&Z dvojice boda 4, B
¢aru rozdéluje, ktery nemé vétdi délku neZ oblouk druhy). Kratee bychom to
mohli fici také tak, %e elementérni &ira na sféfe jo nejkratit spojnict dvou bodi.

Elementarni arou na roving je podle definice ka%dé jej{ pfimka. VySe zmi-
n¥nou vlastnost piimky jakoZto nejkratsf spojnice dvou bodi dokazuje ¢éstednd
naSe VEra 12,32, podle niZ je isetka AB kratsi neZ jakdkoli lomend &ara, kterd
spojuje body 4 a B.

O jedné vlastnosti elementérnich &ar na sférdch, kterd ptipominé jestd jinouw
vlastnost pfimek, mluvi nésledujicf véta.

Viita 18,11, Jsou-li ddny dva body na sféfe, jef jsou rizné (a jde-li
o kouli, neleZi na téfe pFimce, jdouct stfedem), pak na ni existuje prdvé
jedna elementdrni édra, jeZ obéma body prochdzi.

DUxkaz. Tato elementarni dara je prisek sféry s rovinou, uréenou
piimkami trsu sféry, které prochazeji obéma danymi body. KaZzdym
bodem prochédzi viak praveé jedna piimka trsu a kazdé dvé piH{mky trsu,
pokud nesplyvaji, leZf pravé v jedné roviné. Odtud plyne jednoznaéné
uréen{ elementarn{ éary.

KaZdé sféra se svymi elementdrnimi farami jakoZto ,,pfimkami* miZe byt
v urditém smyslu povaZovana za jakysi zvléStni piipad roviny, a proto miZeme

hovofit o geometrii této sféry podobng, jako u koule mluvime o geometrii
sférické.

ProtoZe kaZdy druh sfér eukleidovského prostoru (totiZ rovina & koule) mé
jinou geometrii, je nasnad$ otézke, zda ka¥dé ze t¥ sfér ruzného druhu, je
poskytuje Lobaé&evského prostor, nemé svou vlastni geometrii. Odpovéd ne tuto
otdzku je kladné:

na kouli platf geometrie sférickd, zcela tak jako na kouli eukleidovské;

na ekvidistantni ploSe plati t4% rovinnd geometrie Lobadevskéhio jako na rovind
Lobadevského prostoru, coZ je patrné z toho, Ze mezi ekvidistantni plochy pati
také vSechny roviny;

na horosféfe plati geometrie eukleidovskd, nebof méme-li na horosféfe elemen-
tdrni ¢édru ¢ a mimo ni bod A4, pak bodem A 1ze na sféfe vést pravé jednu elemen-
térn{ &aru, neprotinajici g. Je-li totiZ y rovina &ary g a @ pfimka trsu incidentn{
s bodern 4, pak pfimka a je soub&2né s rovinou y. Madme-li nynf ur&it elementarni
¢aru neprotinajici g, musi leZet v rovind soub¥iné s y a incidentni s 4. Podle
VETY 17,28 Ize vSak piimkou a vést takovou rovinu prévé jednu.
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Vysledek, %e na horosféte plati geometrie eukleidovské, je jist® velmi prekva-
pujici. V geometrii eukleidovské nemé obdoby, nebot v eukleidovském prostoru
neexistuje plocha, na které by platila Loba&evského rovinna geometrie. Existuj{
v ném pouze plochy (na pf. pseudosféra Beltramiho, srv. odstavec 19, str. 143),
na nichZ plati toliko geometrie édsti Lobagevského roviny, nikoli vSak geometrie
Lobagevského celé roviny.

Vidime, %e a8koli jsme p¥i budovéini Lobafevského geometrie vy$li z pked-
pokladu, %e geometrie eukleidovské neplati, pfece vS8ak se nam Eukleidova
‘geometrie znovu objevila, i kdyZ na mists, kde bychom to nejméné Sekali. Tato
zvldStnost utvrdila Lobalevského v tom, Ze jeho nové geometrie je privd tak
logicky bezesporné jako geometrie Eukleidova.
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CAST II

"HISTORICKY VYVOJ

UVOD

19. Objevitelé neeukleidovské geometrie a jejich pFedchadci. Prvni
praci o neeukleidovské geometrii publikovanou tiskem byla jednak
Lobadevského kniha O naéalach geometrii, vydani v Kazani r. 1829,
jednak spis Jana Bolyaie Appendix scientiam spatii absolute veram
exhibens, ktery vysSel (1832 v Maros-Vasirhély) jako dodatek ke knize
Bolyaiova otce, vénované zidkladiim matematiky. Ackoliv oba tyto
spisy jdou ve vykladu nové geometrie dosti daleko a dostateénym zpi-
sobem mohly prokizat yiznost a dileZitost nového objevu, presto
zistaly dlouhou dobu bez povdimnuti. Zatim co J. Bolyai nepublikoval
jiz jin} spisy, snaZil se Lobadevskij ve svych dalsich pracich, vyda-
nych jak v Rusku, tak i v zdpadni Evropé, upoutat na novy objev po-
zornost, avSak marng.

Tento osud neeukleidovské geometrie Ize- konec koncu éasteéné vy-
svétlit tim, Ze velkou pfekazkou, kterd zde stala v cesté, bylo presvéd-
deni o jedinednosti geometrie eukleidovské a o jeji naprosté shodé se
skutednosti; piesvédéeni, podporované tou dobou vieobecné uzniva-
nym kantovskym faleSnym pojetim, Ze prostor je vrozena naziraci
forma, ktera je nim jednou providy dina nezavisle na jakékoli zku-
Senosti a o které nem4 smysl badat, pro¢ je pravé takova, jaka je.
Vedle toho zistaly oba spisy nepov&imnuty jisté i proto, Ze jména obou
autorti byla matematickému svétu Gplné nezndma.

Situace se zménila, kdyZ nékolik let po smrti velikého matematika
C.-F. Gausse vygel r. 1860 druhy svazek jeho korespondence. V ném
byly uvefejnény dopisy, ve kterych Gauss vysoko cenil price Lobatev-
ského a Bolyaie a ze kterych bylo vidét, Ze i Gauss sam dospél k podob-
nym vysledkim jako oni. Neeukleidovska geometne se hned stala pied-
métem velkého zajmu. R. 1866 vychazi francouzsky pifeklad Lobadev-
ského spisu Geometrische Untersuchungen a o rok pozdéji pieklad Bo-
lyaiova Appendizu, oba dva od francouzského matematika J. Houéla.
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Kratce nato vychazeji také preklady do italitiny a angliétiny. Soudas-
né se objevuji v italskych a francouzskych matematickych Zurnalech
historicko-kritické ¢linky o Lobacevském a Bolyaiovi i prvni samo-
statné stati o neeukleidovské geometrii. Mezi nejzndméjsi jejich autory
patii J. Houél, G. Battaglini, E. Beltrami.

Vyznamny krok vpied udinil 1868 Beltrami, kdyZ ukazal, Ze v euklei-
dovském prostoru existuje plocha, t.zv. pseudosféra, ktera se se svymi
geodetickymi c¢arami chova podobné jako rovina Lobadevského.
O tento vysledek se opfel Helmholtz, ktery jesté téhoz roku 1868 publi-
koval praci Uber die Tatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen, ve
které navazoval také na vyznamnou Riemannevu stat Uber die Hypo-
thesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen (1854) a ve které uvedl
problém rovnobéZek do 8irdi souvislosti s obecnymi prostory, jaké stu-
duje diferenciilni geometrie. '

Nebudeme nyni déle li¢it vitézny postup neeukleidovské geometrie
a jeji dalsi rozvoj. Jiz diive jsme Fekli, Ze jeji pIné uznani porazilo myl-
né nazory o jedinecnosti geometrie eukleidovské i mylné Kantovo
uceni o apriornosti naseho prostorového nazirani, takie jeji wtezstvi
presdhlo rdmec samotné matematiky.

Uznéni neeukleidovské geometrie ukazalo dilev pravém svétle genidl-
nost obou jejich tvirct Lobadevského a Bolyaie a vydobylo jim sldvu
objeviteli nového, do té doby Gplné neznamého my3lenkového svéta.
Proto bylo velkym pfekvapenim, kdyZz r. 1889 Beltrami zjistil, Ze ji
r. 1733 Ital Girolamo Saccheri do3el pfi pokusu dokazat V. Eukleidiv
postu.la.t k nékterym vétim, které byly pripisovany Lobacevskému a
Bolyaiovi. Vedle toho se zakratko ukazalo, Ze Saccheri neni zjev ojedi-
nély: r. 1893 objevil P. Sta.qkel v malo znamém Casopise Magazin fiir
die reine und angewaﬂdte M athematzk ¢itajicim vieho viady--jen tfi
roéniky, praci{J.H. Lamberta o rovnobézkéch (napsanou r: 1766), pii
jejimz bliz§im rozboru zjistil, Ze Lambert je vlastné dalsim dotud ne-
znamym piedchiidcem Lobadevského a Bolyaie.

Povzbuzen timto objevem zacal Stéckel podrobnéji studovat vyvoj
theorie rovnobézek od dob Eukleidovych. Seznal, Ze udobi od Eukleida
az do Lobacevského pfedstavuje v tomto ohledu rusny vyvojovy pro-
ces, dotud takika neznamy. JestliZe na jeho po¢atku matematikové pfi
svych pokusech dokézat V. postuldt odhalovali jen tvrzeni, ekvi-
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valentni s timto postulitem, pak ke konci dochaz{ fada matematiki
k z4vérim, jez pfesahuji jiz hranice eukleidovské geometrie. Tyto
zévéry byly u nich v3ak jen isolovanymi vétami a k tomu, aby bylo
mo#no mezi nimi odhalit hlub&i souvislost, jich bylo p¥ili§ malo. Mate-
matikové, ktefi k takovym vétdm dosli, si proto neuvédomili jejich do-
sah a ziustavali ¢ele v zajeti eukleidovské geometrie, o niZ byli pfesvéd-
&eni, Ze je jedinou moZnou geometrii, a ani v nejmensim jim nepfipadla
na mysl moZnost, Ze by mohla existovat také jesté geometrie jina (ja-
kousi vyjimkou v tomto ohledu byl, zda se, pouze J. H. Lambert, viz
odst. 22). Tito matematikové byli zaroveii presvéddeni, Ze se V. Euklei-
duv postulat dokdzat d4, a kazdy z nich se domnival, Ze ditkaz tohoto
postuldtu skuteéné podal. Z toho, co jsme fekli, vyplyva, Ze zidny
z téchto matematikh nemuize byt oznacen jako objevitel neeukleidov-
ské geometrie, adkoliv pfi pokusu sporem dokazat V. postuldt nékteit
z nich dochdzeji k vétam, které dnes poéitame do neeukleidovské geo-
metrie. V3echny tyto okolnosti vedly P. Stickela k tomu, Ze na-
zval obdobi pfed Lobadevskym predhistorii neeukleidovské geometrie.
Jestlize podrobné studium historického vyvoje neeukleidovské geo-
metrie ukazalo na jedné strané, Ze k jejimu objevu nedoSlo pfes noc,
nybri Ze tento objev byl pfipravovan dlouhym obdobim tapani a nékdy,
moZno Fei, i namahavym bojem, pak na druhé strané vyjasnilo
i otdzku, komu patii zdsluha za tento objev.,V tom nebyli totiz mate-
matikové zajedno. Néktefi z nich ji pFipisovali Lobadevskému a J.
Bolyaiovi, jini ji ptipisovali C. F. Gaussovi a néktefi dokonce tvrdili,
£e Gauss svym objevem ovlivnil ]ak Lobadevského, tak Bolya.le takze
tito dva nemohou byt povaZovini za samostatné objevitele nové
geometrie. Av8ak jiz sim P. Stickel dokazal neopodstatnénost podob-
nych tvrzeni. Ukadzalo se naopak, Ze velkd slava, ktera provazela Gausse
jakoito velmi vyznamného matematika, zavinila, Ze byl za neeukleidov-
skou geometrii chvalen vie, nez ve skutecnosti zasluhoval. Ukazalo
se také, Ze dosel sice k nové geometrii diiv nez ostatni, aviak neunesl
celou tihu zodpovédnosti, ktera tim na ném jako na velkém védeci
spotinula, a tak koruna za vitézstvi v boji o pokrok védy patfi tém,
ktefi dosli k nové geometrii sice pozdéji nez on, avSak publikaci svych
praci se rozhodli vydobyt nové geometrii to misto, které ji nalezi.
. Lobagevskij i Bolyai se odhodlali k zdpasu o uznani neeukleidovské
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geometrie bez ohledu na to, Ze to bylo v dobé ovlddané takovymi pfed-
sudky, Ze hajit tuto novou védeckou pravdu znamenalo, jak se Gauss .
sam vyjadrFil, pickat do vosiho hnizda a vyddvat se nebezpelt, Ze zacnou
nebezpecné dordZet kolem hlavy. Naproti tomu Gauss se zafekl viibec
néco ze svych myslenek publikovat, prottZe se, jak sdm napsal,
bél kfiku Boioti,*®) ktery by se zdvihl, kdyby vyslovil naplno svoje
nazory. Nepublikoval nic, adkoliv byl o to nejednou ziddn pFiteli.
Neucdinil tak presto, Ze se téfil nesmirné autorité, kterd se projevila
také v tom, jak jsme pred chvili vidéli, Ze teprve nékolik pozniamek
v jeho dopisech pfinutilo matematiky ¢ist Lobatevského i Bolyaiovy
prace. e
Gauss se neodhodlal ani k tomu, aby povzbudil oba objevitele nové

geometrie nebo jim vyslovil svoje uznani. Ani na vyslovnou zidost
Bolyaiova otce, ktery byl Gaussovym piitelem z mlidi, nedovedl
gottingensky ,,princeps mathematicorum napsat povzbuzujici slovo
tak nadanému &lovéku, jako byl Jan Bolyai, ktery ve véku 23 let se
dopracoval k zaditktm neeukleidovské geometrie. Jan Bolyai, které-
mu se pies skvélé nadani nedostalo matematického vzdélani na univer-
git&, il po svém objevu v Gstrani, zlomen jednak tim, Ze Gauss, ke kte-
rému vzhliZel s velkou tuctou, se zachoval k jeho prici a vibec k objevu
nové geometrie tak chladné, jednak tim, Ze vidél, Ze priorita objevu
nové geometrie nepatfi jen jemu.

" Lobagevskij vedl sviij boj o neeukleidovskou geometrii dplné osamo-
‘cen. Za cely sviij Zivot se nedozvédél, zda vibec nékdo &te s porozumsg-

' nim jeho prace, nemél s kym si o nich pohovofit a také se nikdy nedo-
zvédél, Ze jini dochazeji k podobnym vysledktim jako on. Pfesto v3ak
na svém objevu stale pracoval. Kdyz vidél, Ze jeho spisiim neni v Rusku
vénovana pozornost, publikoval svoje prace francouzsky v Crellové
zurnalu a pozdéji vydal v Berliné némecky psany spis Geometrische
Untersuchungen. PTi tom se stile snaZil o piistupnéjsi a lepsi vyklad,
aby novému objevu byla vénovina ta pozornost, kterou zasluhoval.

U Lobaéevského je nutno zejména ocenit nebojicnost, s kterou el

za svym cilem, i kdyz se mu stavély v cestu piekazky. Acékoliv byl

25) Bototové, jeden ze starofeckych kment, byli od svych kulturnd vyspélejsich
souseda attickych povafovéni za nevzdé&lané. Proto boiotsky znamend totéZ
jako hruby a ignorantsky.
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v Kazani v3eobecné vaZenym ¢lovékem, protozZe jako dlouholety rektor
se velice zaslouZil o kazafiskou universitu, které zasvétil cely sviij Zivot,
piesto byly v regiondlnim Casopise uvefejnény jako ,,recense‘ jeho
praci o nové geometrii posméiné ¢lanky, namifené proti nému s nesly-
chanym cynismem. Ani ve védeckém svété se nesetkal s porozumé-
nim: na pidé petrohradské Akademie vystoupil proti jeho pracim
matematik Ostrogradskij *¢), ktery se nedovedl pienést pfes roz-
dfly a rozpory mezi starou a novou geometrii.

Podrobnéjsimu vyliéeni Lobacevského i Bolyaiovy a Gaussovy
objevitelské price, jakoZ i rozboru vysledki matematiki ,,predhistoric-
kého‘‘ obdobi v oboru theorie rovnobézek budou vénovany nasledujici
odstavce. '

28) M. V. Oslrogradskij (1801 —1861) byl vyznamny rusky matematik, ktery
se zabyval raznymi partiemi matematické analysy a jejimi aplikacemi. Jeho
jménem je nazvéna formule integralniho podtu, ptovadéjici objemovy integral
na integral plogny. Tato formule nékdy také nese jméno Gausspvo nebo Greeno-
vo (podle anglického matematika G. Greena, 1793 —1841).
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KAPITOLA I

PREDHISTORIE NEEUKLEIDOVSKE GEOMETRIE

20. Poseidonios, Aganis, Proklos, Nasir-Eddin, Vitale, Wallis. JizZ na
zadatku této knizky jsme Fekli, ielobjev neeukleidovské geometrie m4,
kofeny v dobé Eukleidové, kdy néktefi z feckych matematiki vézng
pochybovali, Ze by se V. postuldt nedal dokazat z ostatnich a pokouéeh
se_podat_dikaz tohoto postulatu Takovych matematika byla celd
fada {Nejstarsi z nich, které zname podle jména, byli Possidonios a Aga-
nis (L. st. pf. Kr.). Domnivali se, Ze k dikazu stac¢i zaménit Eukleidovu
definici rovnobéZek definicf jinou. Jak znamo, Eukleides nazyva rov-
nobézkami pfimky, lezici v roviné, které se neprotinaji. Ma tedy gra-
maticky negativni tvar, a proto ji néktefi povaZovali za vadnou.

Poseidonios a Aganis definovali rovnobéiky jako pfimky v roviné,
kferé maji od sebe stdle touf vzddlenost. My viak vime, Ze ]1z pouhy‘
predpoklad, Ze existuji ekvidistantni pfimky, je ekvivalentni s Euklei-
dovym V. postulatem (viz nasj VETU 15,10) ]Ostatne jiz néktefi Reko-.
vé vidsli slabinu podobného ditkazu a namitali, 7e Poseidoniova a Eu-
kleidova definice rovnobéZek nemusi vidy vyjadfovat totéZz. Geminos
(I. st. pf. Kr.) uvadél hyperbolu s jeji asymptotou jako pfiklad &ar,
které jsou rovnobéiné ve smyslu Eukleidové (neprotinaji se, jakkoli
daleko je prodlouzime), nejsou viak rovnobézné ve smyslu Pos: idoniové.

O nékolik stolet{ pozdéji si fecky matematik Proklos (410—485) po-
viiml, Ze obraceni V. Eukleidova postulatu (t. j. obriceni implikace
v ném obsaZené) dava vétu ,,soulet dvou vnitinich 4hla trojihelnika je
mensi dvou pravych®, ktera se di dokizat nezivisle na V. postuldtu
(u nas je to VETA 12,28). Pii tom mu pfipadalo nemoZné, Ze by se
z tychz predpokladii nedala odvodit véta, jejiz obrat lze dokazat.

Sam pak dokazuje V. postuldt na zdkladé pomocné véty (véta i jeji
ditkaz uveden podle Bonola-Liebmann [17], str. 5):

Primka, kterd protind jednu ze dvou neprotinajficich se pfimek, protind
1 druhou primku.

Diikaz této véty podavéa nasledujicim zptisobem: Budter AB a CD
dvé& neprotinajici se ptimky (viz obr. 105), EQ ptimka, ktera v bodé F
protind piimku AB. Vzdilenost pfimky 4B od bodu, pohybujiciho se
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po ptimce E@ smérem od bodu F ptes G, roste nade viechny meze (du-
kaz je analogicky diikazu VETY 15,15). Protoze ale body jedné z obou
neprotinajicich se pfimek maji od druhé koneé¢nhou vzdilenost, musi
pfimka EG protnout ptimku CD.

Zde vSak Proklos mltky udinil predpoklad, ze body jedné ze dvou
neprotinajicich se pfimek maji od druhé koneénou, t. j. shora omezenou
vzdalenost, coZz je tvrzeni ekvivalentni s Eukleidovym postuldtem
(viz nasi VETU 15,15).

~.

£

NF 8
T

Obr. 105. . Obr. 106.

Po zaniku starovékych i8i pievzali feckou udenost Arabové, kteff
se velmi horlivé vénovali také matematice. Preklddali a pfepracova-
vali Eukleidovy Zdklady spolu se viemi pozdéjdimi komentafi a je tedy
pfirozené, Ze pokraovali v pokusech o dikaz postulitu o rovnobéi-
kich. Vliv na pozdéjsi vyvoj theorie rovnobézek mél, jak se zd4,jen
Nasir-Eddin (1201—1274),%%*) jehoZ pfeklad a komentif Eukleida byl
arabsky vydan r. 1594 v Rimé.

Jeho dikaz je zajimavy tim, Ze v ném V. postuldt vystupuje po prvé
ve vztahu s uenfm o soudtu hli v trojihelnfku. Pfi tom se vyslovné
opird o tvrzeni, jez pfijimé bez dikazu (uvedeno podle Kagan [4],
str. 119 —121, viz také Bonola-Liebmann [17], str. 11):

Jsou-li p a q (viz obr. 106) takové pFimky, e z bodu C na grspusténd
kolmice CD na q tvoFi s pFimkou p merovné vedlej¥i 1hly <X ECD <
< X ACD, pak isek kolmice spusténé z bodu X pFimky p na pFimku q je

26s) Nasir-Eddin at Tdsi pochézel z Chorasanu (uzemf jiZnd od Turkmenské

SSR), pavodem byl vBak AzerbejdZanec. Je zndm také svymi pracemi o sférické
trigonometrii.
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kratdi neZ CD, je-li X jakykoli bod na-p na strané ostrého whlu (1.j. na
poloprimce (CE)), a vét&, je-li X na p na strané tupého dhlu.

Na zakladsé tohoto predpokladu dokazuje (sporem), Ze sestrojime-L
k tselce AB kolmice v koncovych bodech a naneseme na né shodné
tselky BC a AD, pak thly pfi C a D jsou pravé (viz obr. 107) a Gseéky
AB a CD jsou shodné. ProtoZe ¢tyrihelnik mé soucet Ghld 4R, plyne

BN\P

2l
A

wll

Qc

Obr. 107. Obr. 108,

odtud, Ze pravouhly trojahelnik mé soulet 2R, a u obecného trojahel-
nika dokazeme totéZ, kdyZ ho rozdélime vyskou na dva pravodhlé.

Nyni Nasir-Eddin dokazuje Eukleidiiv axiom takto: Jsou-li dvé
piimky protaty tieti, mohou nastat 3 pfipady: oba vmitini ahly na téie
strané jsou ostré nebo jeden z nich je tupy nebo jeden z nich je pravy.
Je vidét, Ze prvni dva piipady se snadno prevedou na t¥eti, a protd
piedpoklidejme, Ze < CAB < DCA & = R; miame dokazat, Ze
pHimky AB a CD se protnou. Na tisedce 4B vezméme bod E (viz obr:
108) a spustme z ného kolmici na AC, prisedik F bude po téZe strang
bodu A4 jako C, protoie < CAB je ostry. Je-li C mezi F a A, jsme hoto-
vi, protoZe pak 4B a CD se musi protnout. Je-li F mezi 4 a C, pak na

piimce AC nanidejme stile Gsetky AF = FH =HL=...= NQ aZ
bod @ padne za C a tolikrdt pak také naneseme tsetky AE = EG =
= CK = ... = MP. Potom spojnice PQ je kolm4 na AC, nebot vie-

chny spojnice MN, PQ, GH, KL, ... jsou kolmé na AC, coz dokdZeme
takto:
Bodem A vedme kolmici AE’ na AC, AE' = FE, bodem G vedme
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kolmici @S na AC (je-li S rizné od H zatim nevime), na GS budiz bod
E" tak, 7e SE” = FE. Potom podle vyse jiz dokidzané véty o &tyr-
thelnfkuje AF = E'E,SF =E"E, X AE'E = . FEE' = < SE"E=
= < FEE' = R. Leii tedy body E, E’, E" na piimce a Ghly < E"EG
a < E'EA jsou vrcholové; tedy trojahelnfky A AEE’ a A GEE" jsou
shodné, ¢ili EE' = EE", takze AF = FS§ ¢ili body H a 8 splynou a GH
je kolmice na AC. Analogicky se to dokaze i pro KL, ..., PQ.

Proto¥e CD neprotne PQ, mus{ protnout AB, coz bylo dokézat.

Z naSeho vykladu geometrie vime, Ze Nasir-Eddinem udinény pied-
poklad je opét ekvivalentni s V. postuldtem, nebot s axiomy absolutnf
geometrie je sluditelny p¥ipad, Ze bod X je na ramenu (CE) (obr. 106)
ostrého dhlu <¢ ECA a presto je jeho vzdalenost od piimky g vétsi
nez CD (viz rozbéiné piimky v neeukleidovské roviné, VETa 17,15).

Na poditku novovéku prechdzi matematika od Arabi do jihozapadni
Evropy a mezi prvnimi to jsou Italové, ktefi pfinaseji v matematice
nové vysledky, jak o tom svédéi jména Scipio del Ferro, Tartaglia,
Cardano a j. V 16. a 17. stol. se Italové také Zivé zéastnili feeni pro-
blému rovnobézek, jako na pt. C. Clavio, P. A. Cataldi, G. A. Borelli,
abychom jmenovali alesponi nékteré. Nepfisli viak v podstaté na nic
nového. Setkdvame se u nich s tymiZ myslenkami jako u starych Reki
nebo Arabii, s dikazem na zakladé definice

D f’ € rovnobszek jako ekvidistantnich pHmek a
. pod. S novou ideou, zda se, priSel teprve
' G. Vitale (1633—1711), ktery se snaZil do-
i kazat existenci ekvidistantnich pfimek tak,
. | Ze zkoumal Styruhelnik (] ABOD s pravymi

’_B dhly A a B a shodnymi stranami AD a BC

(viz obr. 109). Dochazi k tomu, Ze dikaz se

Obr. 109. redukuje na to, jak prokazat existenci bodu

H uvniti aseéky CD. ktery by mél od pfimky

AB vzdalenost rovnou tusedce AD. Agkoli Vitale pti dalsim dokazo-

vani upada do starych omyld, je jeho dikaz pozoruhodny tim, Ze se

pit ném objevuje specidlni étyrahelnfk, se kterym jsme se jiz setkali

u Nasir-Eddina a ktery o pul stoleti pozdéji klade do stfedu svych
uvah Saccheri, jenz udinil prvni podstatny krok vpred.

V 17. stoletf se zvy&il zdjem o Eukleida natolik, Ze r. 1619 byla za-
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loZzena na oxfordské université stolice, jejiz drZitel mél povinnost
vést kazdy rok alesponi jednu pfednisku o Eukleidovych Zdkladech.
Jednim z prvnich profesora této stolice byl znamy matematik J. Wallis
(1616—1703), ktery se zaslouzil také o algebru a analysu (od ného
pochizi také zndmd formule pro ). Spravné poznal spoleény nedo-
statek dikazi V. Eukleidova postulatu, které byly do té doby podany,
Ze totiZ zakryté zaméiuji tento axiom jinym tvrzenim.

R. 1663 podal J. Wallis dikaz, ve kterém se védomé opira o pfedpo-
klad, Ze v roviné existuji podobné utvary. Tim osvétlil dalezity bod
v theorii rovnobézek, nebot jak vime, jiz pouhy piedpoklad, Ze existuji
dva podobné trojihelniky, t. j. trojihelniky, které maji odpovidajici
thly shodné, avSak strany nikoliv, je ekvivalentni s Eukleidovym
postuldtem o rovnobézkach (srv. VETU 15,17).

21. Girolamo Saccheri.'Zatim co matematikové, o nichZ jsme do-|
sud mluvili, dokazovali V. postulat tak, Ze aniZ si to uvédomovali, vy-
chézeli z néjakého predpokladu, o ném# dnes vime, Ze je s V. postula-
tem ekvivalentni, italsky jesuita Girolamo Saccheri Sel pfi dikazu
aplné novou cestou: snazil se totiz dokizat Eukleidiv postulat ne-.
pfimo. 'Mel dobré matematické vzdélani a znal také diukazy V. postu-
latu feckych i arabskych matematikd, jejichz nedostatky spravné
odhalil a komentoval. Svoje nové vysledky publikoval r. 1733 ve spise
Euclides ab omni naevo vindicatus.??) Zpisob, jak postupoval ve svych
dedukeich, zasluhuje, aby byl podrobnéji vypsan. Nebudeme citovat
Saccheriho doslova, nybrz jeho vyklad podime v ponékud zhudténé
formé, pfi demz zachovame jeho piivodni myslenky (Saccheriho spis
v némeckém prekladu je otistén v knize Stickel-Engel [15], str. 41 aZ
136). Saccheriho ,,dtikaz’ Eukleidova postulatu lze shrnout do nésle-
dujicich 18 vét:

Véta 1. Jestlize ve &tyrihelniku [] ABCD jsou thly A, B pravé a stra-
ny AD a BC shodné, pak jsou také vikly C a D shodné. (Takovy &tyr-
thelnik se dnes nazyva Saccheriho étyrahelnikem.)

Véta 2. JestliZe ve étyrihelniku [] ABCD s pravyms 1ihly A a B strany
AD a BC nejsou shodné, pak z obou ikl C a D je v8t&i ten, kiery leZi proti
mendi strané, a naopak.

) Eukleides v¥l poskvrny zbaveny.
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Diikazy obou vét jsou snadné. V druhé vété rozumi Saccheri ihlem
leZ{cim proti strané A.D resp. BC samoziejmé uhel C resp. D.

Saccheri byl pfesvédden o tom, Ze lze dokazat Eukleidiv axiom
o rovnobézkach, a ve svém dtakazu se snaZil dovodit, Ze ve &tyfahel-
niku, o ném?% je feé ve vété 1, jsou uhly C a D pravé A priori jsou tfi
moznosti: bud jsou dhly C a D tupé nebo pravé nebo ostré. Podle toho
mluvime o hypothese tupdho, pra-

vého nebo ostrého thlu. P R
M~ TN
D 0’ c
0 c
H T K|
] .
[ []
A 0 B y) ]
Obr. 110. Obr. 111.

Aby-Saccheri dokazal, Ze plati hypothesa pravého hlu; snazil se obé
zbyvajici hypothesy piivést ad absurdum. Sledujme dale Saccheriho:

Véta 3. Podle toho, plati-li v Saccheriho &tyrdhelniku [ ABCD hypo-
thesa tupého, pravého nebo ostrého uhlu, plati v ném vztahy AB >CD,
AB=CD, AB < CD.

Diikaz. Pro hypothesu pravého thlu to plyne z véty 2. Budiz nynf O
resp. O’ pulici bod tseéky AB resp. DC, takze je 00’ | AB a 00’ |
1 DC. Je-li < D > R (viz obr. 110), pak podle véty 2 je 40 > DO’
¢ili AB > DC. Pro hypothesu ostrého uhlu dostdvame podobné
AB < DC.

Véta 4. Podle toho, plati-li pro Saccheriho étyrihelnik (] ABCD vztah
AB > CD, AB = CD nebo AB < CD, plati pro néj hypothesa tupého,
pravého nebo ostrého dhlu.

Dikaz Ize snadno podat nepfimo.

Véta 5. Je-li hypothesa pravého dhlu splnéna alespon pro” jeden
Saccheriho Ctyrihelnik, je splnéna pro katdy.
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Dikaz. Necht v Saccheriho étyrihelniku [J 4 BCD plati hypothesa
pravého uhlu. Je tedy 4B = CD. Budiz H (viz obr. 111) bod tseéky
AD a K bod tsedky BC, pfi éemz AH = BK.Kdyby byl st AHK < R,
pak by podle véty 3 bylo AB < HK. Pfi tom by <t DHK > R, takZe
podle véty 3 by bylo HK < DC. Tedy by platilo AB < DC, co% je
spor, nebot je AB= DC. Podobné nemize byt &t AHK > R, takze
v.Saccheriho ¢tyruhelniku [J ABKH plati hypothesa pravéha dhlu.

D c H K
H T T T K|
n s
A B AN B
Obr. 112, Obr. 113.

Je-li M bod na prodlouzeni iseéky 4.D za bod D a bod N na prodlou-
zeni BC za C a pii tom AM = BN, pak v Saccheriho étyriahelniku
(] ABN M plati hypothesa pravého tihlu. To je zfejmé, je-li AM celist-
vy nasobek tse¢ky AD. Jestlize tomu tak neni, dokazujeme dal po-
moci Archimedova axiomu. Mdme-li nyni dokazat, Ze v libovolném
Saccheriho ¢tyrihelniku [ STUV plati hypothesa pravého dhlu, na-
neseme Usedku S7' na pfimku 4D od bodu 4 a dikaz pokraduje ana-
logicky.

Véta 6. Je-li hypothesa tupého 1ihlu splnéna alespor pro jeden Sacche-
riho Etyrihelnik, je splnéna pro kazdy.

Diikaz. Necht v Saccheriho &tyrtahelniku (] 4 BCD je splnéna hypo-
thesa tupého thlu. Budiz H (viz obr. 112) bod tuse¢ky 4D a K bod
tseéky BC tak, ze AH = BK. Uhel <t KH A nemuZe byt pravy, nebot
by pak v Saccheriho &tyrihelniku ] ABKH a nisledkem toho i
v [0 ABCD platila hypothesa pravého thlu.

Kdyby < KHA byl ostry, pak by bylo HK > AB (véta 3). Protoze
v Saccheriho ¢tyrthelniku [ ABCD plati hypothesa tupého thlu, je
AB > DC, takie by bylo HK > AB > DC.

Pohybuje-li se nyni bod H po piimce 4D smrem k D, a tedy také
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bod K po piimce BC smérem k C, prejde tsetka HK, ktera byla na
zaéatku vétsi nez AB, nakonec v tGselku CD, kteri je mendi neZz AB.
V disledku spojitosti této zmény existuje na HD takovy bod H’, Ze
H'K' = AB. Potom by v8ak v ¢tyrihelniku [ ABK'H’ platila hypo-
thesa pravého thlu (véta 4) a tedy by nemohla v Saccheriho étyrahel-
niku [] ABCD platit hypothesa tupého thlu (podle véty 5).

) - C

Obr. 114. Obr. 115.

BudiZz nynf din Saccheriho étyrihelnik s libovolnou zdkladnou, na pf.
BK (viz obr. 113). Protoze thel K v Saccheriho ¢tyrihelniku (] ABKH
je tupy, protne kolmice na BK vedeni bodem K pfimku AH mezi
body A a H v bodé M. Podle véty o vnéj$im thlu trojuhelnika je
X AMK > X AHK, takie X AMK je tupy. Podle véty 3 ve &tyf-
thelniku ] ABKM je AB > KM, takze existuje mezi 4 a B bod N
tak, Ze MK = NB. Podle véty o vnéj§im dhlu v trojuhelniku je
X MNB > & MAB, takie uhel <x MN B je tupy a v Saccheriho &tyr-
dhelniku [] BKMN plati hypothesa tupého uhlu.

Véta 7. Je-li hypothesa ostrého 1ihlu splnéna alespoti pro jeden Sacche-
riho &yrihelnik, je splnéna pro kazdy.

Dikaz lze provést nepfimo na zikladé vét 5 a 6.

Véta 8. Podle toho, plati-li hypothesa tupého, pravého nebo ostrého
twhlu, je soulet uhli v trojihelniku vétsi, rovny nebo mendi nez 2R,

Dikaz. Budiz din pravouhly trojihelnik A ABC s pravym thlem
u vreholu B. Budiz bod D (obr. 114) na téze strané od 4B jako C a ta-
kovy, 26 <X DAB= R a DA = BC, takie [] ABCD je Saccheriho
étyrahelnik. Plati-li hypothesa pravého thlu, je A ABC = A CDA
a soubet thli trojahelnfka A ABC je 2R.
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Plati-i hypothesa tupého tdhlu, je AB > DC, takie <t ACB >
> < DAC. Odtud plyne, Ze soucet uhla trojuhelnika A 4ABC je vétsi
nez 2R.

Plati-li hypothesa ostrého thlu, je AB < DC, takie <x ACB <
< X DAC, a odtud soudet thli trojuhelnika A 4BC je mensi nez 2R,

Je-li dén obecny trojuhelnik, maZeme ho vyskou rozdélit na dva
pravoihlé a tim pievést vySetfovani na piedchazejici pfipady.

Véta 9. Budiz A\ ABC (viz obr.
115) trojuhelnik pravoihly ve vrcho-
lu C a budiz K priasecik strany AC
8 kolmact vedenou stfedem H stm;ny
AB na AC. Podle toho, plati-li hy-
pothesa tupého, pravého nebo ostré-
ho 4hlu, je AK< KC, AK =KC,
AK > KC. )

7

Ditkaz. BudiZ L priseéik strany

BC s kolmici vedenou bodem H
na stranu BC. Plati-li hypothesa Obr. 116.
pravého thlu, je tvrzeni ziejmé.
Plati-li hypothesa tupého uhlu, pak bude <t AHK < <t HBC, nebof
soucet Ghla ¢tyrahelnika [ KCBH je vétsi nez 4R; v trojihelnicich
A AHK a N\ HBL je tedy AK < HL. Ve &tyrahelniku (] KCLH je
thel L pravy, thel H tupy (hyp. tupého dhlu), tedy HL < KC, takie
je AK < KC. Podobné dokazeme vétu pro hypothesu ostrého dhlu.

Véta 10. Plati-li hypothesa tupého resp. pravého dhlu, pak kolmice
a nekolmice k téZe piimce se vidy protinaji.

Dtikaz. Necht LP (obr. 116) je ptimka kolma na AP a pfimka AD
necht svird s AP ostry thel <t DAP. Na pfimce AD uréeme body
F,F, .. .tak,Ze Djemezi A a F,, F, mezi Da F,, F, mezi F, a F,
atd. a pfi tom AD = DF,, AF, = F,F,, ... atd. Jsou-li D, F,, F,, ...
atd. pruseéiky pfimky AP s kolmicemi vedenymi body D, F,, F,, ...
atd. na AP, pak podle predchazejici véty je AF, > 2x.AD’. Podle
Archimedova axiomu existuje n tak, %e 2".AD’ > AP¢ili AF, > AP.
Protoze pfimka PL protini AF, a neprotind F,F,, musi protnout
AF,.
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Véta 11. Plati-li hypothesa pravého resp. tupého dhlu, pak plati
V. Eukleidiav postuldt.

Dikaz. Budtez AB a CD (viz obr. 117) dvé pfimky, p¥i ¢em? body
B a D jsou na, téze strans od AC a p¥i tom < BAC 4 <& ACD < 2R.
Pak je jeden z obou uhli ostry, budiz to <t BAC. Budiz H priseéik
pi{mky AB s kolmici vedenou bodem Cna AB.Podle predpokladu je
X BAC + &< ACH + < HCD + < CHA + < CHB < 4R.V troj-

:
n
/A H

Obr. 117. Obr. 118.

thelnfku A AHC plati podle pfedpokladu ve vété vztah < BAC +
+ < ACH + X CHA > 2R, takie <t HCD + < CHB < 2R. Uhel
<X CHB je pravy, podle véty 10 se tedy A.B a CD protnou. ’

Véta 12. Hypothesa tapého uhlu je falednd.

Dikaz. Z hypothesy tupého uhlu plyne V. Eukleidtv postuldt a z né-
ho plyne spravnost hypothesy pravého Ghlu. To v3ak je spor, nebof obé
hypothesy nemohou platit soucasné.

V této vété pfivedl Saccheri hypothesu tupého Ghlu ke sporu. Aby
mohl dokazat V. Eukleidiv axiom, bude se nyni snazit pfivést ke sporu
i hypothesu ostrého thlu. Proto se v dal3im stale pfedpoklida platnost
této hypothesy, coz nebudeme jiZ znovu pfipominat.

Véta 13. Plati-li hypothesa ostrého 1hlu, pak kolmice a nekolmice k téZe
pFimce se nemusi protnout.

Dikaz. Budiz A ABC ve vrcholu C pravouhly trojihelnik (viz
obr. 118). Urdeme bod D tak, Zze A a D jsou na téze strané od BC a D
a C na riznych stranich od 4B a pti tom < BAC = < DBA. Pfimky
AC a DB se neprotnou (srv. nasi ViTu 14,2) a p¥i tom < ACB je pravy
a podle hypothesy ostrého Ghlu je dhel <t DBC ostry.
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Véta 14. Dvé pFimky maji bud spoleénou kolmici nebo se protinaji, nebo
se k sob& stdle bli%i.28)

Dikaz. Cdst 1. Budiz bod P mimo pnmku p (viz obr 119). Piimky
svazku P mohou byt vzhledem k piimce p rozdéleny na pfimky, které
protinaji p, a na pHmky, které maji s p spoleénou kolmici. Na zakladé
vlastnosti spojitosti existuji pfimky m a n, které rozdéluji svazek na
dvé &asti: do jedné patii pfimky neprotinajici p a do druhé ty, které

Obr. 119. ) Obr. 120.

maji s p spoleénou kolmici. DokiZeme, Ze pfimky m a n nepatfi do
%Z4dné z obou skupin.

Je zfejmé, Ze n a p se neprotnou. Pfedpokladejme nyni, Ze n a p maji
spoleénou kolmici NM (viz obr. 120). Budi# PQ kolmice na p a R bod
na p takovy, Zze M je mezi @ a R. Budiz RS kolmice na p a P8 kolmice
na SR. Budiz T priseéik PS a MN. Ve étyrthelniku (] MRST jsou tii
pravé uhly, tedy <t MTS je ostry, takie <x PTM je tupy, coZz mi za
nasledek, Ze polopfimka (PS) padne do thlu < QPN, takie ptimka PS
protina p. Na druhé strang PSS a p maji spoleénou kolmici, coZ je spor.
Tedy n a p nemohou mit spoleénou kolmici.

Cdst 2. V této dasti zbyva dokazat, Ze dvé pHimky, které se neproti-
naji a nemaji spole¢nou kolmici, se k sobé stile blizi. UvaZzujme tedy
pfimky » a p z 1. dasti dikazu a budiZ P@ kolmice na p (viz obr. 121).

8) Saccheriho réeni, Ze dv& piimky se k sob8 stéle bliZf, znamend, ¥e na prvni
ptimece nelze nalézt bod, ktery by mé&l ze vSech boda této piimky nejmens{
vzdalenost od pfimky druhé (speciéln® také Zédny z t&chto bodii nerna od druhé
piimky vzdélenost nulovou, t. j. ob® piimky se neprotinaji). Roli pfimek lze
oviem zamé&nit.
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Zvolme na n body A, B,C v pofadi P, 4, B,C na strané ostrého
tuhlu < QPA anecht AA’, BB’, CC’ jsou kelmice na p. Z Ghld & PAA’,
<X PBB’, <& PCC’ neni zddny pravy tuhel, ale také ne ostry, nebot
z predpokladu, Ze by tomu tak nebylo, a z toho, Ze @hel < QPA je
ostry, by se na zakladé vlastnosti spojitosti dokazalo, Ze existuje spo-
le¢nd kolmice pfimek 7 a p. Ve étyrahelniku [} QA’AP jsou Ghly Q a A’

/
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Obr. 121. Obr. 122.

pravé, thel A tupy a P ostry. Tedy podle véty 3 je PQ > AA’. Po-
dobné dokazujeme dale, ze PQ > AA' > BB’ > CC'.

Dalsi Saccheriho véty uvedeme bez dukazi:

Viéta 15. Dvé piimky, které se k sobé stdle blizi, bliZi se dokonce asympto-
ticky (t.7.je-li ddna libovolnd vsecka, pak vidy na jedné z obou pFimek lze
urcit bod, ktery md od druhé pfimky vzddlenost mendi nez dand dsecka).

Takovéto piimky nazyva Saccheri asymptotickymi a vyjadiuje se
o nich také, Ze se setkaji (ne viak protnou) ,teprve v nekoneénu®, a
,,bod v nekoneénu‘‘ u obou asymptotickych pfimek oznaéuje tymz pis-
menem, takze fika na pf. ,,asymptotické pfimky 4X a BX*.

Je pozoruhodné, Ze Saccheri odvozuje také nékteré klasické véty
neeukleidovské geometrie. Nesouvisi pfimo s fetézem vét, které podle
Saccheriho vedou k cili vyvratit hypothesu ostrého thlu, a proto je
uvedeme jen mimochodem.

Véta A. Jsou-li AX a BX dvé asymplotické pfimky, ihel & ABX
pravy (viz obr. 122), pak:

1568



1. kadd kolmice na AB vedend bodem tisefky AB protne primku AX,

2. kolmice na AB vedend bodem C, pro kteryj je Bmezi A a C, neprotne
AX, ' .

3. kaZdd pFimka, vedend bodem A pod men¥im hlem nef <& BAX,
protne pfimku BX.

X X X
M, M
] ]
A B B
Obr. 123. Obr. 124.

Véta B. Mdme-li libovolny hel <& BAX, pak nemute kaidd kolmice
na rameno (AB) protnout rameno (4X).

Cestu k vyvriceni hypothesy ostrého ihlu vede Saccheri je§té pies
tyto dvé véty (dikazy jsou vynechiny):

Véta 16. Jestlite primky AX a BX se blisi asymptoticky a je-li M (viz
obr. 123) bod na AX a MM’ je kolmice na BX, pak tihel X AMM’ je
vidy tupy. Pohybuje-li se M od bodu A k X, pak se ihel X AMM’ zmen-
Suje a to tak, Ze rozdil mezi nim a pravym thlem mite byt uéinén libo-
volné maly.

Véta 17. 1. Mezi pfimkami AY vedenymr bodem A, kieré maji s BX
(viz obr. 124) spoleCnou kolmici, neexistuje pfimka, kterd by svirala nej-
mend tihel s polopFimkou (AB) (t. j. ke kadé z pFimek AY lze vidy mezi
primkami AY najit takovou, kterd s (AB) svird 1ihel mendi nef <& BAY).

2. Uhel <& BAY mafeme véak volit vidy tak (maly), %e spoleénd kol-
mice primek AY a BX md s obéma pfimkami priseliky o vzddlenosts
mendt nef libovolné dand vsecka.
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Obé véty 16 a 17 jsou podivuhodné presné, uvidzime-li, Ze cilem
tivah Saccheriho je ,,pfechod k limité‘‘; Saccheri z nich v8ak éinf zavér,
%e dvé asymptotické piimky v bodé, v némz se setkaji v nekoneénu,
,»maji spoleénou kolmici* a Ze tam tudiz splynou (snad tu ma Saccheri
predstavu, Ze ,,v nekoneénu‘ vypadajf obé asymptotické piimky 4X
a BX se spoleénou kolmici tak, jak to ukazuje obr. 125).

_____ .
X Dz c

Obr, 125. Obr. 126.

Uvedme nyni doslovné znéni Saccheriho zdvéru!

nwHypothesa ostrého dhlu je veskrze falednd, nebof odporuje pfFirozenosts
pfimky. )
Diikaz. Jak jsme na pfedchézejfcich theoremech vidé&li, vede Eukleidové
geometrii se pFi&ict hypothesa ostrého dhlu nakonec k tomu, Ze rnusime p#i-
pustit v téZe rovind existenci dvou pfimek 4X a BX, které smérem k bodu do
nekonelne prodlouZeny, nakonec splynou v jednu a tutéZ ptfimku, protoZe
totiz v nekoneéné vzdaleném bod¥ majf spolednou kolmici, ktera leZi v téZe
roving jako ob& pfimky samy.‘ (Stickel-Engel, [15], str. 109.)
Tento dilkkaz spofivd na mylném pojeti ,,nekoneénd vzdaleného
bodu‘‘, s nimZ Saccheri naklida jako s obyéejnym bodem ,,v koneénu‘‘.
To je vidét zvlast dobfe, kdyz za vétou 15 ukazuje, Ze se asymptotické
piimky ,,nemohou protnout ani v nekonetnu’‘. Kdyby se pry totiz
asymptotické ptimky 4X a BX protly v bodé X (tihel & 4ABX pravy),
pak by bodem Z na ptimce AX ,,2a bodem X (!) vedena kolmice na AB
padla mimo Gsetku AB za bod B, coz neni mozné (podle bodu 2, véty A).

Po tomto dikazu uvadi Saccheri dikaz jesté jeden, nebyl tedy s prv-
nim asi prili§ spokojen. Druhy dikaz se zaklidd na této myS3lence:

Usetka AB a tusek DC ekvidistanty pfimky 4B mezi kolmicemi DA
a CB k ptimce AB (viz obr. 126) majf stejnou délku (jak tvrdi Saccheri).
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Za predpokladu hypothesy ostrého dhlu je v3ak ekvidistanta kiiva
&ara, a proto oblouk DC ekvidistanty je vétsi nez usedka DC a tsecka
DC je podle véty 3 vétsi nez AB, takZie mame spor.

Pracovat s délkou kfivé éary pfedpoklada dvahy o infinitesimalnich
velidindch a zde se Saccheri dopustil omyli, kdyZz tfemi riznymi
zptsoby (a po kazdé chybng) dokazoval, Ze asek DC ekvidistanty je
stejné dlouhy jako tsecka AB.

Saccheri je si plné védom hlubokého rozdilu mezi jeho vyvricenim
hypothesy tupého uhlu a hypothesy thlu ostrého. Na konci svého po-
jednani Saccheri piSe:

»U hypothesy tupého tdhlu je véc jasndjsf neZ slunce v poledne, nebot
ptijmeme-li ji za spravnou, lze z ni odvodit plnou a obecnou platnost diskuto-
vaného Eukleidova axiomu, z n8hoZ lze pak dokdzat nespravnost hypothesy
tupého thlu.

Naproti tomu se mi nepodafilo ukézat nespravnost hypothesy ostrého thlu,

aniZ bych pfed tim ukézal, Ze &ara, jejiZ vSechny body leZf stejn& daleko od dané
piimky a leZi s ni v téZe roving, je pravé s touto pifmkou stejné dlouhd.

(Stickel-Engel [15], str. 132.)

Pfes chyby, kterych se Saccheri dopustil na konci svych uvah, je
jeho dilo velice vyznamné a pozoruhodné. Jsou v ném po prvé vyslo-
veny nékteré véty neeukleidovské geometrie. '

22. L. Bertrand, ). H. Lambert. V pfedchazejicim odstavci jsme vi-
déli, Ze Saccheri v obou dikazech, jimiz chtél vyvratit hypothesu
ostrého uhlu, operoval s nekoneénem. 18. stoleti bylo obdobim dpadku
uvah o nekoneéné velkém i nekoneéné malém. Na druhé strané byly
tyto uvahy tehdy velice v mddé, coz se projevilo i na dikazech
Eukleidova axiomu té doby.

Duamyslny dikaz toho druhu, ktery svého ¢asu byl dlouho pokladan
za spravny, podal §vycarsky matematik L. Bertrand (1731 —1812) ve
spisech Développement nouveau de la partie élémentaire des mathémati-
ques (1778) a Eléments de géometrie (1812). Jeho diikaz se redukuje na
nasledujfci dvé tvrzeni.

wJestlize dvé pFimky AB a CD [(viz obr. 127)] leZlcl v téke roviné tvofi s pfim.
kou HQ@ vnitFni vhly BKL a DLK, jejichz soulet je roven dvéma pravym,

pak &dst roviny, kterou obé pfimky ohraniluji, je vzhledem k celé roviné tak
mald, 2e je v ni obsatena nekoneénékrdt.” (Kagan [4], str. 128.)
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Toto tvrzeni odivodiiuje Bertrand tak, Ze lze na p¥imku GH bez
omezeni nanaSet za sebou usedky shodné s tsetkou KL a kaidym
bodem M vést ptimku EF tak, Ze ¢ LMF je shodny s <t KLD.

Jestlife soulet vnitinich dhli dvou pFimek s pFifkou je po jedné strané
této pfitky mendl net 2R, pak se obé pFimky na této strané protinaji.

Predpoklidejme, ¥e piimky LC a KA [(obr. 128)] svirajf s pfidkou KL
vniténi dhly AKL a CLK, jejich¥ soulet je men3{ dvou pravych; pak existuje

Obr. 127. Obr. 128.

piimka LM, svirajici 8 LC takovy uhel, %e plati AKL + KLC + CLM =

= AKL+ KLM=2R. Odtud plyne, Ze thel MLC by byl cele obsaZen uvnit¥

pdsu MLKA, jestliZe by pfimka LC neprotinala KA. Tento péas je viak

obsaZen v roving nekoneénékrat, zatim co ihel MLC je v ni obsa¥en pouze

tolikrat, kolikrdt se oblouk MC dé nanést na obvod kruZnice opsané kolem

bodu L polomé&rem M L. Tedy thel M LC neni cele obsaZen uvnitf pasu MLKA,

a proto jeho rameno LC vychézf ven z pasu a protind pfimku KA4.*

(Kagan [4], str. 128—129.)

Bertrandiv dukaz spotiva, jak je vidét, na piedpokladu, Ze neni
mozné, aby jednou byla celd rovina pokryta koneénym poétem utvari
(zde jde o uhly — pro vétsi ndzornost si je mysleme, jako by byly vystfi-
Zeny z papiru) a po druhé, p¥i jiném zpisobu rozmistén{ tychZ dtvari, ne-
stadil rovinu pokryt sebevétsf jejich podet. Takovy predpoklad je viak
neopodstatnény a v tom je slabina Bertrandova dtukazu.

Je totiZ chybné jen tak beze vieho pienaset na pokryvani celé roviny
vlastnosti tykajici se pokryvan{ omezené jeji éasti. Je na priklad jasné,
Ze kdyZ rozloZime dany omezeny rovinny utvar (na pf. vnitfek kruz-
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nice nebo étverce) na koneény podet éasti, pak nelze viechny tyto ¢asti
néjakym jinym zpisobem sloZit tak, aby zistala pokryta jen &ist to-
hoto Gtvaru (a pfi tom se tyto &asti nepiekryvaly, t.j. nem&ly mimo

Obr. 129a.

hranici spole{ny bod). Naproti tomu lze nekoneény pocet dtvart, které
pokryvaji celou eukleidovskou rovinu, pfeskupit tak, Zze vznikd pokrytf
pouze jeji éasti.

. X ”
C/////i%wc
i///////////fw .

Obr. 129b.

Uvazujme na pf. pokryti eukleidovské roviny vytvofené obdobné
jako na obr. 127 (viz obr. 129a); zde pi{mky 4A4’, BB’ atd. jsou mezi se-
bou rovnobézné a usetka délky A”B” je naniSena na ptimce MNvobou
smyslech jeji orientace. Mysleme si, Ze jednotlivé pisy, omezené polo-
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pfimkami a dsetkou (jako na pf. (4"4), (B"B), A"B" — takovy pés
budeme struéné oznacovat 44 °B"B), jsou pohyblivé (jako by byly vy-
stfizeny z papiru). Nejdfive oddélime jednotlivé pasy 44’BB’ atd. od
sebe posuvem podél piimky MN vidy o jisty celistvy nasobek &itky
pasu (viz obr. 129b), a potom péasy lezici napravo od pfimky MN pfe-
mistime otofenim vzdy okolo uréitého bodu na p¥imce MN, abychom
zaplnili viechny mezery nalevo od pfimky MN (na p¥. pis A4"B"B’

.,... TS
Q.. D"

DD NMOAWNMNYINNNYNNY

SN —

i AL e

Obr. 129¢.

okolo bodu B” do polohy pasu BB”"B”B). Tim dosihneme toho, Ze
viechny pésy z obr. 129a pokryji celou polorovinu po levé strané piim-
ky MN, jak to ukazuje obr. 129c.

Nyni se obritime na Svycarského matematika J. H. Lamberta
(1728—1777), ktery pifi pokusu o dikaz V. Eukleidova postuldtu
o rovnobézkich dosel podobné jako Saccheri k nékterym vétim ne-
eukleidovské geometrie. Lambert pravdépodobné znal Saccheriho
préaci, ale pouze z disertace G. S. Kliigela Conatuum praecipuorum
theoriam parallelarum demonstrandi recensio (1763), kterd rozebirala
viechny do té doby podané dikazy a byla vlastné prvnim spisera o dé-
jinném vyvoji theorie rovnobézek.

Roku 1766 napsal Lambert praci Theorie der Parallellinien, kterou
vSak nepublikoval (pravdépodobné s ni nebyl spokojen), takze vysla
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aZ po jeho smrti pfi¢inénim J. Bernoulliho. Byla v3ak vytisténa v malo
zndmém dasopise Magazin fir die reine und angewandte Mathematik,
kde zustala prace zapomenuta, aZ ji r. 1893 nahodou objevil P. Stickel,
historik neeukleidovské geometrie. Otisk této price je dnes snadno
pifstupny v knize Stickel-Engel [15], str. 152 —206.

Ve svych Gvahach vychazel Lambert ze étyrihelnika, ktery ma tfi
pravé uhly (je to jeden z obou étyrahelniki, na které rozdéluje spojnice
pulicich bod zédkladen étyrihelnik Saccheriho). Kdyby se podafilo do-
kazat, Ze i ¢tvrty dhel je pravy, byl by tim dokdzdn Eukleidiv axiom.
Lambert proto stavi o tomto Ghlu
tii hypothesy. hypothesu thlu 1. g o) E H
pravého, 2. tupého, 3. ostrého, a ]
snazi se posledni dvé privést ke
sporu.

Lambertovo pojednani znamena
proti praci Saccheriho pokrok: vie-

chny t#i hypothesy projednava od- - )
délené, hypothesu tupého Ghlu pfi- A D F G
vadi ke sporu nezavisle na vété o -
vnéjdim uhlu trojuhelnika, ktera Obr. 130.

neni jiz pro tuto hypothesu platna,
a dusledky hypothesy tupého a ostrého thlu rozviji vice nez Saccheri.

Kdyz Lambert ukdzal, Ze hypothesa pravého uhlu je ekvivalentni
8 Eukleidovym postulatem, obraci se na hypothesu tupého tihlu. Jeho
uvahy se daji shrnout takto (original viz Stackel-Engel [15], str. 186 aZ
192): »

Budtez AG a BH (viz obr. 130) dvé pfimky v roviné, obé kolmé
k ptimce AB, a body C, E, H na ptimce BH vedme kolmice CD, EF,
H@ na AQG. Usetky CD, EF, HG se zmen3uji, vzdaluji-li se od AB;
jsou-li vzdalenosti DF a F@ atd. stejné, zmenSuji se stile vice, t. j.
plati EF — HG > CD — EF (dikazy nebudeme uvadét).

Podle Archimedova axiomu pfi dostateéném poétu kolmych tsetek
bude soudet Gbytkua vétsi nez 4B, takie AG a BH se prothou na téze
strané od bodu A, jako jsou body D, F, @. Podle véty o shodnosti
trojhelnikd se viak pfimky 4@ a BH protnou také na druhé strand
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od botlu 4. Tedy p¥imky BH a AG se protinaji po obou stranach kol-
mice. To viak je spor, protoze ,,dvé piimky mista neomezuji.*‘??)

Lambert neodvozuje spor z toho, Ze by se bodem daly vést k piimce
dvé kolmice, protoze toto tvrzeni plyne z véty -o vnéjsim 1hlu troj-
thelnika, jez za hypothesy tupého Ghlu neni jiz spravni. Formulace,
ze dvé piimky omezuji Gast roviny, je tak sugestivni, Ze neni vy-
louéeno, Ze Lambert si jiZz zde uvédomil souvislost geometrie hypo-
thesy tupého thlu s geometrii na kouli (na které plati geometrie, odpo-
vidajici hypothese tupého thlu, a na které také skutecné existuji dvoj-
thelniky), adkoliv o této souvislosti vyslovné mluvi az pozdéjiu obsahu
trojuhelnik.

Kdyz pfivedl druhou hypothesu ad absurdum, uvaZuje Lambert
o posledni hypothese (origindl viz Stickel-Engel [15], str. 192-—196):

M&jme zase jako u predeslé Gvahy pHimky AG a BH (viz obr. 130)
v roving, obé kolmé k pfimce 4B, a kolmice CD, EF, GH na AG. Zde se
useCky CD, EF, HG zvét8uji, a jsou-li vzdilenosti DF, FG atd. stejné,
zvétluji se stile vice, t. j. platf HG — EF > EF — CD a pro uhly
plati, Ze se &x BCD, < BEF, < BHQ stile zmenSuji (dtkazy opét vy-
nechiavame). To viak zde nevede ke sporu, takZe chceme-li vyvratit
hypothesu ostrého thlu, musime hledat jinou cestu.

Lambert obraci proto svoji pozornost na trojihelniky a dokazuje, Ze
v trojihelniku je soudet Ghlti mendf nez 2R. Dodava pak, Ze odtud
marné odvozoval dal$i disledky, aby doSel ke sporu. Poznal jen, Ze
hypothesa ostrého Ghlu se nedd tak snadno vyvratit jako hypothesa
thlu tupého. Jako jeden z nejvice zardzejicich disledkt uvadi Lambert
to, %e za predpokladu hypothesy ostrého ihlu majf délky tisedek ,,abso-
lutnd miru®.

Pojem absolutni miry vysvétlime ¢étenafi na prikladé #hla, které
maji jak v Lobalevského, tak i v Eukleidové geometrii absolutni miru.
Tomu je rozumét takto: 1ze udat konstrukei thlu uréité velikosti, ktera
se opird vyhradné jen o axiomy geometrie, takze at prvky, které se
maji béhem konstrukee volit, zvolime jakkoli, sestrojené thly budou

20) Axiom®,Dvé pFimky mista neomezuji‘*, uvedeny v Eukleidovych Za-
kladech, nepochézf od Eukleida, nyb 'z z pozddjsi doby. Chce se jim Fici, Ze
dv¥ ptimky nemohou tvofit ,dvojihelnik. Dnes tento fakt vystihujeme
slovy ,,dvé rizné pfimky maji nejvyde jeden pruselik'.
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vidy mezi sebou shodné. Takovou konstrulkei lze udat na piiklad pro
pravy thel. ‘

V Eukleidové geometrii nemizZeme naproti tomu udat konstrukei
uselky uréité velikosti, kterd by se opirala vyhradné jen o axiomy geo-
metrie. Takovou konstrukci mizeme udat pouze tehdy, jestlize je dana
bychom rozdil mezi mirou usedek a mirou
uhli mohli vyjadrit tak, Ze zatim co v Bureau
international des Poids et Mesures v Sévres
u PafiZe je chovan etalon délkové mfiry jako
vzdalenost mezi jistymi vrypy na platino-iri-
diové ty¢i, nenizde Zadného etalonu pro miru
thlovou.

Na rozdil od geometrie Eukleidovy maji
v8ak v Lobadevského geometrii také tsecky
absolutni miru. Podle toho, co jsme fekli v prvé
¢asti na8i kniZky, miZe se vyhradné pomoci
axioml geometrie konstruovat jednoduchym Obr. 131.
zpusobem usecka urdité velikosti na pr. takto:
vezmeme uhel velikosti $R a na jedno jeho rameno vedeme kolmici,
ktera by byla soubéina s druhym ramenem. Pata této kolmice spolu
s vrcholem dhlu uréi hledanou tse¢ku. V Lobaéevského geometrii lze
dokonce ziskat timto zpisobem jednoznaéné pfifazeni ihlu a tGsecek
(asecce d bude piifazen tihel soubéZnosti 77(d)), takze méfeni Gsetek lze
prevést na méfeni ahld, jejichz mira je, jak uZ jsme fekli, absolutni.

Lambert, ktery neznal pojem soub&injch pimek, uvddél jedno-
znaény vztah dhlid a pfimek takovymto zpisobem (original viz Stickel-
Engel [15], str. 200): jsou-li (] ABCD a [] AEFG dva é&tyrihelniky
s pravymi ahly < 4, < B, X D, < E, < G (viz obr. 131), pak uhly
X C a 4 F jsou ostré. Je-li pfi tom na pf. AB= AD < AE = AQG,
pak <C> < F. ProtoZe dvéma riznym useékam odpovidajf riizné uhly,
1ze kazdé tisetce A B timto zpisobem jednoznaéné piifadit dhel < DCB.

K tomu, Ze délky za pfedpokladu hypothesy ostrého tthlu maji abso-
lutni miru, Lambert poznamenava:

Oo @
)
o,

[ 1 1 [
A B E

»Tento disledek mé v sobé& cosi vabného, co lehko vzbuzuje pidni, Vaby
tieti hypotHesa byla ptece jen pravdiva.* (Stickel-Engel [15], str. 200.)

167



Ani zde nenalezl Lambert spor, a proto pokraéuje ve svych ivahich
dale. Dokazuje, Ze uchylka souétu dhli trojahelnika od 2R je p¥imo
umérna velikosti jeho plochy, a poznamenava k tomu, Ze analogicka
vlastnost plyne i z hypothesy tupého thlu. Lambert k tomu pige:

»PFi tom se mi zdé zvIla§tni, Ze druha hypothesa plati, kdyZ misto rovinnych
trojuhelnikd vezmeme sférické, nebot u t&chto je jak soudet ihli v&téi nez 180°,
tak také exces umérny ploSe trojuhelnfika.

Jeit& pozoruhodnégjdi je, Ze to, co Fikam o sférickych trojihelnicich, se dé
prokézat bez ohledu na potife s theorif rovhob&Zek a neopird se o jinou zé-
kladni vé&tu neZ tu, e kaZdé rovina prochazejici stfedem koule ji rozdéluje
na dvé stejné &asti.

Z toho bych maél &init taktka z4vér, Ze tieti hypothesa plati pro imagindrni
kulovou plochu. Jist8 v tom musi n&co byt, Ze ji nelze pro rovinu zdaleka tak
snadno vyvrétit, jako se to podaiilo s druhou hypothesou.‘

(Stéickel-Engel [15], str. 202-203)

Je pravdépodobné, Ze tato poznamka byla motivovana tim, Ze kdyz
do vzorce

o+ f+y—n)

pro obsah sférického trojuhelnika s uhly «, g, y dosadime za r imagi-
narni polomér ¢r, dostivame

72(”—“_ﬂ—7),

z GehoZ je vidét, Ze na imagindrni kouli je plocha trojihelnika také
amérna uchylce a Ze soudet hli v trojihelniku nemuizZe byt vétsi
nez 2R.

V kazdém piipadé je Lambertova poznimka pozoruhodna. Myslenka
srovnivat geometrii roviny s geometri{ na kouli nabyla pozdéji rozho-
dujicfho vyznamu (na pf. v ivahadch Riemannovych). Pfi tom Lambert
uvazoval o imaginarn{ kouli v dobé, kdy jesté tak mnoz{ matematikové
méli pfed imaginarnimi éisly strach. Patrné v souvislosti s témito ava-
hami zadal Lambert pfemyslet o hodnotach trigonometrickych funkei,
jestlize je argument imagindrni; tak vzniklo pojednan{ Sur gquelques
propriétés remarquables des quantités transcendentes circulaires et loga-
rithmiques, které r. 1767 Lambert &etl pfed berlinskou akademif.
V této prdci je ukdzano, Ze goniometrické funkce nabyvajf pro ryze
imagindrni argumenty hodnot ryze imaginarnich nebo dokonce reil-
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nych;***) misto kruZnice, dovolujici sledovat prib&h goniometrické
funkce, nastupuje pak rovnoosa hyperbola a funkce goniometrické pie-
jdou v hyperbolické.

Ve svém pojednani o theorii rovnobézek pokraduje Lambert zkou-
manim disledka véty, Ze soucet thli ve étyrahelniku je mensinez 4R,
a dochazi k zdvéru, Ze hypothesa ostrého thlu by se dala vyvratit,
kdyby se podafilo odvodit at vz z ni samé nebo jen z ostatnich axioma,

H
M N P
_B
1 FJ [ [1 [ [
A D G 4 B c D
Obr. 132. Obr. 133.

7e jsou-li pfimky AG a BH kolmé na AB (viz obr. 132), pak kolmice
na pHimku AG veden4 libovolnym bodem D této pfimky protind p¥im-
ku HB. Ani zde v3ak, jak fik4, nenalezl nic, co by ho uspokojilo.

Je skoro podivné a nasilné, Ze po vSech téchto spravnych tvahich
Lambert konéi svoji prici tim, Ze piece jen vyvraci hypothesu ostrého
dhlu. Citujme zde posledni paragraf jeho prace:

»Z toho vSeho je vidé&t, Ze zatim co se druha hypothesa. dala snadno vy-
vratit, tfeti je zcela naopak daleko tvrdosijné&jsi.
Pominu nyni ndkolik dalSich pokust. PoloZme AB = BC = CD = atd.

[(viz obr. 133)], uhly p¥i 4, B, C, D atd. budteZ pravé a AM = BN = CP =

29s) Platf totiZ e® 4 e~ o

cosia = — = cosh a,
ez 4 e~ . .
nebof cosz = 3 . Naproti tomu je
.. ,e4 — e~ 8 ..
sin 7@ = z——2—= ¢ sinh a,
iz —iz
. e — ¢
nebot sin z = —————
2
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= DQ = atd. Potom uhly AMN = MNB = BNP = NPC = CPQ =
*—= PQD = atd. jsou v dusledku tieti hypothesy viechny ostré a MN =
= NP = PQ = atd. To vSak znamena, Ze MNPQ... neni ptimka, ale &dst
pravidelného mnohotihelnika, ktery lze vepsat do kruZnice, jejiZ stied leZ{ pod
M na kaZdé z piimek MA, NB, PC, QD atd. ProtoZe v8ak nésledkem toho
uhly B, C, D atd. nemohou byt pravé, je tak vyvricen pfedpoklad a s nim
i tieti hypothesa.‘ (Stickel-Engel [15]), str. 206—207.)

Vime, kde je nedostatek tohoto dilkazu: pfedpoklad, Ze kazdymi .
tfemi nekolinearnimi body lze vést kruZnici, je ekvivalentni s Euklei-
dovym axiomem (srv. VETU 15,13).

23. A. M. Légendre, F. Bolyai. Lambertovo pojednani spolu se spi-
sem Saccheriho byly ty nejvyznamnéjsi price, je byly napsiny
v oboru theorie rovnobézek do doby Lobacéevského, Bolyaie a Gausse.
Piesto nemély na jeji dalsi rozvoj Zadny vliv, protoZe upadly v zapo-
menuti. Zcela jinak tomu bylo s dilem francouzského matematika
Légendra (1752—1833). .

V dobé kolem revoluce se ve Francii mén{ nazory na socidlni a ekono-
mické vztahy, coZ se projevuje i v oblasti §kolstvi a osvéty, kde vedouci
tlohu hrili tehdy encyklopedisté. Podle revolucionisujici stati d Alem-
berta v Encyklopedii o tom, jak vykladat zatatky geometrie, pisi
Bézout, Légendre a Lacroix kaZdy svoje ,,Ziaklady‘‘, které maji na-
hradit tehdy tolik rozsifené skolni vydini Eukleida. Nejvice se ujaly
Légendrovy Eléments de géométrie, jez vySly jesté za Zivota Légen-
drova celkem ve 14 vydanich (prvni vyd. 1794), takze néktefi nazyvaji
ponékud piehnané Légendra ,,Eukleidem nového véku*‘.

Sestavovanim svych Eléments byl Légendre pfiveden k systematic-
kému pfemysleni o theorii rovnobéZek. V prvnich osmi vydanich ne-
klade Légendre mezi axiomy postuldt o rovnobézkach, nybrz ho doka-
zuje. Tento dikaz méni od vydani k vyddni. Néktery dikaz se mu zd4l
prilis tézky pro zadatecniky, s jinym nebyl zase piilis spokojen. Ve vy-
danich 9 a 11 uvadi proto radéji tvrzeni o rovnobézkich jako axiom,
ale jiz ve 12. vydani se pokousi upfesnit jeden z dfivéjsich pokusid
a tato nova varianta se objevuje i ve 13. a 14. vydani.

R. 1833, v roce své smrti, shrnul Légendre svoje ﬁvahy o rovnobéz-
kach do spisu Réflexions sur différentes maniéres de démontrer la
théorie des paralléles ou le théoréme sur la somme des trois angles du
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triangle. Na konci tohoto pojedndni poznamenavi, Ze jeho badéni ko-
neéné uspokojivé ukonéila dvoutisicileté marné snaZeni v oboru theorie
rovnobézek.

Mylil se. Ani jeho vysledky, ani methody, jimiZ k nim do&el, nemohou
byt oznadeny jako pokrok vzhledem k vysledkim Wallisovym a Sac-
cheriho, nedosel ani tak daleko jako Lambert. Jeho dilo se vsak, jak
jsme uZ jednou Fekli, znacné roziifilo ve Francii i v Némecku a v tom
spodiva jeho velky vyznam, nebof tak svého ¢asu podnécovalo zdjem
o theorii rovnobézek.

A, A, - A,
Obr. 134.

Podivejme se nyni, jak Légendre pii svych dikazech postupoval.
K problému se postavil tak, Ze chtél dokazat, Ze soudet Ghld v troj-
thelniku &ini 2R, protoZe védél, Ze toto tvrzeni je ekvivalentni s Euklei-
dovym axiomem o rovnobézkich.

Nejprve dokazal spravné vétu, Ze v trojihelniku je soulet whli mendi
nebo roven dvéma pravym (srv. nadi VETU 13,6). Tato véta se obvykle
nazyva proni Légendrova véta, a8koliv ji skoro o sto let diive dokézal
jiZ Saccheri.

Jednoduchy a elegantni dikaz podavi Légendre ve 3. vydani Elé-
ments takto (podle Bonola-Liebmann [17], str. 59 —60):

Budiz na pfimce n shodnych usedek 4,4, 4,4, ..., AaA,,; a nad
nimi po téze strané n shodnych trojihelniku s protilehlymi vrcholy
B,, B,, ..., B, (viz obr. 134). Trojihelniky A B,4,B,, A B,A4.B,, ...,
A B,-1A;B, budou také shodné. Zvolme jeité bod B,., tak, aby
i trojihelnik A B,4,.,B,., byl s nimi shodny.

Je nyni < 4,B,4, < <& B,A,B,. Kdyby zde totiz platil vztah >,
pak srovnanim trojithelnika A 4,B,4, a A B,A,B,, které se shoduji
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ve dvou stranich (4,B, = 4,B,, strana B, 4, je spoleénd), by vyply-
nulo, Ze je 4,4, > B,B,. ProtoZe tseka je nejkratii spojnice dvou
bodi (srv.nadi Virvu 3,32) platil by vztah A, B, +n- BBy +A4441Bps1 >
> n.AA,, ktery lze psat také 2.A4,B, > n.d, kde d je rozdil
4,4, — B,B,. Posledn{ vztah by platil pro libovolné n (4,B, a d jsou
zde pevné), ale to by bylo ve sporu s Archimedovym axiomem. Je tedy
N < 4,B,4, £ & B A4,B,, takie sou-
G ¢et Ghla v trojahelniku A A4,B,A,

je fhendi nebo roven dvéma pravym.

A
H' B
Obr. 135. Obr. 136.

Druhou Légendrovou vétou se rozumi véta: Je-li v jednom trojihel-
niku soulet whli mendi resp. roven 2R, pak je tomu tak v kaZdém troj-
dhelniku. Také tuto vétu dokizal jiz Saccheri. Légendriv dikaz zde
uvddét nebudeme, protoze se nelisi podstatné od dikazu Saccheriho.

Podivejme se nyni na Légendrovy diikazy véty, Ze soudet (hli v troj-
thelniku je roven dvéma pravym.

V 1, vydani svych Eléments ji Légendre dokazuje analyticky. Vy-
chazi viak z toho, Ze ,,na volbé jednotky délky nezavisi spravnost do-
kazované poucky*, takZe &inf vlastné pfedpoklad, Ze existuji podobné
utvary, coz je, jak jsme jiz vidéli, ekvivalentni s Eukleidovym axio-
mem o rovnobézkich. Protoze Légendre usoudil, Ze analyticky dikaz
je pro zaditetniky obtiZny, nahradil jej v daldim vydéni timto geo-
metrickym dikazem (podle Bonola-Liebmann [17], str. 61 —62):

Vzhledem k prvni vétd Légendrové stadi dokézat, Ze soudet hli
v trojahelniku nemiZe byt mensi dvou pravych. Budiz tedy A ABC
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trojahelnik, v némz soucet Ghli je men3i nez 2R, abudiz « defekt troj-
dhelnfka, t. j. thel dany vztahem < A4 4+ ¥ B+ < C + « = 2R.
Zvolme bod A’ (viz obr. 135) na druhé strand od piimky OB tak, Ze
X ABC = < A'CB a A ABC = A A’BC. Trojahelnik A A’BC ma
také defekt «. Vedeme-li nyni hodem A’ pfimku, kterd protne pfimku
AC v bodé C, a pfimku AB v bodé B,, pak trojahelnik A 4B,C, ma
soudet (hli opét mensi nez 2R a pfi tom jeho defekt je roven souctu
defektt étyf trojuhelniki, z nichz je slo-
Zen, tedy je vétdi nez 2«. Opakujeme-li
nyni s trojahelnikem A AB,C, totézi, co
jsme délali s trojihelnikem A ABC, do-
stavame po n krocich trojihelnik, jehoz
defekt jo vétsi nez 2"x. ProtoZe mtizeme
n volit tak, Ze 2"x > 2R, dostivime se
ke sporu, takZe soudet Ghld v trojihelniku Obr. 137.

nemiZe byt mensi dvou pravych.

Tento dikaz spoéivd, jak je vidét, na skrytém pfedpokladu, Ze kaz-
dym bodem uvnitf Ghlu lze vést pfimku, jez protina obé jeho ramena,
kteryito pfedpoklad je ekvivalentni s Eukleidovym postuldtem (viz
VETU 15,9).

Jiny dikaz podava Légendre takto (podle Kagan [4], str. 136 —138):
V trojthelniku A ABC budiz AB > AC = BC. Je-li H stied strany
BC (viz obr. 136) a na poloptimku AH naneseme AC, = AB a na (4B)
uselku AB, = 2. AH, pak trojthelnik A AB,C, ma tyi soudet hlu
jako A ABC (nebot je-li AH'= H'B, (= AH), pak z N AHB=
= A AH'C, plyne <t AC/H'= <X Ba A HC,B,= A HCA, odkudz
S HCB,=<XC, < AB,C,= < HAC; ptitom thel < HAB je
obéma trojihelnikiim spoleény).

Pro uhel < C, 4B, platf vztah & C, 4B, £ 1< 4, coZ plyne odtud,
Ze kdyz v trojuhelniku A ABC je AC < AB a pfitom D je pilici bod
strany BC (viz obr. 137), AD = DE, pak A\ ADC = A EDB, takie
X CAD = X BED. Protoze v A ABE je AB > BE (= AC), je
< BED > < DAB.

V trojihelniku A AB,C, plati opét AB, > AC, > B,C,, nebot
piedevsim z AC, = AB a z C,B, = AC plyne AC, > C,B,. Dokazat,
ze AR, > AC,, je totéz, jako dokazat, Ze AE > AB (viz obr. 137),
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oviem za predpokladu, Ze AB > AC > BC. Pak je viak mimo jiné
XC> <X A. Pri tom plati <X ABE > <t DBE = 4 C a soudasné
X A> <L CAD= < AEB, takie pro A ABE plati < ABE >
> <& AEB, &ili skuteéné AE > AB.

Mizeme tedy pro trojuhelntk A AB,C, opakovat totéZ, co jsme dé-
lali 8 A ABC, a podobné pokratujeme s trojuhelniky A 4AB,C,,
A AB,C, atd. Dostaneme tak trojihelnik A AB,C,, jehoZz soudet
ahlu je stejny jako soudet uhld trojdhelnika A ABC, a pfitom lze k
volit tak, Ze dhly pfi vrcholech
A a B, jsou mensi nez libovol-

né dany maly uhel.
(Uvaha dosud provedens mii-
A B, Ze slouzit jako jiny dukaz prvni
Obr. 138. véty Légendrovy. Srovnej s na-
§im dikazem VETY 13,6!).

Légendre nyni uzavira dikaz asi takto: vezmeme-li k tak velké, Ze
kazdy z Ghli <¢ 4 a < B, bude men3i neZ libovolné dany thel, bude
soudet téchto uhli konvergovat (pfi £k — o) k nule, takZe soudet Ghli
v trojuhelnfku A AB,C, (viz obr. 138), kter¥ je stejny jako v A ABC,
bude mit touz limitu jako ihel < AC,B,. Vezmeme-li vnéjsi thel pfiC,,
vidime, Ze pfi &k — oo konverguje k nule, takze thel C, konverguje ke
2R a soudet Ghlu v A ABC je tedy roven dvéma pravym.

Légendre sice spravmné ukazal, Ze uhly < 4 a < B, konverguji
k nule, dopustil se viak chyby, kdyZz jen tak beze vSeho tvrdil, ze
i vnéjsi thel pfi & C, konverguje k nule. Lobadevskij v kritice tohoto
dukazu poznamenal (Lobadevskij [6], str. 150 a n.), Ze lze pfipustit,
Ze limita Ghlu < C, je mensf neZ 2R, nebof zatim co s rostoucim k se
ahly < A a < B, zmensuji, soudasné se strany trojuhelnika A AB,C,
bez omezen{ zvétiuji.

Dalsi Légendriav nepiimy ditkaz véty, Ze soudet uhla trojahelnika je
roven dvéma pravym, vedl k zavéru, se kterym jsme se jiz dfive setkali,
Ze by totiz existovala absolutni mira délek. Kdyz Légendre dogel ve
svych ivahach k tomu, Ze by délka byla dina pouhym ¢islem bez volby
jednotky, vidél v tom spor a pokladal dikaz za skonéeny.

Zivérem muZeme o Légendrovi fici, Ze na v8ech tskalich, ktera se
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mu vyskytla v cesté, ztroskotal, a to proto, Ze se nedovedl odpoutat
od vzitych piedstav eukleidovské geometrie.

Diive, nez skonéime liCeni Uspéchii a netaspécht matematikd
v ,,predhistorickém obdobi‘‘ neeukleidovské geometrie, musime se na
chvili zastavit je$té u madarského matematika Farkase Bolyaie
(1775—1856). Zabyval se po dlouhou dobu dikazy V. postulitu a jeho
Zivot je tizce spjat s objevem neeukleidovské geometrie, nebot jeho syn
Jan patfi mezi prvni, ktefi odhalili novou kapitolu geometrie.

F. Bolyai pochazel ze starého madarského Slechtického rodu a fikd
se, %e jim zalinaji déjiny matematické Cinnosti v Madarsku. Sklon
k matematice se u ného jevil jiz v mladi. Svoje universitni studia konal
v Gottingdch (1796—1799) — proto je ¢asto uvadén také jako Wolf-
gang Bolyai — a tam se seznamil s Gaussem, o dva roky mlad$im.
Spoleéné zajmy sbliZily oba studenty tak, Ze se stali nejlepsimi pfateli
svych mladych let. Svédéi o tom jejich korespondence z doby, kdy
F. Bolyai zil jiz opét v Madarsku, kde se po n&kolika letech stal profe-
sorem matematiky a fysiky na evangelickém reformovaném gymnasiu
v Maros-Vasarhély.

F. Bolyai se zabyval dikazem V. postulatu je$té pied pichodem do
Gotting a ve svych pokusech pokradoval v Gottingach. Gottingenska
universita byla tehdy zastoupena nékolika jmény na hnutf, vzniklém
okolo theorie rovnobézek.

Profesor matematiky A. G. Kaestner pilné sledoval a shromazdoval
literaturu o theorii rovnobézek a dal G. S. Kliigelovi podnét k sepsini
disertani price Recensto conatuum praecipuorum theoriam parallel-
arum demonstrand: (1763), prvni to praci o historii tohoto bolavého
mista matematiky vibec, o které jsme mluvili jiz vySe. Kaest-
ner ve svych pozdéjsich pfednaskach pochyboval o tom, Ze by se
V. postuldt dal vibec dokizat. Profesor astronomie S. F. Seyffer,
ktery se také zabyval theorii rovnobézek, projevoval podobnou resig-
naci, jak miZeme vidét z tohoto jeho vyroku:

»» -».2zdd se nanejvys pochybné, Ze by se jedendcty axiom dal vibec doké-
zat, aniZ by se pfibral n&jaky dalsi axiom.* (P. Stdckel [10], str. 41.)

Toto ovzdusi resignace nebylo zalozeno na konkretnich vysledcich;
Elo jen o hypothesy, které se samy nabizely tomu, kdo sledoval jiz tak
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dlouhou historii nedspéinych dikazt V. postulatu. Proto snad také
nemélo toto ovzdusi Zadny vliv ani na F. Bolyaie, ani na Gausse, takie
se oba pokousSeli dokdzat Eukleidiv postuldt a pozdéji si o svych
avahdch vyménili nékolik dopisi.

Adkoliv se F. Bolyai zabyval theorii rovnobézek takika cely Zivot,
nepfinesl nic podstatné nového. Ukazal pouze na pfiklad to, Ze
V. postulat je ekvivalentni s tvrzenim, Ze kazdymi ¢tyfmi body neleZi-
cimi v roviné mozno vést kulovou plochu ¢&ili jinymi slovy, Ze kazdymi
ttemi body nelezicimi v piimce lze vést kruznici. SAm o svém usili
pise:

,»,ProtoZe jsem viak nebyl spokojen se svymi pokusy dokédzat XI. postulét

a nenalezl jsemn klidu, ani kdyZ jsem v t&chto pokusech Sel aZ po samy meze

moZnosti, hasl po urdité dob$ muj zdpal pro matematiku a vrhl jsem se na
poesii.‘ (P. Stéckel [10], str. 18.)

F. Bolyai byl nadanym matematikem, av3ak trpél jednak velkou
roztfisténosti svych zijmu, jednak tim, Ze zlstal ve svych snahach
osamocen. V jeho vlasti nebylo Zidné matematické tradice, takZe se
nemél o koho opfit, a s ostatnim svétem nemél Zddného styku. Vedle
nékolika kniZek o elementech matematiky a fysiky pro posluchaée
gymnasia, na némzZ uéil, vydal latinsky spis Tentamen juventutem
studiosam in elementa matheseos purae... tntroducendi... (1832—34),
ktery je jeho Zivotnim dilem. Jako dodatek k tomuto spisu byla pfi-
dana stat mladého Jana Bolyaie Appendix scientiam spatii absolute
veram exhibens, ve které jsou vyloieny ziklady neeukleidovské geo-
metrie a o které budeme mluvit jesté pozdéji.

Predmétem vlastniho spisu F. Bolyaie jsou snahy charakteristické
pro 19. stoleti, totiz budovani zakladi geometrie a viibec celé matemaiti-
ky. Byl viak psdn v dobé, kdy nebyly jesté v matematice mnohé ze z4-
kladnich otazek vyjasnény: nebyl na pf. jesté podin dikaz t. zv. funda-
menldini véty algebry (kterd fika, Ze kaZdda algebraickd rovnice ma,
_ pfipoustime-li komplexni &isla, alespoii jeden kofen), nebyla jesté
pfesné definovina spojitost, nebyl zaveden pojem mmnoZiny (uéinil
tak teprve r. 1895 G. Cantor). F. Bolyai si polozil kol pfili§ obtiZny,
nez aby ho mohl cele splnit, a proto jeho spis nenaSel Zadného ohlasu
ani v dobé, kdy byl psdn, a tedy tim spiSe anj v dobé pozdéjsi. Pfesto
nékterymi svymi myslenkami anticipoval pojmy pozdéji zavedené.
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KAPITOLA II
OBJEVITELE NEEUKLEIDOVSKE GEOMETRIE

24. N. I. Lobacevskij (1792—1856).3%) Jiz v uvodu této knizky jsme
se zminili o tom, %e Lobadevského objev neeukleidovské geometrie je
tésné spjat s jeho ¢innosti na université. Jako mlady docent mél Loba-
devskij za tkol pfednaSet o elementirni matematice a geometrii
s vy38iho hlediska, a pravé zde si uvédomil, jak velkym nedostatkem
geometrie je neuspokojivé fundovana theorie rovnobéZzek. Drive, nez
se budeme zabyvat objevitelskou praci Lobadevského, bude uziteéné
Fici nékolik poznamek o jeho ¢innosti na université vibec.

Kazaniska universita, na které Lobatevskij vystudoval (v letech 1807
aZ 1811) a které zasvétil pak cely sviyj Zivot, byla zaloZena teprve 1804
a% 1805, tedy nékolik let pred tim, neZ na ni Lobaéevskij vstoupil. V té
dobé byla Kazan hlavnim kulturnim stfediskem vychodni ¢dsti Ruska,
na vzdileném okraji rusko-evropského vychodu, uprostired takika ne-
dotknuté piirody. Historik kazafiské university N. P. Zagoskin pi3e, Ze
zde byly pro rozvoj university podminky krajné nepfiznivé.

Problém sestavit profesorsky sbor se rozresil tak, Ze jednak b1y vy-
brani schopni profesoii kazanského gymnasia, s nimz ostatné v prv-
nich letech byla universita tzce spjata, jednak byli povolani profesofi
z ciziny. Na fysikilné-matematické fakulté byli vedle ruskych profe-
sori G. J. KartaSevského (katedra vy3% matematiky) a J. J. Zapol-
ského (katedra aplikované matematiky a exper. fysiky) cizinci J. M. C.
Bartels (Cista matematika), K. F. Renner (aplikovand matematika),
J. J. Littrow (astronomie) a F. X. Bronner (fysika).

To, ze universita byla zaloZena teprve nedavno a Ze si musela vy-
chovat dorost védeckych sil, dalo velkou pfilezitost Lobacevskému,
aby po ukonéeni studii rozvinul svij talent. R. 1811 dosahl titulu ma-
gistra matematickych a fysikalnich véd. Titul magistra dostdvali mladi
lidé, kteti vzhledem k aspéchiim pfi studiu méli zistat na université
jednak jako pomocnici profesori, jednak aby se pfipravovali na vé-

0) Difve se uvadél r. 1793 jako rok narozeni Lobadevského. R. 1943 byly
viak objeveny dokumenty, podle nichZ se Lobagevskij narodil 20. listopadu
(1. prosince) 1792. Podrobnséji o tom viz Kagan [9), str. 14.
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deckou a profesorskou éinnost. Roku 1814 byl Lobadevskij jmenovan
docentem, 1816 mimofadnym a 1822 fadnym profesorem kazatiské
university.

Je pozoruhodné, jakého &irokého matematického vzdélani nabyl
Lobacevskij za dobu svych studii, o éemz svédéi to, Ze vedle elemen-
tarni matematiky, kterou prednasel na zacatku své ¢innosti na univer-
sité, prednasel zakratko nejriznéjsi matematické discipliny: algebru,
analysu, geometrii, theorii &isel. Cteme o ném, Ze z talentovaného a na-
déjného studenta se vypracoval vainy profesor, samostatné myslici,
mnoho pracujici a neustdle promySlejici svoje pfednasky..

KdyzZ kolem r. 1820 opustili profesofi - cizinci universitu v diisledku
dusné reakéni atmosféry, kterou vytvoril novy carsky ufednik mini-
sterstva Magnickij, povéfeny provedenim revise university a jeji
pozdéjsi samovladce, padla veskera zodpovédnost za vyudovani mate-
matiky a fysiky na mladého Lobadevského.

Zvlastnim rysem Lobacevského bylo, Ze vedle nadanf pro matematl-
ku mél skvélé organisadéni schopnosti. Pfi v&i tak velké pedagogické
¢innosti byl vdzdn nemalymi administrativnimi dkoly. Ackoli byl
teprve mimofddnym profesorem, stal se r. 1820 dékanem fysikalné-
matematické fakulty. Vedle toho zastdaval jeSté celou Fadu drobnych
dkolii. Bylo nutno zaloZit universitni knihovnu — vedeni bylo svéfeno
Lobadevskému; byl ziizen komitét pro stavbu universitnich budov —-
Lobaéevskij je zvolen za jeho ¢lena a pozdéji se stdva predsedou a spo-
lupracuje na navrzich nebo dokonce sim projektuje stavby; uvaZzuje se
o vydavani uéenych spisi Uclenyje zapisky — za redaktora je uréen
Lobacevskij; organisuje se fysikilni kabinet — organisaci je povéfen
Lobagevskij; planuje se ztizeni universitni astronomické observatore —
Lobacevskij se zajimé o toto dilo a aktivné se uéastni. Za viechny orga-
nisaéni ispéchy se dostavd Lobadevskému Gestného uzndni: po odvo-
ani Magnického, kdy se opét po dlouhé dobé voli r. 1827 novy rektor
kazanské university, je zvolen a stile volen Lobacdevskij a zustiva
v této funkei plnych 19 let.

V. F. Kagan, znamy sovétsky geometr, pide ve své knize Loba-
Eevskiy:

»Mnozi v&dci, obdafeni velkym talentem, se vyznalovali podivuhodnou
schqpnosti spojit tvardi v&deckou préci s velkou &innosti administrativni
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a vefejnou. Leibniz publikoval &etnd filosofickd i matematické pojednéni
b&hem své rozsihlé politické, administrativni a diplomatické éinnosti. Monge
se v&noval védecké préci, ackoliv byl véazén sloZitymi povinnostmi, spojenymi
8 organisovanim vojska v dob& revolu¢nich boji. U néas dovedl také M. V. Lo-
monosov spojit védeckou tvofivost s velkou ¢innost{ administrativn{ a s tim-
%o se setkdavame u Lobadevského. KdyZ se podrobné seznamujeme s ¢innosti
Lobagevského v prvnim obdobf, kdy fidil universitu, nebo i kdyZ jen éteme
jeho dopisy Musin-Puskinovi,?') tu st&%i chdpeme, %e se Lobadevskij mohl
uprostied vSelijakych spletitych povinnosti vénovat hluboké badatelské praci.
Pti tom pravé tou dobou napsal svoje nejdileZit&jsf spisy.‘

(Kagan [9], str. 218.)

Obratme se nyni k Lobadevského praci a objevim v theorii rovno-
bézek.

Jak jsme jiz fekli, byl Lobadevskij c
povéfen hned na zacdatku své Cinnosti
na université pfednadkami z elementarni
matematiky a geometrie. Byla nalezena
skripta pfednaSek z doby 1815—1817,
z nichZ je vidét, Ze Lobacevskij se po-
kousSel tfemi rtznymi zpisoby fundo-
vati theorii rovnobézek. Nejdfive chce
definici rovnobézek jakozto piimek stej- A B
ného sméru obejit V. Eukleidiv axiom, Obr. 139.
ve druhém se obird nekoneéné velky-
mi ¢astmi roviny podobné jako Bertrand. T¥eti pokus ukazuje, Ze
Lobacdevskij se podrobné zabyval Légendrovymi pracemi z theorie rov-
nobézek. Zna obé véty Légendrovy a pokousi se dokizat, Ze existuje
alespoii jeden trojihelnik se souétem whla 2R. Zné jiZ také nékteré
véty o trojuhelnicich se sou¢tem uhli meniim neZ 2R, na pf.: je-li
bod D uvniti trojihelnika A ABC (viz obr. 139), pak soudet Ghld
v trojahelniku A ABD je vétdf nei v trojtihelniku A ABC. V této
dobé byl mlady Lobacdevskij jesté cele v zajeti pfesvédéeni, kterého
se Légendre nemohl zbavit po cely Zivot, Ze totiZ je moiné dokazat
Eukleidiv axiom o rovnobézkach.

Kdyz kurdtor kazaniské university vyzval profesory, aby kaidy

31) [M. N. Musin-Puskin byl kurdtorem kazafiské university po Magnickém a
velice se zaslouZil o jeji rozkvét.]
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z nich napsal pro tisk uéebni text nebo ugebnici, Lobaéevskij jako
jeden z nemnohych, ktefi vyhovéli, predlozil r. 1823 rukopis, nade-
psany kratce Geometrija. K vytisténi jeho knizky v8ak nedoslo, protoze
podle minéni recensenta se spis za udebnici nehodil. Skuteéné, vtéto
knize, jejiZ rukopis se zachoval a byl vytidtén aZ pozdéji r. 1909, neslo
o néjaky systematicky vyklad geometrie, rozhodné ne o vyklad podle
tradice Eukleidovych Zakladi, které tou dobou stale jesté byly v &ele
vyulovani geometrie. Lobadevského vyklad byl uréen pro pokrodilejsi
a rozvadé] blize nékteré partie elementarni geometrie. Ze trindcti ka-
pitol je deset vénoviano méfeni (méfeni délek, uhld, sténovych hla,
trojihelnikd, hranola atd.), ostatni se zabyvaji kolmosti, shodnosti
trojuhelnikti a rovnobéznosti primek.

Z toho, co zde Lobacevskij fika o rovnobézkach, je zfejmé, Ze pronikl
hloubéji do jejich theorie. Je mu jasné, %e viechny dosavadni pokusy
dokazat V. postulat selhaly a Ze ani predpoklad, Ze thly trojuhelnika
z4vis{ jen na poméru stran a ne na absolutnich jejich délkach, se netyka
podstaty otazky, protoZe je svym zpusobem konvenci. Lobadevského
spis je pozoruhodny také jeSté tim, Ze v prvnich péti kapitolach je sou-
stfedéna ta G4st geometrie, kterd nezavisi na postuldtu o rovnobézkach,
tedy ¢dst patiici t. zv. absolutni geometrii.

Pro dobu, ve které Lobacevskij zil, je charakteristické, Ze recensent
rukopisu knihy Geometrija zvla&té upozornil na okolnost, kterd byla
zfejmé okolnosti pritézujici, Ze totiz autor zavadi metricky systém: za
jednotku délky bere metr a za jednotku thlu sty dil kvadrantupod
nazvem grad. Recensent k tomu poznamenava:

,,Je znamo, Ze tato déleni byla vymyslena za francouzské revoluce, kdy
véden ndroda nidit vie dfivEjsi pronikla dokonceido kalendéie a d8lenf kruhu.
Aviak tato novota nikde nebyla pfijata a v samotné Francii ddvno uZ byla
opusténa pro svou zjevnou nepohodlnost.” (Kagan [9], str. 112.)

Rukopis knihy Geometrija ukazuje, Ze r. 1823 nenadel jeité Loba-
devskij TeSeni problému rovnobézek. Teprve po dalsim tiiletém 1 silov-
ném badéni, totiz r. 1826, piedloZil fysikdlné-matematické fakulté ka-
zafiské university praci, ve které roztesil dvoutisicilety spor o Euklei-
dové axiomu o rovnobézkach. Price byla psana francouzsky, jak bylo
tehdy zvykem, a nesla nazev Ezposition succinie des principes d: la
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Géométrie avec une démonstration rigoureuse du théoréme des paralléles.??)
K jejimu vytisténi opét nedoslo, tentokrite pro nepochopeni se strany
kolegli na université, ktefi neméli pro zdklady geometrie smysl.
Komise, kterd méla o vytisténi price rozhodnout, rukopis fakulté ne-
vratila a veskeré patran{ po ném skondilo nezdarem. Pfesto jeho obsah
piibliZné zndme, protoZe prvni tisténd price Lobacevského obsahuje
vytah z tohoto rukopisu, jak sim Lobadevskij pozna:menévé, v pred-
mluvé.

Touto prvni tidténou praci je spis O nalalach geometrii, ktery vy-
chézel po dastech v universitnim Gasopise Kazasiskij vesitnik v letech
1829—1830. Zde se Lobadevskij vénoval nejdiive nedostatkim v po-
datcich budovani geometrie (viz citdt uvedeny na str. 20) a pokousel se
na prvnich dvaceti strankach tyto nedostatky odstranit. Definuje zde
pomoci pojmu vzdalenosti zakladni geometrické utvary tak, jak jsme se
o tom zminili jiZ v odstavei 7. Dile zavadi pojem twhlu a zabyva
se vlastnostmi sférickych mnohotdhelnikd a srovnavd véty o shod-
nosti rovinnych a sf rickych tiojahelnikii. Dile pak pokracuje slovy:

»» Vidéli jsme, Ze soudet uhli trojihelnika nemuZe byt > n. Zbyva tedy pfi-
pustit, Ze je bud = z nebo < n. Jedno i druhé mtZeme pfipustit, aniZ bychom
kdy dosli ke sporu; odtud vychézeji dvé geometrie: jedna, béiné uZivand’?) pro
8voji jednoduchost, je v souladu se vSemi skutefnymi mé&fenimi; druh4, po-
myslnd,?¥) obecné&j&ia proto ve vypodtech sloZitsjsi, pFipousti zévislost délek na
thlech.

Chceme-li pro jeden trojuhelnik pfipustit, Ze mé soudet Ghli roven =z, bude
mit soudet tuto hodnotu pro kaZdy trojihelnik. JestliZe naproti tomu pro jeden
jediny ptipustime, %o je mensf neZ x, pak se snadno dokéZe, %e s rostoucimi strat
nami tento soudet klesd.

Za %4dnych okolnosti se tedy nemohou protnout pfimky, které s tfetf tvofi
uhly, jejichZ soudet je 7. Je viak mo%né, Ze se také neprotnou, i kdy% tento soudet:
je < =&, pokud chceme pfipustit, Ze soudet hli v trojihelniku je < =.

33) Krdtky vyklad zdkladd geometrie s pfesnym ditkazem theorie rovnobéZek.

33) [ynorpe6urensran).

34) [BooGpancaeman; toto slovo v dobd Lobadevského bylo u%fvdno také ve
smyslu ¢magindrni (komplexnf). Ciz{ preklady zde maji vyrazy ,<imagindre
Geometrie'’, ,,géométrie tmaginaire’* & pod. Ve skutenosti zde viak nejde o né&-

jakou ,,komplexni** geometrii. Loba&evskij chtél ndzvem pouze naznaéit, Ze jde
o geometrii pomysinou, smyslenou.]

181



Vzhledem k jedné pfimece mohou proto viechny pfimky roviny byt rozd&leny
na protinajict a neprotinajict. Z t&chto poslednich budeme nazyvat rovnobéz-
nymi ty, kterd mezi viemi pfimkarmi, vychdzejicimi z jedncho bodu, tvoii
hranici nebo jinak feéeno, pfechod od jedn&ch k druhym.*

(Lobadevskij [5), str. 194.)
Proé Lobacevskij fika, Ze jeho nova geometrie jé obecnéjsi ne% nade
bézné uzivani? O tom pokracuje jiz o stranku dale:

,»PFedpoklad, Z%e soudet hli v trojuhelniku je < 7z, mé ten nasledek, %e se
kruZnice s rostoucim polormé&rem nebliZi pfimce, ale zvlastni kfivee, kterou bu-
deme nazyvat limitni kruZniel. Také koule se v takovém piipad$ bude bliZit
ploSe, kterou podobn& budeme nazyvat limitni koull. Rovinny fez této plochy
je bud kruZnice nebo limitni kruZnice.

Geometrie na limitnf kouli je upln& stejnd jako ta, kterou zndme v roving.3%)
Limitnf kruZnice nahrazuje v ni pfimku a thly mezi rovinami, v nich¥ le¥{
limitnf kruZnice, nahrazujf 4hly mezi piimkami.

Limitnf kruZnice se pfimce bliZi tim vice, ¢im mensi je joji oblouk, takZe rozdil
v poméru k délce oblouku maZe byt uéinén libovolné maly. Proto viechno, co
plat{ o jednom, plati i o0 druhém, jen kdyZ oboji bereme hodn¥ malé.

JestliZe tedy v pfirads platici geometrie je takové, Ze dv8 rovnobé&zky sviraji
s tieti piimkou vhly, jichZ soudet je mens3i neZ n, potom b&%ngd uZivand geome-
trieby byla geomstrif éar zvla§t malych délek ve srovnéani s arami, které tvori
trojuhelniky se soudtem mensim neZ . (Lobadevskij [5], str. 195.)

Ve étyticeti paragrafech pak Lobacdevskij rozviji svoji ,,pomyslnou‘‘
geometrii. Odvozuje jeji trigonometrii a analytickou geometrii, pracuje
8 rovhicemi pfimek, kruZnic a limitnich kruZnic, stanovi délky kfivek,
ploéné obsahy a objemy riznych téles.

Pokousi se také pfesvéddit étendfe o ,,bezespornosti nové geometrie*,
jak bychom to fekli dnes. Ukazuje, jak trigonometrie jeho nové geo-
metrie je v tzké souvislosti se sférickou trigonometrii; sta¢i jen misto
stran a, b, ¢ dosadit a]/— 1, b]/— 1, ¢]/— 1. Ukazuje, Ze analysa a nova
geometrie spolu harmonuji, a to tak, Ze fefeni nékterych integrald po-
moci nové geometrie je totéz jako FeSeni klasickymi prostfedky. Loba-
tevskij také pfedhazuje otazku, jak by se zménila mechanika v prosto-
ru ovladaném novou geometrii. V disledku zavislosti velikosti souétu
thla trojihelnika na jeho stranich zkouma soudet pro trojihelnik,
jehoZ vrcholy jsou stéilice Rigel — Strius — 29 Eridani, a zjistuje, Ze
rozdil od 7 je jedté pFili§ maly, totiz v mezich pozorovacich chyb.

38) [Rozumi se, %e v eukleidovské roviné.]
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Jaky ohlas méla tak vyznamnd préice, jako je staf O nalalach geo-

melrit, jak bylo pfijato prvni pojednini o neeukleidovské geometrii?
S vysméchem a urdzkami. R. 1834 se objevuje v Casopise  Syn ote-
destva recense pod znackou S. 8. Uvedeme z nf dva citaty:

,»»Jsou lidé, ktefisi n&kdy po pfeéteni knihy post&Zuji: byla pfili§ prostd, piilis
obydejné, nebylo v ni ani, nad &im by se 8lov8k mohl zamyslet. Takovym milov-
niktum premy8leni doporuéuji, aby si pfedetli geometrii p. Lobatevského. Zde uZ
je opravdu o éem premyslet. Mnoz{ z naSich prvotfidnich matematikii ji éetli,
dumalinad ni, ale niéemu neporozumsli; proto povakujizazbyteéné podotknout,
e 1 j4, adkoliv jsem nad nf dlouho rozvaZoval, niéeho jsem se nedomyslel, t. j..
neporozumsl jsern ani jedné my3Slenee Bylo by t8%ké pochopit tfebas jen to, jak
p. Lobadevskij z nejsnadn&jd & nejjasn&jsi matematické nauky, jakou je
geometrie, mohl udé&lat tak t&2kou, tak temnou a neproniknutelnou nauku, jest-
lize by ném sémn ¢asteénd nenapovédsl tim, kdyZ Fiké, %e jeho geometrie se lisf od
bétné uZivané, které jsme se vSichni uéili a které se uz podle vieho neodnauéime,
ale Ze je jen pomysind. Ano, ted je vie jasné. AvSak co viechno ndm nemfiZe
obrazotvornost dat, obzvlasts obrazotvornost Ziva a pfitom nestvirna! Proési
nepfedstavit na priklad éerné jako bilé, kulaté jako &tythranné, soudet Ghla
trojihelnika mensi dvou pravych a jeden a ty% omezeny integral rovny jednou
37 a po druhé « ? Velice, velice dobfe je to moZné, i kdyZ rozumem je to ne-
pochopitelns. )

Ale miZe se ndkdo zeptat: nad psét a dokonce je3td tisknout takové nejapné
fantasie. PFizndvdm se, na tuto otézku t&%ko odpovédét. Autor nikde nedal na
srozumdnou, za jakym udelem vydal svij spis, a proto se musime uchylit k do-
mnénkédm. Pravda, na jednom mist& autor #ik4 jasns, e urdité nedostatky, jich#
si v8iml na dosud uZivané geometrii, ho pfimély k tomu, sepsat a vydat tuto
novou geometrii, ale to je zfejm& naprosto nespravné a se vii pravdépodobnost{
fedeno jen proto, aby se jeSt8 vice ukryl pravy cfl spisu. Pfedn& to odporije
tomu, co sam autor fekl o své geometrii, Ze je pornyslna, t. j. Ze ve skuteénosti
viibec neexistuje a miZe existovat pouze v jého pfedstavach a pro méteni se ve

_skutenosti viibec nehodi; za druhé tp odporujeobsahu nové geometrie, podle

ného% se da spife ¥ci, Ze nenf vymyslena proto, aby doplnila, ale popfela nasi
obvyklou geometrii. Pfitom ndm budiZ dovoleno dotknout se autorovy osoby.
Jak moZno pomyslit, Ze by p. Lobadevskij, f4&dny profesor matematiky, na-
psal 8 vdéZnym umyslem knihu, kterd by nepfinesla mnoho cti ani poslednimu
farnimu ugiteli. JeatliZe ne u¢enostf, tedy alespori zdravym rozumem musf byt
obdeafen kaZdy ugditel; ale v nové geometrii nezfidka i ten chybi.

UvéZiv viechno toto, dochézim k z4v&ru, Ze p. Lobadevskij nejpravdépodob-
ndji napsal a vydal svoji Geometrii jen za tim GZelem, aby si tropil Zerty nebo
16pe Fedeno, aby napsal satiru na uence-matematiky, a snad viibec na udence-
spisovatele soutasné doby. Aviak nyni jiZ ne s pravd¥podobnosti, ale s na-
prostou jistotou tvrdim, Ze dva nedostatky, totiZ bezesmyslné véSeil psdt
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nezvyklym a nesrozumitelnym zpiisobem, kterou lze asem pozorovat u mno-
hych naSich spisovateld, a nepfedloZené touha objevovat nové, se kterou se
setkdvame u talent\, postadujicich sotva na to, aby si f4dn& osvojili staré,
opakuji, tyto dva nedostatky autor hodlal zobrazit a zobrazil je, jak lépe ani
nenf moZné...

Avsak jsa si védom ceny spisu p. Lobagevského, nemohu mu nevytknout
to, Ze tim, %e nedal své knize patiiény titul, nechal nds dlouho pfemyslet na-
darmo. Proé nenapsat misto titulu ,,0 nadalach geometrii'* na ptiklad ,,Satira
na geometrii*‘, ,,Karikatura na geometrii'‘ nebo néco podobného? Potom by
kaZdy na prvnf pohled vidsl, o jakou knihu jde, a autor by byl uSetfen mnoha
neptiznivych o ném vsudki a min¥ni. St&sti, Ze se mi podaFilo proniknout ke
skuteénému cili, pro ktery byla napséna tato kniha — a bih vi, co jsem se
o ni i o jejim autoru napfemyslel. Nyni doufdm a v&fim, Ze ctény p. autor se
bude citit mné& zavazén za to, Ze jsem ukézal skuteéné hledisko, s ndhoZ nutno
posuzovat jeho spis.

S. 8.« (Kagan [9], str. 245—248.)

O této fejetonistické recensi napsal Lobacevskij na zaditku svého
spisu Voobrazaemaja geometrija, ktery vysel r. 1835, tuto poznamku:

,»Casopis Syn Ot&&estva otiskl v &sle 41 ro&nfku 1834 vadi mns velmi urdZ-
livou kritiku, & jak jsem presv&déen, naprosto nespravedlivou. Recensent za-
lo%il sviij posudek jen na tom, Ze mé theorii neporozumél, a povaZuje ji za
chybnou proto, Ze v ptikladech nalezl jeden nejapny integradl. Nenachézim
viak takového integrélu ve svém pojednéni. V listopadu minulého roku jsem
zaslal vydavateli odpovéd, kterd nebyla z nezndmych mi p#iéin dosud, b8hem
poti mésich, jests otisténa. (Lobadevskij [5], str. 408.)

Na zadost Lobaéevského zaslal senit Kazaiiské university praci
O nalalach geometrii petrohradské Akademii véd. Spis byl dan k recensi
akademiku Ostrogradskému, ktery napsal do posudku mimo jiné:

,,Autor, jak se zdd, si postavil jako cfl psit tak, aby mu nebylo wvibec
rozumét. ..

O tom, co jsem prodetl, povaZuji za povinnost sdélit Akademii toto:

1. Ze dvou omezenych integrali, které p. Lobatevskij povafuje za svij
objev, jeden je uZ znamy. Je moZné ho vyéislit pomoci nejelementéarndjsich
method integralnfho po&tu. Vypotet druhého integralu, uvedeného na strand
120, je skuteén& néco nového. Pati{ cele p. kazatiskému rektorovi. Na ne$tésti
je mespravny.

2. VBe, co jsem pochopil z geometrie p. Lobagevského, je vice neZ podprii-
mérné. .

3. VBechno, co jsem nepochopil, bylo zfejmé Spatnd vyloZeno a lze tudi¥
téZko lustit.
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Z toho jsem uCinil zdvér, Ze kniha p. rektora Lobaé&evského je poskvrn&na
chybou, je nedbale napsdna & nezasluhuje tudiZ pozornosti Akademie.'!

(Kagan [9], str. 254.)

Ostry vypad Ostrogradského proti Lobadevskému neni podloZen
zadnymi objektivnimi divody. Pokud jde o druhy integril, byl
Lobatevského vypocet spravny a ostatné proveditelny i elementarnimi
prostfedky. Mimo to, Lobadevskij nechtél nikterak objevovat nové
integrdly; v tom vSak, Ze feSeni nékterych integrila@ pomoci nové
geometrie bylo v souhlase s feSenim klasickym, vidél, jak jsme uz
poznamenali vySe, potvrzeni logické pravdivosti nové geometrie.

To, co Ostrogradskij z prace jeité chapal, bylo asi prvnich sedm
paragrafi, kde jsou vylozeny logické ziklady geometrie. Pro tvahy
o logickém budovani geometrie viak Ostrogradskij nemél pochopeni,
takZe mu musely pfipadat pfili§ trivialni.

Pokud jde o to, Ze se vyklad nové geometrie dal 8patné &ist — na
tom snad néco bylo. Kazdy objev, s nimZ nejsme seznameni, je temny,
at je vylozen jakkoli jasné. Na druhé strané objevitel nema ¢éas vechno
fici a nen{ to ostatné také jeho vée, rozhlaovat na viechny strany po-
moci nejtrivialnéjsich obrazi, co vytvofil a uvedl na svét. Jeho tkolem
piedevsim je oteviit cestu nastupcim, kteff by mohli pfivést ddl jeho
myslenky a pribliZit je nové generaci.

U Lobagevského bylo zapottebi tizasné energie, jestlize se nezalekl
kfiku Boioti a nenechal se odradit ani vysméchem, ani nepochopenim.
Rozvijel svoji geometrii d4l, shromazdoval dal$f argumenty, aby uké-
zal, Ze nova geometrie je pravé tak logicky pravdiva jako geometrie
obycejna, béZné uzivana, a snazil se psat srozumitelnéjsi vyklad. Tak
vysla r. 1835 v serii Udenyje zapisky Kazariskogo universiteta kniha
pod titulem VoobraZaemaja geometrija a r. 1836 vychazi tamtéz spis
Primenenije voobrazaemoj geometrit k nekotorym integralam. Obé tyto
prace napsal Lobadevskij pivodné francouzsky pro Crelliv Zurnal
v Némecku, Journal fir reine und angewandte Mathematik, kde sku-
tecné r. 1836 vychazeji pod ndzvem Application de la géométrie imagi-
natre @ quelques intégrales, a . 1837 jako Géométrie imaginaire.

Ve VoobraZaemoj geometrii postupuje Lobadevskij tak, Ze do Cela
stavi trigonometrické rovnice vyjadiujici vztahy mezi stranami a dhly
trojahelnika v nové geometrii jakoZzto néco daného a z nich odvozuje
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celou novou geometrii. Ditkazem, Ze rovnice tvoii bezesporny systém
a Ze pro trojihelniky s nekone¢né malymi stranami tento systém pie-
chazi v rovnice eukleidovské geometrie, se snaZi prokazat logickou
rovnocennost béZné i pomysiné geometrie. Ukazuje tim také, Ze obydej-
na geometrie je jen specialnim pfipadem jeho nové geometrie.

Jestlize obé prace O nalalach geometrii i VoobraZaemaja geometrija
se navzajem dopliiuji tak, Ze jedna nemutze stat bez druhé,’®) Loba-
¢evskij se snaZil nyni podat samostatny vyklad nové geometrie od sa-
mych jejich poéatki, ato synthetickou methodou. Proto v letech 1835
a? 1838 vydaval v Udenych zapiskach stat Novye nodala geometrii
8 polnoj teoriej paralelnych, kterd zabrala celkem &tyii éisla a je nej-
rozsahlej$im spisem Lobadevského vibeec.

V dvodu ukazuje na nedostatky Eukleidovy theorie rovnobézek
a riznych pokusii dokazat Eukleidiv postulat, odhaluje chyby Ber-
trandova dikazu a nedostatky v dikazu Légendrové i v jeho Gvahach,
které platily tehdy za posledni slovo v oboru theorie rovnobézek.
V prvnich Sesti kapitolich pak vylozil absolutni geometrii, v zbyvaji-
cich péti svoji novou geometrii. Toto pojednini bylo uZ napséno tak,
Ze mu mohl rozumét kazdy hloubavy ¢lovék s obecnym matematickym
vzdélanim. Pfesto nikdo toto dilo nedetl.

Proto se Lobadevskij rozhod! napsat zcela kratké a pokud mozZno
snadno pfistupné pojednani a.vydal je tentokrite némecky r. 1840
v Berliné pod ndzvem Geometrische Untersuchungen. Tato velice jasné
psanid mald knizka byla pfedposlednim spisem Lobadevského. Po ni
jen jednu prici, rok pfed svou smrti. Byla vénovina nové geometrii
a byla urdena pro sbornik chystany k padesatiletému jubileu kazatiské
university. Sepsiana byla francouzsky pod nizvem Pangéométrie ou
précis de géométrie fondée sur une théorie générale et rigoureuse des parallé-
les a r. 1855 vysla také samostatnd rusky jako Pangeometrija v Ucenych
zapiskach.37)

%) Vyklad v Nadalach, bez dikazii a velice strudny, je rozveden ve spise
Voobrazaemaja Geometrija. Proto¥e zde se viak zaéind systémem rovnic, aniz by
se objasnilo, jak se k nim doslo, pfedpoklada tento spis znalost Naéal.

37) Lobadevskij v pozd&jél dobd misto ménd vhodného ndzvu pomysind geo-
metrie zadal u%ivat slova pangeometrie, nebot ona zahrnovala také geometrii
eukleidovskou.

186



Lobadevskij si byl dobfe védom toho, jak zdvazny objev uéinil; kdyz
nenalezl pochopeni doma v Rusku, obratil se na §ir$f, mizeme ¥ici své-
tové forum: publikoval, jak jsme vidéli, svoje vysledky jednak v Crello-
vé Zurnilu, jednak v berlinském nakladatelstvi. Vznikd pfirozend
otizka, jakou mély nyni jeho vysledky odezvu.

Kratce feceno, souc¢asna doba nepochopila Lobaéevského objev ani
jeho dalekosahly vyznam. Vinu na tom neslo, jak jsme jiz v ivodu
naznatili, pFesvédéeni, utvrzené tehdejsimi filosofickymi a ideologic-
kymi nazory ve formé Kantova uéeni o apriornich naziracich formach,
Ze eukleidovskd geometrie plné vystihuje metrické vlastnosti skuteg-
ného prostoru. Pod tlakem oficidlnich ndzora lidé nechapali, o¢ v geo-
metrii Lobadevského béii, a divali se na ni asi jako na nesmyslnou
theorii.

Nézorné to ilustruje recense Lobadevského knizky Geometrische Un-
tersuchungen, uverejnéna v bibliografickém dasopise Repertorium der
gesammiten deutschen Literatur v ¢&isle 2 r. 1840, kterd v Gplnosti zni
takto:

»»Podle autorova tvrzeni muiZeme prFipustit, aniZ bychoin se dostali ke
sporu, e danym bodem lze k dané pfimce vést dv§ nesplyvajicf rovnobdézky
(stv. p. 10); mezi t8mito dvéma rovnob&Zkami mohou pry leZet piimky pro-
chézejici timto bodem, které danou pfimku neprotinaji, a adkoliv s nf le%i v téZe
rovin®, nejsou s ni rovnobd¥né. Na takovémto zdklad® chce autor zaloZit
vlastni theorii 8 nazvem ,,imaginérnf geometrie‘’. Jeji zaklady jsou vyloZeny
v tomto spisku, aviak zminény princip a jim dokazovand véta na p. 21 ,,8fm
vice se rovnob&fky v orientaci jejich rovnob&?nosti prodluZuji, tim vice se
vzéjemns pribliZuji* spisek dostateén® charakterisuji a zproStuji tak refe-
renta dalSiho posuzovéani*. (Engel [8], str. 434.)

Presto vSak vime o ¢lovéku, ktery éetl Lobacdevského spisy — upo-
zornén byl na né snad pravé touto recensi — a dokonale jim rozumél:
byl to C. F. Gauss.

Gauss se béhem své velmi bohaté matematické éinnosti zabyval také
theorii rovnobézek. Cteme, Ze jiz od dob svych studii myslel na tento
problém. Pozdéji se dopracoval k systému neeukleidovské geometrie —
ostatné sém tento ndzev pochdzi od ného, on po prvé uZil slov ,,anti-
euklidische Geometrie'".

Gaussiv pomeér k tomuto objevu vSak byl zvli$tni. Bude nejlépe,
kdyz se o Gaussovi v této souvislosti podrobnéji rozepiseme.
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25. C. F. Gauss (1777—1855). Nedostatkit v budovani theorie rovno-
béiek a zarovell i celé geometrie si Gauss povsiml jiZ nékdy kolem r.
1792, kdy jako patndctilety student gottingenské university diskutoval
o rovnobézkach s nékterymi profesory, nejvice vsak se svym star§im
pritelem F. Bolyaiem, ktery, jak jsme se jiz zminili, studoval dva
roky v Gottingach. Gauss si s nim také o véci Jdopisoval, kdyZ se
F. Bolyai vratil doma do Madarska.Podle dopist maZeme soudit, Ze se
Gauss pokousel riznymi zpisoby dokazat Eukleidiv postuldt. Gauss
ostatné znal spisy Saccheriho a Lamberta, takZe se také zabyval de-
dukcemi z pFedpokladu, Ze Eukleidiv axiom neni splnén. Ve viech
svych avahach, at jiZ pfi dikazu pfimém ¢i nepiimém, narazel viak na
obtiZe, které, jak se sam vyjad¥il, patfily stale témuz dskali, o néz se
viechny jeho pokusy rozbijely. R. 1804 viak piSe v jednom dopise, Ze
stale je§té m4 nadéji, Ze témito dskalimi Stastné propluje. NemuZeme
s uréitosti tvrdit, kdy se s touto nadéji rozedel. Nejstarsi dokument,
ktery svédéi o jis ém obratu v jeho mysleni, pochazi z r. 1816. Tehdy
uvefejnil Gauss anonymné v asopise Gottingische gelehrte Anzeigen
recense dvou publikaci jakychsi naivnich dikaza V. postulatu. Z této
recense uvedeme prvni odstavec:

,»Je malo zdleZitosti v matematice, o kterych by se tolik psalo, jako o trhli-
nd v zdakladech geometrie pfi budovani theorie rovnobé&Zek. Ztidka prejde rok,
ktery by neptinesl n&jaky novy pokus tuto trhlinu zacelit, & pfece nemutZerme
Fici, checeme-li mluvit poctivé, Ze bychom se v podstats dostali dél neZ Euklei-
des pied 2000 lety. Takovéto upiimné a pfimodaré piriznani se nam zda byt

dustojnosti védy pFiméfengjsi, neZ marné snaZeni neudrZitelnou siti zdanli-
vych dukeza zekryt trhlinu, kterou nelze zacelit." (Gauss [12], str. 170.)

Dalsi dokument z r. 1816 je Gaussiiv dopis pfiteli Gerlingovi, kde
muZeme Cist komentai k Légendrovu ,,dikazu‘ V. postulitu, zaloZe-
ném1 na argumentu, Ze absolutni mira pro délky neni mozna. Gauss zde
zdiraziiuje, jak je neopravnéné jen tak beze vieho se opirat o takovy
predpoklad, a pokracuje:

»Je to pondkud paradoxni, Ze by mohla existovat a priori konstantnf
délka; j4 v tom viak nenalézém Zidného sporu.*

A Zertem dodédva:

»Bylo by si dokonce pfdt, aby Eukleidova geometrie neplatila, protoZe

bychom pak méli obecnou apriornf mfru.* (Gauss [12], str. 169.)
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~ Podle obou téchto citdtt se d4 soudit, Ze Gauss jiz nékdy kratce pred

r. 1816 zastaval stanovisko, Ze dokdzat V. postuldt neni moZné, protoze
existuje geometricky systém, v némz tento postuldt neni splnén. Jak
dalece znal a rozvinul Gauss tento systém, nemtzZeme s uré¢itosti tvrdit,
protoZe sam ze svych dvah nic nepublikoval a ani v pozistalosti neza-
nechal Zadného rukopisného pojednini kromé nékolika stranek s naho-
zenymi poznamkami, jichZ si bliZze vSimneme aZ pozdéji. Vedle téchto
mélo pozndmek jsme proto odkizani na rizné pfipominky a poznim-
ky, roztrousené v jeho dopisech. ‘

Z Gaussovych dopisii mizeme vedle toho také vidét, jak dalece znal
vysledky jinych matematika, ktefi se Gspésné zabyvali problémem rov-
nobézek, jak reagoval na jejich podnéty a jaky sim osobné zaujal k celé
véci postoj. To viechno bude nyni pfedmétem nékolika piiitich stranek.

Vidéli jsme ji#, Ze Lobadevskij, ktery neznal dilo Saccheriho ani
Lamberta, pracoval na problému rovnobéiek dplné sam a po cely
Zivot se nedovédél, Ze také jini dochazeji k podobnym vysledkim
jako on, a nemél nikoho, s kym by si o svém objevu mohl pohovofit. Na-
proti tomu Gauss znal vSechny, ktefi se tou dobou Gspésné zabyvali
theorif rovnobézek, a znal i jejich vy:ledky. Velkou pilezitost k sezna-
menf{ s nimi mu poskytovalo jeho ptisoben{ na vyznamné némecké uni-
versité v Gottingach. Vedle toho se té8il neobydejné autorité, takze se
k négmu lidé hlasili sami, aby od ného sly&cli dobrozdéni o svych vy-
sledcich. Gauss se timto zplusobem stal mimodék svédkem tviaréi ¢in-
nosti v oboru theorie rovnobéZek u cclé fady vyznamnych i méné vy-
znamnych lidi. Byli to Schweikart, Taurinus, Jan Bolyai a Lobadev-
skij (jsou uvedeni v pofadi, jak se s nimi Gauss seznamoval).

F. K. Schweikart (1780 —1859) nebyl +lastné matematikem (pozdéji
se stal profesorem prav na université v Kralovei); zabyval se viak
matematikou ze zaliby, zejména theorii roy nobézek, o které publikoval
nékolik praci. Znal uréité Kligelovu di-crtaci o historick(m rozvoji
theorie rovnobéiek i praci Lambertovu. V letech 1812 —1816 hloubéji
promyslel geometricky systém nezavi:ly na V. Eukleidové postulidtu
a tento sy:tém nazval astralickou geometrii.*®) Kdy# se od svého piitele

38) Astralische Geometrie — (ento ndzev mdl napovédst, Ze tato zvlaStn{
goeometrie se uplatni teprve pfi méfeni velkych vzdailenostf (pfiastronomickych
pozorovénich).
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Gerlinga dozvédél, Ze také Gauss dospél k jistym zdvéram v theorii
rovnobéZek, poslal mu (r. 1818) po Gerlingovi list, ve kterém strudéné
shrnul svoje nazory a zadal, aby se Gauss o nich vyjadfil.

Bude jisté zajimavé precist si toto shrnuti Schweikartovych my#le-
nek:

»Mame celkem dvoji geometrii: geometrii v uisim smyslu, totiZ Euklei-
dovu, a pak astralickou geomsetrii.

Trojuhelniky této druhé geometrie se vyznaéuji tim, Ze soudet jejich Ghla
neni roven dvéma pravym.

Z toho se da logicky dislednd odvodit,

a) Ze soudet tF{ ihlu v trojuhelniku je mendi ne¥ dva pravé,

b) Ze tento soudet bude stéle tirn mensi, éim v&tsi bude jeho obsah,

¢) %e vyska rovnoramenného pravouhlého trojuhelnika pii zvStSovéni ra-
men sice stdle roste, nepiekrodf vsak urditou délku, kterou nazyvam kon-
stantou.3?)

Ctverce®?) proto majf tuto podobu:

Kdyby pro nds tato konstanta byla polomér zemsky (tak¥e by kaZda pfim-
ka vesmirného prostoru, kterd spojuje stdlice vzdilené od sebe o 90°, byla
teénou zemského globu), pak by v poméru k rozmérim vyskytujicim se
v dennim Zivoté byla nekoneénd velikd.

Eukleidovské geometrie plati jen za pfedpokladu, %e tato konstanta je
nekonedn$ veliké. Jen tehdy bude platit v&ta, Ze soudet tii uhla kaZdého troj-
thelnika je roven dvéma pravym; toto lze z pfedpokladu, Ze konstanta je ne-
koneénd velk4, skutedns také snadno dokazat. (Gauss [12], str. 180.)

%) [Jde o vysku spusténou na pfeponu. Podle toho, co ji vime o Ghlu sou-
b&#nosti, nemu%e tato vyska prekrodit délku, pro kterou je I7(d) = iR.]

%) [Schweikart zde mé na mysli Etyiihelniky se shodnymi viemi stranami
& uhly.]
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Gauss napsal Gerlingovi o Schweikartovych poznémkéch toto:

» ... Poznadmka p. prof. Schweikarta m& neoby&ejnd potdsila a prosim,
abyste mu o tom ode mne fekl mnoho krdsného. Skoro viechno je to jakoby
z mé duse napsano... Aékoli mohu docela dobfe pfipustit nesprdvnost euklei-
dovské geometrie, musela by podle naSich astronomickych pozorovéni byt
zmin&nd konstanta nepomsrné vétSi neZ polomér Zems.

(Gauss [12], str. 181.)

Schweikart nepublikoval v8ak o astralické geometrii nic a anisvoje mys-
lenky bliZe nerozvedl, takZe citovany list obsahoval asi vSe, co Schwei-
kart v nové geometrii udélal. ProtoZe jeho publikované price z diivé;jsi
doby se nové geometrie jeité netykaly, lze Fici, Ze Schweikartovo dilo
patii je§té do pfedhistorie neeukleidovské geometrie, pfi Cemz je jisté
pozoruhodné, Ze jako neprofesionalni matematik doSel k tak krasnym
vysledkim.

Schweikart zasvétil do problému rovnobézek svého synovce F. A.
Taurina (1794 —1874, byl také pravnikem), ktery se po Gase obratil na
Gausse se svymi vysledky a zaslal mu svij prvn{ pokus o dikaz V. po-
stuldtu. Gauss jiZ z toho, jak se Taurinus k problému stavél, poznal
v Taurinovi myslici matematickou hlavu a odepsal mu dlouhym dopi-
sem, ktery zde uvedeme v doslovném znéni:

,»Vaso blahorodi,

V&3 mily dopis ze dne 30. Fijna spolu s pfipojenym pojednénim jsem pfeletl ne
bez pot&Seni, tim spile, Ze jsem zvykly na to, %e v&tSina lidf, kteii se zabyvaji
novymi pokusy o t. zv. theorii rovnob&Zek, nemé4 ani Spetku geometrického
ducha. Proti Vasemu dikazu nemém nic (nebo ne mnoho), co bych poznarme-
nal, ne# to, %e nenf Gplny. V4§ dikaz, e soudet t¥i uhli rovinného trojihelnika
nemitiZe byt v&tSi neZ 180°, by sice potfeboval, pokud jde o geometrickou pies-
nost, je§td doplnit, aviak to by se dalo snadno provést a je mimo v3i pochyb-
nost, Ze tuto vlastnost lze zcela rigorosné dokazat. Zcela jinak tomu vsak je
8 druhou &dsti, Ze totiZ soudet uhli nemiiZe byt mensi ne% 180°; toto je vlastni
uzel, uskalf, o které vie ztroskotdvé. Zda se mi, Ze jste se timto pfedmétem
jost& dlouho nezabyval. U mne tomu tak jiZ je pfes 30 let a nev&fim, Ze by se
kdo touto druhou ¢asti mohl jestd vic zabyvat neZ j4, akoli jsem o tom nikdy
nic neuveriejnil. Pfedpoklad, Ze soudet t¥{ thl( je mensi neZ 180°, vede ke zv1ast-
nf geometrii, od nasi (eukleidovské) zcela odlisné, kterd je sama v sobé ve-
skrze bezespornd a kterou jeem si sim pro sebe zcela uspokojivé rozvinul,
takZe v ni mohu Fesit kaZdou dlohu aZ na urdenf jisté konstanty, kterd se nedé
stanovit a priori. Cim v&t5( bude tato konstanta, tim vice se pFibliZime euklei-
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dovské geometrii a pfi nekoneéné jeji hodnot$ ob8 geometrie splynou. N&které
vty této geometrie jsou paradoxni a nezasvécenci pflipadaji nesmyslné;
presngjsim a pozorn&jdim rozborem v3ak zjistime, Ze na nich neni nic nemo%-
ného. Tak na p¥. mohou vSechny tfi thly trojihelnika byt libovolnd malé, jen
kdyZ zvolime strany dostateénd velké, a pfesto nemutiZe ploSny obsah trojuhel-
nika, at jeho strany jsou jiZ jakkoli velké, pfekroéit uréitou mez ani ji dosah-
nout. Viechno mé snaZenf nalézt spor nebo neduslednost v této neeukleidov-
ské*"®) geometrii zastalo marné. Jediné, co odporuje nafemu rozumau je, e kdy-
by skute¢né platila, pak by v prostoru musela existovat jistd sama o sobé uréend
(i kdyZ nam nezndma) délka. Mné se viak zdé, Ze navzdory nic nefikajicf slov-
ni moudrosti metafysiku toho vlastnd o pravé podstatd prostoru vime piilis
maélo nebo dokonce viibec nic, neZ abychom mohli n&co pro nas nepfirozeného
pokladat za absolutné nemozné. Kdyby platila neeukleidovskd geometrie a ona
konstanta byla v uréitych vztazich k tém veli¢inam, které se vyskytuii v ob-
lasti naseho méfeni na zemi nebo na obloze, pak by se dala uréit a posteriori.
Proto jsern kdysi Zertem vyslovil pféni, aby neplatila geometrie eukleidovské,
" protoZe bychom pak méli absolutni délku a priori.

Neobavam se nijak, Ze élovék, ktery se mi ukdzal jako myslici matematické
hlava, by vSemu tomu, co jsem napsal, neporozumsl: v kazdém ptipads to ale
povaZujte za soukromé sdéleni, kterého Zédnym zpusobem neuZijete vefejné
nebo zpusobem, ktery by vedl k uvefejnéni. Snad nékdy v budoucnu, aZz budu
mit vice kdy neZ nynf, sam uvefejnim svoje vysledky.

V hluboké tctd zustdvam VaSemu blahorodf

Géttingen 8. listopadu nejoddanéjsi sluZebnik

1824, C F Gauss.“
(Gauss [12], str. 186.)

Gausstiv dopis byl pro Taurina velkym povzbuzenim. Pokraéoval
dal ve studiu theorie rovnobézek a r. 1825 vydal spisek Theorie der
Parallellinien, ve kterém sice nepfestiva byt presvédéen o bezpodmi-
nec¢né platnosti Eukleidova axiomu, odvozuje zde viak jiz prvni véty
neeukleidovské geometrie. O rok pozdéji vydal vlastnim nikladem
spis Geometriae prima elementa, ve kterém se dopracoval k zikladim
hyperbolické trigonometrie. Ackoliv Taurinus stdl neeukleidovské
geometrii blize neZ na p¥. Saccheri nebo Lambert, presto n>mizZeme
o ném Fici vice, nez Ze patif podobné jako Schweikart mezi pfedchudce
objeviteld nové geometrie; nepiestal byt totiZz pfesvédéen o vyluéné
platnosti Eukleidovy geometrie.

40s) [in dieser Nicht-Euklidischen Geometrie]
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Je podivné, Ze vztah mezi Gaussem a Taurinem se vyvinul tak, Ze
gottingensky princeps mathematicorum nereagoval na Taurinovy spisy
ani slovem. Snad to bylo proto, Ze Taurinus nevyhovél Gaussovu
prani a v pfedmluvach obou svych spist se vyslovné zmiiiuje o Gaus-
sovi. V pfedmluvé k druhému spisu je to tato poznimka:

»»Zaglal jsern nékteré ze svych dakazt samotnému Gaussovi. Thned mi velmi
platelsky odpov&dél a piipojil fadu pozndmek, ze kterych jsem oviern nemohl
aplnd pochopit jeho ndzor na tuto vée. Bylo by si tedy pfat, aby tento vyni-
kajici muZ uvetejnil svoje myslenky tykajici se celé otazky co nejdiive, nebot
nézory takového élovéka budou mit jisté nedocenitelnou hodnotu. O tuto véc
ho budou se mnou Zadat viichni matematikové stile znovu a co nejnalé-
havé&ji.* (Stéackel-Engel [15], str. 248.)

Taurinovy spisy a mySlenky zistaly v8ak bez poviimnutf a proto
Taurinus rozdal po ¢ase nékolik exemplaiu svych Geometriae prima
elementa pratelum a matematikim a v zoufalstvi nad tim, Ze se jeho
snazeni nedostalo Zadného uznani, spalil zbytek nikladu a zanechal
dalsiho badani o theorii rovnobéZek.

O nékolik let pozdsji (r. 1832) se Gauss seznamil s pracemi Jana
Bolyaie. O tom v8ak budeme mluvit az v pfistim odstavei, ve kterém
se budeme zabyvat timto matematikem podrobnéji.

O Lobadevském se Gauss dozvédél a% r. 1840, kdy vysly v Berling,
jak uZ vime, jeho Geometrische Untersuchungen. Jaky dojem uéinil na
Gausse tento spis, muZeme poznat z nasledujicich dvou citdtd z jeho
dopisii (z r. 1841 a 1846):

»nZacinam é&ist rusky jiZ s urlitou obratnost{ a plisobi mi to pot&Seni.
P. Knorre mi zaslal malou rusky psanou kniZku od Lobagevského (z Kazang),
ktera spolu s jeho nSmeckym spisemn o rovnob&tkich (o kterém vysla velmi
poSetilé recense v Gerdorfs Repertorium*’®) m§ zaujala natolik, Ze jsem velmi
dychtiv &ist dalsi prdce tohoto ostrovtipného matematika. Jak mi pan
Knorre sdélil, obsahuji (rusky psané) Rozpravy kazafiské university né&kolik
jeho statf...' (Gauss [12], str. 232.)

+,,Pfed kratkym &asem jsem znovu prohliZel Loba&evského spisek (Geo-
metrische Untersuchungen zur Theorie der Parrallellinien, Berlin 1840, vydal
G. Fincke, 4 archy). Obsahuje zéklady té geometrie, které by platila a také
dislednd mohla platit, jestlife by eukleidovskd nebyla pravdivéa. Jisty

40b) [V této kniZce je uvedena na str. 187.]
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Schweikart nazval takovou geometrii astralickou, Lobagevskij ji nazyvé ima-
ginarnf geometrif. Vy vite, Ze jd jiZ 54 let (od r. 1792) jsem téhoZ presv&déent
(s uréitym pozd&jsim doplndnim, o ndmz se ted nechci zmifiovat); v Lobadev-
ského praci jsem tedy pro sebe néco v&cn& nového nenasel, aviak pfi odvozo-
véni a vykladu jde Lobadevskij jinou cestou, ne% kterou jsem s4ém nastoupil,
totiZ v pravém geometrickém duchu a mistrnym zpasobem. Upozortiuji Vas
na jeho knihu, jejiZ éetba bude pro Vés velkym poZitkem...*
(Gauss [12], str. 238.)

Z jinych dopisi se dovidime, Ze si Gauss béhem doby opatiil vie-
chny Lobacevského prace; ruské cetl pfimo v origindle, adkoliv se
rusky zacal udit teprve pfed kratkym ¢asem.
~ Z obou pravé uvedenych citatu vidime, Ze Gauss vysoko cenil Loba-
¢evského, a tu se mizeme privem ptat, co Gauss uéinil, aby sezndmil
ostatni matematiky s jeho objevem, jak se pfi¢inil, aby uvedl vyznam
Lobadevského na pravou miru, jak obhajil Lobacevského pfed recensi,
kterou v soukromém dopise nazval poSetilou. Odpovéd na to vie je
takova, Ze neucinil nic. Gauss se omezil pouze na to, Ze v listopadu 1842
navrhl Lobacevského jako jednoho z nejlepfich matematika ruské ¥ise za
¢lena gottingenské ucené spoleénosti, kterda méla charakter akademie.
Lobadevskij byl zvolen a obdrzel diplom podepsany Gaussem jakoZto
piedsedou, pfi éemZ mu bylo oznameno, Ze v uzndni jeho vynikajicich
zdsluh o védu byl zvolen dopisujicim Clenem spoleCnosti. Jaké zasluhy
o védu to byly, Gauss neuvedl.

U Gausse se setkaivime jesté s jinou zvlastnosti. Nejen Ze nemél
slova povzbuzeni pro ty, o nichZz védél, Ze se Gspéiné zabyvali theorif
rovnobézek, nejen Ze se jich nezastal, kdyz byli napaddni; Gauss se
ani jinak nepfi¢inil, aby pomohl véci kupiedu. Ze svych myslenek ne-
uvefejnil nic, i kdyZ o to byl Zadén, takZe mohl byt pfedem jist, Ze by
ho alespoii néktefi detli s porozuménim. Jediné, co publikoval, byly dvé
recense o dikazech V. postulitu, ale i ty publikoval anonymné.
Uvazime-li, Ze ve védé jsme Casto svédky toho, jak uéenci bojuji
o prioritu svych objevi a dovedou ji ¢asto va3nivé hajit pred ostatnimi,
je tim podivnéjsi, Ze Gauss, ackoliv mohl byt prvnim, kdo publikoval
néco o nové geometrii, tak neudinil.

Tuto zvlastnost vysvétluji snad néktera mista Gaussovych dopisi,
kde je feteno zcela oteviené, Ze nepublikoval nic z jakéhosi strachu, ze
strachu pfed tim, %e by nové nazory o geometrij pisobily prili§ revo-
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lué¢né, %e by nebyl pochopen, nebo také ze strachu, Ze by musel ztricet
tas vysvétlovanim véci zvidavym nezasvécencim. JiZz r. 1829 napsal
v dopise Besselovi:

,»Také ned jinym thematem, které je pro mne jiZ skoro 40 let staré, jsem se
obg&as ve volnych hodindch znovu zamyslel, totiz nad samymi zéklady geo-
metrie; nevim, zda jsemn Vém jiZ fekl n&co o svych ndzorech na tuto véc. Také
zde jeem mnohé je&ts vice upevnil a moje pfesvédéeni, e nemiZeme vybudo-
vat geometrii zcela a priori, se je§t8, pokud to bylo mozZné, posililo. Bude viak
trvat jeStd dlouho, neZ se dostanu k tomu, abych zpracoval svoje velmi roz-
séhlé vySetfovédni této véci k publikaci, & snad k tomu za mého Zivota ani
nikdy nedojde, protoZe se bojim kfiku Boioti, ktery by se zdvihl, kdybych
chtél svoje nédzory Fici naplno.* (Gauss [12], str. 200.)

Podobné psal Gauss pfed deseti lety (1818) v dopise Gerlingovi:

»» T &8 rane, Ze méate odvahu vyjadrFit se tak, jako byste uznaval moZnost, Ze
nafe theorie rovnob&Zek a s ni i celd geometrie je faleSnd. Avsak vosy,
jejichZ hnfzdo draZdite, vim zaénou létat kolem hlavy.*

' (Gauss [12], str. 179.)

JestliZze jsme se dotkli toho, jak se Gauss podivné zachoval k objevu
nové geometrie, a jestlize pravé uvedené citaty z dopisi ndm mély po-
moci najit vysvétleni, pak se musime zde zminit je$té o jedné véci, totiz
o tom, Ze se Gauss takovymto zvli$tnim zplisobem choval i p¥i jinych
piileZitostech. Gauss mél neobydejné Siroky rozhled po matematice
a jeho pfinos v matematice je mnohostranny. Nejednou v8ak uéinil
objev mléky, aniZ by komu o tom co fekl. Teprve po letech, kdyz uz
se jini sami dopracovali k témuZ objevu a publikovali svoje vysledky,
Gauss psal svym pratelim, Ze on na tyto véci pfisel jiz pfed mnoha
lety.

Snad nebude vadit, kdyZ se na konci odstavce o Gaussovi pokusime
tento zvlastni rys jeho povahy demonstrovat jeSté na jiném piipadé,
prestoZe se zaklady geometrie a s theorif rovnobézek piimo nesouvisi.

Tentokrate &lo o theorii eliptickych funkef. Prvnf praci o nf napsal
étyfiadvacetilety norsky matematik N. H. Abel (1802 —1829) r. 1826
pro pafiiskou Akademii. Vy&la vSak teprve mnohem pozdéji, takze
prvn{ tisténou pracf o této theorii je jind Abelova prace, totiz Recher-
ches sur les fonctiona elliptiques, kterd vygla r. 1828 v Crellové Zurndlu.
Tehdy (r. 1828) napsal Gauss Besselovi v dopise toto:
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»Ke zpracovan{ svych uvah z ddvnych let (1798) o transcendentnich funk-
cfch se jesté nedostanu, protoZe se jeStd musim zabyvat mnohymi jinymi
v&emi. P. Abel mé nyni, jak vidim, pfedeSel a zprostil mne této povinnosti
vzhledem asi tak k jedné tieting celé latky, zvlastd kdyz jeho vyklad je tak
koncisni a elegantni. Nastoupil pravé tutéZ cestu jako ja v r. 1798, takZe
velké shoda vysledki nenf ni¢im zvlastnim.* (Gauss [13], str. 248.)

Vefejné viak svoje pochvalné minéni Gauss neprojevil, adkoliv pro
Abela mohlo tehdy znamenat mnoho. ‘

Abel byl jesté studentem, kdyz ve véku 22 let dokdzal, %e algebraic-
ké rovnice stupné vyssiho neZ étvrtého nelze fesit algebraicky, a tim
prvni zodpovédél tuto starou otdzku algebry. Aby se zmenSily vylohy
za tisk, musela byt jeho prace (Mémoire sur les cquations algébriques,
1824), ve které byl zminény dikaz podin, natolik zkracena, Ze nékteré
pomocné véty byly vitbec vynechiany a celek byl pak téZko srozumi-
telny. Ostatné po nékolika pokusech znamenitych matematikd sou-
dasnosti i minulosti zodpovédét stary problém bylo feSeni nezniamého
norského studenta pfijimano s nedivérou a vazZni uéeni matematikové
mu nevénovali pozornosti.

Z dopisu Schumachera Gaussovi z r. 1824 vyplyva, Ze Gaussovi se
dostala Abelova prace do rukou — byla ostatné nalezena také v jeho
knihovné. Mimo tento dopis neni v Gaussové korespondenci nikde
zminka ani o praei, ani o tom, zda Gauss zjistil nebo nezjistil spravnost
Abelova dikazu. Zda se, Ze toto absolutni mléeni znamena, Ze dikaz
pfijal s nevrazivosti.4!)

V kazdém pfipadé viak Gauss poznal Abelovy schopnosti z jeho praci
o eliptickych funkeich. Staéilo slovo a Abelovi byly v&ude otevieny
dvefe. A zatim Abel, kterého chuda norska universita vyslala na stu-
dijni cestu do Némecka a Francie, prochizi nepoznin mimo hlavni
centra matematického svéta. VEhlasné matematiky muZe pozorovat
jen z dalky jako divik; nepfijali ho mezi sebe, ackoliv byl jednim
z nich.

Zminénou jiz praci Mémoire sur une propriété générale d’une classe
trés étendue de fonctions iranscéndentes, kterou podal r. 1826 pafizské
Akademii, méli posoudit Cauchy a osmdesatilety Légendre. Légendre
8i stéfoval, Ze nemiZe dobfe ¢ist drobné Abelovo pismo, a Cauchy byl

41) Gauss se pry totiZz hodlal s4m timto problémern zabyvat.’
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plné zaujat vyddvanim svych vlastnich praci (Abelovu praci vydala
Akademie teprve po patnacti letech). Prava velikost Abelova zjevu
byla pochopena aZ r. 1829. V uzndani jeho zasluh byl Abel toho roku
jmenovan profesorem berlinské university —avEak tato pocta pFisla uz
pozdé. Abel dostal zpravu o svém jmenovani na smrtelném loZi; jesté
téhoz roku zemfel v Norsku na souchotiny ve véku 27 let. Kdyz se
Gauss dozvédél o jeho smrti, napsal v dopise Schumacherovi:

»»Abelova smrt... znamené velkou ztrdtu pro v&du. Kdyby se ndhodou
tisklo nebo mélo tisknout néco o Zivoté této eminentnd nadané hlavy a ptislo
Vam to do rukou, prosim Vés naléhavé, abyste mi to zaslal. Cht&l bych také
mit jeho portrét, lze-li si ho opatfit. Humboldt, se kterym jsem o Abelovi
mluvil, se snaZil udé&lat vie, aby ho ziskal pro Berlin.*

(Bjerkness [16], str. 242.)
Vratme se vak ke Gaussovi. O jeho zvla§tnim chovani poznamenava
Bjerkness, Abeluv Zivotopisec, toto:

»Klid, s kterym Gauss pozoruje vpad Abela a Jacobiho do oblasti svych
vyzkum a zifké se tak velké ¢asti své prace, a zvyk uchovat dlouho tajemstvi
o duleZitych objevech, tvofi zjev tak zvldstni, Ze jediné podrobndjsf biograficka
studie by ho mohla vysvétlit.

Pokud vime, Gauss se spokojil a posteriori dokézat, Ze byl cele obeznémen
8 novymi prineipy: jeho vysledky dovolovaly usoudit, Ze musel tyto principy
znat, a vedle toho zanechal jako svédectvi svoje papiry s daty a razné po-
znémky v dopisech.‘ (Bjerkness [16], str. 112.)
Podobné poéinani viak bylo viéi mladym matematikim kruté.

Dlouho a s nadSenim pracovali na svém objevu, byli pfesvédéeni, Ze
tvoif novou véc, a pak se jim nejen nedostalo zaslouzeného uznani, ale
museli slySet, Ze Gauss objevil jiZ pfed mnoha lety totéZ co oni. Je pfi-
rozené, Ze je to nepovzbuzovalo nikterak v jejich daldi ¢innosti. To
se zvla3t ostie projevilo na daldim objeviteli neeukleidovské geometrie,
na mladém madarském matematikovi Janu Bolyaiovi.

26. Jan Bolyai. Vedle Lobadevského a (zausse doSel k neeukleidov-
ské geometrii také Janos (Jan) Bolyai (1802—1860), o jehoZ otci Farka-
sovi jsme mluvili v zdvéru pfedeslé kapitoly.

Jiz v dobé, kdy mlady Jan studoval na gymnasiu, jevilo se u n&ho
vysoké nadini pro matematiku. Jeho otec choval odeddvna umysl
poslat ho studovat matematiku ke Gaussovi. Proto se r. 1816 obratil
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na Gausse s dopisem, ve kterém vyliéil synovo matematické nadini
a sviij Gmysl dat ho na dva roky na studium do Gotting. PFitom prosil
Gausse jako davného piitele, aby vzal na tyto dva roky Jana k sobé,
protoze nechtél nechat patnactiletého syna tiplné samotného a poslat
s nim vychovatele, jak bylo tehdy zvykem, by byvalo bylo nad jeho
prostiedky.

Otec se synem c¢ekal tydny a mésice, ale Gaussova odpovéd nepfi-
chézela. Je snadné si predstavit, jaké to pro oba, ale hlavné pro Jana,
znamenalo zklaméni. Otec nebyl tak zamoZny, aby syna mohl poslat
na nékterou jinou némeckou universitu, a ve Vidni nebo v Pe&ti nevidél
z4dného schopného matematika. Na druhé strang nechtél syna vysta-
vit nebezpedi volného akademického Zivota. Tak se stalo, Ze mlady Jan
nastoupil vojenskou drahu, a to ve Vidni, kde v letech 1818 do 1823
studoval na vojenské inZenyrské akademii. To oviem neznamenalo, Ze
se Jan nemél jiz vénovat matematice: naopak, otec pocital s tim, Ze
synovi zbude jeSté dosti dasu, aby se ji mohl nilezité zabyvat.

Na akademii se mlady Jan ukdzal znovu jako vynikajici Zak, ktery
prekvapoval svym nadanim. Soucasné se vSak zadala projevovat jeho
prchla a popudliva povaha a jeho nevalné zdravi mu jisté klidu nepfi-
dévalo. Tak se stalo, Ze po deseti letech vojenské sluzby byl dan do
pense.

Eukleidovym postulitem se Jan Bolyai zabyval jiz v dobé svych
studii a v pomérné kratké dobé dosahl uspésné cile. Prvni popud ke
studiu theorie rovnobézek dostal Jan zfejmé od otce, ktery ho sam uéil
matematice a upozornil ho jisté na vdZné nedostatky této partie geo-
metrie.

Jan se nejdiive pokousel dokazat, Ze ekvidistanta k pfimce je opét
pfimka, a zkoumal proto vlastnosti ekvidistanty za predpokladu, Ze je
to kiivka. Specialné se pokousel dojit ke sporu dikazem, %e pravidelna
lomena ¢ara, jejiz viechny vrcholy jsou stejné vzdaleny od dané pfim-
ky, musi tuto danou pfimku protnout.

Kdyz Jan r, 1820 psal otci o svych pokusech dokdzat Eukleidiv
postulat, vydésil ho tim na nejvy$si miru. Stary Bolyai syna prosil a za-
piisahal, aby zanechal téchto dikazi:

»»Nesmis badat o rovnobé&zkéch touto cestou; zndém ji a% na sdm jeji konec
— také jé jsem proSel tuto bezednou noe, kaZdé sv&tlo, kad4 radost mého
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Zivota byla v ni uhafena — za,pf'iséhé.m T skrze Boha!,nech theorii rovnobg-
Zek na pokoji... muZe t& pfipravit o vSechen Tvij &as, o Tvoje zdravi, o Twviij
klid a vSechno Tvoje 2ivotn{ Et&sti. (Stiickel [10], str. 76.)

Otcovo napomindni nemélo v3ak na syna Zidny vliv; jeho touha a
odhodlani pohnout za kaZdou cenu problémem naopak jen stoupaly.
Uvah o lomené dife Jan brzy zanechal, zato viak je§té r. 1820 na-
stoupil cestu, kterd ho pozdéji dovedla k cili, to je k vybudovani abso-

N

Obr. 140. Obr. 141.

lutni geometrie a k pfesvédéeni, Ze Eukleidiv postulat je na této geo-
metrii nezavisly.

Slo o tuto myslenku (podle Stickela [10], str. 79—80): mé&jme troj-
thelnik A ABC s pravym uhlem v 4 (viz obr. 140) a mysleme si, Ze se
vrehol C bez omezeni vzdaluje po ptimce AC. Piimka BC m4 pii tom
za limitu jakousi pfimku BN. Nechceme-li se opirat o Eukleidiv
axiom, nemuZeme o Ghlu < ABN ¥ci nic vice, nez Ze nemiZe byt
X CAB + < ABN > 2R.

V souvislosti s touto uvahou byl Jan uZz blizko pojmu limitni kruz-
nice. Uvazoval totiz dale takto: myslime-li si, Ze okolo bodu C jakoito
stiedu je opsdn oblouk kruZnice k prochazejici bodem A, pfi ¢emz bod
C se opét vzdaluje bez omezeni po pfimce AC (viz obr. 141), potom vie-
chny kruznice budou mit za limitu jakousi kfivku m, o které opét ne-
muzeme jen tak beze vSeho tvrdit, Ze je to pfimka AB, Zde Jan Bolyai
spravné tusil, Ze z predpokladu, Ze kiivka m je totozna s pfimkou 4B,
by se dal dokazat Eukleidiv postulat (viz nasi VETU 18,4).
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K témto dilefitym a plodnym my3lenkim doSel Jan za &astych
debat se svym pfitelem K. Szaszem, ktery s nim studoval na vojenské
akademii. Oba pfatelé vénovali theorii rovnobézek kazdou volnou
chvili. Pti jedné takové rozmluvé prisli na sfastnou myslenku: jestlize
se piimka BC ot4é& okolo bodu B, pfi éemz C je bod na pfimce AM
(viz obr. 142), pak p¥imka BC po uréitou dobu stéle protind pfimku
AM, az pojednou od ni, jak se K. Szisz
vyjadtil, ,,odskodi a v této poloze BN ji
lze nazvat ,,nejblizdi neprotinajici pfimkou'.
Jan ji pozdé€ji nazval asymptotickou rovnobéz-
kou nebo kratce asymptotou.

Byl to skromny, ale pfece jen vyznamny
krok vpfed. O geometrii nezavislé na XI.
axiomu oviem neméli tehdy je$té oba pratelé
ani potuchy. Proniknout tak daleko stéilo
Jana Bolyaie jesté mnoho namahy. Nékdy na
rozhrani let 1820—21 opustil Szasz Viden,

Obr. 142. takZe Jan uZ nemél s kym o svych myslen-
kach diskutovat.

Ani na otce se nemohl se svymi napady obritit, protoze F. Bolyai se
choval k synovym pokustim odmitavé. V jednom dopise piZe:

»»PFizndvém se, %e ani od ,odsko&eni‘ tvych pfimek si nic neslibuji. Zd4 se
mi, Ze jsem se jiZ také octl v t&chto kondinédch; plavil jsem se ke ka¥dému
uskali tohoto pekelného mrtvého mote, ale vidy jsem se vracel s roztiténym
st&Zndm a potrhanymi plachtami a od té doby se datuje ztrata mého humoru a
muj pad.* (Stéckel [10], str. 82.)

O nepfemotzitelné touze fesit problém rovnobéZek, ktery ho tolik pfi-
tahoval, pi%e F. Bolyai:

»» -+-Je to skutednéd nemoe, jisty druh 8&ilenstvi, tyransk4 myslenka. Je
stejnd jako kvadratura kruhu, hledéni kamene mudred, transmutace prvki,
hledéni pokladu.* (Stidckel [10], str. 82.)
Cim vice pronikal Jan do problému, tim men&iho uznanf se mu dosté-

valo se strany otcovy, ktery jiz nebyls tosledovat myslenky svého ge-
niélnfho syna. R. 1823 byl Jan uz tak daleko, Ze psal otei:

»Jsem pevné rozhodnut vydat spis o rovnob&zkédch, jen co si uspofddém
latku a dovoli mi to okolnosti. Dosud jsem tak neuéinil, ale cesta, kterou jsem
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nastoupil, slibuje tém&F se vii urditosti dosahnout cile, je-li to viitbec moZné;
cile jsern jeSt& nedosel, ale objevil jsem tak dileZité véci, Ze jsem byl sdm pre-
kvapen, a byla by to vééné Skoda, kdyby se mély ztratit; aZ je, drahy otde,
uvidite, pak to uznéate sém; nyni nemohu vic fici nez tolik, Ze jsem z ni¢eho
stvofil novy svét.* (Stéckel [10], str. 85.)

V odpovéd napsal F. Bolyai synovi, aby si pospiil ve spisovani,
je-li vie tak, jak pide, a aby préci publikoval co nejdfive:

s ++.8 to z dvojiho duvodu; jednak proto, Ze fnySlenky snadno pfejdou
s jednoho &lovéka na druhého, ktery je pak muZe dfiv publikovat, jednak
proto, Ze je n&co pravdy na tom, Ze kaZdé v&c maé svoji dobu, kdy se objevuje
soudasnd na raznych mistech, asi tak jako fialky poriznu vyraZeji na jaie na
svétlo. (Stédckel [10], str. 85.)
Otec tehdy oviem s4m netusil, jak t&sn& se tmito prorockymi slovy

dotykd skutednosti, nebot tou dobou se opravdu na riznych mistech
Evropy rodila neeukleidovska geometrie.

Novy svét, o kterém se Jan zmifiuje, byla nové geometrie, kters
pfed nim vyrostla z pozménéného axiomu o rovnobézkach. Protoze
dlouho nedochazel ke sporu, tusil jiz, Ze vchazi do nové FiSe geometric-
kych vét a pojmi. Nevime presné, kdy prisel k pfesvéddeni, Ze nové
véty tvoli bezesporny celek, bylo to viak nékdy kratce kolem pocatku
r. 1825, tedy kdyz Jan byl sotva tfiadvacetilety. Jesté téhoz roku do-
kondil sviij spis a dohodl se s otcem, Ze vyjde jako dodatek k jeho knize
Tentamen pod nazvem Appendix scientiam spatit absolute veram ex-
hibens, kde také skuteéné r. 1832 vysel. )

Protoze v3ak Jan nenalezl u otce uznani ani pochopeni, hledal oboji
jinde. Na synovo naléhani zaslal r. 1831 F. Bolyai Januv spis ve formé
zvlatniho otisku (separitu), pofizeného téhoz roku, Gaussovi sou-
¢asné s dopisem, ze kterého vyjimadme tuto poznimku:

»Na jeho [Janovo] naléhéni zasflam Ti tento spisek: bud tak dobry, posud
ho svym piisnym a vSe prohlédajicim okem a v odpovédi, na niZ touZebns
&ekédm, napis o n&m bez jakychkoli ohledi své mindni.

(Stéckel [10], str. 91.)

Gauss dopis sice dostal, ale Janiv spis na nestésti nikoliv: ztratil se
ve zmatku, ktery zptisobila tehdy vypulmuvii cholera. R. 1832 zaslal
F. Bolyai Gaussovi synuv spisek znovu.

» +..muj syn dé na Tvij posudek vic neZ na mindni kohokoli jiného v celé
Evrops.* (Stéickel [10), str. 91.)
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Tentokrite Jantv spisek Gaussovi doSel. Gauss ho cely piedetl a
svému piiteli Gerlingovi napsal:

»Poznamendvam jests, Yo mné tyto dny plifel z Madarska maly spis
o neeukleidovské geometrii, ve kterém op&t nalézdém vSechny svoje myslenky
a vysledky. Jsou zde velmi elegantng vyloZeny, i kdyZ pro nezasvécence piili§
struénd a tudiZ pon&kud td%ko pfistupnou formou. Autorem je velmi mlady
rakousky duastojnfk... PovaZuji tohoto mladého matematika Bolyaie za

genia prvého fadu.t* o (Gauss [12], str. 221.)

Na rozdil od tohoto dopisu psal Gauss v odpovédi F. Bolyaiovi vic
o sobé nez o mladém Janovi.

»Nyni je§té n&co o praci Tvého syna.

Jistd se na okamZik zarazis, jestliZe za&nu tim, Ze ji nemohu chvdlit, ale ne-
mohu jinak. Chvélit ji by znamenalo chvélit sebe samotného: nebot cely obsah
spisu, cesta, kterou se Tviij syn dal, i vysledky, k nimZ dofel, se témé&f viude
shodujf 8 mymi ivahami, z nichZ n&které jsem provedl jiZ pred 30—35 lety.
‘Skutednd jsem tim nanejvys piekvapen. M8l jsem v tmyslu nepublikovat za
svého Zivota viibec nic ze svych vysledk, z nichZ jsem ostatn& dosud jen velmi
mélo zachytil na papir. Mnozf{ nemajf totiZ viibec pravého pochopenf pro v&c,
o kterou zde b&%i, a jé sdm jsem nasel jen velmi mélo lidi, kteff chépali s nle-
Zitym zéjmem to, co jsem jim sd8loval. Aby to mohl ndkdo chépat, musi si
nejdfive dobfe uvddomit, co zde vlastnd nenf v pofddku, a v tom vétsina lidf
nemé jasno. Naproti tomu jsemn vSak chtél &asem své uivahy a vysledky se-
psat, aby necdesly se mnou do hrobu.

Velmi jsem tedy piekvapen, Ze jsem nynf této préce uSetien, a velmi md
t&8f, e pravé syn mého starého piitele md tak zvldStnim zplisobem ptede-
gel...* (Gauss [12], str. 220.)

F. Bolyai byl Gaussovou odpovédi velmi potéSen, nebot vidél, Ze
jeho syn problém rovnobéZek skuteéné roziedil. Dopis zaslal synovi
8 poznamkou: '

»Gaussova odpov¥d o Tvé préci je velmi krésné a je na3{ vlasti a ndrodu ke

cti.* (Stackel [14], str. 36.)

Zcela jinak v3ak na odpovéd reagoval Jan. Zprvu nechtdl vibec
véfit, Ze Gauss nezavisle na ném a jiZz dlouho p¥ed nim dospél k neeuklei-
dovské geometrii. Odvolaval se pfi tom na Gaussiv dopis poslany otci
1804, ve kterém Gauss jesté douls, Ze se mu poda¥ proplout mezi det-
nymi iskalimi marnych dikazi. Néjaky ¢as mél také oSklivé podezieni,
ze otec pfeddasné sdélil Gaussovi jeho myslenky a Ze ho nyni Gauss
chee piipravit o prioritu. I kdy% se pfesvédéil o bezdivodnosti tako-
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vého podezreni, nemohl pochopit Gaussovo chovani. Nemohl pochopit,
Ze Gauss neuznal za nutné tak dileZity objev uverfejnit riebo se o ném
alespori zminit v tisku.

V Janové pozistalosti je nékolik listd, které ukazuji, jak pln ho¥-
kosti meditoval nad Gaussovym divnym chovanim. Z nich budiz uve-
deno jen toto: )

»»Podle mého nézoru, a jak jsern pfesvddden, také podle ndzoru kaZdého
nepfedpojatého &lovéka, se jevi vSechny Gaussem uvedené duvody, prod
nechtél ze svych praci o tomto thematu za svého Zivota nic publikovat, jako
chatrné a nicotné. Vidyt ve v&d8 pravs tak jako ve skutedném Zivotd samém

. se vidy jedna o to, aby nutné a obecnd prospésné, i kdyZ jest& ne dosti jasné
véei, byly ndleZit& vysvétlovany a aby chybéjici nebo spiSe dfimajfci smysl pro
pravdu a pravo byl burcovén, nale%it§ utvrzovdn a podporovédn. Pochopeni
pro matematiku je k vSeobecné §kod¥ a nestést{ jen u madla lidiZivé... Okol-
nost, Ze bohuZel i mezi matematiky a pfitom i mezi nejslavngjsimi je mnoho
povrchnich lidi, nemtiZe byt pro rozumného ¢lov&ka divodem, aby pracoval
povrchnd a primérné a ponechaval védu v lethargii a v zdédéném zastaralém
stavu. Takové chovanf miZe byt nazvino jeding jako protipfirozené a nanej-
vy§ nesmyslné; proto tim hif, jestlize misto aby psal o zpGsobu, jak dobré
véci proklestit Sirokou cestu, Gauss se tomu naopak vyhybd a pfitom v poboz-
nych pPénich a projevech zdrmutku vylévé své stiZnosti nad nedostatkem
naleZitého vzdéléni lidf. V tom véru nespoéivé Zivot ani u¢inné zésluha...*

(Stickel [10], str. 96.)

V zivoté Jana Bolyaie nastal po jeho objevu neeukleidovské geo-
metrie jakysi zlom: nedostalo se mu opravnéného ocenéni jeho prace
a stale mél dojem, Ze ho nékdo chce pfipravit o prioritu jeho objevu.
Kdyz se pozdéji dozvédél o Lobacevském, nechtél vérit, Ze by véc byla
jinak, nez Ze Gauss, ktery se nechtél ze strachl pfed kfikem Boiotl
exponovat, podnitil k tomu tohoto ruského matematika a sdélil mu
Janovy myslenky. Jeho pfedrizdénd mysl se obirala timto presvédée-
nim natolik, Ze kdyZ se mu (r. 1848) dostal do rukou vytisk Lobacev-
ského spisu Geometrische Untersuchungen, za¢al dokazovat, Ze autor
spisu znal Appendiz a Ze jim nemohl byt konec koncti nikdo jiny, nez
sam Gauss.

Teprve po delsi dobé se J. Bolyai vzchopil z neplodného Zivota, do
kterého po svém velkém objevu na ¢as upadl, a jako by se chtél mstit za
krutou nespravedlnost, snil o dilech, ktera, jak to sam u sebe myslel, by
se mohla postavit vedle dél ,,g6ttingenského kolosa‘, aby Gauss poznal,
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jak t€Zce se prohfesil na synovi svého piitele z mladi. A tak kolem
r. 1848 zacal pro Jana novy tsek jeho Zivota. Vrhal se na velké a tézké
problémy matematiky v pfesvédéeni, Ze zde dosihne tychZ uspéchi
jako v theorii rovnobéZek. Jeho nedostate¢ny kontakt se soucasnym
stavem védy zpusobil, Ze se s prostou naivnosti poustél do problémii,
o jejichZ obtiZnosti nemél pravou pfedstavu. Chtél na p¥iklad dokazat,
ze se kazdd algebraicka rovnice da algebraicky fesit, nebo ze kaida
elementarni funkce miize byt integrovana pomoci elementirnich
funkeit ) a pod. Témto problémtim vénoval mnoho bezoddeché a takika
horeéné prace, kterou neinavné vedl, dokud mu téZka nemoc nevyrazila
pero z ruky. Zbytek Zivota prozil pak v bidé a opusténosti. :

27. Zhodnoceni. Na konci této kapitoly vénované objevitelim ne-
eukleidovské geometrie nam jesté zbyva podivat se blize, do jaké miry
rozvedl kaZdy z nich tuto disciplinu ve svych spisech, a zhodnotit tak
zasluhy téchto matematiki o novou geometrii.

42y Elementdrni funkce je nazev pro jisty obor realnych funkeci, ktery se da
vymezit takto (Haupt-Aumann: Differential- und Integralrechnung, dil II,
Berlin 1938, str. 51 —52):

1. Mezi elementarni funkce patfi konstanty (t. j. vechna redlna &isla) a iden-
ticka funkce (y = x).

2. Je-li f(x) elementarni funkee, pak také e/(?), In|f(z)| (pro te z, pro n&% je
f(z) =& 0), sin f(z), arcsin f(x) (v poslednim piipad& pro ta x, pro né% je |f(z)] <-1)
a R(f(z)) (kde R znamené ra¢iondlni funkei) jsou elementéarni funkce.

3. Ka¥dé funkce, kterd se da sloZit z konstant a funkce y = x aplikaci ko-
neéného poétu operaci uvedenych pod bodem 2, je elementarni funkce.

Z uvedené definice plyne, Ze mezi elernentarni funkce patfi také

»
a) funkee, je% se daji vyjadiit pomoci odmocnin, nebot na pk. g(x) = Vj(z) =
1
— ln|/(z)|
=e" (pfi éemZ definici funkce g(x) miZeme doplnit tak, %e pro c, pro které
: : el
jef(c) = 0, jest g(c) = lim e® = 0);
ZT~C
b) vSechny funkce goniometrické a cyklometrické, nebot na p¥.arccosz =

= a také viechny funkce hyperbo-

] . .
=g arcsin z a arctgx = arcsin

£
lické a hyperbolometrické, nebof lze psat na pf.sinhz = (e — ¢~%) a argshz =
=Injz + Ve + 1{ & podobn¥ také coshz = §(e* + ¢~*) a argchz =
=Injz + Vo2 = 1.
Elementéarn{ funkce maji tu vlastnost, Ze jejich derivace jsou opét elementarni

funkce. Naproti tomu funkce, jeji¥ derivace je elementédrni funkce, neni vidy
elementérn{ funkef.
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Zminili jsme se jiZz o tom, Ze pokud jde o prioritu objevu nové geo-
metrie, byly zde nejasnosti, které vznikly spi$e na zikladé dohadi nebo
nacionalnich tuZeb neZ na zakladé historickych fakt. Vyskytly se na-
zory, Ze Gaussovi pfipadd nejen priorita, ale Ze teprve jeho objevy
inspirovaly Lobacevského a Bolyaie k vlastnim dvaham. Byl to na pf.
znimy matematik Felix Klein, ktery ve svych Vorlesungen itber Nicht-
Euklidische Geometrie (1889—90) napsal:

,»Je mimo veSkerou pochybnost, Ze Gausstv vliv podnitil Lobadevského
1 Bolyaie k jejich badanim.** (1. vydani 1892, str. 175.)

Tomuto zavéru se zdily nasvédéovat nékteré okolnosti: otec
J. Bolyaie a Gauss spolu pfece studovali v Gottingach, oba se jiz tehdy
zabyvali zdklady geometrie a dikazy V. postulitu a pozdsji si o této
véci dopisovali. Pokud jde o Lobacéevského, byl mezi jeho uéiteli na
kazafiské université Bartels, Gaussiiv p¥itel z mladi, ktery i po odchodu
z vlasti byl s Gaussem v pisemném styku.

Na pfisludném misté jsme se jiz zminili, Ze podrobnéjsi historické
zkoumani ukazalo neopodstatnénost této argumentace. Bartels totiz
od r. 1808 nedostal az do svého odchodu z Ruska r. 1820 od Gausse
zadny dopis. PH tom Gausse opustila vira v jedineénost eukleidovské
geometrie teprve nékdy kolem r. 1816. Naproti tomu Lobac¢evskij jesté
r. 1815—16 stil pevné na pudé Eukleidovy geometrie a pokouSel se
o ruzné dikazy V. postulitu az do r. 1823, ani% by mél jiz podezieni, Ze
takovy diukaz neni moZny; tento fakt sim ukazuje, Ze Lobadevskij
nezvédél nic o Gaussovi od Bartelse, védél-li viibec saim Bartels néco
o Gaussovych vyzkumech. Teprve po usilovném badani v letech 1823
aZ 1826, jak jsme jiz fekli, se Lobatevskému podafilo rozetnout gor-
dicky uzel, kdyZ ukézal, Zze axiom o rovnobézkich neni k vybudovani
geometrie nutny. Ze Lobagevskij doSel ke svému objevu, aniz byl
Gaussem néjak ovlivnén, potvrzuje ostatné sim Gauss v nékterych
svych dopisech.

Pokud jde o J. Bolyaie, ukazuje se podobné, Ze dosel k neeukleidov-
ské geometrii Uplné samostatné. Jeho otec a Gauss se sice spolu jako
studenti gottingenské university zabyvali zaklady geometrie, aviak
v téchto otazkich byli iplné rovnocenni. V dopise z r. 1799 pi%e na
piiklad Gauss F. Bolyaiovi:

206



»Velmi mé mrz{, %e jsermn naSich n&kdejsich tzkych stykd nevyufil, abych
vice zv8dél o Tvych pracich v zdkladech geometrie; byl bych si tim byl jist&
uSettil mnoho zbyte&né ndmahy...* (Gauss [12], str. 159.)
Protoze z4dny z Gaussovych dopist, zaslanych F. Bolyaiovi mezi

1804 a7 1832 (kdy Jan vydal sviij Appendiz), se theorie rovnobézek
viitbec netykal, nemohl Jau zvédét od otce nic o Gaussovych myslen-
kdch zrodivsich se po r. 1804, tedy nic z toho, co by ho snad pfivedlo na
novou cestu. Podnét k celé Janové praci nevzesel nikterak od Gausse,
nybrz spiSe od otce, jehoZz v8echny snahy podat diukaz V. postuldtu
zustaly bez dspéchu. Vidéli jsme také, Ze pozdéji F. Bolyai zakazal
synovi zabyvat se theorif rovnobézek, takZe Jan, ktery se nenechal
odradit, byl odkdzan sam na sebe.

Nyni se postupné podivame, co viechno kaZdy ze t¥{ objeviteli ne-
eukleidovské geometrie z této nauky znal a kterych vécf z ni si hlavné
véimal, tak jak ndm o tom sv8dé¥i jejich vlastni publikované price,
pozistalost, dopisy a pod.

O Gaussovi nemédme mnoho zprav, protoZe nic nepublikoval. V jeho
pozustalosti bylo nalezeno nékolik listd papiru, na nichZ piilezitostné
zaznamenal nékteré svoje myslenky. Listy nejsou datovany, bylo vSak
mozno uréit pfibliZznou dobu jejich vzniku. Tykaji se téchto tii themat:
rovnobéZek (z doby asi 1831), imérnosti plochy trojihelnika a tGchylky
souttu jeho Ghla od 2R (kolem 1832) a objemu jehlanu (kolem 1840).

Rovnobézky definuje v podstaté tymz zpusobem jako Lobaéevskij
a jako jsme to udinili my v odstavci 17, kde jsme tyto pfimky nazvali
soubézkami. '

»Jestlie ptimky 4M ..., BN... se ne-
protinajf, naproti tomu viak kaZdé pfim- B N
ka prochézejici bodem A4 a le#fci mezi
AM... a AB protind pfimku BN..., pak
se piimka AM... nazyvd rovnob&Ziné
s pfimkou BN...* A M

(Gauss [12], str. 202.)

Nato nejdiive Gauss dokazuje, Ze tato definice je nezivisla na volbé
bodd A4 a B, %e rovnob&znost je vztah symetricky (Ze také BN je rovno-
bézna s AN) a transitivni, a posléze, Ze piimky v tomto smyslu rovno-
bézné se neprotinaji. Dile zavadi pojem korespondujicich bodi na
dvou rovnobéikach (viz nas odstavec 18, kde jsme tento pojem roz-
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gifili také na pfimky riznobéiné a rozbéiné), dokazuje, Ze jsou-li 4, B,
resp. A’, B’ korespondujici body vzhledem ke dvéma rovnobézkim,
pak je vzdy AA’' = BB’ a jsou-li dle body 4, B, C na tiech riznych
rovnobézkach a p¥i tom 4 a B, jakoZ i B a C jsou korespondujici, pak
také body 4 a C jsou korespondujici. Nakonec nazyva slovem ,,Trope*’
k¥ivku, jez se sklad4 z korespondujicich bodil na viech rovnobézkach
vedenych k dané pfimece. Jinde nazval tuto kiivku paracykl. Je zfejmé,
Ze tu jde o limitni kruznici.

Gauss déle zjistil, Ze t. zv. liggitnf trojahelnfk, t. j. trojahelnfk, jehoz
strany jsou po dvou soub&Zné, ma koneéné velky plosny obsah a sta-
novil vyraz pro tento obsah. Védél dale, Ze jeho velikost je pfi tom
supremum ploSnych obsahi vsech trojuhelnikid neeukleidovského
prostoru, a pomoci velikosti tohoto limitniho trojuhelnika vyjadril pak
ploSny obsah libovolného trojihelnika. Pokud se tyce stanoveni obje-
mu &tyfsténu, odvodil Gauss jeho analytické vyjidifeni jen ve special-
nim piipadd, kdy totiz kaidd sténa Ctyisténu je pravouhly troj-
uhelnik.

O objemu obecného étyfsténu se zmmu]e v dopise F Bolyaiovi (psa-
ném r. 1832 soucasné s posudkem Janovy prace), kde piSe, Ze jeho
stanoveni nen{ zdaleka tak snadné jako stanoveni ploiného obsahu
obecného trojahelnika, a pfedklada tento problém mladému Bolyaiovi.

Toto je vie, co nalézime v Gaussové pozustalosti, kromé drobnych
poznamek o absolutni mife délek, o sou¢tu uhli v trojtihelniku a o sfé-
rickych trojahelnicich, jez jsou roztrouseny v jeho dopisech.

Nynf se obritime k Lobacevskému. Ve svych spisech rozvinul novou
geometrii jak syntheticky, tak analyticky; k nejzavaznéjsim vysledkim
dosel vSak analyticky.

Po rozboru chybnych dikazi Légendrovych a Bertrandovych se
pokusil odstranit vazné nedostatky v budovani samych logickych za-
kladi geometrie a proto nékteré jeho spisy (O nacalach geometriz,
Novyje nadala geometrii) poéinaji vykladem téchto zdkladd, ovSem
jesté ne piisné axiomatickym. Po vykladu absolutni geometrie zavddi
predpoklad, Ze soudet Ghli trojahelnika neni roven z, a odvozuje hlavni
dusledek — existenci asymptotickych pfimek (soubéZek), které nazyva
rovnobézkami. Jejich pomoci zavadi pak limitni kruznici a limitni
kouli a ukazuje, Ze na ni plati eukleidovska geometrie.
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Tato vlastnost dovoluje Lobafevskému zavést na limitni kouli tri-
gonometrii, kterou pak pfevaddi na neeukleidovskou rovinu pomoci jim
zavedené funkce I7(r) (thel soub&znosti). Studiem zavislosti stran
a 1hld rovinného trojihelnika a rozvinutim trigonometrie neeukleidov-
ské roviny opousti synthetickou methodu.

V dalsim odvozuje analytické vyjadfeni funkce I1(z), totiz

tgll(z) = a=2, *)

a jeji vlastnosti, jako na pF.

m/ll(z) = i\in:,
z—0
lim/7(x) = 0,

II(@ + b) + I(a—b) = i,
sinlI(z) . sinll(y)
1 + coslI(z) . cosli(y)’

Dale ukazuje, Ze volime-li strany trojuhelnfki velmi malé, takZze mu-
zeme v analytickych vyrazech zanedbat jejich vy3§i mocniny, dosta-
vame se k obycejné eukleidovské geometrii.

sinfll(z + y) =

Po trigonometrii se vénuje
neeukletdovské analytické geo-
metrii. Piitom vedle polar-
M M x % nichsoufadnic uziva jests t¥
riznych soufadnych systé-

Yy Y mi, které v eukleidovské
] ] ] roviné splyvaji v systém je-
diny — systém kartézsky.
a. b. c. Prvni systém, ktery mi-
Obr. 143. Zeme nazvat pravouhly (viz
obr. 143a), bere za prvni sou-
fadnici tsek na prvni ose a za druhou piisluSnou useéku na kolmici
spusdténé na tuto osu z vysetfovaného bodu.

Druhy systém, ktery se dnes oznaluje jménem Beltramiho (viz obr,

143b) bere za soufadnice seky na obou osich, zatim co tfeti systém

43) Konstanta a > 0 jezde libovolni, podobné jako ve sférické geometrii miZeme
libovolng volit polom&r koule, na ni? tuto geometrii uvafujeme.
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t. zv. systém ekvidistantnich soufadnic (viz obr. 143c) bere za soufad-
nice pifsludné tsecky na obou kolmicich spusténych na osy. V prvni
soustavé jsou kiivky x = const. kolmice na osu z a y = const. jsou
ekvidistanty osy z. V druhé soustavé jsou z = const., resp. y = const.
kolmice na osu y, resp. z, kdeZto ve tfetf jsou to ekvidistanty pislus-
nych os. ’ /

V téchto riznych soufadnych soustavich odvozuje rovnice pfimek,
kruZnic a limitnich kruZnic. Je zajimavé podotknout, Ze Lobadevskij ve
svych spisech nikde nestudoval ekvidistantni kfivku ani plochu.

V dalsim se pak zabyvé vypodty délek tsedek a oblouki, na pf,
kruZnice a limitni kruZnice, a vypoéty ploSnych obsahi. Ukazuje, Ze
trojihelniky s tymZ souétem whla maji tyz obsah, Ze obsah trojuliel-
nika je pfimo dmérny jeho defektu (t. j. rozdilu souétu jeho Ghli od =),
a stanovi formule pro obsah pravouhlého, pozdéji pak obecného troj-
thelnika, pro obsah kruhu,*) pro utvar omezeny obloukem limitni
kruznice a dvéma jejimi osami, pro kulovy pis atd. Dale podita objem
riznych prostorovych utvari, jako na pf. objem limitnfhe trojbokého
jehlanu, jehoZ ramena jsou soubéZni a jedno z nich kolmé na rovinu
podstavy tvaru pravouhlého trojihelnika, a objem limitniho kuZele
(s povrchovymi piimkami soubéZnymi), jejichz pomoei pak stanovi
objem rotadnich téles, isede limitni koule a pozdéji objem jakéhokoli
jehlanu a kuzZele.

Ackoli Lobaéevskij nechtél objevovat novd Feleni omezenych inte-
grala, jak mu to vytykal Ostrogradskij, pfece se velmi zajimal o apli-
kace nové geometrie na analysu, zejména na integralni pocet. Jak jsme
jiz Tekli, vidél Lobadevskij v tom, Ze pomoci své geometrie znovu
a jinym zpisobem odvodil znamé jiZ integraly, jako na pf. integral
Légendriw

n

x cosz dx

= 4n In(1 + cosr),

Vsin’x — sin®r
f.
dikaz, %e jeho nova geometrie je logicky bezespornd a soudasng
také, Ze jest aplikovatelnd uvnitt samé matematiky. Tato jeho FeSeni

*4) V Loba&evského rovin¥ neni pom#r obvodu kruZnice k jejimu pramsru ty
pro viechny kruZnice, jako tomu je v rovind Eukleidova.
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prinesla viak piece néco nového. Objem kaZzdého télesa Lobaéevského
prostoru se dé stanovit integrilem fefitelnym elementarnimi funk-
cemi*®) a Lobatevskym za.vedenou transcendentni funkei L(z)

(— 1)k—1

L(z) = xln2——éz—)—— sin 2kz,

pro kterou plati
L(z) = —flncostdt
jestlize je
— i< 2 < .

To, Ze objem jednoho a téhoz télesa bylo lze pomoci nové geometrie
stanovit riznym rozkladem na elementarni &asti a v riznych soufad-
nych soustavich, umoznilo Lobatevskému prevadét nékteré integrily
na jednodussi a timto zpisobem Lobaéevskij skuteéné nasel nova fe-
8eni integrila. P¥i tom se mu mnohdy podafilo naznaéit, jakym zpiso-
bem lze k uvedenému feeni dojit také disté analyticky, i kdyZ nejcéas-
téji nesrovnatelné obtiZnéj&i cestou.

Témto otdzkdm vénoval zvlastni spis, totiz Primenenije voobraZae-
moj geomelrii k nekotorym integralam, ktery v sebranych spisech zabira
pres 100 strinek. Je dost méalo zndmo, Ze integrily, které Lobadevskij
spotital pomoci nové geometrie, jsou pojaty do mnohych sbirek a ta-
bulek omezenych integralii, uréenych pro potfebu fysikd a inZenyri.

Vétsina z nich se totiZ opird o tabulky Bierens de Haana,*) prvnich
to tabulek podobného druhu. V jejich prvnim vydéni jsou bibliografic-
ké odkazy na prameny, z nichz Bierens de Haan &erpal, a z nich je
patrno, Ze pies 200 integrali bylo pievzato od Lobacevského, z nej-
vétsi &asti z jeho spistt VoobraZaemaja geometrija a Primenenija voobra-
Zaemoj geomelrit k nekotorym integralam, vedle toho viak také z daldich
dvou spist, totiz Sposob uverjatsja v iséezanit beskoneénych strok i peé
(1835) a Sur la probabilité des résultats moyens (1842).

Nakonec shrneme je$té vysledky Jana Bolyaie. Jeho Appendiz
zadind pojmem soubéZnych pi{mek a odvozovanim jejich zaklad-

45) Viz pozn. 42), str. 274.
48) Bierens de Haan: Tables d'intégrales définies. Verhandelingen der Konin-
klijke Akademie van Wetenschappen (Amsterdam), Deal IV, 1858.
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nich vlastnostf. Déle Jan Bolyai ukazuje, 7e¢ ke dvéma soub&i-
kam existuje vidy isogonalni tiseéka (s koncovymi body na soubéz-
kéch) a Ze jeji osa je s obéma pfimkami soub&zna, a podobné jako Gauss
zavad{ pomoci korespondujicich bodi na soubézkach pojem limitni
kruZnice a limitni koule (J. Bolyai je oznaduje jako L-kfivku,resp.
F-plochu). Dale dokazuje, ze kdy% alespoii v jednom pifpadé majf sou-
béZné piimky soudet vnitinich Ghli po jedné strané pricky rovny 2R,

Bj 4 c’
E
F 6 °
H
B A C
Obr. 144. Obr.1 45.

pak je tomu tak v kazdém piipadé a neni tomu tak nikdy, jestliZe tomu
tak neni alespoii v jednom pifipadé. Touto cestou nachdzi rozdil
mezi eukleidovskou a novou geometrii a zavadi t. zv. absolutni geo-
metriid?) (jako spoleénou &ist obou téchto geometrii). Ukazuje, Ze
v eukleidovské geometrii prechdzi L-kifivka v piimku a Ze v nové
geometrii uréuji kazdé dva body na F-ploSe pravé jednu na nf leZici
L-ktivku a Ze F-plocha s témito L-kfivkami jako pfimkami se #di
eukleidovskou geometrii. Nato odvozuje zdkladni trigonometrické
vztahy neeukleidovské roviny a ukazuje, Ze sférickd trigonometrie se
d4 vybudovat nezivisle na Eukleidové axiomu o rovnobézkich. Odvo-
zuje také zdkladni formule analytické a diferencialni geometrie, for-
mule pro délky obloukt, obvod kruZnice a pod. Zjistuje ddle, Ze troj-
thelniky téhoZ plodného obsahu maji tyZ soucet hla a Ze plochy troj-
thelnika se majf k sobé jako jejich defekty.

Ve svém vykladu se vénuje také konstruktivnim tdlohdm. Uvedeme
zde dvé Bolyaiova fefeni takovych dloh (original viz Stédckel [11], str.
209 —210, §§ 34, 35).

17) Nézev absolutni geometrie pochézf od J. Bolyaie.
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Méme-li bodem P k ptimce p vést soubézku (viz obr. 144), pak spus-
time z P na p kolmici, mimo patu P’ zvolime libovolné bod 4 a na
kolmici k p vedenou bodem A spustime kolmici PP”. ProtoZe je
P"P > AP, protne kruZnice opsani kolem bodu 4 polomérem P"P
pifmku PP’ ve dvou bodech, jeden.z nich oznaéme B. Nyni je jiz
X ABP’ = II(PP’) (pouZivime Lobaédevského symboliky).

Druh4 tloha: Méme-li vést kolmici na rameno ostrého thlu tak, aby
byla soubézna s dcuhym ramenem, ¢ili mame-li obracené k predchéizejici
tloze nalézt k thlu & délku e tak, Ze I1(a) = «, pak postupujeme
takto:

Zvolime usetku AB (viz obr. 145) tak, Ze [I(AB) > « (uZijeme
predchozi konstrukece), na (4 B)* uréime bod C tak,Ze AB = AC, body
B a C vedeme soubdt’ky BB a CC’ k AA’ | AB. Dovnit¥ Ghlu
< B’BA naneseme thel <t B'BD = « a dovnitf dhlu < (CC')(CA)*
thel & C'CE = o. P¥imky BD a CE se vidy protnou. Je-li F jejich
prisedik, nanesme na polopiimku (FB)* tsetku FG = CF. Pilici
bod H usetky GB mé tu vlastnost, ze II(BH)= «. (Dtukazy obou
konstrukef zde neuvidime.)

Nakonec J. Bolyai udava konstrukei étverce, jehoz ploSny obsah je
stejné veliky jako obsah limitniho trojihelnika. Ukazuje, Ze se d4 také
sestrojit kruZnice s tym? obsahem, tak%e dochdzi k pfekvapujicimu za-
véru, Ze vneeukleidovské geometrii existujf kruZnice, k nimzZ lze pomoci
pravitka a kruZitka sestrojit étveree o stejném-obsahu. Tuto vlastnost
nemaji viak “vééchny kru¥nice neeukleidovské roviny.
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ZAVEREM

Jak jsme jiZ fekli v ivodu, bylo hlavnim dkolem této knizky zaby-
vat se neeukleidovskou geometrii Lobacevského po matematické
strdnce. Vymykalo se proto ramci této kniZky rozebrat podrobnéji
vyznam Lobaéevského geometrie pro mechamkuafymku nebo filosofii,
ackoliv nejzavaznéj$ich véci jsme se dofIZIi' na nékolika mistech Tia-
geho vykladu,

Presto v3ak, Ze jsme se zabyvali neeukleidovskou geometrii Loba-
devského pouze po matematické strance, mnoho z toho, co by se dalo
jesté fici, zistalo nadi knizkou nedotéeno. V tomto ohledu jsme podali
skuteéné jen zaklady neeukleidovské geometrie. Omezili jsme se pouze
na to, abychom ukézali na logickou strukturu zékladnich pojmi, a po-
kusili jsme se vytknout viechno to, co mé geometrie Eukleid6va spo-
le¢ného s geometrii Lobadevského. Pfi té prfileZitosti jsme hledéli
étenafe seznamit s axiomatickou methodou, kterd méa tak velky vy-
znam pro dneini matematiku a k jejimuZ plnému rozvinuti dal snad
prvy podnét pravé objev neeukleidovské geometrie. Doufime, Ze po-
mérné snadni litka elementdrni geometrie Stendfi piistup k axioma-
tické methodé jen usnadnila.

Lobacevského geometrie nalezla Siroké uplatnéni uvnitf samé
matematiky, zejména v theorii funkci komplexni proménné. Uva-
zime-li jeSté aplikace nové geometrie na integralni pocet, jak je podal
sam Lobadevskij, vidime, jak hluboka byla slova tohoto genialniho
matematika: ,, 47 je tomu jakkols, novd geometrie, jejiz zdklady jsou zde
poloteny ... a jiZ nelze uZit k praktickym méfenim, odkrijvd nové a Siroké
pole vzdjemnyjch pisobeni geometrie na analysu a naopak.*‘4?) Tato pred-
povéd se plné potvrdila celym daliim vyvojem matematiky. Geo-
metrie se rozvinula a pronikla matematikou takovou mérou, Ze se dnes
mluvi o obdobi geometrisace matematiky, zatim co minulé stoleti
bylo plné ve znameni jeji aritmetisace.

Neeukleidovskd geometrie znovu ukazala, Ze afkoli se velké mate-
matické ideje rodi v hlubinich abstraktni mysli ¢lovéka, jakoby od-
Hznuty od bezprostfedni reality materislniho, konkretniho svéta, ve
skuteénosti jsou 8 nim spojeny tisicerymi svazky. Pravé timto spoje-

4%) Lobadevskij [5], str. 209—210.
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nim, které tvoii z tviréftho rozletu abstraktni matematické fantasie
konkretni poznavani materidlniho svéta, li§i se plodné matematické
ideje od prazdnych logickych spekulaci.

" Dnes médme jiz celou fadu réiznych geometrii. Jestlize geometrie
eukleidovskd je_idealisaci nadich prostoravych predstav ziskanych
zkuéenostmn v méfitku nadf zemékoule nebo sluneénf soustavy, pak
nemiize tato geometrie pHlis presa,hova.t dané méfitko na tu neb onu
stranu, t. j. nemiiZe se vztahovat plné na hlubiny vesmiru ani na po-
chody odehrévajici se v mikrosvété atomi a molekal.

Jestlize vyjdeme z téchto mezi, potom musime, jak to ukazuje sou-
dohj _fysika, aplikovat daleko slozit8jsi systém, neZ je Lobacevského
geometrie. Tim spife pak nelze mluvit o jediné neproménné geometrii,
jednou pro vidy vystihujici celou rozmanitost prostorovych vztahd,
které nafe poznivani odvozuje z obklopujiciho nds materialntho svéta.
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