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UvobD

Pythagorova véta,*) kters udavé vztah mezi pfeponou a obéma od-
vésnami, byla znima vespecidlnim tvaru jiZ delsi dobu pfed Pythagorem.
Sta¥{ Indové pouzivali k vytydéovani pravych uhla v pfirodé trojiahel-
nfku pravotihlého, majiciho délky stran 5, 12, 13 jednotek. V Egypté se
k témuz Géelu pouZivalo trojahelniku o stranich 3, 4, 5 jednotek.
Tento trojihelnik jako pravoihly byl zndmy dédvno pfed Pythagorem
i Cifiantum. V&d&lo se tedy, Ze trojahelniky o t&chto stranich jsou pra-
vohlé a tu miZeme takika s uréitosti pfedpokladati, Ze jiZ tenkrat si
poviimli toho, Ze o ¢islech vyjadiujicich délky stran téchto pravo-
thlych trojuhelnfkd plat{ tyto rovnice: 52 = 32 | 42 a 132 = 122 4 52
Jakmile si viak toto uv&domili, tim jiZ vlastné znali speciilni P. v.
Piimyslime-li si je&té, jak snadno se odvod{ platnost této véty pro pra-
vouhly trojahelnfk rovnoramenny (viz obr. 11), vidime, Ze tim v&im
byla ji% p¥ipravena pida pro dikaz véty platici o ka¥dém trojahelnfku
pravoihlém a bylo jen otdzkou éasu, kdy bude ditkaz proveden. Ten se
podafilo provésti Pythagorovi nebo, a to se zd4 byti pravdépodobnéjsi,
nékterému z jeho Zaku.

Pythagoras pochdzel z ostrova Samos a Zil asi v létech 580—508
pf. Kr. Za svého mladf podnikl pravdépodobné — jak bylo u tehdejsich
feckych filosofd zvykem — cestu do Egypta a Mesopotamie. Pozdéji se
prest&hoval do jiZni Italie, kde méli Rekové své osady, a zde v Krotonu
zaloZil svou slavnou kolu. Jeho Zaci, jim# ¥kime Pythagorejci, Zili
pohromads a ¥{dili se riznymi pfisnymi pfedpisy, které nim v mnohém
pripominajf pozdéj¥f Zivot v klastefich. Mimo jiné byli vegetariiny,
dodrZovali celibat a vSichni se stejnym zptisobem odivali. Tato 8kola se
viak dlouho neudrZela. V&ichni pry byli i se svym mistrem vyvraZzdéni.
Byla pozdéji opét vzkiiSena a stoupencim jejim ¥fkdme Novopytha-
gorejci.

Pythagoras sém ni¢eho nenapsal a proto je nynf velmi t€zké roz-
hodnouti, co z uéeni Pythagoreject médme pfitknouti Pythagorow 88-

*) Pro struénost budeme prost® pséti P. v. nebo v. P.



mému a co jeho Zakdm. Proto nevime také, komu vdéé¢ime za dikaz
slavné P. v. Pythagoras byl viak tak vynikajici zjev, Ze si zaslouZi
opravdu, aby véta, k jejimuZ ditkazu prispél aspoil nepifimo zaloZenfm
proslulé skoly, nesla jeho jméno.

Svédéf o hloubavém duchu starych Reki, %e se nespokojili s pro-
vedenfm dikazu P. v., ale poloZili si hned dalsf dGlohu: Najiti viechny
pravoahlé trojahelniky, jejichz délky stran jsou vyjidfeny &isly ce-
lymi. (Takovymto trojihelnfkim #ifkdme .ted trojihelniky pytha-
gorské.) Nebylo to pravé nahodné, Ze si tento problém poloZili, nebot
dva takové trojiuhelniky byly zndmé z doby pfed provedenim dikazu
P. v. a piimo se vnucovala otdzka po existenci daliich takovych troj-
uhelnfkd, a pak Pythagorejci se zabyvali jen ¢isly celymi a jejich po-
méry. To, jak uvedeny problém rozlustili, musf v kaZdém vzbuditi
tictu i obdiv. Osvétleme si pongkud presnéji, o& v podstats jde. Jestlize
oznaéime odvésny z, y a pfeponu z, pak tu méme vlastné Fesiti ¢isly
celymi neuréitou rovnici 22 + y? = z%. Pythagorejci nalezli toto Fedeni:
x=2a+1, y= 2a®>+4 2a, z = 2a* + 2a + 1, kde za a miZeme do-
saditi jakékoliv &slo celé, kladné. Pfesto, Ze v téchto vzoreich nejsou
obsaZena vechna YeSenf neurdité rovnice (nemuZeme z nich na pf.
dostati Fe¥enf 8, 15, 17), musime uznati, Ze tim podali vykon na teh-
dejsi dobu pozoruhodny. Touto tlohou se pozdéji zabyval i zndmy
fecky filosof Platon (Zil 427—347 pf. Kr.) a nalezl toto fefeni: z =
=a? — 1,y = 2a,z = a® + 1. Tyto vzorce jsou proti d¥v&j&im mno-
hem jednodussf a podobaji se vzorciim uvidénym v moderni theorii
&fsel: x = a® — b%, y = 2ab, z = a® + b%. Ale ani Platonovy vzorce ne-
zachycuji viechna FeSeni, nebot v nich nenf na p¥. obsaZeno Fedeni
7, 24, 25.%)

V dobé soumraku celé starovéké kultury se na matematickém nebi
zaskvélo nékolik hvézd a jednou z nich byl Diofant. Ten si poloZil tuto
ulohu: Mezi pythagorejskymi trojuhelniky najiti dva, jeZ maj{ tuté
pieponu. Vyjadiime-li dany poZadavek rovnicemi, vidime, Ze tu bé&z{
o fefeni této soustavy neurditych rovnic: 2 + 32 = 22, u? + v? = 22
Diofant tuto soustavu velmi elegantné a elementdrn& rozfetil a na z4-

*) BIliZ% poudeni o t&chto i jinych neurditych rovnicich najde ¥tenal
v knf¥ce Jan Vy#in, Neurdité rovnice, kterd vySla rovn&Z v této sbirce.
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kladé fesenf ukdzal, Ze existuje neséisiné mnoho dvojic takovyeh troj-
thelntki.

Tim v&im viak zdjem o v. P. a o problémy s ni souvisejicf nijak
neutuchl & matematikové se znovu k ni vraoceli, vymysleli pro ni nové
a nové dikazy a snazili se ji zobecnit. A tak médme jiZ asi 50 dikaza
P. v. a nékolikeré jeji zobecnéni, a to vie svéddf o jejim velikém vy-
znamu. Geometrie bez P. v. je viibec nemyslitelna.



i. DUOKAZ VETY PYTHAGOROVY

A) Euklidav dikaz P.v. (Dikaz proménou ploch.) Tento dikaz se
opfré o vétu:

Dva trojthelniky si jsou rovny (t. j. maji tentyZ obsah), jestlize
se shoduji v jedné strané a k ni p¥sluiné vysce.

Obr. 1.

V obr. 1 je ABC pravouhly trojihelnik a nad jeho stranami jsou
sestrojeny étverce BFGC, ACHK, AEDB. Vrchol C spojme s bodem D
a vrchol A s bodem F'. Vy&ka pravoihlého trojihelnika rozdéli étverec
nad pfeponou na obdélniky AEMJ, BJMD. Ve &¢tverci BFGC nary-
sujme posléze thlopiiku CF. Nyni plati
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ABF = DBC, nebot AB = DB, BF = BC,
X ABF = 90° + f = < DBC.
Viimnéme si, Ze podle prve vyslovené véty o rovnosti dvou trojihel-
nfka je

DBC = DBJ a téz BFA — BFC a tudiz DBJ = BFC.

Ale DBJ = $MDBJ a podobné BFC = $BFGC a proto MDBJ =
= BFQC.

K tomuto vysledku miZeme pfipojiti jiny, ktery by se odvodil
uplné stejnym postupem: EMJA = ACHK. Seltenfm obeu téchto
&dsteénych vysledkd obdriime

AEDB = BFGC + ACHK.

Slovy vyjadieno: Ctverec nad pfeponou pravoihlého trojihelntka rovnd
se soultu Ctverct, nad obéma odvésnami.

Rovnici vyjadfujici P. v. miZeme dati jednodussf a ponékud pe-
hlednéjsf tvar, jestliZe zavedeme, jak je zvykem, toto oznadeni:
AB = ¢, BC = a, AC = b. Pak dostaneme

¢t =a?+ b,
coz je obvykly tvar P. v. psané rovnici.

B) Dikaz véty obrdcené. Nyni jsme si dokézali, Ze pro pravouhly
trojthelnfk platf P. v. Zbyva jeité dokazati, ze tato véta platf jen a jen
pro trojahelnik pravouhly (a Zadny jiny).

Abychom si véc, o nfz nam ted pujde, bliZe vysvétlili, uvedu zde
piklad. Zvlistnf piipad étyrihelniku je lichobéinfk rovnoramenny,
a tomu miZeme opsati kruznici. Nynf je otdzka: MiZeme opsati kruz-
nici jen lichobéZniku rovnoramennému a Zidnému jinému é&étyrihelnfku
nebo existuje jeSté néjaky, jisté Ze zvlastni étyrahelnik, jemuZ se d4
taky kruZnice opsat? V tomto piipadé je odpovéd snadn4, nebot vime,
ze kruZnice se di opsati kazdému &tyrthelniku tétivovému. Mame-li
tedy &tyrihelnfk, jemuZ lze kruZnici opsati, nemizeme tvrditi, Ze tento
étyrihelnik je rovnoramenny lichob&znfk.

A taté? otdzka se naskytd i zde. Plati P. v. jen pro trojahelntk
pravoihly nebo existuje jesté néjaky, jisté, Ze zvlastnf trojuhelnik, pro
néjz tato véta plati? Jinak Fefeno, mame-li trojihelnik, o némz plati
P. v., miZeme se odvaZiti tvrzeni, Ze to je trojahelnik pravouhly?



My si v dalim ukéZeme, Ze P. v. plati vskutku jen pro trojahelnik
pravouhly a Zidny jiny.

Jestlize mdme néjaky trojahelnik, pak uhel y, leZici proti strané c,
muZze byti bud ostry nebo tupy a nebo pravy. V tomto poslednim
piipadé plati o stranich trojihelnika P.v. V&impéme si nynf bliZe
prvnich dvou pfipadi.

1. y < 90°. Zde musime rozliSovati 2 rizné pipady: y neni v da-
ném trojithelniku tihel nejvétsf a y je v daném trojhGhelniku dhel nej-
vétsf.

a) ¥y < 90° a neni v trojuhelniku dhlem nejvétdim. Nejvétsim
thlem je pak jiny thel tfebas x. Ponévadz y < «, musf platiti

¢ <a tli & < a?
a tim spide plati
2 < a4 B

b) y << 90° a je to zhdrovell nejvét¥i ihel v daném trojthelniku.
Potom vy&ka jdouci vrcholem B (obr. 2a) rozdéli trojahelnik na 2 troj-
ahelniky pravoihlé, pro néz platf P. v. Oznadme tuto vysku z a tsek
na strang b pfilehly strané a oznaéme y. I plati

r <a atéz y <b
&k

< a* a téZ y* < b2
Sedtenim obou téchto nerovnin dostaneme x2 4 y? < a* + &2 &ili
c? < a? + bi’

nebot z? + y? = c¢%. Vidime, Ze o strané ¢ plati nerovnost ¢? < a® + b?
vidy, jakmile Ghel y < 90°.

(54

Obr. 2b




2. Predpoklidejme nyni, Ze y > 90° (obr. 2b). Spustme opét
s'vrcholu B vysku, kterou oznadéime x a vzdalenost jeji paty od vrcholu
C oznaéme y. Tu plati

=z (b4 y)2

Na pravé strané této rovnice po povyseni miZeme vynechati ¢len 2by
a obdrzime pak tuto nerovnost

2> 2% + y? 4+ b2
Ale to miZeme psiti v tvaru
02 > a2 + b2’
nebot a? = x? + y2. Tim jsme vlastné dokazali, Ze pro stranu c, ktera
je protilehld tupému vhlu ¢ plati ¢? > a® + b2
Nynf si zopakujme vysledky, k nimZ jsme aZ dosud dospéli. Doké-

zali jsme, jestlize

y = 90°, plati ¢z = a® 4 b2,

y < 90°, plati ¢* << a® + b?,

y > 90°, plati ¢® > a® + b2
Jiny piipad jiZz nastat nemtze a proto P. v. plati vskutku jen a jen pro
trojiihelnik pravohly.



2. ROZSIRENI PYTHAGOROVY VETY

a) V nasledujicim budeme potfebovati tuto vétu:

Pravidelny n-ihelnik je jednoznalné uréen jednim prokem.

Nejprve si ukdZeme, Ze tato véta plati, je-li uréovacim prvkem
polomér kruZnice opsané. Spojime-li totiz jednotlivé vrcholy pravi-
delného n-thelnika se stfedem kruZnice opsané, rozdéli se n-tihelnik
na n shodnych stfedovych trojahelnikia. Jejich tihel p¥i stfedu’je %
Je-li tedy pravidelny n-ihelnik dén polomérem kruznice opsané, roz-
délime plny uhel pti stfedu jejim na n stejnych dili. Ramena téchto
hld naim vytnou na kruZnici vreholy Zadaného n-thelniku.

~ Je-li dan pravidelny n-uhelnik jinym uréovacim prvkem, sestro-
jime nejprve podle pfedeslého libovolny pomocny pravidelny n-thelnik
a pak pomoci podobnosti n-thelnik hledany.

Pro nés mé pravé dokdzana véta ten vyznam, Ze z ni vyplyva, e
pravidelny n-thelnik je jednoznadéné uréen svou stranou a,. Potom
vSak jeho obsah P, je pfimo imérny &étverci této strany, t. j.

P,=k,.a2,
kde k, je néjaké &islo zavislé pouze na 7 a nikoliv na délce strany a,,.
Tak na pifklad:

Py

P, =a’ tudiz k, = 1,

ol V_f tudfs &y = 143

~

P." =as. ﬂ2/§ tudiz k¢ = 371/3 atd.

b) Toho vSeho pouZijeme nynf k roziffeni P. v. Rovnici
¢t = a? + b2
¢imz obdrzime
k. = k,a® 4 kb2 )
Ale vyrazy k.2 k,a? k,b* ndm vlastng predstavuji obsahy pra‘,videl-
nych n-thelnikt o stranach ¢, a, b, jez jsou mezi sebou podobné. Tim
jsme dospéli k roziffené vété Pythagorové:

znasobme éislem %

n?

10



Pravidelny n-thelnik nad preponou rovnd se soultu -pravidelnijch
n-thelnikid nad odvésnamsi.
c) Jinou zajimavou vétu dostaneme, jestlize rovnici
| ct=a%+ b
znasobfme } Ludolfova &sla. Dostaneme
T T

Tea_ T T
4c—4a—{—4b.

Aviak souéigy %c’, Z(ﬁ T jsou vlastné obsahy kruhti o polo-
mérech }c, }a, 3b. Podle toho mu%eme vysloviti v&tu, jeZ je novym
rozéffenim P. v.:

Obsah ‘kruhu opsaného nad pFeponou jako nad primérem je roven
soultu obsahit obou kruh®t podobné sestrojenyjch nad obéma odvésnams.

d) Této véty pouZijeme v dalsfm. Starofeéti matematikové se po
celd staleti snaZili provésti kvadraturu kruhu. To je tloha sestrojiti
¢tverec (nebo jiny rovinny obrazec kbery by se dal néjakym zpisobem
proméniti ve étverec) téhoz obsahu, jako ma dany kruh. Ted jiz vime,
Ze to je uloha nefesitelnd. Oznaéime-li totiz polomér kruhu r a stranu
hledaného ¢tverce x, musf platiti

22 =nr? Gl x = rVr—l:,
kde = je Ludolfovo ¢islo. O tomto &islu viak ted vime, %e se ned4 na-
rysovati Gsecka, jejiz délka by byla = cm. MiiZeme narysovati Gsecku,
jejiz délka je vyjadiena &fslem velmi blizkym Ludolfovu éislu, ale na-
prosto pfesné znazorniti toto ¢fslo tsetkou nemuZeme. Neumime-ki
sestrojiti tuto délku, tim vice ndm bude piusobiti obtiZi sestrojeni
tisedky |/=.

O této nesnazi viak staroredti matematikové nemséli tuseni a za-
byvali se kvadraturou kruhu velmi
usilovné. Pfi tom Hippokrates (po-
chézel z ostrova Chios a Zil v 2. polo-
viei V. st. pf. Kr.) pfiel na zajimavou
véc, a tu si nyn{ vyloZime. )

Nad pfeponou i nad odvésnami
pravoihlého trojahelniku sestrojme
pulkruznice tak, jak je zndzornéno Obr. 3




v obr. 3. Tak vzniknou dva obrazce tvaru mési¢ki (na obr. jsou vysra-
fovény) a Fika se jim mési¢ky Hippokratovy. Soucet jejich obsahii vy-
podteme tak, Ze k obsahu trojihelnfka pfi¢teme obsahy obou polo-
kruhid nad odv&snami a vznikly souc¢et zmensime o obsah polokruhu
nad pfeponou. Pocetné:

2 2 2
Mzc%b+m E‘L ¢

8 8 8°
Posledn{ trojélen v tomto vyrazu je podle posledni véty roven nule
a vysledek je M = 3a.b. To je viak obsah daného trojihelnika.
Hippokratovi se tudiZ podafila kvadratura dvou mési¢kd. Je zcela po-
chopitelné, Ze Hippokrates byl timto objevem mile piekvapen a Ze si

od toho velmi sliboval pro hlavni problém, kvadraturu kruhu.
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3. VETY EUKLIDOVY

a) V pravodhlém trojuhelniku ABC sestrojme vysku v = CD.Ta
nam nad trojihelnfk rozdéli na dva trojihelniky pravoahlé. Pro troj-
uhelntk ACD plati véta Pythagorova (obr. 4):

2= bt — o2,
Pro obsah pravouhlého trojahelnika
plati dva vzorce
ab v

P:-E-Z—TZ-,

z GehoZ plyne v = 9—;—b. Dosadime-li

tuto hodnotu do pFedchozi rov-
. . o b .
nice, dostaneme po uprave et = = Zbavime-li se zlomku a odmoec-

nime, dospéjeme k rovniei
¢ c = b

(Rovnice ¢,¢c = — b? nema zde vyznamu.) Toto je jiz Euklidova véta
o odvésng, které také Fikdme 1. véta Euklidova. Vyjadiime ji slovy:

Ctverec nad odvésnou rovnd se obdélniku sestrojenému z pFepony
a prilehlého dseku.

b) Z obrazku snadno vydteme, Ze plati tyto rovnice:
2 = b — o2,
ci = a? — o2
Jejich se¢tenim dojdeme k rovnieci
+ci=a’+ b2 — 7
kterou muzeme takto upraviti

ey + €3)* — 2¢,¢, = 2 — 202
éili

€,Cs = V2

13



Tak jsme dospéli k Euklidové vété o vysce (t. zv. 2. E. v.), jez vy-
jadfena slovy zni:

Ctverec nad vydkou pravoihlého trojuhelnika rovnd se obdélniku se-
strojenému z obou tsekn pfepony.

¢) V&t Euklidovych se pouzivad v 1. fadé k proméné obdélnika na
dtverec. V obr. 5a je tato loha provedena na ziakladé 2. E. v, Obdélnik
ABCD je dén, ¢tverec DFGH je vysledek. Jakysi ,,most** mezi danym
a vysledkem je pravothly trojihelnik ECF, jenz je uréen svymi tseky
na pfeponé (jsou rovny stranim daného obdélnika). Tedy pifepona
EC = AD + DC. K uréen{ 3. vrcholu pouZijeme zndmé véty o obvo-
dovém thlu nad primérem (véta Thaletova).

Eem T T T~
7/ G \\
e AN
/s \
/5 \
[ \
15 N -
£ \\ D S H Cc A DS B
\\\ AB=a, AD=b
A 8
Obr. 5a Obr. 5b

Jiné uziti E. v. spodiva v grafickém uréeni 3. méfické tmérné.
Méjme na pf. sestrojiti isetku = = ]/a_b. V obr. 5b je fefenf provedeno
pomoci 1. E. v. Je tam sestrojen pravouhly trojihelnik, jehoZ pfepona
je rovna délce a a jeden tsek na ni je roven b. Odvésna AC pravo-
uhlého trojahelnika, jehoz 3. vrchol je sestrojen opét pomoci Thaletovy
véty, prilehld k danému tseku, je hledand délka .

d) Ukazali jsme si, Ze E. v. se dajf odvoditi z P. v., ale daji se té%
odvoditi pfimo. P. v., kterd se miZe odvoditi pfimo (viz na p¥. cvié.
4 a 5) se dd vyvoditi z E. v. Timto zptisobem byla P. v. vlastné doka-
zéna v textu, ale pro zopakovani uvedu tenty? dilkaz podetnsé. Podle
E. v. plati

at=c.c,,
b =c.c.

Seétenim obou téchto rovnic obdrzime P. v.

14



Zopakujme si nyni, co vime o dikazech téchto vét. Na jedné
strané miame vétu Euklidovu a na druhé vétu Pythagorovu. O nich
vime toto:

1. E. v. se daji odvoditi pfimo, t. j. bez znalosti P. v. a P. v. se d&
téZ odvoditi piimo, t. j. bez znalosti E. v. .

2. Kdy?% uZ znime E. v., miZeme z nich vyvoditi P. v. a obrdcens
ze znalosti P. v. plyne platnost E. v.

Tyto vlastnosti jsou struéné-vyjadfeny vétou:

P. v. je rovnocennd (ekvivalentni) vétam E. a obracené, kazda
E. v. je rovnocenna P. v.

Prakticky to znamena, Ze bychom v geometrii vystacili s jediriou
z téchto t¥ vét, ale mnohé dlohy by pak vyzZadovaly pfi feSeni velmi
umslych obrati a proto pouZivime vét viech.



4. POUZITI PYTHAGOROVY VETY

1. Jsou dany 4 étverce o stranich a, b, ¢, d. Sestrojte novy étverec
o strahé z tak, aby jeho obsah 2 = a® + b% 4 ¢ — d2.

Sestrojime nejprve &étverec o strané y, ktera je dana rovniei y2 =
= a? 4+ b% To je bezprostiedni aplikace P. v. Sestrojime totiZ pravo-'
uhly trojthelnik o odvésnach a, b a piepona je y. Potom tiplné stejnym
zpisobem sestrojime étverec z2 = y? 4 c% = a® 4 b 4 2. Nakonec se-
strojime z? = 22 — d? = a? 4 b% + ¢* — d2. Stane se tak pomoci pravo-
uhlého trojihelnika daného pfeponou z a odvésnou d. Druhd odvésna
je pak strana hledaného ¢tverce.

2. Délky stran trojuhelnika jsou a) 33, 56 67; b) 28, 45, 51;
c) 48, 55, 73. Rozhodnéte, zda trojahelnik je ostrouhly, pra,vouhly &
tfupouhly.

Jestlize trojuhelnik ma thel pravy, pak musi leZeti proti nejdelsi
strané. (Pro¢?) Tuto nejdelsi stranu oznacime ¢, zbyvajicf 2 strany
budou a, b.

a) ¢ = 672 = 4489, a? + b = 4225.

TudiZ ¢ > a?® + b? a trojihelnik je tupodhly.

b) ¢ = 2601, a® + b? = 2809.

Pozndvame, Ze ¢ << a? 4 b? a trojuhelnik je ostrouhly.

¢) ¢ = 5329, at + b® = 5329 a trojihelnik ]e pravoihly, nebot
¢z = a? + b2,

Nejcastéji se viak pouziva P. v. k vypoéitivani délek. Nékteré

vysledky takto ziskané si pak musime pamatovatl jako vzorce. Pro
zopakovani si je souhrnné napiSeme:

thlopktka tverce e = al/2, _
. vyika rovnostranného trojahelniku » = 3al/3,
télesové tihloptitka kvidru u = |/a® + 82 + ¢,
télesova-ihlopricka krychle » = aV:?.
Na nasledujicich ptikladech si ted ukézeme, jak se da P.v. poukiti
v piipadech jinych.
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3. Je dan obsah P a strana a kosoltverce; vypocététe jeho uhlo-
pifcky e, f.
Ponévad% se dhlopficky kolmo pili, plati
a = (JeF + (3

a k tomu pfipiSeme vzorec pro obsah kosoétverce

P = 1¢f.
Rovnice pfepiféeme na tvar
&+ f2 = dat,
2ef = 4P.

Seétenim obou rovnic a odmocnénim:

e+ f= 2Va2 + P.
PondvadZ nam jde o délky uhlopiiéek, miZeme vziti odmocninu
kladné. Podobné odeltenim a odmocnénim

e —f=+2)a2 —P.
Z téchto dvou rovnic snadno dostaneme
e= a2+ P & a2 — P,
f=1)a*+ P F a2 —P.

Vidime, Ze tloha je moznd, jen kdy% a* > P.

4. V lichob&zniku rovnoramenném jsou dany obé zakladny a,c
a rameno b. Vypodtéte jeho obsah.

Z vrchold C, D (obr. 6) spustme kolmice na dolni zékladnu. Tim
se cely lichobé&znik rozdéli na obdélnik CDEF a 2 shodné trojihelniky
pravoihlé AFC, BED. Plati pro né
tedy P. v, t. j.

b* = v 4 }a — c)
Odtud se d4 vypodisti vyska a pak
zadany obsah.

Poznamka. Podobné se dd vy-
potitati vyska i v lichob&Zniku
pravoihlém.

5. V pravouhlé soustavé sou- Obr. 6
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Ffadnicové o osach z, y jsou dany 2 body A(zx,, y,), B(xs, y;). Vy-

podtéte jejich vzdélenost.

Danymi body vedme rovnobéiky s osami, jak je narysovano
v obr. 7 a tim ndm vznikne pravoihly trojihelnik ABC o odvésnach
Z, — Ty, Y — ¥; piepona je hledani délka d. Podle P. v. mdme hned

d = V(xz — )+ (Y — w)*

V4 * ,/'B
4"
./-/‘ |}‘1"}’1
F————— —— — —C
Al XXy |
! |
l 1
0 X
Obr. 7

Jak se zméni tento vzorec, jestlize
bod A lezi v poc¢atku soufadnic?

6. Vypocisti délku tétivy v elipse,
kterd kolmo pili vedlejii poloosu. (Po-
loosa hlavni je a, vedlej’{ b, lin. vy-
stiednost e.)

Hiedanou tétivu oznatme MN = 2x
(obr. 8), privodiée bodu M oznaéme
y = FM, F,M = 2a — y, délka kol-
mice spusténé z bodu M na hlavni osu

MP = }b, tsecka SP = z. Z obrazku vidime, %e tam jsou 2 pravo-
thlé trojuhelniky F,PM o stranich y, x — e, 4b a trojthelnik F,P M
0 stranich 2¢ — y, ¥ + e, }b. Pro né plati P. v.:

Y=t @ — e,
(2a — )2 = }b% 4 (= 4 ¢)2.
Odectentm obou rovnic pFi-

jdeme k rovnici

ex + ay = a*. ¢

Z ni vypoéteme y a dosa-
dime do nékteré z prvnich
dvou rovnic a obdrzime

T = —éavg.

Tétiva mé pak délku dvoj-
nasobnou.

|
!

M ! N
=T + 3
HY T~ J
\ ~—_
; \L T T~ i

—— e b - — I _...
P A iS F7

|

!

|

i

I

Obr. 8

7. Povrch pravidelného komolého jehlanu étyrbokého je 8640 cm?,
vyska je 21 cm a hrany podstavné jsou v pomeéru 3:1. Vypodtéte
délky podstavnych hran a objem t&lesa.
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Hranu dolni podstavy oznaéme a, horni podstavy b, vysku télesa v
a vysku sténovou ¢. Pak plati (obr. 9)
a? + b2 + 2s(a + b) = 8640,
2 = 212 4 }(a — b ge to P.v.),
a=3k b=rt.

Obr. 9

Vylouéime-li z téchto 4 rovnic neznamé a, b, s, dojdeme k rovnici
k* — 5584k |- 14402 = 0.

Z nf jiz snadno dostaneme

ky, = |/5184 = 4 72, —

ka,s = J/400 = + 20. °
Zaporné kofeny nemaji v naSem piipadé vyznam a kofen 72 ne-
vyhovuje, jak se miZeme presvédéiti, vypodteme-li na zikladé této
hodnoty povrch télesa. I zbyva jedin& kofen k = + 20. Potom
a = 60 cm, b = 20 ¢cm, a objem V = 36 400 cm?3.

8. Vypoctéte polomér koule a) \'répsa.né, b) opsané pravidelnému
¢tyrsténu o hrané a.
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Télesns vyska ED = v etyrsténu se sklad4 ze dvou &asti (obr. 10):

z poloméru koule vepsané ¢ = ES a z poloméru koule opsané » = SD.
Tedy

v=r+4 o (1)

[ 4

D

!
|
i
!
|
|
=

Obr. 10

Ale v miZeme vypoéftati pomocf P.v. z pravouhlého trojuhelniku
BED, v ném% BD = a, BE = gB_o = }a}/3. Tudi
_ §a2
Nyni mizZeme na pravouhly trojihelntk BES pouZiti P. v. (BS =7,
SE = o, BE = 3a|/3): B
72 = g + (Qal/3)2.

Pouzijeme-li dale rovnice (1), pak po kratdim vypoétu dojdeme k vy-
sledku . ‘

0 = $2al/6, r = v — o = 4a}/6 = 30.
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5. DOSLOV

Na nékolika pfikladech jsme si ukdzali, jak lze pouziti P.v.
a v nasledujicim odstavei mate prileZitost sami si ovéfit jeji pouzitel-
nost a tim dokdazat jej{ dulezitost. Tim viak zdaleka nejsou vyéerpany
viechny moznosti jejiho pouZiti. V goniometrii se ukazuje, Ze i zde
P. v. naléza své uplatnéni. Tomu, kdo jiZ néco z této ¢asti geometrie
zna, chei pfipomenouti, Ze na pf. vztahy sin®z 4 cos’x =1, 1 +
+ tg?z = sec®z jsou v podstaté P. vétou. A ten, kdo zna aspofi za-
klady diferencidlniho poétu, vi, ze diferenciél ds oblouku kazdé kfivky
je dan rovnicf ds? = da® + dy?, coZ je opét P.v.

Ale nejen to. Méli jsme, Ze vzdalenost d dvou bodil v roviné je
ddna vzorcem d = V(:tc2 — 2 4 (¥ — )% kde z,, ¥y, %,, Y, jsOu sou-
fadnice krajnich bodu tseéky d. Kdyz obricené predpoklidime, Ze
vzdalenost dvou bodi, jez jsou dany svymi soufadnicemi z,, y;; 5, ¥,
je vyjadfena prve napsanym vzorcem, pak je to charakteristicka
znamka té geometrie, kterou se zabyvame na nagich 8koléch i v bézné
praxi (vyméfovani pozemki a pod.). Této geometrii iikame g. eukli-
dovska. (Podrobnéjii rozbor by pfesahoval ramec této knizky.) Tim
oviem se nim pak P. v. jevi jako jeden ze zakladnich sloupi celé nasi
(euklidovské) geometrie. ’
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6. CVICENI

I. Dokaite, %e trojihelniky o stranich a) n, in® — 1, }n? 4+ 1; b) n,
int — 1), }(n? + 1); o) V&, 3w — v), 3(u + v) jsou pravouhlé. Jak musite
v pfipads c) voliti ¢sla u, », aby trojihelnik byl pythagorejsky ?

2. DokaZte sprévnost t&chto dvou tvrzeni: a) 3 &isla pythagorejskd obdr-
Zime tak, %e si jedno, liché, zvolime a jeho &tverec vyjédiime jako soudet 2 s¥i-
tancu lisfcich se o 1. Tyto 2 s&ftance spolu se zvolenym &fslem jsou pythagorejska
disla. b) 3 &isla pythagorejska obdrZime té% tak, Ze si zvolime &fslo sudé a pak

&tverec jeho poloviny zmendeny a zvitieny

C G  ©1dévaji spolu se zvolenym &fslem &fsla py-
thagorejska.
0 P D
& A
8
E : D ya N My £
Obr. 11 ’ Obr. 12

3. Vobr. 11 je trojuhelnik A BC pravouhly a rovnoramenny. Nad jeho pie-
ponou i nad ‘odvésnami jsou sestrojeny &tverce EFGH, ADBC. Rozkladem
té€chto na shodné trojuhelnfky pravouhlé, rovnoramenné doka¥te platnost P. v.
(Tald'ka samoziejmé platnost P. v. v tomto pfipadé vedla kromé jinych divodi
Platona k tvrzeni, Ze i otrok bez vzdélani muZe P. v. pochopiti.)

4. Od daného &tverce MNQP oddélme dvéma riznymi zpisoby 4 shodné
pravothlé trojuhelniky tak, jak je naznaeno v obr. 12. Jednou ndm zbude
&tverec ABCD nad pi‘eponbu, po druhé étverce ENCB, ABDP nad odvésnami.
Tak lze provésti dukaz P. v. Provedte podrobné.

5. V obr. 13 jsou seatrojeny 2 shodné pravoihlé trojéhelniky 4BC, BDE
tak, %e vrcholy C, B, E le#{ v jedné piimce. Nad pieponami je seéfrojeq &tverec

23



ABDF, nad odvésnou AC prvntho trojihelnika je sestrojen étverec ACGK a nad

odv&nou DE druhého trojithelnika je sestrojen &tverec DEGH. DokaZte, Ze
a) piimke GHK prochézi vidy bodem F; b) DHF ~ FKA ~ BCA; c) posléze

P.v, t. j. ABDF = ACGK + DEGH.
8. Zvolte si 4 libovoln& dlouhé useéky @ > b > ¢ > d a sestrojte a) r =
= J/a® £ bc; b) y = /@b + be + od; ¢) z = Jfa* — bc + d3. (Pomoct E. v. na-

hradime soudiny tvaru bc &tvercem u?.)

7. V obr. 14 jsou useéky OA, AB, BC. CD, DE, ... stejné dlouhé a uhly
vyznadené pii vrcholech 4, B, C, D, ... jsou pravé. JestliZe OA = AB = BC =

Fr

8
0

£ G [ H G
Obr. 13 Obr. 14
=CD=...= 1, pak OB = VE, 0C = Vﬁ, oD = Vi, ... Obecnd plepona

v n-tém pravoshlém trojihelnilku mé délku |/n + 1. Dokate!

8. Pro pfibliZnou hodnotu Ludolfova é&isla se ndkdy uddvd vzorec ® —
= V§ + V§ Sestrojte podle cvifeni 7 usefku dlouhou 7t em.

9. Kolik trojuhelnikii Ize sestrojiti z tsedek dlouhych 3, 4, 5, 8, 15, 17 cm?
Kolik z nich je ostrouhlych, pravodhlych a tupodhlych?

10. 2 strany trojthelniku jsou dlouhé 6,7 cm a 7,2 cm; jak dlouhs musi
byt 3. strana, aby proti ni leZel thel pravy? Mezi kterymi hodnotami musi byt
délka 3. strany, aby proti ni leZel vhel ostry (tupy)?

11. Dovedli byste na travniku ohraniditi wolley-balové hFifté tvaru obdél-
niku, kdy% byste méli po ruce jen metrové méfitko a dostatetn8 dlouhy motouz?
Popiste pfeens, jak byste si podinali.
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12. Doka%te tyto véty o rovnostranném trojuhelniku: a) Ctverec sestro-
jeny nad vyskou je roven trojndsobnému &tverci nad poloviéni stranou. b) Obdél-
nik sestrojeny z celé vysky a polom&ru kruZnice vepsané je roven é&tverci nad
poloviénf stranou.

13. Herontiv trojihelnik je takovy, jehoZ strany i obsah jsou vyjadfeny
¥sly celymi. Takovy trojihelnik se d4 prostd sestrojiti tak, %e se aloZi ze dvou
trojuhelnikii pythagorejskych o spoleéné odvésns, kterd se pak stane vyskou
tohoto trojthelnika. Na pf. pythagorejské trojihelntky o strandch 9, 12, 15;
5, 12, 13 dajf, pfiloZime-li je k sobd stejnd dlouhymi odvésnami, Heroniiv troj-
thelnfk o strandch 13, 14, 15. Urdete si sami ndkolik takovych trojihelnflai.

14. Ctverci mi¥eme vepsati pravidelny osmitihelnik takto: na ka¥dou
stranu &tverce naneseme od vrcholu polovinu jeho hlopfiky a tim obdrZime
na stranéch viech 8 vrehold ¥4daného osmitihelnika. Dokate spravnost této
konstrukee vypodtem! (Z konstrukce plyne, Ze viechny dhly osmivhelnika jsou
stejnd velké. Déle vzddlenost 2 sousednich vrcholi na té¥e strand &tverce je
a. (VE —'1); vzddlenost 2 sousednich vrcholii na riznych strandch &tverce je
a. V3 — 2. V—Z— Oba tyto vyrazy jsou si rovny.)

I15. V pravoihlém trojihelniku o strandch a, b, ¢ sestrojte vysku a obvody
vzniklych 2 trojuihelnika vyjddfete pomoci a, b, ¢. UkaZte, Ze obvody obou t&chto
trojihelnika a obvod puvodniho tvofi strany nového trojuhelnika pravouhlého.

16. Prof. dr K. Cupr ve své kni¥ce ,,Aritmetické hry a zibavy* uvédi, Ze
Cifiané jiZ pil tfetfho tisicileti pfed Kristem Fefili tuto wilohu: Pfesnd uprostfed
&tvercové nadriky o strand 10 stop tr¥i rikosovy prut jednu stopu nad vodou.
Sklonf-li se prut ptesnd k pilicimu bodu kterékoliv strany, ponoif se pravé pod
vodu; jak jest nidrika hluboké ?

17. V téZe kniZce nalezmerme té% jinou &inskou tlohu aei z XI. stol. pf. Kr.:
Obvod mé&sta je kruZnice; pfesnd na sever i jih vedou brany. Jdu-li smérem se-
vernim, dorazim ve vzddlenosti 300 stop ode zdi ke stromu, jenZ se mi podiné
prévé ukazovati za zdi, jdu-li jiZni brdnou 900 stop k zdpadu. Jaky jest priumér
kruZnice vyznalené ohradnf zdit

18. Dv& silnice se protinaji v pravém thlu, O kolik m byla kratsi cesta
polni p&sinou, kterd zaéfnala 556 m a konéila 656 m od kifiZovatky?

19. Vypodtéte obsah trojuhelnika, jestliie jsou dédny 2 strany a vydka
plislusné ke strand tietf. (Spec. a = 10, b = 17, v, = 8.)

20. Vypodtéte odvéeny pravotihlého trojthelnika, i--.. déna plepona
a obeah P. Spec. ¢ = 6,6 cn, P = 7,5 cm?.
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21. Jak nutno zvoliti a + 0, aby trojthelnik o stranich a — 1, a — 2,
a — 3 byl a) ostrodhly, b) pravoihly, ¢) tupoihly.

22. Na mapé o méfitku 1 : 1 000 000 tvoif mésta Turnov, Ji¢in a Bakov
nad Jizerou pravoihly trojihelnik s pravym dhlem v Turnovs. Vzdélenost
Turnov—Jiéin je na této mans 2,3 cm a vzddlenost Jiéin —Bakov 3,15 cm. Jakd
je vzdélenost Turnov—Bakov na mapsg i ve skute&nosti, nehledime-li k zaktiveni
zemé?

23. Pred budovou stoji telegrafni ty& ve vzdslenosti 1,6 m; hoteni konec
tyde je ve stejné vysi s okennf fimsou. KdyZ se ty& naklonila tak, Ze se opirala
o budovu, byl jeji konec 40 cm pod fimsou. Jak je ty& vysoka?

24, Jak dlouhé strany mé trojihelnik, jehoZ vrcholy jsou a) A(6; 6),
B(—5; 5), C(1; 0); b) M(3; 3), N(—1; 0), P(1; 1,5)?

25. Ukafte, %e &tyrihelnik ABCD, A(2; 8), B(7; 9), C(8; 3), D(—21; L&),
je deltoid.

26. Nad pieponou i nad obdma jejimi useky jsou sestrojeny pulkruZnice,
viechny na tutéf stranu. UkaZte, e obsah plochy jimi omezené je roven obsahu
kruhu, ktery je sestrojen nad vyskou jako nad primérem.

27. KaZd4 strana pravouhlého trojithelntka je rozdélena na n dili a nad
kaZdym dilem je sestrojena pulkruZnice jako nad priim&rem. Doka%te, Ze soudet
obsahti vSech pulkruZnic nad ob&ma odv3snami rovnéd se souétu obsahu vSech
pllkruZnic nad pfeponou.

. 28. PilkruZnice v pfedeSlém piiklad® nahradte pravidelnymi n-ihelniky;
plati pak v&ta podobné vt predeslé?

29. Vypotisti délku t8tivy, kterd jde ohniskem a) elipsy, b) hyperboly
kolmo k hlavnf ose.

30. Vypodisti délku t&tivy, kterd kolmo pali hlavni poloosu elipsy.

31. Kolem stfedu a) elipsy, b) hyperboly je opsana kruZnice jdouci ohnisky.
Jak dlouhé jsou priuvodiée prasediki této kruZnice s kiivkou?

32, Vypoitste obsah pravidelného Sestitihelnika, jestliZe je dén polomér r
kruZnice opsané.

33. Je-li dén polomér kruZnice pravidelnému osmiuhelniku opsané, vy-
poététe jeho obsah.

34. Vypottdte podobnd obsah pravidelného dvandetiGhelnfka.

35. V pravoihlém lichob¥¥niku (a | d) vypodtéte zbyvajici stranu
a obsah, jestli¥e je ddno: a) @ = 10,3; b = 8,6; ¢ = 6,7; b) @ = 8,2; b = 9,7;
d=605.¢)a=56;c—28d=4,5. d) b= 206;c—8,4; d= 1658
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36. Podobn& vypoditejte zbyvajici stranu a obsah lichob&#nika rovno-
ramenného (obr. 6), je-li ddno: a8) a = 320, b = 305, ¢ = 48; b) a = 300,
b = 229, v = 221; c) a = 542, ¢ = 220, v = 240; d) v = 420, b = 421, ¢ = 100.

37. Vypodtste délky zdkladen rovnoramenného lichob&Znika, v némi
obsah P = 17,20 cm?, v = 4 cm, b = 4,1 em,

38. V deltoidu je déna uhlopfitka f = 24 a strany @ = 37, b = 16. Vy-
pottéte jeho obsah.

39. Urtiti obsah &tyrihelnika tStivového, je-li déno: a = 13, b = 84,
¢ = 36, §=90°

40. Uhlop#é&ky riiznob&#niku se kolmo protinaji. UkaZte, %e soudet &tvercit
nad dvéma protilehlymi stranami rovné se soudtu &tverci nad druhymi dvéma
protéj&imi stranami.

41. Vypoiltéte vzdélenost t8lesnych hlopfitek kvddru od jednotlivych
hran.

42. Do krychle je vepsén pravidelny &tyrstén tek, Ze jeho hrany jsou sté&-
nové dhlopii¢ky krychle. UrEete jeho:objem, jestliZe hrana krychle je a.

4). V pravidelném &tyrsténu o hrand a vypoltéte vzdélenost mimob&Znych
hran.

44. V pravidelném osmisténu o hrané a vypoététe vzddlenost dvou rovno-
bé&%nych stén.

45. Vypoitdte povrch kouli pravidelnému osmisténu opsané, vepsané
a dotykajicf se_hran.

46. V komolém jehlanu n-bokém je déno (a, b hrany podstavné, v vyska,
8 vyska sténové, S povrch, V objem): a) n =4, a =14, b = 8, S = 480;
b)n = 6,a = 8,b = 4, V = 168)/3; vypostite zbyvajict prvky. .

47. V rotadnim kuZeli komolém je déno (poloméry podstav r,, 7y, vyska v,
strana s, povrch S, objem V, plist P): a) r, = 6, 8 = 13, S = 128%; b) ¢ = 65,
P = 60%, S = 140m.

48. Koule je protata dvdma rovnob&nymi rovinami v krufnicich o polo-
mérech g, = 8, g3 = 7; vzdalenost obou Fezl je 3. Vypottéte povrch pisluiné
kulové vrstvy.

49. Nad kaZdou stdnou krychle o hran& a je vztylen pravidelny jehlan

o vysce i. Vypotitejte povrch vzniklého t&lesa.
n
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VYSLEDKY CVICENI

1. o) u = a'p, v = By}, kde «, 8, ¥ jsou libovolna disla celd. 2. a) Prvni
&islo je 2a + 1, dalsf 2a® 4 2a, 2a® + 22 + 1. Porovnej se vzorci Pythagorejeil.
b) Prvni je 2a, dal3f a%,— 1, a® + 1. Porovnej se vzorci Platonovymi. 9. 8 troj-
Ghelnikd, z nich? 2 pravothlé, 4 tupohlé. 10. Prepona |/96,73. Lexf.li proti
strand c tihel ostry, platfi 0,56 < ¢ < Vﬁ, leZf-li proti ni uhel tupy, plati
13,9 > ¢ > |/96,73. 11. Utitim motouzu, na n&mz bychom si vyznadili délky
3 m, 4 m, 5 m bychom vyty¢ili pravy Ghel. 15. Obvod 2s; obvody trojihelnfkt

b —_——
2 9s; — 25; 2s. 16. 12 stop. 17. 900 stop. 18. O 35 m. 19. ¢ = |/a? — v +
c (3

+ B = vt P=jhevy o =21; Py=84; c;=9; Py=136. 20. 4, b=
=3+ 4 £ Jor —4);0,b = 8em, 2,5cm. 21.8)a > 6;b)a = 6;c)a<6.
22. 2,24 om, ve skut. 22,4 km. 23. 3,4 m. 24. a) 11}/2; |/61; |/81; b) 5; 2,5; 2,5.

S — — — 2p2  2bt _
25. AB = AD = |/26; BC = CD = |/37. 28. Ano. 29. 8) —, b) —. 30. 6}/3.
a a

3.8)a + |/ — b%b) — o'+ [fer T b2 32 §r)/3. 33. 2r1]/2. 34. 3r2. 35.8) 7,7;
86,45; b) 1; 29,9; c) 5,3; 18,9; d) 21,7; 234,78. 36. a) 273; 50 232; b) 180; 5304;
c) 280; 01440; d) 158; 54180. 37. a — 9,6 cm; ¢ = 7,7cm. 38. P = 528.

N . s 2. 44. 3)/6. 45. }a)/2;
39.1032. 41. Jose Jose fogo 42. ja>. 3. §/2. 44. })/6. 45. }a/2;
1a)/6; Ja. 46. &) V = 196; b) 60(2)/3 + 3). 47. &) V = 172%; b) ¥ = 112

—_ 6g% 3 ——
48. (113 + 6|f65) ©. 49. — [n® + 4.
n
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