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O DELITELNOSTI
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PRAHA 1959

PRIRODOVEDECKE NAKLADATELSTV!



VYDALA

JEDNOTA CESKOSLOVENSKYCH MATEMATIKU A FYSIKU



UvobD

Nauka o délitelnosti se jiz ode didvna probird na 3kolich, kde
vSak byva zaloZena na mléky prijatém predpokladu, Ze rozklad éisla
v prvodinitele lze provésti jen jedinym zpusobem. Povazujeme-li
tento pfedpoklad za samoziejmy, je to latka zcela elementirni a kaz-
dému snadno pochopitelnd. Pfedpoklad viak tak zcela samoziejmy
neni, jak bude na vhodném misté ukazano. Proto byla napsana tato
knizka: jeji kol spodiva v tom, Ze ma ¢tendii predvésti zakladni véty
o délitelnosti bez tohoto pfedpokladu a poskytnouti mu hlubsi pohled
na strukturu soustavy ¢&fsel celych a na logickou podstatu této Gasti
matematiky. Zisada, kterou se ¥df viecky uvahy v matematice, je,
%e kazdé tvrzeni, které vyslovime, je tfeba dokazat. Uzna-li étenaf
po predteni této kniiky opravnénost uvedené zasady a najde-li za-
libeni v logicky pfesnych tsudcich, bude Gdelu, pro néjz knizka byla
pséna, plné dosaZeno.

Od é&tendfe nepfedpokliddm nic jiného nez to, Ze dovede pocitati
s ¢isly celymi a Ze zna zakladni pravidla o tom, jak se zachdzi s éisly
vyjadienymi pomoci pfsmen, asi v tom rozsahu, jak se tomu uéi
v algebfe na stfednich Skolich. Vedle toho oviem piedpokladim,
%e m4a uréitou davku zdravého tsudku a zZe dovede pozorné sledovat,
co te. Pied kazdou vétou dokazovanou v textu pfedchdzi zpravidla
¢iselny pifklad, na némz je demonstrovan obsah véty a ¢asto i postup
dikazu. Prosim, aby se étendf po prostudovani dikazu k tomuto
prikladu vZdy vratil a promyslel si jej. Neporozumi-li ptesto né¢emu,
prosim ho, aby od knizky neutfkal, nybrz aby do &teného hledél
vniknout tim, %e pozorné propoéitd cviéeni uvedena za jednotlivymi
odstavci, jeZz maji osvétlit a doplnit latku v kniZce probiranou a jez
tvoli souddst neoddélitelnou od ostatnfho textu. Za vétsinou téchto
cvideni jsou v lomenych zdvorkach uvedeny vysledky nebo pokyny
k fedeni.



I. NASOBEK A DELITEL

V této knizce se budeme zabyvati pouze &sly celymi a kladnymi.
Nejprve si stanovime tuto imluvu: Rekneme-li slovo ,,&islo‘, budeme
vidy miti na mysli pouze &islo celé a kladné, t. j. nékteré z &isel
1,2, 3,4, ... Budeme-li mysliti néjaké jiné &éislo (tfeba nulu nebo &islo
zdporné nebo zlomek), po kazdé to vyslovné vytkneme.

Je zndmo, Ze séitinim a nisobenim dvou &isel celych a kladnych
dostaneme opét &fslo celé a kladné. Vysledek séitani se jmenuje soudet,
vysledek nasobenf se jmenuje soudin. Rikdme tedy, Ze soudet a soudin
éisel celych a kladnych je opét &fslo celé a kladné. Naproti tomu pfi
odéitani dvou ¢&isel celych a kladnych dostaneme &islo celé a kladné
jen tehdy, odéitdme-li éislo mensi od vétiiho. Podobnd pfi déleni dvou
¢isel celych a kladnych dostaneme &fslo celé a kladné jen za uréitych
podminek. Jaké jsou to podminky, tim se v daldich Gvahich budeme
podrobnséji zabyvati.

Vezméme si néjaké éislo (podle nadf imluvy myslime é&fslo celé
a kladné), t¥eba éislo 12, a tvoFme jeho nisobky. To jsou éisla

12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, 120, ...,

kterd vzniknou tak, Ze zvolené é&islo (t. j. ¢islo 12) postupné nasobime
vSemi ¢fsly celymi a kladnymi, nebo také tak, Ze ke zvolenému é&fslu
toto zvolené ¢islo stile postupné pfiditaime. Teéky na konci Fadku
znamenaji, Ze v tvofeni nisobki miZeme pokracovati libovolné
daleko.

V matematice je zvykem é&fsla oznacéovati pismeny. Kazdé éislo a,
které je nasobkem é&fsla 12, miZeme napsati ve tvaru

a = 12¢, (1)

Pii éemZ ¢ znamend néjaké &islo celé a kladné. Vyraz 12¢ nazyvame
proto obecnym tvarem nasobku éfsla 12.

Chceme-li rozhodnout, je-li néjaké ¢islo nasobkem éisla 12, sta-
¢f je déliti dvandcti. Vyjde-li toto délenf beze zbytku, je dané &islo
nasobkem é&fsla 12. JestliZe viak délenf beze zbytku nevyjde, pak dané

¢islo neni ndsobkem é&fsla 12. Tak na pifklad éislo 216 je nasobkem
¢&fsla 12, nebof délenf 216 : 12 = 18 vychdzi beze zbytku. A skuteéné
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dosadime-li do rovnice (1) ¢ = 18, dostaneme ¢&isloa = 12 . 18 = 216,
o némz jsme pravé rozhodli, Ze je ndsobkem é&isla 12.

Naproti tomu é&islo 320 nenf nasobkem &fisla 12, nebof déleni
320 : 12 dava podil 26 a zbytek 8. Také nelze do rovnice (1) za ¢ do-
saditi 24dné &islo celé a kladné, chceme-li, aby vyslo 320: dosad{me-li
¢ = 26, vyjde a = 12. 26 = 312, coz je pfili§ mdlo, a dosadime-li
c = 27, vyjde a = 12. 27 = 324 a to u% je ptiliy mnoho. Rikime, Ze
&islo 312 je nejbliZze niZ3i a &islo 324 je nejbliZe vy&8i ndsobek
dvandcti k é&islu 320, ale ¢&islo 320 samo neni nasobkem d&isla 12.
Cislo, jez bylo v rovnici (1) oznadeno pismenem ¢, je tedy podil, ktery
vznikne pfi déleni &isla a dvanacti, vyjde-li toto délenf beze zbytku.

Tyto ivahy muZeme opakovati s tou zménou, Ze mfsto &isla 12
zvolime nékteré jiné &islo. Oznalme toto zvolené &islo pismenem b.
Pak nasobky &isla & jsou

b, 2b, 3b, 4b, 5b, 6b, ...

Je-li tedy ¢islo a nédsobkem é&isla b, lze nalézti (celé a kladné) é&fslo ¢
tak, aby
7 = bc. (2)

Nelze-li takové é&islo ¢ nalézti, &ili, jak Fikdme, neexistuje-li takové
&islo ¢, pak éislo @ neni nasobkem d&isla b. Jak é&islo ¢ nalezneme, to uz
také vime: staéf éislo a délit &islem b. Vyjde-li déleni beze zbytku, je
¢islo @ nasobkem ¢&isla b a ¢ je podil tohoto déleni. Jestlize délenf beze
zby_tku"tryjde, ¢islo @ nenf nisobkem éfsla b.

Misto, abychom Fikali, Ze &islo @ je ndsobkem ¢&isla b, fikdme také,
Ze &fslo b je d&litelem &isla a. Jinak se také Fika, Ze &islo a je &islem b
dé&litelné nebo Ze &islo b je v &isle a obsa¥eno. Podle toho vyrok, Ze
216 je nasobkem d&fsla 12, znamend pfesnd totéz jako vyroky: 12 je
délitelem ¢&isla 216, 216 je délitelno &fslem 12, 12 je obsaZeno v &isle
216. Tato réenf a jejich vyznam si musime dobfe zapamatovat, nebot
jich budeme stile uZivat.

Cislo, které je d&litelné dvéma, jmenuje se sudé. Na piiklad &isla
2,4, 6,8, ... jsou sudd. Obecny tvar &isla sudého tedy je 2k, kde k je
libovolné dislo (celé a kladnd). Oislo; které nend sudé; jmenuje se liché.
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Cvikeni:

I. Rozhodné&te, ktera z &Gisel 528, 541, 567, 584 jsou délitelnd &fslem 27.—
[Posledni dvs.]

2. Nalezn&te nejbliZe a) niZ&i, b) vyssi ndsobky &isla 18 k &islim 466, 477,
486. — [a) 450, 468, 468; b) 468, 486, 504.]

3. Bozhodné&te, kters z &isel 24, 30, 36, 42 jsou déliteli &isla 504. — [24,
36, 42.]

4. Napiste vSechna &fsla v&tsi neZ 500 a mensf neZ 1000, v nich% je obsaZeno
&slo 96. — [576, 672, 768, 864, 960.]

5. Dopliite mista oznafend * takovymi &islicerni, aby &isla 572*, 36%4,
4*28, *524 byla dé&liteln4d osmi. — [5720 nebo 5728, 3624 nebo 3664, 4128 nebo
4328 nebo 4528 nebo 4728 nebo 4928, nelze.]

6. Napiste obecny tvar &isla délitelného a) tfemi, b) étyi.'mi, c) deviti.—
[a) 3¢, b) 4¢, ¢) 9¢c.]

O nésobeich a délitelich si odvodime nékolik vét, jich% budeme
v dal3im potfebovat. Pro snaz§i pfehlednost je budeme &islovat.

PredevSim vime, 7e 12 =1.12 a také 12 =12 .1, t. j. &islo 12
je délitelné ¢éislem 1 a také éislem 12. Platf

Vira 1. Ka#dé éislo je délitelné jednotkou a samo sebou.

Dokaz: Ze je to pravda, nahlédneme okamZité, nebot vidy lze
psit a =1.a a také a = a. 1. Proto pii délenf a:1 vyjde podil a
a pfi délen{ a : a vyjde podil 1.

Kazdé &islo ¢ ma tedy vidy dva délitele: jednotku a sama sebe.
Tyto dva délitele kazdého &isla budeme v dal3im oznadovati ndzvem
samoziejmi d&litelé. Podle toho kazdé &fslo vétsi nez 1 mé dva samo-
zfejmé délitele: jednotku a sama sebe. Cislo 1 mé toliko jednoho
(samoziejmého) délitele: jednotku.

Cislo 12 je délitelné témito éisly: 1, 2, 3,4, 6 a 12. Viecka jsou
mensf nez 12, toliko délitel 12 je mu roven. Obecné plati

VEra 2. Zddny délitel &isla a nemiide byt vt nef toto &islo.

Dakaz: Je-li ¢islo b délitelem &fsla @, znamena to podle rovnice
(2), ze dovedeme najit ¢islo ¢ tak, aby @ = bc. Ale ¢ je &islo celé a
kladné; je tedy bud v&tsi nez 1 nebo je rovno jedné, t. j. ¢ = 1. A nyni
vime: Nasobime-li dvé &isla, z nichZz jedno je vét$i a druhé mens,
tretim éislem, je soudin vétSiho éisla také vétsi; nasobime-li v8ak dvé
stejnd ¢isla éislem tietim, jsou souliny také stejné. Proto z nerovnosti
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¢ = 1 plyne nerovnost bc = b . 1, ale misto bc lze psat a a misto b . 1
lze psat b, takZe dostaneme a > b. Je tedy ¢&islo b bud ‘mensf nez a
nebo je mu nanejvys rovno, ale zcela jistd nenf vétdi nez a. To jsme
pravé chtéli dokdzat. Dokazanou vétu miizeme vysloviti také ve
tvaru: Zddng ndsobek ¢isla b nemitfe bijt mendi ne toto &islo.

Z dokazané véty hned vyplyva

Vita 3. Je-li &islo a délitelné Eislem b a soudasné také &islo b je
délitelné &islem a, pak je a = b.

Dokaz: Je-li &slo a délitelné dislem b, je podle véty 2 a > b.
Je-li také naopak &islo b délitelné éislem a, je podle téZze véty b = a.
Obojimu soudasn® lze vyhovéti jen tak, 7e a = b.

Cislo 21 je délitelné sedmi, nebot 21 = 7 . 3. Také &fslo 42 = 21 . 2
je d&litelné sedmi a vibec kaZdy nasobek &isla 21 je délitelny sedmi.
Tou% Gvahu miZeme provésti pro kterdkoli jind éisla. Obecnd plati

Vera 4. Jeli dislo a délitelné &islem b, je jim také délitelny - kaZdy
ndsobek ¢isla a.

Diakaz: Predpoklidejme, Ze éislo a je délitelné &islem b, t. j. Ze
existuje takové &islo ¢, Ze @ = be. Libovolny nasobek &fsla a 1ze podle
vovnice (2) napsati ve tvaru ak. Dosadime-li sem a = be, vyjde ak =
= bck = b . ck. JeZto ¢ a k jsou &isla cela a kladna, je soudin ck rovnéZ
dislo celé a kladné. Proto ¢islo ak je délitelné éfslem b.

Cislo 14 = 7.2 je délitelné sedmi. Cislo 15 = 5. 3 je délitelné
péti. Cislo 14 . 15 = 210 je délitelné tFiceti péti, nebot 14 .15 = 7.
.2.5.3=17.5.2.3=35.6. Touz ivahu miZeme provést i pro
kterakoli jind éisla. .

Vita 5. Je-li &slo a délitelné éislem b a je-li &islo o’ délitelné Cislem
b', je soulin aa’ délitelny soudinem bb'.

Dikaz: Predpokladdme, Ze a je d&litelné é&islem b, t. j. existuje
éslo ¢ tak, e a = be. Dile predpoklidime, Zze a’ je délitelné &fslem
b’, t. j. existuje &fslo ¢’ tak, Ze a’ = b’c’. Pak aa’ = bc . b’c’ = bb’ . cc’.
Jeito éisla ¢ a ¢’ jsou celd a kladn4, je i jejich souéin cc’ éislo celé a
kladné, takZe &islo aa’ je délitelné &islem bb'.

Platnost véty 5 lze bez obtiZf rozsifiti i na vétsdf podet &initeld.

Cvileni:
7. Ani¥ provédite ndsoben{ rozhodndte, je-li soudin 48 .63 d8litelny t&-
mito &isly: 42, 54, 56, 72, — [Je délitelny.]

-1



8. DokaZte spravnost véty: Soudin dvou libovolnych diel sudych je d&li-
telny &tyimi. — [Takové &fsla jsou 2h, 2k.]

9. DokaZ%te spravnost vsty: Je-li mezi n&kolika &fsly aspofi jedno sudé,
je jejich soudin také sudy. — [Jde o nésobek sudého &isla; uZijte véty 4.]

10. Soudin dvou po sobd jdoucich &fsel (celych) je vidy délitelny dvé&ma.
Doka¥te. — [UZijte vysledku cvié. 9.]

11. DokaZ%te spravnost v&ty: Soudin dvou po sob¥ jdoucich &fsel sudych
je vidy délitelny osmi. — [Takova é&isla jsou 2k, 2k + 2 a 2k . (2k + 2) =
= 4k(k + 1); déle viz cvié. 10.]

12, Vyslovte a dokaZte v8tu 5 pro n &initeld. — [Je-li &islo a, dslitelné
&islem b,, &islo a, &islem b,, atd. aZ &fslo a,, &islem b, je &islo a,a, ... a, dslitelné
éislemn byb, ... b,. Dikaz stejny jako v textu.] b

13. DokaZte: Souéin &tyi po sobd jdoucich &fsel sudych je vidy dé&litelny
islem 128. — [Takové &isla jsou 2k, 2k + 2, 2k + 4, 2k 4 6,8 2k(2k + 2).
(2k + 4) (2k + 8) = 18k (k. + 1) (k + 2) (k -+ 3); z &initela %, £+ 1, k + 2,
k + 3 je jeden délitelny étyimi a jeden dv&ma.]

Cisla 56 a 21 jsou obé délitelna sedmi, nebot 56 = 7.8,21 = 7. 3.
Také é&isla 56 4+ 21 = 77, 56 — 21 = 35, 56 .2 — 21 .3 = 49, 56 +
+ 21.2 = 98 atd. jsou délitelnd sedmi. DokiZeme, Ze plati

Vera 6. Jsou-li éisla a, b obé délitelnd &slem c, je jim délitelné
i kazdé &islo ah + bk, kde h, k jsou libovolnd &isla celd, jef nemusi byt
kladnd; volime je véak tak, aby ah + bk bylo kladné.

Dikaz: Predpokladdme, %e ¢&fslo a je délitelné éfelem ¢, t. j.
existuje takové é&islo m, e @ = cm, a Ze b je rovnéz délitelné éislem ¢,
t. j. existuje takové &islo n, ze b = cn. Cisla m, n jsou celd a kladn4.
Pak je ah + bk = emh + cnk = c(mh + nk). Jeito &, k, m, n jsou &isla
celd, je i mh + nk cel¢; jezto dale ¢ i ah + bk jsou &sla kladné, je
i mh + nk kladné. Je tedy &islo ak + bk dslitelné &islem c.

Z této véty vyplyvaji dva dilezité dusledky:

1, Jsou-li &isla a, b obé délitelnd é&islem c, je jim délitelny i jejich
sou&'t/ a + b.

2, Jsou-li &isla a, b, o nichZ predpokldddme, Ze a > b, obé délitelnd
Cislem c, je jim délitelny i jejich rozdil a — b.

Prvy z téchto disledkid dostaneme, jestliZe ve v&té 6 polozime
A = k = 1; druhy dostaneme, polozime-li v téZe véts§ b = 1, k = — L.

Platnost véty 6 lze bez obtizf roz¥fiti i na veéts podet disel.



Cvikeni:

14. Jsou-li &fsla a) a, @ + b, b) @, a — b ob8 délitelnd &islem c, je také &islo
b délitelné &islem ¢. Doka¥te. — [a) b = (@ 4- b) —a, b) b = a — (a —b).]

IS. Které celd ¥fsla tfeba dosaditi za z, aby vyraz 2? 4 z + 6 byl dslitelny
a) dvéma, b) tfemi? — [a) Libovolné, b) &fsla tvaru 3¢ nebo 3¢ — 1.]

16. JestliZe &fsla a, b, ¢ spliiuji rovnici @ + b = ¢ & jsou-li kterdkoli dvsd
z nich délitelnd &slem d, je jim dé&litelné i tfeti &islo. Doka¥te. — [Je bud
¢e=a + b neboa=c—>b nebo b =c¢c—a.]

17. Vyslovte a dokaZte v8tu 6 pro n &fsel. — [Jsou-li &sla a,, ay, ..., G,
viechna délitelna tislem b, je i &slo a,k, + ask, + ... + a,k, d8litelné &fslem b;
pfi tom k;, kg, ..., k, jsou libovolné celéd &isla volend tak, aby a,k, + ask, +
+ ... + ayk, bylo kladné. Dikaz stejny jako v textu.]

Hned na podatku jsme zjistili, Ze 320 neni délitelné éislem 12.
Lehce se presvédéime, %e 320 = 12.26 4 8, pfi demZ 0 < 8 < 12.
Podobny vysledek mizZeme napsati i pro kterdkoli jind é&fisla, z nichz
jedno nenf druhym dslitelné.

Vira 7. Jestlife &islo a neni délitelné &islem b, pak lze jedinygm
zpusobem stanoviti &isla ¢ a z lak, aby a = be + z; pFi tom je ¢ bud nula
nebo &islo celé a kladné a z je &islo celé, pro které plati 0 < z < b.

Dikaz: Vezméme &fslo 0 a viecky nasobky éfsla b:

0, b, 2b, 3b, 4b, 5b, ...

Cislo @ nenf rovno Z4dnému z napsanych &isel, nebot o ném predpoklé-
dime, Ze to neni nula a Ze neni ndsobkem ¢&isla b. islo ¢ tedy padne
mezi ngkterd dve sousednf napsand &isla. Dejme tomu, Ze to jsou tieba
¢isla be a b(c + 1); pfi tom ¢ je bud nula nebo je to nékteré &islo celé
a kladné. Cislo bc je tedy mensi nez a a &fslo b(c + 1) je v&t3{ neZ o
(viz obr. 1), takZe rozdil @ — bc musf byt kladny a mensf nez rozdil
blc + 1) — be = bec 4 b — bc = b. Oznaéime-li rozdil a — bc pisme-
0 b 263 ... beblc+1) ...
|

]
i
a

Obr. 1.
nem z, t. j. poloZime-li a —bc =z, je a = bc + 2z, kde z je &islo
kladné, pro které plati z < b(c + 1) — bc = b. Tim je dokizana prvni
¢ast nasf véty.



Zbyva jesté dokazat, Ze éfsla ¢ a z jsou-éisly @ a b urdena jedno-
znaténé. Mysleme si, ze vedle &isel ¢ a z existuji jeSté édisla ¢’ a 2’ tak,
ge soudasné plati

a=0bc+z2 a=0b'+42,kde 0<z<b 02 <b.
Pak musi bc + z = bc’ + 2’. Odtud plyne bc — bc’ = 2z’ — z ¢&ili
bc—c')=2"—az.

Cisla 2’ a z jsou obd men¥i ne% b a ob¥ jsou kladna. Jsou moZné tii
pifpady: Bud je z' > z; pak je rozdil 2’ — z kladny a mensf neZ b
(viz obr. 2a). Nebo je z > 2’; pak je rozdil z— 2’ kladny a men3i nez
02z b 0z zb

| 1 | .

| [ [

a)

|-~

Obr. 2.

b (obr. 2b), takZe rozdil z’ —z je zdporny a vétsf nez —b. Tretf
moinost je, Ze 2 = 2’; pak je 2’ — z = 0. V ka?dém piipadé je tedy
rozdil 2’ —z mensf nez b a vétdf nez —b, t. j. —b <2’ —z<b.
Rozdfl 2’ — z je roven vyrazu b(c — ¢’); proto jetaké — b < b(c —c')<
< b. Délime-li &sla — b, b(c — ¢’), b &islem b, dostaneme &sla — 1,
¢ —¢’, 1, o nichz plati — 1 << ¢ —¢' < 1. Rozdil dvou celych é&isel
¢ a ¢’ ma tedy byt mensi ne# 1 a vét3f nez — 1. Tomu lze v8ak vyhovéti
jen tak, Ze bude ¢ = ¢’, nebof rozdil dvou riznych celych éisel nemiize
byt nikdy mensi nez 1 a zérovefi vétdf nez — 1. Je tedy nutné ¢ = ¢’,
Gili e—c¢' =0. Pak je 22 —z=1b(c—c') =0, t. j. z=12". Tim je
vyslovena véta Gplné dokazana.

Poznamenejme k tomu jeitd to, Ze ¢ je podil, ktery vznikne pfi
déleni @ : b, a z je zbytek vznikly pii tomto déleni.

Véta platf i tehdy, kdyz &islo a je délitelné ¢islem b; pak oviem,
jak vime, je @ = bc, t. j. zbytek z pfi d&lenf a : b je roven nule.

Cvitenl:

18. Doka’te: a) KaZdé &fslo liché je tvaru 2¢ + 1; b) ka¥dé &fslo, které
nenf ddlitelné tfemi je tvaru 3c 4+ 1 mebo 3¢ + 2. — [Jaky zbytek miZe vyjit
pfi d&leni a) dvdma, b) tfemi?]

19. DokaZte spré,:most vét: 8) Soudet dvou lichych po sobd jdoucfich &fsel
je vidy dalitelny &tyfmi. b) Soudet dvou é&fsel, z nichZ 24dné neni d8litelné
tlemi a jejichZ rozdil jsou 2, je vidy délitelny Zesti. — [Takova &fsla jsou
8)2c + 1,20 4+ 3,b) 3¢ + 2, 3c + 4; proé nemitiZe byt prvé &fslo tvaru 3¢ 4 11]
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20. Doka¥te v&tu: D&lime-li ¥slo, které je aspofi trojcifernd, &ty¥mi,
dostaneme tyZ zbytek, jako délime-li tyfmi jeho posledni dvoj&isli. — [KaZdé
&slo a, které je aspofi trojciferné, 1ze psit ve tvaru a = 1004 + B.]

21. DokaZte v&tu: Dé&lime-li &islo, které je aspori &tyrciferné, osmi, do-
stanemsé ty% zbytek, jako délime-li osmi jeho posledni troj&isli. — [Cislo a, které
je aspoii &tyrcifernd, lze psét @ = 10004 4 B.]

22. DokaZte v&tu: Délime-li &islo deviti (tfemi) dostaneme ty% zbytek,
jako d&lime-li deviti (tfemi) jeho ciferny soudet. — [Je vidy 10¥ = 9¢ + 1
& ka¥dé &islo lze psét @ = by + b; .10 + b, .10° + ... + b, . 10"%, pfi demZ
bgs by, by, ..., b, znadi &fslice, jimiZ je psino &islo a.)

23. DokaZte v&tu: Souéin dvou lichych &isel je &islo liché. — [(2h + 1),
2k + 1) = 2(2kk + h + k) + 1.]

' 24. Doka%te: a) Soudet dvou sudych &isel je &islo sudé. b) Soudet dvou
lichych &isel je &fslo sudé. ¢) Soudet dvou é&isel, z nichZ jedno je sudé a druhé
liché, je é&islo liché.

25. Doka%te: Druhé mocnina kaXdého lichého &isla zmenSend o 1 je
délitelnd osmi. — [(2k + 1)* — 1 = 4k(k + 1).]

26. Nejsou-li &isla a, b dé&litelna tfemi, je vidy jedno z &isel a + b, a — b
délitelné tiemi. DokaZte. — [Je-li @ = 3k + 2z, b = 3k + z; (pfi tom 2z, z,
je bud 1 nebo 2, viz cvié. 18), potom a + b = 3(h + k) + z, 4 2,; jaké muZe
byti z, 4 2,1]

27. Je-li n libovolné é&islo celé v&tsi neZ 1, je vidy jedno z &sel n? — 1,
n?, n? + 1 délitelné péti. DokaZte. — [n = 5c + z, kde z je ndkteré z &isel 0, 1,
2, 3, 4; n? = 5(5¢* + 2¢z) + z2.]

28. NapiSeme-li n libovolnych po sob& jdoucich &isel celych a kladnych,
je pravs jedno z nich délitelné &islem n. DokaZte. — [Prvni z &isel jea = nc + z,
kde 0 < z<n, posledni jea+n—1=nc+z+n—1, kden—1<z+4
+n—1<2n—1. Bud je z=0 nebo mezi é&sly 2z, z+ 1, 24+ 2,...,2 +
+ n-—1 je prdvd jedno, které je rovno n.]’

29. Délime-li &islo 4754 deviti (jedenécti), dostaneme zbytek 2; ty% zbytek
dostaneme, délime-li deviti (jedendcti) &islo 47 + 54. DokaZte, Ze tuto vlastnost
maji viecka Styrciferné ¢isla. — [Ctyrciferné ¢slo lze psat ve tvaru 1004 + B
a 100 =9.11 + 1.]

30. Délime-li libovolné Besticiferné &fslo dvaceti sedmi (tficeti sedmi),
dostaneme ty% zbytek, jako délime-li dvaceti sedmi (tFiceti sedmi) soudet jeho
trojéisli. Doka¥te. — [Cislo mi¥eme psat ve tvaru 10004 + B & 1000 = 27,
.37 + 1]

31. JeatliZe &isla a, b d&lena &fslem c ddvaji zbytky 2,, z,, pak &islaa)a + b,
b) a — b, c) ab délena &fslem ¢ ddvaji zbytky, které se lidi od vyraza a) z, + z,,
b) z; — z,, ¢) 2,2, 0 nésobek &isla c. DokaZte. — [Je-lia = ch + 2, b = ck + z,
aa +b=cm4 z,jez=clh+ k—m) + z, + zy;je-liddlea — b = cn + 2, je
2’ = ¢(h—k—n) + z, — 2,; je-li kone&nd ab = cp + 2°, jo 2” = c(chk + hzy +
+ kz; — p) + 2124.]
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2. NEJVETSI SPOLECNY DELITEL

Zvolme si ndjaka dvé ¢&isla, tfeba 36 a 60. Snadno se presvédéime,
Ze &islo 36 je délitelné ¢isly

1,2,3,4,6,9,12,18, 36
a Ze ¢islo 60 je délitelné &fsly
1,2,3, 45,6, 10, 12, 15, 20, 30, 60.

V obou skupindch se vyskytuji éisla spoleéna: 1, 2, 3, 4, 6 a 12. Tato
&fsla se nazyvajf spoleéni délitelé &sel 36 a 60. Cislo 12 je z nich nej-
vétsi. Proto Fikame, Ze 12 je- nejvét3im spoledénym délitelem &isel
36 a 60. Zapisujeme to takto: D(36, 60) = 12.

Kazdé éislo, jimZz jsou dvé dana ¢isla délitelna, nazyvame jejich
spoleénym dé&litelem a nejvétsi ze v3ech éisel, jimiZ jsou obé dana
¢isla délitelna, nazyvame jejich nejv&tiim spolegnym délitelem. Pojmy
spoleény délitel a nejvétsi spoleény délitel jsou ustfedni pojmy, jimiz
se budeme v této knfice zabyvat. Ze &islo D je nejvétiim spoleénym
délitelem ¢&isel a, b, zapisujeme D(a, b) = D.

Vira 8. Cislo 1 je spoleéngm délitelem ktergchkoli dvou Cisel.

Dikaz: Je to samoziejmy dusledek véty 1, podle niz je éislo 1
délitelem kaZdého ¢&isla. ,

Tohoto spoleéného délitele kterychkoli dvou ¢éisel budeme v dal-
8fm nazyvati jejich samozfejmym spole€nym d&litelem.

Odtud a z véty 2 pfedeviim plyne, Ze kaZdd dvé (celd a kladnd)
¢isla a, b maji nejvétéiho spoleéného délitele. Podle véty 8 maji totiZ
vidy aspofl jednoho spoleéného délitele, a to &fslo 1. Podle véty 2
Zadny délitel ¢&isla @ nemiZe byt v&tS{ neZ a a zddny délitel &isla b
nemuZe byt v&tsf nez b; proto spoleény délitel obou ¢&isel a, b nemiize
byt vétsi, nez je mendf z &isel a, b. Mezi &islem 1 a men§im z &isel a, b
je koneény podet &isel, z nich% aspoii jedno, totiZ &islo 1, je zcela jisté
spoleénym délitelem &isel a, b. Je tedy také spoleénych dsliteld &isel
a, b koneény podet a jeden z nich je zcela jisté nejvetsi. '

O spoleénych délitelich si nejprve odvodime nékolik vét.

Nejvétsim spoleénym déglitelem &isel 18 a 6 je &islo 6, nebotf
18=6.3a6=26.1 a ¢&islo 6 jiz vétsiho délitele mit nemiZe.
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Vira 9. Je-li &islo a ndsobkem ¢isla b, je éislo b nejvétsim spolednym
délitelem obou &isel.

Dakaz: Cislo a je délitelné &islem b podle predpokladu a é&fslo b
je délitelné samo sebou podle véty 1; je tedy b spoleénym délitelem
obou é&isel. Zaroven je to jejich nejvétsi spoleény délitel, nebot &islo b
nem4 Zadného vétsiho délitele podle véty 2.

Obricené z podminky D(a,b) = b oviem plyne, Ze éfslo a je
délitelné é&islem b.

Pred chvili jsme zjistili, Ze D(60, 36) = 12. Délime-li ¢islo 60
tislem 36, vyjde podil 1 a zbytek 24, t. j. podle véty 7 plati 60 = 36 .
. 1 + 24. Ale ihned vidime, %e také &isla 36 a 24 maji nejvétdiho spo-
leéného délitele 12, t. j. D(36, 24) = 12. Tento vysledek plati pro
kterakoli dvé ¢isla. To pravf

VEra 10. Neni-li islo a ndsobkem &isla b a je-li a > b, pak nej-
vétdi spoleCny délitel Eisel a, b je zdrover nejvétfim spolednym délitelem
Cisel b, z, kde z je zbytek vznikly pfi déleni a : b.

Dukaz: Délime-li é&islo a é&islem b, dostaneme podil ¢ a zbytek z.
Tato é&fsla vyhovuji podle véty 7 rovnici a = bc + z. Odtud vypoéteme
z = a — bc. Dikaz md dvé &dsti:

a) Nejprve dokdZeme, Ze nejvétsi spoleény délitel D ¢&isel a, b je
také délitelem éfsla z. To vSak vyplyva z véty 6. Je-li D (nejvétsim)
spoleénym délitelem éisel a, b, existuji &isla 7, s tak, Ze a = Dr, b = Ds;
potom je z =a—bc = Dr— Dsc = D(r — sc). To vSak znaéi, Ze
&slo D je také délitelem &isla z. Cislo D je tedy spoleénym délitelem
&fsel b, 2. Jesté oviem nevime, je-li to jejich nejvétsf spoleény délitel.
Oznaéme nejvétsiho spoleéného délitele &isel b, z znakem D’. Musf
tedy platit D < D', nebot D’ je nejv&tsi spoleény délitel ¢isel b, z
a Zadny jiny jejich spoleény délitel nemtze byt v&tsi.

b) Druha éast diukazu spoéiva v tom, Ze dokdZeme, %e nejvEtsf
spoleény délitel éisel b, z je také délitelem ¢éisla a. To viak opét vy-
plyva z véty 6. Je-li D’ (nejvétiim) spoleénym délitelem &isel b, z,
existuji ¢isla ¢, u tak, Ze b = D't, z = D'u; potom je a = bc + z =
= D'tc + D'u = D’'(tc + u).-To v8ak znadi, Ze ¢éislo D’ je také déli-
telem &isla a. Je to tedy spoleény délitel éisel @, b. PonévadZi D je
nejvét§i spoledny délitel &isel a, b, musi byt D > D'.
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Podle a) je D < D’ a zaroveii podle b) je D = D’. Obojimu sou-
¢asné lze vyhovéti jen tak, kdyz je D = D', a to jsme méli dokdzat.

Cvikenf:

32. Urdete a) D(a, 1), b) D{a, a), ¢) D(a, ab + 1). — [a) 1, b) @, ¢) 1, nebot
24dny délitel &isla a v&tsi neZ 1 nenf dé&litelem éisla ab + 1.]

33. Maji-li 8isla a, b nejvétifho spoledného délitele D a je-li a = Dr,
b = Ds, je nejvétsi spoletny dslitel ¥isel 7, 3 roven jedné. Dokazte. — [Je-li
r = hm, 8 = km, je @ = Dhm, b = Dkm a tedy také &fslo Dm je spolednym
délitelem &isel a, b, ale to nesmi byt v&tsi neZ D. Je tedy m = 1.]

34, Maji-li &isla a, b nejvdtifho spoledného d&litele D, pfi &emZ a > b,
maji téhoZ nejvétitho spoledného délitele i &isla b, a — b. Doka%te. — [Tteba
dokézat dvé& véci: a) Nejvatsi spoleény délitel disel a, b je délitelem &isla ¢ — b,
a tedy také spolednym d8&litelem &fsel b, a — b. b) Nejvstsf spoleény dé&litel &isel
b, a — b je dé&litelem ¢&isla a, a tedy také spoleénymn délitelem &isel a, b. Zavér
jako v dukazu v&ty 10.]

35. Mayji-li &isla a, b nejvétsiho spoleéného délitele D, majf téhoZ nejvétitho
spoleného délitele i &isla @ + kb, b, kde %k je libovolné é&islo celé. DokaZte. —
{a) Nejvétii spoledny délitel &isel a, b je délitelem é&isla a + kb. b) Nejvétsi
spoleény dsélitel &isel a + kb, b je délitelem é&isla a.]

Véty 9 a 10 nam umozn{ stanoviti nejvétiiho spoleéného délitele
kterychkoli dvou é&isel. Vezméme tfeba &isla 684 a 252. Provedme
déleni 684 : 252. Vyjde podil 2 a zbytek 180. Proto podle v&ty 10 je
D(684, 252) = D(252, 180). Opakujeme-li tento postup s &isly 252
a 180, shleddme, Ze 252 :180 divd podil 1 a zbytek 72, takie opét
podle véty 10 je D(252, 180) = D(180, 72). Postup opakujeme jeitd
jednou. Déleni 180 : 72 diva podil 2 a zbytek 36; proto D(180, 72) =
= D(72, 36). Pti dalSim déleni 72 : 36 vyjde podil 2 beze zbytku. Je
tedy ¢islo 72 délitelné éislem 36, a proto podle véty 9 je D(72, 36) = 36.
Celkem tedy je D(684, 252) = 36.

Tento zplsob vypoétu se zpravidla oznaluje nazvem Eukleidav
algoritmus postupného déleni.*) Abychom p#i ném nemuseli mnoho
psat, lze vypocet uspofidati tfeba takto:

*) Eukleides byl jednim z nejslavnéjSich matematikt starovdku. Zil ve
1V, stol. pf. Kr. v Alexandrii v Egypt& a napsal spis nazvany Stoicheia (8esky
Zéklady), ktery se stal jednou z nejrozsifendjsich a nejznaméjsich knih na sv&té.
Obsahuje 13 &asti (knih), z nichZ 5 jedné o rovinné geometrii, 3 o vlastnostech
celych ¢isel, 2 o pomérech tGseéek a 3 0 geometrii v prostoru. Ndzvern algoritmus
oznafujeme poletni pfedpis, podle néhoZ lze né&jaké &islo vypoéitat. Nédzev
vznikl zkomolenim jména arabského matematika Mohameda al Chovarismi

(il v IX. stol. a pochézel z provincie Chorazan, nyn&j&i Chivy v Uzbecké SSR)
a Feckého slova arithmos — &islo.
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684" 252|1so[ 72 | 36 | 0
2|1[2 2]

Do prvého fddku napileme dand dvé &isla (v&t8i napied), délime je
mezi sebou, pFi dem podil piSeme do druhého ¥4dku a zbytek do prvé-
ho tadku o jedno misto dale. Tak pokradujeme tak dlouho, aZ vyjde
délenf beze zbytku. Posledni zbytek, ktery neni roven nule, je nej-
vétsim spoleénym délitelem danych dvou é&isel.

Jesté by bylo tfeba ukézat, Ze tento postup vidy vede k cfli,
t. j. Ze skonéi po urditém pocétu kroku. To vSak nahlédneme velice
snadno, uvédomime-li si, Ze zbytek pfi déleni je vidy ¢islo celé a
kladné a menSi nez délitel (viz vétu 7). Proto se velikost zbytkd pfi
ka?dém kroku zmenSuje. Jezto nemiZe vyjit zbytek zdporny, musf
po uréditém poétu kroku vyjit zbytek rovny nule.

Radu d8lenf, kters jsme pravé provedli, Ize zapsati takto:

684 = 252 .2 4 180,
252 =180.1+ 72,
180 = 72.2 4 36,
72 = 36.2.

Z téchto rovnic postupné vyplyva
180 = 684 — 252 . 2,
72 =252 —180.1 = 252 — (684 —252.2).1 = 252.3 —684.1,

36=180— 72.2=684—252.2—(252.3—684).2 =
= 684 .3 — 252 . 8.

Tim se nam podafilo vyjadiit nejvétsiho spoleéného délitele (38) po-
moci obou danych &isel (684 a 252).

TyZ vypocet lze provésti i pro kterdkoli jind dvé é&isla. Je oviem
mozné, Ze pro jind éisla povede k jinému poétu kroku; vysledek viak
bude vidy tyz, t. j. nejvétsiho spoleéného délitele libovolnych dvou isel
a, b, z nichZ Zddné neni délitelné druhym, dostaneme vidy jako rozdil
dvou vhodngch ndsobki téchto &isel.

Cisla 60 a 36 maji nejvétstho spoletného délitele 12. Vedle toho
maji je5t& dalsi spoleéné délitele: 1, 2, 3, 4, 6, jak jsme zjistili na str. 12.
Vsichni tito délitelé jsou déliteli ¢isla 12. Plati



Vera 11. KaZdy spoleény délitel ¢isel a, b je délitelem jejich nej-
vét&iho spolelného délitele,

Dakaz: Oznadme nékterého spoledného délitele &isel a, b pismenem
d. Jezto d je délitelem obou ¢&isel a, b, 1ze nalézti dvé &isla u, v tak, Ze
a = du, b = dv. Piedpoklédejme tieba, Ze a > b. Kdyby tomu bylo
naopak, sta¢{ &sla a, b spolu vymé&nit. Délime-li é&fslo a éfslem b, do-
staneme podil ¢ a zbytek z, t. j. plati a = bc + 2 ¢ili z = a — be. Do-
sadime-li sem a = du, b= dv, vyjde z = du — dvc = d(u — vc),
takZe ¢islo d je také délitelem &isla z a je tedy také spoleénym délite-
lem &fsel b, z. Pokrac¢ujeme-li ddle v providéni Eukleidova algoritmu,
dostdvime dalsi zbytky a vSecky tyto zbytky maji podle toho, co
bylo pravé dokazdno, &islo d za délitele. Ma jej tedy také za délitele
i posledni zbytek, ktery neni roven nule a ktery je, jak vime, nej-
vétsim spoleénym délitelem é&fsel a, b. Tim je véta dokazana.

Cvikenf:

36. Postupnym dslenim urdete a) D(455, 273), b) D(945, 729), ¢) D(903,
221). — [a) 91, b) 27, ¢) 1.]

37. Je-li d spoleény délitel &isel a, b, t. j. je-li a = du, b = dv, a je-li nej-
vtsf spoledny délitel &fsel », » roven jedné, je d = D(a, b). DokaZte a porovnejte
s vétou ve cvié. 33. — [D(a, b) = dm (v&ta 11); je-li a = Dr, b = Ds, je a =
= dmr, b = dms, tak¥e u = mr, v = ms. Je-li D(u, v) = 1, musi m = 1.]

38. Maji-li &isla @, b nejvitétho spoledného délitele D, maji &isla ma, mb

nejvétsiho spoleéného délitele mD. Doka%te. — [Ozna®me D(ma, mb) = D’.
a) mD je spoleénym dé8litelem &isel ma, mb, proto mD < D’. b) m je d8litelem

&isla D’ (véta 11). Je-li ma = D’r, mb = D’s, jea = % .r, b= —D”T 8, proto

% je spolenym délitelern &fsel a, b, takZe % £ D]

39. V&tu uvedenou ve cvié. 33 lze dokdzati také tak, Ze porovnéme
Eukleidiv algoritmus provdddny s &isly a, b 8 tymZ postupem provéddénym
8 &isly r, 5. Provedte to. — [VSecky zbytky se zmensf Dkrét.]

40. V&tu uvedenou ve cvid. 38 dokaZte tak, ¥e porovnite Eukleidiv
algoritmus provad&ny s &isly a, b s tymZ postupem provédddnym & &fsly ma,
mb. — [VEecky zbytky se zv&tdi mkrat.]

Lze také hovofiti o spoleénych délitelich vétsftho poétu é&isel.
Jsou to éisla, jimiZ jsou viecka dand &isla délitelnd. Nejvétdi z nich
se nazyva nejvétsi spoleény délitel danych é&isel. Jsou-li dana é&isla
oznadena pismeny a, b, ¢, ..., uZivame pro jejich nejvétiiho spoleéného
délitele znaku D(a, b, c, ...).
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Hleddme-li D(90, 60, 36), nalezneme nejprve tfteba D(90, 60) =
= 30. Cislo 30 je dé&litelem &fsel 90 a 60. Utvofime-li nynf{ D(30, 36) =
= 6, jsou j{m délitelnd i éfsla 90 a 60, proto D(90, 60, 36) = D(30, 36) =
= 6. O tom, jak se vypolte nejvétsi spoleény délitel tii &isel, nds
pouduje

Vira 12. Nejvétsi spoleény délitel tFi &isel a, b, ¢ je roven nejvét§imu
spoleénému délitels &isel D, ¢, kde D = D(a, b).

Dtkaz: Oznadme nejvé&tithc spoleéného délitele é&fsel a, b, ¢ zna-
kem A4, nejvétitho spole¢ného délitele &isel a, b znakem D a nejvétsiho
spoleéného délitele &isel D, ¢ znakem D’.

a) Cislo 4 je spoletnym délitelem &sel a, b, a proto je podle
véty 11 také délitelem jejich nejvétitho spoletného délitele D. Vedle
toho je také délitelem &fsla c, takZe je také spoleénym délitelem &isel
D, c. To je mozné jen tak, ze 4 < D', nebof D’ je nejvétsi spoleény
délitel ¢&isel D, c. .

b) Cislo D’ je délitelem &isla D, proto je také spoleénym délitelem
¢isel a, b. Vedle toho je také délitelem é&isla ¢, takZe je spolednym déli-
telem &fsel a, b, c. To je mozné jen tak, Ze D' < A, nebof 4 je nej-
vétSsim spoleénym délitelem éisel a, b, c.

Podle a) je 4 < D’ a zaroveti podle b) je D’ < 4. Obojimu sou-
¢asné 1ze vyhovéti jen tak, Ze D' = A4, a to jsme méli dokazat.

Pii hleddni nejvétifho spoleéného délitele ti éisel 1:2 vyjiti od
kterychkoli dvou z nich. Oznaéime-li tfeba nejvétdiho spoleéného
délitele ¢&isel b, ¢ znakem D, a nejvétiiho spoleéného délitele &isel
a, D, znakem D,’, dokdZeme zcela stejng, ze D,” = A, takie D, =
= D', ¢imZ je vyslovené tvrzeni dokazino.

Vétu 12 lze bez obtiZi roziifiti i na vétsdi podet é&isel.

Cvilenti:

41. Stanovte a) D(568, 426, 355), b) D(468, 819, 1092). — [a) 71, b) 39.]

42. Uréete D(ac, be, c). — [c.]

43. Co znadi podminka D(a, b, c) = ¢? —[a = ch, b = ck.]

44. Jo.li D(a,c) =1, D(b,c) =1, je také D(ab,c) = 1. Dokaite. —
[Vypottéte D(ab, ac, ¢) dvojim zpasobem, pfi tem¥ uZijete vysledlku cvi¥. 38.]

45. DokaZte v&tu: KaZdy spoledny dslitel &isel a, b, ¢ je délitelem jejich
nejvétitho spoledného dé&litele. — [Oznalme Df(a,b) = D. KaZdy spoleény
délitel d &isel a, b, ¢ je dslitelem &isla D (prod?) a je také d&litelem nejvétifho
spoleéného délitele &isel D a c.]
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46. Jo-li D(a,b) = D,, D(c,d) = D,, je Dfa,b,c,d) = D(D,, D,). Do-
ka¥te. — [Oznafme D(a, b, ¢, d) = A'i (Dy, Dg) = D. a) 4 je délitelem &isel
D, i D,, proto 4 £ D. b) D je délitelem &fsel a, b; ¢, d, proto D < A4.]

47. Je-li D(a, b) = D, D(a’, b’) = D’, urdete D(aa’, ab’, ba’, bb"). — [Utijte
vysledku cvié. 46 a cvié. 38. Vysledek DD’.]

3. NEJMENSI SPOLEENY NASOBEK

'Vyjdéme opét ze dvou libovoln& zvolenych &fsel, tieba z &isel 36
a 60. Utvoime v8ecky jejich niasobky. Dostaneme dvé fady ndsobki:

36, 72, 108,144, 180, 216, 252, 288, 324, 360, 396, 432, ...,
60, 120, 180, 240, 300, 360, 420, 480, 540, 600, 660, 720, ...

.V obou skupindch se vyskytujf ¢isla spoleéna: 180, 360, 540, 720, ...
Tato &isla se nazyvaji spoleéné nisobky &isel 36 a 60. Cislo 180 je
z nich nejmensf. Proto Fikdme, Ze 180 je nejmendi spoleény nasobek
tise 136 a 60. Zapisujeme to takto: n(36, 60) = 180.

Ka#dé éfslo, v nédmZ jsou dvé dand &isla obsaZena, nazyvame
jejich spoleZnym nisobkem. Nejmensi ze v8ech &fsel, v némZ jsou obé
dana ¢isla obsaZena, nazyvame jejich nejmensim spolegénym ni-
sobkem. Ze &islo n je nejmensim spoleénym nasobkem &isel a, b, za-
pisujeme n(a, b) = n.

Snadno zjistime, Ze kazda dvé (celd a kladna) éisla a, b maji nej-
mensf spoleény ndsobek. Souéin ab obou &isel je jistd jejich spole¢nym
nasobkem. Podle véty 2 Zadny nasobek ¢&isla @ nemtzZe byt men3f nez
a a zadny nasobek ¢isla b nemtze byt mensf nez b; proto spolecny-
nasobek &isel a, b nemlZe byt mensi, nez je véts{ z &isel a, b. Mezi
vétsSim z ¢isel a, b a jejich soudinem ab je koneény podet éisel, z nichz
aspon jedno, totiZ &islo ab, je zcela jist& spoleénym ndsobkem &fsel
a, b. Mezi vétdim z &isel a, b a soudinem ab je tedy také koneény podet
jejich spoleénych nasobki a jeden z nich je zcela jisté nejmensi.

Mezi spoleénymi dé&liteli dvou &isel a jejich spolednymi nasobky
je viak jeden zisadni rozdil: Ka?da dvé é&isla maji vidy jen ko-
neény poéet spolednych déliteld, ale nekoneény pocet spoleénych
nasobki.
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Nejmens3im spoleénym ndsobkem &isel 18 a 6 je &fslo 18, nebot
18 = 18. 1a 18 = 6. 3 a &fslo 18 iz mendf nisobek miti nemize.

Vera 13. Je-li &islo a ndsobkem éisla b, je éislo a nejmendim spo-
leénym ndsobkem &isel a, b.

Dukaz: Cislo a je niasobkem sama sebe podle véty 1 a je také
nasobkem éfsla b podle pfedpokladu. Je tedy spoleénym ndsobkem
obou &fsel. Zaroveii je také nejmensim spoleénym nasobkem obou éisel,
nebot Zadny nasobek é&fsla a nemuze byt podle véty 2 mensf neZ a.

Obracené z podminky n(a, b) = a oviem plyne, Ze &islo a je na-
sobkem ¢&isla b.

Cisla 36 a 60 maji spoleéné nasobky 180, 360, 540, 720, ..., pfi
demz 360 = 180. 2, 540 = 180. 3, 720 = 180 . 4 atd.; vSechny tyto
nasobky jsou ndsobky ¢&isla 180, které je nejmensim spoleénym né-
sobkem ¢isel 36 a 60. DokazZeme, Ze plat

Vira 14. Ka#dy spoleény ndsobek {isel a, b je ndsobkem jejich
nejmensiho spoledného ndsobku.

Dikaz: Ozna¢me néktery spoleény ndsobek éisel @, b pismenem
N, jejich nejmensi spoleény nisobek pismenem n. Jeito N je spoleé-
nym nasobkem é&isel a, b, 1ze nalézti dvé é&isla u, v tak, 7e N = au =
= bv. Jeito déile n je nejmensfm spoleénym nisobkem é&fsel a, b, lze
nalézti dvé éisla r, s tak, Ze n = ar = bs. Délime-li &iglo N &islem =,
dostaneme podle véty 7 podil k a zbytek z, t. j. N = nk + 2, pfi éemi
k a z jsou ¢isla celd a bud z = 0 nebo 0 < z < n. Odtud plyne, Ze
z = N —nk. Dosadime-li sem N = au, n = ar, je z = au —ark =
= a(u — rk). Podobné dosadime-li N = bv, n = bs, je z = bv — bsk =
= b(v — sk). Cisla u — rk, v — sk jsou bud ob& rovna nule (to nastane,
kdyz z = 0) nebo jsou obé celd a kladna (kdyz 2z > 0). V tomto dru-
hém piipadé z je spoleénym nisobkem d&isel a, b, ktery je mensf nez n.
To v3ak nenf moZné, nebof jsme predpoklidali, Ze » je nejmensi
spoleény nasobek éisel a, b. Proto tato druhd moZnost nenastane
a obé uvazovana ¢isla u — rk, v — sk, jakoz i é&islo z, musi byt rovna
nule a ¢éislo N je tedy nasobkem éisla n. To jsme chtéli dokazat.

Cvitenl:
48. Urlete a) n(a, 1), b) n(a, a). — [a) a, b) a.]
49. Je moiné, aby nejvétsi spoledny dslitel dvou é&isel byl roven jejich
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nejmensimu spoletnému nésobku? — [Je-li z spoleéné hodnota x;ejvétéiho
spoleéného délitele i nejmenstho spoleBného ndsobku é&fsel @, b, musi a < =
a soutasnd = < a; podobnd pro b.]

50. Napiste v8echna ¢&isla, ktera d8lena &isly a, b davaji po kaZdé zbytek z.
— [Cisla tvaru k . n(a, b) + 2.]

51. Je-li n nejmensi spoledny nésobek &isel a, b a je-li n = ar = bs, je
nejvétSi spoleény délitel &isel r a 8 roven jedné. DokaZte. — [Je-li r = km,

|
8 = hm, je také% = ak = bh, takZe &islo % je spoleénym nésobkem &isel a, b,
ale to nemiiZe byt mensf neZ n. Je tedy m = 1.],

52. Je-li N spoleénym nésobkem é&fsel g, b, t. j. je-li N = ar = bs, a je-li
nejvétsi spoleény dé&litel &fsel r, 8 roven jedné, je N = n(a, b). DokaZte. —
[N = nm (véta 14); je-li n = au = by, je N = aum = bvm, takZe r = um,
8 = vm. Jefto md byt D(r, s) = 1, musi m = 1.]

53. Maji-li &isla a, b nejmensi spoleény ndsobek n, maji &isla ma, mb
nejmensi spoleény nésobek mn. Doka¥te. — [Oznadme n(ma, mb) = n’. a) mn
je spoleény nésobek &isel ma, mb, proto mn = n’. b) »’ = mar = mbs, n’ je

délitelné &islen m a % je spoleény nésobek é&fsel.a, b; proto % =2n]

Vypoditali jsme, %e D(36, 60) = 12, »(36, 60) = 180. Snadno
shledame, Ze 12 . 180 = 36 . 60 = 2160. DokaZeme, Ze tuto vlastnost
mé nejvétdi spoleény délitel a nejmendi spoleény nisobek kaZdych
dvou éfsel.

Vera 15. Je-lt D nejvét¥ spoledny délitel a n nejmendi spolebny
ndsobek &isel a, b, je ab = Dn.

Dakaz: Je-li D nejvétsi spoleény délitel a n nejmensi spoleény
nésobek é&isel a, b, lze nalézti éisla r, s, u, v tak, Ze @ = Dr, b = Ds,
n = au = bv.

a) Utvorme é&fslo % Aoto #slo je oviem celé, nebof kterékoli

z &isel @, b je délitelné ¢&islem D. ProtoZze b = Ds, proto as.

@ _
o=
Y 4 a’b v ab ] ’ ”
Protoie déile a = Dr, proto D= br, takze o e spoleénym na-
sobkem é&fsel a, b. Podle véty 14 je to tedy nisobek jejich nejmensiho

spole¢ného nasobku, a proto % = n &ili ab > Dn.

b) Utvoime nyni ¢&islo % To je také celé vzhledem k vété 14,
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nebot ab je spoleény nasobek damych &fsel. Protoze n = bv, proto

ab =2 dli o= ab .v. Protoze dile n = au, proto ab = b ¢ili
v n n U

n
b= % . u, takze % jo spoleénym délitelem &isel a, . Podle véty 11

jo to tedy délitel jejich nejvétiiho spole¢ného délitele, a proto Eﬂé <D
diliab < Dn.

Podle a) je ab = Dn a zérovel podle b) je ab < Dn. Tomu lze
vyhovéti jen tak, ze ab = Dn.

Véta 15 nim umoZni vypotet nejmensiho spoleéného nasobku
dvou ¢fsel. Nejprve vypoéteme Eukleidovym algoritmem jejich nej-
vétdiho spoleéného délitele D a pak podle privé dokizané véty jejich
nejmensi spoleény nisobek je n = ;Tb.

Cviéeni:

54. Vypo&tdte a) n(135, 144), b) n(238, 357), ¢) n(1071, 882). — [a) 2160,
b) 714, ¢) 14 994.]

55. Nejvatsi spoleény dé&litel dvou &isel je 24, jejich nejmens3i spoledny
nasobek je 5040. Jedno &islo je 240. Urdete druhé. — [504.)

§6. Maji-li ¢isla a, b nejv&tiiho spoleéného dé&litele D a nejmensi spoleény
nésobek n, je a = Dr, b = Ds, n = au = bv. Doka¥te, %o r = v, § = u. —

. a n b n
[Z rovnice ab = Dn plyne =% D" .;,]

57. V&tu ze cvié. 53 dokaZte pomoci v8ty 15 uZivajice vysledku cvié. 38, —
[(Ozna&me D(a, b) = D, D(ma, mb) = D', n(ma, mb) = n’; p¥i tom D’ = mD.

Pak ma.mb = D'n’, 0’ = 7'— = mn.]

Lze také hovofiti o spoleénych nisobcich vétsitho poétu é&isel.
Jsou to ¢isla, kterd jsou viemi danymi éfsly délitelnd. Nejmensf
z nich se nazyva nejmens$i spoleény ndsobek danych ¢&isel. Jsou-li
dané &isla oznadena pismeny a, b, ¢, ..., uZivame pro jejich nejmensi
spoleény nisobek znaku n(a, b, ¢, ...).

Hledame-li na pFiklad n(24, 36, 60), nalezneme nejprve n(24, 36)=
= 72. V é&fsle 72 jsou obsaZena ¢&isla 24 i 36. Utvofime-li n(72, 60) =
= 360, jsou v ném obsaZena také &isla 24 a 36; proto n(24, 36, 60) =
= 360.
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Vira 16. Nejmendi spoleény ndsobek tri &isel a, b, ¢, je roven
nejmendimu spoleénému ndsobku ¢isel n, ¢, kde n = n(a, b).

Dukaz: Oznaéme nejmens{ spoleény nasobek é&isel a, b, ¢ znakem
v, nejmensi spoleény nasobek ¢éisel a, b znakem » a nejmensi spoleény
nasobek &fsel n, ¢ znakem n’.

a) Cislo » je spoleénym nasobkem &isel a, b, a proto je podle
véty 14 nasobkem jejich nejmensiho spoleéného nasobku n. Jezto » je
také nasobkem é&fsla c, je zaroveil spoleénym nasobkem é&fsel n, c. To
je mozné jen tak, Ze » = n’, nebot n’ je nejmensim spolednym né-
sobkem é&fsel n, c.

b) Cislo »’ je spoleénym nasobkem &fsel 7, ¢, aviak n je ndsobkem
¢isla a a zdroven také nisobkem dfsla b; proto n’ je spoleénym nasob-
kem é&isel g, b, c. To je moZné jen tak, Ze n’ = », nebot » je nejmen-
8f{m spoleénym nasobkem é&fsel a, b, c.

Podle a) je » = n’ a zaroveii podle b) je »’ = ». Obojimu sou-
dasné lIze vyhovéti jen tak, kdyZ je n’ = », a to jsme chtéli dokazat.

P#i hleddni nejmen3iho spoleéného nasobku ti#i ¢&isel lze vyjiti
od kterychkoli dvou z nich. Oznaéime-li tieba nejmensi spoleény né-
sobek ¢isel b, ¢ znakem 7, a nejmensi spoleény nasobek d&isel a, n;
znakem n,’, dokdZeme zcela stejnd, Ze n,” = v, takze n,” = n’, éimz
je vyslovené tvrzeni dokazano.

Dokézanou vétu lze bez obtizi rozsffiti i na vét3f pocet &isel.

Cvileni:

58. Stanovte a) n(58, 87, 145), b) n(296, 222, 185). — [a) 870, b) 4440.]

59. Co znadf n(a, b,¢) = ¢? — [¢ = ar, ¢ = bs.]

60. KaZdy spoledny nésobek &isel a, b, ¢ je ndsobkem jejich nejmensiho
spoleZného nésobku. DokaZte. — [Oznadime-li n(a, b) = n, je kaidy spoleény
nésobek N &fsel a, b, ¢ ndsobkem ¢&isla n (proé?). Je tedy N spoleénym nésobkem
&sel n, ¢.]

6l. Je-li n(a, b) = n,, n(c, d) = n,, je n(a, b, ¢, d) = n(n,, n,). Dokaite. —
[Oznadime n(a, b, ¢, d) = v, n(n,;, ny) = n. a) v je ndsobkem &isel n,, n,, proto
¥ = n. b) n je ndsobkem é&isel a, b; ¢, d, proto n > ».]

62. Jo-li n(a b) = n, n{a’, b’) = n’, urlete n(aa’, ab’, ba’, bb’). — [UZijte
vysledku cvié. 81 a cvié. 53; vysledek nn’.]

abe

63. Dokaite, Ze n(ab, ac, be) = Fr—p—s.

— [Oznafme D(a,b) = D,
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D(a, b, ¢) = A. Pak n(ab, ac, be) = n(ab, c a_b) ab ab De

77 i TRl Sl /R 7Ty e
_ abe ]
==
64. Dokaste, Ze D(ab,ac,be) = —2° . - [Oznatme n(a,b) = n,
n(a, b, ¢)

n(a, b, ¢) = v. Pak D(ab, ac, bc) = D(ab, c. E:_;_) = i—: .D(n,c) =
__abe
= T.]

4. VLASTNOSTI CiSEL NESOUDELNYCH

Takova dvé ¢isla, jejichZ nejvétsi spoleény délitel je roven jedné,
se nazyvaji navzijem nesoud&lni. JestliZe nejvétsi spoleény délitel
dvou é&fsel je vétdi nez 1, nazyvame tato éisla navzijem soud&lnymi.

Na ptiklad ¢isla 4 a 9 jsou navzijem nesoudélns, nebot D(4, 9) =
= 1. Také éisla 1, a tfeba povaZovati za &isla navzijem nesoudélna,
nebot D(1, a) = 1.

Snadno shledime, Ze n(9,4) = 9.4 = 36. To platf pro kazdou
dvojici éisel navzajem nesoudélnych.

Vira 17. Nejmen$i spoleény ndsobek dvou é&isel a, b navzdjem ne-
soudélnyjch je roven jejich soulinu. Obrdcené, je-li mejmendi spolecny
ndsobek dvou Cisel roven jejich soudinu, jsou to &isla navzdjem nesou-
délng.

Dikaz: Véta je bezprostfednim disledkem véty 15. Jestlize do
rovnice ab = Dn dosadime D =1, vyjde n = ab. Dosadime-li do
téZe rovnice n = ab, vyjde D = 1.

Cisla 4 a 9 jsou navzijem nesoudélna. Cislo 252 je délitelné
¢tyFmi i deviti, nebof 252 = 4. 63 = 9. 28, a je také délitelné t¥iceti
Sesti (= 9. 4), nebot 252 = 36 . 7. To plati obecné.

Vera 18. Je-li &islo ¢ délitelné dvéma &isly a, b, jef jsou navzdjem
nesoudénd, je délitelné také jejich soudinem.

Dikaz: Predpoklidejme, Ze ¢ je délitelné &islem a i éislem b. Je
tedy ¢ spoleénym nasobkem obou téchto &isel a podle véty 14 je na-
sobkem jejich nejmendtho spoleéného nasobku =, t. j. ¢ = nk. Ale
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a, b jsou ¢&fsla navzijem nesoudélné, proto podle véty 17 je n = ab,
takie ¢ = ab . k. Je tedy ¢islo ¢ délitelné soudinem ab.

Vime, zZe ¢éislo 252 je délitelné deviti. Dale vime, Ze 252 se d4
psat jako soucin 4. 63 a Ze ¢&isla 4 a 9 jsou navzijem nesoudélna.
Z toho miZeme soudit, Ze éislo 63 je délitelné deviti.

VEra 19. Je-li soudin am dvou ¢&isel a, m délitelny tketim &islem b,
jez je mesoudélné s &initelem a, je &islem b délitelngy druhy CEinitel m.

Dakaz: Pfedpoklidejme, Ze soudin am je délitelny dislem b, které
je s &islem a nesoudélné. Vedle toho je soudin am také délitelny
¢slem a, takZe am je délitelné dvéma ¢&fsly a, b, jeZz jsou navzijem
nesoudélna. Proto je podle véty 18 &islo am délitelné soudinem ab,
t. j. am = ab . k. Délime-li obé strany této rovnice ¢islem a, vyjde
m = bk, takze Gislo m je délitelné &islem b.

Cvilenf:

65. Ze dvou &isel navzéjem nesoudsinych je aspoti jedno liché. Doka%te. —
[Co by se stalo, kdyby byla ob& sud41]

66. KaYdd dv3 bezprostfednd po sobd nésledujicf &sla celé kladné a, b
jsou navzéjem nesouddlna. Doka#te. — [Cfm musf byt ddlitelné &fslo b — a1]

67. KaZd4 dvé licha &isla lifci se o libovolnou mocninu é&fsla 2 jsou na-
vzéjem nesoud®né. Doka¥te. — [Cim musf byt délitelno b — a?]

68. Soudin tff po sob& ndsledujicich &isel celych kladnych, z nichZ pro-
stfedn{ je liché, je vidy délitelny dvaceti &tyimi. DokaZte. — [Z t&chto &fsel je
vidy jedno délitelné tfemi, jedno krajni dvéma a druhé krajnf ¢tyfmi.]

69. Soudin p&ti po sobd nésledujicich &fsel celych kladnych, z nichZ pro-
stfedni je sudé, je vidy dé&litelny &islemn 240. Doka%te. — [Z t&chto &isel je vidy
jedno délitelné pé&ti, aspori jedno tfemi a bud jedno &tyimi a dvd dvéma nebo
dvé &tyimi a jedno dv&ma.]

70. Je-li n libovolné &fslo celé v&tsf ne% 1, dokaZte, Ze &islo (n? — 1) n?(n? 4
+ 1) je délitelné Sedesiti. — [Z uvedenych &initeli je jeden délitelny tfemi,
jeden &tyfmi a jeden p&ti (viz cvié. 27).]

71. V&tu 17 lze dokdzati pfimo z véty 14 bez pouZiti v8ty 16 (a tedy také
bez pouZiti vity 11). Provedte to. — [1. Z véty 14 plyne ab = nh, pfi femZ
h je spoletny délitel &fsel a, b. JeZto a, b jsou &isla navzédjem nesoudélnd, je b = 1.

2. Je-lin = ab a je-li a'= Dr, b = Ds, je %— = br = as také spoleény ndsobek
tisel a, b, ktery viak nemiiZe byt mensi ne% n. Proto musf D = 1.]

72. Jsou-li @, b dv¥ é&sla navzdjem nesouddlni, je D(am, b) = D(m, b);
pfi tom m je libovolné &islo. DokaZte. — [Vypoltdte dvojim zplusobem D(am,
bm, b).]
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73. Necht &fsla a, b jsou navzdjemn nesoudélné a necht b je ndsobkem
¢isla c. Pak é&isla a, ¢ jsou také navzidjem nesoud&lnéd. DokaZte. — [Oznadme
D(a, c) = D. Pak a = Dr, ¢ = Dt. Jeito b = ck = Dtk, je D spoleinym d8li-
telem ¢&isel a, b, t. j. D < D(e, b).]

74. Cisla a, b jsou navzéjem nesouddlnd a &fsla am, b jsou ob¥ d8litelnéd
&islem c. Pak je &fslo m d&litelné &islem ¢. DokaZte. — [Podle cvié. 73 je D(a, ¢} =
= 1. Cislo am je délitelné é&fslem c, které je s a nesoud&lné; proto m = ch. —
Jiny dikaez: Hledejte D(am, bm, ¢) dvéma zpisoby.]

5. PRVOCISLA

Mezi viemi sly hraji dilezitou tlohu &sla zvanad prvogisla. To
jsou ta &isla, kterd nemaji jinych délitelti krom& délitelt samozfejmych.
Cisla, kterd nejsou prvodisly, se nazyvaji &sla slofeni. Na piiklad
&isla 2, 3, 5, 7, ..., jsou prvodisla, ¢isla 4, 6, 8, 9, ... jsou é&islasloZend.
Cislo 1 se zpravidla za prvoéislo nepovazuje.

Prvodislo 3 je délitelné pouze ¢&isly 1 a 3. Prvoéislo 7 je délitelné
pouze &isly 1 a 7. Prvodisla 3 a 7 maji tedy pouze samoziejmého
spoleéného délitele, jimz je ¢&islo 1.

Vira 20. Kazdd dvé riznd prvoéisla p, q jsou navzdjem nesoudélnd.

Dikaz: Pon&vadZz p je prvoéislo, md pouze dva délitele: 1 a p.’
Z téhoz divodu mé q pouze dva délitele: 1 a ¢. Jezto p je rizné od g,
éisla p, ¢ maji jediného spoledného délitele: jednotku. Jsou to tedy
&isla navzijem nesoudélna.

Cislo 60 je délitelné dvéma, t. j. 60 = 2. 30. Cislo 30 je rovn&z
délitelné dvéma, t. j. 30 = 2. 15, takie 60 = 2.2.15. Cislo 15 je
délitelné tfemi, t. j. 15 = 3. 5, takZe 60 = 2. 2.3 . 5. Tak jsme &islo
60, které je sloZzené, vyjadfili ve tvaru soudinu prvoéisel.

Vera 21. KaZdé &islo slofend lze napsati ve tvaru soulinu nékolika
prvocisel.

Dékaz: Neni-li @ prvodéislem, ma (kromé jednotky a sama sebe)
jestd dalsi délitele. Budiz p, nejmensi z nich. Cislo p, je jisté prvo-
éislem. To dokazeme takto: Kdyby p; nebylo prvodislem, bylo by
délitelné néjakym é&fslem m < p, riznym od jedné a podle véty 4 by
talaé Gislo ¢ bylo délitelné Gistem m. Pak by p, nebyl nejmendi ddlitel
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¢isla a rizny od jedné, nybrz délitelm by byl mensi. Neni tedy mozné,
aby p, nebylo prvodislo. Tak dostdvame a = p,b, kde p, je prvoéislo
a b < a. Je-li b také prvodéislo, jsme hotovi; je-li viak b &islo sloZené,
lze postup opakovati pro ¢islo b a dostaneme b = p,¢, kde p, je opét
prvodislo a ¢ < b. Tak miZeme postupovati dile. Ponévadz podily
b, ¢, ..., které takto dostaneme, se stile zmensujf, pfi demz to jsou
¢isla kladnd, postup uréité jednou skonéi a nakonec dosp&jeme k sou-
-¢inu samych prvoéisel: @ = p;pyp; ... p,. Prvoéisla, jez takto dosta-
neme, nemusi byt oviem v8ecka navzijem rdznd.

Nynf si odvodime vé&tu, podle niZ miZeme poznat, je-li né&jaké
¢islo prvodislem. Abychom rozhodli, je-li tieba é&islo 149 prvoéislem,
musime dokazat, Ze nemd jinych déliteli kromé déliteli samoziej-
mych. Méli bychom je tedy déliti viemi &isly celymi a kladnymi a
mensimi neZ 149. To vSak neni tfeba; bude stadit, najdeme-li jeho
nejmensfho délitele rizného od jedné. Tento nejmensi délitel viak je
prvodislo, jak vime z dikazu véty 21. Staéi tedy éislo 149 délit viemi
prvocéisly mensimi nez 149, ale i to je zbyteéné mnoho. Uvidime, ze
stac¢i se omezit jen na takova prvocisla, jejichZ druhd mocnina je
mensf nez 149. To jsou prvodisla: 2, 3, 5, 7, 11. Snadno se pfesvédéime,
Ze &fislo 149 neni délitelné Zadnym z nich. Z toho usoudime, Ze 149 je
prvoéislo, nebot plati

Vira 22. Dané Cislo a je prvolislem, neni-li délitelné Zddngm
prvocislem p, které mad tu vlastnost, Ze p* < a, t. j. jehof druhd mocnina
je mendi neZ dané &islo nebo je mu nanejvy§ rovna.

Dakaz: Z dikazu véty 21 je patrno, Ze uloha rozloziti dané é&islo
a v soudin prvolisel je totoZni s ulohou nalézti nejmensfho délitele
daného éisla, ktery je rizny od jedné. Tento délitel p je prvoéislem.
Plati-li @ = pb, je druhy ¢initel b také délitelem &isla a. JeZto p je
nejmensf dé&litel, je vidy p < b, nebof b nemiize byt mensi nez p.
Nésobime-li tuto nerovnost kladnym é&fslem p, dostaneme p* < pb.
Ale pb = a, takie p? < a. Je-li &islo a sloZené, je tedy délitelné aspori
jednim prvodislem p, pro néz plati p* < a. Neexistuje-li Z4dné prvo-
¢islo této vlastnosti, je ¢islo a prvodislem.

Odtud je vidno, Ze lze koneénym poétem pokusi rozhodnout,
je-li dané ¢&islo prvodislem; oviem je-li to éfslo dosti veliké, muze byti
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téchto pokusii veliké mnoZstvi. Proto dosud neni o mnohych velkych
dislech znamo, jsou-li prvodéisly, &i jsou-li éisly sloZenymi.

Na vété 22 spoéiva zpluscb, jak lze vyhledati viecka prvolisla
men§f neZ libovolné ¢islo. NapiSeme Ffadu v3ech &fsel celych a kladnych
(bez ¢&isla 1) a vynechime v nich postupné nasobky vSech prvodisel.
Cislo 2 ponechdme a vyikrtéme viecky jeho vy3if nasobky. To, co
zbude, jsou (vedle é&isla 2) é&isla, jeZ nejsou délitelnd dvéma. Prvé
dalsf zbylé ¢islo je &islo 3. To ponechime a vySkrtame vSecky jeho
vy88i nasobky. Vedle ¢&isel 2 a 3 zbudou d&isla, jeZ nejsou délitelnd
dvéma ani tfemi. Nejmendi dalsf &islo, které zbylo, je &islo 5. Vy-
nechime viecky jeho vy38{ nasobky a tak pokradujeme dile. Vidy
prvni dal3i zbylé &islo p je prvoéislo, nebof neni délitelné Zadnym &fslem
mensfm (mimo &islo 1). Lze v3ak tvrditi je¥té vice: Také viecka ne-
pfeskrtnutd éisla mensf neZ p? jsou prvodisla, nebof nejsou délitelna
#4dnym prvodislem mensim nez p (véta 22). Provedeme-li tento po-
stup pro nasobky &isel 2, 3, 5, obdrzime vSecka prvodisla men&f nez
7? = 49, t. j. prvodisla

2, 3,5, 17 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47.

Popsany zpisob vyhledavani prvoéfsel je znimy pod jménem Erato-
sthenovo sf{to.*)

Snadno se pfesvédéime, Ze &islo 364 je délitelné sedmi, nebot
364 = 7.52. Ale 364 = 4.91. Odtud miZeme usoudit, Ze alespoii
jedno z ¢&isel 4, 91 je délitelné sedmi. A skutedné je 91 = 7. 13.

Vira 23. Je-li soutin ab dvou &initeli a, b délitelny prvoéislem p,
je jim délitelny aspoti jeden z &initels a, b.

Dukaz: Predpokladejme, Ze souéin ab je délitelny prvoéislem p.
Jsou dvé moznosti:

1. Bud je ¢&islo @ délitelné prvoéislem p. Pak je véta sprivna a
nemame co dokazovat.

2. Nebo &islo a neni délitelné prvoéislem p. Prvoéislo p ma pouze
dva délitele: 1 a p. JeZto a neni délitelné prvodislem p, maji &isla a
a p jediného spoleéného délitele: jednotku. Jsou to tedy éfsla navzijem

*) Eratosthenes by) Fecky matematik z III. stol. pf. Kr. V jeho dobéch

se psalo na voskové tabulky a misto preSkrtdavini vynechanych cisel se do ta-
_bulky délaly otvory; odtud nézev sito.
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nesoudélnd. Soudin ab je délitelny &islem p, které je s &fslem a nesou-
délné. Proto podle véty 21 &islo b je délitelné é&islem p. Véta je tedy
spravnd i v tomto piipads.

Vétu 23 lze roziifiti na libovolny podet é&initeld:

VETa 24. Je-li soubin jakéhokoli poltu &initelis délitelny prvodislem
p, je jim délitelny aspori jeden Einitel.

Dakaz: BudiZ » nejmendf podet &initeld, o némZ nevime, zda pro
né&j nade tvrzeni plati, a pfedpoklddejme, Ze mame zjisténo, Ze platf
pro kazdy pocet &initeld, ktery je mensi nez . M&jme soudin, ¢,¢,¢5. . .c,,
ktery obsahuje r &initeld c,, ¢, ¢y, ..., ¢, a rozdélme tyto Cinitele
ve dvé skupiny: do prvé skupiny zafadime tieba prvnich k <«r

tinitell ¢y, ¢,, C5, ..., ¢; @ jejich soudin oznadime a, t. j. @ = c,c,c5... €.
Do druhé skupiny pak zafadime zbyvajicich r—k ¢&initelt ¢4,
Cr+zs ++ o C, & jejich soudin oznaéime b, t. j. b = €1 1Cs4q ... ¢, V kaZdé

skupiné je tedy méné cinitel nez r a soudin danych ¢&isel lze napsati
jako soudin naSich dvou d&initelt a, b, t. j. ¢,¢yc5 ... c, = ab. Ten je
podle piedpokladu délitelny prvoéislem p. Proto podle véty 23 musf
prvodislem p byt délitelny aspoii jeden &initel, t. j. bud éislo a nebo
¢fslo b. Ale kazdé z ¢&isel a, b ma méné nez r initel; je-li tedy ¢&islo a
délitelné prvocfslem p, je jim délitelny aspoii jeden z jeho Einiteld
€y, Cgy Cyy - .., C, & je-1i &islo b délitelné prvodislem p, je jim délitelny
aspofi jeden ze zbyvajicich &initelt cy+y, Creg .., €,. V kaZzdém pii-
padé je tedy aspoii jeden z &initelt c,, ¢,, ¢, ..., ¢, délitelny prvodislen
p. Plati-li tedy naSe tvrzeni pro kaidy men3i podet Ciniteld neZ r,
platf také pro r ¢initelt.

Ve vété 23 jsme dokdzali, ic vyslovené tvrzeni platf pro dva
¢initele. Cheeme zjistit, plati-li také pro t¥i. Ponévadz platf pro kazdy
pocet éiniteld mensi neZ t¥i, t. j. pro dva ¢initele, plati podle toho, co
bylo pravé dokézano, i pro tfi &initele. Z toho miZeme tym#Z postupem
-usoudit, Ze nase tvrzen{ plati také pro &ty¥i &initele, a tak Ize pokrado-
vati libovolné daleko. Tim je dokézadno, Ze véta 24 plati pro kazdy
pocet Einiteld.

Nynf mdme v3echno pfipraveno, abychom dokazali, Ze plat{

Vara 26. Kaddé &islo lee rozdofite v soudsm prvodisel jewm jedntim
zpiesobem.
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Dikaz: Dejme tomu, Ze by byl moZny dvoji rozklad: jednak
@ = P)P:Ps --- P, @ jednak a = ¢,9.9; - .. q,, kde znaky py, ps, ps, - .2,
znamenaji prvoéisla v poétu r, kterd nemusi byt navzijem rtizni,
a znaky gy, 9, ¢, ..., ¢, znamenaj{ jina prvoéisla v poétu.s, ktera
opét nemusi byt navzajem raznd. Mus{ oviem platit

P1P2Ps - Pr = 019203 -+ Iy (*)
t. j. souéin p,p,p; ... p, musi byt délitelny éiclem ¢,. Podle véty 24
je to mo#né jen tak, %e aspoit jedno z prvodisel p,, p,, Ps, ..., D, je
délitelné prvocislem g¢,. Ale podle véty 20 kazdi dvé rtznd prvo-
¢isla jsou navzdjem nesoudélni, proto nékteré z prvodisel py, p,,
D3 ..., P, 8¢ musi rovnat prvoéislu ¢;. Dejme tomu, Ze je to tieba p,,
takZe p, = ¢,. Délime-li rovnici (*) timto éislem, vyjde

PeP3 --- Pp = Q243 --- G,

Odtud usoudime, zcela stejné, Ze prvodislo ¢, se musi rovnat ndkterému
z ostatnich prvoéisel p,, ps, ..., p,. Je-li to tfeba p,, musi platit p, =
= ¢y. V postupu Ize pokradovat tak dlouho, aZ vSecka prvodisla
z pravé strany rovnice (*) vyéerpame. Kazdé prvodislo z pravé strany
musf tedy byt rovno nékterému prvoéfslu z levé strany; musi tedy na
levé strané byt vSecka prvotisla, kterd jsou na pravé strané. Ale na
levé strané jich vice byt nemiiZe, protoZe pfi délenf rovnice (*) vSemi
prvodisly z pravé strany zbude na pravé strané éislo 1. Musi tedy na
levé strané vyjit také éislo 1, a proto nenf moZné, aby na levé strané
bylo vice prvocisel nez na pravé. Tim je dokdzino, Ze oba rozklady
jsou totozné a mohou se liditi nejvyse jen v pofadi diniteld, ale je
znamo, Ze hodnota soudinu na poradi initeld nezavisf.

Véta 25 je vrcholem, k némuZ sméfovaly uvahy této kniZky.
Poznamenejme k ni jedtd to, Ze neni nikterak samoziejma, aé se zda
zcela piirozena. Lze totiZz snadno udati piiklad, kdy véta o jedno-
znadnosti rozkladu é&isla v souédin prvodfsel neplati. Staéf v oboru
celych kladnych &isel vynechati jedno prvodéislo, tfeba prvodislo 2.
V é&fselném oboru sklddajicim se z &isel

1,3,4,5,6,7,8,9, 10, ...

lze bez omezeni provadét séitani a nasobenf, kterychkoli &isel z tohoto
oboru, pfi demZ dostaneme opét &isla z tohoto oboru. Pfi odéitan{ a
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déleni dvou &fsel z tohoto oboru vyjdou &fsla z tohoto oboru jen za
urcitych omezeni. Vedle omezeni, jeZ plati v (iplném oboru &isel celych
a kladnych, t¥eba se je$té vyvarovati odéitani a déleni, jejichz roz-
dilem, podflem nebo zbytkem by mélo byt é&islo 2, které v naSem
oboru neexistuje. Jinak tu lze providd&t tvahy o délitelnosti zcela
obdobné, jako jsme je provadéli diive. V tomto oboru jsou é&isla 3,
4, 5, 6, 7, 8, 10, ... ,,prvoéisly”, nebot Zaddné z nich nemd jiného
délitele mimo jednotku a sama sebe (nesmime zapomenout, Ze éislo 2
Pro nas nyn{ neexistuje). Lehko zjistime, Ze plati 3 . 8 = 4 . 6;to znadf,
Ze soudin 3 . 8 je délitelny prvoéislem 4, ale Zddny z jeho éiniteld jim
nen{ délitelny. Je to tedy obor, v némz neplati véta 23 a také ne véta
25, nebot privé uvedené souliny jsou dva navzajem ritizné rozklady
¢isla 24 v soudin prvoéisel.

Bylo by tedy pfirozené domnivati se, Ze v oboru vsech G&isel
celych a kladnych by mohl nastati podobny pfipad. To, Ze jsme
dosud jesté nikdy pFi rozkladu #4dného &isla dvoji rozklad nedostali,
nemizeme povaZovati za dikaz toho, Ze ¢isla s dvojim rozkladem
neexistujf, nebot je myslitelné, Zze by tento zjev mohl nastati u né-
kterého ¢isla neobvykle velikého, jehoz rozklad v soudin prvodisel
dosud jesté nebyl proveden. Véta 25 vSak viecky naSe pochybnosti
pfedem vyvracf.

Cvilent:

75. DokaZte vétu: Ka%dé prvodislo (s vyjimkou prvoéisla 2) je &islo liché. —
[Jaky tvar maji &isla sudd?]

76. DokaiZte v8tu: Cislo n? — 1 nenf prvodislem pro %idné celé n vEtsi
nez 2. — [Plati n? —1=(n + 1) (n — 1).]

77. Je-li p prvodislo vétsi neZ 3, je vidy jedno z &isel p — 1, p + 1 ds-
litelné Sesti. DokaZte. — [Ob¥& &isla jsou délitelnd dv&ma a jedno z nich tiemi.]

78. Je-li p prvoéislo vétsi neZ 3, je &islo p? — 1 délitelné dvaceti EtyFmi.
DokaZte. — [Viz cvi&. 76 a 77.}

79. Kolik je &isel mensich ne% 100, je se daji vyjddfiti jako soudin dvou
‘prvotisel? — [Celkem 34 &isel.]

80. RozloZte v soulin prvodisel &isla a) 648, b) 343; ¢) 1156, d) 2431. —
[2)2.2.2.3.3.3.3,b)7.7.7,¢)2.2.17.17,d) 11.13.17.]

8l. Kterymi prvotisly je tieba dé&lit, abychom zjistili, jsou-li prvoéisly
¢isla a) 331, b) 593; c) 997! DokaZte, %e to jsou prvodisla. — [Prvodisly mensimi
neZ a) 19, b) 29, ¢) 37.]
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82. Jak daleko tieba provddéti,Eratosthenovo sito, chceme-li stanovit
viecka prvoéisla mensi neZ a) 100, b) 1000, c¢) 10 000? — [Stadi vynechat
viecky nésobky prvoidisel nejvySe rovnych é&fslu a) 7, b) 31, ¢) 97.]

83. Jestli¥e &fslo a lze rozlo%iti v soudin dvou ¢&initelt b, ¢, je druhd moenina
jednoho &initele nejvyse rovna a druhd mocnina druhého é&initele aspofi rovna
gislu a. DokaZte. — [Je-li b < ¢, je b2 < be, be < c2.]

84, Je-li tfeti mocnina nejmensiho prvoéisla, jim¥ je sloZené &islo a d&-
litelné, v&t&i ne% a, je &slo a soudinem dvou prvoéisel (ruznych nebo stejnych).
DokaZte. — [Kdyby bylo a = pgr..., kde p £ ¢ £ r < ... jsou prvoéisla
v podtu k > 3, bylo by p®* < p* < pgr... = a.]

85. Jsou-li a, b ¢isla navzdjem nesoud&lné, jsou i éisla ¢ + b, ab navzéjem
nesoudé&lni. DokaZte. — [Kdyby bylo @ + b = pk, ab = ph, kde p je prvoéislo,
bylo by bud a (a proto i b) nebo b (a proto i a) délitelné &islem p.] .

86. Co lze Fici o dvou é&fslech, jejichZ nejmensf spoleény nédsobek je p-né-
sobkem jejich nejv&tiiho spoledného délitele, pfi SemZ p je prvodislo? — [Podle
véty 15 jeab = D . pD. Je-lia = Dr, b = Ds, je rs8 = p. Bud je a = pb nebo
je b = pa.]

87. RozloZime-li n8kterého délitele &isla a v soudin prvoéisel, dostaneme
jen takové prvoéisla, jez se vyskytujf v rozkladu &isla @ v soudin prvoéisel.
DokeZte. — [a = bc; kaZdé prvoéislo z rozkladu &fsla b musi byt rovno nékterému
prvoéislu z rozkladu éfsla a.]

88. Jestlie Z4dné z prvolisel p,, p,, ..., P, neni rovno ndkterému z prvo-
éisel ¢y, g4 ..., q,s jsOu Eisla @ = p,p; ... p,a b = ¢,4, ... g, n8VZajem nesoudslnd.
DokaZte. — [Kdyby byla navzéijem souddlnd, muselo by aspoii jedno z prvodisel
P1» Pgs -++» Pr byt rovno nékterému z prvoéisel q,, g, ..., g;.]

89. KaZdé &islo v&t3i neZ 1 a mensi neZ 30, jeZ je s &islem 30 nesoudsIné,
je prvoéislem. Odavodnéte. — [Cislo nesoudslné s &islem 30 nesmi byt d&litelné
24dnym z prvodisel 2, 3, 5. Ale viechna &isla men&i ne¥ 30, je. nejsou délitelnd
%4dnym z prvodisel 2, 3, 5, jsou prvodisla.]

90. Naleznéte viecka é&isla @, kterd maji tuto vlastnost: kaZdé &islo vétsf
neZ 1 a mensi neZ a, jeZ je s &fslem a nesoudslné, je prvoéislo. — [Je-li p prvoéislo,
pak a musi byt sloZeno ze viech prvoéisel mens&ich ne¥ p tak, aby a < p?. Pro
p = 3 jea = 4nebo 8; prop = 8§ jea = 6 nebo 12 nebo 18 nebo 24; prop = 7
jea = 30.]
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