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Holub&f:

METODY PLANIMETRIE
A APOLLONIOVA ULOHA

Kolikrdte asi jste pfe-

my3leli nad geometrickou
tlohou a ptali se, ¢im za-
¢iti, jakou methodou ji
Fediti. A mdlokdy jste se
starali, je-li moZno me-
thody uZivané p¥i rovin-
nych konstrukcich néjak
tHiditi a vede-li tloha
svou podstatou p¥imo
k uziti nékteré methody;
toto oboji chce vAm
pravé ukdzati a zdtraz-
niti knizka Holubdfova.
A jako piiklady, na kte-
rych ukazuje vdm autor
rizné zpfisoby rovinnych
konstrukei, proplétaji se
jeho strankami ulohy
slavného feckého uclence
Apolionia, Glohy Pappu-
sovy a jiné Glohy s nimi
souvisici (zvlasté o kon-
strukci kruZnic z riznych
podminek).
" PH ¢&teni zajimavych
jednoduchych vét, kte-
rych se pfi konstrukcich
pouZivd, poznite nejen
nejdfileZit&jsi a podrob-
nd FeSeni té&chto ftloh,
ale i novd geometrickd
odvétvi, jako kolineaci,
polaritu, inversi atd,
kterd vAm stfedni Skola
jiz nemohla ukdzati.

Na #fadé pFipojenych
adlob k cvienf (s ndvody)
budete moci zkusiti, jak
jste vnikli do novych po-
znatk®l a na mnohé Gloze
mbiZete vyzkouSeti rizné
methody, porovnivajice
jejich prednosti.

K 18,80
U viech knihkupct

JCMF
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PREDMLUVA.

Obecnd 4. A.,*) sestrojiti kruZnici, kterd se dotykd danych
ti kruZnic v roviné, zaujfmé mezi planimetrickymi tilohami
misto zvldsté vyznamné uZ proto, Ze feSenf planimetrické
vyZaduje vrcholnych vztaht a vlastnosti, které se o Gtvarech
planimetrickych na stfednf Skole dokazuji. Jsou to prede-
v&im vlastnosti homothetickych titvara, zvl4sté kruZnic, pak
vlastnosti chordél a vztahy poldrné pri kruZnicich. S 4. A.
setkdvdme se ¢asto v riznych souvislostech. Poskytuje na pf.
fefeni zdkladniho dkolu zvukométického, uréiti polohu zvu-
kového zdroje, zndme-li rozdil dob nebo drah, po kterych
dospél zvukovy rozruch ze zdroje do riznych zvukovych
stanic. (Viz ¢lanek dr, Zd. Pirka ,,Matematickd teorie zvuko-
méfictvi‘ v Ca.sopise pro pést. mat. a fys., ro¢. 66, 1937,
str, D 1). ‘

Tato klasickd tloha byla dileZitym zdrojem éetnych no-
vych poudek geometrickych, které pfi jejfm felenf byly obje-
veny. Zajimala geometry viech véku do té miry, Ze bylo po-
dédno mnoZstvi zpisobi jejfho FeSeni. Proto lze na této loze
vhodné ukdzati rizné metody FeSeni sloZitéjéich iloh kon-
struktivnich. :

Nafm tkolem bude zafaditi rozliénd feen G. A. v soubor
hlavnich metod, jakymi feSfme planimetrické ilohy kon-

*) Vysvitleni skratek v knize u¥ivanych: Uloha Apolloniova
se znaéi struénd u. A., geometrické misto g. m., kruZnice k
se stfedem O, po pfipadd s polomérem r, se oznafuje k(0O)
nebo k(O, r) anebo k(r). V citdtech znadf na pf. (1Ae) kapi-
tolu 1 této knihy, odstavec A, jeho &dst a) a p.; v citdtech téZe
kapitoly se jeji éfslo vynechdva. Citéty z knih seznamu litera-
tury vzadu jsou uvedeny znakem, na pf. Lit. & II, str. 10.
Cast&ji citované ufebnice J. Vojtdcha, Geometrie pro V. t¥du
reblek, 6. vyd. JCMF 1935, je oznadena prostd GV.



struktivni, zvld§té o kruZnicich, i naopak z metod prejiti
k dlohdm pi{buznym a obecnéjdim. Pfi tom mdme na mysli
dlohy zvané elementdrnf, t. j. stupné druhého, kvadratické,
v nich% ulohy stupné prvého jsou zahrnuty jako zvldstnf
pripad.

Pro rizné metody, kterych pouZijeme, dokdZeme hlavnf
vztahy a potfebné poutky, ¢im# piipravime étendfi mno-
stvi iloh, které by bylo lze na zdkladé uvedenych poznatkil
nejen formulovati, ale také prislunou metodou vhodné fe-
Siti. Mimo 1. A. a ilohy s nf tésné souvisici provedeme nebo
aspon naznadéime jako piiklad také jiné dGlohy.

Z uvedenych metod pak miZe vyplynouti mnoho uZiteé-
ného pro praktické provedeni konstrukef i v tlohdch ne-
uvedenych. Mohutn4d stavba konstrukef vyssf geometrie za-
sluhuje byti pro budouctho technika podepiena v zdkladech.
A to se miZe stati pravé jen hlubsfm proniknutfm do kon-
strukel a metod pfedeviim planimetrickych. Tém vSak na
stfedni 8kole nenf mo#no se vénovati tolik, jak by zasluho-
valy i pro zvldstni sviij vyznam ve vzdéldni rozumovém
i vieobecném. Tato kniha m4d tuto mezeru ponékud vy-
plniti. —

Pii jejim vydéni vzddvédm srdeéné diky p. fediteli vino-
hradské redlky B. Vlkovi za ochotné pujéeni rukopisu jeho
starsf prdce, uvedené v seznamu literatury, p. dr. J. Befkovs,
profesoru téZe &koly, za peélivé prohlédnutf textu po strince
jazykové a p. M. Koldfovi, lofiskému abiturientu vinohrad-
ské redlky, za vzorny popis viech obrazci.

Zejména dékuji za cenné rady p. dr. F. Vyéichlovi, do-
centu matematiky na vysokych Zkoldch, Jednoté Eeskijch
matematikd a fysiki za vyddni tohoto spisku a knihtiskdrné
nPrometheus*s za vzorné jeho provedeni.

V Praze o vénocich 1939,
Josef Holubd¥.



l.

PREHLED METOD PLANIMETRICKYCH
KONSTRUKCI.

Metody feSeni konstruktivnich dloh planimetrickych lze
rozli§iti podle toho, pracuje-li se s geometrickymi prvky
a Gtvary pifmo beze viech vypoéti anebo vySetfuji-li se geo-
metrické Gtvary pro konstrukci pomocf algebry, hlavné na
zdkladé soufadnic. Prvni metoda jest ryze geometricks,
druhd pak je metoda na zdkladé algebraickém. Me-
toda prvni pouZivd jako pomicky obrazcud, ¢imZ se stdva
velmi ndzornou, a byla v elementdrnich ¢dstech geometrie
hojné vyuZita ji% ve starém Recku. Byvé také nékdy nazy-
vdna metodou synthetickou, jeito vytvdi a vySetfuje
geometrické vitvary na zdkladé vlastnostf a souvislostf téchto
dtvara anebo jejich &dsti, pfi ¢emZ postupuje od jednodus-
sich vztahta k sloZitéjiim. Metoda na zdkladé algebraickém
nebo téZ analytickém vypocitdvd veliéiny hledané z velicin
danych proto, abychom dodli k vyslednému vyrazu, jenz
uréuje veliéiny hledané, a z ného mohli sestrojiti hledany
utvar. Jest vBak i metoda algebraickd vhodnym postupem,
jak casto jednoduse fesiti dlohy konstruktivni.

Metoda ryze geometrickd, pokud mdme na mysli hlavni
mySlenku konstruktivniho postupu pfi fefeni tlohy, jest
dvojiho druhu, a to metoda geometrickych mist a me-
toda transformacéni. Toto rozdéleni{ plat{ viak jen pfi
fedenf uloh jednoduchych; fefime-li konstruktivn{ wlohu slo-
Zitéjsi, vnikd postup transformacni do FeSeni pouZivajfctho
geometrickych mist a zase naopak pfi metodé transformacni
pouZité pri tuloze sloZitéji vyskytnou se nékters, -aspon
zdkladni geometrickd mfsta.

Pii fefieni mnohych tloh uz{vime dasto specidlnich vztahi,
odvozenych mezi dtvary danymi a hledanymi, e nelze
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dobfe mluviti ani o prvé ani o druhé metodé, nebot se obé
metody prostupujf a vyluény je]lCh réz se podiizuje oném
specidlnim® vztahim; ffkdme, %#e jsme pouZili metody
zaloZené na speclélnich vztazich,

A. Uloha Fefeni n¥kolika metodami. Abychom lépe
objasnili postup pfi jednotlivych metoddch, provedeme jako
priklad 1lohu feSenou nékolika metodami, pfi éem# uv1d1'.me,
Ze vSechny metody nejsou vidy stejné vyhodné.

Zvolime tlohu: Sestrojiti trojuhelnfk ABC, ktery
je dén dvéma stranami g, b a délkou osy o, tihlu y,
tedy tiemi nezdvislymi prvky. .

a) K specidln{m vztahim dospéjeme rozborem. Na
obr. 1 je hledany trojihelnik ABC ;CA = b, CB = a. Vede-
me-li kolmice k ose thlu ¢ koncovym bodem osy G’ a vrcholy
A, B, pak na strané AC dostaneme body, které tvofi harmo-
nickou ¢&tvefinu, protoZe plati (4B'CD)= —1; to plyne
z rovnoramenného lichobéinika A A’ BB’, ktery povaZujeme
za Gplny étyrroh.t)

Konstrukei tedy provedeme tak, %e na dn.nou stranu, na
pf. b, naneseme CB' = a a sestrojime bod D jako#to étvrty

1) Viz J. Vojtéch: GV, str. 60.



harmonicky ke tfem bodim A4, B'; C. Nad primérem CD
sestrojime kruZnici (<3 CC’'D = 90°), kterd uréi vrchol C’
pomocného trojihelnika pravodhlého CC'D, v ném% zndme
jebté jednu odvésnu CC’ = o,; trojahelnik vysledny 4BC
snadno jiz pak doplnime.

Vymezeni: Abychom dostali vrchol ¢’ pravoihlého troj-
thelnika, musi byti CC’ << CD,?) t. j. dand délka o, mensf
ne? harmonicky pramér danych stran ¢ = CB', b —EZ
Harmonicky primér tseéek a,bd je dén vyrazem —+ 5

proto musf o, < Uloha je pak jednoznaénd, nehle-

2ab
atb
dime-li k trojihelnfku soumérné sd.ruienému k A ABC
podle strany b.

b) Méme-li ilohu Fe&iti ufitim g m., hledime obycejne
sestrojiti uréity bod vysledného dtvaru, éfmZ dtloha je jiZ
v podstaté rozfeSena. Priloze t. zv. uréité, t. j. dané tak, aby
uvedenym podminkim vyhovoval koneény pocdet vyslednych
utvari, dospéjeme ke g. m. hledaného bodu vynechinim
jednoduché podminky. Provedeme-li to dvakrite, dojdeme
k dvéma g. m. — dvéma éarim — pro hledany bod, jenZ je
pak jejich prisecikem.

V naSem piikladé (obr. 2) hledme uréiti vrchol 4 hleda-
ného trojthelnfka. Sestrojime-li danou délku o, = CC' a vy-
hovime-li podmince dané délkou strany b, pak g. m. bodu 4
je kruinice my (C, b). Podobné bod B lezi na kruZnici
mp (C, a), z niZ lze odvoditi druhé g. m. pro bod 4, uvédZi-
me-li, Ze plati zndmy vztah C'A-: C'B= — b : a. OpfSe-li
bod B kruZnici m g, opise proto souéasné bod A kruZnici m’ 4
homotheticky sdruZenou s mp dle vnitintho stfedu homo-

thetie C'; pro stted D kruznice m’4 plati DC’ : CC' = —b :a
a pro jeji polomér 7’ = a , 7= b. Tim jest kruZnice urcena.

%) Ze svych tvah vylu¥ujeme utvary degenerované
v usefky, pfimky atd.



V konstrukei tedy pokradujeme tak, Ze na libovolny
paprsek vedeny C naneseme CI=a, 12 =5 a ucinfme
2D || 1C’; tim na paprsku CC’ dostaneme bod D. Priseéik
g- m. my a m'4 je hledany vrchol A4.3) Druhy prasecik A’
téchto kruZnic spojen 8 C stanovi na mp vrchol B. Uloha je
v podstaté jednoznadng (trojtihelnik o vysledném vrcholu 4’
byl by totiZ s prvnim trojihelnikem soumérné sdruZeny
podle CC’); je moind tehdy, pokud stfednd CD kruZnic

£

my & m4 jo mend{ neZ soudet jejich poloméra, t.j. 2b.
—_— = = b

Viak CD=CC'+ C'D=o0,(1+ -;), takZe opét musf

*Sa¥b

c¢) Resfme-li vilohu metodou transformaédni, pak pre-

ménime utvary dané nebo jejich ¢dst tak, aby fefenf ulohy za

zménénych poméra bylo moZno snédze provésti. Mdme oviem

na mysli pfeménu, transformaci, kterd je pied tim defino-
védna zcela urditymi vlastnostmi, jez uddvaji jednoznaéné

%) Viz Lit. & XII, str. 12.



prechod z dané soustavy ttvari do druhé a naopak. Z vy-
sledku ziskaného v ttvaru odvozeném piejdeme zpétnou
transformaci k vysledku, ktery fesf dlohu pavodni. Tak je
tomu pfi transformacich pohybovych, jak jsou zndmy ze
Skolnich vykladi, jako je posunuti (translace), otocenf (ro-
tace) nebo pieklopen{ kolem pfimky (soumérnost podle osy).

Pii transformaci v ttvar homotheticky nebo podobny
sestrojime rovné? napied vysledek pro odvozené iutvary,

'*’-‘:—-

. -,,531

kterého lze snize dosici; k tomuto vysledku je pak vysledek
tlohy pivodni homotheticky, resp. podobny.

Zvlddtni postaven{ pii TeSen{ konstruktivnich dloh za-
ujimé & specidlnfho pouZiti skytd inversni transformace a di-
latace, jak uvidime pozdéji; rovnéz tak i sttedovd kolineace
(a afinita) nebo polarita.

Vratme se opét ke zvolené tloze, kterou roziedime nyni
stejnolehlostf (homothetii). Sestrojime napted A 141BC,
v ném?% je dén pomér a:%:%0,=a:b:0, tedy troj-
dhelnik podobny vyslednému A ABC; sestrojime jej (obr. 3)
pomoci g. m. takto: Zvolime libovolné stranu ¢ = 141B;

9



jezto pomér daldich stran je dén, je g. m. vrcholu 1C Apollo-
niova krunice m sestrojeni!) nad pramérem C''C" pro
dany pomér b : a. Podobné znédme v trojihelniku pomocném
141¢"1C pomér stran *4C : 10"'C = b : o, a sestrojime tedy
druhé g. m. bodu 1C, Apolloniovu kruZnici n nad primérem
UV. V prusediku g. m. m a n je hledany bod C; trojihelnik
vysledny ABC sestrojime jako homotheticky s A 14!B!C
podle sttedu !C = C. Uloha je moZn4 potud, pokud se kruz-

: nice m a n protinaji, ¢ili
padne-li bod V v nafem
obrazci (za predpokladu
b>a)dovniti Gsecky 1C'1C”,
t.j. plat{-li 1C"V : 1C"V <0.
Vypodtem bychom dostali
Pro o,. zase nerovnost dii-
véjii. Je videti, Ze metoda
této konstrukce je pro zvo-
leny piiklad sloZitéjdf neZ
obé metody predchézejici.

d) Nejrychlejsf cestu k vysledku v naSem piikladé po-
skytne viak metoda na zdkladé algebraickém: Napied
vypoéteme nezndmou délku z (na obr. 4 je z=C'X) a tu pak
sestrojime. Vrcholem B vysledného A ABC je v obrazci ve-
dena se stranou A( rovnobézke BX, je% protind prodlouZe-
nou tseéku 0, = CC’' v.bodé X. Z podobnych trojihelniku
AC'C a BO'X plyne: AC : C'C = BX : C'X. PonévadZ viak
A CXB je rovnoramenny, jeito oba dhly pfi zdkladné CX
se rovnaji y, jest BX = BC = a. Pfedchozi uméru maZeme
tedy psati:

b:o,=a:x
a podle toho muZeme sestrojiti délku x. Sestrojeni A ABC
je pak velmi jednoduché. Z A CX B, ktery se sestroji napfed,
vyplyvé pak toto vymezeni: Refeni je moiné, pokud CX <
4) Viz J. Vojtsch: GV, str. 58. '
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< CB + BX. Dosazenim za CX = o, 4- z, dostaneme zase
jako diive, Ze musi byti o, < aly -

B. K piehledu metod uZivanych k fefeni konstruktivnich
tloh elementdrnich pfipojime je&té zminku o tom, kdy je
tiloha elementérni, t. j. kdy k jejimu fefeni staéi uZiti jen
piimek a kruZnic, a o pomickdch, kterymi se takové tdlohy
provédéji. Tato Gdst teorie geometrickych konstrukei ne-
bude na&im tkolem, i odkazujeme zvldité na pojedndn{ uve-
dené v Lit. é. XTII.

a) Analytické kriterium némeckého geometra F. Klei-
na o elementérnich ulohdch konstruktivnich pravi: Kon-
struktivn{ tlohu lze tehdy a jenom tehdy FeSiti kruZftkem
a pravitkem, daji-li se veli¢iny, urcujfci hledané prvky, odvo-
diti z veli¢in danych koneénym poétem séitdni, odéitdn{, nd-
sobeni, déleni a odmocnovanf dvéma.5)

b) VBecky konstrukce proveditelné pravitkem a kruZit-
kem lze provésti téZ jen kruzitkem, jak po prvé ukdzal italsky
geometr Mascheroni (1797) — ,konstrukce maschero-
nioveké“ — nebo také pouZitim pravitka a jediné pevné
kruZnice 8 danym stfedem — , konstrukce Steinerovy‘¢)
— anebo té% ndhradnim nddinim jinym, jako je pravodhlé
pravitko & j.

C. Jako pifklad provedeme nyni konstrukce, kterych
bude pozdéji potiebi.

: b
a) Sestrojime dseCku » = 9—(-;—, tedy étvrtou geometricky

umeérnou ke ttem danym iseckdm a, b, ¢ (obr. 5a), pouhym
kruZitkem. Sestrojime kruZnici £(0) polomérem OC = c,
uéinime CA = b, B = a a opfSeme z bodi B a 4 oblouky

3) Viz o tom té% v knize B. Byd¥ovsky - J. Vojtéch: Mathe-
matika pro nejvyssi tHdu redlek, Praha 1912, str. 80 a zv1astd
stat v pojednédni vyse citovaném.

¢) Nazvané podle slavného n&meckého geometra J. Steinera
(1796—1863).

11



jdouci bodem C; ty se protnou v bodé X. Pro obsah troj-
Adhelnfka ABC platf:

P— Mﬁ — 34AB . |CX.
4.0C
Z toho:

Aby konstrukce byla mo#nd, musf: a < 2¢, b < 2¢. Neni-lib

O)

tomu tak, zvolime vhodné celé ¢islo n a sestrojime naptred
dsetku y = ﬂc ; pak = n.y, coi lze uliniti zase kru-
Zitkem (viz téZ str. 79).

b) Pro sestrojenf tisecky x = Va_b, tedy stfednf geomet-
ricky dmérné, je vyhodnd konstrukce Pelzova?) (obr. 5b).
Na pifmku naneseme tsecky: OA = a, OB = b, z bodu 4
tiseCku AC = b a z bodi B i C touZz délkou b sestrojime

) Viz Kadefdvek-Klima-Kounovsky: Deskriptivni geometrie

pro \}r‘ys 8k, techn., I; JCMF, Praha 1928; str. 18.
Pelz byl vynikajici fesky geometr (1845—1909).

12



oblouky, které se protnou v bodé X. Podle véty Eukleidovy
v kruZnici o stredu B plati:

404.2.0B = 04 . 0B — 0X* — o*.
Tedy OX = z.

Jind konstrukce mascheroniovskd jest provedena téZ na
obr. 27. —

13



2.

PREHLED ULOH SOUVISICICH S ULOHOU
APOLLONIOVOU.

Slavnd 4. A., definovand v tivodé, méd své jméno podle
feckého geometra Apollonia z Pergy (kolem r. 200 pf. Kr.),
ktery se ji zabyval a ji fesil v dile ,,nepl énapar®, t.j. ,,0 do-
tycich‘“. Spis ten se nezachoval, tak%e neni bezpeéné zndmo,
jaké Fefeni tento velky geometr provedl. Soudi se viak, Ze
podal Fefen{ i pro obecny piipad, a zd4 se, Ze bylo asi takové,
jaké uvefejnil r. 1600 v PaifZi francouzsky matematik
Viéte ve spise ,, Apollonius Gallus...*; je to feSeni ,dila-
taci‘‘, které uvedeme v (5A). Vrstevnfk Vittuiv Adrian van
Roomen (Adrianus Romanus) rozresil 4. A. uZitim kuZelo-
sedek. Toto feSeni zndme z vykladi Skolnich.t)

Od té doby zabyvalo se touto tdlohou mnoho slavnych
matematiki, jako Fermat, Newton, Euler, Carnot,
pozdéji Pliicker, Casey a j., cestou synthetickou i analy-
tickou. K fefienf zvl45té jednoduchému a elegantnimu dospél
francouzsky matematik Gergonne v ,,Annales de math.”,
sv. VII (1816—17), pak Gaultier a pozdéji Fouché (viz
kapit. 3). Vyznam fefeni Gergonnova je nejlépe vidéti
z toho, Ze bylo potom dokdzéno mnoha jinymi zpisoby, at
uZ jako disledek -fefeni zaloZeného na vztazich dtvaru
prostorovych, piifadénych vhodné k dtvarim rovinnym, coZ
provedl prosluly geometr némecky W. Fiedler uZitim
cyklografie,2) nebo jako zvldstni pifpad fefeni tikold obec-
néjéfch, Tu miZeme jmenovati velkého éeského geometra
J. Sobotku (viz Lit. . VIII). Odvozeni Gergonnova fesenf
deskriptivni geometrii i jin4 Fefenf na{ dlohy podal jiZ prof.

1) Viz udebnici: Klima-Ingri§, Rysovéni pro III. a IV. tF.
rrg. a r., (JCMF, 1934) § 19.

%) Na zédklad8 promiténi kruhového (cyklického) v knize:
Zyklographie . . ., Leipzig 1882,
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karlinské redlky F. Machovec (viz Lit. é. VI) v r. 1879, jiné
odvozenf geometrii projektivni, a to kolineaci, €esky geo-
metr V. Jarolimek (viz Lit, &é. III, sv. 5) a dals{ pak dr.
J. Klima (viz Lit. é. V).

JiZ ze zdjmu, jakému se téfila 4. A., je vidéti, Ze uloha ta
m4 nejen veliky vyznam teoreticky, coZz bylo naznaéeno jiZ
v tivodé, ale i obecné kulturnf.

A. Urdeni kruZnice podminkami dotyku. K urdenf
kruZnice v roviné jest tfeba tif jednoduchych podminek ne-
zdvislych, co je jasné jiZ z toho, Ze k uréen{ polohy stiedu je
tieba dvou podminek (v analytické geometrii dvou soufad-
nic) a k urdeni poloméru jedné podminky (na pf. jeho délky).

V obecné 4. A. jsou diny tfi podminky dotyku s danymi
kruZnicemi %y, ¢+ = 1, 2, 3; oznaéfme-li takovou jednu pod-
minku symbolem (k), miZeme obecnou 4. A. znaditi (kkk).

Nahradime-li danou kruZnici bodem, jakoZto kruZnici
poloméru nulového, bude tu jednoduchéd podminka pro hle-
danou kruZnici, aby prochdzela danym bodem; oznadfme
ji (B). Piejde-li dand kruZnice v pifmku, jako%to mezni kruz-
nici o poloméru nekoneéné velkém, pak bude podminkou,
aby se hledand kruZnice dotykala této pifmky; vznikne
podminka (p).

Utvoiime-li kombinace s opakovdnim tfet{ tfidy z pod-
minek (k), (p), (B), dostaneme (§) = 10, deset iloh Apol-

loniovych, v nichz novych devét jsou zvldstnf pi{pady
ulohy obecné,

~Jsou to ﬁlohy:>

1. kkk 6. kBB
v2. kkp 7. ppp
/3. kkB 8. ppB
vd, kpp 9. pBB
5. kpB 10. BBB.

B. Podminky protnuti orthogonélnfho, diametrilniho
a podminka daného polom&ru. Podminku (%) miZeme na-
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hraditi té% jinou: Uréime-li, Ze hledand kruZnice md danou
kruZnici .+

a) protinati orthogonilné, dostaneme podminku (k°),

b) m4-li ji protinati diametrdlné é&ili piliti ji, bude novd
podminka (&4).

¢) Zavedme mimo to v naSe itlohy jesté podminku, Ze
hledand kruZnice mé miti dany polomér, t. j. podminku (r).

Pozndme pozdéji, Ze podminky (k°) a (k) jsou s podminkou
dotyku 4. A. v tésné souvislosti, ba dokonce, Ze 1ze podmfinku
(k) 4. A. jimi vhodné nahraditi. Zavedeni podminky () je
odivodnéno tim, Ze se vyskytuje pfi nékterém refenf d. A.
jako disledek zvoleného postupu.

Spojime-li nyni{ podminky (k, k°, k% a r) v kembinace po
tiech s opakovdnim (podminka (r) se viak nemiZe opako-
vati), vzniknou nové ilohy, jeZ rozieSime v kap. 4 v tomto
porad{:

a) kokoke  P) kkoke  y) kkko ) kokor

kokokd kkokd kkk?® koksr
kekdks kkeks I8kir
kdkdksd kker
: kkdr
kkr.

Dostaneme tak novych 15 dloh.

C. Zvlastni tlohy s podminkami pfedchézejicimi. Mu-
¥eme je ddle rozmnotZiti specialisac{ takto: Podminku do-
tyku (k) nahradime podminkou (p) anebo (B); podminku (k°)
miizeme nahraditi jedinou novou specidlnf (p°), aby kruZnice
hledané protfnala danou piimku orthogondiné, neboli méla
stted na této primce. Podminku (k%) a ovlem ani (7) nelze
pak jiz specialisovati k ziskdnf novych dtloh. Dostaneme
tlohy:

Z tilohy na pt. kok°ke: k°kopo, k°p°p®, t. j. dvé nové tlohy
a pod. Dospéjeme tak k 51 novym tilohém, z nichz mnohé
jsou zcela jednoduché., UkéZe se, jak podminka (r) je téZ
organicky spjata s ostatnfmi; dojdeme totiz od 4. A. zpét
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k dlohdm zékladnim, jako jest na pi. iloha (p°p°r), znadfef
gestrojiti kruZnici danou sttedem (prise¢ikem dvou piimek)
a polomérem.

D. Podminka dotykového bodu. K témto lohdm se pak
pridruzujf jesté takové tlohy, v nichZ dany bod jest dotyko-
vym bodem na dané kruznici, podmfnka (kg), nebo na dané
piimce, podminka (pg). Jsou obdobou Sesti zndmych tdloh
Pappovych, je% naznadenym zpisobem vznikaji z pifslua-
nych 4. A. takto:

Z 4. A. 3. kkB vznikne: kkp

5. kpB ,,  kpp; kps

6. kBB ' kpB

8. ppB ”» PPB
a9 pBB ppB.

Kdy? také uvdifme, Ze dany bod miZe leZeti na dané kruz-
nici, kterou md vyslednd kruznice protinati orthogonilné
nebo diametrdlné, anebo na primce dané podmfnkou (p°),
dospéjeme k novym 35 tilohdm. Konedné také oba dané
body, pokud se vyskytujf, mohou leZeti na kruZnici (pfimce),
kterd m4 byt protata orthogondlné. Vzniknou tim jesté dvé
nové tulohy: (k°p.p) & (p°sip); tedy celkem novych
37 vloh, vétSinou zcela jednoduchych.

E. Podminky protnuti v daném dhlu. Misto podminky
dotyku 4. A. muZeme déle zavésti obecngjsi podminku, aby
vysledné kruZnice protinala kruinice dané k;.i =1, 2, 3,
v danych thlech g;, jezto dotyk je zvlastnfm pifpadem pro-
tnuti, totiz v tthlu nulovém. ,

Oznaéfme-li takovouto podminku (k?), prejde obecnd
1. A. v ilohu (k®k?k®). Ze vBech 4. A. kromé tlohy poslednf
dostaneme tak 9 iloh novych, zobecnénych, a to:

1. kekele 6. k*BB
2. kekepe 7. pPpPpe
3. kekeB 8. p*p*B
4. kepepe 9. p*BB.
5. kepeB



Kdybychom ponechali vedle podminky &® a 7¢ jednu nebo
dvé podminky dotyku, rozmnozil by se podet tiloh na 25 a ve
spojeni s ostatnimi podminkami, o néco vyse uvedenymi, na
veliky poéet daldich. Také rovnost tihlia @, = ¢, resp. = g@,,
by vedla k dalsim specidlnfm dkolum.

Vecky tyto tilohy, které souvisf s 4. A. a jeZ jsme v pie-
hledu uvedli, 1ze Fefiti pravitkem a kruzitkem, tedy elemen-
térné; feSeni tlohy nejobecnéjsf (kvk®k?) provedeme a%
v (5B).

Pozndmka. K jinym Glohdm o sestrojeni kruZnice by-
chom dospéli zavedenfm jesté jinych podminek, na pf. aby
hledand kruZnice uréovala na dané piimce nebo na dané
kruZnici svymi praseciky tétivy dané délky, nebo aby byla
danou kruZnici protata diametrélné a j. Tyto podminky
viak ve svych vykladech pomineme.

Zvl4stnf postavenf mezi tlohami o sestrojenf kruZnice za-
ujimé dloha Malfattiho, nazvand tak podle italského
matematika, ktery ji po prvé vyslovil a algebraicky feil
r. 1803:

Do daného trojihelnika vepiSte tfi kruZnice tak, a.by se
kaZd4 z nich dotykala dvou stran trojihelnfka a obou kruz-
nic ostatnich. Ryze geometrické jejf feSeni podal J. Steiner
(1827), ktery tuto tilohu jesté zobecnil tim, Ze nahradil strany
daného trojahelnika kruZnicemi. Touto ulohou se zabyvati
viak nebudeme 3) —

3) Redienf viz na pf. Lit. & I, str. 192 a n. nebo v pojednén{
V. Rychlika: ,,0 Malfattiho problému‘‘ v Priloze k CMF,
rod. XIX, 1911, str. 1 a 69.
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3.

RESENI APOLLONIOVY ULOHY ZALOZENA NA
SPECIALNICH VZTAZICH.

A. Zavedeni cyklu. Uvidime, Ze u. A. (kkk) vyhovuje
obecné nejvySe osm redlnych kruinic vyslednych, které se
daji sefaditi v étyfi dvojice. Toto sefadéni neni ndhodné,
o ¢emZ se presvédéime, zavedeme-li do tlohy kruZnice
orientované neboli cykly.l) Kazdé kruZnici lze totiZ

piisouditi dva smysly, navzdjem opaéné, ve kterych lze
otddenfim bodu kruZnici vytvofiti. Vznikne t. zv. oriento-
vané kruZnice (t. j. se smyslem), jeZ se zove cyklus. Smysl
otdlenf proti pohybu rudek hodinovych oznaéujeme jako
kladny a pifsludny cyklus se nazyva kladny. Pti opaéném
smyslu je cyklus zdporny. Smysl cykli oznac¢ujeme v obra-
zech Sipkou (obr. 6); polomér cyklu kladného povaZujeme
téz za kladny, polomér eyklu zdporného za zédporny. I teény
cykla se stdvaji orientovanymi, a to tak, Ze majf smysl je-
diny, uréeny smyslem cyklu v dotykovém bodé, jak vidime
v obr. 6 u teény ¢, v bodé T'; nebo u t, v bodé T, cyklu £.

1) Zavedl franc. matematik E. Laguerre (1834—1886).
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V témz% obrazci je vidéti, Ze dva cykly, které se dotykaji
vné (k a & v T,), musf byt opaéného smyslu, majice v T,
spoleénou teénu, jejiz smysl uréeny cyklem & musf byt v sou-
hlase i se smyslem druhého cyklu &,. Pfi dotyku vnitinfm
(k & ky v T,) musf byt oba cykly smyslu stejného; kdyby
tomu tak nebylo, nastal by v tomto bodé dotyk t. zv. ne-
vlastni, ktery se v naSich Gvahdch nevyskytne. Ve vétdch
o cyklech neni tfeba proto mluviti o zpisobu dotyku
(vnitinfm a vnéjdim) a vyjddfen{ vét je kratsf. Poznime
snadno, Ze dva cykly mohou mit jen dvé spoleéné teény a Ze
majf jen jediny stfed podobnosti.

‘Mimo to lze poznati, Ze ti{ cykli mohou se dotykati jen
dva cykly, a to vede pfi 4. A. pravé k dvojicim uvedenym
na pocdtku. ‘

Ve svych ivahich zaveden{ orientovanych kruZnic
vidycky zvl4st vytkneme. —

K fefenf 4. A. vedou, jak jiz bylo v dvodu feéeno, plani-
metrické vlastnosti kruZnic, které se zaklddaji na podob-
nosti, resp. homothetii, na polérnosti a pak na mocnosti bodu
ke kruZnici a z nf vyplyvajici vlastnosti chorddly (potenéni
piimky) a potenéniho (chorddlného) stredu.

Zékladni véty, uZfvajfef téchto pojmu, jsou zndmé ze
stfedoSkolského ucdiva; odvodime proto jen potiebné véty
dalsi.

a) Méjme dvé orientované kruZnice — v obr. 7 jsou to
cykly kladné k,(0,) a ky(O,) — se sttedem podobnosti
v bodé O. Lze snadno dokdzati vétu:

Dotyké-li se cyklus dvou danych cykld, pak spoj-
nice dotykovych bodi prochdz{ stfedem podob-
nosti danych cykla.

Jsou-li v obr. body T, a T, dotykové, pak protind spojnice
T\T, cyklus k, jeité v bodé U,. Uhly v obr. zatrfené jsou
vesmés stejné, takie zvldsté <X 0,U,0 = < 0,T40; proto
poloméry O,U, a 0,T, jsou iseéky rovnobézné a tedy homo-
thetické. Spojnice U,T, homotheticky sdruzenych bodi U,
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a T, jde pak skuteéné stiedefn podobnosti 0. Je to také di-
sledek véty uvedené sub e).

Naopak protneme-li dané dva cykly paprskem homo-
thetie ve ¢tyfech bodech T,, U, a T, U,, pak vidy dva pri-
seéfky na ruznych cyklech leZicf, které nejsou spolu homo-
thetické,?) t. j. 7', Ty nebo U,, U,, uréujf cyklus, ktery se
v téchto bodech danych cyklu dotyké. Z rovnosti zatrfenych
dhld vyplyvd zase naopak rovnost vsedek ST, = ST, t. j
poloméru dotykového cyklu k.

b) Sestrojime-li v témZ obrazci teény cyklu k v bodech
T, a T,, protnou se v pélu P dotykové se¢ny T,T) a plat{
PT, = PT,; mocnost bodu P vzhledem k cyklim k, a k; je
ste]mi ¢ili bod P nale# jejich chordéle p. To vyplyva rovnés
ze zndmé vlastnosti chorddl tif kruZnie.

MuZeme tedy fici, a to bez zfetele na smysl cykli: Do-
tyké-li se kruZnice &k dvou kruZnic k,k;, pak pél
spojnice dotykovych bodu vzhledem ke kru%nici &
leZf na chorddle kruZnic &, k, a naopak.

) Nazyveji se n8kdy inversn¥ sdruZené, nebo krétce
inversni podle stfedu O.
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c) Z této véty a z vlastnosti sdruienych péla3) plyne hned
dalsf véta:

P4l chorddly dvou kruznic vzhledem ke kruZnici

ttetf, kterd se prvych dvou dotyksd, let{ na spomlcl
dotykovych bodi.

d) Z obr. 7 miZeme napsati znémym zpusobem rovnice:
OT,.0U, = 04, . 0B,
0T, _ 04,
oU, 0B,
Znésobenim obou rovnic dostdvédme:
OT, . 0T, =04, . 04,

JestliZe se v tém% obraze dotyks dalsf cyklus 1% obou danych
v bodech T, a T,, pak plati podobné:

8) Viz J. Vojtéch: GV, 62.
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O'T, . O'T, = 04, . 04,,
éili

OT, . 0T, = O'T, . O'T,.
To znamend, Ze bod O m4 stejnou mocnost k obéma cyklum
k1% i ke viem ostatnim, které se cykli k, a k, dotykaji, a Ze
lezi na chordéle cykla k, 1% i na chordédle kazdé jiné takové
dvojice.

Plati tedy: JestliZe se dva cykly dotykajisoudasné
dvou jinych cyklia, pak chorddla jedné dvojice
cyklt dotykovych jde stftedem podobnosti druhé
dvojice eykla.

e) Nyni uvedeme vétu Mongeovu: Sest stfedid po-
dobnosti tfi kruZnic tvoff vrcholy dpiného &tyr-
stranu; jedna strana obsahuje tfi vnéjs{ stfedy po-
dobnosti a ostatni tfi strany spojujf vidy jeden
vnéjéi stfed s dvéma vnitifnimi. Jsou to étyfi osy
podobnosti tif kruZnic, jedna vnéj& a ti¥i vnitini (obr. 8).
Dukaz této véty jest proveden v GV, str. 52,

B. S témito vétami vystaéime, abychom provedli Ger-
gonnovo FeSeni 4. A, '

Rozbor: Dané tti kruZnice ky(0;), ¢ = 1, 2, 3, orientujme
v cykly — v obr. 9, na pr. v poradf (4+ —). Dotykaji-li se
dva vysledné cykly 1%(1S) a 2k(38) danych cykla, pak podle
véty sub d) prochazi chorddla onéch cykli stfedy podob-
nosti dvojic k,, k,, resp. ks, ky a k;, k;, ili je osou podobnosti o
danych cykli. Z téze véty pak plyne, Ze stfed podobnosti
dvojice 1k, 2k lezi na chorddle p,, dvojice k), &3, rovnéZ i na
chorddle dvojice k,, k&, i k3, k,, ¢ili jest potenénim stiedem P
danych cykli. A proto: Stfedy 1S, 2S vyslednych cykla
lezi na kolmici 8, spusténé s potenéniho stiedu P
danych cykld na jejich osu podobnosti. Podle véty
sub ¢) spojnice dotykovych bodu 1, I cyklu 'k a 2k s cyklem k,
prochézi pélem P; osy podobnosti o, jakoito chordaly dvo-
jice 1%, 2k, vzhledem k cyklu %,. A podle véty sub a) td% spoj-
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nice 1] jde sttedem podobnosti dvojice &, 2k,, t. j. bodem P.
Rovnéz pak spojnice dotykovych bodi vyslednych
cyklu s cyklem k, a &y spojuji p6l P,, resp. P, téZe osy o
vzhledem k danym cyklim k, resp. ¥; 8 potenénim
stfedem P.

Konstrukce: K danym tfem cyklim sestrojime osu po-
dobnosti o a jejich potenéni stied P. Uréime ddle pély P;
osy o vzhledem k danym cyklim k;.

Spojnice PPy protnou cykly k; v dotykovych jejich bo-
dech s dvéma cykly hledanymi 'k a 2k, jejichZ stiedy 18 a 2§
snadno jiZ doplnime,

Dikaz, Ze cykly 1k a 2k takto sestrojené skuteéné vyho-
vujf Zddanym podmfnkdm, miZeme provésti takto:

Body P, a P, jakoito pdly osy podobnosti o vzhledem
k cyklim %, a k, jsou body homothetické dle stfedu O,, ve
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vztahu uréeném homothetickymi cykly &, a k,, jeZto osa o je
paprskem homothetie.

Vedeme-li proto bodem P, seénu cyklu k, rovnobéZnou se
seénou 11, t. j. piimkou PP,, protne k; v bodech 2’ a II,
které jsou homothetické s body 1, resp. I; paprsky homothe-
tie 12’ a I II' protnou k, jedté v bodech (2), resp. (II), in-
versnich s 1, resp. s I. Spojnice (2)(II) prochdz{ nutné
bodem P,, jak plyne z konstrukce poldry bodu O,y vzhledem
ke ky, kdybychom ji sestrojovali uZitim tGplného é&tyrrohu
(2)2'(INII'. Poléra ta musi jit privé bodem P,, ktery je
pélem piHmky o, na ni%z bod O,, leZ{. Spojnice inversnich
dvojic bodu 1, I a (2), (II) protinaji se viak nutné na chor-
déle p,, cyklu k,, k, (dle véty Ad), tedy v bodé P, kterym byla
vedena spojnice 1I, od niZ jsme vysli. Je tedy spojnice
(2)(1I) totoZnd se spojnici PP, a body (2), (II), zfskané jako
inversni s body 1, I, jsou totoZné s body 2, 11 sestrojenymi
pivodné na PP,

Stejné dokdZeme, Ze body 3, resp. III jsou inversni

s body 1, resp. I na homothetickych cyklech k, a k, a e té%
body 2, resp. 11 jsou inversni s body 3, resp. 111 na homothe-
tickych cyklech k, a k.
. Proto cyklus 1k dotykajicf se k; v bodé I a jdouci bodem 2,
dotyké se v tomto bodé i &, (podle véty Aa). Podobné i cyklus,
dotykajici se na pf. &, v bodé 1 a jdoucf bodem 3, dotyk4 se
v tomto bodé i cyklu k;.

Avsak tento cyklus je totoZny s cyklem 1k prve uréenym,
co? plyne hned z toho, Ze trojthelniky 12 3 a 0,0,0, jsou
v poloze perspektivni (osou perspektivnosti jest o), tukZe
spojnice perspektivné sdruZenych vrcholi: 0,1, 0,2 a 0,3
protinaji se dle véty Desarguesovy4) v jediném bodé 1S,
stiedu to vysledného cyklu 1%.

Podobné jest tomu u cyklu 2k. —

4) V&ta ta znf: Jsou-li dva trojuhelniky v poloze takové, Ze
priseliky odpovidajicich si stran jsou na pfimce, prochdzejf

spojnice odpovidejicich si vrcholt jedinym bodem, a naopak.
bievil ji francouzsky geometr Desargues (t 1662) a lze ji
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Pozndmky ke konstrukei. a) Na obr. 9 jest provedena
tato konstrukce Gplné, ale k sestrojeni{ vyslednych cykla bylo
pouZito skuteéné jen pélu P,, jimZ uréeny dotykové body
1 & I na cyklu k,. Dotykovy bod 2 na ¢yklu &, miZeme se-
strojiti dle véty sub a) i bez pdélu P, Stiedem O, vedeme
v cyklu k; polomér 0,2’ rovnobéiny s O,1. Spojnice 12’
protne k, jiz v bodé 2. Spojnice pak 0,2 uréi na 0,1 hledany
stfed 18; podobné i 28,

\

Dalsich péla P, a Py bylo by moZno pouZiti ke kontrole
presnosti, zrovna tak jako stfedné s = 18%S, kterd musi jit
bodem P kolmo k o; tato osa o jest pak chorddlou cykla
% a % —

b) Pro sestrojeni péli P; osy o, kterd ani nemusi byt vy-
rysovéna, jest vyhodnd tato konstrukee, jsou-li spoleéné
teény danych cyklu s cyklem na pf. %, redlné (obr. 10). Dvé
uhlopfiéky étyrstranu, uréeného étyfmi teénami
cyklu k,, protinajise v pélu P, tfetf{ uhlopticky, t. j.
osy o, vzhledem ke k,. Tfmto bodem P, prochézeji totiX
i spojnice dotykovych bodu protéjiich tecen (v obr. na pf.
spojnice I]), ziejmé poldry bodu O, resp. O’, které nidleZ{ oseo.
snadno dokdzati prostorovd. (Viz Kadefivek-Klima-Kounov-

sky: Deskriptivni geometrie pro vys. 5k. techn., dil I; JCMF,
Praha 1928; str. 65.)
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Dikaz lze provésti tiebas uZitfm véty Brianchonovy.5)
Oznadime-li teny ¢isly 1, .. ., 6, pri demZ dvéma protéjSim
pridélime éfsla 2, 3 a 5, 6 (jeito kaZdou povaZujeme za dvé
soumezné, které se protinaji v prisluiném dotykovém bodé),
pak schema spojnic praseéika dvojic teéen jest:

1,2\, 34 . 2,3
4’5}1, 6,1}111, 5,6}11.

Vymezeni: Rizné skupiny znamének cykld, které pridé-
lfme danym tfem kruZnicim v obecné poloze, vedou k étyrem
osém podobnosti — dle véty Ae); z osmi (= 23) moZnych
skupin znamének vidy dvé skupiny znamének vesmés vzi-
jemné ruznych (v obr. 9 jsou to skupiny (4 -+ —), (——+)),
poskytnou totiZz jednu osu podobnosti. Jsou tedy obecné
étyfi dvojice vyslednych cykld, ¢ili obecné osm vysled-
nych kruZnic 4. A.

Nékteré dvojice vyslednych cykli mohou viak byt ima-
gindrn{: JestliZe spojnice potenéntho sttedu P s pély P; osy
podobnosti vzhledem k cyklim k; neprotnou pfisluiné
cykly k;, jsou dotykové body imagindrni, a proto pifslusnd
dvojice vysledku rovnéZz imagindrni. Jest tedy imagindr-
nich vysledku vidycky sudy podet.

Pocet redlnych vysledki zdvisi plivodné na vzijemné
poloze danych kruZnic.

a) Vylouéime-li zatim piipady, kdy se dané dvé kruZnice
dotykaji, jakoZto mezni piripady obecnych piipada, kdy se
tyto kruZnice protinaji anebo neprotinaji (protinajf imagi-
nédrné), moZno uvésti 11 obecnych poloh danych kruZnic
podstatné raznych.®) Na obr. 11 md piipad I, IT a X1 osm
redlnych vysledkia, pfipady V aZ X poskytuji étyfi redlnd
feSenf a pifpad 111 a IV neddvd Zddnych redlnych vysledki.

$8) Viz J. Vojtdch: GV, 63. Pro . dikaz stadilo by té% Fici:
Utvar vznikly touto konstrukei je polérny s utvarem, ktery
dévé konstrukei poléry k danému pélu uZitim vlastnosti
uplného &tyrrohu.

%) Viz Lit. &. II, str. 291; zde uvedeny i davody reédlnosti
vysledki.
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b) Jsou-li mezi danymi kruZnicemi k; dvé, které se doty-
kajf, na obr. 12 jsou to k, a k;, a dotykajf se v bodé O,,, pak

G0
OO
QLA
Q-

je vidy o dvé vysledné kruZnice méné neZ v obdobném pii-
padé obecném. V obr. opét dané kruZnice orientujme:
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ky(+), ky(—) & %y na pf. (4). Osa podobnosti o téchto cyklia
jde bodem O,,, takZe jejf pély P, a P, vzhledem k cyklum £,,
resp. k, lezi na jejich spoleéné teéné ¢ v bodé O,,. Tato teéna
je viak chordédlou dvojice k,, k, & obsahuje proto i potenén{
stfed P danych cykli. Spojnice PP, = t uréuje tedy na k,
dva body dotyku splyvajici s bodem O,,, rovné% tak i spoj-
nice PP, na k,, a splyvajf tedy také vysledné cykly v jediny

k(8). Pak oviem mus{ i spojnice PP;, kdeZ P, je pdlem osy o
‘vzhledem ke k,, byti teénou tohoto cyklu k;. Podobné i osa
podobnosti o, k nfZ bychom dospéli pfi zdporné orientaci
kruZnice k,, peskytne dva vysledné cykly splyvajicf v k'(S’)
Ve zvoleném pnpade dostali bychom tedy Sest reélnych vy-
sledk.

V obr. 12 je fefena soucasné dloha Pappova, nebot’ sestro-
jené cykly k& a k' se dotykajf pifmky ¢ v bodé O,, a kruZnice k,.
Pfi jejim FeSeni staéf bud nalézti jen potenén{ stied P krui-
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nice kg, piimky ¢ & bodu O,, a z ného vésti teény ke kruZnici k,,
které jiz stanovi na ks dotykové body 3 a 3’ hledanych
kruZnic; nebo by stalilo sestrojiti osy podobnosti o a o’,7)
které jdou kromé bodu O,, jedté také bodem O, resp. O,
krajnfmi to body priméru kruZnice k,, kolmého na piimku ¢.
Pifmky o a o’ uréf pak na k; body dotyku 3 a 3', coZ je kon-
strukce obvykld pfi FeSenf této ulohy. ,

¢) Jestlize dané kruZnice maji jeden spoleény bod P, je jiZ
tento bod jejich potenénim stiedem a kaZdd osa podobnosti
vede jen k jedné kruZnici vysledné a vidy k bodu P, jakozto
kruZnici nulové. Bod P zastupuje tedy &tyTi vysledky, takZe
jsou v tomto pripadé dal3i étyti fefeni redlnd. Jestlize dané
kruZnice ndleZ{ témuZ svazku, zastupujf spole¢né body
vSechna FeSenf.

d) Redeni Gergonnova nelze pouZiti, jestlize stiedy da-
nych ti{ kruZnic le#{ na pf{mce, nebot v tomto pifpadé jak
potenén{ stied, tak pély os podobnosti, které vesmés sply-
vajf se spole¢nou stfednou, jsou body twibéZinymi ve sméru
kolmém k této pifmce. Tento pifpad roziesfme pozdéji zpi-
soby jinymi,

C. Pro zvlastni piipady d. A kdy% dané kruZnice jsou
body, nebo piimky,’) miZeme pouiitl feSeni Gergonnova,
jestliZe mezi danymi prvky zistdvd aspon jedna kruZnice,
na niZ pak uréime dotykové body s kruZnicemi vyslednymi.
Jest to tedy 5 pifpadi v (2A) na str. 15 oznaéenych éfsly:
2. aZ 6.; probereme struéné prvni étyfi, protoZe posledni
pripad (kBB) je zcela jednoduchy & dobfe zndmy. V piipadé
4. (kpp) nutno vylouditi viak zvldstni polohu, kdyZz dvé
dané primky jsou rovnobéiné, nebot feSeni Gergonnovo zde
selhdvé podle (Bd). Ale tento piipad lze Fediti zcela jednoduse.

Vymezen{ ve viech prfpa,dech lze provésti a.phkové.nfm
piipadi obecnych; pro struénost je vynechdme.

) Osy podobnosti trojice ¢, Oy, ky; viz (3 Ca), str. 31.
" 8) Zde je tkeba vziti za kruimcl degenerovanou nejen pfimku
v konednu, ale i pFimku ub& nou, jako druhou jejf East.
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a) Ponévad% budeme pouZivati stiedi podobnosti, chor-
dél, pélu a poldr pii dvojieich kruznic (nebo cykli), z nichz
jedna nebo obé pieily v bod anebo v primku predeéleme, jak
se jevi tyto dtvary podle vlastnosti j ]e definujicich pri tako-
vych dvojicich.

&) Pro dvojici bod a kruznice: Oba stfedy podobnosti
splyvaji v daném bodé, chorddla puali vzdélenost bodu od
jeho poléry vzhledem k dané kruZnici, coZ nenf tteba zvldst
dokazovati.

B) Piimka a kruznice: Stiedy podobnosti jsou krajni
body O a O’ priméru kruZnice kolmého na danou pi{mku
(obr. 13). Vedeme-li bodem O,
resp. O’ paprsek, pak snadno
nahlédneme, Ze na tomto pa-
preku je vidy homotheticky P
sdruZen bod 4 piiniky p s bo-
dem O, resp. O’ a bod ubézny
(na druhé ¢ésti®) degenerované
kruZnice) s druhym bodem B
kruznice k (pro nekonedné
velky pomér homothetie, jak
musi byt, jeZto pro primku @
je nutno poloiiti r = o0);
body A, B jsou zde body inversnimi, Onentu]eme li kruz-
nici i pifmku, pak sttedem podobnosti je ten bod O, v némz
tetna cyklu je téhoZ smyslu jako orientovand pfimka p
‘(v obraze je to bod 0). Chordéla této dvojice je ovéem dand
primka.

y) Bod a pfimka: Stredy podobnosti zase splyvajf v da-
ném bodé, chorddlou je dand pifmka. Bod je k pifmce pélem,
piimka pak k bodu polérou.

d) Dva body: Stiedy podobnosti jsou stfed iisetky da-
nymi body uréené a 1ibéZny bod této spojnice. Chordélou je
osa soumérnosti téch bodu.

¢) Prodvé pfimky lze uréiti jen chorddlu, jakoZto jednu
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osu soumérnosti danych pfimek, z vlastnosti, %Ze chorddla
pulf dhel dvou kruZnic stejnych poloméri.

b) Je-li fesiti vilohu (kkp), t. j. nalézti kruZnici, kterd se
dotykd danych kruznic k,(0,), k,(0,) & dané piimky k; (obr.
14), sestrojime priméry v k, i k, ke k; kolmé, jeZ uréf svymi
krajnimi body O, 0}y, Tesp. Oy, 054 stiedy podobnosti
dvojic k,, ks, resp. ky, ks. PFi zvolené orientaci danych kruZnic
a pifmky je osou podobriosti o spojnice 0,30,5. Potenéni

H 3 .
stted P stanovime v priseéfku piimky kg & chorddly p,, da-
nych cykld. Tuto chorddlu uréime tiebas bodem C, ktery je
pruseéikéem spojnic bodi A,, B, a A, O,y, vzdjemné in-
versnich ve vztahu homothetickych cykli k, a k,; je kolm4
k stfedné 0,0,. Pak sestrojifme pél P, osy podobnosti o
vzhledem ke k, a spojnici PP, dospéjeme k dotykovym
bodim I & I na %, s vyslednymi cykly 'k a 2k. Sestrojeni
dotykovych bodu 2 a 3 na k,, resp. na k; a dokonéeni kon-
strukce je jiZ zndmé a jest provedeno v obrazci jen pro
cyklus 1%,

Uloha mé obecné 8 vysledki, protoZe jsou 4 osy podob-
nosti: kromeé o, jesté 0,50 5y, 0’15053 8 013055,

¢) Pifpad (kkB), sestrojiti kruZnici, kterd se dotykd da-
nych kruZnic k,(0,), k,(0,) a prochéz{ danym bodem O, jest
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proveden pii zvolené orientaci kruZnic na obr. 15. Stfed
podobnosti O,, byl sestrojen jako priseéik spoleénych teden
cykla %k, ky a p6l P, osy podobnosti 0 = 0,,0, vzhledem
k cyklu k, konstrukei, vyloZenou na str. 26 sub k), kdyZz byly
vedeny té% teény cyklu k, z bodu O,. Chordéla p,y dvojice
k,, Oq byla sestrojena stiedem teény 0,7 kolmo ne stfednou
0,0;; podobné i chordédla py,. Dals{ sestrojeni jest jiZ zndmé,
Pro uréen{ stfedu 2§ vysledného cyklu %k bylo pouZito
sttedné 1828, jez jde oviem bodem P kolmo na o,

Osy podobnosti jsou mo2né dvé, a proto m4 dloha obecné
étyti vysledky.

d) Méme-li sestrojiti kruZnici, kterd se dotykd dané kruz-
nice k,(0,) a danych dvou pifmek k,, k, (obr. 18), t. j. Tediti
dlohu (kpp), pak podobné jako sub b) sestrojime sttedy po-
dobnosti Oy, 0y, dvojice %, k, na pruméru kruZnice #k,,
kolmém na k,, a stiedy podobnosti O,,, O, dvojice k,, k.
Orientujeme-li opét dané vitvary, pak v naSem obrazci je
osou podobnosti o spojnice 0,05, jak rozhodly teény
cyklu k,, rovnobéZné i stejného smyslu s k,, resp. s ky; tyto
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te¢ny uréuji ve svém priseéiku P, pdl osy o vzhledem ke k,.
Potenéni stted P je v pruseéiku danych pifmek k,, k,, jakoZto
chorddl dvojic ky, ky & k,, ky. Jefto osa podobnosti o podle
konstrukece svych bodu Oy3 & Oy tvoif s danymi p: Fmkami
trojihelnik rovnoramenny, je stiedn4 'S28 vjrsledny'ch cykla
osou soumérnosti pifmek k;, k3, kolmou k ose 0. Dokonéen{
konstrukce jest jiZ jaané.

Jiné moZné orientace danych dtvard poskytuji jedté tii
osy podobnosti, 0'1,0'y5, 0,,0';5 & 0'},0,,, takie je iloha
obecné osmiznaénd.

Poznimka: Odvozenid konstrukce splyvé s postupem,
ktery lze vyloZiti homothetii mezi danym cyklem k, a hleda-
nym cyklem, na p¥. 1k. Jejich stiedem podobnosti jest hleda-
ny bod dotyku I. Zndme viak teény k, a k; hledaného
eyklu %k, miZeme tedy sestrojiti k danému cyklu %, tecny
8 nimi rovnobézné, jakoito homothetické: priseéiky P a P,
jsou pak body homothetické a jejich spojnice jakoZte pa-
prsek homothetie prochézf stfedem homothetie I, resp. 7 na
cyklu k,.

e) Pi'(ps,d (Ich), sestrojiti kruimcl, kterd se dotykd dané
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kruZnice k,(0,), dané primky k, a prochézf danym bodem O,
je feSen na obr. 17 a nepotiebuje témér vykladu. Osa podob-
nosti o jde oviem bodem O,, ktery je stfedem podobnosti —
podle a) — jak dvojice k,, O,, tak dvojice k,, O;. Osy podob-
nosti jsou celkem jen dvé, kromé o jeSté O,0’,, pii jiné orien-
taci dané kruZnice nebo dané piimky, takZe je tiloha obecné
étyfznaénd. —

D. Refeni Gaultierovo. Z Gergonnova Felen{ 4. A. lze
odvoditi jinou konstrukei, kterou podal francouzsky geometr
Gaultier.?) Vime, Ze v obr. 9 body P,, 1, I, P lezf na pifmce;
proto poléry téchto bodu vzhledem ke kruZnici &, se proti-
naji v jediném bodé. Poldra bodu P, je osa podobnosti o, po-
lary bodu 1 a I jsou teény k, v téchto bodech a spoleénym
pruseé¢fkem téchto tii poldr, t. j. bodem @, (v obr. 9 nenf
sestrojen), jde i poldra potenéniho stfedu P vzhledem ke
kruZnici %,. Refien{ . A. bude pak pro dané kruZnice #;(0y),
i =1, 2, 3, takovéto (obr. 18): .

Sestrojime osu podobnosti o danych kruZnic libovolné
orientovanych a jejich stied potenéni P. Potom uré{me na o
bod @, jako priseéfk jeji s poldrou g, potenéntho stiedu P

%)V Journal de I’école polytechnique; 16, 1818, - -
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vzhledem ke kruZnici k,; teény vedené z bodu @, ke k, uré
na tomto cyklu dotykové body I, I s dvéma vyslednymi
cykly 1k a 2k. Podobné by se daly sestrojiti i dotykové body
2,11, resp. 3, I1I cyklu 'k, 2k s cyklem k,, resp. k,. Staéi
viak poutit sttedid podobnosti O,,, resp. 0,4 a sestrojiti body 2,
resp. 3 a I1, resp. 111, jako body inversni v homothetickych

1

vztazich dvojic k,, k, a k,, k3 zpisobem jiZ zndmym (viz pozn.
ke konstr. a) na str. 26), dokonce i pfi nepfistupnych stfe-
dech podobnosti.

Je-li mocnost bodu P vzhledem k danym kruZnicim
kladnd (]a.ko v naSem obrazei), pak délka redlné teény
PM, = PM", vedené z P ke k, uréuje polomér kruZnice &°,
které protfné dané kruZnice orthogomilne ¢éili t. zv, krui.
nice orthotomické. Spoleéné seény jeji s kruZnicemi da-
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nymi jsou hned vSemi tfemi poldrami ¢; potenénfho stiedu P
vzhledem ke krufnicim k;, které opét vedou k drfveéjsim
bodim Q;.

2 téhoZ obrazce pozndvame ddle, Ze mocnost bodu @, ke
kruZnicim k°, 'k a 2k jest stejnd a rovna mocnosti @, ke %,
nebot

M, . M = Q1= Q1%

Proto bod @, leif na chordédle dvojic k°, 1k i k°, 2k; totéZ plati
o bodu @, a Q. Jest tedy osa podobnosti o spole¢nou chor-
délou téchto ti¥i kruZnic, coZ znamend, %e kruZnice ortho-
tomickd ndleZi svazku kruZniec, uréenému kruZni-
cemi dotykovymi a mé s nimi spoleéné dva body X, ¥
na ose podobnosti o.

Postup konstrukce, kterou feSime 4. A., je-li kruZnice
orthotomickd redlnd, miZeme vyloZiti také takto:

Sestrojime priseéfky X, Y osy podobnosti danych cykla
8 kruZnicf orthotomickou a pak uréime kruZnice, které se
dotykaji kterékoliv kruZnice dané a prochdzej{ body X, Y,
coZ jsou jiZz vysledné kruinice dotykové %, 2k tdlohy pu-
vodn{. Jsou-li body X, Y redlné, redime tedy zndmou tlohu
(kBB); kruznice k° je zde pomocnou kruZnicf svazku (X, Y).
Jdsou-li body X,Y imagindrni, muZeme také konstrukeci
timto postupem dusledné vyloZiti (srovn. (4Bb), str. 58).

E. Refeni Fouchéovo. Obecnéjsi konstrukce, jak do-
spéti k bodam @; piedeSlého odstavce a tim k spoleénym
teéndm vyslednych kruZnic s kruZznicemi danymi, pochézi od
francouzského geometra Fouché.19)

Rozbor: Dotykové body cyklu 'k, resp. 2k s danymi
cykly k; (obr. 19), t. j. body 1, 2, 3 jsou, jak vime, v dvojicich
inversné sdruZené podle stfedu podobnosti prislusné dvojice
danych cykld. Zvolime-li nynf na k, libovolny bod N, a se-
strojime-li k nému bod N, na k, inversni podle stfedu po-
dobnosti O,, & na ky dile bod Ny inversnf k bodu N, podle

10) V Nouvelles Annales de mathématiques, 1892,
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stfedu podobnosti O,, a vedeme-li body N; kruZnici k(S), jest
mocnost bodu 0,4 (dle véty (Ad) na str, 22) pfi proménnem
bodu N; ke viem kruZnicim k stdle t4%Z a rovnéZ mocnost
bodu O,4. KruZnice k takto uréené tvoii tedy svazek, kte-
rému néle?{ i dotykové cykly 'k a 2k jako zvldstnf piipady
a-podle predeléhe odstavce i kruznice orthotomickd; osa o

jest jejich spoleénou chordilou. Spoleéné seény jakoZto
chordaly kruZnic k tohoto svazku s danou kruZnicf k, proti-
naji tedy osu o v jediném bodé @,, kterym jde i spoleénd
teéna cyklu 1k, resp. 2k s cyklem -k, v bodé 1, resp. I. Stejné
dospéjeme k bodu @, a @, jestlife vezmeme kruZnice k,,
resp. kg, protaté svazkem kruZnic k.

Konstrukce Fouchéova je tedy takovdto: K danym
tfem kruZnicim (orientovanym celkem étyTikrat riizné) se-
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strojime  osu podobnostl o & libovolnou kruZnioi %, jak bylo
vyloZeno. Spoleén4 seéna kruZnice & na pf. s k, protne osu o
v bodé @,. Z ného vedené teény ke k, uréuji jiz na %, doty-
kové body 1 a I dvou hledanych cykli. Dokonéen{ konstruk-
ce je pak jiz zndmé.

Dikaz plyne z rozboru, nebot myslime-li si na pf. kruz-
nici %, pak @, 1 jest chordélou dvojice 1k a k, a pti tom tednou
cyklu k,, coZ znamené, Ze se cykly 1k a k, v bodé 1 dotyka.]i
1% jde v8ak body inversnimi 2 a 3, a dotyké se proto iv mch
cykla k,, resp. k;.

Pozndmka. Teény cykla k, a k; na obr. 19 sestro;ené
v bodech inversnich N,, resp. N, svira.]i podle véty (Ab)
na str. 21 se spojnic{ N, N, stejné ihly (jednou zatrZené). Ale
i teény kruZnice & v tychZ bodech svirajf s N,N; hly stejné
(dvakrit zatrZené); proto i tGhly tefen %, a k¥ v bodé N,
a tecen k, a k v bodé N, jsou stejné. Protiné, tedy kruZnice &
cykly k, a k, ve stejnych uhlech ¢ili isogondlné. Stejné tak
i uhly kruZnic k, k, a k, k; jsou stejné. Tedy: KruzZnice k
tvofisvazek kruZnic isogondlné protinajicich dané
tfi cykly, svazek t. zv. kruZnic isotomickych, se spo-
le¢nou chordélou v ose podobnosti danych eyklia. KruZnice
orthotomické jest. zvld3tnim pifpadem kruZnice isotomické
pro iihel pravy a cykly dotykové pro ihel nulovy.

Pro dané tfi kruZnice a jejich ¢tyii osy podobnosti dosta-
neme celkem &tyti takové svazky kruZnic isotomic-
kych. Snadno lze dokézati i opak, Ze kaZdd kruZnice proti-
najfcf dané tfi kruZnice isogondlné, protind je v bodech,
které jsou v dvojicich inversnf podle pfislusiného stfedu po-
dobnosti, a Ze nilez{ tedy nékterému tomuto svazku. Krui-
nice orthotomick4 je viem étyfem svazkim spoleénd a miZe
byt také imagindrni. Stfedné téchto svazkii prochdzejf
stfedem kruZnice orthotomické, t. j. potenénfm stfedem da-
nych kruZnic, a jsou kolmé na osy podobnosti; kaZd4 obsa-
huje dva stfedy kruZnic dotykovych, vyslednych pro 4. A.,

jez mohou byt také imagindrni.

.-a) Refenf Fouchéovo poskytuje vysledek i v pi{pads, Ze
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dané kruZnice maji stfedy na pfimce, kdy FfeSenf
Gergonnovo selhdvd; tento piipad jest proveden v obr. 20
pro kruZnice k;, uréité orientované. Osa podobnosti o splyvéa
zde oviem s jejich stfednou, ale bodi Ny, urdujicich kruZnici
isotomickou k, 1ze pouZit stejné jako pri obecné poloze da-
nych kruZnic. Z obou vyslednych cykli jest vyrysovén
v obrazci jen cyklus 'k, ktery se dotyk4 danych cykli v bo-
dech 1, 2, 3; cyklus 2k by byl soumérny s 1k podle stiedné.
Pouzitf bodu @, nenf u% tieba vyklddati ani zde, ani v pif-
padech, které déle fesime.

b) Je zajimavé, Ze pro zvldstni pfipady 4. A, a to
(kkB), (kpB) a také (kBB) dostaneme z feSeni Fouchéova
konstrukei, kterd splyvé s konstrukei obvykle uZivanou.

«) Na obr. 21 je roziefen pripad (kkB), kdyZ jsme obé
dané kruZnice orientovali kladné. Bod N, na k; volime vy-
hodné na stfedné 0,0,, tak¥e bod inversni N, na k, le#i téZ
na stiedné. Bod N, splyvd oviem s danym bodem O,; tim je
pomocnd kruZnice isotomickd % snadno urcena. Na ose po-
dobnosti o = 0,,0,, jakoito chorddle vyslednych cykla,
dostaneme jesté jeden redlny bod X téchto cykli. Pro bod X
plat{ Gméra:

013N, . 013Ny = 0,305 015X,
jejiz obé strany vyjadiuji mocnost bodu O,, ke kruZnici k.

40



Poutitim této iméry se bod X také pfi obvyklém reSeni
tohoto pifpadu . A. uréuje, & to sestrojenfm étvrté imérné
useSky 0, X’

f) Podobné v iloze (kpB) na obr. 22, kde pfi zvolené
orientaci dané kruZnice &, a dané piimky &, bylo pouZito osy
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podobnosti o = 0,,0,, byla sestrojena vhodné pamocnd
kruZnice isotomicks & bodem N,, ktery byl zvolen v druhém
krajnim bodé priméru kruZnice %, kolmého na k, (prvni
krajnf{ bod tohoto priméru je stied podobnosti O,5). Bod
inversni N, je tedy patou tohoto prodlouZeného priméru
na pifmee k,. KruZnice % jde opét body N;, N, O;. Protne
osu podobnosti 0 opét nutné v dalsim redlném bodé X, ktery
ndleZi obéma vyslednym cyklﬁm. Plat{ pak v kruZnici ¥ pro
mocnost bodu O,, opét iméra sub «) napsand, z niZz se pri
obvyklé konstrukci stanovi opét bod X, jako dalsf bod vy-
sledné kruZnice. —
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4.
RESENI UZITIM GEOMETRICKYCH MIST.

Stredy kruZnic, vyhovujfci dvéma podminkdm 1. A., vy-
pliuji, jak zndmo, obecné dvé kuZelosecky. K obdobnym
g- m, stfedi kruZnic dojdeme i tehdy, nahradime-li podmin-
ku dotyku jinymi jednoduchymi podminkami, jaké jsme
vytkli v kap. 2. PisluSné g. m. ve vSech pripadech jsou, jak
ukdfeme, opét bud kuZelosebky, nebo kruZnice anebo
piimky.

Pofadt' g. m., jeZ odvodime pro spojeni vidy dvou pod-
minek, zvolime takovéto:

1. kk 4. koid 7. kr
2. koke 5. kke 8. kor
3. kdis 6. kid 9. kdr.

TrebaZze pujde potom pfi feSeni dloh uZitim téchto g. m.
obecné o uréenf pruseéikli dvou kuZeloseek, ukéiZe se, Ze
jsou to jen dva platné prusediky pouZité dvojice kuZelosedek,
které hleddme; a ty moZno nalézti , kvadraticky*, t. j. uZi-
tim kruZnic a piimek.

A. Geometricki mista. a) Piipad g. m. pro (kk) je zndm
podrobné ze Skolnich vyklada,!!) takZe jen pro Gplnost je
uvedeme:

G. m. stfedd kruZnic, které se dvou danych krui-
nic dotykaji, jsou dvé kuzelose¢ky konfokdlni, jeZ
maj{ ohniska ve stfedech danych kruZnic a jejichz hlavni
osy maji délku rovnu rozdilu, resp. sou¢tu polomérii danych
kruznic. K tomu poznamendme, Ze ke kaZdé kuZeloselce
zvldité by se dollo pfi urdité orientaci danych kruZnic
v cykly; rozdil poloméra, ktery pak uddvé délku hlavnich os

-11) Klima-Ingri§: Rysovéni III. a IV., str. 81 a n. JCMF.
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v obou pi{padech, piejde v soucet abs. hodnot, jsou-li cykly
opadnych znamének, t. j. pfi nesouhlasném dotyku kruZnic
8 kruZnicemi danymi.

b) Pro zndmy pripad (k°k°): G. m. stfedu kruimc
které protinaji dvé dané kruZnice orthogondlne,
jest chordédla obou kruznic. Jejf konstrukee i vlastnosti
jsou zndmy, pripojime jen jeité vétu:

Viecky kruZnice protinajici dané dvé kruZnice
orthogondlné tvofi svazek se zdkladnimi body na
stfedné obou kruZnic, kterd je jejich spoletnou chordélou.

Dukaz: KruZnice k (obr. 23), opsand ze stiedu P, ktery je
prusecfkem chorddly p danych kruZnic k,(0,, r,) a ky(O;, 75)
8 jejich stfednou, a orthogondlné protinajicf dané kruZnice
(le2i mimo sebe), protind stiednou v bodech U a V; pak

ovem PU = PV jest polomér kruZnice k a plati:
PU? = O,Pt — 12,

Pro jinou kruénici ¥, protinajici orthogondlné k, i k,, o stiedu
M na p miZeme pséti:

W02 — HP: + 0.9 = UT + 72,
kde% T je dotykovy bod na k, teény vedené z M. Plat{ tedy:
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MT? — UMD — 0P — 2,

Proting-li &’ stiednou v bodé U’, jest oviem MU’ = MT.
Proto

PU" — MU% — MP— MT — WP — 0.5 — r2 — P,
coZ znamend, e U' = U.

Body U, V mohou byt také imagindrnf, a to kdy? PU2<0,
¢ili kdyz O, P < r,, coZ nastane, kdyZ se naopak dané krui-
nice protinaj{ redlné. Z bodd na spoleéné tétivé nelze pak

opsati redlné kruZnice k protinajicf dané kruznice orthogo-
nilné, nebot mocnost M takovych bodi ke kruZnicim danym
je zdpornd a polomeér kruZnice k je Vﬁ, a tedy imagindrni;
lze vBak z tychZ bodi opsat vidy kruZnici-o poloméru VIM ls
redlném, kterd je pak protata danymi kruZnicemi diamet-
rélné, —

Méme zde celkem dva svazky kruZnic, a to: svazek
kruZnic, protfnajicich kruZnice dané orthogonilné se zaklad-
nfmi body U, V a svazek kruZnic uréeny kruZnicemi danymi.
M4-li prvy svazek zdkladn{ body redlné, md druhy svazek
zékladni body imagindrn{ a naopak. KruZnice jednoho svaz-
ku protinaji orthogondlné kruZnice svazku druhého.

c) V pifpadé (k%4) hleddme g. m. stfedd kruZnic,
které dané dvé kruznice k,(0,) a kyO;) protinajf
diametrdlné. K obecné takové kruZnici k(M) dospéjeme
takto (obr. 24): Zvolime na chordéle p danych kruZnic bod P
a spojime jej 8 0, a 0,. Krajnimi body praméri I, Il na k, a
I11, IV na k, a na téchto spojnicich, je uréena kruZnice %,
nebot: PI. PII = PIII. PIV. Jeji stted M tedy dostane-
me na kolmicich v O,, resp. v O, k oném prumérim vztyde-
nych. MiZeme nyni sestrojiti kruZnioi !, opsanou tétivo-
vému étyribelniku O, MO,P ze stiedu S nad jejim prameé-
rem M P: VBecky takové kruZnice / prochdzeji danymi body
0, a O,, tvoif tedy svazek a stfedy S vypliuji stiednou s,
osu soumérnosti Gsecky 0,0,. JeZto body P jsou stile na
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chordédle p, body S na pifmce 8 s p rovnobéZné, jest g. m.
bodu M ptimka d, soumérné sdruend s p dle pifmky s
a tedy také soumérné sdruZend s p podle stfedu tsecky 0,0,.

N
 —
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V8ecky kru%nicé k protinajicf dané dvé kruZnice
diametrdlné tvoif svazek o zdkladnich bodech U, ¥ na
stfedné danych kruZnic; body U, V jsou vidycky redlné.

. Dukaz: Sestrojme nejprve takovou kru#nici &k (obr. 25),
kterd m4 stted R na stfedné 0,0, Pujde krajnimi body
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prumeéra kruznic k, a k,, kolmych k stfedné 0,0,. Bod R tedy
dostaneme v priseéiku stfedné 0,0, a osy soumérnosti isecky
ne pt. I 111, KruZnice k protind stfednou v bodech U a V;

tisetky RU = RV jsou polomeéry kruZnice k a plati:
| RU* = OR* + .
Jestlize jind krunice &', protfnajicf obé dané diametrélné,
m4 stied M a jeden prisedik s k, bod 7', miZeme psdti:
MO,* = MT? —r® = MR® + O,R*
nebo o
MT* — MR = O,R? { r?2
Je-li jeden pruseéfk &’ se stfednou bod U’, jest polomér
MU' = MT a tedy
RU?="MU’® — MR*= MT* — MR*= RU?,
t. j. body U’ a U jsou totoZné. JeZto RU? je vidy kladné,
jest RU vidy reélné a také body U i V vidycky redlné.

d) Médme-li odvoditi g. m. stfedi kruZnic pro piipad
(k°k3), kdy dand kruZnice k,(0,) je protata orthogondlné
a jind dand kruZnice ky(0,) diametrélné, poc¢inejme si po-
dobné jako pii zndmém odvozeni chordély.'?) Pro libovolny
bod M tohoto g. m;, ]akoito stied kruZnice k, kterd proti-
né k, orthogoné].ne (na. pi. v bodé T,) a k, diametralné ( jeden
prusecik je T,), platf (obr. 26):

MO, = MT1 +n?

MOa’ ="MT, ’—ra ;
pn tom "MT, = MT,. Odeétenim rovnic dostaneme:
: MO — M022=71”+r, _
Kolmice ¢ spusténd s M na strednou 0,0, protind ji v bode R.
Platf pak: )

. 3%) Vig, . J," Vo;téch GV 39.
47



RO ="MO;* — RM?,
‘RO,2 = MO, — RM>. .
Tedy podebné
R_Ol’ — R_ng = MO:2:— MO2=r2+ 1
coz znadf, Ze bod R ndleif také hledanému g. m. a rovnézi
libovolny jiny bod kolmice M R a mimo ni Z4dny jiny. Tedy:
G. m. stfedd kruZnic, které jednu kruZnici protinaji

orthogondlné a druhou kruZnici diametrdlné, jest
pfimka kolmé na stfednou danych kruzniec.

Tyto kruZnice tvofi opét svazek se zdkladnimi body
U, V na stfedné 0,0;; body U, V jsou i zde vidy redlné.
Dukazu nenf zde jiZ tieba, nebot je obsaZen v dukaze sub c).

Konstrukei nafeho g. m. moZno provésti vhodné po-
moci bodu R (obr. 26) na sttedné 0,0,; prisludnd kruZnice
musf totiZ protnouti k, diametrédlné v bodech I, 11, krajnich
to bodech priméru jejtho, kolmého na 0,0,. Sestrojime-li
tedy g. m. stfedd kruZnic, které prochizejf bodem I a protf.
najf k, orthogonalné, t. j. chorddlu p bodu I a kruZnice k,,
protne jiz p stiednou 0,0, v bodé R, jim% jde g. m. hledané,
t. j. primka ¢ kolm4 k 0,0,.

Nebo si myslime libovolny polomér g pro obecnou kruZ-
nici k£, jez mé vyhovét Zddanym podminkédm, a pak uZitfm
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g. m. této kapitoly (odst. f, f a y na str. 57) sestrojime dva
body piimky ¢, soumérné sdruZzené podle stiedné 0,0, To se
muzZe stdti i pouhym kruZitkem (konstrukce mascheroniov-
skd) takto (obr.27)13): Z krajnich bodu I, 2 priméru kruZ-
nice k,, ktery leZ{ na stfedné 0,0,, opiSeme libovolnym polo-
mérem oblouky, které se protnou v bodé I, z bodu 3, 4, které
le%f na stiedné 0,0, a na kruZnici k, pak oblouky polomérem
0,I; ty se protnou v bodé II, Prisetfky pomocnych

PN
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kruZnic sestrojenych jednak z O, polomérem 1I, jednak
z Oy polomérem O,lI, jsoubody III, 1V hledané pifmky c.

Oznadime-li totiZ 51? = g, pak 1I uréuje vzdélenost stiedd
111 a1V dvou kruZnic k od O, — ta se totiZ rovna Vrﬁ—l—g
- Jezto dsle bylo 311 = 411 = g, je tsetka 0,11 rovna vzdéle-
nosti tychz sttedu 111 a IV od O,.

e) G. m. stfedi kruZnic ¥ vyhovujfcich podmin-
kédm (kk°) nebo (kk9), t. j. dotykajicich se jedné kruz-
nice a protinajicich druhou kruZnici orthogon4lné
nebo diametrilné, jest kuZeloseéka, jeji hlavni osa

13) Viz B. Vlk, Lit. & IXb, str. 10.

4 ' 49



lezi na sttedné danych kruZnic a jejiZ ohnisko je ve stfedu
kruZnice, které se kruZnice k dotykaji.

Pro dikaz uvedeme nejdifve jednu pomocnou vétu.

o) BudteZ nejprve ddny dvé kruZnice k,(0,) a k,(0,)
lezfcf mimo sebe (obr. 28). Myslime-li si, Ze jsme je oriento-
vali na pf. obé souhlasné, a jsou-li T, a T', body dotyku libo-
volného cyklu %(S) s cykly k,, resp. k,, pak podle véty (3Ad)
na str. 23 je mocnost jejich stfedu podobnosti O ke viem
kruZnicfm % stejnd. I muZeme psdti:

OT, . 0T, = 04, . 04, = OR,
kdez R je dotykovy bod teény vedené z O ke k a OR polo-
mér kruZnice ky(0), kterd protind viecky kruZnice k ortho-
gondlné, )

Ale i naopak: Pro kazdy cyklus k, ktery se daného cyklu %,
dotykd v T, a ktery k, protiné orthogonélné, jest mocnost
bodu O ke & rovna ORZ. Proto druhy bod T, paprsku OT,
na k le#f i na k,; v ném se pak k cyklu %, nutné dotyk4.

Pro kruZnice k,, k, orientované nesouhlasné sestrojime
podobné cyklus &'(8’), ktery se dotykd %, a k, v bodé 7",
resp. T';. Mocnost stfedu podobnosti O’ cyklt %, a k, ke
kruznicim ¥ je zde zdpornd, nebot

OT,.0T,=0A4",.04,— —OR"™.
Pii tom R’ je prusedfk cyklu k' s kruZnicf k’,, jez je opséna
ze stfedu O’ polomérem
OF = | 104,.04,|
a kterd je proto protata cykly &' diametrdlné.

KruZnice k, a k'p se nazyvaji potenén{ kruZnice
kruZnic k, a k,, & to k, vnéjif kruZnice potendni a X', vnitin{
kruZnice potenéni. .

JestliZe se kruZnice k, a k, neprotinaji, ale jedna leZf uvnitt

druhé, je tomu naopak: Vnéjsf potenéni kruZnice je protata
viemi cykly dotykovymi diametrdlné, kdeZto vnitini po-
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tenéni kruZnice protind piisluéné dotykové cykly orthogo-
ndlné. Obraz i dukaz jsou zcela podobné pred¢hdzejfcim.

Jestlize se koneéné kruinice k, a k, protinaji, pak obé
kruZnice potenén{ protinaji pifslusné dotykové cykly ortho-
gondlné a prochdzeji spoleénymi body kruZnic k, a k,, které
jsou zde nulovymi kruZnicemi dotykovymi, coZ lze odvoditi
podobné.

Celkem lze vysloviti tuto (pomocnou) vétu: Kazd4
kruznice, kterd se dvou danych kruZnic dotyks,
protind ptisludnou kruZnici potenéni danych kruz-
nic bud orthogondlné nebo diametrélné,

B) Jde-li nynf o g. m. v pifpadé (kk°), miZeme danou
kruZnici k,° pova¥ovati za potenéni krufnici dané kruZnice
k,(0,) a jisté kruZnice k,, kterou lze snadno sestrojiti ze
vztahi, odvozenych sub «). KruZnice %, které se maji doty-
kati k, a protinati k,° orthogondlné, budou se jako cykly
dotykati cykli k, a k,. PonévadZ pak g. m. stfedu cykld,
které se dotykaji cykld k, a k, jest kuZelosetka uvedend
v odst. a) této kapitoly, je tato kuZelosedka ¢,, i hledanym
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g. m. pro podminky (kk°): ohnisko jejf je tedy skuteéné
v bodé O, a hlavni osa leZ{ na stfedné danych kruZnic &, a k,°.

V obr. 29, kde je dén stfed Oy° kruZnice k,° vné k,, jest
sestrojen pomocny cyklus &, z dané kruZnice k,, libovolné
orientované v cyklus, takto:

Oznadfme-li polomér kruZnice k,° pfsmenem r, délku tecny
OyT, = ¢, a délku teény, vedené z 0,° k hledanému cyklu k,
0,°T, = t,, plati:

bty =17
z toho
;’-2
ty = —
2 t],

MozZno tedy #; sestrojiti jako étvrtou imeérnou tseéek 7, 7, ¢,
i jejf znaménko a jednoznaéné uréiti bod T (vyhodné kon-
strukef odvozenou v (1Ca) na str. 12. Stfed Oy cyklu k,,
homothetického s %, podle stfedu Oy, uréfme rovnobézkou
T,0, 8 T,0,. '

Pak lIze jiz urditi kuZelosetku ¢,,. V nafem pifpadé je to
hyperbola s ohnisky v bodech O, a O,; jejimi asymptotami
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jsou osy soumérnosti useéky T',T', & obdobné tisetky na druhé
spoleéné teéné cykli &, a k,.

Bylo by moZné hned také urditi vrcholy osy hlavni této
kuZelosetky bez sestrojovdni cyklu k,. Tak je provedena
konstrukce na obr. 30, kde stied 0,° kruZnice k° je dén
uvnitt dané kruZnice k,. PonévadZ nelze vésti z bodu Op°
teény ke k,, jest kuZelosetka c,, elipsou. Vrcholy jeji 4, B,
lefcf na stredné 0,0,° dostaneme jako stiedy kruZnic, které

gy R

se dotykajf k, v bodé I, resp. II a protinajf orthogondlné k.°.
PouZijeme chorddly p, a p, bodu I a II a kruZnice k,°. Tyto
chorddly jsou jiz vrcholové tedény elipsy ¢ v bodech A4,
resp. B. Bod O, je ohniskem c¢,,, ¢fm% elipsa je uréena bez
rysovan{ cyklu k,. Ale k tomuto cyklu bylo by moZno dospét
zde tak, Ze bychom zvolili libovolny bod T, na %, (v obr.
provedeno teckované) a sestrojiti prisluény bod T, cyklu k,
2z rovnice:

OFT, . 0T, = 1,

Bod Tz by byl inversni{ k T, a cyklus k,, podle smyslu homo-
thetickych poloméra O,U, || 0,T,, opa¢ného znaménka ne? k.
Protinaji-li se dané kruZnice k, a k,°, jako v obrazci 30,
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pak kuZeloseka c¢,, prochéz{ i jejich praseciky; kdyby se
k, a k,° dotykaly, byl by dotykovy bod %, a %%, jednim vrcho-
lem kuZelosecky c,,.

y) Jde-li ddle o g. m. v piipadé (kk?), je dikaz obdobny:
kruZnice (cykly), které se dotykaji dané kruZnice k,, jiz jsme
orientovali v cyklus, a protinaji diametralné druhou danou
kruZnici k%, dotykajf se soucasné dalitho cyklu k,, takZe
hledané g. m. je opét kuZelosetka odst. a).

Uréeni této kuZelosetky ¢, provedeme takto (obr. 31):
Vrcholy jeji A, B jsou stiedy kruZnic, jez se dotykajl k,
v bodé I, resp. II a diametrdlné protinajf k8 v bodé I1I a IV
na priméru kruZnice &, kolmém na stfednou 0,0,9; uréi se
na této stfedné osami soumérnosti boda I, 111, resp. 11, I11.
Znime opét jeji ohnisko O,, ¢imZ je dostatedné uréena.
Mimo to, jsou-li teény z bodu O, ke kruZnici k, redlné, jako
v naem obrazci, jsou to také dvé kruZnice, vyhovujicf pod-
minkdm, o polomérech nekoneéné velikych, a proto asympto-
ty hyperboly ¢,, jsou k témto teéndm kolmé. (V obr. arci je
uréen obdobné jako diive sub f) i piislusny cyklus k,.)

d) Zvlistnfho vykladu za.sluhuje pripad, kdy% kruZnice k,
je ptimkou, Pdjde o g. m. pfi podmfnkdch, které oznacime
(pk°) & (pkd). Ditkaz provedeny sub B) a ) plat{ i zde, oviem
se zietelem k parabolickému g. m. odst. a). Dostévdme
v obou piipadech paraboly, jakoZto kuZeloseCky c,s.
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Urdeni parabol ¢;4 provedeme takto:

V obr. 32 pro pifpad (pk°) jest O,° stfedem podobnosti
ptimky (orientované) &, a cyklu k,, ktery timto bodem proto
prochdz{ (viz 3C a 8, str. 31). Druhy bod T, k bodu O,°
diametrdlné protilehly, na kolmici ke k, sestrojime ze vztahu:

0T, . 0T, = 72,

kdeZ r je polomér kruZnice k,° & bod T, pata oné kolmice

Q
X

[~
-~

gy S

na k,; tfeba jako sdruzeny pél k T', vzhledem ke kruZnici k,°
na polife bodu T,. Stfed O, pruméru 0,°T, pomocného
cyklu k, je ohniskem paraboly c,, a d jest jejf pfimka Fidici
(uéinili jsme T,D = 0,T); z toho vyplyvd, Ze parametr
paraboly se rovnd vzdélenosti stfedu dané kruZnice k% od
dané pHmky k,, t. j. 0D = 02T,. Uréeni paraboly c,, je
pak toto: Sestrojime jejf vrchol 4 jako stied kruZnice, kterd
se dotykd &, v bodé T, a protind orthogondlné ky?, tedy na
chordéle p bodu T'; a kruZnice k,° a oviem na kolmici 0,°T";
ke k,, jakoZto ose paraboly ¢,;. Od bodu 4 naneseme pak na
obé strany polovinu parametru, ktery je roven 0,°7T';, éim%
dostaneme ohnisko O, i bod D pfimky Fidicf d, zfejmé jedno-
znacné,
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V piipadé (pk9) je bod T, uréen vztahem
, 08T, . 08T, = — 12,
kde opét r je polomér dané kruZnice k% a bod T, pata kol-
mice vedené stiedem O,% kruZnice k," na danou piimku k,
(v obr. 33 orientovanou). Stfed 0, useiky 0,87, je ohniskem

paraboly c,,, jakoZto stied cyklu k,, kterého se zase dotykaji
viecky cykly, dotykajici se k, a protinajici diametrdlné k.3,

]
]
]
'
.

o
1
[}
[}

¥

‘D

v

Stied A vsetky 7,7, je opét vrcholem paraboly; z obrazu
pak vyplyvé, Ze parametr jejf se zase rovnd vzddlenosti 0,%
od k,, t.j.

‘ 0,D = 2. 0,4 = O4T,.

Uréeni paraboly c,; je tedy toto: Sestrojime nejprve jeji
vrchol A jako stied kruZnice, kterd se dotykd &, v bodé 7',
& sebe diametralné k8 v bodech I a I1, tedy v priseéiku osy
soumérnosti Gsetky 7, a osy paraboly leZici v piimce 0,37T,.
Pak naneseme polovinu parametru délky 0,8T, od A na osu
na obé strany, ¢fm¥ dostaneme ohnjgko O, paraboly a bod D
primky Fidici d. At je poloha danych dtvarid ]akaikohv nenf{
moZné zdmiéna bodu O, a D, predstavime-li si jen, kde md
podle rovnice .na- zad4tku pouZité leZeti bod T,, to -plati
i v pripadé pfedchozim (pk°).
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f) Dalsi g. m. pro podminky (kr), (k°r) a (k%r) probereme
kréitce v jediném odstavei. .

«) G. m..stfedd kruZnic k, které se dotykaji kruz-
nice k(0,,r,) a maji polomér r, je dvojice kruznic
soustiednych s kruznici &, o polomérech r, — 7, kdeZ r je
bud 4 nebo — podle toho, jakého znaménka jsou cykly %
Pii zvolené orientaci dané kruZnice k, (obr. 34a).

f) Je-li odvoditi g. m. stfedi kruZnic, které proti-
naj{ kruZnici k(0,,r,) orthogondlné a maji polo-
mér r, pak sestrojime-li jeden takovy bod M (obr. 34b),
stied kruZnice, jeZ protind k, v libovolném bodé I, jest
vzdélenost bodu M od O, konstantni, & tedy g. m. je kru%-
nice soustifednd s kruZnicf &, o poloméru
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OM = |r? ¥ .

¥} Abychom dostali libovolny bod g. m. pro podminky
(k?r), sestrojime rovnoramenny trojthelnik I 11 M (obr. 34c),
jeho% zdkladnou jest prumér dané kruZnmice k,(0,, ), pro-
taté diametrdlné, a jehoZ ramena maji délku #, poloméru
daného. Vygka jeho O, M = Vrz — 7,2 jest konstantn{ & ud4-
vé vzddlenost viech bodi g. m. od O,. Hledanym g. m. je
tedy opét kruZnice soustfednd s kruZnicf{ danou
o poloméru O, M. Aby vysledek byl redlny, je tteba, aby
r>r.

B. Refeni tiloh. Pristoupime nynf k felenf tiloh uvede-
aych v kap. 2 sub B ve skupindch «) aZ J) na str. 16.

a) Pritedeni Gloh sub a) jsou pouZitd g. m. vesmés pimky;
provedeni je snadné a ponechéme je ¢tendfi. Ulohy jsou
jednozna¢né, ale polomér vysledné kruZnice miZe byt
v tloze (k°k°k°) také imagindrni.

b) Pri tloze sub f), oznadené (kk°k°), jest jednim g. m.
sttedu kruZnic, a to téch, které protinaji dané kruZnice
kyo(Op) a k4(O;) orthogondlné, jejich chordila. Jestlize se
kruZnice %, a &3 neprotinajf, pak (dle Ab na str. 44) zdkladn{
body U, V svazku kruZnic protinajicich %, a k, orthogondlné

na sttedné 0,0, jsou redlné; jimi pijdou i hledané kruZnice,
které se maji mimo to dotykati dané kruZnice k,. Uloha je
tim prevedena na zndmou zvlédtnf 4. A. (kBB). Protinaji-li
se dané kruZnice k,, k, (obr. 35), pak (dle Ab) nedostdvime
redlnych bodd U, V pro hledané kruZnice, ale lze postupo-
vati v konstrukeci obdobné jako pii Fefeni tlohy (kBB).
Sestrojime libovolnou kruZnici pomocnou ! protinajfef ortho-
gonélné k, a k,, kterd m4 stfed L na chorddle p kruZnic
ky, k3 a jejiZ polomér je roven délce teény, vedené z L ke k,
nebo k,, aby protinala kruZnici &, v bodech I, II. Sestroji-
me-li potenéni stfed P kruZnic k,, I a hledané kruinice % na
0,0,, jakoito chordéle kruZnic ! a k, a na spojnici I 11,
chorddle kruinic ! a k,, pak teény vedené z bodu P ke
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kruZnici k, uréf na nf jiz dotykové body T a 2T dvou
kruZnic vyslednych 1k a 2k. Spojnice 0,17, resp. 0,*T proti-
naji p ve stfedech 18 a 28 téchto kruZnic; uloha je dvoj-
znacnd, :

Takovym zpusobem fesi se i daldi tlohy skupiny f), pfi
nichZ dokonce vidy zdkladni body U, V pifslusného svazku
kruZnic jsou redlné (podle Ac, d).

¢) Pro tefenf dlohy sub y), oznadené (kkke), vystadime
také s piimkou jako pouZitym g. m., kdyZ napfed dlohu tu
prevedeme na nékterou tlohu ze skupiny f), a to takto: .

K dvojici danych kruZnic k, a k,, kterych se maj{ vysledné
kruZnice dotykati, kdyZz je piedem orientujeme v cykly,
sestrojime kruZnici potenéni k,, kterd pak jest cykly, jeZ
se k, a k, dotykaji, protata orthogondlné nebo diametrélné.
Tim dospéjeme k tloze nové, bud (kk°k,°) nebo (kkok,3),
jeZ nahrazuje tilohu pivodni. To jest viak iloha skupiny §).
Vzhledem k dals{ moZné orientaci kruZnic &, a k,, odlifné od
orientace prvé, m4 tloha (kkk°) obecné étyti vysledky.
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Zcela tym? postupem moino fesiti i druhou tlohu sub y),
t. j. (kkkd),

Také obecnou 4. A, (kk'k) lze FeSiti pouz1t1m po-
tené¢nich kruZnic a pak postupem provedenym pfi tlo-
hach sub g):

Dané tri kruZnice %;, ¢ = 1,2, 3, orientujeme v cykly.
Sestrojime potenéni kruZnici 'k, nékteré dvojice cyklu,
na pt. ky, &y, & pak potenéni kruZnici 2k, dalsf dvojice k,, k;.
Vysledné kruZnice, fedici u. A., budou tyto potenéni kruZ-
nice protinati orthogondlné nebo diametralné. Pripojime-li
pak ke kruZnicim k,, 2k, kteroukoli kruZnici danou s pod-
minkou dotyku, dospéjeme jiZ k tloze ze skupiny f). Rizné
skupiny znamének cykli ¥; povedou opét obecné k osmi
vysledkiim 4. A., kterd je zde pfevedena na specidlnf pifpad
(£BB). Uzité body U, V lezi ziejmé vidy na prisludné ose
podobnosti cykld k;. (Srovn. s feSenfm v 3D na str. 37.)

d) Ulohy uvedené sub ), a to (kk°r), (kk%r) a (kkr), tesfme
vesmés g. m., uvedenymi v (Af) této kapitoly na str. 57,
jakozto nejjednodu§§imi; pii FeSenf daldfch t¥{ wloh: (koker),
(k°kdr), (k%k%r), uZijeme té% piimek jako g. m. odvozenych
v (Ab, c, d). Jejich konstruktivni provedeni je pak zcela
jednoduché.

¢) Také ilohy uvedené v kapit. 2 sub C a D na str. 16 a n.

moZno Fediti pouZitim g. m., kterd se vyskytla pii FeSeni
tloh v pfedeslych odstaveich, postupem néleZité pfizpiso-
benym nebo pozménénym, nékdy zcela jednoduse.
" Provedeme jako pfiklad jen tlohu (kkdp?), t. j. sestrojiti
kruZnici, kterd se dotykd dané kruZnice &,(0,), protind danou
kruZnici Icz(O,) diametrdlné a m4 stfed na dané pi'fmce ky
(protind ji orthogondlné) — obr. 36.

Sestrojfme-li z libovolného bodu L pfimky %; pomocnou
kruZnici I, kterd diametrdlné seée k;, vhodné tak, aby proti-
nala k, v bodech I a 11, pak hledand kruZnice k néle%f s kruz-
nicf ! svazku kru’nic, které protinaj{ diametrdlné k, majice
stfedy na k;. Kolmice p vedend z O, ke k3 jest spoleénou
chorddlou kruZnice ! a k. Uréime pak potenéni stfed P trojice
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kruZnic ky, I, k, t. j. prasedik p a I II; teény vedené z P ke k,
stanovi jiZ na &, body dotyku T a 27T dvou hledanych kruZnic
1%(18) a 2&(28).

C. UZitf kolineace. K feleni . A. i uloh pi{buznych lze
poutiti vyhodné té% kuZeloseéek, jakoZto g. m. odvozenych
v odst. A této kapit., a dospéti ke konstrukefm, které primo
navazuj{ na konstruktivni obraty zndmé ze stfedni Skoly.

Jak uZ na zaldtku této kapit. bylo Feéeno, poskytnou
dvojice kuZeloseéek, uZitych k fefeni nasich kvadratickych
tloh, jen ve svych dvou pruseéicich hledané body; pajde
tedy o to, nalézti potrebné priseéfky, ani¥ ony kuieloseéky
ne I{'su]eme Tomu je vénovéna tato stat.

eSeni zde podané bude piechodem od fefenf metodou
g. m. k feSenim, provedenym metodou transformaén{ v kapi-
tole 5.

a) Konfokdlni kuZelosetky, jakoZto g. m. stfedi kruZnic,
které se dotykaji kruZnice k,(0,) a ky(0,), jedné to dvojice,
zvolené z danych ti kruZnic 4. A. (kkk), oznaéme ¢;; 8 ¢y
a pro dalsi dvojici kruZnic k,, k; podobné ¢y a ¢',4, & to tak,
Ze ¢,y & ;4 jsou kuZelosedky, které dostaneme pfi souhlasné
orientovanych kruZnicich k,, k;, resp. k;, k,, kuZeloseéky c';,
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a ¢'y; naopak pfi nesouhlasné orlentova.nych kruZnicich
dvojic kl, k,, Tesp. ky, k.

nice k; je s kuieloseékou ¢ & téE 8 ¢y ve vztahu
stredové kolineace pro spoleény stied kolineace v bodé O,
ktery je spoleénym ohniskem kuZelosetek c,; 8 ¢,5.14) Tyto
kolinedrn{ vztahy oznaéime O,(k,, ¢;5), resp. Oy(k;, ¢;5). Pak
i kuZeloseéky c¢,; & ¢;5 jsou stfedové kolinedrné sdrueny pri
tém?Z stfedu kolineace O,. Tento vztah oznaéime O;(c,s, ¢y3)-
Osy téchto kolineacf, (a to pro kazdy pifpad dvé!s), budte
013 & Pyq PFi dvou kolineacich O, (k,, ¢;,), 0,5 & P;y pak pro dvé
kolineace O,(k;, ¢;3); podobné dvé osy kolineaci O,(k;, ¢',)
budtez o’,; & p’;5, pro kolineace O,(k,, ¢'y3) pak o'}y 8 P'ys.
Koneéné pro kolineace: Oy(cs, ¢13), Oy(€'19, €'13), O1{Cy0: €'19)
& 0;(c'1s, ¢;3) budteZ pifsludné osy oznadeny s a indexy, které
pripojime déelné pozdéji. PHimky s budou obsahovati spo-
leéné prisedfky dvojic kuZelosetek ¢y, ¢35 atd. a budou tedy
spojovati také stfedy hledanych kruZnic 4. A. Sestrojime-li
tyto stiedné ¢, budeme moci, jak uvidime, dospéti k stfediim
vyslednych kruZnic opét nékterym vhodné volenym vzta-
hem kolinedrnim.

b) NeZ prikroéime k skuteénému provedeni Glohy, pozna-
menejme, Ze piimky 8, jakoZto osy kolineacf na pf. O,(c,, ¢13),
musf prochézeti pruseéfky os kolineacf O,(k,, ¢,s) & O;(ky, ¢19),
jakoito samodruinymi body obou téchto kolinedrnich
vztahii zdroveii, tvofice \hlopficky rovnobéZnfku, uréeného
¢tyfmi stranami na oy, P;5 8 D& 044, Pys.

«) Hledejme nejprve osy kolineaci O;(k;, ¢;9) & Oy(k;, ¢'14),
a to pro rizné druhy kuZelosedek c,,, resp. ¢';p!

V obr. 37 budteZ kruZnice k, a k, voleny tak, aby tyto
kuZelose¢ky byly hyperboly (0,0, > r, + 7).

Sestrojime-li vnéjéf spoleénou tednu ¢ kruZnic k, a k., pak
paprsek kolineace, vedeny kolmo k ¢, uréf na &, body I a 11,

1) Odivodnéni tohoto vztahu viz na pf. v autorovs &lénku
»Sestrojeni kuZelosefek z ohniska a daldich prvkid‘ v Roz-

hledech, 16 (1936—37), str. 136.
15) Viz Lit. & III, svazek 1, odst. 52.
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oba kolinedrné sdrufené k \béinému bodu hyperboly ¢,, pfi
dvou kolineacich O,(k,, ¢;5). Asymptota a této hyperboly jde
totiZ sttedem usetky 0,0, kolmo k teéné 2. Priseéik pifmek
a, t je tedy samodruZny bod I na prvé ose kolineace 0,, a pri-
sedfk a s te¢nou ¢’ kruZnice k, v bodé 11, t. j. bod 2, je samo-
druZny na druhé ose kolineace p,,. Tyto osy jsou oviem kolmé
k 0,0, a 04 jest chordédlou kruZnic k,, k,.

— @

JestliZe sestrojfme wvnitfni spoleénou teénu u kruZnic
k,, k3 a podobné paprsek kolineace kolmy k « s body 111, IV
na k,, pak asymptota b hyperboly ¢',,, kolm4 k u, uréi na u,
resp. na ' (teéné kruZnice &, v bodé IV) samodruZné body 3,
resp. 4 obou os kolineact O,(k,, ¢';,), t. j. 08 0’13 = 05 8 P’y

B) Na obr. 38 budtez ¢,, a ¢y, elipsy (0,0, << 7, —1y).
Zndmym zpisobem sestrojime vrchol hlavnf osy A’, tftebas
napried elipsy ¢’y,, & vrehol jeji osy vedlejsf C’': paprsek koli-
neace 0,0" uréf na k, body 1C’ a 2C’, kolinedrné sdrufené
8 bodem €’ pii dvou kolineacich O,(k,, ¢;s). Tena ¢’ elipsy
v bodé C’ protne tecnu %’ kruZnice &,, sestrojenou v bodé 1¢’,
v samodruZném bodé I’, teénu 2’ podobné v samodruiném
bodé 2' — dvou os kolineace, t. j. o'y, resp. p';5, kolmych

' 63



k 0,0,. Osa 0y, jest opét chorddlou danych kruZnic, coZ by
se také snadno dokézalo -z vlastnosti deltoidu 1C'C'C”",
Podobné pro druhou elipsu ¢,y sestrojime osy kolineaci
O, (k,, ¢39), b. j. Py mimo sestrojenou jiz chordédlu o,y =: 0',,.

q;00,, i ;
c E \ A - A
2,
't
f
|
iR,
a z
2
T
i
k2q:q,
3 2
N !

y) Jekté jednodudeji dostaneme osy kolineace v tom pii-
padé, kdyZ kuZelosetky ¢y, ¢';s jsou paraboly, t. j. kdy%
jedna kruZnice, na pf. k, se stane pfimkou (obr. 39). Spoled-
nou 080u 0,3 = 0';, obou kolineact O,(%,, ¢;;) & O,(k, ¢’;5) jest
zde oviem dand pifmka k,. Paprsek kolineace, rovnobéiny
8 k,, urdf na &, body I, resp. 11, kolinedrné sdruZené s bodem
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paraboly, v ném? jejf teéna a svird s osou paraboly ihel 45°;
teéna a jde prisedikem osy paraboly s jeji pifmkou tidicf,
t.j. bodem D . (OD = r,). Tedny ¢ a t' kruZnice k,, sestrojené
v bodech I, resp. 1/, protinajf @ v bodech samodruZnych 1
(na k,) a 2. Druh4 osa kolineace p,, jde bodem 2 rovnobézné
8 k, a jest vzddlena od k, o délku OP = 2r,. Podobné je se-
strojena v obrazci druh4 osa kolineaci O,(k,, ¢’;5), t. j. pHimka
p'1g; opét plati: — OP = OP = 2r,.

c) Na obr. 40 jest provedena tGplné . A. pro piipad,
%e dané kruZnice k;, ¢+ = 1, 2, 3, jsou vesmés mimo sebe,
tak¥e viecky kuZelosetky c,, atd. jsou hyperboly. Podle
obr. 37 jsou zde sestrojeny osy kolineaci O,(%,, c,5) a O,(k,, ¢,5),
t. j. piimky o0y || P12 8 043 || P1s- Ty tvord rovnobeinik jehoZ
vrchol P, leticf na chordsléch 0,2 8 043, je potenénim stiedem
danych kruznic. Uhlopféky tohoto rovnobéznfku jsou osy
kolineac{ O,(¢,q, ¢;3). Obsahujf po dvou étyii priseéiky kuse-
losetek ¢, & ¢,3. Z nich v8ak jen dva jsou stiedy kruZnic d. A.
Jeito vime, %e stfednd takto uréenych dvojic vyslednych
kruZnic musf jiti vZdy potenénfm sttedem danych kruZnic,
jest touto stfednou ta thlopricka onoho rovnobéZiniku, kterd
spojuje P 8 bodem @,,, prise¢ikem to pifmek p,, & Py, t. j.
8 = PQ,.

Dvojici kuZelosedek ¢';y a ¢’,5 dostaneme podobné stiednou
85 = PQ,, dalsi dvojicé hledanych krufnic; a ostatnimi
moZnymi dvojicemi kuZeloseéek, t. j. ¢;5, €13 & ', €19, dosta-
neme stfedné 8y, & 8,4, které obsahuji vidy sttedy dvou dal-
8ich hledanych kruZnic celé skupiny osmi zde redlnych
vysledku. '

Je-li sestrojena stfednd s,,, miZeme dospéti k hledanym
stiedim 8, a S,, priseéfkim to 8, 8 kuZelosetkou ¢,y nebo ¢y,
opét stiedovym vztahem kolinedrnim.,

MiuzZeme totiZz pouZiti kterékoliv dané kruZnice (v obr. 40
pouZito k,) a stanoviti v jedné kolineaci Oy(k,, c,,) k piimce 4,5
piimku kolineirné sdruZenou t,,, kter4 bude obsahovati
body T, a T,, lezici na k,, sdruZené s body 8, a S,. Piimka t,,
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» jde samodruinym bodem P na ose kolincace 0,, a uréime ji
jesté dalsfm bodem, tiebas 7, sdruZenym s bodem g, ktery je
priseéikem s, 8 asymptotou a hyperboly c,,; T je na ¢ a na,
paprsku kolineace O,0.

Jest patrno, Ze jsme vyhodné dospéli v bodech T, a T,
k dotykovym bodim dvou hledanych kruZnic s kruZnici
ky : ¢, je spojnice dotykovych bodu, jdoucf potenénim stie-
dem, zndm4 z klasického Gergonnova fefenf naf dlohy.

V naSem obrazci jsou sestrojeny také ostatn{ vysledné
stiedy S; . . . 85 rovnéz uvedenymi vztahy kolinedrnfmi, ale
prisludné konstrukece jsou jen vyrysovény bez popisu.
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d) Jeité provedeme . A. ve zvldStnim pripadé (kkB),
t. j. kdyZ na pt. k, se stane bodem O,. V tomto pifpadé je
moZno vyrysovati obé stfedné dvou se vyskytujicich dvojic
vyslednych kruZnic najednou. KaZdd kuZelosecka c,, 8 ¢4
zastupuje zde vidy dvé kuZelosetky splyvajicf, a proto

véecky étyti jejich pruseéiky jsou stiedy hledanych kruZnic,
¢ili obé osy kolineaci O;(¢,,, ¢;3) povedou k vysledku.

Na obr. 41 jsou obé kuZelosecky c,, a ¢,3 hyperboly. Zvo-
lime-li pomocnou kruZnici k(0O,,r), (v obrazci je na pf.
r = 0,4, kdez A je vrchol hyperboly ¢,q), pak k osdm koli-
neac{ O,(k,c,3) 8 O,(k, c,3) dospéjeme jednoduSe takto:
Bodem O, vedeme teénu ¢ ke kruznicik,, sttedem jeji délky,
bodem 1, sestrojime asymptotu a hyperboly ¢,,, kolmou k ¢,
a od bodu 7 naneseme na a stejnou délku r na obé strany do
bodu 2 a 3; témito body jdou jiZ osy kolineace o0,y, resp. p;q
kolmo k 0,0,. Duvod je ziejmy z toho, Ze teény k, kolinedrné
sdrufené s a pii kolineacich O,(%, ¢;,), vytinajl na w body
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samodruZné 2, resp. 3 skuteéné tak, Ze I12= 13 =1r. Je
patrno také, Ze kruZnici k& neni potfeba ani rysovati, a déle,
%e pro polomér r = 0 obé osy o, & P, by se ztotoZnily
8 chordélou dvojice O,, k,. Pro hyperbolu ¢, pfi pouZitém r
jedna osa kolineaci O,(k, c,y), & to 0,5, jde hned bodem 4;
druhd osa p,; jde bodem III na piisludné asymptoté sestro-
jenym (I I1I = ) opét kolmo k 0,0,. Uhlopiitky rovnobés-
nfku, uréeného pifmkami 0,5, p;5 & 043, P1a, j8OU jiZ o8y koli-
neacl Oy(cyy, €13), t. j. 8y & 8. Protinaji se v potenénim
stfedu P danych kruZnic k,, ky & bodu O, nebot zminéna
volba kruznice k pro r = 0 by dala privé priseéik P na
85 1 8y, '

Dotykové body T,, T, a T, T, hledanych kruZnic s kruz-
nicf na pf. kg istiedy S, . . . S, vyslednych kruZnic sestrojeny
byly ne obr. 41 opét kolineaci Oy(k;, ¢,5), & to postupem, vylo-
Zenym na konci odst. ¢). :

e) Témito kolineacemi mohli bychom také Feiti wlohy
uvedené na str. 16 sub B, v kapitole 2, ze skupiny ) a y),
kdybychom hledali priseéfky kuZeloseéek, jako g. m. odvo-
zenych z podminek (kk°) a (kk4), s kuZelose¢kami o spoleéném
ohnisku anebo s piimkami, dal§fmi to g. m., které by se v pfi-
sludnych ilohdch pii zvoleném postupu vyskytly.

D. U%iti polarnosti. Potiebné pruseéiky téchto kuzelo-
setek miZeme vyhledati také nepfimo zpisobem, na ktery
rovnéz staéi sttedoSkolské znalosti.1®)

Zpisob ten se zakldd4d na vété, jez pochdzi od J. Steinera:
Kfiivka s kuZelosetkou pokdrné sdruzend vzhledem
k F{dicf kruZnici, jejiZ stted le%i v ohnisku oné ku-
Zelosecky, jest kruZnice.

Diive ne% ji dokd%eme, pfipomeneme, Ze poldrnou kiivku!?)
¢ k dané kiivee ¢ vzhledem k uréité Fidief kruZnici k do-
staneme, kdyZ k bodim a te¢ndm kiivky ¢ sestrojime po-

16) Uvefejnil B. Vlk: viz Lit. & IX a).
17) O utvarech polarnych viz J. Vojté&ch: GV, 63.

68



lary, resp. pdly, vzhledem ke kruZnici &; tim ziskdme teény

a body poldrné krivky c. Z vlastnosti sdruZenych polar
plyne, Ze bodu dotyku 7 na teéné ¢ krlvky c odpovid:i po-

lérné teéna ¢ s dotykovym bodem T~ krivky c.

a) Pro dikaz véty shora uvedené zvolme v obr. 42 Fidici
kruznici k(O, r), jejiZ stfed O je v ohnisku kuZeloseéky c,
dané mimo to obéma vrcholy 4, B hlavni osy. K teénim
vrcholovym (v obr. nejsou vyrysovény) sestrojime poly 4,

resp. B vzhledem ke kruznici k; jsou to sdruZené pély k 4,
resp. B vzhledem ke kruZnici £ na AB. Obecnou teénu ¢
kuZelosecky ¢ uréime jako kolmici ke spojnici ohniska O
8 libovolnym bodem P, zvolenym na krunici p, jez byla se-

strbjena. nad AB jako primérem. P61 T teény t uréime jako
sdruZeny p6l k bodu P na OP vzhlédem ke kruZnici k. Pro

body P a T plati znémy vzta.h'"’)

OP . 0T = 1.
Necht druhy pruseéik spojnice OP s kruznici p jest Py; pa.k
18) Viz J. Vojtéch: GV, 60. .
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plati o mocnosti M bodu O vzhledem ke kruZnici p:

OP.0OP, = M.
Délenim obou rovnic dostdvame
O—E_‘ = Mz = konst,
or T

ProtoZe g. m. bodi P pro viecky teény ¢ kuZelosecky c jest

kruZnice p,-kterdu také vypliuji body P,, jest g. m. bodu 7
skuteéné kruZnice ¢, homothetickd s krugnicf p pro stied

homothetie v O a pomér homothetie rovny e

b) Konstrukce polérné sdruzené kruinice ¢ s kuzelo-
sebkou ¢ je zvl4st jednoduchd pro hyperbolu.2?) Budtez ddny
v obr. 43 kruZnice k,(0;, ;) & ky(O,, r,) tak, Ze délka stfedné
0,0, > r; — r,. Orientujeme-li obé dané kruZnice souhlasné,
pak g. m. stfedi cykli dotykajicich se k, a k; jest hyperbola
)3 (viz Aa na str. 43). Za Fidici kruZnici polirného vztahu

1) B. Vik: Lit. & IX a), str. 17.
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zvolme zde danou kruZnici k,, jezto r, > r,. Vime, Ze asymp-
toty hyperboly ¢,, jsou kolmé na spoleéné teény cykla k,, k,;
opiSeme-li tedy nad 0,0, jako primérem pomocnou krui-
nici ! a pretneme-li ji z O, obloukem o poloméru r, —r7,
v bodé 1, jest 0,1 smér jedné asymptoty. Proto primér u
kruZnice &, rovnobéiny s 0,1 je poldrou ubézného bodu U
hyperboly ¢;; vzhledem ke kruZnici fidicf a tedy teénou
kruZnice ¢,,. Sestrojime dale pél asymptoty S2 vzhledem
ke k;. (S je stied tsetky 0,0,, tedy stfed hyperboly, bod 2
priseéik asymptoty s teénou u.) Polira bodu 2 vzhledem
ke k, protind u v pélu U oné asymptoty, t. j. v dotykovém
bodé kruZnice c,,: stifednou 0,0, pak protind ve stfedu O této
kruznice. o

Je-li kuZelosedka c,, elipsa, pak uréime pély 4, B k jejim
vrcholovym teéndm, jako sdruZené pély k vrcholim 4, B
na ose hlavn{, a tim primér kruZnice c,, tak jako v obr. 42,

Pro parabolu pak jest bod A hned v bodé 0, jakozto pél

pifmky ibéZné, které se parabola dotyké a bod B jest opét
pélem jeji teény vrcholové. '

c) Pri feSenf obecné W. A. postupujeme metodou polér-
nych kruZnic ¢y, a ¢,4 tak, Ze je uréime jako poldrné sdruZené
utvary vzhledem k dané kruZnici k,, jakoZto kruZnici fidici,
8 nevyrysovanymi kuZelose¢kami c,, a ¢;5, kdeZ ¢,y je g. m.
dotykovych cykla pro dvojici cyklia (k,, k,) & ¢;3 pro dvojici
eyklu: (I;:1 ks). Pak sestrojime dvé spoleéné teény 's a %s
kruZnic ¢y, ¢35, jeZ svymi poly 18 a %8 poskytuji stredy vy-
slednych cykli % a 2k. Tak jsou uréeny tyto cykly v obr. 44,
kde% jsme orientovali dané kruZnice k; (: = 1, 2, 3) ve sku-
pinu cykla (44 -——). Opét étyfi podstatné ruzné skupiny
znamének cykla k; poskytnou obecné osm vysledki. Které
dvé spoleéné teény kruZnic ¢y, ;4 atd. vedou k vysledkum,
rozhodlo by se pfesné takto: Vime, Ze sttedy vidy dvou vy-
slednych cyklu jsou na pfimce jdoucf potenénfm stiedem P
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danych kruZnic; myslime-li si tedy poldru.p bodu P vzhle-
dem k Fidici kruZnici, obsahuje tato piimka priseéik spoleé-
nych teéen poldrnych kruZnic, pravé téch, které vedou k vy-
sledku. Ze prakticky piimku p nenf tfeba rysovati, le¢ snad
pro kontrolu piesnosti, je zfejmé. Na ni pak leii celkem
¢tyti stfedy podobnosti dvojic polérnych kruZnic; tyto

stiedy podobnosti poskytuj{ obecné celkem osm tecen a pak:
osm vysledkd . A. : :

d) KruZnic, poldrné sdruZenych. s kuZeloseCkami, lze
uZiti opét i k FeSenf dloh ze skupiny f) a y) sub B kapit. 2,
méme-li dospéti k prisetikim g. m. odvozenych té% z pod-
minek (kk°) a (ki) s kuZeloseckami.o spoleéném ohnisku
anebo 8 piimkami, které se v onéch tlohdch vyskytnou jako
piisluénd g. m, — ,
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b.
METODY TRANSFORMACNI.

U% v piedchézejici kapitole v odst. C a D hledali jsme pra-
seéiky dvou kuZeloseéek se spoleénym ohniskem a potom
pruseéiky piimek a kuZeloseéek tak, Ze jsme transformovali
kuZelosecky v kruZnice vhodné volenou kolineaci, resp.
transformac{ poldrni, abychom napfed nasli priseciky
primky s kruZnici, jakoZto kfivkou kolinedrni, resp. te¢ny
kruZnie, jakoZto polérné sdruzenych s onémi kuZelosetkami;
zpétnou transformaci jsme pak dostali hledané body.

Jestlize vak hned vhodné transformujeme v ulohdch dané
utvary tak, aby v ptislusné iloze Gtvary transformaef od-
vozené poskytly jako vysledek ttvar, k némuZ zpétnou
transformaci dostaneme tutvar pivodné hledany, a bude-li
moZno v nové soustavé ilohu sndze Fediti, je jasné, Ze tento
postup bude vyhodny k fefeni konstruktivnich dloh,

Jeito v 4. A. jedndme o kruZnicich dotykovych, bude
mozno uZit takovych transformaci, pfi kterych.kruZnice pie-
chézeji opét v kruZnice, ve zvldStnim piipadé vyhodné
v pifmky, jako kruZnice o nekoneéné velkém poloméru,
anebo v body, jako kruZnice o poloméru nulovém; mimo to
mus{ uZité transformace byt dotykové, t. j. itvary odvozené
se mus{ dotykati, jestlie se dotykaly téZ utvary puvodni.
[Rikdme nékdy, %e takové utvary (zde kruZnice), resp.
vlastnosti (zde dotyk) jsou invariantni vzhledem k takové
transformaci.]

Témto podminkdm vyhovuje predeviim transformace
homothetickd; a také jsme vlastnost{ vitvari podobnych,
resp. homothetickych, hojné jiz pouZili, tfebas to nebylo
zpisobem zde vytéenym. Dile to bude transformace zvand
dilatace a pak zvld5té dileZitd kruhov4d inverse. Také
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t. zv. inverse Laguerrova, méné zndma,!) rovnéZ umoz-
nuje fediti obecnou u. A. pfevedenim na tlohy jednodu&si.

Velky némecky matematik F. Klein (*1872), ktery se
hojné zabyval geometrickymi transformacemi a jejich vyzna-
mem pro uspofddini geometrie, zafadil 4. A. do t. zv. grupy
transformaci inversnich (spolu s transformacemi homothe-
tickymi) a pak do grupy transformaci dilataénich.?)

A. U#Ziti dilatace. Dilataci definujeme jako transfor-
maci, pfi které se orientované piimky posunuji o danou
délku ¢ ve sméru k nim kolmém v orientované piimky s pa-
vodnimi rovnobéiné. Délka ¢ nazyvéd se velikost{ dila-
tace. Smér kolmy je pfi tom uréen i smyslem, a to takto:
Zvolime-li na orientované piimce a libovolny bod 4 jakoZto
pocatek polopaprsku téhoZ smyslu, jaky mé piimka a, pak
otoéenim polopaprsku o 90° v kladném smyslu — tedy proti
pohybu ruéek hodinovych — kolem A dostaneme polo-
paprsek k pfimce a kolmy. Ta ¢dst roviny, do niZ polopaprsek
kolmy sméfuje, je kladnou, opatnd pak zipornou ¢dstf, ve
které orientovand pi{mka délf rovinu. Body v kladné é4sti
roviny maji od @ vzddlenosti kladné; je-li tedy velikost dila-
tace ¢ kladnd, posune se pffmka @ ve sméru kolmice do édsti
kladné, kdeZto je-li ¢ zdporné, posune se opacné.

Je proto vyhodné zvliité pro tuto transformaci misto
kruznic uziti cykla, jakoZto obdlek teden stejné oriento-
vanych s cyklem ve v3ech jeho bodech. Cyklus poloméru r
prejde dilatacf{ v cyklus soustfedny polomér r — g, coZ je
patrno z polohy dilatovanych jeho teéen; novy cyklus je
téhoZ smyslu jako plvodnf podle toho, je-li r — g & r zna-
ménka stejného nebo opaéného.

Ve zvlddtnim pifpadé muzZe tedy pfejit dilatac{ cyklus
v bod, nebo naopak bod v cyklus.

1) Viz Lit. & VII, str. 323 nebo &lének K. Lerla ,,O Laguer-
rovd paprskové inversi“ v Rozhledech mat.-pFirodov., Praha

1932, 11, str. 129.
3) Viz Lit. & IV, str. 264 a 271.
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‘Ptipomefime, %e této transformace se uZivd i pfi Skolnich
vykladech k feenf Glohy o spoleénych teéndch dvou kruZnie.
Zobr.45a),b) jehned jasné, Ze pro cykly k,(r,) a ky(r,), které se
dotykaji, plati obecné, provedeme-.li s nimi dilataci veli-
kosti g (délka kladné nebo zdpornd), Ze se nové cykly &',(r';)
a k'y(r';) opét dotykaji. Pii tom jsou smyslu kladného anebo
zéporného podle toho, jsou-li poloméry 7', = r, — p, resp.
'y = 1, — p kladné nebo zdporné.

a) Mdme-li fe8iti obecnou 4. A., neni tfeba pri kon-
strukei rozliSovati ¢tyfi piipady dvojic vyslednych kruZnic
podle zpisobu dotyku s kruZnicemi danymi k;(0;, i),
t==1,2,3, kdyZ pfedem tyto kruZnice orientujeme jako
v obr. 46 na pi. ve skupinu (+ -+ —). Pfedpoklddejme, Ze
jsme sestrojili cyklus %(18, 1r), ktery se dotykd danych tii
cyklua k;. Provedeme-li dilataci velikosti r, s celym ttvarem,
prejde polomér vysledného cyklu 'k v délku r — r; a polo-
méry danych cykla v délky r; — r,, takZe cyklus %, ptejde
v bod O,.

V transformované soustavé roziesime nyni dlohu zvld&tni
(Bkk): sestrojime dva cykly %'(18,1") a 2k'(38, %¢'), které
prochizeji danym bodem O, a dotykaji se cykla &'y a k's.
Staéf ovlem uréiti jejich stiedy 1S a 28,3) které jsou zdroven

3) V obr. 46 je podrobnd konstrukce, jiZ d¥ive vyloiené
vynechéna.
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stiedy cykla vyslednych pro tlohu pavodni, jef je tim jiz
roziefena. Poloméry téchto cykld pak jsou: rn= 1" 4 r
alr==% +4r.

Pro ctyri podstatné rizné skupiny znamének cykla k;
dostaneme tedy nejvySe osm redlnych fefeni ve étyfech dvo-
jicich podle toho, kolik redlnych vysledku poskytuji celkem
prislusné dlohy (Bkk).

b) Dilatace lze pouZiti ve zvld§tnich pfipadech u. A,
a to v pripadé (kkp) a (kpp); tdlohy pfejdou v jednoduché,
a to (Bkp), resp. (Bpp).

a) Jsou-li ddny dvé kruznice k,(0,, 7,), ky(0,, 75) a piimka
ky(rs = o), orientujeme tyto kruznice i pifmku a provedeme
dilataci o velikosti 7,. Dospéjeme mimo bod O, obdobné jako
v odst. a) k eyklu ', o poloméru r, — 7, a k pfimce oriento-
vané 'y, rovnobézné s ky ve vzdélenostl 1, od ks, jejiZ umis-
ténf je Jednoznacné

M4-li na obr. 47 pfi zvolené orientaci piimky &; bod O, od
ni vzddlenost v (kladnou), pak Po provedené dilataci bude
mit O; od primky k'y vzddlenost v' = v — ;. V obraze je r;
zdporné, proto v’ je opet kdadné: v = v 4 |, |.
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Resfme nyni jmenovanou tlohu (Bkp) a uréime dva cykly
1%'(2S) a 2k'(38), které prochdzejf bodem O, a dotykajf se
cyklu &', i pHmky %', tieba zpisobem dffve uvedenym na
obr, 22. V nafem obraze 47 bylo pouito pomocné kruZnice
U(L) jdouef body O,, N,, Ny; daldf bod této kruZnice a také
cyklu hledaného 'k’ na spojnici 0,0, nebyl ani vyrysovdn
(vychdz{ neptesné a lze se obejiti bez ného). Staéf z bodu Q
(prisedfku to 'y a 0,0,,) vésti teénu QI ke kruznici ! a jeji

délku nanésti na k'y od bodu @ na obé strany do bodu 3’
a III', ¢m% dospéjeme k dotykovym bodim cykla 1k’ a 2¥';
ty oviem zase nenf tieba rysovati: stiedy 1§ a 28 vyslednych
cykld 'k a 2k leZi tam, kde se kolmice vedené z bodu 3’ a 111’
k teéné k; protinajf s kolmicf spu§ténou s bodu L na spojnici
0,0;,. Refenfm ¢tyt pislusnych dloh (Bkp) dostaneme opét
osm vyslednych cykld, redlnych podle toho, jak dopadne
tefeni jednotlivych iloh (Bkp).

p) Je-li ddna kruZnice k,(0,, ;) a dvé piimky k,, ks, pak
tyto Gtvary opét orientujeme a provedeme dilataci veli-
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kosti r,, éimZ cyklus k, prejde ve svij stfed O, a orientované
piimky k,; a k; v piimky s nimi rovnobéZné ve vzdélenostech
71, 8 to k', Tesp. k', jako v odstavei pfedchdzejicim jedno-
znaéné umisténé a orientované. Tim je pfevedena iiloha
(kpp) na zminénou tlohu (Bpp), tedy zcela jednoduchou,
kterou fesfme celkem étyfikrdte pro dané vutvary podstatné
rizné ve ¢étyii skupiny orientované; dospéjeme tak obecné
k osmi vysledkim dlohy puveodni.

Pozndmka: Tuto transformaéni metodu zavedl do geo-
metrie slavny Vitte, a jak jiZ v ivodu kapitoly 2 bylo uve-
deno, m4 tedenf G. A. ji provedené i vzpomenuty vyznam
historicky.

B. UZiti kruhové inverse. Transformace inversni, kterd
je dilezitd pro fefenf ¢etnych iloh planimetrickych a jez m4
veliky pocet aplikaci{ dalsich, sahajic hluboko do transfor-
maénich metod vy3sf geometrie, byla zavedena do geometrie
Stubbsem (ve Philosophical Magazine) r. 1843. Ndzev inverse
zavedl italsky geometr Bellavitis (v Annali delle scienze
del regno Lombardo Veneto, sv. VI). Podle zékladnich
vlastnosti byla pak francouzskym matematikem Liouvil-
lem (v Journal de mathématiques, sv. XII, 1847) nazvéna
transformac{ reciprokymi (pfevrdcenymi) pravodici.

Vlastnostiinverse: Jejf hlavnf a pro naa uéel potfebné
vlastnosti odvodfme.

a) Je-li dina kruZnice 7 (obr. 48a), t. zv. zdkladn{ (Ff-
dicf) kruZnice inverse, jejiZ stied O se zove stFfedem in-
verse a r polomérem inverse, pak body 4, A’ jsou na-
vzdjem inversn{ neboli inversné sdruZené, plati-li vztah

04 .04 =r
Hodnota konstantnfho sou¢inu nazyvé se téZ mocnosti
inverse. Odtud plyne konstrukce bodu 4’, je-li dén bod A4,
nebo naopak, protofe body inversni jsou sdruZeny involu-
torné, t. j. ndlei-li bodu A jako inversni bod A’, ndle#f
i bodu A’, provedeme-li inversi, opét bod A. V obrazci jest
provedena konstrukce bodu A’ pouze kruZitkem podle
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(1Ca), str. 11. Tu doplnime jedté pro piipad, kdyZ bod B je
dén tak, te OB < %
méru BO kruZnici ¢+ neprotne. Sestrojime nejprve bod 1B
k bodu B homotheticky dle stiedu O v poméru n (celé éfslo
dostateéné velké, v obrazci = 2), coZ by bylo moZno uéinit

, Ze tedy kruZnice se stfedem v B a polo-

opét na pf. jen kruZitkem, a to tak, aby O'B > %; pak jiz

sestrojime deéjéfm zpusobem bod inversni 'B’. Hledany
bod B’ bude n-kréte vice vzdélen od O neZ bod 1B’.%)

@ S @

Z vlastnosti bodiu A4, A’, jakoto sdruZenych péla vzhle-
dem ke kruZnici ¢, je ddna téZ vyhodnd konstrukce bodu A4’
pti jekékoliv poloze daného bodu A uZitim pravoihlého
pravitka anebo zndm4 konstrukce na zédkladé vlastnosti
dplného étyrrohu. Tak uréen v tém?% obrazci bod C’, resp. D',

Body kruZnice ¢ jsou samodruZnymi body pfi této trans-
formaci; stfedu inverse O, a to jedinému redlnému toho
druhu, nédlez{ jako inversni kterykoliv bod wbé%ny.

Kdyby vztah inversnich bodi 4, A’ byl ddn rovnief

04 .04 = — 2,

4) Jiné konstrukce mascheroniovské utvard inversnich viz
Lit. & XI, str. 47 a n.

\
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byly by body 4 a A’ na riznych strandch od stredu inverse
a kruZnice zdkladnf poloméru imaginirntho r:. Casto se tato
imagindrnf kruZnice nahrazuje kruZnici redlnou § (polo-
meéru r), jakoZto svym ,,idedlnim‘ obrazem (obr. 48b).

b) Pohybuje-li se bod 4 po pfimce k (obr. 49),
inversni body A’ vytvoii kruznici ¥, jdouc{
stfedem inverse O. Dikaz: Budi 4’ bod inversn{
k bodu A4 piimky k na kolmici spu$téné s O na k, k j Jmemu
bodu B primky k inversnf bod B’. Plat{: .

0’A [0A’ = 0B . OB,

wTTT \a'/'B neboli
VAN 04 : 0B — OF : 04",
o{“""" oA L]A Trojthelniky OAB & OB'A’
\ . / jsou tedy podobné, takZe iihel
\. S OB'A’ jest pravy. Pokud bod
N pravy
S - kB jest na pimce k, lezi body
inversni B’ na kruZnici &’ in-

versné sdruZené s pfimkou k.
Z involutornfho pfifazeni bodu inversnich plyne i naopak, ze
ka?dé kruZnici, kterd prochdzi stfedem inverse,
odpovidd jako vdtvar inversn{ pfimka kolméd na
stfednou kruZnice inverse ¢ a kruZnice dané. Toliko pffmky,
které jdou stfedem inverse, t. zv. paprsky inverse, jsou
samy k sobé inversni.
¢) KruZnici, kterd neprochdzi stifedem inver-
se, ndleZf jakoinversnitdtvaropét kruZznice. Di-
kaz této véty byl uZ vlastné proveden v (4Da), str. 69, obr.
42 pro body P kruZnice p, nebot podle vztahi tam po-
uzitych jsou body T inversné sdruZeny s body P a pii tom
body T vyplhuji kruZnici tam oznacenou ¢. Vidime od-
tud i ddle, Ze kruZnice inversné sdruZené jsou vidy
zéroven vzijemné homothetické podle téhoZ stredu O, a
protinaji-li se, pak jejich prasecéiky lezf na kruZnici inverse.
Mé-li stfed inverse O p#i zvlastni poloze kruZnice k
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mocnost k nf 72, tedy rovnu mocnosti inverse, je kruZnice k
inversnisama k sobé tak, Ze body jejf po dvou na ka%dém
paprsku inverse jsou spolu sdruZzeny; kruZnice %k protind
kruZnici inverse ¢ orthogondlné (obr. 50a). Pii zéporné moc-
nosti inverse — 72 protind takovd kruZnice k, k niZ opét
stfed inverse md mocnost — 72, ideilni. obraz j kruZnice ¢
diametrdlné (obr. 50b).

d) JestliZe se kruZnice (kfiv-
ky) dotykajf v bodé 7', maji
v tomto bodé spoleénou ted-
nu ¢ a dotykovou kruZnici u,
kterou lze vésti stfedem in-
verse O (obr. 51). KruZnice
(kfivky) inversn{ maji v spoled-
ném bodé 7", ktery je inversni
k T, spoleénou teénu ', in-
versni ke kruZnici u, nebot i
kruZnice ¢, inversni k ¢, se
primky u' v bodé 7" dotyks.
To plyne z rovnosti zatrZe-
nych dhla pii O a pii 7’ -
v trojuhelnfku 071, kde% O1
jest teéna kruZnice ¢’ v bodé O rovnobéind s pifmkou £.
Jest postupné:

X 107" = R — < OT?2 (v pravoihlém A 02T),
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X OT'1 = R — < T'03 (v pravoihlém A 03T");

ale

%C 0T2 = <X T'03 (v rovnoramenném A TOU),
proto
X 10T = < OT'1.

Jest proto i 7”1 teénou kruZnice ¢'. Dotykaji-li se tedy dvé
krivky, dotykaji se i jejich kiivky inversni. Inverse je proto
transformac{ dotykovou.

Z vyklada drivéjsich (3Aa) na str. 21, kde jsme jiZz také
nazev bodu inversnich uvedli, miZeme odvoditi hned dals{
vlastnosti transformace inversni. Z obr. 7 a z rovnice OT, .
.OT, = OA, . OA, vyplyva, Ze kruZnice k,, k, jsou navzdjem
inversné sdruzené pro bod O jakoito stfed inverse a Ze je
paprsek inverse protind v T, resp. Ty pod stejnymi dhly
opaéného smyslu, tedy isogondlné. Kdyby body T, resp. T,
téhoZ obrazce prochézely je¥té jiné dvé kruZnice %'y, resp. &'y
vzéjemné sdruZené pii téZe inversi, protinal by je tyZ pa-
prsek rovné? isogondlné; proto i uhly kruZnic k&,, k', a kruznic
k nim inversnich k,, ¥’; v bodech inversnich by byly stejné .
a opaéného smyslu. MuZeme tedy prosloviti vétu, kterou
lze i jinak dokézati z dffvéjsich poudek: Inversi pfechdzejf
kruZnice ( a ovSem i kiivky) v kruZnice (kfivky), jeZ se pro-
tinaji v vihlu téfe velikosti, ale opa¢ného smyslu jako kruz-
nice puvodn{; fkdme, %e inverse je transformac{ isogo-
ndlnf.

e) Ka?dé dvé kruZnice, které se protinaji nebo
dotykaji, a tim téZ svazek kruZnic témito dvéma krug-
nicemi uréeny, mifeme inversi transformovati ve svazék
piimek, resp. osnovu rovnobézek. Stac{ zvoliti stied
inverse v zdkladnim bodé svazku podle véty sub b).

Dvé kruznice se neprotinajiciisvazek jimi uréeny
lze transformovati v kruZnice soustfedné, zvolime-li
stfed inverse v zdkladnim bodé svazku kruZnic k°, které
protinaji kruZnice prvého svazku orthogondlné (viz 4Ab

82



na str. 45). Inversf prejde totiZ svazek kruZnic k¢ ve svazek
piimek a kruZnice svazku prvého v kruZnice, které protinajf
svazek pfimek orthogondlné, tedy v kruZnice soustfedné.

f) Z obr. 28 a z rovnic k nému se vztahujicich vyplyvé
tato véta: Kazdé dvé kruZnice k,, k, 1ze povaZovati za itvary
navzdjem inversnf, a to pro oba stfedy podobnosti jako
stiedy inversf. Zakladni kruZnice téchto inversi jsou pii-
slusné kruZnice potenéni k, a k',. Tieba vSak rozliSovati:

Krufnice potenéni je redlnou kruzZnici inverse pfi
kladné mocnosti (OR?) nebo je idedlnim obrazem imagi-
nérni kruZnice inverse pifi zdporné mocnosti (— O'R'?).
Kruznice k dotykajicise k, a k, vinversnich bodech 7', a T,
jsou pfi tom samy k sobé inversnf, zrovna tak, jako kruz-
nice k protinajic{ k, a k, isogonélné (viz obr. 19); kruZnici
potenéni k, protinajf pak tyto kruZnice & orthogondlné, po
piipadé pii zdporné mocnosti inverse diametrlné.
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Obé krufnice potenénf puli ibel obou kruZnic k,, k,, co%
je disledek vlastnosti odvozenych sub d), a samy k sobé
jsou tedy kolmé; platnost této véty je z predeslych vyklada
jasnd v piipadé, kdyZ se kruZnice k,, k, protinaji redlné.
Piipad imagindrnfho priseku zde pomineme,

g) Mysleme si nynf inversi novou (obr. 52), aby stifed
inverse leZel v bodé O na kruZnici potenénf k, danych

kruZnic k,, k,. Polomér inverse miZe byti jakykoliv. Pak
kruZnice kp se transformuje v pi{mku %', a kruZnice k;, k,
prejdou v kruZnice &’,, k', svirajic s piimkou %', stejné tihly
opaéného smyslu, protinajice &', ve dvou spoleénych bodech
U', V'; jsou tedy kruinicemi soumérnymi podle osy k'p
a tedy stejnych poloméru.

TotéZ by platilo®) i pro kruZnice k,, &,, je by se neproti-

8) Kdybychom toti¥ thel dvou kruZnic polom&rii r,,r,
a stfedné c¢ definovali z véty kosinové uZité na A 0,0, l}
rovnici rd 4t —c?
coso =1 —2
2riry
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naly. Takovy piipad je proveden v obr. 53, kde stfed inverse
byl zvolen v priseéfku O kruinice k, a spoleéné tedny 12
danych kruZnic k,, k,; polomér inverse r byl zvolen rovny
délee O1 teény kruZnice k,. Zékladn{ kruZnice inverse ¢ pro-
tind tedy k, orthogondlné, takZe kruZnice k, a inversni
k ni &', se ztotoZnuji. KruZnice &', inversni k dané %, a shod-
nd 8 k’;, byla uréena uZitim bodu 2, inversné sdruZeného
8 bodem 2.

ReSeni dloh inversi. Uvedené vlastnosti transformace
inversni dovoluji feSiti vyhodné nejen obecnou 4. A, a jejf
piipady zvléstni, ale té% tlohy obsahujicf podminku ortho-
gondlniho (a také diametralntho) protnuti danych kruZnic,
nékteré z nich dokonce zvlist jednodusSe. Vlastnost odvo-
zend sub d) v predeSlém odstavci umoZiuje pak pouZiti
inverse i pro skupinu uloh, je% obsahujf podminku protnutf
kruZnic nebo pi{mek pod danymi ihly.

a) Pii obecné 4. A. zvolme nejprve piipad, kdy aspon
dvé kruZnice, na pf. k, a k%, se neprotinajf. Pak muZeme
konstrukei uspofddati takto: Podle vlastnosti sub e) trans-
formujeme kruZnice k, a k, v kruZnice soustfedné ', a ¥',.
Volime-li pak polomér inverse rovny délce teény vedené ze
sttedu inverse k jedné dané kruZnici, transformuje se tato
kruZnice v samu sebe,

V soustavé nové rozfesime tlohu: Sestrojiti kruZnici,
kters se dotykd dvou kruZnic soustfednych ¥, a k', a krui-
nice &'y, Zndme zde polomér kruZnic, které se dotykaji
Kialky t.j.r= "1‘|2"’z nebo Tl;rz; tato druhd hod-
nota poloméru by byla obsaZena v prvni, kdybychom uZili
cykli, Uloha tedy prechdzf v tilohu jednoduchou (krk) sku-
piny d) v (2B) na str. 16.

a8 vypobetli cos a’, kde ' je whel kruZnic inversnich, pak
bychom snadno potvrdili rovnost cos « a cos a’ipro|cos o | > 1,
t.j. pFir,— 1y > ¢ > 1, + 74, &ili kdyZ vihel a je imagindrni.
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V obr. 54 jsme zvolili stfed inverse v bodé U, jen% byl se-
strojen tak jako v obr. 23, a polomér tak, a.by Ky =k,
KruZnice ¥'y, s = 1, 2, 3, nyn{ orientujeme, na pt. v pora.d1
(+-+—), takZe polomer cykli zde vyslednych m4 jedinou

hodnotu (' = it T + s > 0).

G. m. sestrojené podle (4Afx)

-

- -

na str. 57 jest pro dvojici (k',, &',) kruZnice m, a pro podminky
(k'y, r') kruZnice m,; v prusedicich téchto kruinic leif dva
stiedy 10’ a 20’ dotykovych cyklu %' a 2k'. Tyto cykly nenf
treba ani rysovati, nybrz ]en ]ejlch body dotyku I’, 2’
a I', II' na ¥\, resp. k', spojnicemi 0’0, resp. 20'0,. Z nich
dostaneme dotykové body dvou kruinic vyslednych 1% a 2k
8 ky, resp. k, na prsludnych paprscich inverse. Z nich dopl-
nfme snadno stiedy 18 a 2§ vyslednych kruZnic; jsou oviem
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i na spojnicich U'0’, resp. U20’. Piislusné daldf skupiny
znamének cyklu k'; poskytly by stejnym postupem dalsich
Sest Fefeni. —

Jestlize dané tii kruZnice k; se vesmés protinaji, zvolime
stted inverse v nékterém priseéiku dvou kruZnic, na pt.
ky a k,. Transformac{ prejdou k, a k, v piHmky %', a k',
kruZnice k; v ¥’y a pro dtvary odvozené fefme tilohu (ppk)
nékterym zpiisobem difve uvedenym. —

| o)
® ‘ @ T ®

Uzitim vlastnosti sub g) moZno postupovati jesté jinak.
Zvolime-li stfed inverse O na nékteré kruZnici potenén{ kp
na pf. dvojice k,, k;, bude odvozeny ttvar obsahovati dvé
kruznice ', a k', stejnych poloméri, a jestlize kruinice k,
protne kruZnici k;, pak volbou stfedu inverse v priseéiku O
(obr. 55a) dostaneme dokonce po trensformaci kromé dif-
véjdich dvou kruZnic k', a k', jako tfet{ utvar odvozeny
primku 'y (obr. 55b). Ijloha tykajici se itvara odvozenych
provede se pak vyhodné dilataci.

Kdyby poloha danych kruZnic byla tak prizniva, Ze by se
dvé kruznice potenéni, na pt. dvojic k,, k, a ky, ky protinaly
(obr. 56a), volili bychom stfed inverse v tomto pruseétku O;
kruznice dané by transformaci preily ve tfi kruZnice shodné
(obr. 56b) a Tefenf tlohy v nové soustavé bylo by zvldst
jednoduché, (Dva vysledky — nejjednoduséf — ecykly
soustfedné jsou v obr. b) vyznadeny.)

87



b) Viimneme si jesté étyf zvldstnich pFipadia 4. A.
Ulohy (kkp) a (kpp) tesili bychom inversi podobné jeko
v ptipadé obecném. Ponékud jinak utvii{ se feenf piipadu
(kkB) a (kpB). Zvolime-li stfed inverse v daném bodé O,
bude v inversi odpovidati tomuto bodu piimka tibéZnd,
dal$im danym prvkim pak dvé kruZnice ¥',, ¥'y. KruZnice,
které se maji dotykati ¥',, 'y a piimky ubéiné, maji ne-
koneéné velké poloméry a jsou tedy spoleénymi teénami
kruZnic ¥, a k',.

V obr. 57 je proveden piipad (kkB). Polomér inverse r byl
volen tak, aby k', = k,. KruZnice ¥',, jejiZ stied 20’ leZf na
primee 0,0,, byla sestrojena pomoci svého bodu A’, inversni-
ho k A, a bodu samodruZného B na kruZnici inverse:. Spo-
ledné tedny %’ a 2k’ kruZnic k', ¥’, se protinajicich jsou jen
dvé redlné, a proto také jsou jen dvé reilné kruinice vy-
sledné 1k a 2k. Stfedy téchto kruZnic, body 1§ a 28, le#f na
kolmicich, vedenych stfedem inverse k teéndm %' a 2k';
byly uréeny pouZitim dotykovych bodu 1,2 a I, II krui-
nice 1k, resp. %k s kruZnicemi danymi, inversnich k bodim
I, 2 al, Il teény k', resp. 2k'.
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c) Souvislost podminky dotyku a priseku orthogondl-
nfho nebo diametrdlnfho pfi kruZnicich; vyloZend jiZ v ka-
pitole 4 (obr. 28), poskytuje moZnost feSiti inversi ilohy,
které obsahuji podminku (%°) nebo (k%) ve spojen{ s pod-
minkou (k) a pod. takto: PovaZujeme-li danou kruZnici,
kterd m4 byti protata orthogondlné nebo diametrdlné za

zdkladni kruZnici inverse ¢, resp. j, dospéjeme od podminky
(k°), resp. (k%) k dalsi podmince (k) a pod. pro tlohu odvoze-
nou; tedy opaéné, neZ tomu bylo v (4Bc) na str. 59.

Tak je feSena v obr. 58 dloha (kkB), sestrojiti kruZnici,
kterd se dotykd dané kruZnice k,(0,), diametrdlné protind
danou kruZnici %,(O,, 7,) a prochazi danym bodem 0,. Kruz-
nici k, zvolime za idedln{ obraz j kruZnice inverse, jejiz moc-
nost je zdpornd, rovna — r,2. K bodu O, sestrojime inversni
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bod O’,, kterym také musi prochdzeti kruZnice hledani.
Rovné% tak by se hledand kruZnice musela dotykati kruz-
nice %', inversni ke kruZnici k,, coZ v obrazci jako zbyteéné
nebylo sestrojeno. Bod 0’y uréime na paprsku inverse 0,0,
pomocnou kruZnici I(L), kterd protind diametrdlné kruznici j
v bodech 1, 2 a prochdzi bodem O,. KruZnice ! pak pouzi-
jeme i pro feSeni tdlohy (k,0,0';) zndmym zpusobem. Vy-
sledné dvé kruznice 'k a 2k, samy k sobé inversnf, fesi sou-
¢asné ulohu pivodni.

d) Nékteré tlohy s podminkou (k?), a to ve spojeni s pod-
minkou (B) lze inversi fediti zvlast vyhodné., UkdZeme to
aspon na pifkladé (kk°B) v obr. 59; tlohou jest nalézii kruz-
nici, kterd se dotykd k,(O,), protind orthogondlné k,(0,)
a prochdzi bodem O,. Stied inverse zvolime v bodé O,, polo-
mér inverse tak, aby k', = k,, a sestrojime kruZnici k,,
inversni ke &, (v obrazci byl uréen bod 7", inversn{ k bodu 7'
na teéné O,T kruinice k,). JeZto bodu O, pfindleif jako
dtvar inversni pfimka wbéind, budou kruinice k' a 2k’
FeBici dlohu pro utvary odvozené teénami kruinice k', vede-
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nymi z bodu 0,, ktery je stfedem kruZnice ¥’,, jeZ ma byt
protata orthogonédlné., Stfed S prvé vysledné kruZnice 'k
JleZi jednak na kolmici s O, spusténé na teénu %', jednak na
spojnici dotykového bodu I (inversniho k dotykovému

bodu I’) na kruZnici k, se stfedem této kruZnice. Podobné
dostaneme i stfed 28 vysledné kruZnice 2k. Kontrola presnosti
je v tom, Ze kruznice 'k a 2k se protinaji ze zndmého duvodu
na stfedné 0,0,.

Reeni zobecn¥né 6. A. Velikost thld, ve kterych se
kruZnice protinaji, se pfi transformaci inversni podle véty
sub d) neméni, takZe transformujeme-li dané dvé kruZnice
vyhodné dle e) na dvé kruZnice soustiedné, resp. na dvé
piimky, prevedeme zobecnénou 4. A. oznaéenou v kapit, 2
sub E (kekvk?) na nékterou zvldstni ilohu této skupiny, a to
na tlohu sestrojiti kruznici, kterd bud protind dvé kruZnice
soustfedné v thlech dané velikosti ¢,, resp. @, a kruZnici
tiet{ v daném ihlu ¢, nebo kterd protind dvé piimky
v danych thlech ¢,, resp. @, a mimo to kruZnici v daném
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dhlu @,. Refenim téchto zvldstnich tloh pro Gtvary odvozené
bude pak po inversi feSena i Gloha plvodnf, t. j. 4. A,
zobecnén4.9)

a) Odvodime nejprve konstrukcl g. m. stfedid kruZnie,
které protinaji dvé kruZnice soustiedné k,(O, r,) a ky(O, r,)
v daném thlu ¢, a @,. Pfi tom vezmeme velikosti 1ihli abso-
lutné (bez zietele na jejich smysl), coz povede k vykladu
pro nasd ucel jednodussimu.

Je-li sestrojena v obr. 60 jedna kruznice k'(8’), kterd pro-
tind k, v bodé 4 v ihlu ¢, a k, v bodé B v Ghlu p,, mysleme
st bod 0’ soumérné sdruzeny s O podle osy soumérnosti s’
bodd A, B. Jeito tihel 0AS’ = ¢, a thel OBS' = ¢,, jest
tihel 040’ = ¢, — @,, tedy zndmy. Déle jest setka 4O’ =
= OB = r, také zndmd. MiZeme tedy bod O’ sestrojiti,
zvolime-li na %, bod A4, jakoito vrchol trojihelnika OA0’
dokonale uréeného. Stiedem 8’ kruZnice k' jest pak prisecik
osy soumérnosti bodi O, O’ a toho ramene ihlu ¢,, které
stiedem O neprochdzi. KruZnice m’, soustfednd s kruznicemi
danymi a prochdzejici bodem §’, jest jednou ¢4sti hledaného

%) Viz Lit. & VII, str. 304 a n.
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g. m. Bod O’ jest uréen vzdélenostf r, dvojznaéné, takZe na-
neseme-li 7, od bodu 4 do bodu 0", soumérného s O’ podle
stfedu v bodé 4 — thel 040" bude roven 2R — (@, — @) —
poskytne bod O" stejnym postupem jako bod O jeSté
‘stted 8" druhé kruZnice k", kterd vyhovuje danym podmin-
kém a jde bodem A; kruZnice m” soustfednd s m’ jdouci S”
jest druhou édstf g. m. hledaného. Snadno lze ukdzati,
%e nanesenim ¢, od ramene 48’ ihlu ¢, opadné dojdeme opét
jen k bgdim S’ a S”. ,

Je déle patrno, ¥e viecky kruinice %', jejichZ sttedy jesou
na m' a jez spliiuji dané podminky, majf stdly polomér ' =
= §’A, jednou z nich tedy uréeny, a zrovna tak, %e krui-
nice k" maji stédly polomér r" = 8"A.

Je-li déna nyni je&té kruZnice k;, kterd mé byt protata
v daném dhlu @y kruZnicemi nalezenych poloméri 7,
resp. 7", dostaneme pro kaZdy polomér dvé kruZnice sou-
stfedné s k;, jakoZto prisluiné g. m. stfedd kruZnic pro dvo-
jici podmfnek (k?r). Uloha (k?k?k?) mé tedy obecné osm
Feseni, tak jako obecnd 4. A.

b) Pro drubou odvozenou tlohu uréime opét nejprve
g. m. stfedd kruZnic, které protinaji dvé piimky k&, a k,
v danych ahlech ¢, a .

Protind-li na obr. 61 kruZnice &'(S’, 7’) piimku k, v bodé I
v Ghlu @), pak jeji stted je vzdilen od k, o délku ' cos ¢,;
od pifmky k, je tedy vzdélen o délku 7 cos g,. Pomér téchto

vzdédlenost{ je proto ;%% = konst., pfi éem% znaménko

P2

mizZe byti kladné i zdporné. G. m, jsou tedy dvé piimky
m' a m’, jejichz body maji od pifmek k,, k, vzdélenosti
v daném poméru (4). Tvoif s k; a k,, jak zndmo, harmo-
nickou étvefinu paprskovou. Je ddle patrno, Ze viecky kruz-
nice, vyhovujfci danym podminkdm, jsou homothetické
podle stfedu O = k; X k,, maji-li sttedy jednou na m’, po
druhé na m”.

V obrazci budiZ jesté ddna kruZnice ky(O,, 7;), kterd m4
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byt protata vyslednou kruZnicf v daném thlu @, JestliZe
touto vyslednou kruZnicf je k(S), tedy kruZnice homo-
thetickd s kruZnicf pomocnou £, a je-li vidy jeden priseéik
jeii 8 k; 1=1,2,3) bod A, resp. B, resp. C, pak tihel
S8C0,4 = @,. Sestrojme ihel ¢’y = @, pii vreholu O a rameni m'
a doplime A SO0, tak aby byl podobny A SCO;. Pak
plati postupné:

a proto: 00;=mn.r1,

Volbou pomocné kruZnice k' znime tedy hodnotu poméru n
a miZzeme bod O'; snadno sestrojiti: Na obr. jsme uéinili
01 = 14, 02 = 7' a bodem 8’ jsmé vedli se spojnici 12 rovno-
bézku, kterd protala spojnici O v bodé O, Z rovnice
%00— = n plyne, %e g. m. bodu 8 jest Apolloniova kruZnice m,,
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sestrojend pro pevné body O’y a O, a délici pomér hodnoty
+ n.7) Pruseéiky kruZnice m, (na obr. neni sestrojena)
s pfimkou m’ jsou pak dva stfedy hledanych kruZnic nasf
dlohy (p?peke).

Pouzijeme-li ihlu 2R — @, dostaneme jesté dalsf bod,
a to 0", soumérny podle stfedu O s bodem O’;, ktery uréi
podobné pro tyZ pomér -+ = druhou Apolloniovu kruZnici m,
a poskytne obecné na piimce m’ dals{ dva vysledné stfedy.

Nanesenfm thlu @y na opadnou stranu ramene m’ nedo-
spéli bychom k novym vysledkim.

Na pifmce m” dostaneme pak rovné% obecné &tyii vy-
sledné sttedy, tedy dohromady obecné zase osm ifeSeni.

c¢) Konstrukef v predchézejicich odstavefch jsou také
fefeny zvldstni piipady zobecnéné u. A. (keier®) a
(kekeB).

Tuto posledn{ dlohu a vdecky ilohy v kap. 2 uvedené,
které obsahuj{ aspon jednu podminku (B), lze fesiti inversi
zvlésté vyhodné tak, Ze zvolime stied inverse v daném bodsé.
Vysledné kruZnice se tim transformujf v pifmky.

Tak provedeme v obr. 62 aspon tlohu (k?pe¢B); mdme
sestrojiti kruZnici, kterd protind danou kruZnici k,(0,)
v daném thlu @, danou piimku %, v daném thlu ¢, a pro-
chézf danym bodem O,.

Inversi stfedu O, volme tak, aby zdkladni kruZnice 7 prot{-
nala k, orthogondIné, takie X', = k,; piimka k, se transfor-
muje v kruZnici k'y. KruZnice, které fesi vlohu pro ttvary
odvozené a maji nekoneéné velké poloméry, uréime jako
¢étyfti spolecné teény %', 2k/, . . . kruZnic pomocnych m, a m,,
soustfednych s kruZnici k’;, resp. &’;, o polomérech r, cos ¢, =
= 0,1, resp. 7’y cos g, = 10',2. Kruinice 1%, 2k, . . ., inversni
k oném tecné,m jsou hledané kruzZnice o stredech 1S, 28, .
Na obrazci je vyrysovdna jedna vyslednd kruZnice 1%,
odpovidajici jedné teéné %' kruZnic m,, m,; Gloha je ovéem
obecné ¢étyrznadnd.

?) Viz J. Vojtéch: GV, str. 58.
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d) Zvlisté jednodusde lze pak Fediti ilohu (2®z%p?), nebot
piisludnd g. m. podminek (z®z?) jsou pifmky, odvozené
v odst. b). Uloha mé tedy &tvero fedeni.

Ulohu (2°p?B) lze tefiti zcela jednodude, a to homo-
thetii: sttedem homothetie kruZnic vyslednych a pomocnych
je prusedfk danych piimek; daldf postup pak je ji% jasny podle
vykladd odst. b). —

e) Jestlife v tloze (kekeke) thly ¢; (¢ = 1,2, 3) jsou si
rovny, pak médme protnouti dané tfi kruZnice Kk
isogondlné v daném dhlu ¢. Mimo feSen{ invers{, které
jsme vyloZili pro pfipad obecny, miZeme pro tento zvldatni
pripad pou%it nékdy vhodné i vlastnosti kruZnic isotomic-
kych, zndmych ndm z pozndmky na str. 39. Sestrojime-li pro
dané tii kruZnice (orientované v cykly) osu podobnosti o,
dostaneme na o dva zdkladni body U, V svazku kruZnic
isotomickych. Jsou-li tyto body redlné, pfejde nade dloha na
zvldatn{ dlohu (k»BB), jiZ fefime snadno podle odst. c).

f) PFi této pileZitosti zminfme se jekté o iloze isogondl-
nfho protnut{ danych kruZnic kruZnicf hledanou, ne-
uddme-li velikost iihlu @. Aby tloha byla uréitd, musf byti
dény ¢tyFi kruZnice k; (i = 1,2, 3,4), je% jest protnouti
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isogonélné. Ulohu fedfme tak, %e pro dvojici orientovanych
kruZnic k;, na pf. pro ¢ = 1, 2, najdeme kruznici potenéni 1k,,.
Ta bude hledanou kruZnici podle f) na str. 83 protata ortho-
gonélné (resp. diametrilné). Podobné i potenénf kruZnice
2k, dald{ dvojice cykld k;(t=2,3) a 3, pro dvojici
k; (¢ = 3, 4). KruZnice hledand protind pak tyto tfi po-
tenén{ kruZnice orthogonilné (nebo diametrdlné) a lze ji
sestrojiti zpisobem vyloZzenym v kapit. 4.

Pro osm podstatné riznych skupin znamének cykla k; —
skupiny znamének pro viecky piisluiné cykly k; vesmés
opadénych poskytuji ziejmé ty% vysledek — dostaneme
obecné osm vyslednych kruznic isotomickych. —



6.

KONSTRUKTIVNI RESENI APOLLONIOVY ULOHY
NA ZAKLADE ALGEBRAICKEM.

Postupem algebraickym, resp. analytickym, odvodil riizné
konstrukee pro fefenf 4. A. ndd geometr J. Sobotke v néko-
lika pojednénich (viz Lit. &, VIIIa, b, c), kde se zabyval
vétdinou ilohami prostorovymi o dotykovych koulich a iso-
gonélnich koulich a té% zobecnénou 1. A. Z ivah a konstruke{
tam odvozenych vyplyvaj{ planimetrické konstrukce jako
specidlnf pifpady. V téchto pojedndnfich je téZ obsaZeno
starsi analytické reSeni u. A., které podal jiz r. 1866 anglicky
geometr Casey (v ,,Royal Irish Academy‘‘), z néhoZ lze
vytéZiti rovnéZ zajimavé konstrukee, ]ei by patfily téz do

této G4sti nasich uvah.

Omezfme se vSak jen na zajimavou souvislost dtvara,
kterou odvodil J. Sobotka pro ulohu prostorovou a jeZ
dopliiuje vztahy uZité pti Fefeni Gergonnové (Lit. ¢.
VIIIb, str. 9). MuZeme ji pro . A. v roviné odvediti analo-
gicky takto:

Pro dané tfi kruznice k40, 74), ¢+ = 1, 2, 3, které orientu-
jeme v cykly, sestrojme osu podobnosti o (obr. 63) a potenén{
stted P, jehoZ vzdalenost od osy o budiz p. PiSme pro
struénost P(p). Mysleme si p6l P, osy podobnosti o vzhledem
ke k, a pisme P,(x,), kdeZ z, je opét vzdilenost bodu P, od o;
sttedy danych kruZnic jsou podobné Oya;). Na kolmici
vedené bodem P k piimce o uréfme nynf bod F(x) rovnici:

4

Y4 T, '
Mezi vzddlenostf z;, a vzdédlenost{ a, plati!)
a(a;, — zy) = 1%,
1) Viz J. Vojtéch: GV, str. 60.
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Protinaji tedy spojnice stredu potenéntho P s pély P;
osu podobnosti v bodech F;, jimiZ prochézeji odpovidajicf
spojnice pevného bodu F s body O;. Dotykové body cykla
vyslednych 4. A. s cykly k; miZeme sestrojiti privé na zi-
kladé tohoto pevného bodu F a bodu F, aniZ pély P; uréfme,
coz bylo treba pfi konstrukei Gergonnové. Strucné lze vy-
jédiiti dokdzanou vétu takto: Pevny bod F jest stie-
dem, z ného% se promitaji stfedy danych cykld
na osu podobnosti do bodu F; spojnice téchto
bodi se stfedem potenénim protinajf k; v doty-
kovych bodech s hledanymi cykly.

Konstrukce bodu F je pak tato (obr. tyz): Sttedem O,
vedme v k, prumér AB rovnobéZny s osou o a jeho krajni
body spojme s bodem C, ktery je patou kolmice spusténé
8 O; na o. Pak s potenéniho stfedu P spustime kolmici na 0,C
a s paty jeji kolmici na AC do bodu D; ta protne CB v bodé¢ E.
Rovnobézka s o vedend E protne kolmici vedenou z bodu P
na o pravé v hledaném bodé F.

Dukaz: Oznacfme-li G priseéik EF s'OlC a zavedeme-li
v obrazci zatrieny thel ¢, jest:

_ D .
CG=CE.cos<p=C—. osqyz#os?;z.cosqv=
: cos 2¢ cos 2p —sin ¢
=] -—p *
Jeito tgp = %-, jest skutecné

1

e alz _‘

C4qd = p.a——lz_rlz— z.

Tim se praktické provedeni . A. uZitfm bodu F stivéd
velmi jednoduchym i graficky pfesnym. Postup konstrukee je
pak takovyto (obr. tyZ):

Sestrojime osu podobnosti o danych cykli; graficky stacf
k spolehlivému urdenf potfebnych stfedi podobnosti po-

100



uZ{ti spoleénych tecen, rysovanych podle pfiloZeného pra-
vitka nebo, jsou-li teény imagindrni, uZitim homothetickych
bodi s pomoci dvou trojihelnikovych pravitek. Pak se-
strojime potencni stted P; jestliZe se kruZnice dané neproti-
najf, uZzitim jediné kruznice pomocné, kterd viecky tri dané
protind. Déle sestrojime bod F podle predchoziho opét je-
nom rysovinim kolmic. Nynf spojime bod F s Oy, protneme
témito spojnicemi o v bodech F; a spojnice F;P uréujf jiZ
na k; hledané dotykové body. Presnost konstrukce se zvy-
Suje také tim, %e pro uréeni bodu F muZeme zvoliti kterou-
koliv kruZnici danou.

Konstrukci Sobotkovu miZeme prdvem povaZovati za
praktické zdokonaleni nejduleZitéjifho Fedeni 4. A., t. j.
Gergonnova, které jsme mezi riznymi planimetrickymi
feSenfmi této slavné ilohy uvedli na misté prvnim.
A konstrukef Sobotkovou, stejné elegantni, své vyklady
konéime. —
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7.
DODATEK: ULOHY PRO CVICENL

A. POUZITI RUZNYCH METOD.

1. Podle p¥ikladu v textu na str. 8 FeSte &tyFmi zpusoby
tlohu: Sestrojiti trojihelnik, jsou-li ddny jeho dv® streny a, b
a délka té%nice ¢,. — [a) Dopln8nim na rovnob&Znik; b) po-
uZitim geometrickych mist pro vrchol A, sestroji-li se nej-
d¥ive f,; ¢) homothetii, pouZijeme-li napfed jen poméru
a:b:t; d) na zédkladd vypoltu strany c; c? = 2 (a? 4 b%) —

— 4]
2. Sestrojte trojuhelnik, je-li dén polomé&r kruZprice jemu
opsané 7, polomé&r kruZnice vepsené g a uhel . — [a) Uréime

A\ ABS (8 je stfed kruZnice vepsané); b) vypolteme a pak

gestrojime stfednou O0S; 0S? = r (r — 2p); O je stf¥ed kruZnice
opsané.]

8. Podobné sestrojte trojuhelnik pravouhly, je-li déna jeho
pfeponaca g; (¢ = 2r). — [UZijte téZ vztahua + b = 2 (r + p!]

4. Sestrojte trojuhelnik, je-li zndm jeho obvod 2s a thly.
— [a) Zndmym zplisobem, uZitim pomocného trojihelnfka se
zékladnou 2s; b) pouZitim vztahu, Ze délka tedny vedené z C
ke kruZnici vnd vepsané jest rovna s.]

5. Podobn& dvéma zpisoby sestrojte trojihelnik, znéme-li
28, «, Vg

8. Sestrojte trojuhelnik, je-li déno ¢, @ + b, y. — [a) Urde-
nim pomocného trojahelnika, kterd mé stranu a 4 b; b) se-
strojite-li nejdfive ¢ a pek uZijete geometrickych mist pro
vrchol C. ¢) Jak lze podle toho sestrojiti prisediky kruZnice,
kterd prochézi ohnisky elipsy s touto elipsou? Uka%te také,
%e hledané prisediky jsou dotykové body tefen, vedenych
k elipse z prasefiku dané kruZnice s vedlejdi osou elipsy.]

7. Podobnd sestrojte trojihelnfk, v némzZ je déno: ¢, a — b, y;
odvodte pFisluSné konstrukce pro hyperbolu.

8. Z konstrukee trojihelnika, v ném% zndmeé ¢, a 4+ b, o,
ukaZte, jak lze nalézti prusediky pFimky jdouci ohniskem elipsy
(hyperboly) s touto kuZelosekou. Které zvldstni iloha Apollo-
niove se zde vyskytuje? Relte tlohu jestd jinak: a) kolineact
8 kruZnici opsanou z ohniska ¥F; b) poldrnosti; ¢) pro elipsu
afinnim vztehem se soustfednou kruZnici.
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9, Sestrojte trojuhelnik, je-li déno: ¢, y,v,, — [a) UZitim
geometrickych mist. b) Zvolte C a urfete hyperbolu, kter4d mé
stfed O, jejiZ asymptoty sviraji uhel y a jejiZ vystfednost
€ = cv, : 8in y; spoleéné teény této hyperboly a kruZnice k(C, v,)
uréuji také trojuhelnik hledany. Pro&?]

Ad 9, Viimnéte si, ¥e ka¥dé dv& spoletné tedny hyperboly
nebo elipsy a soustfedné kruZnice k(r), které jsou spolu rovno-
b&#né, protinaji dalsi soustfednou kruZnici p, opsanou polo-
mérem rovnym hlavni poloose hyperboly (elipsy), v patéch
P,, P; kolmic, spusténych na tefny s ohniska F, a Ze tétiva
kruZnice p, usedka . P,P, = 2r. Z toho odvodte konstrukei
spoleénych teden.

10. Do daného &tverce (strana a) vepiSte &tverec, ktery
m3a danou stranu b. — [a) Sestrojenim pravoiuhlého trojihel-
nika, jehoZ pfepona jest b a soudet odvdsen jest a; b) otole-
nim libovolného &tverce soustfedného, ktery mé stranu b, do
pFisludné polohy; ¢) na zdkladd vypodtu useku vzniklého na
a + V2b’ — a’]

3 .

11. Ke dvéma znémym konstrukeim spoleénych teéen dvou
danych kruZnic (homothetii a dilataci) pFipojte tuto t¥eti
konstrukei a doke#te ji: Dotykové body vnéjf tedny jsou na
spojnicich AM, resp. BM, kdeZz body A, B jsou vné&jsi krajni
body priméra obou danych kruZnic na stfedné, bod M je na
chordéle a pfi tom spojnice AM a BM jsou k sobd kolmé.
Obdobnd i pro vnitini spoletné tetny. [PF. 1911, 14.1)]

12. Sestrojte elipsu, kterd4 je déne polohou os a teénou ¢
s dotykovym bodem 7T'. — [a) Poloosa a jest polomé&rem afinni
kruZnice a thel ST,1 jest pravy (S je stfed elipsy, T, bod

afinnd sdruZeny s 7' a 1 bod samodruZny); b) ST, .Sl = a*
(T, je pravouhly prim&t bodu 7 do hlavni osy); c) analyticky
dokaZte konstrukci: KruZnice opsand ze stfedu tseku SN,
ktery utind norméla na ose vedlejsi, a prochédzejicf T, jde
vrcholy hlavni osy; podobn& pro vrcholy osy vedlejsf.]

18, Sestrojte parabolu danou ohniskem F a dvdma body
A, B. — [a) Privodie uréuji pFimku ¥idici; b) kruZnice k(F')
jdouci A4 je kolinedrnd sdruZena s parabolou.]

- 14. Urlete prisetiky dané pfimky p s parabolou, danou
ohniskem F a pfimkou Fidici f. — [a) ReSenim zvlaStni Glohy

strand daného &tverce, = =

1y N&které ulohy jsou pFevzaty z ,,PFilohy k- Casopisu &es.
mat. a fys." a z ,,Rozhledii matem.-pfirodovédeckych‘. Jsou
oznaleny: P¥., resp. R s uddnim roéniku a é&isla dlohy nebo
straénky é&lanku.
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Apolloniovy; b) homothetii pro stfed O = (p X f), sestrojime-li
hledany bod jako homotheticky s libovolnym bodem 1 na p pfi
poméru homothetie 02 : OF (bod 2 najdeme na spojnici OF
tak, aby usetke 12 se rovnala vzddle osti bodu 1 od f; ¢) ko-
lineacf s kruZnici (stfed v bodd F); d) polérnosti.]

15. Sestrojte usetku z = a,?b — Kroms$ zpisobu obvyklého

a zpisobu uvedeného na str. 12 jedtd wuZitim pohyblivého
pravého uhlu (pravouhlého pravitke): Zvolime dv& osy =z, y
k_sobé kolmé, na = > naneseme OA = a a na druhou stranu
OB = b, na y pak OC = ¢. Kterou kolmici dostaneme na y
tsetku z?

16. P¥ipomeiite si podle toho konstrukci polomér kfivosti
pro vrcholy elipsy a sestrojte stfedy kruZnic kFivosti také
pouhym kruZitkem.

17. Sestrojte z = J/ab. — [Mimo obvykly zptisob a zpésob
uvedeny na str. 12 provedte konstrukeci tak, Ze namesete na
osu_z tUsetky OA =a, OB = b stejnym smérem, sestrojite
krufnici k-nad primérem AB a pak ji protnete orthogonélné
kruZnici, kterd mé stfed na ose y. Kde je tsecka z? DokaZte!]

18. Sestro_lte stfed uselky a pouhym kruZitkem podle
vztahu T = % = ;a

19, Sestrojte pouhym kruZitkem délky stran pravidelnych
mnohouhelnikd do dané kruZnice k(S,7r) vepsanych, a to
Gy, Gy. Gy, G, Tyg, Gy, Gygy Gy 8 . — [JBou-li vreholy pravidel-
Eho éestil’lhelniku_A a% F, p;.k ﬂn‘ime AG = DG = AC;
SG = a,; potom CH = EH = 8G; SH = a,, atd.]

B. ULOHY O KRUZNICI.

- 20. PouZitim p¥isludnych tdloh Apolloniovych se-
strojte kuZelosetku, je-li ddno jeji ohnisko F a jesté a) tfi
jejf body A, Ay, Ay; b) dve body a tefna ¢; c¢) jeden bod
a dvé tedny; d) th teény. — [Uréime bud kruZnicf i g(F”, 2a)
nebo p(S, 2)?): K tomu poutijeme kruZnic ki (A, A F), resp.
kruZnic sestrojenych nad priméry FA;; mimo to bodd Q,,
soumd&rnd sdrufenych s F podle telen ¢, resp. pat P; kolmic
spusténych s F na ¢,.]

) F’ je druhé ohnisko, S stfed kuZelosetky, a je hlavni
poloosa.
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21. Podobnd sestrojte kuZelosetku, zndame-li F, smér osy
a mimo to jeSt& a) dva.body; b) dv® teény; c¢) bod a tetnu.

22. Urdete prisediky dané pFimky s elipsou (hyperbolou),
zname-li F, F’ a 2a. — [PouZijeme kruZnice ¢(F’, 2a).]

28. Urfete obdobn& priseéiky dvou kuZeloselek, které maji
spoledné ohnisko. Jak jednoduSe dostaneme spoledné teény
takovych kuZeloselek? — [PouZitim bodd @.]

24. DokaZte, Ze kruZnice k opsané z ohniska hyper-
boly polomé&rem b (vedlejii poloosa) je protata kruZnici
p(S, a) orthogonélné. — UZitim tohoto vysledku sestrojte
hyperbolu, déno-li F, b a mimo to je§td a) dvs teény; b) teéna
a bod; c¢) dva jeji body.

25. Podobné tulohy Fedte pro elipsu. — [Zde vBak jest
obdobné kruZnice k protata kruZnici p diametrélné.]

268. Sestrojte kruZnici k, je-li dan p6l P a jeho poléra p
vzhledem k hledané kruZnici £ & mimo to kruZnice k,, kterou k
orthogondlnd protind. — [NejdFve sestrojime pomocnou kruZ-
nici x°, které prochéz{ P a jet orthogondlnd protfnd k i k.
(R. 14, 5).]

27. Sestrojte kruZnici k, je-li dén pél P s polérou p a mimo to
kruZnice k,, kterou k protiné. diametrélnd nebo které se k
dotyké. — [UZijeme chordél trojice (P, k,, k). (R. 14, str. 63).]

28. Sestrojte kruZnici %, je-li ddn pél P s poldrou p a polo-
mér r. — [a) Lze sestrojiti spoleénou chordédlu bodu P a v8ech
kruZnic 'k z P a p, které tvofi svazek; svazek kruZnic
k nim orthogonélnich je urlen zédkladnimi body P, @, kdeZ @
je pata kolmice spusténé s P na p. b) Zcela jednoduchd kon-
strukce vyplyva z vypoétu vzddlenosti z stfedu kruZnice k&

_— Tm\2
od p; oznadime-li PQ = m, pak z = — % + V(ﬂ) + 7]

Jiné uréujiei podminky:

29, Sestrojte kruZnici, kterd jde danyml dvéma body A4, B
a d&li danou kruZnici %(0) v daném poméru m :n. — [Po-
uZijeme pomocné kruZnice k’'(0), jejiZ teény protinaji k tak,
jak tdloha vyZaduje, a delSi pomocné kruZnice &k” jdouci 4, B
a protinajici k libovoln&. (PF. 1912, 14).]

80. Sestrojte kruZnici, které prochézi dvéma danymi body
A, B a na dané pfimce p vytinad t&tivu dané délky ». — [Vy-
polteme a sestrojime snadno vzddlenost z stfedu této tétivy

od prisefiku P pfimky p s AB; z = l/(%) + 2, kde 1?2 =
= P4 .PB)]
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81, Odvodte (analyticky) a sestrojte geometrické misto
st¥fedd kruZnic k, které protinaji dané kruZnice k,(0,) & ky(Oy)
tak, %e chordély viech dvojic (k,, k) a (ks, k) prochézeji danymi
body M,, resp. M,. — [Je to pFimka kolméd na spojnici M,M,.
(Dtikaz syntheticky — projektivnimi svazky — viz P¥. 1912,
str. 231.) — K jakému geometrickému mistu dospdjeme, kdyZ
body M, a M, splynou s O,, resp. O,1]

82. Podobnd®: Geometrické misto stfedii kruZnic k, které
protinaji k,(0,) orthogonélnd a k, tak, Ze chorddly dvojic
(k, kg) jdou vidy bodem M, jest pﬁmka kolmé na spojnici

O,M. (Dikaz syntheticky viz opét jako v pF. 31.)

88. Podle toho FeSte ulohu: Sestrojiti kruZnici k, kterd pro-
tind dané kruZnice k; (¢ = 1, 2, 3) tak, %e chorddly dvojic

(k, k;) prochézeji danymi body M, — [MiZeme postupovati
také tak, Ze nejdfive sestrojime pomocné kruZnice a; se stfe-
dy A; které protinaji k; orthogonéln8. Jak tedy protinajl

hleda,nou -kruZnici &? (Pl" 1918, 11).]

Utvoite a FfeSte i jiné obdobné dlohy; také je-li polomér
ndkteré dané kruZnice nulovy.

84. Odvodte (analyticky) a sestrojte geometrické misto
stfedt kruZnic, které prochézeji danym bodem M a jeZ jsou
protaty danou kruZnici | k(0) dlamet.ré.lné — [Je to kruZnice,

jejl% stfed pllf vsetku OM.]
. ReSte nyni - tlohu: Sestrojiti kruZnici, kterd -prochézi
dvéma danymi body a jeZ jest danou kruZnici pilena.

86. Sestrojte kruZnici, kterd prochdzi danym bodem a jeZ
jest dvéma danymi kruZnicemi pilena. (R. 18, 11).

87. -Sestrojte kruZnici, kterd jde M, jeZ jest ptlena danou
kruZnici %k, a kterd protind danou kruchx k3 orthogonaind
nebo diametrdlns.

88. Sestrojte kruZnici, kterd prochézi dvéme danymi body 4,
B a kterou z daného bodu P jest viddti v daném ihlu «. —
[PouZijeme geometrického mista stFedd S kruZnic, které jdou A
& k nim¥ teény z P vedené tvofi thel a. Je to Apolloniova

kruZnice, nebot ﬂ = sin ) . (R. 1, 4).]
SB

89. Podobné sestrojte kruimcl, kterd prochazi danym bo-
dem A4 a jeZ z danych bodt P, @ jest vidéti v dhlu «, resp. f.

40. Pak i kruZnici, kterou vidime z danych t¥ bodd v da-
nych iuhlech «, resp. B8, resp. y.

41. Sestrojte kruZnici, které se dotyké dvou deanych pFmek
a ji% jest vidéti z daného bodu v daném hlu «. — [Homothetii;
stfedem homothetie jest prisefik danych tefen. (R. 14, 24).]
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42, Sestrojte dv& kruZnice % a 2k, aby 'k prochézela danymi
body A, B, aby % se dotykala dané kruZnice k v daném bodé& T'
a aby ob& mély svou chordalu v dané pfimce p. — [Je-li P pri-
se&ik p a tedny ¢, sestrojené v T ke kruZnici k, pak plati PT? =
= PA . PC, &mZ se dospdje k tfetitmnu bodu C kruZnice 1k.
(R. 9, 8)]

48. Obdobnd sestrojte dvé kruZnice 'k a 3k, aby % se do-
tykala dané pfimky ¢t v bods 7, *% dané pfimky % v bod8 T
a aby ob& mdly svou chorddlu v dané pFimce p. (R. 10, 8.)

44, Sestrojte kruZnici, kterd prochdzi dvéma sdruZenymi
body imagindrnimi (jsou dény kruZnici %(0) a pFimkou p,
je% k neprotiné, jakoZto zékladn[ body svazku kruZnic k se
spoleénou chordélou p) a mimo to danym bodem 4. — [a) Po-
uZijeme chordél t¥{ kruZnic: hledané, dané %k a pomocné,
kterou sestrojime bodem A. b) Sestrojime kruZnici I, ktera
mé stfed na p a jeZ protind k& kolmo, ta protne kolmici spusts-
nou s O na p v zdkladnich bodech U, V svazku kruZnic, pro-
tinajicich kolmo kruZnice k; sestrojime-li nyni na p stfed P
kruZnice uréené body U, V, 4, jest PA te¥nou hledané kruz-
nice.]

45. Sestrojte kruZnici, kterd prochdzi dv&me imaginarnimi
body (jsou opét dédny k, p) a je% se dotykd dané pfimky ¢. —
[Délky teden, vedenych z prisetfku P p¥imek p a t ke kruZnici k
i ke kruZnici hledané, jsou stejné.]

46. Sestrojte kruZnici danou dvdmea imaginérnimi body
(k, p) a délkou polom&ru. — [Postupem sub b) v pF. 44.]

47. Podobnd sestrojte kruZnici danou dvéma imaginidrnimi
body tak, aby danou kruZnici k, protala orthogoniln& nebo
diametrélns.

48. Sestrojte kruZnici danou dvdma imagindrnimi body tak,
aby na dané pFimce vytela tétivu dané délky (viz pF. 30).

49. Dv& sdrufené imaginarni teény jsou ddny kruZnici k
a bodem O, ktery je uvnitf k a jenZ je stfedem podobnosti
Fady kruZnic homothetickych s k podle stfedu O; dané teiny
jsou spoleéné véem kruZnicim Fady. — [Utvofte a FeSte ulohy
obdobné ulohdém v pF. 44—47, ale s dv8me imagindrnimi
teénami.] — . ) .

Do téchto pfikladi nebyly ovSem pojaty tlohy vyplyvajici
z pfehledu podaného v kap. 2; FeSime-li je metodami, které
jsou v knize vylofeny, dospdjeme k specidlnim konstrukefm
té% velmi rozmanitym a zajimavym. —
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